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RESUMO

SOBRE UMA CLASSE DE PROBLEMAS ELIPTICOS ENVOLVENDO O
OPERADOR P-LAPLACIANO, COM PESO E POTENCIAL INDEFINIDOS E
DIFERENTES CONDICOES DE FRONTEIRA

AUTOR: Eduardo de Souza Boer
ORIENTADOR: Juliano Damiao Bittencourt de Godoi

Este trabalho dedica-se ao estudo de duas classes distintas de problemas de
autovalores, os quais envolvem o operador p-laplaciano e fungdes peso e potencial
indefinidas. Fornecemos condicdes necessarias e suficientes para a existéncia de
autovalores principais e, em seguida, caracterizamos o primeiro autovalor nao-
principal. Tais resultados sao obtidos via técnicas variacionais.

Palavras-chave: Equacgdes Elipticas Nao Lineares. Condicdo de Fronteira Mista
Robin-Dirichlet. p-Laplaciano. Métodos Variacionais.



ABSTRACT

ABOUT A CLASS OF ELLIPTIC PROBLEMS INVOLVING THE P-LAPLACIAN
OPERATOR, WITH INDEFINITE WEIGHT AND POTENTIAL AND DISTINCT
BOUNDARY CONDITIONS

AUTHOR: Eduardo de Souza Boer
ADVISOR: Juliano Damiao Bittencourt de Godoi

This work is dedicated to study two distinct classes of eigenvalue problems, involving
the p-laplacian operator and indefinite weight and potential functions. We give some
necessary and sufficient conditions such that there is a positive eigenvalue. In addition,
we present a characterization to the first non-principal eigenvalue. This results are
obtained by variational techniques.

Keywords: Nonlinear Elliptic Equations. Mixed Boundary Condition Robin-Dirichlet. p-
Laplacian. Variational Methods.



LISTA DE SIMBOLOS

o Ayu = div(|VulP~2Vu) ;
e 0() denota a fronteira do conjunto €2;
e u # () indica que existe um conjunto de medida positiva onde u # 0;

e | A| é a medida de Lebesgue do conjunto A C RY;

e || - || denotard a norma padrfo utilizada em cada capitulo, definida no inicio do mesmo;
o C'={f:Q— R;f éuma vez continuamente diferenciavel };

e O ={f:Q—R;f infinitamente continuamente diferencidvel };

v ou Ou ou
) u = N ;
8131’ 8$27 ’ (%z:N
1/p 1/p
o ||ull, /]u|”dx e ||ullp,x /|u]pdx , para algum conjunto X C RY;
Q X

o ||u||oo = inf{a > 0;|{z € O |u(z)| > a}| =0};

e () ={u:Q — R;u émensurdvel e ||ul|o < o0};

o [P(Q)) ={u:Q — R;u émensurdvel e ||ul|, < co};

e WHP(Q) =< ue LP(N);3f € LP(Q) tal que /ugp’dm = —/fgpdx,Vgp e CX(Q) 2
Q

Q
¢ Wo"(Q) = {u € W(Q);u=0 em 9Q};

o [ T[]« = sup{[T'(2); ||| = 1};

e s’ denotard o expoente conjugado de s, para s € (1, 00];

e | - | denotara a norma de um vetor no R”;

o fT =max{f,0}, f~ =max{—f,0}, X] = {z €; f(z) >0} e X! ={z €; f(z) < 0};

e S = {x € X;||z|| = 1}, para algum conjunto X;

e A—B={x€ Az ¢ B}

e B¢, para B C X, indicara o conjunto completar de 5 em relacdo a X;

e C"(Q) = {¢ : @ — R;1 écontinua e todas as derivadas parciais D% de ordem |a] <
m sdo continuas };

o C(Q) = {u € C"™(Q); |D*9(x) — D*Y(y)| < K|z — y|, paraalguma constante K >
Oe paratodos o € [0,1] ez, y € Q};

® u, \, v indica que u,, — u e u < u,, paratodon € N;

e f % ge f indicam, respectivamente, a adjungio dos caminhos f e g e o caminho reverso de f;
e g.t.p. = quase todo ponto, T.V.M. = Teorema do Valor Médio, f.s.s.i. = fracamente sequenci-

almente semicontinuo inferiormente.
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1 INTRODUCAO

O estudo de Equagoes Diferenciais Parcias (EDPs), que se iniciou no século 18 com os
trabalhos de Euler, D’ Alembert, Lagrange e Laplace, vem crescendo exponencialmente desde
entdo. Passou de uma ferramenta central na descri¢do de problemas do meio fisico, para uma
parte essencial no estudo de diversas subdreas da matematica, tais como Topologias Diferencial
e Algébrica, Geometria Diferencial, Andlise de Fourier, Teoria das Variedades, Geometria Al-
gébrica, Andlise Harmonica, Algebra Homoldgica, entre outras. Contudo, a utilidade do estudo
das EDPs ndo se restringe a Matemética Pura, ou até mesmo as dreas aplicadas mais conhe-
cidos, como Fisica e Engenharias. Muito pelo contrdrio, sdo indmeras as aplicacdoes em dreas
como a de Processos Estocésticos, Teoria do Caos, Economia, Biologia, e assim por diante. De
acordo com Brézis e Browder (1998), tal processo de desenvolvimento nao foi uma via de mao
unica, uma vez que, 0s avancos nas subdreas supracitas também desempenharam papel essecial
para o desenvolvimento dos Tépicos em EDPs.

De acordo com Binding e Huang (1994), o estudo de problemas de autovalores envolvendo
o Operador p-Laplaciano € de grande interesse dentro da comunidade matematica. Tal interesse
pode ser justificado pelas aplicacdes que esta classe de problemas possui. Por exemplo, para
certos fluidos, a tensdo de cisilhamento, que denotamos aqui por F, e a velocidade, dada por
Vu em x, obedecem a relagdo F(z) = r(z)A,u(x). Desta forma,

e se o fluido é Newtoniano, entdo p = 2;
e se o fluido € pseudoplastico, entdo p < 2;
e se o fluido € dilatante, entdo p > 2.

Além disso, o operador p-Laplaciano aparece no estudo dos seguintes problemas:

e Fluéncia (torsional creep), a qual consiste em uma deformacao que ocorre num material, sob
tensdo constante ou quase constante. A mesma serd eldstica, se p = 2, ou pldastica, conforme
p — +00.

e Fluxo através de meios porosos (p = %).

e Deslizamento glacial (p € (1,4/3)).

Em geral, as EDPs sdo classificadas em trés grandes areas, a saber, Parabdlicas, Hiperbdlicas
e Elipticas. No presente trabalho, nos dedicamos ao estudo de duas classes distintas de EDPs

Elipticas:
—Apu+ V(2)|ulP~?u = dm(z)|ufP~?u , em Q

u=1>0 , em Of)
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onde ) C RY, com N > 2, é um dominio limitado, p > 1e V, m : Q — R sdo funcdes

possivelmente indefinidas e ilimitadas;

—Apu + V(z)|ulP~2u = dm(z)|ulP?u , emQ
ou
i Ao (z)|ulP~2u , emIy

u=20 , emI'y

|Vl

onde V,m, e o sdo, possivelmente, indefinidas, 2 é um dominio limitado de classe C*“, para
algum 0 < a < 1, de modo que 0f2 possa ser decomposta em dois conjuntos, ['; e 'y, os quais
sao variedades (n — 1)-dimensionais conexas e fechadas, com p > 1.

Nosso objetivo central é determinar condi¢Oes necessarias e suficientes para que cada um
desses problemas possua, a0 menos um, autovalor principal. Além disso, garantimos a existén-
cia de um primeiro autovalor ndo-principal e fornecemos uma caracterizag¢ao variacional para o
mesmo. Nossa linha de acdo consiste na aplicacdo de métodos variacionais e minimax, 0s quais
surgem fortemente no estudo das EDPs a partir do século 19.

Nosso trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, abordamos uma classe
de problemas com condi¢do de fronteira de Dirichlet, para o qual determinamos sob quais con-
di¢des existe a0 menos um autovalor principal A;(V,m). Para obter tal resultado, buscaremos
zeros para a autocurva associada ao problema em questdo, no¢@o essa que serd introduzida no
interior deste capitulo. O diferencial deste capitulo em relacdo aos demais, € o fato de permitir-
mos que as fungdes peso e potencial sejam possivelmente ilimitadas. Além disso, garantimos a
existéncia de um primeiro autovalor ndo-principal, o qual se encontra acima de A\, (V, m).

Finalmente, no Capitulo 3 consideramos, com base no trabalho de Cuesta e Leadi (2015),
uma classe de problemas com condi¢do de fronteira mista Robin-Dirichlet. Tal problema, ge-
neraliza tanto o problema do capitulo 2, quanto o respectivo problema de Steklov. Ressaltamos,
apenas, que no problema do Capitulo 2, o mesmo resolve apenas o caso onde as funcdes peso
e potencial sdo essencialmente limitadas. Como nos dois capitulos anteriores, determinamos
condi¢des para a existéncia de um autovalor principal e caracterizamos o primeiro autovalor
nao-principal. Além do mais, construimos duas sequéncias de autovalores no caso em que o pa-
rametro real é positivo, o qual serd definido no interior do capitulo em questdo. Tal construg¢ao

serd baseada no Genus de Krasnoselskii e na Teoreia de Ljusternik-Schnirelmann.
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2 UM PROBLEMA DE AUTOVALORES COM CONDICAO
DE FRONTEIRA DE DIRICHLET

Neste capitulo, estudaremos a seguinte classe de problemas elipticos envolvendo o operador
p-laplaciano e com condi¢ao de fronteira de Dirichlet
—Apu+ V(z)|ulP~2u = dm(z)|ufPu , em Q

, (2.0.1)
u=">0 , em Of)

onde Q C RY, com N > 2, é um dominio limitado, p > 1e V, m : Q — R sdo funcdes

possivelmente indefinidas e ilimitadas.

Nosso objetivo € determinar condi¢cdes necessdrias e suficientes para que o problema (2.0.1)
possua ao menos um autovalor principal. Os casos onde V' = 0 e m satisfaz algumas hipéteses,
V' > 0 e m satisfaz outras hipdteses e V' indefinida e m = 1, ja foram vastamente estudados
em diversos trabalhos da drea. . Por exemplo, Cuesta (2001) fornece resultados para o seguinte

problema
—Ayu = Am(x)|ulP?u , em

, (2.0.2)
u=>0 , em Of)

onde m € possivelmente indefinida e satisfaz

N
s>—, se l<p<N
m*#0 e me L*(Q), com p

s=1 se p>N

Segundo a autora, uma das maiores dificuldades neste problema € a falta de uma “boa” regula-
ridade para as solucdes. Contudo, a mesma mostra como contornar as dificuldades que surgem,
substituindo a aplicacdo da Desigualdade de Diaz-Saa’s e o Principio do Méaximo de Vazquez,
pelas Identidade de Picone e Desigualdade de Harnack, respectivamente. A autora prova, entre

outras coisas, que o problema (2.0.2) possui um primeiro autovalor principal, caracterizado por
A=inf ¢ E(u) = / \VulPdz;u € Wy P(Q) e /m|u|pdx =1y,
Q Q

o qual é positivo, simples, isolado no espectro e principal. Para mais detalhes, referimos Cuesta

(2001) e os trabalhos citados no interior do referido. Além disso, Arias et al (2002), fornecem
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caracterizacoes para o segundo autovalor associado a (2.0.2), bem como algumas propriedades

a respeito da continuidade apresentada pelos autovalores, com respeito ao peso m.
Destacamos, ainda, os trabalhos de:

e Otani e Teshima (1988), no qual os autores consideram o caso em que V > 0em > O e

provam que 0 mesmo possui um primeiro autovalor principal, o qual € positivo e simples.

e Bonder e Pezzo (2000), os quais consideram o caso V' indefinida e m = 1. Os autores provam
que
A=inf ¢ Ey(u) = / \Vul? + V|ulPdz;u € Wy P(Q) e ||ull, =1
Q
¢ o menor autovalor para o problema em questdo, o qual é principal, simples e isolado no

espectro. Além disso, os autores constroem uma sequéncia ndo-decrescente de autovalores.

Quando permitimos que V' e m sejam indefinidas, novas dificuldades se apresentam, como o
fato do funcional energia ser ilimitado inferiormente e ndo ser convexo. Alguns autores da 4rea
fornecem exemplos de tais dificuldades, citamos, por exemplo, Fleckinger, Hernandez e Thélin
(2004). Neste sentido, as imposi¢des sobre as fungdes peso, m, e potencial, V', e a dependéncia
de determinados parametros reais, que estabeleceremos ao longo desta se¢do, surgem como

forma de superar tais dificuldades.

Nossa abordagem fard uso da autocurva associada ao problema (2.0.1). Tal no¢ao foi intro-
duzida por Binding e Huang (1995).
Ao longo desta sec¢do, consideraremos os seguintes funcionais Fy, [; : WO1 P(Q) - R

dados, respectivamente, por

{O\

[|Vul? + V(z)|ulPlde e I(u) = /m(m)|u|pd$, Yuée Wol’p(Q).
Q

a variedade
M=<Xuc Wol’p(Q);/m(x)]u]pdx =1
0
e a norma usual de W, (Q)

P

| = /|vu|de Ve WH(Q).
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A fim de que a notacdo nao se torne tdo carregada na demonstracao dos teoremas, utilizare-
mos apenas V/, para V' (x), e m, para m(x).
Finalmente, ressaltamos que um par (u, \) € VVO1 P(€Q) x R é uma solugéo fraca para (2.0.1)

quando u # 0 em W, ?(Q) e satisfaz

/ IVulP2VuVo + V|ulP2uv do = )\/m|u|p_2uv dr , ¥ v e WP (Q). (2.0.3)
0 0

2.1 Hipoéteses Gerais e Resultados Preliminares

Para garantirmos a existéncia de autovalores principais para o problema (2.0.1), considerare-

mos a seguinte hipdtese sobre as funcdes potencial e peso

N
r>—,sel<p<N
m,V € L"(Q), onde p : (2.1.1)

r=1,seN<p

E, para cada m € L"((2), fixaremos a seguinte notagao

Qp={xeYm(z) >0},Q2 ={zrefm(z) <0}eQy={zecQ;m(z)=0}

e imporemos, no transcorrer deste capitulo, que |2, | > 0.

Inicialmente, provaremos que o problema (2.0.1) possui um tnico autovalor principal, que
¢ simples e isolado no espectro, quando m > 0 q.t.p. €2. Tal resultado serd necessdrio para
construirmos a autocurva associada ao problema (2.0.1). Para tanto, provaremos um Lema

auxiliar.

Lema 2.1.1. Sejam w, satisfazendo (2.1.1), e K C L"(2) limitado. Se w > 0 q.t.p. 2, existem

duas constantes C', Cy > 0, tais que

[lul|P < Cy By (u) + Cg/wlu\pdx NV eKeYuecW," ().

Q

Demonstracdo: Seja ' € R U {oo} o expoente conjugado de r. Por (2.1.1), temos
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: 30 IV - 1 ya _ 1 P i
(i)se 1 < p < N, entdo b < T Disso, - < gel— 5 < ¢. Assim,

P 1 N—-p 1 , ,
<= =1<r< = 1<p< <
NS N S =" SN-p P=P=N_p

Consequentemente, 1 < pr’ < 2. Pelo Teorema A.2, se u € W, * (), entdo u € LP" (Q);
P

(ii) se N < p, entdo r = 1. Assim, ' = oo e pr’ = 0o. Pelo Teorema A.5, se u € Wol’p(Q),

entdo u € L>(Q).
Portanto,
/V|u]pdx < /|vy|u|pdx
) 0
< IVl el |

= [[V[]|ullp ()
Afirmacao: Para todo € > 0, existe M. > 0, tal que

ullZ,, < ellull? + M. /w|u|pdx Ve WH(Q). 2.12)
Q

Com efeito, suponhamos, por contradi¢do, que (2.1.2) ndo ocorra. com isso, existe g > 0 e

() C We?(€) tal que [, |, = 1e

Eolun] [P +n/w\un\pd:c <||tall}, =1, Vn e N. (2.1.3)
0

Por isso e por w > 0 q.t.p. ©, a sequéncia (u,) C W,"(Q) é limitada. Assim, pelo Teorema
B.2, existe ug € W,7(Q) tal que, a menos de subsequéncia, u,, — ug em W,"(2). Devido
a isso, ao Teorema A.2 e ao Teorema A.5, u,, — uo em LP" (2). Disso e de ||un||,r = 1,

[|uollpr = 1 (D).

Reescrevendo (2.1.3),

€o 1
0 < —||lunl? + /w|un|pd:v <—,VneN.
n n
0

Assim, por (I), pelo Teorema da Convergéncia Dominada, pelos Teoremas B.3, B.4, H.4, a

menos da passagem a uma subsequéncia de (u,), se necessario, pelo Teorema do Sanduiche,



17

/w|u0]pda: = 0, donde uy = 0 q.t.p. em 2, ja que w > 0 q.t.p. em €2, o que contraria (I).
Q
Logo, a afirmacao € vélida.

Agora, visto que K C L"(£2) é limitado, existe C' > 0, tal que ||V'||,, < C, paratoda V' € K.

Considerando € € R, talque 0 < € < % (II), temos, por (%) e (2.1.2),

/V|u]pda: < CellulPP + Me/w|u|pd:c) NueWQ) eV V e K.
Q

Q

Deste modo, para u € W, ?(Q) eV € K,

—C’5||u||p—C'M€/w|u|pdx < /V|u|pdm.
Q Q

Por conseguinte,

(1= C¢)llu||P < Ey(u) + CME/w]u|pda:.
Q

) 1 CM,
Finalmente, por (II), 1 — C'e > 0. Portanto, ao tomarmos C; = ey = ———,
1-Ce 1—-Ce

obtemos o resultado desejado.

Lema 2.1.2. O funcional B : W,(Q) — R, dado por B(u) = /V|u|pd:r, parau € W, (Q),
0

assim como /4, sdo fracamente sequencialmente continuos.

Demonstracao: Faremos a prova apenas para B. Para [; a prova € andloga.
Caso 1 < p < N: Seja (u,) C WyP(Q), tal que u, — u em W,”(Q). Entdo, pelo Teorema
A2, u, — uem L (Q).

Definamos, agora, a fungdo h :  x R — R pondo h(x,t) = V(z)|t|P. Notamos que
h € uma fungdo de Carathéodory e que |h(z,t)| = [V (2)|[t]? < [|V]|wo|t?, para quaisquer
(x,t) € Q xR.

Portanto, pelo Teorema C.1, o Operador de Nemytskii, NV, : LP(Q2) — L'(Q) estd bem

definido e € continuo.
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Assim,
Bluw) = B@)| = | [ Vil = up)ds

(Ni(un) — Ni(u))dz

Il
SEN

< [[Na(un) = Nu(u)|lr = 0.

Caso N < p: Seja (u,) C W, ?(Q), tal que u, — u em W, ”(Q). Entdo, pelo Teorema A.5,
up, — wem L>(2). Definamos a fung¢do f : 2 x R — R por f(z,t) = |t|P. Observamos que
f é Carathéodory e que |f(x,s)| = |s|P. Desta forma, considerando b € L>*(Q2), b = 0, pelo
Teorema C.1, o Operador de Nemytskii Ny : L>°(Q2) — L>(Q2), dado por Ns(u) = f(x,u),

estd bem definido, é continuo e limitado. Assim, como u,, — u em L*({2),
Ny(up) = Ne(u) em L>(Q2) < |u,|” — Ju|’ em L=(Q) < |||lu,|’ — |[u|?||ec — 0.

Portanto,

| B(un) — B(u)| = /V(Iunlp— [u[")dz| < [[V[[1][[un]” = |ul"[[oc = 0.
Q

Logo, B(u,) — B(u) em R, como querfamos.

Lema 2.1.3. O funcional A : W,”(Q) — R, dado por A(u) = /|Vu|pdm, ¢ fracamente

Q
semicontinuo inferiormente.

Demonstracao: Devido ao Teorema C.10, necessitamos provar apenas que A é convexo. Para

tanto, consideremos f : R — R, dada por f(t) = ptP"' e F : [0,00) — R, definida por
t

F(t) = /f(T)dT.
0

Afirmacao: F' é convexa.

Com efeito, para0 < s < ter € [0, 1], pondo § = rs+ (1 —r)t, por f ser mondtona e pelo
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Teorema do Valor Médio para Integrais,
F(t) = F(0) = (t=0)f(0) e F(0) = F(s) < (0 —s)f(0).

Disso, 7F(s) + (1 — r)F(t) — F(0) > 0. Portanto, F'(rs + (1 —r)t) < rF(s)+ (1 —r)F(t),
provando que F' € convexa.
Logo, como A(u) = F(||ul]), A é convexo e o resultado segue.

Observacao 2.1.1. Pelos Lemas 2.1.2 e 2.1.3, o funcional energia Fy é fracamente sequenci-

almente semicontinuo inferiormente.

Lema 2.1.4. Os funcionais Ey e I, sio de Classe C*, com derivadas de Fréchet dadas, respec-

tivamente, por

E{/(U) <U) N p/[|VU|p2vu ' V'U + V‘U,|p72’u,1}] dﬂj’ v 'LL’ v E W[‘_)Lp(Q)
Q

I(u)(v) = /m\u|p2uv dx, ¥ u,v € WyP(Q).
ol

Demonstracio: Sejam A, B : W, () — R como definidos nos Lemas 2.1.2 e 2.1.3.

Com base na Observagdo B.1 e no Teorema B.6, para provarmos que A e B sdo diferen-
cidveis a Fréchet, provaremos que os mesmos sdo diferencidveis a Gateaux, com derivada de
Gateaux continua. Comecaremos provando que A € diferencidvel, com derivada de Fréchet
dada por

Al(u)(v) = / |Vul|P~2Vu - Vudz, Vv € WyP(Q).
Q

Mais ainda, veremos que A é de classe C''. Para tanto, consideramos a seguinte fungdo
]

F: QxRN — R, dada por F(z,y) = p/splds, para todo par (7,y) €  x RY. Desta

0
forma, para 0 < h < 1 e u,v € W,7(Q), temos

At i) = 4w _ 1 / IV (u+ ho)[Pdz — / [Vulde
Q Q

B / |Vu + hVu|P — ]Vu|pdx B / F(z,Vu+ hVv) — F(z,Vu)
— - —
Q

dx.

h
Q
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Pelo Teorema do Valor Médio, para cada x € €, existe # € (0, 1) tal que

|F(z, Vu + hVv) — F(z, Vu)|
g

< p|V + 0hVulPHVu| < p(|Vul| + | Vo] )P Vol

Assim, pela Desigualdade de Holder, por p = (p — 1)p’ e pelo Teorema G.1,

dr < p/(\VU| + | Vo] )P Vold
0

< pllIVul +[VollF~H[Vol],

/ |F(z, Vu+ hVv) — F(x,Vu)|
1]
0

< k@p(lulP~ + lllP=Hllvll,

|F(z, Vu+ hVv) — F(x, Vu)|
0 que nos garante que

€ L'(Q). Além disso,

I
F h —F
lim [ (z, Vu + hVv) (@, Vu)} = p|Vul/*Vu - Vu.
h—0t h

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos

lim [A(u + hv) — A(u)} _ lim F(xz,Vu+ hVv) — F(z, VU)CM
h—07+ h h—0t h
0
:/ lim {F(:B,VUA—th) — F(z,Vu) I
h—0%t h

:p/ |VulP~2Vu - Vodz.
0

Analogamente, considerando —1 < h < 0, vemos que

lim
h—0—

{A(u + hw) — A(u)

- } :p/ |VulP2Vu - Vodz.
0

A(u+ hv) — A(u)
h

Logo, }le [

—0

} :p/ |Vu[P~2Vu - Vodz.

Agora, para cada u € VVO1 P(Q2), fixada, vamos definir o funcional G, : I/VO1 P(Q2) — R, por
G.(v) = p/ |Vu|P~2Vu - Vodz, para toda v € W, 7(Q).
Q

Afirmacao 1: GG, € linear e limitado.

Comecamos ressaltando que a linearidade de (G, segue da linearidade de V. Provemos que G,



21

é limitado. Ora, pelas Desigualdades de Schwarz em R e de Holder, segue que

|Gl < p/ VP |[Voldz < pl[Vul [Vl = pllulP~ ]l
Q

Deste modo, G, € limitado. Logo, A € diferencidvel a Gateux em u, com derivada de Gateux

em u dada por A'(u) = G,,.

Resta-nos provar que A’ : W, 7(Q) — (W, ?(Q))*, definido por A'(u) = G,, é um operador
continuo. Para tanto, sejam (u,,) C W, *(Q) e u € W, *(Q) tal que u,, — u em W, (2). Com

o intuito de facilitarmos a notagdo, definimos o espago produto X = [L” (Q)]¥ = [[.X, L*(Q),

N , 1/p

munido da norma ||f||x = (Z ||fi||£,> , para f = (f1, f2,..., fnv) € X, e o operador
i=1

J - WyP(Q) — X, pondo J (u) = |Vul[P~2Vu, para toda u € W, (Q).

Afirmacio 2: 7 = (71, ..., Jy) é limitado e continuo.

De fato, paracadai € {1,2,...N},

/ _ 8’&
ol = [ |/war-2 5=
Q

p/
dr < /(|vu|p—2|vu|)p’dx = / |Vu| P~ VP dz = [Jul|?,
Q Q

)

donde v
1T (W)l =D NFE < Nifull?,
i=1

o que prova que J € limitado. Na sequéncia, veremos que J é continuo. Pelo Teorema G.1 e

pela equivaléncia das normas em R”,
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1/p'

17 (1) — T () [y = / Tl — T (w)Pdz
/ 1/p

-/ [Zm(un)—z-(un] dx

Q
1/p'

< /21"_1 [ZM(%) —Z’(U)l”'] dx
? N 1/p
= (Z Hu7z(un) - Z(U)Hz;)

= | T (un) = T (w)]|x

o |3 [ 1) - F) ds

i=1 Q

N 1/p v
— ¢ / (Zrﬂun)—z(u)\p’) a1

1/p

1/p’

para alguma constante positiva co € R. Com isso, existem constantes ¢ > 0 e d > 0, tais que

dIfllt < I < ellfll (#).

Analisaremos, no que segue, dois casos.

Caso1: 2 < p < 4o0.

Se u,v € W,7(Q), entdo, pelo Teorema G.5, por |Vu — Vol € Lﬁ(Q), por (|Vu| —

|Vo|) =2 ¢ LvoD (), pelo Teorema G.1, pela Desigualdade de Holder, para os expoentes
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1 ,
1 p_ —
p—1le eporp_ 1 =
17 () - Hp<c/l7 o)l da
=c / || Vu|P~2Vu — |VolP 2Vl dx
< cAY / IVu — Vol (|Vu| — |Vo]) P29 dz
(p 2)
< allVu - Vv||p” 1] + [Voll, *
< ¢ |[Vu = Vol 7 (|| Vul |, + [[Vo]|,)? 72
= calfu — [P (|| V| + [ Vol )PP
o que implica em
1T (u) = T )|lx < eslfu—ol[(||Vul] +[|Vol[)P72, (2.1.4)

para uma constante c3 > 0, a qual ndo depende de u e v.
Caso2: 1 <p<2.

Pelo Teorema G.5, dados u, v € W, 7(Q)

17 () - Hp<c/k7 oI dz
= c/ || Vu|P2Vu — |VoP 2Vl d
< cAY / \Vu — Vol P Dz

= 04/ |Vu — VoulPde = ¢4||u — v||?,
Q

o que implica em

17 () = T ()lIx < eallu—vl[", (2.1.5)

para uma constante ¢4 > 0, a qual € independente de u e v. De (2.1.4) e (2.1.5), decorre que J

€ continuo.
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Pela validade da Afirmagao 2, pela Desigualdade de Holder e por (4),
|G, (v) — Gu(v)| < p/ [V, P2V, — |VulP2Vu||Vo|dz

= p/ | T (un) — T (un)||Vo|dz

1/p

1/p
<p| [17w) - g@las | | [(vepis
Q Q
< pd||T (un) — T ()| x[|Voll, = pd||T (un) — T (w)||x]|v]]-
e, por conseguinte,

1A' () = A'(w)||. = sup{|4'(ua)(0) = A'(w)(v) ;0 € Wi(Q) e [Jo]| = 1}
— sup{|Gh, (v) — Gu(v);0 € WEP(Q) e [o]| = 1}
< pd|||7 (un) = T ()l x. (2.1.6)

Por 7 ser continuo e u,, — u em W, (£2), temos que ||| 7 (u,) — T (un)]]|, — 0. Logo, por
(2.1.6), A'(u,) — A’'(u) em (W, (€))*, provando que A’ é um operador continuo e, portanto,

A é de classe C.

Provaremos, agora, que

B'(u)(v) = p/V|u]p2uvd:L‘, Y u,v € WyP(Q) (2.1.7)
0

e que B € de classe C'. A demonstragiio para I; se dd de maneira andloga.
Comecemos definindo a fungdo f : 2 x [0,1] — R, pondo f(x,t) = V(z)|u + tv|P. Pelo

Teorema do Valor Médio (T.V.M), para z € €, fixado, existe ¢, € (0,1) tal que f(x,t) —
0
f(z,0) = a—‘:(x, to) - t. Por tg € (0, 1), podemos escrever ty = et, para algum ¢ € (0, 1).

0
Ainda, a—{(w, t) = pV|u + tv|P~2(u + tv)v. Disso,
[V (Ju+ to” — |ul?)]

1] = [pV]u+etv*(u + to)o| < p[V[(Ju| + [v])*~v].

No que segue, avaliaremos dois casos distintos.

Casol <p < N:
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Np Np

Consideremos os seguintes valores reais o = oo 4= Nopii

er = -2, Além disso,
p

q=pr'e

(a)r > % donde, por (2.1.1), V € L"(Q);

(b) g < NN—ZJ donde, pelos Teoremas A.2 e G.1,

(¢) a(p — 1) = g, donde (|u| + |v]|)P~ € L¥(Q);

(d) |v|] € L9(Q2), pelo Teorema A.2;

111
©—+-+-=1.
« r q

ul + |v| € LY(Q);

Assim, pela Desigualdade de Holder Generalizada,

/|V|(|U| + )P lde < [Vl + )P~ allo]lg < oo (2.1.8)

Q

Caso N < p:
Pela hipétese (2.1.1), V € L'(Q). Além disso, pelo Teorema A.5, u,v € L>=(Q). Deste modo,

/ V(] + [0 olde < / VIl + lfolloo)” M0l soda

Q Q

< k(p)([ulloo + [[olloo)[[v][ocl V]2 < o0. (2.1.9)

Decorre, de (2.1.8) € (2.1.9), que |V|(|u] + |[v|)P~|v| € LY(€). Por isso, por u + etv — u

q.t.p. em €2, quando ¢t — 0, e pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

B tv) — B
lim (uttv) (v) = lim p/V|u + etv|P 2 (u + tv)vdw
t—0 t t—0
Q
- p/ (hm V0w + 5tv]p_2(u + tv)v) dx
t—0

Q
= p/V]u\pqudx.
Q
Com isso, B ¢é diferencidvel a Gateaux e vale a igualdade em (2.1.7). Vejamos, agora, que B é
de classe C. Para isso, seja (u,) C W, () tal que u,, — u em W, (Q). Pelo Teorema A.2
e pelo Teorema A.5, u,, — u em LP"' (). Consideremos g : 2 x R — R, dada por g(z,s) =
p|s[P~2s. Notamos que g é uma fungiio de Carathéodory € |g(z,s)| = p|s|P~!. Assim, pelo
Teorema C.1, o Operador de Nemytskii, N, : LP" () — L*(Q), definido por N, (u) = g(z,u),

estd bem definido, é continuo e limitado. Disso e de u, — u em L”" (Q), N,(u,) — N,(u) em
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L*(2). Consequentemente, utilizando a Desigualdade de Holder Generalizada, com «, g e r,

como definidos anteriormente, obtemos

(Bun) — B@)) ()] = |p / V (P2t — |02}

<p / VI Ny (un) — Ny(u)Jo|de
Q
< PIVILIIN () = Ny (@)l 0]l = 0.

Portanto, B’ (u,,)(v) — B'(u)(v), para todo v € W, (). Logo, B’ é continuo.

Lema 2.1.5. Sejam V, m satisfazendo (2.1.1) e u,v € WO1 P(€)) duas autofungdes para o pro-
blema (2.0.1) com autovalores associados A, 3, respectivamente. Suponhamos que v > 0 e

v > 0,em (2. Se B > X (respectivamente § < \), quando / m|ulPdz > 0 (respectivamente
Q
/m|u|pdx < 0), entdo u = cv, paraalgum ¢ > 0,e A\ = (.

Q
Demonstracao: Como u e v sdo solugdes fracas para (2.0.1),

/|Vu|p_2Vu - Vwdz + /V!u|p_2uwdx = )\/m|u|p_2uwdx, Vwe W,P(Q) (2.1.10)
Q Q 0

/]Vv\pQVv - Vwdz + /V\v|p2vwdx = ﬁ/m!v|p20wdx, YweW,P(Q). (2.1.11)
0 0 0

Assim, ao tomarmos w = uem (2.1.10) e w = em (2.1.11), onde € > 0 € arbitrario,

_uP
(vte)p—1

/|Vu]pdm+/V]u\pdx— A/m\u]pdx
0 0

Q

Q/ {yvm—?v (#) Vo + Vol (#)] dr = Bﬂ/mw'p_l ((%LU_:)M) .

Por isso, por u > 0 e v > 0 temos, ao considerarmos L e R como em (P1) e (P2), pela
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Identidade de Picone, que
0< /L(u,v +¢)dx

0
= /R(u,v +¢)dx
0

:/ [|Vu|p—1w\p-2v ((H“—;]?l) -V(v+5)] dz

P
= /\/m|u|pdm - /V|u|pd:v—|— /(V — Bm)|v|P~? ((Uﬁiﬁ) dx.
Q Q Q

Disso e do Teorema da Convergéncia Dominada, ao fazermos € — 0,

0< /L(u,v)dw < (AN=0) /m|u\pdaj. (2.1.12)
0

Q

Se 3 > )\e/m|u]pd:z: > 0, entdo (A — /) /m|u|pda; < 0. Logo, por (2.1.12), L(u,v) =0
0 0

g.t.p. em €.
Caso2: Se f < Ae /m]u\pd:c < 0, entdo (A — 6)/mlu\pd:c < 0. Disto e de (2.1.12),
Q Q

L(u,v) = 0 q.t.p. em €. Pela Identidade de Picone, u = cv, para algum ¢ € R, e, por u > 0

ev > 0em (), ¢ > 0. Ainda, por (2.1.12), segue que A = 3. A prova para os demais casos é
analoga.

|

Neste momento, estamos aptos a demonstrar que o problema (2.0.1) possui um tnico auto-

valor principal, quando m > 0 g.t.p. em €2. Tal teorema nos possibilitard construir a autocurva

associada ao problema (2.0.1). Observa-se que, uma vez que buscamos construir uma fungdo a

partir dos autovalores fornecidos por este teorema, a unicidade dos mesmos € essencial.
Teorema 2.1.1. Suponhamos que valha (2.1.1) e que m > 0 q.t.p. em €. Entdo,

M(V,m) = inf Ey(u) > —o0

ueM+

¢ o menor autovalor para o problema (2.0.1). Além disso, A;(V,m) é simples e é o unico

autovalor principal para (2.0.1).

Demonstracdo: Comom > 0q.t.p. em Qe {V} C L"(f2) é limitado, pelo Lema 2.1.1, existem
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C1,Cs > 0 tais que

llul|P < C1Ey(u) + CQ/m\u]pda:,Vu e W,P(Q).
0

Assim,

CQ HUHp—CQ
—— < —=< EV V e M
Cl - Cl - (U)’ Y ’

donde A (V,m) > —oo. Consideremos, agora, uma sequéncia minimizante (u,) C M™, ou
seja, By (u,) — A (V,;m). Segue que (Ey (u,)) é uma sequéncia limitada em R. Disso e do
Lema 2.1.1, ||u,||P < K, para alguma constante KX > 0. Portanto, (u,) é limitada em W, ().
Pelo Teorema B.2, a menos da passagem a uma subsequéncia, existe uy € VVO1 P(Q) tal que
Uy — Ug €M Wol’p(Q) e, pelo Teorema A.2, u,, — ug em L”" (Q) (I).

Também, pelo Lema 2.1.2,
Ey(up) < liminf Ey (u,) = lim Ey (u,) = A\ (V,m). (2.1.13)

Agora, de (I), dos Teoremas B.3, B.4 e H4, de |[||un[?||» = |[|unl]},., para todo n em
N U {0}, da continuidade da fung¢do polinomial ¢ : R — R, dada por ¢(z) = aP, paraz € Re

da Desigualdade de Holder, a menos de passagem a uma subsequéncia, temos

/m|un|pdx—/m|uo|pd:v < /|m|||un|p— |uo|P|dx
Q Q Q

< [Imll:[[unl” = luol?llr — 0.

Por isso e por /m|un|pdx = 1, paratodon € N, /m|u0|pd:c = 1, ou seja, ug € M*. Com
Q Q

isso, A1 (V,m) < Ey (ug). Assim, pela inequagdo (2.1.13), Ey (ug) = A (V,m).
Deste modo, concluimos que ug é extremo de By em M+ = I7'(I;(u)). Pelo Teorema

dos Multiplicadores de Lagrange:
a) I/ (ug)(v) = 0, para todo v € W, (), ou
b) Existe A € R tal que £/, (uo)(v) = M/ (uo)(v), para todo v € W, ?(Q).

Salientamos que (a) ndo ocorre, pois ug € M™ e I](ug)(ug) = p/m|u0]pdx =p #0.
Q
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Portanto, vale (b). Logo, existe A € R, de modo que

/ [[VuoP~>Vug - Vv + Vue[P ?ugv] da = )\/m\u0|p_2uv dx,¥ v € WyP(9).
Q

Q

Ainda,

M (V,m) = By (ug) = /[|Vu0]p + V0up|Pldz = )\/m|u0]” dor = ).
Q Q

Logo, A\;(V,m) é autovalor de (2.0.1).

Mostraremos, a seguir, que A;(V, m) é o menor autovalor para o problema (2.0.1). Para
tanto, suponhamos que (w, \) € (W, (Q) — {0}) x R satisfaca (2.0.3) e que A < A (V,m)
(ID).

Se /m|w|pdx = 1, entdo w € M, donde \,(V,m) < Ey(w) = )\/m|w|pdm = A

Q Q

o que contraria (II). Por outro lado, se /m|w|pdx = 0, entdo m|w| = 0 q.t.p. em 2. Mas
Q

m > 0 por hipétese, donde w = 0 q.t.p. em (2, o que contraria o fato de w ser solucdo fraca

para (2.0.1). Consequentemente, / m|wPdr = a > 0, com o # 1. Considerando v = —7p
o

0
segue que [;(v) = 1, donde v € M.

Assim,

By (v) = éEV(w) _ ék/m|w|pdx _ A/m|v|pdx — A< M (Vim),
Q Q
isto é, By (v) = A < A (V,m), contrariando a defini¢do de A\;(V,m). Portanto, A\;(V,m) é o
menor autovalor para (2.0.1).

Resta-nos provar que A; (V, m) é principal, simples e o inico autovalor principal para (2.0.1).
Para vermos que \;(V,m) é principal, observamos que Ey (|u|) = Ey(u), donde concluimos
que A1 (V,m) possui uma autofuncio ndo-negativa associada. Aplicando a Desigualdade de
Harnack, Teorema C.11, concluimos que tal autofuncdo é positiva em (2. Finalmente, apli-
cando o Lema 2.1.5, vemos que A; (V, m) é simples e é o tinico autovalor principal para (2.0.1),

concluindo a demonstracao.

Observacao 2.1.2. Pelos resultados de Regularidade de Ladyzhenskaya e Uraltseva (1975) e
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Serrin (1962), podemos ver que todas as solugdes fracas u do problema (2.0.1) pertencem a

L>(Q2) N C*(R), para algum « € (0, 1).

2.2 Construciao da Autocurva Associada ao Problema (2.0.1)

Nesta secdo, construiremos a autocurva associada ao problema (2.0.1), conceito este in-
troduzido por Binding e Huang (1995). Para isso, consideremos, para cada A € R fixado, o
problema

—Aju+ (V(z) = dm(x))|ulP?u = plulP?u , em

. 2.2.1)
u=>0 , em Of)

Definimos () = A (V — Am, 1), o qual, pelo Teorema 2.1.1, é o tinico autovalor principal
para o problema (2.2.1). Ainda, fixemos ¢, como sendo a autofuncao positiva e I”-normalizada
associada ao autovalor p(A). Com isso, podemos definir a funcdo p : R — R, dada por
(X)) = A (V — Am, 1). Essa fungdo é chamada de autocurva associada ao problema (2.0.1).

No que segue, provaremos algumas propriedades para esta autocurva. Para tal, seja
a(V,m) = inf{Ev(u);u € B}, onde B = {ue Wy?(Q);||ull, =1ei(u) =0}. (22.2)

Proposicdo 2.2.1. O conjunto B é ndo vazio se, e somente se, m~ # 0 ou || > 0. Em

qualquer um desses casos, o valor «(V, m) é atingido por uma fungdo &, € BB, com &, > 0.

Demonstracdo: Verifiquemos que, se m~ #Z 0 ou Q| > 0, entdo B # (). Suponhamos
m~ # 0. Porisso, |2_| > 0. Assim, jd que |[2.| > 0, podemos considerar K; C Q_ e
Ky CQyievy, vy € VVO1 P(€)), de modo que v; € v sejam as regularizagdes de, respectivamente,
XK, € XKy, com supp v; C Q_, supp vg C Q4 e |Ky| > 0e|Ky| > 0. Além do mais, por
construgao, /mdx =c<0e /mdx =c9 > 0.

K1 KQ
U1

(—cl)l/P

/m|uk1 Pdx = —1 e /m|uk2|pdaj = 1.
Kl K2

Agora, se u; = e Uy = entao

V2
1 9
CQ/;D
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De fato,
1 1 1
m|u1‘pdgj = —— m|’01|pdx - — md:(: - m’U1|pd.T,
c1 C1 a1
Q Q Ky Fy

onde F; C ()_ é a “faixa de regularizacdo” de y,, isto é, 0 < vy(x) < 1, paratodo x € F.

Ainda,
1 1 1
mlug|Pde = — [ mlvg|Pde = — | mdz + — | m|ve|Pdz,
C2 C2 C2
Q Q K> Fy

onde Fy C ), é a “faixa de regularizacdo” de x,, 0 < vo(z) < 1, para todo x € Fy. Além

/m]v1|pdaj < /mdx e /m]v2|pdm < /mdx.
Fl Fl F2 F2

Deste modo, caso 1 < p < NN, temos

disso,

/mdm <|Im||e|F1] = 0 e /mdw < ||m|]oo| F>| — 0,
F1 F2

quando |Fi| — 0 e |Fy| — 0, fornecendo o resultado desejado. Por outro lado, caso p > N,

m € Ll(Q), por (2.1.1). Por isso e pelo Teorema H.2, dado € > 0, existe o > 0, tal que

|E| <6 = /|m|dx<5.
E

Fazendo com que |F}| < 0 e |F3| < §, obtemos, também neste caso, o resultado desejado.

U

Tomando @ = uy, +uy,, temos que @ Z 0, visto que 2, N = (). Portanto, u = a] €S.
Ullp
Finalmente, ao fazermos |F;| — O e |F3| — 0,
1 N 1
mlulPdr = — [ mla|flde = +—— mlug, |Pdz + [ m|ug,[Pdx | = 0.
[lallp [lallp
Q Q 1 Ko

Logo, u € Be, comisso, B # (.

Se |Q| > 0, entdo podemos considerar u; € Wy*(Q), tal que u; # 0 q.t.p. em €.

Definamos
ui(z), sex € Qy,

0,sexe -1y

u(zr) =
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Deste modo, /m|u|pdx = /m|u|pdx + / m|ulPdz = 0. Assim, v = ﬁ é tal que
Ullp
0 o

Q-0
l|v]|, = 1 e, consequentemente, v € B, isto é, B # ().

Reciprocamente, se B # (), entdo existe u € B, tal que ||u||, = 1 e I;(u) = 0. Suponhamos
que m~ = 0e|Q| = 0. Neste caso, m > 0 q.t.p. em 2. Como [;(u) =0, u = 0 q.t.p. em €2, 0
que é um absurdo, visto que ||u||, = 1. Por conseguinte, m~ % 0 ou || > 0.

Mostraremos, a seguir, que o valor «(V, m) é atingido.

Inicialmente, notamos que, pela primeira parte, se m~ % 0 ou || > 0, entdo B # (). Da
defini¢do de a(V, m), existe uma sequéncia (u,,) C B tal que Ey(u,) — a(V,m) (I). Pelo
Lema 2.1.1, para w = 1, existem constantes C; > 0 e Cy > 0, de modo que Cy + C1 Ey (u,) >
||u,||P. Disso e de (I), concluimos que (u,,) C W, () é limitada. Pelos Teoremas A.2, A.5
e B.2, tomando uma subsequéncia, se necessdrio, existe ugy € VVO1 P (Q) tal que u, — up em
Wy (Q) e u, — ug em L7 (Q).

Ainda, por u, — 1o em LP" () e, pelos Teoremas B.1 e B.3, a menos da passagem a uma
subsequéncia, se necessdrio, temos que u,, — uy em LP({2). Da continuidade da norma e do

fato de ||u,||, = 1, paratodo n € N,

uollp = 1.
Além disso, por |[un|[b — [|ug|[b, pelos Teoremas B.3, B.4 e H.4, e pela Desigualdade de

Holder, a menos de considerarmos uma subsequéncia,

[ mtualrds — [ mluolrz| < ffmllocllfinl? = fuoP]; = 0.
Q Q

Por conseguinte, / m|ug|Pdz = 1 e, assim, uy € B.
Q

Finalmente, por Ey ser fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente, temos
Ev(up) < liminf By (u,) = lim By (u,) = a(V,m)

e, por ug € B, Ey(ug) = a(V,m). Logo, tomando &, = |ug|, temos & € B, com & > 0, tal

que Ey (&) = a(V, m), como queriamos.

Corolario 2.2.1. a(V,m) < 400 se, e somente se, [2,| < [Q2].

Demonstracdo: Se || = ||, entdo m > 0 q.t.p. em (2, pela defini¢do do conjunto B, B = ()

e, portanto, o (V, m) = 4oc.
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Reciprocamente, se a(V, m) = +00 e o conjunto { Ey (u); u € B} # (), entdo existe u € B,
de modo que Ey(u) > +00, 0 que ndo ocorre. Consequentemente, o dnico modo de ocorrer
a(V,m) = 400 é o conjunto B ser vazio. Mas, se |Q2,| < ||, entdo m™~ # 0 ou || = O e,
pela Proposicdo 2.2.1, B # (). Logo, se |24 < ||, entdo a(V, m) < 400 e segue o resultado.

Proposicao 2.2.2. A autocurva p, associada ao problema (2.0.1), satisfaz as seguintes proprie-

dades:

(1) p € concava e diferencidvel, com

w(N) =— /mgpﬁdm,v A eR; (2.2.3)
Q
(ii) Se || > 0 (respectivamente |Q2_| > 0), entdo Alim u(A) = —oo (respectivamente
—+o00
lim p(A) = —o0);
A——00
(iii) Se |2_| = 0, entdo p é decrescente;

(iv) sup a(A) = a(V.m).
AER

Demonstracdo: i) Verifiquemos, inicialmente, que p é concava. Para tal, sejam \, ¢ € R,

ue WP (Q) et € [0,1]. Com isso,

Ev_[a-txrttgm(u) = /HWI” + (V= [(1 =)\ + t&]m)|ul"|dx

=1—-t)| Bv(u)— [ dm|ulPdz | +t | Ev(u) — [ Em|ulPdz
/ /

= (1 — t)EV,)\m<U) + tEV,);:m(u).

Por isso e pelas propriedades de infimo, (1 — t)u(X) + tu(§) < p((1 —t)A + t£). Portanto,
1 € concava.

Provemos, agora, que ;o € diferencidvel, com derivada dada como em (2.2.3). Primeira-
mente, observamos que, como R € um intervalo e ;4 € concava, da Andlise Real, i € continua.

Consideraremos, agora, uma sequéncia (\,,) C R, tal que A, — A, e p,,, ¢, as autofungdes

positivas, LP-normalizadas, associadas, respectivamente, aos autovalores () e p(\).
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Como A, — A, pela continuidade de i, pu(A,) — () e [|[V = om||- < |V]] + | Anll|m]]-

Assim, pelo Lema 2.1.1, existem constantes C; > 0 e Cy > 0, tais que
o, [P < CLEv_x,m(@n,) + Co = Cru(\,) + Cy < Cs,

paratodo n € N ealgum Cs > 0. Por conseguinte, (,) C W, (Q) é limitada. Por isso e
pelos Teoremas A.2, A.5 e B.2, a menos da passagem a uma subsequéncia, existe ¢y € VVO1 Q)
tal que @), — o em W,P(Q) e pr, — wo em L' (). Disso e dos Teoremas B.1 e B.3,
©a, — po em LP(2). Logo, pela continuidade da norma, ||¢||, = 1. Desta forma, pelo Lema

2.1.2,

p(A) = lim p(A,) =lim Ev_x,m(or,) = Evoam(po) > M (V —Am, 1) = u(A).  (2.2.4)

n—oo

Portanto, Ey_ (o) = p(A). Com isso, g é um extremo de Fy_y,, em S = Z7(Z(y)),
onde Z : W,"(2) — R é dada por Z(u) = /]u\pdx, para toda u € W, (). Pelo Teorema
0

dos Multiplicadores de Lagrange
(a) Z'(o)(v) = 0, para toda v € W, () , ou
(b) existe § € R, tal que £}, _,, (p0)(v) = 8Z'(¢o)(v), para toda v € Wy (Q).

Destacamos que o item (a) ndo ocorre. De fato, Z'(¢0)(¢0) = plleollh = p # 0. Deste

modo, vale o item (b) e, portanto, existe § € R tal que

/[\V(po\p2V<po -V + (V= Am)|polP*pov]dr = 9/ lolP2povdz, ¥ v € W, P(Q).
QO 0

Consequentemente, ((\) = Ey_xm(po) = 0||wol[h = 0. Desta forma, ¢, € uma autofungdo
associada a (). Assim, pelo Lema 2.1.5, ¢y = cp,, para alguma constante ¢ # 0. Mas, por
1= |[pollp = llcoall, = Ie|?, por @a, — wo em LP™(Q), por ¢y, > 0em €, para todo n € N,

por p, > 0 e pelo Teorema B.5, ¢y = @.



Além do mais,

1(An) = Ev_x,m($r,)

= Ey_m(pr,) + (A= Ap) /m|90An|pdx

Pdx.

> ((A) + (A= An) [ mfe,
/

De outro modo,

i) — p(N) = (3= A) / mlga, JPd.

Por outro lado,

1(A) = Ev_xm(ea)

= Ev_xm(or,) + (A —A) /m|§0/\|pd5€

> () + (O — A) / mlox Pz,

ou seja, temos

H() = 5(0) > (A — A) / mlpalPde.

Analisemos, agora, dois casos.
Caso 1: )\, > )\, paratodon € N.
Neste caso, A, — A > 0. Assim, de (2.2.5),

An) — An)
% /mmn!”dm‘: #dn) = 6 N _A /m\wn!pdw

E, em (2.2.6), temos

n

A) — An)
,u())\—u /m|g0x|pda::> 1) = pA) " _/\ /m|g0)\|pd$.

35

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)

(2.2.8)
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Das inequagdes (2.2.7) e (2.2.8), temos
e #d) = 1Y) [ e
An N, _)\ A -

Caso 2: )\, < )\, paratodon € N.

Neste caso, A, — A < 0. Assim, em (2.2.5),

/L()‘n>

_ () = p(N) /
) = PAY P P
)\_)\ /m|g0,\ Pdx = ————— " _)\ m|e, [Pdz.

E, em (2.2.6), temos

A) — An)
HA ) / e = LA ZHE) / mlpaPd.

n

Das inequagdes (2.2.10) e (2.2.11), temos

An)
/m\mpdm < #w) — B N /m!wnlpdl’

(2.2.9)

(2.2.10)

(2.2.11)

(2.2.12)

Logo, por (2.2.9) e (2.2.12), por @), — ©o = i em LP(Q) e por ¢, > 0 em 2, segue o

resultado desejado.

(ii) Fagamos o caso onde |2, | > 0, o outro caso é andlogo. Como |2, | > 0, podemos consi-

derar K C €2, de modo que | K| > 0 e a regularizagdo de sua fungdo caracteristica, denotada

por &, satisfaca supp £ C Q. Ora, H§||p =c>0e /m\ﬂpda: = /m[ﬂpdx > (0. Tomemos

Q4
&= ﬁ Entdo, |[{||, =1e /m|§|pdx > 0. Logo, quando A\ — oo, temos
p
n) < [1967 + (V= AmlePde - —cc.
Q
Consequentemente, /\lim p(A) = —o0.
——00

(iii) Como |2_| = 0, /m|<pA|pda: = /m|g0A|pda: > 0, para todo A € R. Assim, se A\; < A,
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entao

W) = Bylpn) — M / mlioa, P
Q
> By (pn) — Az/mlwl\pdl’
Q
> fi(A2).

Logo, it(A1) > p(A2), provando, assim, que . é decrescente.

(iv) Sejam, inicialmente, A; = {Ey_\n(u); ||ull, = 1} e B = {Ev(u);||ull, =1 e Li(u) =

0}. Com isso, B C A;. Consequentemente, a(V,m) = inf B > inf A; = p(\), para todo

A € Re, assim, a(V, m) > sup u(\). Para provarmos a desigualdade contréria, consideraremos
AeR

dois casos distintos.
Casol: m > 0em ().

Neste primeiro caso, faz-se necessario levar em consideracao dois subcasos.

a) Suponhamos que m > 0 q.t.p. em £, ou seja, |Q29] = 0 e [©2_| = 0. Pelo Corolario 2.2.1,

a(V,m) = 4o00. Suponhamos sup p(A) < +oo. Pelo item (iii), sabemos que p é decrescente,

AER
donde

sup p(A) = )\lim (). (2.2.13)
AER T

Consideremos uma sequéncia (\,) C R, tal que A\, — —oo e sejam ), as autofungdes

associadas a (), LP-normalizadas.

Agora, pelo Lema 2.1.1, com w = 1, existem constantes C; > 0 e Cy > 0, tais que, para

todon € N,

||(p)\n||p S ClEv<(ﬂ)\n) + Cg/m|90)\n|pd$ S Cl,u()\n) + Cg. (2214)
Q

Disso, de (2.2.13) e de sup ju(\) < 400, (@a,) C W, ?(Q) é limitada. Pelos Teoremas A.2,
AR

A.5 e B.2, existe p € I/VO1 () tal que, passando a uma subsequéncia, se necessdrio, temos

©x, — pem Wol’p(Q) € Py, — pem L’”"(Q).

Ainda, pelos Teoremas B.1 e B.3, pela continuidade da norma e por ||¢,, ||, = 1, para todo

n € N, concluimos, a menos de considerarmos uma subsequéncia, que ), — @ em LP({2) e
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||, = 1. Além disso,

sup fi(A) = lim p(Ay)
AER

=lim | Ev(¢y,) /m|<p)\ |Pdz | . (2.2.15)

Agora, comom > Oem Qe ¢, > 0em (), paratodon € N, /m|g0,\n|pdx > 0, para

Q
todo n € N. Ja pelos Teoremas B.3, B.4, H.4 e pela Desigualdade de Holder, considerando uma

subsequéncia, caso necessdrio, temos /m\%nV’dx — /m|go|pda:. Com isso, /m\go|pdx >
0. Se/m[gp]pdac > 0, entdo, por (2.2.15), por lim Ey (¢, ) > liminf Ey (p,,) > Ey(p) e por

Ap — —00, sup 1 = +00, 0 que contraria nossa suposi¢do. Por conseguinte, / m|pPdr = 0.
AER

Disso e de ||¢||, = 1, m = 0 q.t.p. em 2, 0 que é um absurdo. Portanto, sup u(\) = +oo,
como queriamos. <

b) m > 0em €, com || > 0.

Primeiramente, observamos que a Proposi¢do 2.2.1, nos garante que «(V,m) < +o00. Assim,

repetindo a mesma construgdo anterior, obtemos

= lim /m|g0M Pdr = /m|cp|pd:p
n—-+00

e
sup u(A) > liminf | Ey (o) /m\go,\ Pdz| > Ey(p),
AeR

donde ¢ € Besup u(A) > Ev(y) > « ). Logo, sup u(A) = a(V,m).
AER AeR

Caso 2: [2_| > 0.

Neste caso, novamente, a Proposi¢do 2.2.1 nos garante que «(V, m) < 4o00. Agora, por
(ii), AEEHOO p(A) = —oo. E, como |Q24| > 0, AETOOM()\) = —o0. Por conseguinte, x ¢ limitada
superiormente. Deste modo, por v ser concava, possui um ponto de maximo global, donde

existe A\g € R tal que sup p(\) = (o). Logo, por u ser diferencidvel,
AeR

0= 1/ (M) = / mlon Pz = / mlon [Pz =0,
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ou seja, p,, € B. Da definicdo de o(V, m), temos

a(Vim) < Evloa,) = Evliosg) = Ao [ mlia, Pl = Ev-sgnieas) = ) = sup ().
€
Q

Portanto, o(V, m) < sup u(A), como queriamos.
AER
]
No que segue, faremos uma anélise geométrica do comportamento da autocurva. Tal andlise
servird de suporte para as condi¢des de existéncia de autovalores principais, exibidas na préxima
secdo. Para tanto, faremos uma andlise de casos.

Caso1: m > O em .

Neste caso, /m|u|pdx = 0 se, e somente se, © = 0 q.t.p. em €2 e, consequentemente, ||u||, =

Q
0. Isto nos garante que B = () e, portanto, «(V,m) = 4o00. Disso e da proposi¢éo anterior,

concluimos que a autocurva possui 0 seguinte comportamento:

R

~

Figura 1: Representacdo da autocurva p. Fonte: arquivo do autor.

Caso2: m > 0e Q| > 0.
Nestas condigdes, B # (). Por isso e pela Proposi¢do 2.2.2, a(V, m) < +oo. Se a(V,m) < 0, a

autocurva apresenta um dentre os seguintes comportamentos:

Figura 2: Representacdo da autocurva p. Fonte: arquivo do autor.
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Ja, se a(V,;m) > 0, entdo temos a seguinte representacio geométrica para a autocurva:

Figura 3: Representacdo da autocurva p. Fonte: arquivo do autor.

Vale ressaltar que, em nenhum desses casos, o supremo de € atingido.

Caso3: Q| >0ea(V,m) <0.

De acordo com a Proposi¢ao 2.2.2, temos o seguinte comportamento para /i:

Figura 4: Representacdo da autocurva p. Fonte: arquivo do autor.

Caso 4:

Q_|>0ea(V,m)=0.

Pela proposi¢a@o anterior, temos a representacao a seguir para fi:

Figura 5: Representacio da autocurva p. Fonte: arquivo do autor.

Caso 5:

Q_| >0ea(V,m)>0.

Novamente, pela Proposi¢do 2.2.2, ;4 apresenta o seguinte comportamento:
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AS

Figura 6: Representacdo da autocurva p. Fonte: arquivo do autor.

Observamos que, nos casos (3), (4) e (5), o supremo da autocurva € atingido. .

Nosso objetivo, a partir deste momento, serd relacionar os zeros da autocurva g com 0S
autovalores principais do problema (2.0.1), o que serd demonstrado no préximo teorema. E,
neste sentido, determinar condi¢des razoaveis a serem impostas sobre V' e m, de modo que

exista ao menos um valor A € R, tal que p(\) = 0.

Teorema 2.2.1. o niimero real A satisfaz p(\) = 0 se, e somente se, A é um autovalor principal

para (2.0.1). Além disso, A é um autovalor simples.

Demonstracdo: Suponhamos p(A) = 0. Como () € o tinico autovalor principal para (2.2.1),

/[lVgpA\p_2VgoA -Vou+ (V- )\m)\goA|p_290,\v}dx =0,Vve Wol’p(Q).
Q

Assim,

/[|V¢A|p_2V¢A Vo + V]pa P 2oa]de = )\/m|g0>\|p_2g0)\v dr , Vv e WyP(Q).
Q Q
Portanto, A € autovalor principal para (2.0.1), com autofun¢do associada ¢,, donde ganhamos
também a simplicidade de \.
Por outro lado, se A é autovalor principal para (2.0.1), com autofun¢do associada u, LP-

normalizada, entdo
/[|Vu|p_2Vu Vo + (V= dm)|ulP2uv]dz = 0 - / luP~2uw dz, Y v € WyP(Q).
Q Q

Com isso, 0 € autovalor principal para (2.2.1). Mas, pelo Teorema 2.1.1, tal autovalor € tnico.

Portanto, como () é autovalor principal para (2.2.1), concluimos que p(A) = 0.
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2.3 Existéncia de Autovalores Principais

Neste momento, provamos o principal resultado deste capitulo. Demonstraremos, aqui,
sob quais condi¢des o problema (2.0.1) possui a0 menos um autovalor principal. Para tanto,
faremos uso dos resultados apresentados nas secdes anteriores, especialmente do Teorema 2.2.1
e do parmetro real a(V, m).

As condic¢des apresentadas no teorema abaixo, evidenciam o quanto as partes negativa das

funcdes peso e potencial influenciam na existéncia de autovalores principais.

Teorema 2.3.1. Suponhamos que V' e m satisfacam (2.1.1).
(i) Se || = 0, entdo existe um autovalor principal para (2.0.1) se, e somente se,

a(V,;m) > 0. Neste caso, o autovalor principal para (2.0.1) é tnico e caracterizado por

A (V,m) = min Ey(u). (2.3.1)

ueM+

(ii) Se |Q2_| > 0 e a(V,m) > 0, entdo existem exatamente dois autovalores principais para

(2.0.1), digamos, A_;(V,m) < A\ (V, m), caracterizados por

AM(V,m) = min Ey(u) e A_1(V,m)=— min Ey(u), (2.3.2)

ueEMT+ ueM—

onde M~ = {u € WyP(Q); I (u) = —1}.
(iii) Se |2_| > 0 e a(V,m) = 0, entdo existe um unico autovalor principal para (2.0.1),

A1(V,m), o qual é caracterizado por

A (V, = inf F =— inf F . 233
1(V,m) nf v(u) i v(u) (2.3.3)
Tais infimos ndo sdo atingidos. Mais precisamente, © # 0 em VVO1 P(€2) é uma autofungio

associada a A;(V,m) se, e somente se, Fy (u) = I1(u) =0.

Demonstracdo: (i) Primeiramente, notemos que, pelo Teorema 2.2.1, dizer que “existe um
autovalor principal de (2.0.1) se, e somente se, «(V,m) > 0” é equivalente a dizer que “existe
algum A\ € R tal que u(\) = 0 se, e somente se, «(V,m) > 0”. Neste sentido, provaremos o

item (1) segundo esta forma equivalente.
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Suponhamos «(V,m) > 0. Por |Q2_| = 0, por |2,| > 0 e pela Proposi¢do 2.2.2, existe um

tnico A; € R tal que (A1) = 0. Reciprocamente, se A; € R é tal que p(\;) = 0, entdo,

0=p(A) < Sup u(A) = a(V,m).

Suponhamos «(V, m) = 0. Entdo, pelo item (iv) da Proposi¢ao 2.2.2, u(A;) =0 = a(V,m) =

sup 1(A), o que € um absurdo, visto que p € decrescente. Portanto, a(V, m) > 0.
AeR

Agora, da definicdo de p e do fato de existir A; € R, com p(A;) = 0, temos
0= ,u()\l) = inf{Ev_Alm(u);u € S} = EV—/\1m(u) >0, YuesS.

Por conseguinte, Fy (u) > A\ /m|u|pdm, paratodau € S. Mas, sev € W, 7 (Q) e v # 0 q.t.p.
Q

em (2, entdo, ﬁ € S. Consequentemente,
p

Ey(v) >\ /m|v|pdx, Vv #0. (2.3.4)
Q

Pelo Teorema 2.2.1, A, é autovalor principal para (2.0.1), donde existe @, € W, (), de

modo que o par (p,,, A1) satisfaz a igualdade (2.0.3). Logo,

Ev(en) =M / mlox, |Pda. (2.3.5)
Q
Ainda, pelos itens (i) e (iii) da Proposi¢do 2.2.2, ¢ = / m|ex, [Pdz > 0. Com isso, 9012) €
c
0

M™. Por isso, por (2.3.4) e por (2.3.5), \1(V,m) = urélj\l/jn+ Ey(u) = A1, o que finaliza a prova
de (i).

Antes de provarmos os dois outros itens, salientamos que, se existe Ay € R, de modo que
1(Ao) = 0, entdo a(V,m) = sup () > pu(Ng) = 0. Por outro lado, supondo a(V,;m) > 0 e
|| > 0, devido a |Q, | > O,AERaos itens (i) e (ii) da Proposic¢do 2.2.2, existe \g € R tal que
1(Ao) = 0. E, pelo Teorema 2.2.1, tal Ay é autovalor principal para (2.0.1).

Mais especificamente, se a(V, m) = 0, entdo existe um tnico \y € R tal que p(Ag) = O e,
se a(V,m) > 0, entdo existem dois valores A\;, Ay € R, tais que p(A;) = u(A2) = 0. Tendo
estamos aptos a seguir com a prova dos demais itens do teorema.

ii) Pelo exposto acima, como «(V,m) > 0, u possui duas raizes, denotadas por A_(V,m) e
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A1(V,;m). Digamos, sem perda de generalidade, A_;(V, m) < A (V, m).

Inicialmente, mostraremos que 4/ (A_1(V,m)) > 0. Ora, pelo Teorema D.1 e por (A (V,m)) =

pu(A_1(V,m)) = 0, temos
p(A(V,m)) < p(Aa(V,m)) + p' (A (V,m) A (V,m) — A (V,m)],

donde 0 < p/(A_1(V,m))[ M (V,m)=A_1(V,m)]. Como A_; (V. m) < Ay (V,m), i/ (A_1(V,m)) >
0. Suponhamos, agora, que 1/ (A_1(V,m)) = 0. Assim, sendo ¢ _; a autofun¢do, LP-normalizada,
associada a A1 (V,m), temos
0= pw(A1(V,m)) = —/m]@llpdx. Portanto, p_; € B, donde o(V,m) < Ey(p_1) =

Q

pu(A—1(V,m)) = 0, o que é uma contradi¢do. Consequentemente, ' (A_1(V,m)) > 0, o que

implica em /m|g0_1|pda: = ¢ < 0. Definindo ¢_; = (goﬁ’ temos /;(p_1) = —1, isto &,
—c
Q

o1 € M.
Finalmente, provemos que A_;(V,m) é atingido. Ora,

0=pnA1(V,m)) =MV —=A_4(V,m)m,1)

= EV—A,l(v,m)m(SO—l) = EV(SO—l) - >\—1(V, m) /m|80—1|pd$,
Q

o que implicaem Fy (p_1) = A_1(V,m) /m!go_llpdx. Deste modo,
Q

1 1
L Bvoa) = 1AL vim) / mlp_i |Pd,
Q

—C —C

Ainda, pela defini¢ao de i,

Ev o wmm(w) > p(A-1(V,m)) =0 = Ey(u) > A_1(V,m) /m]u|pdx, VuesS.
Q
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Desta forma, se v € Wy ”(Q) e v # 0 q.t.p. em ©, entdo Ey (u) > A_1(V, m) /m\u|pdx. Em
0

particular, se u € M~ temos Ey(u) > —A_1(V,m). Por outro lado, ¢_; € M~, donde

A1 (V,m) < inf Ey(u) < Ey(¢-1) = —A_1(V.m).

ueM—

Portanto, A_;(V, m) = — m]bn Ey (u), como querfamos.
ueM™

De maneira andloga, vemos que 1/ (A1(V,m)) < 0e /m\gollpdx > 0, sendo ; a autofun-

Q
¢do associada a A\;(V; m), LP-normalizada. Repetindo o mesmo processo anterior, concluimos

A = min By (u).
que A1(V,m) = min Ey (u)

(iii) Se o(V, m) = 0, entdo, ja vimos que existe um tnico Ay € R tal que p()\g) = 0. Pelo
Teorema 2.2.1, )y é o Unico autovalor principal para (2.0.1). Portanto, Ay é ponto de miximo

global de y, donde — / mlpy [Pdx = p'(Ag) = 0. No que segue, provaremos que \g =
Q

inf EV (u)

ueM+

Tomando u € M™, podemos assumir u > 0, a menos de trocar u por |u|, se necessario.
Na sequéncia, seja ur = min{u, T}, para algum 7" € R, T" > 0. Agora, toda autofuncao ,,
P
Up
7 em 2.03) e

associada a )\ satisfaz (2.0.3). Considerando, para cadac > 0, v =
(SOAO + 8)

aplicando a Identidade de Picone a ur € @), + £ > 0, temos

0< /L(uT,go)\O +e)dr = /R(UT,QD,\O +¢)dx
Q Q

P
_ p_ p—2 M)
1w = wenbw (i) v
Q

p D
_ Up —1 Up —1
- / |Vurp|Pdr — /\o/m (—(SOAO mn 5)p1) 9050\0 dz ~l—/V (—(SOAO mn 5)])1) 9050\0 dz.
Q Q Q

Observamos, ainda, que
(@) vr, + = ¢y, q.t.p. em €2, quando € — 0;

(b) para cada = € ), temos lim wur(x) = u(z), donde uyr — w q.t.p. em €2, quando 7" — oc;

T—+o0
(c) pondo Q) = {z € Qur(z) = u(z)} e U = {x € Qur(xr) = T} temos, por (b), que,
para cada T suficientemente grande, existe o > 0, tal que |{23| < d7. Nestes moldes, dado

e > 0, existe o7 > 0 tal que, pelo Teorema H.2, |2s| < 07 implica em / |Vu|Pdz < e. Por

Qo
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conseguinte, dado € > 0, temos

[[Vur—Vullp :/\VuT—Vu\pdx :/]Vu—Vu\pdx+/|VT—Vu]pdx :/|Vu\pdx < e.
Q (951 Qo Q2

Logo, Vur — Vuem LP(2). Pelo Teorema B.3, passando a uma subsequéncia, se necessario,

Vur — Vu q.t.p. em Q.

Assim, pelos itens (a), (b), (c), e pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

uP p—1 u? p—1
0< [ |VulPde = 2o [ m| —= | QR de+ [V = | ¢f, do
Q €0 v

Q Q Ao

= / \Vul? + V]ulPdx — )\o/m\u]pdx
Q Q
= Ev<u) — /\0.
Disso, Ey (u) > Ao.

Agora, ao considerarmos ¢ € C'*°(2), com ) > 0, satisfazendo / myPdr > 0e / mgo&’o_lwdx >
Q Q

0, temos / m
Q

definir, para cada n € N, suficientemente grande,

p

O T % dx > 0, para todo n € N, suficientemente grande. Assim, podemos
n

P
©ro T —
n

Up =

(2.3.6)

O +% dx
n

Q/m

Resultando que cada u,, € M™.

A seguir, provaremos que Ey (u,) — Ag. Para isso, observamos que, pelo T.V.M., existe

t, = %1 € (O, %) de modo que
Y _p
By (i + 2) = LB} (ong + 120 (0)

jaque Ey(py,) = /\0/m|<p,\0|”dx =0.
Q
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De maneira similar, existe s,, = %2 S (0, %) , tal que

1
B (o0 +2) = 21 (o 4 500) (0).

visto que [1(py,) = 0. Agora, como ) é autovalor com autofungio associada ¢,,, temos, para

toda v € W, P(2), em que I} (i, )(v) # 0,

s, - B

— Ii(pa)(0)
Deste modo,
(0
B (20 0) ppns

Ev(un) =

(o) " Lo+ ) ()

Ainda, quando n — oo, temos t,,, s,, — 0, o que implica em

By (o3 + ) (V) = By (01,) (V) e Ti (0, + sn8) (V) = 11 (1p2,) (¥).

Com isso, quando n — oo, Ey(u,) — Ag e, assim, Ay = inf+ Ey(u). Por sua vez, como
ueM
Li(py,) =0, vy, € M, 0 que nos permite concluir que \g ndo é atingido.

De maneira andloga, considerando u € M~ e ¢ < 0 em €2, de modo que / myPdr < Oe
0

inf Ey(u), e que este infimo nio € atingido.
eM-

/mgoﬁolz/zda: < 0, mostramos que \g = — }
Q

Finalmente, consideremos u € W, *(Q) tal que ||u||, = 1 e By (u) = 0. Entio, como u €
B, 11(Ao) = sup u(A) = a(V,m) é atingido em u. Entdo, pelo Teorema 2.1.1, u = cyp,,, para
algum ¢ € RAER{O}. Reciprocamente, seja u € W, () uma autofungdo associada a A (V,m).
Caso I;(u) = ¢ > 0, i = ;7 € M* e Ey(i) = A\ (V,m)I, (@) = A (V,m), donde A, (V, m)
é atingido por uma fungdo em M ™, contrariando o que foi provado na primeira parte deste item.
Caso I1(u) = ¢ < 0, de maneira similar, podemos provar que \;(V,m) é atingido por uma
fungdo w € M, produzindo um novo absurdo. Consequentemente, Ey (u) = I;(u) = 0, como

queriamos.

Logo, pondo \g = A;(V, m), segue o resultado.

Observacao 2.3.1. Pelo Lema 2.1.5, todos os autovalores de (2.0.1) obtidos no Teorema 2.3.1
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sdo simples e s@o os Unicos autovalores principais para o problema (2.0.1).

Observacao 2.3.2. Como consequéncia do Teorema 2.3.1, quando [Q2_| > 0e a(V,m) =0, a
fun¢do obtida pelo item (iv) da Proposi¢do 2.2.1, &, é uma autofuncdo associada a A;(V,m) e
¢ a dnica fun¢do ndo negativa onde «(V, m) € atingido. Com efeito, pelo item (iii) do Teorema
2.3.1, & é uma autofuncdo associada a A (1, m). Pela Observagdo 2.3.1, existe uma constante
ndo nula c; € R, tal que &, = c1¢0, onde ¢, € a autofunc¢ao positiva, LP-normalizada, associada
a A1 (V,m). Desta forma, por §; € B, ¢c; = 1 ou¢; = —1. Mas, como &, > 0 e ¢y > 0, temos
quec; = 1leéy = pg.

Agora, supondo que exista uma fungdo ug € B, uy > 0, tal que Fy(ug) = a(V,m) = 0,

repetindo os argumentos anteriores, concluimos que wg = g €, assim, ug = &.
Proposicao 2.3.1. Os autovalores de (2.0.1) obtidos no Teorema 2.3.1 sdo isolados no espectro.

Demonstracdo: Se A\;(V,;m) é o autovalor de (2.0.1), obtido no item (i) do Teorema 2.3.1,
entdo provaremos que este € isolado. Para os demais autovalores, a demonstragdo € feita de
maneira andloga.
Inicialmente, lembramos que A; (V, m) ser isolado no espectro significa que existe § > 0, de
modo que nao haja nenhum outro autovalor de (2.0.1) no intervalo (A, (V,m)—3d, Ay (V, m)+9).
Suponhamos, por absurdo, que isso ndo ocorra, ou seja, existe uma sequéncia (\,) C R

tal que A\, — A;(V,m), sendo cada A, é autovalor de (2.0.1). Se, para cadan € N, u, é a

autofungdo, LP-normalizada, associada a \,, entdo ||u,|[, = 1. Como [Q_| = 0e || > 0,
/m]un|pd3: = ¢ > 0. Com isso, v,, = IIL—;LP € M. Logo, (v,) C M+,
c

Q
Ainda, por )\, ser autovalor, com autofun¢@o associada u,, Ey(v,) = A, (I). Por isso, por

A — M (V,m) e pelo Lema 2.1.1, concluimos que (v,) C Wy () é limitada. Assim, pelos
Teoremas A.2, A.5 e B.2, a menos de subsequéncia, existe v € Wol’p (Q) tal que v,, — v em
Wy (Q) e v, — vem L (Q).

Como v, — v em LPTI(Q), pelos Teoremas B.3, B.4 e H.4, pela Desigualdade de Holder,

por I;(v,) = 1, paratodo n € N, e por Ey ser f.s.s.i., a menos da passagem a subsequéncias,

/m|v\pd:c =1 e Ey(v) <liminf Ey(v,) @ lim A, = A (V,m).
0

Portanto, como v € M ™, Ey(v) = A (V,m). Com isso, v é autofuncéo associada a A\;(V, m).

Visto que A (V, m) é autovalor principal de (2.0.1), da sua simplicidade, decorre que v = ¢; 1,
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para alguma constante ¢; € R. Notemos que, como ¢; > 0, teremos v > O ouv < 0,
dependendo do sinal de ¢;. Suponhamos v > 0, ou seja, |2V | = 0. O caso onde v < 0 segue de

maneira andloga.

Agora, pelo Teorema B.5, para todo n suficientemente grande, |Q2'"| = 0 e, consequente-
mente, |2“"| = 0, donde u,, > 0. Entdo, para todo n suficientemente grande, A, é autovalor

principal de (2.0.1), o que contraria a Observacao 2.3.1. Logo, A;(V,m) é isolado no espectro.

|
Na sequéncia, vamos construir um exemplo onde ocorre a(V, m) = 0.
Exemplo 2.3.1. Seja 2 um dominio limitado de RY e consideremos o seguinte problema
—Au=Mu , em¢{)
(2.3.7)

u=20 ,em(')Q.

Em Biezuner (2006), é demonstrado que tal problema possui um autovalor principal que é

simples e satisfaz a desigualdade ||u||* > A\ ||u

5, para toda u € HJ (). Aqui, \; € o primeiro
1/2
autovalor do problema (2.3.7) e ||ul|| = / |Vul*dz , parau € H}(Q), é a norma usual

Q
de H&(Q). Fixemos, neste exemplo, ¢; como sendo a autofuncio associada a A\, de modo que

1]z = 1.

Agora, se By C ) € aberto, tal que ||1[3 5, = K > 0, entdo ||¢1][3 ge = 1 — K > 0, onde

B¢ € o conjunto complementar de BY em (2. Ainda, ao definirmos m e V, pondo

m(z) = me(z) = fl : (2.3.8)

(2.3.9)

temos

K+1 1
[ mitas =< (3757 ol +2 (14 1 ) lalBs, =0 23.10)
Q
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Além disso, se u é tal que / mu’dz = 1, entdo

K+1 1
1= /mqu:L" =€ (ﬁ) HUH;BS +e€ (1 + ?) HUH%,B()’
Q

0 que implica em
1 K +1
(14 % ) Il + (g ) Mol =2

Consequentemente, devido a somente multiplos de ¢, satisfazerem ||u||? = \;||u||3 e & equagdo

(2.3.10), temos

1 (K+1
Br(w) = Il = (%= 5 (o)) s = (= (14 %
1 (K+1
> allul = (= o (5 ) g — (3= (1+
1 1 K+1 1
=5 (14 %) Mt + (G ) MolB ) = 525

Por outro lado, se u € tal que / mu?dx = 0, obtemos

ww»\/

1
—)mm%
1
2e

2
) )mm%

Q

1 K+1
(1 2 ) il + (G ) Mol =0

e, por conseguinte, como multiplos de ¢, podem ser consideradas aqui, obtemos

1 (K+1 1)\ 1
Btw) =l = (3 = 52 (51 ) ) il = (3= (14 ) 52 ) ol
1 (K+1 1 1
>l = (%= g2 (7)) Ml = (M= (14 ) 52 ) il
1 1 K+1
= (14 ) B, + (G ) el ) =o.

Portanto, Ey (u) > 0, para toda fungdo u € H} () tal que I;(u) = 0. Em particular, Ey-(u) > 0

para toda u € B.
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Vejamos, agora, que Ey se anula apenas em multiplos de ;. Ora,

1 (K+1 1
Bvien =llolP = (% - 52 (557 ) el = (= (14 %) 52 ) Il
1 (K+1 1
=l = (3= 52 () Yol = (3= (14 %) 32 ) olt
1 1 K+1
= 5 (1 ) B+ (57 ) B ) =0

E, assim, Ey (u) = 0 para toda u € H} (), tal que u = cp1, com ¢ € R.
Reciprocamente, se Ey(u) = 0 e u = 0 q.t.p. em 2, entdo u = 0 - ;. Por outro lado,

se u # 0 q.t.p. em €, ||ull > 0. Logo, podemos considerar u; = Observamos que

u
[lull2

By(u) = 0eque |[u][2 > A = inf{]Jul|% [Jullz = 1}. Se [Ju]|> > A1, entdo

1 /K+1 1)\ 1
By (u1) = [Jm]|* — ()\1 ~ 5 <ﬁ>) [|ual[3, 5 — ()\1 - (1 + §> 2—€> |13, 5,

1 K+1 1
>N — A+ 2—6 {(m) ||U1||§,Bg + <1+E> H“1||§,Bo} >0,

isto é, Eyv(uy) > 0, o que contradiz o fato de Ey (u;) = 0. Deste modo, ||ui|| = A1 e, pelo
Teorema Multiplicadores de Lagrange, concluimos que u; é autofungdo associada a \; e, por
A1 ser simples, existe ¢ € R, com ¢ # 0, tal que u; = cp;. Por conseguinte, u = c||ul|2p1,
como queriamos demonstrar.
Finalmente, por ¢, € B, por Ey(¢1) = 0 e de Ey(u) > 0, para toda u € B, a(V,m) é
atingido em ¢, e, consequentemente, «(V, m) = 0. Além disso, A;(V, m) > 50
|
Para finalizarmos esta secdo, mostraremos que o funcional £y € limitado inferiormente em

M se, e somente se, existe a0 menos um autovalor principal para o problema (2.0.1). Para

tanto, provaremos o seguinte resultado auxiliar.

Proposicao 2.3.2. Se a(V,m) < O ou a(V,m) = 0 e m > 0, entdo Ey € ilimitado inferior-

mente em M.

Demonstracao: Consideraremos cada um dos casos, separadamente.
Caso 1: o(V,m) < 0.

Neste caso, existe uy € B tal que Ey (up) < 0 e, a menos de considerarmos |ug|, se neces-
sario, podemos assumir uy > 0 em 2. No que segue, consideremos dois subcasos.

@m>0
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Por esta condigdo, 1y = 0 q.t.p. em Q. Se wy € Wy"(Q) é tal que wy > 0 em €, entdo wy,

definida por

() wo+ 1, sex ey
wil\xr) =
wy , sefd—Q,

cumpre: w; > 0em €, e /m|w1\pdx = ¢ > 0. Pondo w = temos w > 0 em 2, e

/m|w|pdx =1.
0

Ainda,

wy
A
Q4

/m|w+tu0|pdx: /m|w+tu0|pda: = /m|w|pdx =1

Ey(w+ tug) = / |Vw + tug|P? + V]w + tug|Plde < 2By (w) + t* By (ug)) — —o0,
Q

quando ¢ — oo.

(b)y m~ # 0.

Neste subcaso, [(2 — Q24) N Q4| > 0, onde Qy+ = {z € Quy(zr) > 0}. De fato,

suponhamos que |(2 — 2,) N Q| = 0. Ora,
Q=Q)NQ; =N N2, =N (2 UQ ) =0 —(QU0G,).

Logo, Q2 = (2, U Q) U ((2 — Q) N Q). Para simplificarmos, denotaremos A = (2 —

Q4) N Q4. Assim, como |A| = 0, segue que

/m\u0|pdx: /m\u0|pd1’+/m\uo\pdw: /m\uo\pdx.
0 Q-4 A o-a

Definindo K1 = €, NQp 1, Ky = 2, NQG e K3 = QF , N (22—, ) e observando que up = 0

c
em €05 .,

/ mlug|Pdx = /m|u0|pdm+/m\uolpda:—{—/m\uo]pda: = /m|uo|pd:1: > 0.
Q-A K K K3 Ky
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Consequentemente, / m|ug|Pdz > 0, o que € um absurdo, pois ug € B. Portanto, [(2 — Q)N

Qo | > 0.
Agora, seja w € WP (Q), de modo que w > 0 em Q e supp w C Q. N Q. Entdo, para

cada n € N, pelo Teorema do Valor Médio, existem 0 < s,,,t, < %, tais que

P
/m‘u(ﬁrg’ dr = B/m|u0+snw|p2 (ug + spw)wdzx
n n
Q

= / m fug + sywl”™* (ug + syw)wdz
n

Q4

>0

1
Ey <u0 + %) = Ey(up) + EE(/(UO + tow)(w).

Deste modo, T 1(01 my € M™ e, por Ey ser de classe C!, quando ¢, — 0, (E{,(ug + t,w)) C
uo

(Wy"(€))* é limitada. Consequentemente,

1
By (uo+ =) = By (o) + = By (o + tuw) (w)

1 1
< By (o) + 1By (o + taw) . lel] < By(uo) + -,

onde C' = C4||w]|, sendo || EY, (ug + t,w)||. < Cy, paratodo n € N.
Pondo f, = m |ug + s,w|’ > (ug + spw)w, por By (ug) < 0e /fndx — I (up)(w) > 0,

segue que

Ev (uo + %) g Ey(up) + %

/m‘uo+%‘pdx N g/fndx

Q

Ev Uo

c/
/ﬁm g/;m

nEv (uo)

/ fndz / fndx

quando n — oo. Deste modo, Ey € ilimitado inferiormente sobre M ™.
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Caso 2: a(V,m)=0em > 0.

Suponhamos, por absurdo, que \; = inf+ Ey(u) > —oo. Provaremos, a seguir, que Fy
ueM
satisfaz a condi¢éo (PSC') em M™ no nivel \;. Para tanto, seja (u,) C M™T uma sequéncia

(PSC),, para Ey = EV| u+- Ou seja, para alguma sequéncia &, — 0, verifica-se

(PSC1) By (u,) — A1 s

/ En
(PSC2) [(Ey (un)(€)] < m“ﬁ“ ,Ve¢eT,, M.

Suponhamos que (u,,) seja ilimitada. Definindo v, = ﬁ (I), temos ||v,|| = 1, para
U,

todo n € N, donde (v,) C W, (Q) é limitada. Pelos Teoremas A.2, A.5 e B.2, a menos de

subsequéncia, existe vy € W, ?(Q) tal que v, — v em Wy () e v, — 1o em LP"' (Q).
Agora, para quaisquer v,w € W, (), definimos 7(v,w) = /m|v|p_2vwdx. Ainda,
Q

temos que & = (v, — vg) — T(Up, vy — vo)u, € T,, MT. De fato, pondo K = 7(uy, v, — ),

decorre, por (u,) C M™*, que

I (1) (€) = / 1t [P 210 (0 — v0) — Kt

0
= /m|un|p_2un(vn — vg)dx — K/m\un|pdx =K-K=0.
Q Q

Assim, considerando este £ em (P.SC2) e multiplicando ambos os lados da expressdo por

||t,][*~7, obtemos .

Enl|tnl| ||vn —vo
|E, (V) (Vn — v0) = T(Vp, Uy — Vo) By (u)| < — 7(Vn, U, — Vo) Uy,

v L+ [[un|[ || [lun|[?

(2.3.11)
Disso, temos
6n||“ﬂ|| ||Un — |
| BV (vn) (v — vo)| < < |7 (Un, vn — o) || 0n]|
v LA [[uall \ [uallP

+ |7 (vn, vy — Vo) || Ev (uy,)]. (2.3.12)

Lembramos, ainda, que v, — vy em I/VO1 P(Q) e que v, — vy em LP" (). Tomando
N Np 5 Np

T = ,q = e
11T N—p+1 (N—p+D(p—1)

/

e observando que 3(p — 1) = g = pr’,
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temos, ao aplicarmos a Desigualdade de Holder Generalizada,

|7 (U, v — )| < / ]man|p_1]vn — vo|dx
Q
= ||m||r||vn||g/ﬁ||vn - UOHq — 0.

Por isso e pela equagdo (2.3.12), segue que | E{, (v,)(v, — vg)| — 0. Pela Propriedade S* do
p-Laplaciano, Teorema C.8, v,, — vy em W (Q).

Assim, substituindo v,, — vy por w € I/VO1 P(Q2), na equagdo (2.3.11), e fazendo n — oo,
temos o lado direito da desigualdade indo para zero e Ey (u,) — A;. Concluimos, entdo, que

EY, (vo)(w) — (v, w)A; = 0. De outro modo,

/[|Vvo|p2Vvo - Vw + Vv 2vgw]dr = M\ /m]v0|p2v0w dz.
0 0

Portanto, a(V, m) é atingido em vy e A1 é um autovalor para o problema (2.0.1), com autofun¢éo
associada vg. Tomando |vy| e aplicando a Desigualdade de Harnack, concluimos que \; é um
autovalor principal para (2.0.1), o que contradiz a Observagdo 2.3.1. Com isso, (u,,) € limitada.

Logo, repetindo o procedimento anterior para (u,), vemos que Fy satisfaz a condi¢ao
(PSC),, sobre M* e, novamente, chegamos a um absurdo. Consequentemente, A\; = —o0

e segue o resultado.

Teorema 2.3.2. O funcional EY € limitado inferiormente em M ™ se, e somente se, existe ao

menos um autovalor principal para o problema (2.0.1).

Demonstracao: Se £y é limitado inferiormente, entdo, pela Proposi¢ao 2.3.2, a(V,m) > O e,
quando m > 0, ndo pode ocorrer «(V, m) = 0. Assim, pelo Teorema 2.3.1, o problema (2.0.1)
possui a0 menos um autovalor principal.
Reciprocamente, se o problema (2.0.1) possui a0 menos um autovalor principal, nos casos
(i) e (ii) do Teorema 2.3.1, temos garantida a limitacéo inferior de Ey em M ™. No caso do item
(ii1), apesar de o infimo ndo ser atingido, ele € finito, garantindo, assim, a limita¢do inferior de
Eyvem M.
|

Nas proximas duas segdes, buscaremos existéncia de um primeiro autovalor ndo-principal
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para o problema (2.0.1), quando «(V,m) > 0. Para tal, serd necessario dividir essa busca em
dois casos, a saber, a(V,m) > 0 e a(V,m) = 0. Isto se deve ao fato de que, no segundo
caso, precisaremos contornar algumas dificuldades relativas a geometria do funcional energia
associado ao problema (2.0.1).

Para caracterizarmos este primeiro autovalor ndo-principal, optamos por uma abordagem
amplamente utilizada, a qual garante que tal autovalor é dado pelo valor minimax obtido via
Teorema do Passo da Montanha, para variedades C', aplicado a uma familia de caminhos de-

pendendo de A\ (V, m).

2.4 Existéncia de Autovalores Nao-Principais quando o(V, m) > 0

Primeiramente, fixemos ¢; € M ™ como sendo a autofungdo positiva associada a A (V, m)
e w_1 € M~ como sendo a autofuncdo positiva associada a A_1(V, m), as quais existem pelo
Teorema 2.3.1.

Nosso objetivo, nesta secio, € demonstrar que o seguinte valor minimax

Az(V,m) = inf mmax By (v(1)), 2.4.1)

onde I' = {y € C([0,1], MT);7(0) = —p1 e (1) = ¢1}, é 0 primeiro autovalor ndo-principal
para o problema (2.0.1). Ressaltamos que A\y(V,;m) > —oo pois, pelo Teorema 2.3.2 Ey é
limitado inferiormente em M.

Inicialmente, faremos a prova de um lema que ird auxiliar na verificacdo de que £y = At

satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale (PS5).

Lema 2.4.1. Suponhamos que «(V,m) > 0 e que V, m satisfacam (2.1.1). Se V,, = Vem, —
mem L"(Q), e (u,) C W, () é uma sequéncia tal que (Ey, (u,)) C Re /mn|un|pda: C
9)

R sejam limitadas, entdo (u,,) é limitada em ;" ().

Demonstracio: Suponhamos (u,,) ilimitada em W, ”(Q). Definindo v, = HU—"H, temos que
Unp

(vn,) C Wy P(Q) é limitada. Pelos Teoremas A.2, A.5 e B.2, passando a uma subsequéncia, se
necessdrio, existe v, € W, (Q) tal que v, — vy em W, ?(Q) e v, — vy em L”"(Q). Desta
dltima convergéncia, a menos da passagem a subsequéncia, pelos Teoremas B.3, B.4 e H.4,

[U, [P — |volP em L™ (€2). Observamos, ainda, que por m,, — m em L"(f2), (m,) C L"(Q) é

limitada e, consequentemente, (m,, —m) C L"(§2) também o é. Assim, pela Desigualdade de
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Holder,

/mn(|vn|”— [voP)diz| < [[mn] |+ ][[on]” — Jvol"|lr — O (2.4.2)

Além disso, pela defini¢do de convergéncia fraca e por 7' : L"(€2) — R, definido por T'(u) =

/ ulvg|Pdx, para todaw € L"(€2), ser um funcional linear, T'(m,,) — T'(m). Equivalentemente,

/mn|volpdx — /m]v0|pdx. Por isso e por (2.4.2),

/[mn|vn|pdaz—/m\vo\p]da: < /mn(|vn\p v )| + / = m)vol?dz| — 0.
Q Q Q

0
Portanto, / My, |, |Pdr — / m|vo|Pdz. Por outro lado, devido a (u,) C M™ ser ilimitada em

Q
1
WyP(Q), [ mu|va|Pde = —— [ my|u,|Pdz — 0. Por conseguinte, [ m|vo[Pdz = 0.
" [ [P

Da mesma forma, por (u,) ser ilimitada em W, (),

Ey, (un
lim EVH(’Un) — lim Vn(u ) _

(2.4.3)

Ainda, visto que 1 = [|v,|]? = / |V, |[Pdz, para todo n € N, repetindo os argumentos

Q
utilizados para (m,,),

lim [ V,|v,|Pde = /V|v0|pdx. (2.4.4)

n—00
Q

Das equacodes (2.4.3) e (2.4.4),

1—1—/V\vo\pdx _ 1+nm/vn\vn|pdx
Q Q

— lim /|an|pdx+/Vn|vn|pdx = lim Ey, (v,) = 0.
Q

Consequentemente, / Vvg|[Pdx = —1. Isto nos garante que vy % 0 em €2, ou seja, ||vo||, > 0,
Q

donde podemos considerar ——— & B. Vale ressaltar que, pelo Teorema A.2, v, — vy em

[lvoll
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LP(Q). Além disso, Ey (ﬂ

[lvoll

e B,

1
) < — liminf By, (v,) = 0. Por isso e por
[lvol [ [lvollp

a(V,m) < Ey ﬁ < 0, o que é uma contradicdo, ja que o(V,m) > 0. Logo, (u,) é
Vollp
limitada.

Proposicio 2.4.1. Se oV, m) > 0, ento o funcional £y satisfaz a condicio (PS).

Demonstracio: Seja (u,) C M+ uma sequéncia (PS) para Ey, isto &, existe (¢,) C R, com
e, — 0, que satisfaz:

(PS1) Ey(u,) — ¢

(PS2) / VP2V, - Veda + / Vg [P 2un€d| < en|[€]|, ¥ € € Ty M+,
Q

QO
Para v € W, ”(Q), seja sua projecdo em T, M+, dada por

w=uv-— /m|un|p_2unvdx Uy, (2.4.5)
Q
Substituindo £ por w em (PS2), obtemos .

Ey (uy)(v) — /m|un|p_2unvdx Ey(un)| <epllv— /m|un|p_2unvdx Unll,
Q Q

(2.4.6)
para toda v € W, (Q).
Afirmacio: (u,) é limitada em W, (€2).

De fato, se m > 0 q.t.p. em (2, entdo, pelo Lema 2.1.1, existem C; > 0 e C5 > 0 tais que

[lun||P < CyEv(uy,) + Cy /m|un]pdm = C1Ev(u,) + Co,¥Vn € N.
Q

Disso e de (PS1), segue que (u,) é limitada em W, (). Caso ndo ocorra m > 0 q.t.p. em

(2, aplicamos o Lema 2.4.1 com as sequéncias (V,,) e (m,,), onde V,, = V, m,, = m, para todo
n € N. Por (u,) C M* epor (PS1), (Ey(u,)) C Re /m|un|pda: C R sdo limitadas.
Q

Logo, pelo Lema 2.4.1, (u,,) é limitada em W,(9).
Por isso, a menos da passagem a uma subsequéncia, pelos Teoremas A.2, A.5 e B.2, existe

uy € Wy P(Q) tal que u, — uo em W,y (Q) e u, — ug em L (Q).
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Agora, tomando v = u,, — uy na equacao (2.4.6) e repetindo argumentos similares aos da

demonstracao da Proposi¢ao 2.3.2, vemos que
Ey (un)(u, —ug) — 0 em R, quando n — co.

Finalmente, pela propriedade S* do p-laplaciano, Teorema C.8, u,, — uo em I/VO1 P(Q).
Logo, Ey satisfaz a condigio (PS).

|

O resultado a seguir € valido quando consideramos o conceito de arc-conexidade, mas, a luz

do Teorema , provaremos o resultado abaixo resultado utilizando o conceito de conexidade por

caminhos. A demonstra¢do considerando arc-conexidade pode ser encontrada, por exemplo,

em Arias et. al (2002).

Lema 2.4.2. Sejam FE um espago de Banach, g € CY(E,R), M = {u € E;g(u) = 1},
feCUER)ef=],
a condicio (PS) em M. Para cada r € R, defina © = {u € M; f(u) < r}. Entdo, toda

Suponhamos que f ¢ limitada inferiormente em M e que f satisfaca

componente conexa por caminhos nao vazia, Oy, de O, contém um ponto critico de f.

Demonstracio: Consideremos d = inf{f(u);u € O;}. Tal infimo existe, pois @; C M
e f € limitada inferiormente em A/. Afirmamos que tal infimo € atingido em alguma fun¢ao
Ug € O;. Para tal, seja (uy) C @, uma sequéncia minimizante para d, ou seja, f (ug) — d, com

f(uy) > d. Desta forma, podemos aplicar o Principio Variacional de Ekeland - Forma Forte a

f em O, donde obtemos que, para cada k € N, fixado, existe v;, € O, de modo que

(Cl) flur) < fur);

(C2) [|ogp — ukllp <

| =

_ _ 1 _
(C3) f(vk) < f(u)+ EHU — k|| g, para toda u € O;.

Afirmacio 1: || f'(vg)||. — 0, quando k — oc.
Com efeito, para cada £ € N, fixado, tomemos w;, € T, M e consideremos o caminho de
classe C', vy : (—n,n) — M, tal que v(0) = vy, e 7;,(0) = w. A existéncia de tal caminho é
garantida em Zeidler (1985).

Agora, se v, ¢ Oy, para todo k suficientemente grande, entdo vy, € 0O;. Consequente-

mente, todo aberto contendo vy possui tanto pontos de Oy, quanto pontos de O — ;. Desta
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forma, todo aberto contendo v, possui pontos de a0 menos duas componentes conexas por ca-
minhos distintas de O, caso existam. Portanto, se O; # (O, chegamos a um absurdo com a
defini¢do topoldgica de componentes conexas por caminho. Com isso, devemos ter O; = O e,
por conseguinte, v, € 00. Assim, vy &€ O, donde f(vk) > r. Mas, d < f(u), paratodau € O;.
Em particular, d < f(u), paratoda u € O; e O; = O, donde f(u) < r, para toda u € Oy. Por
conseguinte, d < r. Por isso, por (C1) e pela definicao de infimo, f(vk) < f(uk) < d+ﬁ <r,
para todo £ suficientemente grande, o que nos leva a um absurdo. Portanto, v, € Oy, para todo
ke N.

Agora, fazendo ¢ — 0, temos que 7x(t) — vk, donde, para todo ¢ suficientemente proximo
de zero, por O; ser aberto em O, () € Oy. Pondo u = 7 (t) em (C3), f(vx) — f(7(t)) <
|17 (t) — ||, para todo ¢ suficientemente proximo de zero. Deste modo, para ¢ > 0, sufici-

entemente proximo de zero,

E
e, Consequentemente,
, _ 1 , 1
P (o)< g e 1wl < 248)

Como wy, € T,, M+ é qualquer, ao fazermos k — oo, concluimos que || f'(vy) || — 0.
Afirmaciio 3: A sequéncia (f(v;,)) é limitada em R.
De fato, como f(uz) — d, (f(uz)) C R é limitada. Logo, de (C1), vem que (f(v;)) C R é
limitada, provando a validade da afirmacdo.

Das Afirmacdes 1 e 2, decorre que (v;) é uma sequéncia (PS) para f em O;. Entio, por f

satisfazer a condigdo (PS) em M, temos que, a menos de subsequéncia, vy — vy em E.

Ainda, por (C2), temos, para todo £ suficientemente grande,

2
ur —volle < ||ur — vil|E + ||vx — volle <+

=

Por isso, fazendo k — oo, ur, — vo em E. Disso e da continuidade de f, f(uk) — f(vo).

Portanto, da unicidade do limite, f (vg) = d, mostrando que d é atingido.

Considerando, agora, vy = ug, temos que f (ug) = d < r pois, se f (ug) = d = r, entdo,

f(u) > r, para toda u € Oy, 0 que é um absurdo com o fato de @; C O. Por conseguinte,
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ug € O. Além disso, ug € Oy, pois O € localmente conexo por caminhos.
Logo, como f(uo) =d= min{f(u); u € O} e ug € Oy, ug é um ponto critico de f que
estaem O;.
|
O préximo lema serd essencial para a construcdo do primeiro autovalor ndo-principal de
(2.0.1), tanto neste caso quanto no caso singular. O mesmo nos fornecerd uma maneira de
construir caminhos entre duas fungdes em M ™, de modo que a imagem desses caminhos, via o

funcional Ey,, permaneca abaixo de um determinado nivel ¢ € R.

Lema 2.4.3. Se o(V,m) > 0, entéo o conjunto O = {u € M*;u > 0e Ey(u) < d} é conexo

por caminhos, para cada d € R. O mesmo vale para u < 0.

Demonstracdo: Dado d € R, seja O = {u € M*; Ey(u) < d}. Ora, O C O, por definiio,
eO=0sed< A1 (V,m), pois A\ (V,m) = ug\% Ey(u), donde ndo existe v € M tal que
Ey(u) < A\ (V,m). Assim, podemos assumir que d > A;(V, m).

Afirmacao 1: (; € o tnico ponto critico de Ey em O.

Primeiramente, observamos que Ey(p1) = A (V,m) < d, o que implica em ¢; € O. Supo-

nhamos que exista uy € O, com ugy # 1, que seja ponto critico de Ey,. Deste modo, temos

(i) B (up)(v) = / Vo>V - Vo + Vuo P~ 2ugu]da = 0;
Q

(il) Ev(ug) = /[|Vu0|p + V0uolPldz < d;
Q

(iii) /m|u0|”dm = 1.
Q

Pelo item (iii), 1 % 0 e, juntamente com o item (i), concluimos que (ug, 0) € W, ?(Q) xR é

solug@o fraca para o problema (2.0.1). Tomando, se necessario, |uq| e aplicando a Desigualdade
de Harnack, vemos que 0 é autovalor principal para (2.0.1). Agora, 0 # A_;(V, m), pois, caso

contrdrio, ug seria multiplo de ¢_1, digamos uy = cp_1, com ¢ # 0. Disso,

1= /m]uo\pd:v = /m\cgpl\pdx = —|c|,
Q 0

0 que levaria a um absurdo com o item (iii). Por outro lado, se A\;(V,m) = 0, entdo u, seria

autofungdo associada a A;(V,m) e, consequentemente, uy = cpq, para algum ¢ € R — {0}.
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Mas,
1 :/m|u0\pd:c: /m[c<p1|pdx:cp/m\gol|pda::c” = Uug = ¥1,
0 Q 0

o que é um absurdo. Portanto, 0 é um autovalor principal de (2.0.1) distinto de A;(V,m) e
A_1(V,m), o que contraria o Teorema 2.3.1. Logo, é vilida a Afirmacéo 1.

Como consequéncia da Afirmacgao 1, ¢; € o tinico ponto critico de Fy em O, por conse-

guinte, de EV.

Afirmacao 2: O é conexo por caminhos.

Com efeito, por M ser localmente conexo por caminhos e O C M+ seraberto, O é localmente
conexo por caminhos. Desta forma, para ¢, € O, existe V C O aberto, de modo que o1 € Ve
V' seja conexo por caminhos. Isto nos garante que uma dentre as seguintes opgoes € verificada:
(a) V € uma componente conexa por caminhos de O, ou

(b) V C U, onde U € uma componente conexa por caminhos de O.

Suponhamos que ocorra (b). Se U = (5, ndo ha o que demonstrar. Por outro lado, se U & (5,
existe y € O — U. Por O ser localmente conexo por caminhos, existe W C O aberto, de modo
que y € W e W seja conexo por caminhos. Comoy &€ U, U N W = (), donde W C O-U.

Novamente, ocorre uma dentre as seguintes opgdes:

(¢) W € uma componente conexa por caminhos de (5, ou
(d) W C Uy, onde U; € uma componente conexa por caminhos de 0.

Pelo Lema 2.4.2, existe um ponto critico de E’V em W (respectivamente, em U;), o que
contraria o fato de (; ser o unico ponto critico de Eyem O. Portanto, O é sua tinica componente
conexa por caminhos, ou seja, O é conexo por caminhos. Se ocorrer a op¢do (a), a demonstragao
segue de maneira andloga. Logo, a Afirmacao 2 € valida.

Finalmente, se uq,us € O C (5, pela Afirmagéo 2, existe um caminho em M ™, 7, indo de
uy para up. Considerando 2 = ||, 72 € um caminho em M ™ que vai de u; para u,, de modo

que Y2(t) > 0e Ey(y2(t)) < d, paratodo t € [0, 1]. Portanto, O é conexo por caminhos.

Observacao 2.4.1. Como consequéncia do lema acima, temos:

1) Para qualquer u € M, u > 0em Qe Ey(u) < d, para algum d € R, existe um caminho
v :[0,1] = M™, indo de u para ¢, de modo que y(t) > 0 e Ey(y(t)) < d, paratodo ¢ € [0, 1].
2) Para qualquer v € M*,u < 0em Qe Ey(u) < d, para algum d € R, existe um caminho

7 :[0,1] = M*, em M™, indo de u para —p;, de modo que ¥(t) > 0 e Ey(%(t)) < d, para
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todo t € [0, 1].

O préximo teorema € o principal resultado desta secdo. Nele garantimos que o valor mini-

max A2(V,m) é o primeiro autovalor ndo-principal do problema (2.0.1).

Teorema 2.4.1. O niimero real Ay(V, m) é o primeiro autovalor ndo-principal de (2.0.1), no sen-

tido de que ndo exista nenhum outro autovalor para (2.0.1) no intervalo (A (V,m), Ao(V, m)).

Demonstracdo: Vamos comegar demonstrando que A\ (V,m) é autovalor de (2.0.1). Nosso
objetivo sera aplicarmos o Teorema do Passo da Montanha para variedades de classe C*. Para
tanto, demonstraremos alguns fatos necessarios a aplicacdo de tal teorema.

Afirmacdo 1: ;, —¢; sdo pontos minimos locais estritos de E .

Vamos provar tal afirmagdo para ;. A prova para —p; € andloga. Suponhamos, por absurdo,
que exista uma sequéncia (u,,) C M, com u,, # 1, para todo n € N, de modo que u,, — ¢;
em W, P(Q) e Ey(u,) < Eyv(gr) = Ey(er) = M(V,m) (). Porisso e por (u,) € M*,
Ey(u,) = Eyv(u,) = M (V, m), para todo n € N. Disso e do Teorema dos Multiplicadores de
Lagrange, cada fungdo u,, é uma autofungdo associada a A;(V,m). Por A\ (V,m) ser simples,
existem constantes ¢, € R, com ¢,, # 0, para todo n € N, tais que u,, = ¢, 1.

Ainda,

1= /m|un|pdx = /m|cng01|pdx = |cn|p/m|g01|pdx = |cnP = ¢, = £1.
Q Q Q

Deste modo, a sequéncia (u,,) C M apresentard uma das seguintes formas:
(A) (un) = (1,01, P15 ---) 5

B) (un) = (=1, =1, ..., =1, ...), OU

© (Un) = (§01, —¥1, P1-., —P1, )

No caso (A), obtemos um absurdo com o fato de w,, # ¢, para todo n € N, no caso (B)
chegamos a um absurdo com o fato de u,, — ¢ e, no caso (C), se u,, — 1 entdo existe ng € N
tal que u,, = (1, para todo n > ng, contrariando o fato de u,, # ¢, paratodon € N e, se
u, - (1, novamente, temos um absurdo. Logo, verifica-se a validade da Afirmacdo 1.

Agora, por ¢; ser ponto de minimo local estrito de Ey/, existe £ > 0 tal que u € M™*, u #
o1, ||u — @1]] < o, implica em Ey (¢) < Ey(u) (D).

Afirmacao 2: Para todo € > 0, com ¢y > ¢ > 0, temos

M(V,m) < inf{Fy(u);u € Mt NOB(p1,2)} (2.4.9)



64

M (V,m) < inf{Ey(u);u € M* NOB(—y1,¢)}. (2.4.10)

Demonstraremos esta afirmagdo para ¢, 0 caso com —; segue de maneira andloga. Suponha-
mos que (2.4.9) ndo ocorra, ou seja, existem £; > 0, com 0 < &1 < &g e (ug) C M, de modo
que ||ug —p1]] =1 D e Ev(uk) < EV(<P1) + # (TII), para todo k£ € N.

No que segue, construiremos uma funcao que contrarie o fato de (; ser minimo local estrito

de E) . Para tanto, produziremos uma sequéncia (P.S) adequada.

Paracadad > 0,com0 <&y —dee; + 0 < gy (IV), devido a g < gy, podemos considerar
o conjunto Cs = {u € M*;e1 — 6 < ||lu—¢1]| < e+ 0}. Dadefini¢do de Cs, de (I) e de (IV),
vem que Ev(gpl) < inf{EV(u);u € Cs}. Também, por (1), (u;) C Cjs e, para todo k € N,

existe ko € N tal que 51> < 1. Porisso, por (uz) C Cs e por (III),
0

Ev (1) < Ev(uk,) < Ev(p1) + — < Ev(e1) + T

Consequentemente, Ey (¢;) = inf{Ey(u);u € Cs} (V) e, por (IIT), Ey (u) < incf By (u) +
ucCs
1

2n2

Agora, como Ey é de classe C! em Wol’p(Q), Ey é de classe C'! em M ™, ou seja FEy é de
classe C'. Desta forma, E’V é semicontinuo inferiormente. Ainda, EV ¢ limitado inferiormente
em M, pois Ey(p1) = Ey(py) = urél]brh Ey(u). Deste modo, como Cs C M™ é fechado,
estamos aptos a aplicar o Principio Variacional de Ekeland - Forma Forte, Teorema C.5, ao

funcional Ey sobre Cj. Por conseguinte, para cada k € N, existe v, € Cj tal que

(C1) Ey(v) < Ey

—~

uk)

b

(C2) ||vg — ugl| <

| =

- . 1
(C3) Ey(vx) < Ey(u) + %||u—vk|| , Vu e Cs.

—~

No que segue, mostraremos que (vy,) é uma sequéncia (PS) para Ey .

A condicdo (PS1) é garantida por (C1) e (III). Verifiquemos a validade de (P.S2). Para tal,

sejam k£ € N fixado, de modo que % <o,we T, M e~ :(-nmn) — MT o caminho de

classe C'', com v(0) = vy e v/(0) = w.

Ao fazermos t — 0, temos ||v(t) — p1]| — ||vr — 1]| (VI). Também, por (C2),

1
ok — 01| < |oe — url| + [[ur — 1] < ztac< 0+ e
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c

1
g1—0 < - <er—|lve —wp|| < ler—[|ve — ]| = [[|ur — o1l = [Jve —ur| || < |[vr — 1]l
Portanto,

e1—0< |l —¢1|]| <e1+0 & -6 < 11_r>%|]fy(t) — || < e +0. (2.4.11)

Disso e de (VI), v(t) € C, paratodo t € (—ny,m), onde 7, < 7. Assim, tomando u = y(¢) em
(C3)et € (0,7,), obtemos

Lembrando que v(0) = v, e 7/ (0) = w, ao fazermos ¢ — 0, concluimos que

~ 1 ~ _w 1 )
~Bytow) < lll & B (125 ) <5 # 0<IIB Il <

| =

Com isso, || £/ (v)||« — 0, quando k — co. Logo, (PS2) é vélida. E, assim, (vj,) é uma
sequéncia (PS). Por isso e por Ey satisfazer a condic¢io (P.S), existe v € W, "() tal que, a
menos de considerarmos uma subsequéncia, v, — v em VVO1 P(Q) (VIII).
Observamos, ainda, que
e de (VID) e (VII), e; — < ||[v — ]| < &1 4+ 6 (IX), donde v € Cj ;
1 1 .
o = |lur — @1l < |Jug — vel| + [Jok — @1]] < =t [|lor — 1] < 7 e Isto implica em

1 1
a1 < 7lloe — @il < 7+ 21 Equando k — oo, [[o — 1| = &35

e por v € Cs e por (V), E~V(g01) < EV(U). Por isso, por (C1) e (IIT), Ev(vk) < Ev(gol) + #

Assim, da continuidade de F), fazendo k — oo, EV(U) < Ev(gol).

Deste modo, Ey (1) = Ey (v). Mas isto é um absurdo com (I). Logo, é vélida a Afirmacdo

2.
Afirmacao 3: \o(V,m) > A\ (V,m).

Com efeito, mostraremos que, para algum € > 0, a ser definido,

A = {tm[g?] Ey(y(t);y €T} C{Ey(u);u € MTNIB(¢p1,€)} = As.
€0,
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Como + é continuo e [0, 1] é compacto, existe ¢, € [0, 1], tal que tem[(zﬁ(] Ev(y(t)) = Ev(y(to))-
Pela definigdo de I, v(t) € M ™, para todo ¢ € [0, 1]. Em particular, v(ty) € M ™.

Agora, afirmamos que ndo ocorre y(ty) = ;. Suponhamos que Y(tg) = ;. Entio,
Ev(y(to)) = M(V,m) = inf Ey(u) e Bv(y(to)) = max Bv(y(t)). Assim, h(V,m) =
Ey(v(t)), para todo t € [0, 1], e, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, y(t) é auto-
fungdo associada a A, (V,m), para todo t € [0, 1]. Por A;(V, m) ser simples, existem constantes
¢; € R, ndo nulas, de modo que v(t) = ¢;1, para todo t € [0, 1]. Disso, para cada t € [0, 1],

temos

1= /m|’y(t)|pd:c = |ct|p/m|g01\pdsc =P = ¢=1ou ¢ =-1.
Q Q

Como o caminho v é continuo, devemos ter y(t) = ¢ ou y(t) = —¢py, para todo t € [0,1], o
que contraria o fato de v € T". Desta forma, v(ty) # 1 e podemos considerar B(¢1,€), com
e = |1 — v(to)|| > 0. Disso, v(ty) € 0B(p1, ). Consequentemente, Ey (v(t)) € As.

De maneira andloga, podemos provar que

Al = {tm[gpl(} Eyv(y(t);v €T} C{Ey(u);u € MTNIB(—p1,8)} = As.
€lo,

Logo, inf Ay < inf A;. Finalmente, pela Afirmagdo 2, ao tormarmos ¢ € (0,&), A;(V,m) <
inf Ay < inf A; = Ay (V, m), como queriamos.

Pela Afirmacao 3 e por Ly ser par,
A (V,m) > Ai(V,m) = Ev(p1) = Ev(—¢1) = Xo(V,m) > max{Ey (1), Ev(—¢1)}-

Por isso e pelo Teorema C.4, A\o(V, m) é valor critico de EV, donde existe u € M™ tal que
Ey(u) = Ey(u) = \(V,m). Concluimos, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange,
que \o(V, m) é autovalor de (2.0.1).

Agora, se A\o(V,m) fosse principal, existiria € M™ autofungdo associada a \y(V, m)
tal que ¥ > 0 em ). Disto, podemos aplicar o Lema 2.1.5 tanto vendo A = A\(V,m),3 =
Xo(Vym), quanto A = Xo(V,m) e B = A\ (V,m), dependendo se /m]@p < Oou > 0,

)

concluindo que A (V,m) = Ao(V,m), o que é um absurdo. Portanto, A\o(V,m) ndo é um
autovalor principal para (2.0.1).
Para finalizarmos, vamos provar que nao existe nenhum autovalor de (2.0.1) no intervalo

(M (V,m), \o(V,m)). Suponhamos, por contradi¢io, que (u,\) € W,7(Q) x R seja uma
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solugdo fraca para (2.0.1) (F1) e que A € (A (V,m), A\o(V,m)) (F2). Neste caso, u muda de

sinal, pois sendo A seria um autovalor principal para (2.0.1), o que € um absurdo.

Afirmamos que / m|u*[Pdz > 0. De fato,

+
(a) se/m|u Pdx = 0, entdo ——— Tl € B, donde
p

ut 1
a(V, m) < Fy (—) = ||u+||p /[‘Vu‘p + V‘u|p}d$
P
Qu

+

x = 0.

m|u|Pdx = m‘
|U+||p/ ||u Jr||10

Consequentemente, a(V, m) < 0, o que é um absurdo.
+

(b) se /m|u+\pdx = ¢ < 0, entdo podemos considerar v = . Segue que, [;(v) = —1,

Q
o que implicaem v € M ™. Deste fato e de (F1),

—A=1L{w)A=Ey(v) > =A_1(V,m) > =\ (V,m) = A<\ (V,m),

o que contradiz (F2).
Por (a) e (b), segue que / m|ut[Pdr > 0. Analogamente, podemos mostrar que / mlu” [Pdx >

Q
0. Deste modo, para ¢ € [0, 1],

/m]u —tu” |pdac /m]u |pdx—|—tp/m|u |Pdx > 0. (2.4.12)

Em particular, / m|u|Pdx = d > 0. Podemos supor, sem perda de generalidade, que u € M

pois, caso contrdrio, bastaria considerarmos o = dl_/ € M™ e fazermos a mesma construgao

que serd apresentada no que segue.

Por (2.4.12) podemos definir o seguinte caminho v; : [0, 1] — M ™, pondo

ut —tu~
’71(15): 1/p,VtE[O,1].

/m|uJr — tu” |Pdx
Q
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Salientamos que:

'LL+
@) 1(0) = 7y e n(l) =us

/m|u+|pdx
Q

(2) Por (I), temos,

—tu”) Ev(qu) + tPEy(u™)
/m|u —tu” |Pdx L(u®) + 101 (u”)

(L) + P L(uT)
_A<11(u+)+tp11(u—)>_A’WG[O’”'

De maneira similar, definindo 7, : [0, 1] — M, por

(1—tyut —u~
n(t) = 7 V1€ [0, 1],

/m](l —tut —u”|Pdx
Q

obtemos um caminho que verifica

(3) 72(0) = ue (1) = ELE

/m]u |Pdx

(4) Por (I), repetindo o argumento dado em (2), temos Ey (y2(t)) = A, paratodo ¢t € [0, 1] .

Agora, observamos que

ut —u~

v = /p > 0e Vo =
/m|u+|pdx /m|u_|pdm
Q Q

Por isso e pela Observacéo 2.4.1, existem ~3,v4, caminhos em M ™ tais que, 3 liga v; a ¢y

1/p —

e 4 liga v9 a —p1. Além disso, como Ey (v1) = A < Ao(V,m) e Ey(vy) = A < A (V,m),
pela Observagdo 2.4.1, Ey(v3(t)) < A2(V,m) e Ey(v4(t)) < A2(V,m), para todo ¢t € [0, 1].
Ainda, y1 % Yo liga vy avg € Ey((71 %72)(t)) = A < Ao(V, m), para todo ¢ € [0, 1]. Finalmente,

se 7, € (71 * 72) representam os caminhos reversos de 4 € 1 * 72, respectivamente, entao

A =7, % (71 % 72) * y3 é tal que Y(t) € M™, para todo t € [0,1], (0) = —¢1, (1) = ¢4

Ey(3(t)) < Xa(V,m), para todo ¢ € [0, 1]. Consequentemente, 7 € I' e m[oa)l(] Ev(3(t)) <
tel(0,
Ao(V,;m), o que é um absurdo com (2.4.1). Logo, segue a validade do teorema.
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|

O préximo resultado nos diz que € possivel “engordar” um pouco a familia de caminhos
sobre as quais minimizamos o funcional Fy. Ao invés de fixarmos as extremidades dos cami-
nhos em (; € —(, apenas exigiremos que o caminho comece em uma fun¢do ndo-negativa e
termine em uma fungdo nao-positiva. Como estaremos considerando uma quantidade maior de
caminhos sobre M, podemos dizer que, em um certo sentido, o valor \o(V, m) obtido através

desta minimizacdo € uma melhor aproximagdo do que aquela feita em (2.4.1).

Teorema 2.4.2. Se 'y = {v € C([0,1], MT);~v(0) > 0,7(1) < 0}, entdo

Xo(V,m) = inf max Ey(y(t)).

~v€lo t€(0,1]

Demonstracdo: Suponhamos que exista v € Ty tal que ten1ﬁ< Ey(y(t)) < Xo(V,m). Vamos
construir um caminho que contradiz a defini¢do de \o(V, m) dada em (2.4.1). Para tanto, con-
sideremos o conjunto A = {u € M™; Ey(u) < \(V,m)}. Pelo Lema 2.4.2, A possui, no
maximo, duas componentes conexas por caminho, pois ¢; € —¢; sa0 0s Unicos pontos criticos

de Ey em A. De fato, se existir uy € A, ponto critico de E\, com ug # 1 eu # —pp, entdo

(i) 0 = Ei(up)(v) = p/[|Vu0]p_2Vu0 - Vo + V]uo|P~2ugv]dz, para toda v € W,7(Q).

Q
Portanto, (ug,0) € W, () x R é uma solugio fraca para (2.0.1). Além disso, Ey (ug) = 0;

(ii) como ug € M, I1(ug) = 1.

Assim, de (ii) e da definicao de A\ (V,m), A (V,m) < Ey(ug). Se \i(V,m) = Ey(up),
entdo, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrande, ug é autofuncgéo associada a A(V, m).
Por \;(V, m) ser simples, existe ¢ € R — {0}, tal que ug = cp. Por (ii) e por ¢; € M ™, con-
cluimos que ¢ = %1, donde uy = ¢ ou uy = —¢1, 0 que contradiz nossa suposi¢do. Portanto,
M(V,m) < Ey(up) = 0. Ainda, por ug € A, 0 = Ey(ug) < A2(V, m). Consequentemente, 0 é
autovalor do problema (2.0.1) e satisfaz A\, (V,m) < 0 < A\y(V,m), o que contradiz o Teorema
2.4.1. Logo, tal fungdo u( nao existe.

Finalmente, se 1 € —(; estdo na mesma componente conexa por caminhos de A, ndo hd o
que demonstrar. Caso contréario, como v(0) > 0,v(1) < 0, ¢; > 0e —¢; < 0, podemos aplicar
a Observagdo 2.4.1, para obtermos caminhos ligando v(0) a ¢7 e (1) a —¢1, respectivamente,
de modo que permane¢am a niveis inferiores a Ao(V, m). Desta forma, obtemos um caminho

7 € I' tal que m[ax] Ev(7(t)) < A2(V,m), produzindo o absurdo desejado.
telo,1
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2.5 Existéncia de Autovalores Nao-Principais quando o(V, m) = 0

Nesta se¢do, fixaremos ¢y como sendo a autofun¢do positiva, LP-normalizada, associada a
A1 (V,m) e que satisfaz I1(py) = 0, quando a(V, m) = 0. Além disso, assumiremos, ao longo

desta secdo, que |Q2_| > 0.

Obsevamos que, por I1(¢g) = 0, oo € M™, 0 que nos impossibilita de aplicar o Teorema
do Passo da Montanha minimizando Ey, sobre caminhos em M™ que conectem ¢y a —py.
Portanto, nossa abordagem seguird a linha apresentada no dltimo resultado da se¢do anterior,
o qual consiste em minimizar Ey- sobre caminhos em M que comecem em uma fungo ndo-
negativa e terminem em uma fun¢do ndo-positiva e de modo que as mesmas permanecam a

niveis de energia superiores a A\ (V, m).

A necessidade de permanecer a niveis superiores a \;(V,m) se d4, neste caso, pela ge-
ometria que o funcional energia apresenta. Aqui, a condi¢ao (PS) falha no nivel A\;(V,m),
mas conseguimos garantir que Ey satisfaz a condigdo (PS) em todos os niveis ¢ € R, com

¢ > A\ (V,m). Tal abordagem foi introduzida por Cuesta et. al (2008).

Para prosseguirmos, consideremos Az(V, m) como no Teorema 2.4.2. Nosso objetivo serd
provar que Ao(V,m) é o primeiro autovalor nao-principal para (2.0.1), no mesmo sentido men-

cionado na secdo anterior. Para tanto, faremos uso do seguinte valor minimax

Ao(V,m) = inf max Ey(y(t)), (2.5.1)

~v€l'1 t€[0,1]

onde I'y = {y € C([0,1], M");4(0) = uy e (1) = —uy}, para qualquer u; € M™, com
up > 0e Ev(ul) < )\2(‘/, m)

Inicialmente, mostraremos que \o(V,m) > —o00 e Xo(V,m) > —oo. Tendo em vista que
Ey é limitado inferiormente sobre M ™, resta-nos provar que os conjuntos I'y e I'; sdo ndo-
vazios. Para isso, podemos considerar dois subconjuntos de medida positiva, K, Ky C 24,
com | K| > 0 e |Ks| > 0, de modo que K; N Ky = (). Também, sejam v; e vy as regularizagdes
de xx, € Xk,, respectivamente. A menos de reduzirmos os conjuntos K; e K5, podemos supor
supp vy N supp ve. Com isso, definindo v = v; — v9 e denotando por F; e F5 as faixas de

regularizagdo de xk, € Xk,, respectivamente, temos

/m|v+]”da = /mda+/m|vl\pda >0
Q K F
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/m\v|pda: /mda—i—/mlvg]pda > 0.
Q K> F

Deste modo, como [;(tv™ — (1 — t)v™) = t*1;(v") + (1 — t)P1;(v™), estd bem definido o

caminho ~(¢) : [0, 1] — M™, dado por

tot — (1 —t)v~

t) = Vte|0,1].

,}/() Il(t’U+—(1—t)rU7)1/p7 6[ ) ]
T L) =1 dote0,1,~(0) = ———— <0  p—_—— >0
emos que 3(7(1)) = 1, paratodo ¢ € [0, 1),9(0) = ~ 7577 < 0e7(1) = g > 0.

Portanto, v € T'y. Logo, I'y # 0.

Observamos, agora, que, como u; > 0ev™ >0, (1 — t)u; + tvt > (1 — t)uy, para todo

t € [0,1]. Desta forma,
/m|(1 — tuy + tvT|Pdz > /m|(1 — tyuy [Pdr = (1 — t)p/m|u1|pdx.
o o o
Segue que
/m](l — t)uy + tv"|Pdx = /m|(1 — t)uy + tvT|Pdx + /m|(1 — t)uy [Pdx
0 o o
> (1 —t)p/m\ullpdx+(1 —t)p/m|u1\pdx
o ol
=(1-t)P#0,Vtel1).

Assim, estd bem definido o caminho v; : [0, 1] — M, dado por

(1 —t)uy + tot
Li((1 = t)uy + tot)]l/p

m(t) = [ ,Vitelo,1].

J’_
Ressaltamos que: 71(0) = wu; e (1) = W. De modo anédlogo, podemos definir o
caminho v, : [0, 1] — M ™, dado por
—tu; — (1 —t)v~
t) = vVte|0,1
T T (e T RO
-

o qual satisfaz: 1,(0) = — = —uy. Portanto, o caminho § = v x ¥ x 7, € 'y,
q g

Ty ¢ W)
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o que prova que I'; # 0.
Nosso proximo passo serd provar que Ao(V, m) estd acima de \;(V, m). Para tanto, neces-

sitaremos de um lema auxiliar, o qual provaremos na sequéncia.

Lema 2.5.1. Seja m satisfazendo (2.1.1). Suponhamos |Q2_| > 0e a(V,m) > 0. Se (u,) C

M é tal que u,, > 0, paratodon € N,

{z € Qu,(z) >0} = 0e (Ev(u,)) C R élimitada,

entdo (uy,) é limitada em W, ”(Q).

Demonstracao: Suponhamos que (u,) seja ilimitada e definamos v,, = Neste caso,

[lunl|

(vn) C WyP(Q) é limitada e, pelos Teoremas A.2, A.5 e B.2, a menos de considerarmos uma

subsequéncia, existe vy € W, 7(Q) tal que v, — v em Wy () e v, — 1o em L7 (Q).
Assim, pelos Teoremas B.3, B.4 e H.4, obtemos, a menos da passagem a uma subsequéncia,

que/m\vn\pd:c — /m\vo\pdx. Além disso,
0 0

1 1
/m|vn|pdx = — /m|un|pdm = ——— — 0, quando n — oo.
J fuallJ FualP

n—o0

Consequentemente, / m|vg|Pdz = 0. Da mesma forma, lim FEy (v,) = 0. Deste modo,
QO

1+ /Vl'l]o’pdiﬂ =lim |1+ /V"Un‘pdx = lim Ev(f()n) — O’

Q Q
ou seja, / V0vo|Pdx = —1, o que implica em vy # 0 g.t.p. em 2. Portanto, podemos considerar
Q
Yo 4
———, que € um elemento de B.
[lvoll

Observamos, ainda, que por Ey ser f.s.s.i.,

1 1
By ( o0 ) By () < —— lim By (v,) = 0.

[lvollp ) Tlvollp  lvoll

Por conseguinte, a(V, m) < 0 e, por hipétese, a(V, m) = 0. Logo, Ey (A

> = a(V,m).
[|voll

Assim, pela Observagdo 2.3.2, vg = cipg, para alguma constante ¢ € R — {0}. Caso vy > 0 em
(2, produzimos um absurdo, visto que [{z € Q;v,(x) > 0}| = [{z € Q;u,(x) > 0}| — 0. E,
caso vy < 0 em 2, para todo n suficientemente grande e, consequentemente, u,, < 0, o que é

um absurdo com a hipétese. Portanto, (u,,) é limitada, como queriamos.
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Proposicdo 2.5.1. A desigualdade \o(V,m) > A\ (V,m) é vdlida.

Demonstracdo: Inicialmente, observamos que A\ (V, m) < Ey (u), paratoda v € M™. Ainda,

como os elementos de I'y sdo caminhos em M ™, dado v € T'y, temos
M(Vom) < Ey(y(t)), Vi€ [0,1].

Logo, A1(V, m) é uma cota inferior para {tern[aa)l(] Eyv(y(t));v € Ty}, donde Ay (V,m) < Ao (V,m).
Suponhamos A;(V,m) = Ay(V, m). Entdo, pela definicdo de \y(V, m), existe uma sequéncia
(&) C Io, tal que tgl[f)i,}f] Ey(7(t)) = Aa(V,m) = A (V,m), quando k — 0.

Afirmacio 1: Para cada k € N, existe ¢;, € [0, 1] tal que

1
/mlvk(tk)‘|pdx = /ml%(tk)ﬂpda: =5 (2.5.2)
Q Q
Para provar esta afirmagdo, consideremos a fungdo ¢ : [0, 1] — R, dada por

1
o) =5~ [mhu(e) .
Q

a qual é continua. De fato, sejam t, € [0,1] e (¢,) C [0,1] tal que ¢, — to. Se ¢(t,) -
©(to), entdo existem g9 > 0 e (t,,) C (ty) tais que [p(t,,) — ©(to)| > o (¢#). Como t, —
to, tn;, — to. Ainda, visto que os caminhos vy, sdo continuos, Vi(t,,) — V(o) em M™ e,
devido a vy (tn,)" = max{vi(ts;), 0}, (tn;)* — W (to)” em M. Entao, pelo Teorema A.2,
ultn)* = (to) " em L7 ().

Por conseguinte, /(|7k(tnj)+|p)r/dx < ooe (Jy(t,) ) C L7(Q).

0
Assim, pelo Teorema B.3, existe (t,,) C (t,;) tal que Vx(tn; )" — (o)™ q.tp. em

Q e, pelo Teorema H4, |v(tn, ) 7P — |y(to)T|P q.tp. em Q. Ainda, [[|vk(tn, ) Pll =
[k (s, )y Disso e de [t ) Tl = [17(t0) T[], decorre que [[[ye (En,, ) 17| = [k (o) TPl

Pelo Teorema B.4, |||k (t,,;,)"P — [7x(to) "|?[|.» — 0. Por isso e por

|o(tn;,) — #(to)] < /ImH|7k(tnjl)+|” = I (to) TP1dz < [lmllellyk (b, )17 = 1y (to) [Pl
Q

@(tn,, ) — #(to), 0 que contraria (¢). Portanto, (t,) — ¢(to) e, assim, ¢ € continua.
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Agora, por v (t) € M™, paratodo ¢t € [0,1], 7(0) > 0e (1) < 0, temos

1 1 1 1
_ - — +|p —_ - — p _ - — 1 —_ ——
‘P(O) 5 /m|’yk(0) ‘ dx 5 /m]’yk(O)\ dx 5 5 <0
Q Q

p(1) =

1 1
5 /m|7k(1)+|pd:v =5> 0.
QO

Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢, € (0, 1) tal que ¢(t;) = 0.

1
Finalmente, por/m|7k(tk)+]pdx =5
Q

1= / ml(t)Pde = / i (t)* — (b)) [Pz = / i (t) P + / () Pd,
Q Q Q Q

1
o que implica em / m|yg(ty)” [Pdx = 3 provando a validade da Afirmagéo 1.

Q

Voltando & demonstra¢do da proposi¢do, consideremos o valor 5, € [0, 1] obtido pela afir-

macgdo acima, e seja uy = Yx(tx). Entdo, /m|21/pu,f|p = 1, donde 21/puf € M™. Assim,

Q

Ey(27uF) > X\ (V,m) e, portanto, By (u) > L\ (V,m) (I). Por isso,

1
2

A (V,m _
M) < () = B () — By ()
A (V. m)
< E t) — ———=.
< max By ((1)) 5
Pelo Teorema do Sanduiche,
A (V,
lim Ey(u}) = M(V,m) (2.5.3)
k—o0 2
De maneira andloga,
. _ )\1(‘/, m)
L Pvl) = =5
Disso e de Fy (ux) = Eyv(u}) + Ev(uy, ), temos lim Ey (ug,) = A (V,m) (#).
Afirmacdo 2: A sequéncia (u;,) C W, 7(Q) é limitada.
Suponhamos, por absurdo, que (uy) seja ilimitada e definamos v, = %k Entdo, (vg) €

||
limitada em W, 7(Q) e, pelos Teoremas A.2, A.5 e B.2, existe vy € W, (Q) tal que v, — g

em Wy P(Q) e v, — vy em L' (). Por (uy,) ser ilimitada, por (#), por (Ey (uz)) C R ser
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limitada,

lim By (uy) = Tim 20 (2.5.4)

Também, por v, — vy em VVO1 P(Q)) e pelos Teoremas B.3, B.4 e H.4, a menos da passagem a

uma subsequéncia, / V0|vgPde — / V' |vo|Pdz. Consequentemente,
QO 0

1+/V|U0|pdw = lim |||vgl| +/V|Uk|pd:p = lim Ey(v) =0,
k—o0 k—ro0
Q Q

donde / V0vo|Pdx = —1 e, portanto, vy # 0 q.t.p. em €.
Q
Novamente, por v, — v, em W, ? () e pelos Teoremas B.3, B.4 e H.4, considerando uma

subsequéncia, se necessario, / m|vg|Pdx — / mluvg|Pdx. Por outro lado, por ux = i (tx) €
Q 0

M, /m!uk]pda: =1, donde
Q

1 1
/m|vk|pdx = —/m|uk|pda¢ =",
J el J Tuel?

Vo

[lvollp

Da unicidade do limite / m|vg|[Pdx = 0. Portanto, € B. Diante disso e do fato de Ey

) Q
ser f.s.s.1.,

1
0=a(V,m) < EV( o ) < T A B =0,
p

[lvollp koo
ou seja, By (vg) = 0. Pelo item (iii) do Teorema 2.3.1 e pela Observagdo 2.3.2, vy = cipy, para
algum ¢ € R — {0}.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que vy > 0 em (2. Entao,

{z € Qu(z) <
0} = 0. Assim, pelo Teorema B.5, v, — vy em medida, donde v, — 0 em medida e,
consequentemente, u, — 0 em medida. Disso, de (%), de (2.5.3) e do Lema 2.5.1, (u, ) é

limitada. Portanto, a menos de subsequéncia, u, — wuy em I/VO1 P(Q).
Agora, de (2.5.3), por Ey ser f.s.s.1.,

A (V,m)

Ev(up) < liminf By (u; ) = lim Ey (u,, ) = 5

(2.5.5)

Também, dos Teoremas B.3, B.4 e H.4, da defini¢do de u, , de (%) e da unicidade do limite,
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1
/m|u0\pd:z: =5 isto &, 2'/Puy € M™. Deste modo, A\ (V,m) < FEy(2Pug). Portanto,
)

M (V,m) < Ey(up). Disso e da equagdo (2.5.5), concluimos que Ey(ug) = A (V,m).
Logo, 2Y/Puy € M e A\ (V, m) é atingido em 2'/Pug, o que é um absurdo com o item (iii) do
Teorema 2.3.1, provando que (uy,) é limitada em W, (€2).

Pelos Teoremas A.2, A.5 e B.2, considerando uma subsequéncia, se necessdrio, existe . €
WyP(Q) tal que uy, — @ em Wy P(Q) e uy, — @ em L' (). Além disso, observamos que

(a) /m|uk\pdx =1, paratodo k € N;
Q

(b) pelos Teorema B.3, B.4 e H.4 e pela Desigualdade de Holder, passando a uma subsequéncia,

se necessario, /m|uk|pdx — /m|ﬂ|pdx;
Q Q

(c) pelos itens (a) e (b) e pela unicidade do limite, / m|aPdr = 1,isto é,u € M.

Q
(d) por Ey ser f.s.s.1.,

Ey(a) <liminf Ey (ug) = lim Ey (ug) = A (V, m).

Logo, dos itens (c) e (d), Ey (u) = A (V,m), o que nos garante que A;(V, m) é atingido por
uma fungdo em M ™, o que contraria o item (iii) do Teorema 2.3.1. Portanto, segue a validade
da proposicao.

]

Como consequéncia dessa proposi¢io, garantiremos que existe uma fungdo u; € M™ nos

moldes da defini¢do (2.5.1), mostrando que € coerente considerar tal valor minimax.
Corolario 2.5.1. Existe u; € M* tal que u; > 0e Ey(u;) < A2(V,m).

Demonstracdo: Consideremos a sequéncia (u,,) C M™ definida em (2.3.6), com ¢ no lugar

de p,,. Ja provamos, no item (iii) do Teorema 2.3.1, que Ey(u,) — A;(V,m). Disso e da

Proposicdo 2.5.1, existe kg € N, tal que ug, € M™, ug, > 0e Ey(ug,) < A2(V,m). Logo,
tomando uy, = u;, segue o coroldrio.

u

Como mencionamos anteriormente, neste caso, temos alguns problemas com a geometria

do funcional Ey.. Por A, (V, m) ndo ser atingido, as condi¢des (P.S) e (PSC) ndo sdo satisfeitas

no nivel \; (V, m). Contudo, provaremos que FEy satisfaz a condi¢do (PSC) em M, em todos

os niveis ¢ > A\ (V,m).
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Proposicéo 2.5.2. O funcional Ey satisfaz a condi¢do (PSC) em M ™ para todo ¢ > A\ (V, m).

Demonstracio: Sejam ¢ > \(V,m) e (u,) C M* uma sequéncia (PSC). para Ly, ou seja,
existe (¢,) C R, com¢,, — 0 tal que

(PSC1) Ey(u,) — ¢

En
(PSC2) [(EY (un),&)| < mHﬂ% vEeT, M.
Suponhamos que (u,,) seja ilimitada e definamos v,, = ||un| § Entio, pelos Teoremas A.2, A.5
Uy,

e B.2, existe vy € W,"(Q) tal que v,, — v em W, 7(Q) e v,, — v em L' ().

Agora, sejam 7(v, w) = /m|v|p2vwdx e & = (vy — vo) — T(Up, vy — vo)Uy € Tpy, M.

Q
Substituindo este &, em (PSC?2) e efetuando os cdlculos, concluimos que

Enl[tn]] || vn —vo
| B (0n) (U —00) = T (Un, U —00) By ()| < — T (U, Un — V) Vy|| (2.5.6)
v L[| [ [unl[?
e que v, — Uy em Wol’p(Q). Assim,
Bvleo) = o Bvlon) = 000 Tl =
Da mesma forma,
I (v) = lim [; (v,) = lim ——— = lim =0
|| [P || [P
Portanto, pelo item (iii) do Teorema 2.3.1, existe d € R — {0}, tal que vy = dyy.
Agora, substituindo v,, — vy por w € W, ?(Q), em (2.5.6), obtemos
Enl|tnl] w
|EY (v) (w) = T (v, w) By (uy,)| < — T (U, W)v,|| = 0, (2.5.7)
v L+ || [} [[un] [P

donde EY (v,)(w) — Ey(un)I}(v,)(w) — 0. Disso, de v, — v em W,7(Q), de Ey ser de
classe C' e de (PSC1), concluimos que EY, (vo)(w) = ¢l (vo)(w), para todo w € Wy"(€).
Portanto, ¢ € um autovalor para (2.0.1), com autofunc¢ao associada vy. Ainda, por vy = dpg, Vg
tem sinal constante. Assim, a menos de considerarmos |vg|, temos que ¢ é autovalor principal.
Pelo item (iii) do Teorema 2.3.1, ¢ = A\;(V,m), o que é um absurdo, pois ¢ > A\ (V, m).

Logo, (u,) é limitada e, pelo Teorema A.2, A.5 e B.2, a menos de considerarmos uma
subsequéncia de (u,), existe uy € W, (Q) tal que u, — ug em WyP(Q) e u, — uy em

LP"'(Q). Deste modo, por (2.5.6) e pela Propriedade (S*) do operador p-laplaciano, Teorema
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C.8, repetindo os célculos feitos para v, — vy, com u,, — uy em seu lugar, concluimos que
U, — ug em Wy (), o que encerra a demonstracio dessa proposicio.

]

Antes de provarmos o principal resultado desta secdo iremos definir uma fungao real com

base no pardmetro «(V,m). Veremos que tal func¢do é continua e diferencidvel em ¢t = 0.

A abordagem de tal funcdo justificar-se-4 na necessidade que encontraremos em aplicar os

resultados da secdo anterior, os quais sdo vélidos apenas para parametros positivos.

Lema 2.5.2. Sejam V,V € L"(f2), com r como em (2.1.1). Entdo a fungdo a : [0, +00) — R,
dada por a(t) = a(V + tV,m), é concava, diferencidvel em t = 0 e existe uy € B, de modo
que Ey(up) = a(V,m)e
M@z/m%Wm (2.5.8)
Q

Demonstracao: Faremos esta demonstra¢ao em etapas.

Etapa 1: Tendo em vista que E), ,; € cOncava em ¢, aplicando as propriedades de infimo,
concluimos que « é cdncava. Além disso, pelo dominio de « ser [0, +00), v é continua.
Etapa 2: Observamos que o(0) = o(V,m) = 0 e, pela Observacio 2.3.2, existe & € W, 7(Q)
tal que Ev (&) = a(V,m) = 0. Podemos considerar , € B e que tal fun¢do é tnica a menos
de constante multiplicativa, ndo nula.

Etapa 3: Seja (¢,) C [0, +o0) tal que t,, — 0. Entdo,

alty,) = a(V +t,V,m) < Ey . v(&) = Bv(&) +tn / Véo|Pda.
Q

Mas, Ev (&) = a(V,m) = «(0). Logo,

%@%ﬂQS/V@Wm (2.5.9)

Q

Etapa 4: Por |Q_| > 0, pela Proposicio 2.2.1 e pelo Corolério 2.2.1, a(V + t,V,m) < oo
e, para cada n € N, existe £} € B, tal que oV + t,V,m) = Ey(£}). Vale ressaltar que
(tn) C [0,400) é limitada e que V,V € L"(Q). Assim, (V + t,V) é uniformemente limitada
em L"(2). Da continuidade de v e do Lema 2.1.1, com w = 1, existem constantes C; > 0 e

Cs > 0, tais que

& 1IP < CLEy 4 v(&o) + Co = Cra(V + t,V,m) + Cy < K,
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para alguma constante positiva K € R. Assim, (£7) € W, ?(Q) é limitada e, pelos Teoremas
A2, A5 e B.2, passando a uma subsequéncia, se necessério, existe &, € Wy(Q) tal que
& — Soem Wo ¥ (Q) e & — & em L ().

Com isso, por Ly ser f.s.s.1.,
By (&) = a(V,m) = a(0) =lima(t,) =lima(V +t,V,m) =im By, (&) > By (&),

ou seja, o(V,m) > Ey(&). Além disso,

(a) pelos Teoremas B.3, B.4 e H.4, e pela Desigualdade de Holder, a menos de considerarmos
uma subsequéncia de (£7), I (€]') — I, (&), e

(b) por (£}) € B, por1 < p < pr', por & — & em LP”(Q) e pelos Teorema A.3 ¢ B.3,
passando a uma subsequéncia, se necessdrio, {; — fo em LP((2).

Portanto, dos itens (a) e (b), da continuidade da norma em L?({2) e da unicidade do limite,
o], = 1 e I1(&) = 0. Disso, & € B e, assim, a(V,m) < Ey(&) e, por conseguinte,
a(V,m) = Ev(go). Pelo item (iii) do Teorema 2.3.1, &, e 50 sdo autofungdes associadas a
A1 (V,m) e, por Ay (V, m) ser simples, por &, & € Be ||ol|, = 1, vemos que & = &.

Etapa 5: Observamos que
a(0) = a(V,m) = Ev(&) < B(&) = alta) ~ o [ VIgglrda.
Q

o que implica em

/V|§gypd:c < M (2.5.10)

Q

Pelas equacdes (2.5.9) e (2.5.10),

[ gspa < =00 < Fongpas

Q Q

Logo, a € diferencidvel em ¢t = 0 e se verifica a igualdade (2.5.8), com uy = &.

Observacao 2.5.1. Pela diferenciabilidade de v em ¢t = 0, dada no Lema 2.5.2, temos «(t) =

a(0+t) = a(0)+ o/ (0)t+r(t), com lim @ = 0. Entdo, tomando V = 1, por a(0) = Ey (&)
t—0

e por ||§ll, = 1, &/(0) = [|&][> > 0 e, por conseguinte, a(t) = a(V +t,m) > 0, para todo

t > 0 suficientemente proximo de zero.
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Observacao 2.5.2. Por [1(§) = 0, por Ey (&) = a(V,m) = 0 e pelo item (iii) do Teorema

2.3.1, &, é autofuncgdo associada a A;(V, m). Visto que A\;(V, m) é simples, existe uma constante

ndo nula ¢ € R tal que § = cpy. Ainda, por &, € B, ||&]|, = 1. Disso,
L= 1l&llp = llegollp = |e[” < ¢=1 ou ¢ =—1.
Mas, se ¢ = —1, entdo & < 0, o que é um absurdo. Portanto, c = 1 e &, = . Logo, a funcdo

up encontrada no Lema 2.5.2 €, na verdade, .
Neste momento, estamos aptos a enunciar € demonstrar o principal teorema desta secao.

Teorema 2.5.1. Para cadau; € M+, comu; > 0e Ey(u;) < Ay(V,m), seja

Ao(V,m) = inf max Ey(y(t)), (2.5.11)

v€l tel0,1]

onde I'y = {y € C([0,1], M");(0) = uy e ¥(1) = —u,}. Entdo,

(i) A2(V, m) é um autovalor de (2.0.1);

(i) Aa(V,m) = Aa(V, m);

(iii) Ao(V,m) € o primeiro autovalor ndo-principal de (2.0.1), isto €, ndo existe nenhum outro

autovalor principal de (2.0.1) no intervalo (A (V,m), \o(V, m)).

Demonstracao: i) A demonstracao deste item consiste em aplicarmos o Teorema C.6, com as
seguintes consideracdes:

@ K =1[0,1, {0,1} = Ko C K, g = I, f = By, [ = Ev, hy = 7 tal que 3(0) = ur e
Y(1) = —uy.

(b) M = M+ e H =Ty, poisy € C([0,1], MT), com v(0) = u; e y(1) = —uy, estende vy e
Lo # 0.

(c) Como Ey(uy) < Ma(V,m)e Ey(u1) = Eyv(—uy),

max {Ev(ul), Ev(—ul)} < )\2(‘/, m) S max Ev(’)/(t)),v AS FO-
te{0,1} t€[0,1]

(d) Como I'y C 'y, Ao(V,m) < Xo(V,m). Disso e da Proposicio 2.5.1, \o(V,m) > A (V, m).
Segue, da Proposicao 2.5.2, que Ey satisfaz a condigdo (PSO)s, (Vim)*
Diante da validade de (a)-(d), decorre, pelo Teorema C.6, que XQ(V, m) é autovalor do

problema (2.0.1).
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ii) Primeiramente, como I'y C Ty, temos Xo(V,m) > Ayo(V,m). Resta-nos provar que vale a
igualdade. Ora, pela defini¢do de A\o(V, m), dado ¢ > 0, existe y € T, tal que trg[g,)l(] Ev(v(t)) <
Ao (V,m) + € ().

Disso, fixando uy = v(0), Ev(ug) < A2(V,m) 4+ € e, por hipdtese, Ey (u1) < Ao(V,m) +e.

Desta forma, para todo ¢ > 0, suficientemente proximo de zero, temos
max{Ey (o), Evie(u1)} < Ao(V.m) +e. (2.5.12)

Definamos, agora, O = {u € M*; By i(u) < Xa(V,m) +¢e} C M, o qual é aberto em
M™, visto que Ey 4, € de classe C e O = E/L,((—00, A (V,m) +€)).

Além disso, de acordo com a Observacao 2.5.1, para todo ¢ > 0 suficientemente préximo
de zero, a(V + t,m) > 0. Por isso e pelos resultados da se¢do anterior,
(A) o funcional Ey ,, restrito a M, satisfaz a condi¢do (PS) em todos os niveis ¢ € R;
(B) existe o autovalor principal \; (V' +t, m), cuja autofungio associada, positiva e LP-normalizada,
serd denotada por 1 (A (V +t,m)), e
(C) existe o primeiro autovalor nao-principal \o(V + ¢, m) > A\ (V + ¢, m).

Neste sentido, seja v um caminho tal que \o(V + ¢, m) € atingido.
Afirmacao: O possui, no maximo, duas componentes conexas por caminhos.
De fato, o1(A(V +t,m)) e —p1 (A (V + t,m)), sdo os tnicos pontos criticos em M ™ para
Ey 44, visto que qualquer outro miltiplo de ¢1(A;(V + ¢,m)) ndo estard em M ™, pois, para
u=-cpr(M(V+t,m)),ceRec#0,c#1lec# —1,1(u) =|c/P # 1.

Mostraremos que 1 (A (V +t,m)) e —p1 (A1 (V + ¢, m)), sdo os Gnicos pontos criticos de

Ey ., em O. Com efeito,
Eyii(—p1(M(V +t,m))) = Bvie(er(M(V +6,m))) = M(V +t,m) = inf By(u).
Disso, de u; € M e de (II),
Evi(—p1(M(V+t,m))) =MV +t,m) < Ey(ur) < Aa(V.m) + ¢,

provando que —p1 (A (V +t,m)) e o1(A(V 4 t,m)) estdo em O. Logo, por estas fungdes
serem os Unicos pontos criticos em M ™, segue que 1 (A (V +t,m)) e —p1 (A1 (V +t,m)), sdo

os unicos pontos criticos de Ey 1, em O.
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Assim, aplicando o Lema 2.4.2, concluimos que O tem, no maximo, duas componentes
conexas por caminhos, validando a afirmacao.

Agora, se u; € —uy estdo na mesma componente, existe um caminho, 7, ligando-as e que
satisfaz Ey 4 (7(t)) < Xo(V,m) + ¢, donde segue que Xo(V, m) < Ao(V,m). Caso contririo,
como uy = y(0) < 0, (1) > 0, pela Observagdo 2.4.1, existem caminhos ligando (1) a
©1(A(V +t,m)) e ligando ug a —p1 (A (V + t,m)).

Ainda, como u; € —uy estdo em componentes distintas, existe um caminho ligando u; a
uma dentre as fungdes @1 (A (V + t,m)) ou a —p1 (A (V + t,m)), enquanto que —u; serd
conectada por um caminho a outra. Além disso, todos os caminhos obtidos pela Observagao
2.4.1 permanecem a niveis inferiores a Ao(V, m) + . Logo, segue a validade do item (ii).

(iii) A demonstragdo deste item segue de maneira similar a apresentada no Teorema 2.4.1 e, por
este motivo, serd omitida. Contudo, ¢ interessante ressaltar que, se (u, \) € W, (Q) x R é uma

solugdo fraca para (2.0.1), com A # \(V,m), entdo /m\uﬂpdm‘ # 0 pois, caso contrario,
Q

Ey(ut) = A1 (ut) = 0 e, pelo Teorema 2.3.1, ut é autofungio associada a \;(V,m). Pelo
Lema 2.1.5, existe ¢ € R, com ¢ # 0, tal que u™ = cpg e A = A\ (V, m), o que é um absurdo.

De maneira andloga, / m|u” [Pdx # 0.
0
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3 UM PROBLEMA DE AUTOVALORES COM CONDICAO
DE FRONTEIRA MISTA ROBIN-DIRICHLET

Neste capitulo, estudaremos a seguinte classe de problemas elipticos envolvendo o operador

p-laplaciano, com condi¢ao de fronteira mista Robin-Dirichlet

—Apu + V(x)|ulP~2u = dm(z)|ulP~?u , emQ
ou
v

u=20 , emI'y

(VulP=2— = Xo(z)|ulP2u ., emIy (3.0.1)

onde V,m, e o sdo, possivelmente, indefinidas, {2 é um dominio limitado de classe C%®, para
algum 0 < a < 1, de modo que Of) possa ser decomposta em dois conjuntos, I'; e I's, os
quais sdo variedades (n — 1)-dimensionais conexas e fechadas, com p > 1. Assumiremos que

Vim € L®(Q) e o € CO(9),com 0 < r < 1.

Assim como no capitulo anterior, nosso objetivo serd determinar condi¢cdes necessdrias e
suficientes adequadas, de modo que o problema (3.0.1) possua ao menos um autovalor principal.
No caso em que I'y = (), recaimos no problema (2.0.1), para o qual jd determinamos sob quais

circunstancias existem autovalores principais.

Novamente, nossa abordagem fara uso da autocurva associada ao problema (3.0.1). Antes de
prosseguirmos, fixaremos algumas notacoes e destacaremos algumas hipdteses gerais. Ao longo
desse capitulo, assumiremos que, ao menos uma dentre as funcdes m e o, ndo € identicamente

nula. Consideraremos, também os seguintes conjuntos:

Qf ={zeQmz) >0}, ={rcmr) <0} e Q ={recQm(r)=0}

IT={recQo)>0},T] ={rcQo(x) <0} elY={zecQo(x) =0}

Definimos, agora, um subespago de W'?(€)) mais adequado para a busca por solugdes do

problema (3.0.1). Seja W = {u € W'P(Q); T(u) = 0Oem 'y}, onde T é o operado trago.



84

Neste conjunto, podemos considerar a seguinte norma

/\Vu]pdx+/|u\pdp, se [Ty =0

ul[, = 4 @ 59 NYueW (3.0.2)
/\Vu]pdx ,se Tyl >0
0
Observacdo 3.0.1. Devido ao Teorema A.7, as normas || - ||y e || - || sdo equivalentes. Devido a
isso, ao longo do capitulo, muitas vezes nos referiremos a norma || - ||y, simplesmente por || - ||,

a fim de ndo carregar demais a notacao.

Observacdo 3.0.2. Sejam (u,) C W eu € W'P(Q) tais que u, — u. Pela compacidade
do operador traco, Y(u,) — Y (u). Logo, por T(u,) = 0 em I's, T(u) = 0 em I'y e, assim,
u € W. Deste modo, W é fracamente fechado. Por este motivo, ao aplicarmos os Teoremas

A.2 e A.6, consideraremos a func¢ao limite no conjunto V.

Neste capitulo, consideraremos os seguintes funcionais Ey, I5 : Wl’p(Q) — R dados,

respectivamente, por

Ey(u) = /[\Vu\p—l-V\u]p]dx e I(u)= /m\u]pdx—i—/a\u]pdp,Vu € WP (Q).
0 0

Ty

os quais sdo de classe C*, tendo como derivadas de Fréchet,

Ey (u)(v) = p/[IVulp_ZVu Vo + ViulP 2uv)dz, ¥ u,v € WH(Q)
Q

L(u)(v) = p/m(x)|u|p_2uv dx +p/0|u|p_2uvdp, Yu,v e WH(Q).
Q N1

Além disso, Fy e I, sdo f.s.s.1.
Finalmente, dizemos que um par (u, \) € W X R é uma solugéo fraca para (3.0.1) quando

u # 0e, paratodav € W,

/[\Vulp_QVu-VU+V(3:)\u|p_2uv]d:E = )\/m(a:)|u|p_2uv dx+)\/0]u|p_2uvdp. (3.0.3)
0

Q Iy
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3.1 Construcao de uma Autocurva Associada ao Problema (3.0.1)

Nesta secdo, construiremos a autocurva associada a (3.0.1), assim como fizemos no capitulo
anterior. Para tanto, consideremos, para cada A € R, o novo problema de autovalores com

pardmetro 1 = u(\)

—Apu + V(z)|ulP~2u = dm(z)|ulP~?u + plulP~*u , em Q
9]
!VU|”‘28—u = Ao (@)|ulP~?u , emT; (3.1.1)
v
u=0 , em I’y

Lembramos que p# € R € um autovalor para (3.1.1) se, e somente se, existe u € W, com

u # 0, satisfazendo a seguinte equagdo

/[|Vu|p_2Vu-VU+(V—)\m)|u|p_2uv]dx = ,u/ |u|p_2uvdx+/\/J|u|p_2uvdp, VoveW.

Q Q Iy
(3.1.2)

Observacao 3.1.1. Pelos resultados de regularidade, encontrados em DiBenedetto (1982) e
Lieberman (1988), solugdes fracas limitadas para o problema (3.0.1) sdo de classe C'#(02),
para algum 3 € (0,1). Utilizamos, aqui, o fato de © ser de classe C*®, bem como o fato de
o € C(09), para certos o, € (0, 1).

Ainda, quando m = 0, toda solucao fraca, u, para o problema (3.0.1), € um elemento de

L>(Q) N L>(0N), veja, por exemplo, Cuesta (2009).

A fim de construir a autocurva para o problema (3.0.1), precisaremos garantir, inicialmente,
que, para todo A € R, (3.1.1) possui um autovalor principal. Para tanto, consideraremos o
seguinte funcional energia J, : W — R, dado por Jy(u) = Ey(u) — A2(u), e a variedade
8§ ={uew;llull, = 1}.

Lema 3.1.1. Para todo ¢ > 0, existe ¢(¢) > 0 tal que

/\u]pdp < 6/ |VulPdx + c(e) / lulPdx , Vu € WH(Q).
o0 0 0

Demonstrac¢io: Suponhamos, por absurdo, que exista g > 0 e uma sequéncia (u,,) C WH?(Q),



86

com ||uy||p00 = 1, tal que

€0 / |Vu,|Pdx + n/ |upPde <1, Vn € N. (3.1.3)
Q Q
Assim, paran > €, temos

1> ¢ /]Vun\pd:c—l—/\un\pd:c = eol|unll?,
9] 0

. 1 )
Com isso, A = 1 > ||unl|, para todo n > eg. E, como a quantidade de n € N tal

que n < gy é ﬁni(tz(,))podemos considerar B = max{||u,||;n < &p}. Deste modo, tomando
max{A, B}, concluimos que (u,) C WP(Q) é limitada. Pelos Teoremas A.2, A.6 ¢ B.2, a
menos de considerarmos uma subsequéncia de (u,), existe ug € W?(Q) tal que u,, — g
em W'P(Q) e u, — ug em LP(Q2) N LP(ON). Ainda, visto que (u,,) C WHP() é limitada,
([|lVunllp) € R € limitada.

Logo, por (3.1.3), segue que
<o p p_ 1 p
0< EHVuanqL |un|f < - = |[|un|[h — 0.

Mas, entdo, ||ug||, = 0, donde u = 0 q.t.p. em 2. Assim, por T ser linear, temos Y (u) = 0
q.t.p. na 0% e, consequentemente, ||ug||p90 = 0, 0 que é um absurdo. Portanto, segue a

validade do lema.

Teorema 3.1.1. O numero real
p1 = 1 (A) = inf{Jy(u);u € S}. (3.1.4)

¢ o menor autovalor para (3.1.1). Além disso, p; € principal, simples e o unico autovalor
associado ao problema (3.1.1).
Ainda, se denotarmos por , € S atnica autofungao positiva associada ao problema (3.1.1),

entdio vy € CHP(Q) e vy >0em QUTY.

Demonstracao: Tendo em vista tornar a demonstragdo clara ao leitor, organizaremos a mesma

em partes.
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Afirmacao 1: ;11 > —oo e o mesmo € atingido por alguma fungdo u € S.

De fato, parau € S e )\ € R, temos

/V|updx/\ /m|u|pdx+/a|u|pdp < /V|u|pdx + || /m|u|pdx +
Q Q Q Q

'
+ || /0|u|pdp
'
= [IV]loofullp+

+ A fso] [ul [} + [A[llo|oory el r, -

Pela desigualde acima, pelo Lema 3.1.1 e por u € S, temos que, para todo £ > 0, existe

c¢(e) > 0, de modo que

/V\u|pdx—>\ /m\u|pdx+/a\u|pdp < IVl + [t
Q

Q ry

+ Moo, 5/]Vu|pdx+c(&?)
(9]

Assim,

[IVul[y = 1[V]leo = [Al(Imllo + c(e)lloloors) = Ao oo riel[Vullp

Logo,

(1 = [Alllollso.ry€) / VulPde — |[V]leo = Al([[mlls + c(e)llo]loor,) < Ja(u).  (B.1.5)
Q

Como £ > 0 € arbitrdrio, escolhendo 0 < & < (|A|||o]|oor,) " na desigualdade acima,

concluimos que
Ia(w) = =[[Vleo = [Al([[mlloc + c(e)llo]|ocry), Vu € S.

Portanto, J, é limitado inferiormente em S. Deste modo, 11 = p11(\) = in‘fS Ja(u) > —o0.
ue
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Agora, provaremos que existe uma fungio uy € S tal que J)(ug) = p1(). Para tanto, seja
(un) C Stalque Jy(uy,) — pi(A). Disso, (Jy(u,)) C R é limitada, donde existe uma constante

positiva ¢ € R tal que |Jy(u,,)| < ¢, para todo n € N. Assim, por (3.1.5),

c2> J)x(un) > / |Vun|pdx + ¢,
Q

onde ¢; = (1= Nllollers2) e &2 = [Vl = N([mll + e(&)l|o]lr,). Logo, para
C— Co

0 < e < (JNllo]eor,) ™ > /\Vun|pda:, para todo n € N. Consequentemente,

0
([[Vun|[?) C R € limitada. Também, como (u,) C S, (||u,|[}) C R € limitada. Segue, disso,

que (u,) C WHP(Q) é limitada.

Pelos Teoremas A.2, A.6 e B.2, existe ug € WH?(Q) tal que u,, — ug em W?(Q) e u,, —
up em LP(Q) N LP(0N2). Por Jy ser f.s.s.i., vem que J)(ug) < liminf Jy(u,) = im J)(u,) =
pi(A).

Ainda, pelo Teorema A.6, Y (u,) — Y(ug) e, como (u,) C S € W, T(u,) = 0 em I'y,
para todo n € N, donde T (uy) = 0 em I'y, ou seja, up € W. Além do mais, da convergéncia e
da continuidade da norma || - ||,,, ||uo||, = 1. Logo, ug € S e Jy(ug) = p1(A), provando que 414
¢ atingido.

Afirmacao 2: p; € autovalor principal para (3.1.1).

Comecemos definindo 3 : W'?(Q) — R, pondo 3(u) = ||ul[5. Entdo, utilizando processos
similares aos do Lema 2.1.4 e da Proposi¢do ??, concluimos que 3 e Jy sdo de classe C, e que

suas derivadas de Fréchet sdo, respectivamente,

J (u)(v) :p/[|Vu|p_2Vu-Vv+V|u|p_2uv]dx—p/\ /m(x)|u|p_2uv dx+/cr|u|p_2uvdp :
Q

Q I'

B (u)(v) = p/ lu|P~2uvdz, Y v € WHP(Q).

Q

Com isso, ug € extremo de Jy, em S = S71({1}) = B7Y(B(w)) e, pelo Teorema dos

Multiplicadores de Lagrange, ocorre apenas uma dentre as alternativas abaixo:
(@) B'(up)(v) = 0, para todo v € W;

(b) existe p € R tal que J}(uo)(v) = pf' (up)(v), para todo v € W.
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Temos que (a) ndo ocorre, pois ug € S e 5 (ug)(ug) = p/ |up|Pdxz = p # 0. Deste modo,
Q

vale (b). Logo, (ug, ) € W x R satisfaz (3.0.3). Além disso,

1) = Ja(ug) = /[|Vu0|p + V0|ug|Pldz — A /m|u0|pdx + /0|uo|pd,0
0

Q
Zu/ﬁMWxZM
Q

Portanto, y1(\) = p é um autovalor para (3.1.1), com autofun¢@o associada uy.

I

Finalmente, por J)(|ug|) = Jx(ug), por (3.1.1) e pelos Principios Forte do Madximo e de

Hopf, enunciados em Vazquez (1984), concluimos que 1 () € principal e uy > 0 em I'y.
Afirmacao 3: ;1 é o menor autovalor para o problema (3.1.1).

Com efeito, suponhamos que (¢, i) € W x R seja uma solugdo fraca para (3.1.1) e que /i < ju1.

Por defini¢do, ¢ € W — {0}. Desta forma, ||¢||, > 0 e, definindo ¢; = , temos que

v
| | el
lloill, = 1 e o1 € S. Disso, Jy(¢1) = fi < py, contrariando a minimalidade de ;1 =

infq Jx(u). Consequentemente, 1 é o menor autovalor para (3.0.1).
ue
Afirmacao 4: ;i é simples.

Consideremos v, w € W duas autofungdes distintas associadas ao mesmo autovalor p1, com w
LP-normalizada. Como i, € principal, podemos supor v > 0, w > 0 em 2.

p

Agora, para cada 7 > 0, consideremos - € W. Como v, w sdo autofungdes para

(v+n)P-
(3.1.1), temos as seguintes igualdades

(i)
_ wP _ w?
/|Vv|p 2V'Uv (W) + (V — )\m)|v|p 2’U (W) dr =

5
— () Q/ w2 <#) do + A/J|U|P—% (#) dp:

I

(ii)/]Vw|p(V—)\m)|w|pd:v:ul()\)/\w\pdx+)\/0]w]pdp e ||wl||, =1.
0 0

'y
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Assim, pela Identidade de Picone,

p
< — Py _ p—2 w
0< /R(w,v—l—n) /\Vw[ dx /\Vv\ VoV ((v—i—n)l’l) dx
Q Q

Q

- / VwlPds + / (V = Am) o2 (#) i

5 o
— ) Q/ w2 (#) iz — )\/U|v|p_2v (#) dp

1

Fazendo n — 0, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

0< /R(w,v)dm

Q
= [ |[Vw|Pdz + [ (V = dm)[v]P~! . dz — (A [ |ofP? w? dx
pP—1 pP—1
Q Q Q
1 w? (ii)
I

De outro modo, / R(w,v)dz = 0,donde R(w,v) = 0q.t.p. em ) e, pela Identidade de Picone,
Q

existe ¢ € R tal que w = cv. Logo, 1; € simples.

Afirmacao S: 1, € o tnico autovalor principal para (3.1.1).

Suponhamos, por absurdo, que /i seja outro autovalor principal para (3.1.1), com autofungao
associada w. Por p; ser o menor autovalor de (3.1.1), temos p1 < ji. Assim, py — g < O.

Utilizando cdlculos similares aos da Afirmacgao 4, com w e 1, obtemos

0< [ Rusw) = (i = )l aolly = pn — i < 0.
Q
Logo, it = .
|
Com base na proposicao anterior, podemos considerar a fungdo 1 : R — R, que acada A €
R associa o autovalor principal p;(\) para (3.1.1). Essa func@o é, por defini¢do, a autocurva
associada ao problema (3.0.1).
Antes de verificarmos algumas das propriedades que a mesma possui, provemos um lema e

uma proposi¢ao que serdo uteis no transcorrer desse trabalho.



Lema 3.1.2. Se 0= # 0 ou m~ # 0, entdo existe uyg € W tal que supp ug C 2~ e
supp Y(up) C I'7, com
/m|u0\pdx+/a|u0|pdp < 0. (3.1.6)
Q

I

Demonstracao: Iremos separar a demonstragdo em dois casos.

Caso 1: Suponhamos que m~ #* 0. Entdo, podemos considerar uy € VVO1 P(€)), de modo

que u; # 0 e supp ug C Q_. Entdo, ug € WyP(Q) e /m|u0|pdx < 0. Além disso, por
Q

uy € WyP(Q), T(ug) = 0na dQ, donde Y(ug) =0 C I']. Ainda,

/m|u0|pdx—|—/0|uo|pdp: /m|u0|pdx < 0.
Q Q

I'

Caso 2: Suponhamos que m~ = 0 e o~ # 0. De outro modo, |I'; | > 0. Assim, consideremos
K CcT{ey e C>®Ty), com > 0, aregularizacdo da fungdo caracteristica de K, xr, de
modo que supp ¢ C I'7. Ponha, ainda, a = /0|¢|pd,0 < 0.

'
Pela sobrejetividade de Y, consideremos v € W1’°°(Q) (veja Observacao 3.1.2), comv > 0,

tal que YT (v) = 1. Na sequéncia, para todo ¢ > 0, suficientemente pequeno, consideremos

Q. = {z € Q;dist(x,T';) > ¢} e afungio & : RY — R, definida por

1,sex e
e(z) = 0, SexGRN_QE/Q )
B, sex €y —

onde f3, € [0,1] de modo que &, € C°(RY).

Com isso, up = (1 — & )v satisfaz

0,sex el
up(xz) =< v, sex € RN — Q.9

(1=3)v, sex € Qg —

Assim, T (ug) = 0,em Q., T(ug) = T(v) =, emRY — Q. 5 e, em Q)5 — Q.
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Ainda, como supp ((1 — B;)v) C supp (1 — B;) Nsupp b C suppp C Ty, T(ug) = 0em Iy,
donde ug € W.

Além disso, podemos escolher € > 0, suficientemente pequeno, de modo que

—a —a
|Q—Q 2|< € |Q 2—Q|< .
2 Ao 0] B 2 Ao [T = o] B
Com isso,
/m|uo|pda: §/|m||u0|pdx
Q Q
= / ]mHv\pd:U—l—/|m|-O- lv|Pdx + / |m||1 — &P |v|Pdz
Q-Q, /9 Qe Qe /a—Qe
< oo [0][2]92 = Qepal + [ ]oo[0][2]11 — &[22 /0 — ]

INA
|
|
|
|
|
|
|

a a a 1 1
= = —— Pdp = ——= Pdp.
171 5 2/a|w| p 2/Ulu(ﬂ p

Fl 1_‘1
Desta forma, temos
1
oluplPdp <0 e m|ug[Pdr < —3 o |uo|Pdp.
I Q 't

Logo, segue o resultado. ]

Observacdo 3.1.2. Como ¢ € C*°(I'y) e I'; é compacto, 1 € limitada, assim como suas deriva-
das de todas as ordens, ou seja, ¥, Vi) € L>=(T';). Consequentemente, ¢» € W1°°(T';). Assim,

pela defini¢@o da aplicagdo trago, neste caso, temos Y : W1 (Q) — W (T')).

Observacio 3.1.3. E possivel demonstrar, de modo similar ao Lema 3.1.2, que, se o+ % 0 ou

m™T # 0, entdo existe ug € W tal que supp ug C QF, supp T(ug) C I'f e

/m|u0\pdx+/a|uo|pdp> 0.
0

'

Proposicdo 3.1.1. Se A = {u € S;L(u) = 0} e o a(V,m) = inf{Ey(u);u € A}, entdo
A # () se, e somente se, uma das seguintes alternativas € verificada:

(i) m* #0;

@ii)m™£0eo” Z0,0ou,m™ Z0eot Z0;
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(iii) |Q°] > 0.

Além disso, em todos esses casos, o valor «(V, m) é atingido por alguma fungdo &, € W, com

& > 0.

Demonstracao: Comecemos provando que, se vale alguma das alternativas (i), (ii) ou (iii),

entdo A # (.

(i) Neste caso, m* # 0, isto &, [2F] > 0 e |Q27| > 0. Assim, podemos considerar K; C 0~
e Ky C Q7F, e vy, vy as regularizacdes das fungdes caracteristicas, x, € Xk,, respectivamente,
de modo que supp v; C Q7 e supp v, C Q. Vale ressaltar que vy, vy € VVO1 P(€2). Ainda, por
construgéo, / moyde =c¢; <0e / mubdr = cg > 0.

supp vi supp v2
U1 V2 . .
Defina, agora, u, = m euy = —7. Deste modo, denotando as faixas de regulariza-
2

¢do de xg, € Xk,, por Fy e F», respectivamente, fazendo |F;| — 0 e |F3| — 0 e aplicando o

Teorema H.2, obtemos / mlup [Pde = —1e / m|ua|Pdz = 1. Tomando 4 = u; + ug,

supp vi R Supp v2
temos @ # 0. Portanto, u = # €Se
||,
1 5 1
mlufPdr = ——= [ mlufPde = +—— muy |Pdx + m|usg|Pdx | = 0.
||al [ |||
Q Q upp v1 supp va

Logo, u € Ae, assim, A # ().

ii) Facamos o caso em que m™ #Z 0 e 0~ # 0. O outro caso segue de maneira similar. Con-

sideremos, como no Lema 3.1.2, ¢ € C*°(I'y), com ¢ > 0, tal que a = /a\w”dp < 0,

Iy

vEWL®(Q), T(v) =veuy = (1—E&)v.

Podemos escolher ¢ > 0, suficientemente pequeno, tal que [Q. N Q7| > 0, onde Q. =
{z € Q;dist(x,I'y) > €}. Consideremos, assim, w; € W, 7 (Q.), com w; > 0 em €, de

modo que supp w; C 2. N QT tenha medida positiva. Entdo, / mwidx = ¢ > 0 e, tomando
Qe
(—a)"Pw,

w =
cl/p

, temos /mwpda: = —a.

Qe
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Agora, notando que uy = 0 em Q. e supp w C ., supp ug N supp w = () e segue

/m|w+u0|pdx:/m]w+uo\pdx+ / mlw + uolPdr + / mlw + uo|[Pdx
Q Qe

QS/Q—Q&‘ Q_QE/2

=—a+ / m|l — & |P|v|Pdx + / m|v|Pdx.

Qe /p—Qe Q-Q /o

Ao fazermos € — 0, [ — Q| = 0e |2 — Q. /9| — 0, jd que € limitado. Logo, pelo

Teorema H.2, podemos considerar / mlw + uo|Pdr = —a.
)
Ainda,
/0|w+u0|pd,0 = /0|u0|pdp = /0‘|U|pdp = /0¢pdp =a.
Fl Fl Fl Fl

Por isso, /m|w + up|Pdx + /a\w + ug|Pdp = 0. Além do mais, como w + ug # 0,
Q

Iy
l|lw + uo||, # 0. Assim, WU € S e, consequentemente, W+ Yo € A. Portanto,
||w + uoll, |[w + ol

A # 0.
iii) Se [Q°] > 0, entdo podemos considerar u; € W, (Q), tal que uy; # 0 em Qg e supp uy C

o, tem medida positiva. Ora, /m|u]pdx = /m|u|pdx + / m|u|Pdx = 0. Disso, segue
Q Qo 0-Q0

u , u

€ Se, assim, ——

[lullp [lullp

Agora, mostremos a reciproca, ou seja, mostremos que se A # (), entdo vale algum dentre os

€ A. Logo, A # 0.

que

itens (1), (ii) ou (iii). Por A # (), existe u € A, ou seja, ||ul|, = 1 e Iy(u) = 0. Consideraremos
trés casos distintos.

1° caso: Suponhamos que nio vale o item (i). Entdo, m™ = 0 ou m~ = 0. Se m* = 0, entdo
m = 0 e, consequentemente, |Q°| = |Q2| > 0, provando que vale o item (iii). Agora, se m*™ = 0
em~ % 0, por I5(u) = 0, ndo pode ocorrer o™ = 0. Logo, vale o item (ii). Caso ocorra
m~ =0em™ # 0, procedemos de maneira andloga e concluimos que vale o item (ii).

2° caso: Suponhamos que néo vale o item (ii). Entéo, temos que m™ =0ouoc™ =0,e,m™ =0
ou o™ = 0. Analisemos cada subcaso.

(@) Sem™=0em™ =0, entdom = 0 em (2 e vale o item (iii).

(b) Sem* =0e o™ =0. Entdo, m < 0e o < 0. Mas, por u € A, temos I5(u) = 0. Assim,
devemos ter m = 0 em {2 e 0 = 0 em I';. Portanto, novamente, vale o item (iii).

¢)Sem~ =0eo = 0. Entdo, m > 0 e o > 0 e, de maneira andloga ao subcaso (b),
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verificamos a validade do item (iii).
d)Seot =0eoc = 0,entdo 0 = 0 em I';. Disso e de Ir(u) = 0, concluimos que

/ m|u|Pdx = 0. Agora, como ||u||, = 1, temos que ocorre uma dentre as duas op¢des, ou

m* # 0 oum = 0 em €. Portanto, se verifica a validade do item (i) ou do item (iii), respecti-

vamente.

3° caso: Suponhamos que nio vale o item (iii), ou seja, |Q2°| = 0. Desta forma, pelo menos
um dentre os conjuntos 27 e Q~ possui medida positiva, isto é, |QT] > 0 ou |Q7| > 0,
donde m™ # 0 ou m~ # 0, respectivamente. Novamente, faz-se necessério considerar alguns

subcasos:

(a) Primeiramente, se m™ % 0 e m~ # 0, entdo se verifica o item (i) € ndo hd o que demonstrar.
Assim, nos proximos dois subcasos, suporemos apenas um dentre os dois ocorrendo, a saber,
m em =0oum™=0em™ )

T£0 0 T=0 0

(b) Semt #0eo~ =0, entdo /m|u|pdx + /U|u|pdp > 0, o que contraria o fato de u € A.
Q

I't
Portanto, o~ # 0 e vale o item (ii).

c)Sem~ #0eo" =0, entdo /m]u|pdx + /a\u|pd,0 < 0, o que contraria o fato de u € A.
Q

ry
Portanto, o # 0 e vale o item (ii).

Logo, fica provada a primeira parte da proposi¢ao em questdo. Na sequéncia, verificaremos
que o valor «(V, m) é atingido.

Primeiramente, notamos que, pela primeira parte, verificada alguma das condi¢des (i), (ii)
ou (iii), temos que A # (). Consideremos, entdo, uma sequéncia (u,,) C A tal que Ey (u,) —
a(V,;m) (I). Assim, utilizando a desigualdade (3.1.5) do Teorema 3.1.1, com A = 0, obtemos
Ey(u,) > /]Vun\pdx — [[V|oo- Disso e de (I), (|[Vuy,|[5) C R € limitada e, por ||u,|[) = 1,

Q

para todo n € N, concluimos que (u,,) C W é limitada. Pelos Teoremas A.2, A.6 e B.2, existe
ug € W tal que u,, — ug em W e u,, — ug em LP(2) N LP(012).

Por (u,) C A C Sel = lim|fu,ll, = [luoll, = 1, up € S. Além disso, por [|u,|[E —
|| uol |g, pelos Teoremas B.3, B.4 e H.4, e pela Desigualdade de Holder, temos que, a menos da

passagem a uma subsequéncia de (u,,), que

/ mlun Pz — / mluolPde| < lImllslllual? — luol|ls — 0.
[9] Q
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Analogamente, vé-se que, a menos de considerarmos uma subsequéncia, / olupPdp — / o |up|Pdp.

Fl 1—‘1
Portanto, ug € A.

Ainda, por Ey ser f.s.s.i., temos Ey (ug) < liminf Fy (u,) = lim Ey (u,) = a(V,m) e, por
up € A, concluimos que Ey (ug) = a(V,m). Logo, tomando &, = |ug|, temos que o(V, m) é
atingido em &, € W, com &, > 0, como queriamos.

Observacao 3.1.4. Quando falha um dentre os trés itens da proposi¢do anterior, o conjunto A
serd vazio e, portanto, o(V, m) = 4o00. Por exemplo, se tivermos m > 0 q.t.p. em Q@ (m~ =0
e Q| =0)eoc >0emI; (- =0), entdo nenhum dos itens da proposicao € verificado e, por

se tratar de uma equivaléncia, A4 = () e o(V, m) = +oc.

Provaremos um resultado similar ao da Proposi¢do 2.2.2, no qual verificamos propriedades

andlogas para a autocurva associada a (3.0.1).

Proposic¢ao 3.1.2. Suponhamos m # 0 ou o # 0. Entéo:

(1) 1 € concava e diferencidvel, com derivada dada por

wi(\) = — /mnp’;da:—i—/ago{)\dp : (3.1.7)
Q IS
2)Semt™ £0em Q,ouc™ # 0emI'y, entdo Alim p1(A) = —oo.
—+00

B)Sem™ #0em ), ouo~ # 0em Iy, entdo /\lim p1(A) = —o0.
——00
4)Sem >0emQeo > 0emI’ (respectivamente, m < Oem 2e o < 0emI'y), entdo u; €

decrescente (respectivamente, crescente).

(5) a(V,m) = sup p1 (N).
AR

Demonstracdo: 1) Notamos que Jy(u) = Ey(u) — Aa(u) = Ey_yn(u) — )\/olu|pdp.

I
Ja provamos, no capitulo anterior, que Ey _),, € concavo em \. Da mesma forma, definindo

Blu) = A / o|u|Pdp, temos que [ é cdncavo em A. Consequentemente, .J, é cOncavo em .

I
Portanto, das propriedades de infimo, concluimos que j; € concava. Ainda, por p; ser concava

e estar definida em R, temos que z; € continua.
Provemos, agora, que j; € diferencidvel e que a equacdo (3.1.7) € vélida. Para tanto, con-
sideremos uma sequéncia (\,) C R, tal que A\, — A, e ¢,,, ¢, as autofungdes positvas e

LP-normalizadas, associadas a 111 (\,,) € p1 (), respectivamente.
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Pela desigualdade (3.1.5) do Teorema 3.1.1, aplicada a A\, e ), para € > 0, dado,
p(An) = Ialer,) = (1= elAnlllollecr)[[Vor Iy = [VIIeo = [Aal([[mlloc + c(e)llooory)-

Como A\, — A e py é continua, 1 (\,) — pi(A), ou seja, (A,), (11(An)) C R sdo limitadas.

Também, para ¢ > 0, suficientemente pequeno, 1 — €[\, |||o|oo,r, > 0. Porisso, (||Vea,[[5) C

R é limitada. Logo, (||¢x,|[?) C R é limitada e, pela equivaléncia das normas, (¢,, ) é limitada

em V.

Assim, pelos Teoremas A.2, A.6 e B.2, existe oy € W tal que p), — poem W e ¢y, — ¢
em LP(Q2) N L?(0N2). Disso e do Teorema B.5, v, — ¢ em medida e, por ¢,, > 0, para todo
n € N, ¢ > 0. Além do mais, como ||y, ||, = 1, para todo n € N, temos que |||, = 1.

Agora, por J), ser f.s.s.i.,

p1(A) = lm pg (A,) = lIm Jy, (¢a,) = Ja(@o) = Ev_am(po) — )\/U|<Po|pdp > i (A),

Iy

ou seja, Jy(po) = w(A) = QILIEl‘fS Jy(u). Desta forma, ¢y é um extremo de .J, restrito a
S = B7YB(p0)) e, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, concluimos que ¢, é uma
autofunc@o para o problema (3.1.1) associada a p1(\). Pelo Teorema 3.1.1, ¢\ = cpo, para
algum ¢ € R, com ¢ # 0. Ainda, 1 = ||p,|], = ||cgoll, = |¢lP|lollp, = |¢[?, 0 que implica em

c=1ouc= —1mas,como py > 0epy>0,p\= .

Além disso, temos

11 Ow) = By oxom(or) — An / olon IPdp

Iy
> () + (= A) / mla, Pl + (A= A) / olox, Pdp.
Q 't
Deste modo,
p1(An) = pr(A) > (A= Ap) /mlwnlpdfﬂ + (A= A) /Ulwnlpdp- (3.1.8)
Q I
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Analogamente, vemos que

1(A) = pi(An) = (A = A) /m!sox\palaﬂr(A —A)/O\mpdp (3.1.9)

I

Agora, se A\, > A, entdo A\, — A > 0 e, pela equacgdo (3.1.8), obtemos

An) —
f1(An) — p (A /mlSOA |pdx+/0-’gp)\ Pdp,
A=A\,
'y
o0 que implica em
An) —
un( A) _/;1( /m!wn\pdﬂc— /Jmn\pdp, (3.1.10)
'y

e, pela equacido (3.1.9),

\) —
fr1(A) — pa (A /m]%|pd:c+/a!<p,\|pdp,
Ay — A
Iy
donde
An) —
fua )\) _/;1( /m|%|1’dx— /0|%|pdp (3.1.11)
Iy

Das equacdes (3.1.10) e (3.1.11), temos

An) —
/ mlon Pz~ [ alos,pap < =10 o / mlesPde — [ oleaPap

Fl l_‘1

No caso em que )\, < A, obtemos uma desigualdade similar. Assim, fazendo n — oo,

obtemos o resultado desejado.
2) Consideremos dois casos, separadamente.

1° caso: Suponhamos m+ # 0. Assim, podemos escolher uy € W, (Q2)NS tal que / m|ug|Pdx >

Q
0. Para construir tal funcdo, podemos considerar uma bola de raio suficientemente pequeno,

B C Q7" e ug aregularizacdo de yp, LP-normalizada. Com isso,
g ¢ X

p1(A) < Jx(ug) = Ev(ug) /m|u0|pdx = —o00
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2° caso: Suponhamos que m™ = 0 e o™ % 0 em I';. Pela Observagdo 3.1.3, temos que existe
ug € W tal que

/m|ﬂ0\pdx+/a|ﬂ0|pdp> 0.
0

I

Tomando vy = ,ug €Se

p1(A) < Ji(ug) = Ey(ug) — A /m|u0\pda: - /0|u0|pdp A2 e,
Q

I

Logo, dos dois casos anteriores, concluimos que lim 4 (\) = —oc.
A——+00

3) A demonstracdo de (3) segue de maneira similar a demonstra¢do de (2) e, portanto, serd

omitida.

4)Sem > 0em Qeoc > 0em Iy, entdo, do fato de m Z 0 e o Z 0, vem que m* Z O e

o™ # 0. Disso, para qualquer \ € R, se verifica

/mmv’dw/aww > 0.
Q

Iy

Portanto, se A\ < Ag,

i) = Bvlon) = A | [ mlonPds+ [ ol e
Q

I

> Bv(n) — Mo /mWMMmy/ﬂww@ > ().
Q

N1
Logo, ; € decrescente. De modo andlogo, podemos provar que f; € crescente, quando m < 0

emf2eoc <0eml}.

5) Primeiramente, notamos que A C S e, se u € A, entdo Ey(u) = Jy(u). Disso, segue que

{Ev(u);u € A} C {J\(u);u € S}. Consequentemente, 11;(A\) < «(V,m), paratodo A € R.

Logo, sup 1 (A) < a(V, m). Para provarmos que vale a igualdade, consideraremos dois casos
AeR

em separado.
Casol: m>0eoc>0oum<0eoc <0.

Faremos a demonstracdo param > O em {2 e o > 0 em I, visto que o outro caso segue de
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maneira andloga. Pelo item (4) desta proposi¢do, i € decrescente, donde

sup 1 (A) = lim pq(N). (3.1.12)
AER A——00

Neste sentido, consideremos uma sequéncia (\,) C R, tal que A\, — —oo. Seja, para cada

n € N, p,, a autofuncdo associada a 1 (), ), LP-normalizada.
Faz-se necessario, ainda, levar em consideracdo dois subcasos distintos.
a)m > 0 q.t.p. em €.

Pela Observagdo 3.1.4, a(V, m) = 4o00. Suponhamos sup 1 (\) < 400 (D).
A€R

Ora, pela Desigualdade de Holder

/vmmdx < [Vllselloa 2 = V], ¥ 1 € N.
Q

Consequentemente,

Voo < /V!wn\pdﬂc & lexallp = llexally + 1IVerlE = IVl < Ev(en,)
Q

& =14 [lea " = lIV]lo < Ev(pr,), ¥ n € N.

Com isso,

11O) = Ev(on,) — A / mlox, P + / olon, [Pdp
Q

I't

> =1+ [leaa[lP = lIV]loe; VA < 0.

Por conseguinte, de (3.1.12) e de (I), (,,) C W é limitada. Assim, pelos Teoremas A.2, A.6 e
B.2, a menos da passagem a uma subsequéncia, se necessario, existe ¢ € W tal que p,, — ¢

em W e p,, — ¢em LP(Q2) N LP(ON). Disso,

AER n—-+o0o n—-+00

suppn(N) = lim p(h) = lim | Ey(on) — Ae / mlon, PPde + / olon, [Pdp
Q

I8

(3.1.13)

e,porm > 0q.tp.em, 0 >0emTep,, >0emQUTY, /m|go,\n|pdx+/0]<pxn|pdp > 0,
Q IR
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para todo n € N (I). Além disso, a menos de considerarmos uma subsequéncia, se necessario,

os Teoremas B.3, B.4 e H.4 e a Desigualdade de Holder, nos garantem que

[ oo+ [olon,Pdp— [migrds [ ololrap
Q Q

' I

Desta forma, por (II), /m\gp|”dm + /U|cp|”dp > 0. Se /m|g0]pdx + /0|g0]”d,0 > (, entdo,
Q Q

Fl I‘1

por lim Ey (¢,,) > liminf Ey(¢y,) > Ev(e), por A, — —oo e por (3.1.13), sup u1(A) =
AR

+00, 0 que contaria nossa suposi¢do de que sup 1 (A) < +o0. Por conseguinte, /m\gp|”dx +
AR
Q

/0|g0]pdp = 0. Além disso, por ||¢a, ||, = 1, para todo n € N, temos ||¢||, = 1.
1N

Finalmente, por ||¢|[, = 1, ¢ = 0 q.t.p. em Q ndo ocorre. E, porm > 0em Qeoc > 0

em [';, vem que /m!go\pdx = 0. Portanto, m = 0 q.t.p. em €2, o que é um absurdo. Logo,

Q
sup p1(\) = 400 e segue o resultado, para esse caso.
AER
b) |QQ| > 0.

Pelo item (iii) da Proposi¢do 3.1.1, a(V,m) < +oo e existe {§; € A, com & > 0, tal
que Ey (&) = a(V,m). Deste modo, por sup p1(A) < a(V,m), uy é limitada superiormente.
R

Ae
Repetindo os argumentos do subcaso (a), obtemos

/m]go\pdx—l—/a]gp]pdp: 0,
Q

Iy

donde ¢ € A e, novamente, pelo computo feito no subcaso (a),

a(V,m) > sup (X)) = lim 1 (\,) > Ev(p) > oV, m).
AeR n—+00

Portanto, o(V,; m) = sup p1 (), como queriamos.
AR

Caso2: m"#0eoc” Z0oum™ Z0eo™ #N0.
Em ambos os casos, a Proposi¢@o 3.1.1, nos garante que o(V, m) < +o0 e que existe {y €
A, com & > 0, tal que Ey (&) = a(V,m). Dos itens (1), (2) e (3) dessa proposicdo, decorre
que p; € limitada superiormente. Por conseguinte, existe A\ € R tal que p1(Ag) = sup pq(N).
AER

Por 111 ser concava, Ay € um ponto de maximo absoluto de 1 e, assim, p}(A\g) = 0. Com isso,
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/m|gpA0]”daﬁ + /a|<,0A0]pdp = 0. Portanto, ), € A, e
Q I

a(V,m) < Ev(ox,) = Jag(9x0) = p1(Xo) = Sup p(A) < a(V,m).

Logo, a(V,m) = sup u;(A) e segue o resultado.
AeR

]
Para finalizarmos esta secdo, provaremos um resultado relacionando os zeros da autocurva
com a existéncia de autovalores principais para o problema (3.0.1). Tal teorema serd utilizado

para provar o principal resultado da proxima se¢ao.

Teorema 3.1.2. O nimero real A é um autovalor principal de (3.0.1)se, e somente se, 11, (A) = 0

. Neste caso, as autofuncdes associadas a A sdo multiplos de @,.

Demonstracdo: Suponhamos j;(A) = 0. Como ele é o tnico autovalor principal para

(3.1.1), existe ¢, € W tal que, paratodav € W,

/HV%VDQV%'V’UJF(V—/\W)!%V2%7)]6[37 = O'/ ’@A\pQS@A“dx+)‘/U’<PA|pZSOAUdP,
Q

Q Q

donde

/[|V<,0,\|p_2Vg0A-VU—I—V|(,D,\|p_2<p)\v]dx = /\/m|g0,\|p_2<p>\vdm+)\/J|gp>\|p_2<p,\vdp, VoeW.
Q Q Q

Portanto, A é autovalor principal para (3.0.1). A simplicidade de A € herdada da simplicidade
de 41(\). Reciprocamente, se A\ é um autovalor principal para (3.0.1), com autofungdo LP-

normalizada ¢, entdo, para todav € W,

/[|V¢A|p_2V<p,\ Vo + V]palP 2popv]dz = 0 - / loa|P 2 pavdx + )\/m|gok|p_2gp,\vdx
Q Q Q

+ A / alpalP~*pavdp.
Q

Consequentemente, 0 € autovalor principal para o problema (3.1.1) e, pelo Teorema 3.1.1,
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3.2 Existéncia de Autovalores Principais para o Problema (3.0.1)

No que segue, provaremos o principal resultado deste capitulo. Demonstraremos, aqui, sob
quais condic¢des o problema (3.0.1) possui a0 menos um autovalor principal. Para tanto, faremos

uso especialmente da Proposi¢do 3.1.2, do Teorema 3.1.2 e do pardmetro real o(V, m).

Teorema 3.2.1. (1) Se m e o t&ém (0 mesmo) sinal constante, entdo existe um autovalor principal
para (3.0.1) se, e somente se, a(V, m) > 0. Mais precisamente:
(@) Sem >0em Qe o > 0em [}, entdo existe um tinico autovalor principal para (3.0.1) se, e

somente se, «(V, m) > 0. Neste caso, o autovalor é caracterizado por

M(V,m,o) =X (V,m) = min Ey(u),

ueM+

onde M+ = {u e W;Ih(u) =1} #0.
(b)Sem < 0emQeo < 0em 'y, entdo existe um Unico autovalor principal para (3.0.1) se, e

somente se, «(V, m) > 0. Neste caso, o autovalor é caracterizado por

)\—1(V7ma0-) = A—l(‘/y m) = — min EV(“);

ueM—

onde M~ = {u e W;Lh(u) = -1} # 0.

(2) Se m e o s@o definidas, mas com sinais opostos, ou uma delas € indefinida, entio existe um
autovalor principal para (3.0.1) se, e somente se, a(V, m) > 0. Mais precisamente:

(a) Se a(V,m) > 0, entdo (3.0.1) possui exatamente dois autovalores principais, A_;(V,m) <
A1(V,m), com cada um deles caracterizados como nos itens (a) e (b) de (1).

(b) Se a(V, m) = 0, entdo o problema (3.0.1) possui um tinico autovalor principal, caracterizado
por

A= inf Ey(u)=— inf Ey(u).

ueM~+ ueEM—
Além disso, tais infimos ndo sdo atingidos e toda fun¢io u € A satisfaz Ey (u) = o(V,m) =0

se, e somente se, u € S é uma autofuncio associada a \,.

Demonstraciao: Devido a demonstragdo do teorema consistir, basicamente, em uma adaptagao
da demonstracdo do Teorema 2.3.1, dos capitulos anteriores, apenas destacaremos algumas
passagens do mesmo.

(1)(a) Para provar que “existe um autovalor principal para (3.0.1) se, e somente se, a(V, m) >

07, utilizaremos o Teorema 3.1.2, os itens (1) e (2) da Proposi¢do 3.1.2 e o fato de que a(V, m) >
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0 e adaptaremos a prova do Teorema 2.3.1. Em seguida, mostraremos que
M (V,m) = u1211\1/1n+ Ey (u). Primeiramente, observamos que, pelo fato de m™ # 0, M £ ().
Agora, como A;(V, m) é autovalor principal de (3.0.1), com autofunc@o associada py, (vm),
temos que /i1 (A (V,m)) = 0e Ev(prnwvm) = M(V,m)lo(pr (v.m)). Pela definigdo de p,
vem que, paratoda u € S, Jy, (vm)(u) > p1 (A (V,m)) = 0, donde Ey (u) — A (V,m)Iz(u) >0

e, consequentemente, £y (u) > A (V,m)I(u).

Assim, pelos itens (1) e (4) da Proposicao 3.1.2, temos

0> (M (Vim)) = — / (v |PdT + / SlommamlPdp | = — (o).
Q Iy

kl/p
A1(V, m). Por conseguinte, paratodaw € M™*, Ey(u) > A\ (V,m) = Ey (). Logo, A1 (V,m) =
in F .
A B
(b) Este caso € similar ao anterior. Para demonstrar a primeira parte, utilizamos o fato de que

ousseja, Io(oa,vam) = k > 0. Ora, @ = 22V ¢ A1+ Comisso, By (@) = M(V, m) (@) =
(

a(V,m) > 0, o Teorema 3.1.2 e os itens (1) e (3) da Proposicdo 3.1.2. Para a segunda parte,
repetimos os passos do caso anterior, aplicando os itens (1) e (4) da Proposi¢ao 3.1.2.

(2)(a) A prova desse item € similar a demonstracdo que consta no Teorema 2.3.1. Basta-nos
notar que, em ambos o0s casos, os itens (2) e (3) da Proposicdo 3.1.2 sdo validos, donde segue o
resultado.

(b) Apesar deste caso também seguir uma ideia andloga a do Teorema 2.3.1, devido a sua
demonstracao ser um pouco mais delicada, daremos mais atengdo a0 mesmo.

Como «(V,; m) = 0, pela Proposi¢do 3.1.2, existe um tinico Ay € R tal que p;(\g) = O e,
pelo Teorema 3.1.2, )\, € autovalor principal de (3.0.1), com autofun¢do associada ¢,,. Além
disso, Ao € maximo absoluto de p;, donde 0 = p)(Ng) = —I2(py,), Ou seja, Io(py,) = 0.
Provaremos que A\ = ugjl\% Ey(u). Para tal, seja u € M ™. Podemos supor u > 0, a menos de
tomar seu médulo, se necessdrio. Definindo, para cada T' € R, com T' > 0, uy = min{u, T},

temos, por (3.1.2), por u1(A\g) = 0 e por ¢,, > 0,

_ up - up
/ |v90/\0’p 2v90>\0 Y <(ppi1> +V|(P)\o|p 290>\0 (@Tﬂ)] dx =

0 Ao Ao

_ uh _ uf
)\O/m(x)’SpAo’p 020 ( ,ﬂ) dx+)\0/0‘§0Ao|p 12" ( ;El) dp,
90)\0 S0)\0

Q Iy
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ou seja,

p
/ IVor P2V, - V (;Tl)] dr = —/[|VUT|p+VuZ}]dx+)\o/mu’}d$+)\g/au§’1dp.
Q Ao Q Q Iy

Por isso e pela Identidade de Picone, vemos que

OS /L(UT,Q,O)\O)CZZE:/R(UT,QOM)

Q Q

= /[|VUT|p + Vul|dx — )\o/mu?pdx - )\O/Uu’%dp.
Q

Q I'

Fazendo T' — oo, temos ur — u q.t.p. em €. Disso, de up < u € LP(Q)), de u € M e do

Teorema da Convergéncia Dominada, vem que

0< /[|Vu\p + VuPldz — Ao /mu”dx + /aupdp
o)

Q '

Logo, Ey(u) > Ag, ou seja, \g é uma cota inferior para { Ey (u);u € M™}.

Fixemos, agora, ¢ € C*°(Q2), com 1) > 0 em €2, v = 0 em I'y, de modo que I5(x)) > O e
I3 (o, ) (1) > 0. Tal fungdo pode ser construida usando argumentos similares aos apresentados
no Lema 3.1.2 e, por este motivo, iremos omiti-la. Por isso, para todo n € N suficientemente

grande, temos I>(¢y, + %) > 0.

Assim, podemos definir, para todo n € N, sucientemente grande, a sequéncia (u,) C M +

pondo
" — SO/\O‘f’%

a 12 (QOAO‘FE

n

0 (3.2.1)

Entdo, pelo Teorema do Valor Médio, para todo n suficientemente grande, existem t,,s, €
1 .
(0, —) , tais que
n
Y

By (04 2) = LBy o+ )0) & (a2 ) = i, + su0)(0).

By () (%)
[é (SOAO ) (%Zf)

Por )\ ser autovalor de (3.0.1), associado a ¢, temos Ay = . Segue, para todo
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n suficientemente grande, que

Bo(uy) = By [ 2oti ) Z Ev(ent i) _ Evlon +t0)(v),
! Loy +2)77) Lo t%)  Bler +s0)(0)

n n

Visto que, t, — 0 e s, — 0, quando n — oo, e Ey e I, sdo de classe !, temos que
By + ta)(8) = Eip(pr) () € Ty, + 5u)(®) = D(oa,) (), quando n — oo,
Portanto, Ey (u,) — Ao e, assim, \g = uér]{% Ey(u).

No que segue, veremos que Ay ndo ¢ atingido. Como ,, € autofuncio associada a )\ e
I(py,) = 0, pr, & M*. Consequentemente, Ay ndo € atingido pois, caso exista v € M ™ tal
que Ey(v) = Ao, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange e pela simplicidade de A,
existe ¢ € R, com ¢ # 0, de modo que v = cp,,. Com isso, 1 = I(v) = Ir(cpy,) =0, 0 que é
um absurdo.

Finalmente, dado u € A, tal que Ey (u) = Iy(u) =0, u € Se

sup p1(A) =0 = Ey(u) = Ey_gm(u) — )\o/alu\pdp = Jy,(u) > p1(Ag) = 0.

ry

Logo, Jy,(u) = u1(Ag) = 0 e, novamente, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange
e pelo Teorema 3.1.1, u = cp,,, para algum c € R, com ¢ # 0. Via Teorema 3.1.2, concluimos
que u € autofungdo associada a \y. Reciprocamente, seja u € S, autofungio associada a \y. Se
I(u) =0,entiou € Ae Ey(u) = 0 = a(V,m). Caso Io(u) # 0, digamos Iy(u) = k > 0,
entdo podemos definir ﬁ € M. Disso, segue que )\, € atingido por uma fung¢do em M, o
que é um absurdo.

Logo, tomando A\, = ), segue o resultado desejado.

Observacgao 3.2.1. Se considerarmos 0 = 0 e I'y = (), entdo o teorema anterior nos garante a

existéncia de autovalores principais para o problema de Neumann com potencial indefinido.

Observacao 3.2.2. A fim de ndo sobrecarregar a notagcdo, denotaremos a autofun¢ao associada

a A\ (V,m) por o1, a autofuncéo associada a A_;(V, m) por ¢_; e a autofuncéo associada a \,
por ¥o.

Na sequéncia, verificaremos que os autovalores principais obtidos no Teorema 3.2.1 sdo
os Unicos autovalores principais que o problema (3.0.1) possui, sd@o simples e sdo isolados no

espectro.
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Proposicao 3.2.1. Sejam u, v € W autofungdes para o problema (3.0.1), associadas, respecti-
vamente, a A e 5. Suponhau > 0em Qe v > 0em (2. Se f > X (respectivamente, 5 < \),

quando I5(u) > 0 (respectivamente, I5(u) < 0), entdo u = cv, para algum ¢ > 0,e A = .

Demonstracao: Tendo em vista que esta demonstrag@o baseia-se na aplica¢do da Identidade de

Picone e se da de maneira similar a do Lema 2.1.5, a mesma sera omitida.

Teorema 3.2.2. Os autovalores Ay (V,; m), A_1(V, m) e A, obtidos no Teorema 3.2.1 sdo simples

€ 0s unicos autovalores principais para (3.0.1).

Demonstracao: A demonstracdo do teorema em questiao é uma consequéncia da Proposicao
3.2.1 e dos autovalores serem principais. Ressaltamos apenas que, na aplicacdao da Proposi¢cdo
32.1, I(p1) =1 >0, Ir(p_1) = —1 < 0, I3(py) = 0 e devemos considerar os trés casos
A(Vom) < A< M(Vom), A < A (Vim) < \(V,m) e A_1(V,m) < A\ (V,m) < A, para
algum outro autovalor A € R.

Para provarmos que os autovalores principais sdo isolados no espectro, precisaremos do

sequinte resultado auxiliar.

Proposicéo 3.2.2. Se o(V, m) > 0, entdo, paracada T € R, o conjunto {u € M*; Ey(u) < T}

¢ limitado em M.

Demonstra¢do: Suponhamos que exista 7y € R e (u,) C M7, ilimitada, de modo que

Ey(u,) < Ty. Definindo v, = %2, temos que (v,) C W é limitada. Por isso e pelos Te-

lunll?

oremas A.2, A.6 e B.2, a menos de considerarmos uma subsequéncia de (v, ), se necessdrio,
existe vy € W tal que v, — vgem W e v, — vg em LP(Q2) N LP(0N).

Além do mais, quando n — o0,

L0 e Bl = ——Eu(u) 0. (322)

1
Law) = 1T = TP ™

Ml

I(vy,)

Por isso e por I5(v,) — I5(vp), a menos da passagem a uma subsequéncia, segue que I5(vg) =

O,eque/V|vn|pdx—> /V\v0|pdx ().
Q

Q
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Agora, se vy = 0 em 2, por (3.2.2), por (%) e por Ey ser f.s.s.i.,

0< / \VuglPdz = Ey(vg) — /V]vg]pdm
0

Q

< liminf Ev(vn)—/V|vn|pdx = lim Ev(vn)—/V]Un|pdx =0,
Q Q

ou seja, como Fy(v,) — /V!vn|pda: = /]an|pdx, /]V'Un|pd:c — /|Vv0]pdx e, conse-
0 0 Q

quentemente, v,, — vg em W, o que é um absurdo, pois ||v,|| = 1, para todo n € N. Portanto,
vg # 0 em (2.
. . Vo . .
Assim, podemos considerar v = ool € A. Por conseguinte, por Fy ser f.s.s.i. e por
Vo P

(3.2.2),

1
a(V,m) < By (v) = WEV(UO) <0,
p

o que é um absurdo, visto que «(V,; m) > 0. Logo, {u € M"; Ey(u) < T} é limitado em M.

|
Observacio 3.2.3. E possivel obter um resultado similar para —FEy em M.

Observaciio 3.2.4. E interessante frisar que a Proposi¢do 3.2.2 nos mostra que a condigdo
a(V,m) > 0 é suficiente para que o funcional energia Ey seja coercivo sobre M, pois se
||un|| — 400, ndo pode ocorrer Ey (u,) < K, para alguma constante K € R, visto que isto

geraria uma contradi¢@o via a referida proposicao.

Teorema 3.2.3. Suponha a(V,;m) > 0. Entdo os autovalores principais obtidos no Teorema

3.2.1 s@o isolados no espectro.

Demonstracdo: Provaremos que A\, (V, m) e A, sdo isolados, em ambos os casos, a(V,m) > Oe
a(V,m) = 0. Para A_1(V, m), a prova é similar. Comegaremos demonstrando uma importante
estimativa a priori. Para tal, sejam v € W uma autofun¢do que muda de sinal associada ao
autovalor A e N’ um dominio nodal para u, isto é, N' = Q% = {z € Q;u(z) > 0} ou N =
Q" ={z € Qu(r) <0}

Pela Observagdo 3.1.1, u € W N C(Q) e, consequentemente, N C €2 é aberto. Assim, pelo
Teorema A.6, u|,. € Wy, onde {u € W'P(Q)(N); T(u) =0 em Ty} = Wy C WHP(N).
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Definindo w, pondo
u(x), sex e N

0,sexeQ—N '

w(z) =

temos, w € W, pois T(w) = 0 em I'y. Consideremos, agora, 1 < p < N. O caso em que
p > N, € andlogo a este.

Visto que u € autofungdo associada a A, temos

/[|Vu|p_2Vu -Vw + V]ulP2uw]de = )\/m|u|p_2uw dx + )\/a|u|p_2uwdp.
0

Q Iy

Decorre disso e da defini¢dao de w, que

/HVU!”_QVU Vw4 V|ulP 2uwldr = A / m|ulP?uw dx + / olulP 2uwdp. (3.2.3)
N

N Flﬁﬁ

* *

p
e —, temos

pr—p p

Aplicando a Desigualdade de Holder Generalizada, com os expoentes oo,

*

P

;P
p 9

a>/VMWxsmmaw
N

V]

p*

—p
NN

anA/mwmsuwwam
N

bx—p
Dx

(i) |2 / ofudz| < M[lollllull? . oI AN
Flﬁﬁ

bx—p
Px

(iv) / lulPdz < ||u||§*7rmﬁ|111 NN|

FlﬂN

Por isso e por (3.2.3), segue que

p*—p

§*7N|N| p*

p*—p
/|V“|pd1’ < |V ool [pe AN T77 A+ [A[] |||
N

bx—p
Px

Mol ;. T N

Adicionando / |uPdz, a esta equagdo, tomando tomando C' = max{||V||s + |A|||7]]co,

'inN
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|Al||o]|oo + 1} € aplicando (iv), obtemos

)

P NW\ S |1/ Yo

/]Vu]pdas—l— / lulPdz < O

FlﬁN

O( NP + T NN P). (3.2.4)

p* 't m/\f)(

Ainda, visto que N =Ty NN e que WHP(N) — LP"(N) e WHP(N) — LP+(ON) sido

continuos, exitem ¢; = ¢; (N, p, Q) > 0e ¢y = (N, p, Q) > 0, tais que

pov Slully e allulll | 5 < lully

F1ﬁN

d &4
Tomando D = D(N,p, ) = mm{ 5 } temos

(3.2.5)

/]Vu]pda:Jr / ulPde = D([[ully nr + [lull. p )

Flﬁ./\/’

Disso e de (3.2.4)

D(

b+l ||p*F1ﬂ/\/ /|Vu|pd:v—|— / |ulPdx

FlﬂN

< C(fullhe e+ ull? ) IV + T AN,
D
onde = P 1 = , €, consequentemente, . eSta 10orma,
de 3 LB p* quent t Z G Desta fi

renomeando as constantes, conseguimos d; > 0 e d, > 0 que dependem de m, o,V e (), tais
que

NP+ Dy NN > (JA]dy +do) 7 (3.2.6)

obtendo, assim, a estimativa desejada.
Facamos, agora, a demonstracdo do teorema. Suponhamos, por absurdo, que exista uma
sequéncia de solugdes fracas (\,,u,) C R x W tal que A\, — A{(V,m) (respectivamente,

An = A e A, > A (V,m)(respectivamente, A\, > \,), para todo n € N. Podemos assumir,

ainda, que as fungdes u,, sdo LP-normalizadas, pois u,, % 0 em 2, para todo n € N.

a) Seja a(V, m) > 0. Vejamos que I5(u,) > 0, para todo n € N. De fato, se existir ny € N tal
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que I5(un,) = 0, entdo u,, € A, donde
0 < a(V,m) < Ey(un,) = Angla(tn,) =0,

o que é um absurdo. Por outro lado, se existir ny € N tal que I5(u,,) < 0, entdo, tomando
Uno

W,temosve M~ e

v =

E
A (Vim) < By(ung) = —200Wm) _ 5 N (Vim) = AL (Vim) > A(Vim),

B IQ(UTLO)

o que é um novo absurdo. Portanto, I5(u,) > 0, para todo n € N.

Definindo v, = W temos que v, € MT, para todo n € N e que Ey(v,) =
[V<(u )) = A, — M (V,m). Com isso, (Ey(v,)) C R é limitada. Pela Proposicdo 3.2.2,
2(Un

(v,) C M é limitada em W. Assim, pelos Teoremas A.2, A.6 e B.2, existe vy € W tal que
v, — vgem W e v, — vg em LP(Q2) N LP(0N2). Além disso, utilizando os Teoremas B.3, B.4
e H.4 e a Desigualdade de Holder, concluimos, a menos de subsequéncia, que I5(v,,) — I2(vp)

e /V\vn\pd:c — /V\vo\pd:c. Por outro lado, I5(v,) = 1, para todo n € N, donde I5(vy) = 1.
Q

Q
Isto é, vy € M ™. Consequentemente,

M (V,m) < Ey(v) < liminf Ey(v,) = lim Ey (v,) = M(V,m) = Ey(vy) = M (V,m).

Assim, do Teorema 3.2.2, existe uma constante ¢ € R, com ¢ # 0, tal que vy = cp;. Mas,
por vy, 1 € M™, concluimos que vy = 1 ou vy = ;. Suponhamos que vy = oy, assim, por

w1 >0em QUT,v9 > 0em QUTY.

Pondo, agora, Q*" = {x € Q;u,(x) < 0}, temos, devido a v,, — vg em LF(Q) N LP(9N) e
v, — vo em medida, pelo Teorema B.5, que |Q2""| + |§1i” NIy — 0, o que contradiria (3.2.6).

Se v9 = — 1, novamente, chegamos a um absurdo. Logo, A (V, m) é isolado no espectro.

b) Suponhamos «(V, m) = 0. Comegaremos mostrando que I5(u,) > 0, para todo n € N. Se
existir ng € N tal que I5(u,,) = 0, entdo, pelo item (2-b) do Teorema 3.2.1 e pelo Teorema
3.2.2, temos que u,, = Cp,¥o, para algum c,, € R, com ¢,, # 0. Assim, u,, € autofuncio

associada a A\, e, consequentemente, A\, = A\,,, 0 que é um absurdo. Por outro lado, se existe
Un,

——————— € M. Deste modo,
(1o (uny))M/P

no € N tal que I5(un,) < 0, entdo podemos definir v =
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IQ(uno) =—1le

o que é um absurdo. Portanto, /5(u,,) > 0, para todo n € N.

Desta forma, podemos considerar v,, = 7 Q(Ln ] € M*. Se (v,) C M for ilimitada,
2(Un

Entdo, (w,) C W é limitada e, pelos Teoremas A.2, A.6 e B.2,

v
definamos w, = ——.
. ||| ‘ o
considerando uma subsequéncia, se necessdrio, existe wy € W tal que w,, — woem W e

w, — wo em LP(2) N LP(0S2). Além disso,

1 BEy(u,) A,=0.  (3.2.7)

loallP La(ua) 7 [[on] P

lim By (w,,) = lim Ey(v,) = lim

[on] P

De maneira andloga, vemos que I>(w,) — 0. Pelos Teoremas B.3, B.4 ¢ H.4 e pela De-
sigualdade de Holder, temos que I5(w,) — Is(wyp), donde Io(wy) = 0. E, do mesmo modo,

provamos que /V|wn|pdx — / V{wo|Pdz.
Q Q
Agora, se wy = 0, entdo, do acima, da equacdo (3.2.7) e de Ey ser f.s.s.i., segue que

0< /|Vw0|pd:v = Ey(wg) — /V]wo|pd:v

Q Q

< liminf Ev(wn)—/V|wn|de = lim Ev(wn)—/V|wn|pdx =0,
Q Q

ou seja, / |\Vw,[Pdx — / |Vwy|Pdxz. Consequentemente, w,, — wy em W, o que é um

Q Q
absurdo, pois ||w,|| = 1, para todo n € N. Portanto, wy # 0.
Wo

|wo |p
Pelo item (2-b) do Teorema 3.2.1, w e, consequentemente, wy sdo autofungdes associadas a \,.

Assim, podemos considerar w = € A. Vale ressaltar que, Ey (w) = 0 = a(V,m).

Digamos que wy = ¢y > 0. Entdo, pela convergéncia em medida, para todo n suficiente-
mente grande, [Q“"| 4 [T, NQ""| — 0. E, pelas defini¢es de w,, e vy,, ||+ |T1NQ"| — 0,
0 que contraria a estimativa (3.2.6).

Portanto, v,, é limitada. E, assim, repetindo o processo no final do caso (a), obteremos um
novo absurdo. Logo, A, é isolado no espectro.

|

Uma vez estabelecidas as condicdes para a existéncia de autovalores principais para o pro-
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blema (3.0.1) e verificadas suas principais propriedades, construiremos dois exemplos em que
ocorre o(V, m) = 0. Nosso objetivo, aqui, é evidenciar que existem problemas que se encaixam

no caso singular, ou seja, o item (2-b) do Teorema 3.2.1 nao é descartavel.

Exemplo 3.2.1. Sejam 2 C R um dominio limitado. Consideremos o seguinte problema

—Apu = Nul|P?u , em ()

0
|vuyp—28—z = Ao(@)|uf’?u, emT; | (3.2.8)
u=20 , emI'y

0 qual possui um primeiro autovalor principal, que sera denotado por AP, Vejamos que, como
V =0, m = 1e o indefinida, a(V,m) = «(0,1) > 0 e, desta forma, podemos aplicar um
dentre os itens (1-a) ou (2-a) do Teorema 3.2.1.

De fato, se «(0,1) = 0, entdo, pelo item (2-b) do Teorema 3.2.1, temos que se u é au-
tofungdo LP-normalizada associada a A, entdo \¥ = A, e Ey(u) = «(0,1) = 0. Ou seja,

/ |VulPdx = 0, o que implica em Vu = 0 q.t.p. em ). Consequentemente, u é uma fungio

Q
constante q.t.p. em 2. Assim,ouu =0ouu = ¢, ¢ € R, com ¢ # 0, q.t.p. em (2. Em ambos

os casos chegamos a um absurdo. Logo, «(0,1) > 0.

Com isso, A = X;(0,1). Seja, agora, ¥, a autofuncdo a A\F, que satisfaz /Wfda: +
Q
/ oldp = 1, ja que Y, € M. Consideremos, ainda, By C 2 aberto, de modo que |By| > 0

I
e |B§| > 0, e definamos

m(z) = a, sex € Bj
- )
b, sex e By

para certos a, b € R a serem determinados.
Queremos produzir um exemplo onde a(V,m) = 0. Como vimos no Teorema 3.2.1, as

autofungdes estdo em A. Portanto, faz sentido procurar expressdes para a e b que satisfacam

/ mydx + / o!dp = 0. De outro modo,
0

I

/mwfdx—l—/aw’fdp:O@/awfd:c—i-/bw}fdx—i-/awfdp:O
0 Bg

I By I

0
@/awfd:v—l—/bzbfdx: —/awfdp,
Bg

Bo Ty
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e, da igualdade inicial para )7, obtemos

/ ayPdz + / byldr = / Wdr — 1. (3.2.9)
Q

B§ Bo

. 1 -
Se pusermos ¢ = / Y¥dr € R e considerarmos a = 1 — — = b, obtemos a equagéo acima.

c
Q . . . .
Desta forma, para que ocorra ¢, € A, exigiremos que a e b satisfacam a seguinte equagio
a+b
—1=—ch
2

Denotaremos, no restante do exemplo, \¥ = \;. Definamos, agora,

M(a—1), sex € B
vy M@= 3
M(b—1), sex € By

Se u é uma funcdo que satisfaz / muPdx + / ouPdp = 0, entdo

Iy
(l)/mupdx— —/aupdp;

(11)

Fv(u) :/|Vu|p+V|u\pdx

/|Vu|p+)\1/a|u|pdx+)\1/b|u|pdx—)\1/|u|pdx—)\1/|u|pdx

Bc Bo 0 By
:/|Vu|p Al/aupdp )\1/|u|pdx
I

:/|Vu|p—)\1 /aupdp+/|u|pda?
Q Q

1

Analisemos o que pode ocorrer com o sinal de Ey (u).
(a) Se/ ouPdp + / |ulPdz = 0, entdo Ey (u) > 0.
'y

(b) Se/ updp+/ |ulPdz = 1, entdo u € M™ no problema (3.2.8), donde Ey(u) > Ey(¢1) =

I
A1. Logo, By (u )> 0.

(c) Se/ updp—i—/|u]pda: = K < 0, entdo segue que Ey (u) > 0.

I
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U
K/p

(d) Se /aupdp + / |ulPdz = K > 0, defina a = € M™ no problema (3.2.8), donde
Q

Iy
Eo(@) > A\; e, consequentemente, £y (@) > 0. Assim, por K > 0, obtemos Ey (u) > 0.

Logo, se u é uma fungéo satisfazendo / muPdx + / ouPdp = 0, temos Ey (u) > 0.
)

I
Agora, se v = ¢y, entdo,

Be) = | [ (v =i | [outdps [lopas] | <o
Q Q

1

pois 1y é autofuncdo para (3.2.8) associada a ;. Reciprocamente, se Ey(v) = 0, entdo
Ey(v) :/]Vv]p—)\l /avpdp+/]v|pdx . Assim,
Q ) Q
(e) se v =0 g.t.p. em €2, ndo hd o que demonstrar.
(f) se v # 0 em 2, podemos considerar v; = ﬁ Desta forma,
Ullp
(f1) caso /m)pdp + / |v|Pdx ocorra, /|Vv|p = 0 e, por conseguinte, «(0,1) = 0, o que é
r Q Q

um absurdo. Portanto, /avpd,o—i— / |v|Pdx # 0. Além disso, se /avpdp+ / |v|Pdx < 0,
Iy Q I Q

por A; > 0, concluimos que / |Vou|? = 0, o que nos leva, novamente, a um absurdo.
Q

(f2) Como /avpdp + / lv|Pdx = K > 0, podmeos considerar vy = %. Disso, v, € M™T
T Q
no problema (3.2.8), e Ey (v2) = Ay. Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, v, € uma
autofungdo associada a \; e, pela simplicidade do mesmo, existe ¢ € R — {0} de modo que
vy = c);. Portanto, v = ¢y, para alguma constante ¢; € R néo nula.

Logo, a(V,m) = 0.

Exemplo 3.2.2. Vamos construir, agora, um exemplo onde m = (0. Suponhamos, neste exem-
plo, que I'; ndo seja composto por um tnico ponto, quando N = 1. Consideremos 2 C RY um

dominio limitado e o seguinte problema

—Apu = NulP?u, emQ

0

2 ,eml; . (3.2.10)
v
u=>0 , emI
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Inicialmente, destacamos que, argumentando de maneira andloga a do exemplo anterior,

a(V,m) =a(0,1) > 0.

Assim, como «(0,1) > 0, m =1 > 0e o = 0, pelo item (1-a) do Teorema 3.2.1, existe
um tnico autovalor principal para este problema, a saber, A;(0,1) = A;. Se 1)y é uma au-
tofungdo associada a \;, LP-normalizada, entdo, podemos considerar I'y C I';, de modo que
|[%oll5.r, = I > 0. Desta forma, ||¢)|[7 -, = k. onde k > I. Notamos que k = [ ndo ocorre, pois

1o > 0 em I'y, donde ||| ]g re = 0 ndo ocorre, ou seja, k > [. Por conseguinte, existe € > 0 tal

quek =1l+ee|[tolljr=c=k—1L

Definamos, agora,

1 , sex eI
o(x) = k
1-— 7 sex €1y
Por isso,
p p D k p p k
oydp = | ovidp+ | ovidp = 1—7 Yodp+ [ Pydp = 1—7 l+kE—-1=0.
T To g To s

Logo, /awgdp = 0. Seja, também, V' (z) = —\;.

I8

Assim, se © € uma funcdo que satisfaz / ouPdp = 0, entdo

'

Fy(u) :/]Vu|p—|—/V|u]pd:z::/|Vu\p—>\1/\u|pda:.
Q Q Q Q

Considerando os casos ||ul|, = 1, |[ull, = k > 1e 0 < ||lull, = k < 1, e repetindo os

argumentos do exemplo anterior, podemos mostrar que £y (u) > 0.

Além disso, de maneira similar ao exemplo anterior, provamos que Fy (u) = 0 se, e somente

se, u = ct)y, para algum ¢ € R. Logo, a(V, m) = 0, como queriamos.

Para finalizar esta secdo, apresentaremos uma condi¢do suficiente para que o problema
(3.0.1) possua ao menos um autovalor principal. Além do mais, neste caso especial, serd pos-

sivel determinar o sinal desses autovalores. Para tanto, consideremos o seguinte problema de
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autovalores com condi¢do de fronteira mista Neumann-Dirichlet

—Apu + V(z)|ulP~?u = MulP~?u , emQ

ou _ CemTy . (3.2.11)
v
u=20 , emI'y

o qual corresponde ao caso em que 0 = 0 e m = 1 no problema (3.0.1). No que segue,

consideraremos o seguinte valor real
AP (V) = mf{By(w);u € W, ||ull, = 1}.

Notamos que /i1 (0) = inf{Jo(u);u € S} = inf{Ey (u);u € S} = AP (V) e, se a(V,m) > 0,
entdo o Teorema 3.2.1 nos garante que )\ff P (V) é um autovalor principal para o problema

(3.2.11). Desta forma, o resultado que segue € uma consequéncia dos Teoremas 3.2.1 e 3.1.2.
Proposicao 3.2.3. Seja a(V, m) > 0.

1) Se A" (V) > 0, entio,

(i) casom >0em Qe o > 0em['}, o problema (3.0.1) possui um tnico autovalor principal, o
qual € positivo;

(ii) casom < 0em Qe o < 0em I'y, o problema (3.0.1) possui um tnico autovalor principal,
o qual € negativo;

(iii) nos demais casos, o problema (3.0.1) possui exatamente dois autovalores principais, com
sinais opostos.

(2) Se )\ff ’D(V) = (, entdo o problema (3.0.1) possui um unico autovalor principal, que é

positivo, se, e somente se, m™ Z 0em Q ou o™ # 0 em I'; e se verifica

d= /m\soo|pdx+/0\soo!pdp< 0,
Q

I

onde ¢ € a autofuncdo positiva assoaciada a )\ff ’D(V), LP-normalizada.
(3) Se )\{V D (V) = 0, entdo o problema (3.0.1) possui um tdnico autovalor principal, que é
negativo, se, ¢ somente se, m~ Z Oem 2 ou o~ # 0 em ['; e se verificad > 0.

(4) Se )\le ’D(V) =0ed =0, entdo A = 0 € o tnico autovalor principal do problema (3.0.1).

Demonstracdo: Primeiramente, observamos que, como «(V,m) > 0, pelo Teorema 3.2.1, o

valor /\le ’D(V) ¢ finito e € um autovalor principal para o problema (3.2.11).
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(1) Neste caso, a(V,m) = sup p1(\) > p1(0) = AV (V) > 0. Assim, o item (iii) segue do
item (2-a) do Teorema 3.2.1 AeEHSS itens (i) e (ii) seguem dos itens (1-a) e (1-b) do Teorema 3.2.1,
respectivamente. Verifiquemos, agora, o sinal desses autovalores.

Lembramos que A\ (V,m) = mj\i}l Ey(u) = Ey(ug), onde ug é a autofungdo positiva asso-

ciada a A (V,m). e W. Disso e de AP (V) > 0,

> (). Definamos « HUOIIp
vem que Fy (@) > 0 e, consequentemente, Fy(ug) > 0. Portanto, A\;(V,m) > 0. Ainda,
se urél]bni Ey(u) = Ey(u), entdo, de modo andlogo, temos Ey(u;) > 0e A_1(V,m) =
—urél]\i/[r{ Ey(u) = —Ey(u;) < 0. Portanto, A_1(V,m) < 0.

(2) Observamos que 11(0) = A2 (V) = 0 e a(V,m) = sup s (A) > 0. Pelo Teorema 3.1.2,
0 € autovalor principal para o problema (3.0.1). Além diss/\oe,Rcomo d<0,p4(0)=—-d>0e,
por p; ser concava, devemos ter o(V, m) > 0 pois, caso a(V,m) = 0, 14 (0) = 0, o que é um
absurdo. Ainda, por hipétese, m™ Z 0em Qou ot Z 0emI'; e d < 0, donde a0 menos uma
dentre m e o deve ser indefinida. Consequentemente, podemos aplicar o item (2-a) do Teorema
3.2.1, o qual nos garante a existéncia de dois autovalores principais para o problema (3.0.1).
Visto que 0 € autovalor principal para o problema (3.0.1), existe um tnico autovalor principal,
ndo-trivial, neste caso.

Verifiquemos, agora, que este autovalor principal ndo-trivial é positivo. Sabemos que
A_1(V,m) < A (V,;m). Como 0 é autovalor principal, devemos mostrar que A_;(V,; m) = 0.
€ M~. Assim, A_;(V,m) < Ey ((_g;l/p> _ EVE;OO)
0. Por outro lado, se uy é a autofungdo positiva associada a A_;(V,m), LP-normalizada,

0=A"P(V) < Ey(up) = A_1(V, m). Portanto, \_;(V, m) = 0 e Ay (V, m) é positivo.

Por um lado, como d < 0, = d)l/p

(3) Este caso pode ser demonstrado de maneira andloga ao caso anterior e, portanto, serd omi-
tido.

(4) Primeiramente, notamos que, por d = 0, ¢ € A. Além do mais, y1(0) = )\iV’D(V) =0,
implica em Ey (¢) = p1(0) = 0. Deste modo, a(V, m) < Ey(py) = 0. Disso e da hipétese
geral, o(V,; m) = 0. Portanto, pelo Teorema 3.2.1, o problema (3.0.1) possui um dnico autovalor
principal. Por isso, por 1;(0) = 0 e pelo Teorema 3.1.2, concluimos que A = 0 é o dnico

autovalor principal, para o problema (3.0.1).

Observacao 3.2.5. Se V' = 0 no problema (3.2.11), entdo A = 0 serd um autovalor para tal
problema, desde que I'y; = (). Neste caso, pelo item (1-a) do Teorema 3.2.1 (m =1 > O e

o = 0), temos que A = 0 serd o dnico autovalor principal para o problema (3.2.11). Sendo
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assim, podemos dizer que 0 = A" (V) = 41(0), e podemos considerar @, = ¢, onde ¢ € R,

com ¢ # (.

Observacao 3.2.6. Os resultados (2) e (3), apresentados na Proposi¢cdo anterior, generalizam

aqueles apresentados por Umezu (2006) para o operador p—laplaciano.

3.3 Geometria do Funcional Energia Restrito as Variedades M " e M~

Nesta secdo, estudaremos a geometria que o funcional energia apresenta quando restrito
as variedades M™* e M~. Mais especificamente, determinaremos condigdes sob as quais o
funcional energia é coercivo e verificaremos que o mesmo satisfaz a condi¢do (PS). Contudo,
mostraremos que, no caso singular, a condi¢do (P.S) é valida somente em niveis superiores ao
do autovalor principal \,.

Inicialmente, observamos que a Proposi¢ao 3.2.2, da secd@o anterior, nos fornece uma pri-
meira condi¢io suficiente para que haja a coercividade do funcional energia, Ey-, sobre M*, a
saber, a(V,m) > 0. Tal condi¢@o é apresentada pela contrapositiva da defini¢do de coercivi-
dade, pois a Proposi¢do 3.2.2 nos diz que, se (u,) C M+t e Ey(u,) < T, para algum 7' € R,
com 7" > 0, entdo (u,) é limitada.

Na sequéncia, justificaremos porque «(V,; m) > 0 é uma condigdo “quase” necessdria para
que Ey seja coercivo sobre M*. Notamos que a Proposi¢io 2.3.2, garante a validade da pro-

xima proposi¢do no caso em que I'; = ().

Proposicio 3.3.1. Suponhamos o % 0 (respectivamente, o~ Z 0). Se a(V, m) < 0, entdo Ey

(respectivamente, — ) € ilimitado inferiormente sobre M T (respectivamente, M ™).

Demonstracdo: Seja uy € A, com uy > 0, de modo que, Ey (ug) = a(V, m) < 0. Considera-
remos quatro casos:
Caso 1: Suponhamos que m™* # 0.

Consideremos w € Wol’p(Q), comw > 0, tal que w # 0 e supp w C Q. Assim, dado

n € N, pelo T.V.M,, existe s, € (0,1),com0 < s, < % tal que

1
I (uo + E) == /m(uo + sw)P % (ug + sp,w)wdz
n n
O+

1
+ - / m(ug + s,w)"" % (ug + spw)wdr > 0.
n

Q-+
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Quando n — oo, temos que ug + £ — ug e By (ug + %) — Ey(ug) = a(V,m) < 0. Além

disso, I (uo + %) — I3(ug) = 0, por valores positivos. Consequentemente, quando n — oo,

By (wo+%)
o (v 1 2)

UO‘F%

€ M, para todo n € N, segue a validade do resultado para esse
I, (Uo + %

Logo, como s

caso. )

Caso 2: m < 0e mug Z 0.
Primeiramente, observamos que, por mug # 0, devemos ter |[27| > 0 e ug # 0 em Q™.
Consideremos w € Wy () N L®(R), com w > 0, tal que 0 # w < ug e supp w C Q.

Entéo,

Agora, observamos que, por 0 < w < wg, para todo n suficientemente grande, temos

up — £ < ug, donde (ug — 2)” < uh. Porm < 0e mug # 0, vem que m (ug — 2)” > mu.

Logo, /m (uo — E>pdx > /mu‘gdx.
n
Q

Q

n
KO KO

p
Afirmacao 1: Existe Ky C (2, mensurdvel, tal que / m <u0 — E) dz > / mugdz.

. - . w\P
Suponhamos, por absurdo, que isto ndo ocorra, ou seja, / m (uo — —> dex = / mugdx,
n
K

K
para todo subconjunto mensurdvel K C 2. Pelo Teorema H.1, m (uo — ﬂ)p = mub q.t.p. em
n 0

Q.

Tal igualdade vale para todo = em (2. Em (_, terfamos ug — % = ug q.t.p. €, assim, w = 0
g.t.p. em €27, o que é um absurdo. Logo, vale a Afirmacéo 1.
Decorre, da validade da Afirmacdo 1, que / m <u0 — E>p dz > / maufdz. Por isso e pela
Q

n
Q

equacgdo (3.3.1), I, (uo — %) > (), para todo n suficientemente grande.

Ainda, Ey (uo — %) — Ey(uo) = a(V,m) < 0e I (uo + %) \y Is(up) = 0. Logo, de
maneira andloga ao anterior, segue a validade do caso 2.
Caso 3: m <0, mug = 0.

Consideremos uma fungdo w € W, com w > 0 e supp w C QY, de modo que supp Y (w) C

'] . Tal fungdo pode ser construida de maneira analoga aquela construcdo feita no Lema 3.1.2.
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N 1 w
Ponhamos K = supp T (w). Com isso, para x € K, w(z) > 0 e, consequentemente, ug + % >

. . w P
up em K. Vistoque K C T'f, o |u0 + %"p > ol|ug|P. Disso, segue que /a ’uo + —‘ dp >
n

/a]uo\pdp.

K

K

De maneira similar a demonstracdo da Afirmacdo 1, conseguimos provar que existe um

p
subconjunto mensuravel de K, digamos F, tal que /a ‘uo + E‘ dp > /a\u0|pd,0.
n

E E
Consequentemente,

w |P w |P w P
/a‘uo—i-—’ dp + /o’uo—i-—‘ dp+/a’u0+—‘ dp >
n n n
E

ry rf—-F

p
/a!u0|pdp+ / 0|u0|pdp+/0)uo+%‘ dp,

ry rf-g E

Portanto, /o (uo + %) = / olug|”dp > 0. A partir disso, de mandeira andloga aos casos

ry
anteriores, vemos que vale o caso 3.

[
Em seguida, buscamos provar um resultado similar ao da Proposicao 3.2.2, para o caso
a(V,m) = 0. Contudo, no caso singular, fazem-se necessarias algumas hipéteses adicionais,

0 que nos leva a afirmar que se trata de um resultado menos geral do que aquele obtido para

a(V,m) > 0.

Proposic¢io 3.3.2. Suponhamos o™ # 0. Se a(V,m) =0 e (u,) C M satisfaz
(a) u, > 0, paratodon € N;
(b) |2, = {z € Qun(z) > 0} = 0
(©) (Ev(u,)) C R é limitada,

entdo, (u,) é limitada em V.

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que (u,) seja ilimitada em W e definamos v,, =

Un
[[wn]]

. Entdo, (v,) C W é limitada e, pelos Teoremas A.2, A.6 e B.2, a menos de considerarmos

uma subsequéncia, se necessario, existe vo € W tal que v,, — voem W e v, — vy em

LP(Q) N LP(09).
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Assim, pelos Teoremas B.3, B.4 e H.4 e pela Desigualdade de Holder, a menos da passagem

a uma subsequéncia, obtemos

= ——1Iy(u,) = 0,
[[n] [P

[t~ [mpuds| < fmallfen” = ool 0 ¢ L)
0 Q
ou seja, I(v,) — Ix(vg) e Iz(v,) — 0, donde I5(vy) = 0. Ainda, por (c) e por (u,) C W ser
1
ilimitada, Ey (v,) = WEV(un) — 0.
Unp,
Desta forma, se I'y # (), obtemos

1+/V|vo|pdx:lim 1+/V|vn|pda€ = lim Ey (v,) = 0,
Q Q

donde vy #Z 0 em €. Por outro lado, se 'y = (), temos

1—|—/V|Ug|pdx:hm 1+/V|vn]pdx ~ lim EV(UH)+/|Un|pdp :/|v0\pdp,
Q Q o0 o0

e, se vg = 0 em (2, entdo / |vo|Pdp = 0, 0 que é um absurdo. Portanto, vy Z 0 em 2. Assim,

0
Vo

[[vol[
Agora, como u,, > 0, para todo n € N, temos v,, > 0, para todo n € N. Consequentemente,

c A

podemos considerar

0 ¢ A, concluimos que

U
[vol[p

vp > 0. Além do mais, por |

1
0 S EV < hl ) = pEv(’Uo) S lim inf EV(Un) = 0.
[lvollp/ [lvollp

De outro modo, Ey(vg) = 0 = «(V,m). Pelo item (2-b) do Teorema 3.2.1, segue que vy é
uma autofuncio associada a A, e, por conseguinte, vy > 0 em (2. Mas isto € um absurdo com a

hipétese (b), a qual garante que |Q_,, | = [Q2_,,| = 0. Logo, (u,) deve ser limitada em 1.

Observacao 3.3.1. Um resultado similar pode ser estabelecido para o caso em que o~ # 0,

considerando-se — 'y, sobre M .

Como comentamos na introducdo deste trabalho, quando permitimos a funcdo potencial

mudar de sinal, perdemos a coercividade do funcional energia, como um todo. Percebemos,
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pelos resultados apresentados aqui, que a mesma sé se verifica sob determinadas condicdes

bem postas.

Na sequéncia, provaremos a validade da condicao (PS), em cada um dos casos o(V, m) > 0

ea(V,m)=0.

Proposicédo 3.3.3. Suponhamos «(V, m) > 0. Entdo, o funcional Ey satisfaz a condigdo (P.S),

sobre M ™, em todos os niveis ¢ € R.

Demonstracdo: Seja (u,,) C M uma sequéncia (PS) para Ey, ou seja, existe uma sequéncia
(en) C R, de modo que ¢,, — 0 e se verifiquem:

((PS1)) Ey(uy) — c;

((P52)) [ B (un)(§)] < enl[¢]]. paratodo § € To,, M.

Agora, paraw € W, definamos,

by (w) = w — /m]un]p2unwdx + /alun|p2unwdp U,V € N.
Q

Iy

Pondo B,, = /m|un|p_2unwdx + /a|un|p_2unwdp, temos B,, = I}(u,)(w).
Q

I
Verifiquemos que b, € T,,, M*, para todo n € N. Ora,

L(uy) (bp(w)) = /m|un|p_2un(w — Buuy,)dx + /J|un|p_2un(w — Byuy,)dp
Q I

= Iy(un)(w) — Bulo(uy) = B, — B, = 0.
Com isso, tomando £ = b, (w) = w — B,u, em (PS2), temos
By () () = [ (V1072 Vt Vi) P10l

Q

= /[qun|p_2Vun -V (w — Buun) + Vun [P *u, (w — Byuy,)]dx
0
= Bl () () — BuBy ().

Por isso, podemos reescrever (PS2) na forma

| By (un)(w) = BBy (un)| < &nflw — Byunl|,Vn €N,
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Ainda, da condigdo (PS1), concluimos que (FEy (u,)) C R é limitada e, pela Proposicdo 3.2.2,
temos que (u,) C W é limitada. Por conseguinte, dos Teoremas A.2, A.6 e B.2, a menos
de considerarmos uma subsequéncia, se necessario, existe uy € W tal que v, — upem W e
Uy — ug em LP(Q) N LP(0N).

Como w € W ¢ arbitrério, consideraremos, para cada n € N, w = u,, — uy. Disso, segue

que

| Bn| = /m|un|p_2un(un — up)d + /Olunlp_Qun(un — ug)dp
0

Iy

= [Imllso[ualll ™t = wolly + 1o llc.00llwnl [ pallun — uollpo0 — 0.

Repetindo os cdlculos acima, verificamos que / V|t [P~y (1, — ug)dz — 0. Além disso,

0
por (PS1) e pela Proposicao 3.2.2, concluimos que (u,,) C W é limitada. Como consequéncia

disso, temos
Ey (uy) (uy, — ug) < eplltn — uol| + 0| Bal||tn|| + BnEy (un) — 0.
Portanto,

/[|Vun|p_2Vun -V (up, — ug)dx + /V|un|p_2un(un — ug)]dz — 0.
Q Q

Por conseguinte, lim / [[Vu,[P~*Vu, - V(u, — ug)]dz = 0. Decorre, da Propriedade (S*) do
Q

p-laplaciano e da Desigualdade de Holder, que Vu,, — Vuy em LP({2) e, consequentemente,
Uy, — Ug em W,

Logo, Ey satisfaz a condi¢@o (P.S) em qualquer nivel ¢ € R.

]

Finalmente, verifiquemos que, quando a(V, m) = 0 o funcional energia satisfaz a condi¢do
(PSC) em todos os niveis ¢ € R, tais que ¢ > )\,. E interessante ressaltar que a condi¢io (P.S)
falha no nivel A\, = A\;(V,m) = A_1(V, m), pois, de acordo com o item (2-b) do Teorema 3.2.1,
A, ndo é atingido nem em M, nem em M —, mas em todas as fungdes u € A.

Contudo, como pretendemos aplicar a teoria de Ljusternik-Schnirelmann para obter uma

sequéncia de autovalores para o problema (3.0.1), precisaremos de uma condi¢do de compaci-
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dade para provar que os valores obtidos s@o valores criticos do funcional energia, Ey, restrito a

variedade M ™. Por este motivo, provamos esta condi¢do mais fraca de compacidade.

Proposicio 3.3.4. Suponhamos a(V, m) = 0. Entdo, Ey satisfaz a condigdo (PSC') em M

em todos os niveis ¢ > \,.

Demonstracio: Seja (u,,) C M ' uma sequéncia (PSC). para Ey, isto é, existe uma sequéncia
(e,) C R, de modo que £, — 0 e sejam vdlidas:

(PSCL)) Ev(un) — ¢

(PSC2)) | By () (€)] < 11— II¢]l. para todo € € T, M+

— L [fun|
Suponhamos, por absurdo, que (u,) seja ilimitada. Definindo v,, = Muy7» temos que (vn) C

[[un
W € limitada e, pelos Teoremas A.2, A.6 e B.2, a menos de considerarmos uma subsequéncia
de (vy,), existe vy € W tal que v, — vg em W e v, — vy em LP(Q2) N LP(0N).
Considerando b,, como na proposi¢éo anterior, temos que b, (v, — vg) € T, M. Assim,

considerando £ = b, (v, — vy) em (PSC2), e repetindo calculos similares aos apresentados na

demonstra¢do do caso 2, da Proposi¢do 2.3.2, obtemos

1+ [|u,|

Un — Vo

[P

| B (vn) (Un — v0) = BpEy ()] < B,

)

onde B,, é definido como na proposi¢do anterior.

Ainda, devido a % <1, (lﬂm!ll) C R ¢ limitada. Repetindo os mesmos argumentos

da proposigio anterior, concluimos que B, — 0 e [ V|v,[’"?v,(v, — ug)dz — 0. Disso e da

Q
limitagdo de (v,,) em W, vem

Un — Vo
ann

Ey (vn) (v, — o) < &, ( [[unl ) + B,Ey(u,) — 0.

L [funl|

[l [?

Consequentemente, lim / [[V,|P~2Vv, -V (v, —up)]dz = 0. Com isso, pela Propriedade (S™)
Q

do p-laplaciano e pela Desigualdade de Holder, Vv, — Vuy em LP(Q) e, assim, v,, — vy em
W.

Notamos que, por ||v,|| = 1, paratodo n € N, vy # 0. Assim, podemos considerar
Yo

[voll

€ S. Além do mais,

1
Ev(vy) = lim Ey (v,) = lim WEV(un) =0
Unp
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[2(2}0) = lim IQ('Un) =1 IQ(U%) =0.

m —

[l [P
Por conseguinte, vy € A e Ey(vy) = 0 = «(V,m). Pelo item (2-b) do Teorema 3.2.1, temos
que vy € autofuncdo associada a A, e, pelo Teorema 3.2.2, concluimos que vy = dyg, para

algum d € R, com d # 0. Ou seja, vy tem sinal constante.

Por outro lado, dado w € W, tomando ¢ = b,,(w) em (PSC2), obtemos

w

— B,v,|| =0

By (vn)(w) = BBy (un)| < én (1 ﬂqu'z'II) ‘

[[un [P

e, pelos Teorema B.3, B.4 e H.4 e pela Desigualdade de Holder, considerando uma subsequén-

cia, se necessdrio, B, — /m|v0|pd:v + /a|v0|pdp. Deste modo, Ey (vg)(w) = clz(vg)(w),
Q

I't
para toda funcdo w € W, ou seja, vy € autofuncio associada ao autovalor c. Além disso, a me-

nos de considerarmos |vg|, podemos supor vy > 0. Disso, de vy = dyg e de ¢ > A, chegamos
a uma contradicdo com o Teorema 3.2.2.

Logo, (u,) é limitada e, a menos da passagem a subsequéncia, repetindo o procedimento
para u,, e aplicando a Propriedade (S™), concluimos que u,, — uo em W, provando a condigdo
(PSC),. para Ey, restrito a M.

|

Para finalizar este capitulo apresetaremos, nas préximas duas se¢des, a constru¢do do pri-

meiro autovalor ndo principal para o problema (3.0.1) e o processo para a obten¢do de uma

sequéncia de autovalores.

3.4 Existéncia de Autovalores Nao-Principais quando o(V, m) > 0

Nosso objetivo, nesta se¢ao, serd provar a existéncia de uma sequéncia de autovalores para o
problema (3.0.1), quando «(V, m) > 0. Mais especificamente, neste caso, conseguimos garantir
a existéncia de duas sequéncias de autovalores, uma tendendo a 400 e a outra tendendo a —oo.

Por simplicidade, assumiremos que uma dentre o e m™ ndo é identicamente nula e prova-
remos a existéncia de uma sequéncia de autovalores que tende a +00, € 0os argumentos para o
outro caso seguirdo de maneira similar.

Para obtermos tal sequéncia de autovalores, construiremos, via Teoria Critica de Ljusternik-

Schnirelmann em Variedades C', uma sequéncia de valores criticos do funcional energia E\,
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restrito a M *. Além disso, por se tratar de uma ferramenta menos complexa de se abordar, neste
trabalho, optamos por utilizar o Genus de Krasnoselskii ao invés da, assim chamada, Categoria

de Ljusternik-Schnirelmann.

Definicao 3.4.1. Para cada k € N, definimos
Rir = {K C M"; K é simétrico, compacto e i(K) > k},

onde i(K) denota o Genus de Krasnoselskii de K em WP(Q).
Observacao 3.4.1. Note que, pela definicdo acima, Ry1 C Ry, k € N.

Observacao 3.4.2. A definicdo do Genus de Krasnoselskii e as propriedades pertinentes a este

trabalho se encontram no Apéndice, Se¢ao F.

Antes de construirmos a sequéncia de autovalores, precisamos verificar que Ry, # (), para
todo k£ € N, uma vez que este fato ndo fica evidente apenas pela defini¢do dos conjuntos e, caso
ocorresse de algum desses conjuntos ser vazio, ndo seria possivel utilizd-los para a constru¢ao

da sequéncia.
Lema 3.4.1. Suponhamos o # 0 oum™ # 0. Entdo, Ry, # (), para todo k € N.

Demonstracao: A prova desse lema consiste em, para cada k € N, construir um conjunto que
esteja em Ry. Consideraremos dois casos em separado.
Caso 1: m™ # 0.

Neste caso, podemos considerar k bolas fechadas e disjuntas, Dy, Do, ..., D C €2,. Sejam
By,Bs,...,B, C Q, taisque B; C D;, paratodo 1 < ¢ < k, de modo que, ey, e, ..., ex
sejam, respectivamente, as regularizagdes das func¢Oes caracteristicas X p,, XB,; ---» XB,» €OM

supp e; C D;, paral < i < k. Com isso,

supp e; N supp e; = (), parai # j, e /m]ei|dx >0,V1<i<k.
Q

Definamos, agora,
k

F= Zaiei;aiER ﬂMJr

i=1
Provaremos que F' € Ry. Para tanto, verifiquemos que F’ satisfaz as condi¢Oes dadas na De-

k
finicdo 3.4.1. Portanto, seja [ = {Z e oy € ]R}. Temos que F' # (). Com efeito,

=1
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€;

para 1 < i < k, temos Iy(e;) = /m|ei\pdx = ¢ > 0. Entdo, u; = ~7 € M. Pondo
c

Q

1 . .
= € R, concluimos que u; € F. Também, F' € simétrico. De fato, se u € F', entdo
c
k
existe (a;)"; C Rtal que u = Y aye; e Ir(u) = 1. Assim, existe (5;)"; C R, com 3; = —a,
i=1

paral <i <k, tal que —u = i Bie; e I5(—u) = 1. Portanto, —u € F.

O conjunto F' é compactol.ﬂ()ra, F} € um espaco vetorial de dimensao finita e, portanto,
fechado. Além disso, como M+ = I;1({1}) e I, é de classe C', M é fechado. Disso e de M+
ser limitado, FF C M ™ e F' C F}, segue que F' é compacto. Finalmente, i(F') = k. Com efeito,
definamos f : ' — S*~! pondo f(u) = ﬁ

que f estd bem definida, pois 0 ¢ F. Além disso, ||f(u)||x = 1, para todo u € F. Entdo, da

, onde || - || denota a norma de R*. Notamos

Andlise no R”, sabemos que f é um homeomorfismo e que f(—u) = ﬁ = — (W) =
— f(u), provando que f € impar. Portanto, pelo Teorema ....., temos que i(F) = i(S*71) = k.

Consequentemente, F' € R.
Caso2: m™=0eot £0.

Nesse caso, daremos ateng@o especial a construgdo das funcdes e;, 1 < ¢ < k, uma vez que
a defini¢do de F' e a verificac@o de suas propriedades, se dao de maneira andloga ao do caso 1.

Comecaremos considerando £ bolas abertas e disjuntas By, Bs, ..., By C (2, de modo que
S;=B;NT, #0e|Q; = S;NIJ| > 0. Notamos que a segunda condico é possivel, pois
[T | > 0. Observamos ainda, que para que consigamos fun¢des com suportes disjuntos, I'; ndo
pode ser composto por um Unico ponto, o que justifica excluirmos o caso em que N = 1, no
enunciado deste lema.

Para cada i € {1,2,...,k}, seja xq, a funcdo caracteristica de (); e ¢, € C*°(I'y) sua
regularizacao.

Ponhamos a; = / o|yi[Pdp > 0. Pela sobrejetividade do operador traco, consideremos

I'1

v; € C™(Q) tal que Y (v;) = ;.

A seguir, consideremos subconjuntos abertos “menores”, B? C B;, de modo que EQHFT =
Qi e que
a;

|B7| <

2[m||oo|fvi] 5"
o que é possivel, pois |B;| > 0e Q; C B;, paracadai € {1,2,....k}. Seja Xzo a fungdo
caracteristica do conjunto fechado EO e u; sua regularizacao.

Definamos e; = u;v;, para cada i € {1,2, ..., k}. Entdo, se verifica que:
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(1) Y(e;) = 1y, paratodo 1 < i < k. De fato isto ocorre onde u; = 0 e 1»; = 0 e onde u; = 1,
pOiS T(Uz) = 1/}1

Em I'; a “faixa de regularizacdo” de ); coincide com a “faixa de regularizacdo” de u;, visto

que xo. = Xp7 o Sendo assim, se chamarmos esta faixa de B, temos que T(e;) = T(u)

Observe que, como...

2

(2) como B; sdo disjuntas, também o sdo as B? e, consequentemente, supp e; N supp e; = 0,

sei # j,comi,j € {1,2, ..., k}.

3) /mye,-v’da; _ / m|0|pdx+/m]vi|pdx < |1l [01]|| BY| <
Q Q-BY BY

1
- /0’|’§Di‘pdp, paracadal <i < k.

a;

5 ,donde/m|ei|”dx <
Q

2

ry
Logo, Ir(e;) = /m!ei\pdx + /a|ei|pd,o = ¢ > 0,paracadal < i < k, e, repetindo o
Q

'y
procedimento do caso 1, obtemos a validade do lema.

Observacao 3.4.3. E importante ressaltar que ao considerarmos as bolas no lema acima, as
mesmas ja foram tomadas de modo que o suporte das regularizagdes das fungdes caracteristicas

permanecessem disjuntos, como explicado no caso 1.

Teorema 3.4.1. Suponhamos «(V,m) > 0, e que 6" Z 0 ou m* % 0. No caso em que

m™* = 0, suponhamos também N > 1. Definamos, para cada k& € N, o seguinte valor real

A = K%fzk max Ey(u). (3.4.1)

Entdo, (\;) é uma sequéncia ndo decrescente de autovalores para o problema (3.0.1), tal que

lim A\, = 4+o00. Além disso,
k—+o0

Ao(Vym) = inf{\; A > A\ (V,m) e A € um autovalor de (3.0.1)}. (3.4.2)

Demonstracao: Primeiramente, para provar que os valores definidos em (3.4.1) sdo autovalores
do problema (3.0.1) e que kEI—Poo A = +00, aplicaremos o Teorema C.12. Lembramos que, de
acordo com a Proposi¢do 3.3.3, que o funcional energia associado ao problema (3.0.1) satisfaz
a condigdo (PS) em qualquer nivel ¢ € R. Ainda, observamos que, por Fy ser limitado

inferiormente sobre M, quando a(V, m) > 0, —0o < Ay, para todo k € N. Da mesma forma,
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se A, = +o00, entdo Fy (1) = max Ey(u) = +o0o, paratodo K € Ry e u € K. Mas, isto é um
absurdo, pois Ey (@) < |[|[Val[[D + [|V||e]|t][5 < e1]|@]] < oo, onde ¢; = max{1, ||V|[w}.

Além disso, pela Observacao 3.4.1 e pela definicdo de infimo, concluimos que A\ < Agiq.
Portanto, pelo Teorema C.12, segue a validade da primeira parte do teorema.

Para finalizarmos, provaremos a caracterizacdo para \o(V,m) dada em (3.4.2). Para tal,
verificamos, inicialmente, que a definicdo de A, (V, m) coincide com a defini¢do de A, dada em
(3.4.1). Como \;(V,m) é simples o autoespago gerado por ; é unidimensional e, consequen-
temente, seu genus também € 1. Sendo assim, seu autoespago € um elemento de R, e obtemos
a equivaléncia entre as defini¢des.

Neste sentido, fixemos as seguintes notagdes: Ao(V,m) = Ao, M(V,m) = A\ e K, o
autoespaco gerado por 1, com dim K, = 1. Vejamos que Ay > A;. Como Ay > Ay,
basta verificarmos que ndo pode ocorrer a igualdade. Se Ao = A, entdo inf max Ey(u) =

KeR2 ueK
min Ey(u) = Ey(g;). Deste modo, i(K),) = 2, o que é um absurdo com a simplicidade de

ueM+
A1

Resta-nos verificar que ndo existe nenhum outro autovalor entre A\; e Ao. Para isso, suponha-
mos, por absurdo, que exista um autovalor \ para o problema (3.0.1), com autofung¢do associada
v e M, tal que \y < A < \y. Dessa desigualdade e do Teorema 3.2.1, concluimos que A ndo

¢ autovalor principal de (3.0.1) e, portanto, v muda de sinal. Logo, ||v*]|[, > 0e |[v~||, > 0.

Agora, tomando v em (??), temos

/HVUV’ Vo - Vo + VP 2ovt]de = A /m]v|p 2vv+dx+)\/a|v]p 2vvtdp,

Q Iy

0 que equivale a

/|Vu|p+V|v|pdx— /m|v|”dx+)\ / olv|Pdp.

QY

Também,

Ey(v /|Vv]p+V]v|pda: e Ir(v /m|v\pd:c+/a\v\pdp

+ + 691)

Por conseguinte, Ey (v') = A3(v"). De maneira andloga, vemos que Ey (v™) = A (v™).
Jr

Ainda, I(v") > 0. De fato, se Io(v") = 0, entdo Ey(vT) =0e € A. Consequen-

v
o]l
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+
temente, a(V, m) < Ey (HUTH) = 0, o que é um absurdo. Por outro lado, se I(v") < 0,
UTlp
entao
E (vt
AL (V,m) < — IZV((;)) = A<M\ = Aa(Vim) > A,

0 que é um absurdo. Portanto, I5(v") > 0. Analogamente, vemos que I(v~) > 0.

Para o que segue, seja
D={aw"+bw ;abeR}NM".

Notamos que 0 € D. E, como os suportes de v+ e v~ sdo disjuntos, dado uma fungio v € D,
temos que u = av™ ou u = bv~, para certos a,b € R. Assim, podemos definir as seguintes

aplicagdes, f : D — R?, dada por f(u) = (u,0), g : R* — {0} — S, definida por g(y) =
Y

[ly[e2
entre D e S*. Pelos Corolarios F.1 e F.2, temos que i(D) = i(S!) = 2.

e h = g o f. Utilizando resultados de Anélise,podemos ver que h ¢ um homeomorfismo

Portanto, D € Roe Ay < mag: Ey (u). Mas, note que, se tomarmos u € D, podemos supor,
ue

sem perda de generalidade, que u = av™, para algum a € R, com a # 0. Logo,
Ey(u) = Ey(av") = d?Ey(v') = a?A(v") = A (av™) = .

Consequentemente, mag)( Ey(u) = Ae, assim, Ay < A, 0 que é um absurdo. Portanto, o teorema
ue

em questdo € valido.

A partir do teorema anterior, € possivel provar o seguinte coroldrio.

Corolario 3.4.1. Suponhamos que a(V,;m) > 0,e que 0~ # 0 oum~ # 0. No caso em que

m~ = 0, suponhamos também N > 1. Definamos, para cada k € N, o seguinte valor real

A = inf max—FEy(u), (3.4.3)

KeP, ueK

onde P, = {K C M~; K é simétrico, compacto e i(K) = k}. Entdo, (A_;) é uma sequéncia

ndo crescente de autovalores para o problema (3.0.1), tal que klim A = —00Q.
—+00

Observacao 3.4.4. Uma caracteriza¢do para \o(V,m), como sendo o segundo autovalor a di-
reita do problema (3.0.1), foi fornecida pela primeira vez, por Anane; Tsouli (1996), para um

problema com condi¢do de fronteira de Dirichlet e fun¢do potencial V' = 0. Uma segunda
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caracterizagdo para \y(V,m) foi estabelecida por Cuesta; Quoirin (2009), para um problema
do tipo Dirichlet com fung¢des potencial e peso indefinidas. A obte¢ao de tal caracterizagio foi

apresentada no capitulo 2 deste trabalho.

3.5 Existéncia de Autovalores Nao-Principais quando o(V, m) = 0

Nesta secdo trataremos do caso singular. Como ja mencionamos anteriormente, a condi¢ao
(PS) falha no nivel do autovalor principal e isto dificulta a aplicacdo de métodos variacionais
para a constru¢do de autovalores nao-principais. Contudo, provamos na Proposi¢ao 3.3.4, que
Ey satisfaz a condi¢do (P.S) em todos os niveis estritamente superiores a A, sobre M. Isso
serd util para a construcao de autovalores nao principais.

Sejam, ainda, V,V € L>(Q). Definamos o : R* — R, pondo
a(t) = a(V +tV,m) = nf{Ey o (u);u € A}, Yt € RT

Lema 3.5.1. Suponhamos que um dentre os itens da Proposicao 3.1.1 é verificado. Entdo, a
fungdo «v é concava, diferencidvel em ¢ = 0 e existe uma fungdo ug € A, tal que Ey (ug) = a(0)
e

Mmz/mem (3.5.1)

Q

Demonstracao: Vamos organizar a demonstracdo em passos, a fim de facilitar a observacdo de
cada fato.
1° passo: Notamos que «(0) = a(V,m) = 0. Pela Proposi¢do 3.1.1, a(V,m) é atingido em
alguma fungdo &, € A, ou seja, Ey (&) = a(V,m) = 0.

2° passo: Consideremos uma sequéncia (¢,,) C R, tal que ¢, — 0. Entdo,

aty) = a(V + tn‘~/7m) < Ev+tn\7<§0) = By (&) + 1ty / ‘7‘€0|pdx-
Q

Portanto,

%@fﬂgg/Vmwm (3.5.2)
" Q

3° passo: Quando ¢, — 0", V +t,V — V e, por « ser concava, o é continua. Assim,

a(t,) = a(0) = 0, o que equivale a a(V 4 t,V,m) — a(V, m) = 0.
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4° passo: Como as hipdteses da Proposicdo 3.1.1 sdo verificadas, para cada n € N, a(V +

t,V,m) < +oo e existem fungdes £ € A, tais que a(V 4 t,V,m) = By (£)).

Agora, como [,(£]) = 0, Jy(&)) = Ev(&)), para quaisquer n € N e A € R. Disso e de

(3.1.5), vem que, para todo € > 0 dado,

1
1 —[Xellollse.r,

/ V&g [Pda < By 11,7(&0) + [Vl + X[ (1m0 + )]0 oo,
Q

Deste modo, tomando 0 < & < (|A|||o||eer,) ", concluimos que a sequéncia / |VEy|Pdx
Q

é limitada. Portanto, se I'y # 0, (&) € WP(£2) é limitada.

Além disso, por /|V§3|pdx ser limitada, pelo Lema 3.1.1 e por |||, = 1, para
Q

todo n € N, concluimos que / |&0[Pdp | é limitada. Por consequinte, se I'y = (), também

0
concluimos que (&) C W'?(Q) é limitada.

Assim, dos Teoremas A.2, A.6 e B.2, a menos da passagem a uma subsequéncia, se neces-
sério, existe £ € W'P(Q) tal que £ — & em W'P(Q) e & — & em LP(Q) N LP(9N). Com

1SS0,

EM&%mﬂMm%:MW:Ich@:]m1MVHJﬂ:HE;ﬂWW@%ZEN&L

tn—0t tn—0t

ou seja, a(V,m) > Ey(&). Por outro lado,

@) ||&ll, = 1;

(b) pelos Teoremas B.4, B.4 e H.4 e a Desigualdade de Holder, considerando uma subsequéncia,

se necessdrio, temos I»(&)) — IQ(é{));
(¢) por I,(£}) = 0, para todo n € N e pelo item (b), I5(&) = 0.

Por (a) e (¢), a(V,m) < Ey(&). Portanto, Ey (&) = a(V,m) = 0 e, consequentemente,
& = &o.

5° passo: Temos,

0(0) = Bv(6) < By(€2) — alty) — / Vien P,
Q
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donde
O[(tn) - Oé(O) (7| e
E—— /V’§0 [Pdx.
Q
Portanto,
. ) — -
[igpas < =20 < [vigpan
Q " Q

Logo, o/(0) = /\7|§0|pdx, como querfamos.
Q

Observacao 3.5.1. Como « € diferencidvel em ¢ = 0,

W,
t

a(t)=a(0+t) = a(0) + ' (0)t + r(t), onde lim

t—0t

Assim, se V = 1, entdo, por a(0) = 0, (t) > 0, quando t — 0.

Teorema 3.5.1. Suponhamos que «(V,;m) = 0 e que o™ £ 0 ou m™ Z 0. No caso em que

m™* = 0, suponhamos também N > 1.

(i) Se L = {h € C([0,1], M*); h(0) > 0 e h(1) < 0}, entdo

B(V) =5 = inf Jnax By (u), (3.5.3)

satisfaz p > A,.

(ii) Dado uma fun¢do u; € M, com u; > 0, de modo que Ey (u1) < (3, temos que

Ao (V. = inf E 3.54
2(V,m) inf  Inax v(uw), (3.5.4)

onde H = {h € C([0,1], M"); h(0) = u; e h(1) = —uy}, é um autovalor para o problema
(3.0.1).
(i) 8 = Ao(V, m).

(iv) Ao(V,m) é o primeiro autovalor ndo principal para o problema (3.0.1) satisfazendo (3.4.2).

Demonstracao: i) Primeiramente, observamos que £ # (), pois sempre € possivel encontrar
fungdes v; < 0 e vy > 0, tais que vy, vy € Wol’p(Q), supp vy N supp vy = D e vy, vy € M.
Para tanto, basta-nos considerar bolas disjuntas em 2", suas respectivas fungdes caracteristicas
e repetir os passos de construcio que ja descrevemos em demonstracdes anteriores, por exemplo

ado Lema ??.
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Entio, I5(t'/Pv; + (1 — t)Y/Pvy) # 0, para todo ¢ € [0, 1], e podemos definir um caminho
7 :[0,1] — M, pondo

/Py 4+ (1 — )Py
Ly(tY/Pu; + (1 — t)1/Puy)1/p

7(t) = Ytelo1].

Notamos que v, (0) = vy > 0 e ;(0) = v; < 0. Portanto, v, € L, provando a boa defini¢ao
de (3.5.3).

Na sequéncia, verificamos que 5 > \,. Pela definicdo de \,, temos A\, < (5. Suponhamos,
por absurdo, que 5 = \.. Entdo, existe uma sequéncia (hy) C L, tal que m[aa)l(] Ev(hg(t)) = A
t€|0,

quando k£ — oo.

Agora, para cada k € N, podemos encontrar um valor ¢, € [0, 1], de modo que I5(hy(tx)") =

L(hg(ty)”) = % (%). A demonstragdo desse fato € similar aquela dada na Proposi¢do 2.5.1.

Ponhamos uy, = hy,(t) e observemos que, de (%), I5(2'/Puif) = 1, para todo k € N. Com

isso, 21/Puif € M+, paratodo k € N.
Além do mais,
(a) pela defini¢do de A, temos A, < EV(Zl/puf), donde Ev(uf) > %)\*.

(b) Ey (ui) = Ey(u;) + Ey(uy ). Com efeito,

By ux) = [190 =)+ Vi = Pl

Q
- / IVt + Vi Plda + / Ve [P + Vig|P)da
Quk QYk

+ —

= By (ui) + Ev(u)

(C) Ev(uk) = Ev(hk(tk)) S max Ev<hk(t))

t€(0,1]

De (a), (b) e (c), segue que

1 1
g < Br(w) = By (u) = Bv(wy) < max By (hu(t) = 5.

. ) 1
5)\* < Ey(uy) = By(u) — By (u)) < trél[(z)xi(] By (hi(t)) — 5/\*.
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Por isso, por rrl[oa)l(] Ey(hg(t)) — A« e pelo Teorema do Sanduiche,
te|0,

Jim Ey(uf) = % (3.5.5)
Disso e de (b), temos
kh_)rgo Ev(ug) = A, (3.5.6)
e, portanto, (Ey (uy)) € limitada.
Suponhamos, agora, que (ux) C M seja ilimitada. Definindo v, = HZ_:H’ temos que

(vg) € W ¢ limitada e, pelos Teoremas A.2, A.6 e B.2, a menos de passagem a subsequéncia,
existe vy € W tal que vy — vg em W e vy, — vg em LP(Q2) N LP(0N).
Decorre disso, que

(1) lim I5(vg) = lim I(ug) = 0;

1
Huk\1|p
(2) lim By (vg) = lim —— Ey (uy,) = 0;
|k |[P

(3) a menos de considerarmos uma subsequéncia, se necessario, dos Teoremas B.3, B.4 e H.4 e
da Desigualdade de Holder, I5(vg) — I2(vo);

(4) de maneira andloga ao anterior, | V|vi|’dx — | Vl|vg|Pdx, passando a uma subsequéncia,
0

. Q Q
se necessdrio. .

De (3.5.6), (2) e (4), temos

0< lim/|Vvk|pdx—lim Ey (vg) —/V|Uk|pdl‘ = —/V|vo|pda:.
Q Q Q

. Desta forma,
Vo, = V|l < [[Vollp + [[Voll, = 2[[Vuoll, = 0,

quando vy = 0. Assim, se vy = 0, temos que vy — vg em W, o que é um absurdo, pois

|luk|| = 1, para todo k € N. Consequentemente, vy # 0 e, como I5(vg) = 0, v; = T UOH c A
Vo p
Ainda, por Ey ser f.s.s.1., temos
Ey(vp) < liminf By (vg) = lim Ey (v) = 0. (3.5.7)

Entdo, por a(V,m) = 0, (3.5.7) e v; € A, segue que Ey(v;) = a(V,m). Assim, do
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item (2-b) do Teorema 3.2.1, obtemos que v, € autofuncao associada a \,. Pelo Teorema 3.2.2,
U] = cpg, para algum ¢ € R, com ¢ # 0. Ou seja, v; ndo muda de sinal. Suponhamos v; > 0, o
caso em que v; < 0 € tratado de modo andlogo.

Deste modo, pela defini¢cdo de vy e por v — v, temos |[Q2%¢| — 0. Agora, se isto ocorre,
0 mesmo ocorre para a sequéncia (21/pu,;) C M™, e verifica-se que 21/pu,; > 0, para todo
keN, [{z € Q;2YPu; (z) > 0} = |Q_.,| = Oe, por (3.5.5), (Ey(2"/Pu;)) C R é limitada.
Logo, pela Proposi¢do 3.3.2, concluimos que (2'/ Py, ) C MT é limitada e, por conseguinte,
(u; ) C W é limitada.

Assim, pelos Teoremas A.2, A.6 e B.2, considerando uma subsequéncia, se necessario,
existe ug € W tal que u, — ugem W eu, — upem LP(2) N LP(0N2).

Disso, de I5(u, ) = %, para todo k € N, dos Teoremas B.3, B.4 e H.4 e da Desigualdade
de Holder, concluimos que, a menos de passagem a uma subsequéncia, I(ug) = % Deste fato,
decorre que 2'/Puy € M.

Portanto, \, < Fy(2'/Pug) e, juntamente com (3.5.5), segue que
As . o Y
5 < By (up) < liminf By (u;, ) = lim By (u;, ) = 5

isto &, \, = Fy(2Pug), com 2/Puy € M™, o que contraria o Teorema 3.2.1. Logo, (uz) C W
¢ limitada.

Assim, pelos Teoremas A.2, A.6 e B.2, a menos da passagem a uma subsequéncia, existe
u € W tal que up, — uem W e u, — wem LP(Q2) N LP(0NQ).

Pelos Teoremas B.3, B.4 e H.4 e da Desigualdade de Holder, a menos de passagem a uma
subsequéncia, Io(ux) — Ia(@). Como Iy(ug) = 1, paratodo k € N, Ir(a) = 1, ou seja,

@ € M. Também, por (3.5.6),

isto é, \, é atingido por uma fun¢do em M™ o que, novamente, contraria o Teorema 3.2.1.
Logo, \. < 5.

(ii) Primeiramente, vejamos que existe ao menos uma fungdo u; € M™, que satisfaz as con-
di¢des impostas no teorema em questéo. Consideremos a sequéncia (u,,) C M™, definida em
(3.2.1). Notamos que u,, > 0, para todo n € N. Além disso, provamos no Teorema 3.2.1,

que Ey(u,) — .. Deste modo, como 5 > \,, por (i), para todo n suficientemente grande,
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B > Ey(uy,). Assim, tomando u; = wu,,, para n; suficientemente grande, obtemos a fungéo
desejada.

Vejamos, agora, que Az(V,m) é autovalor para o problema (3.0.1). A fim de simplificar a
notagdo, consideremos Ay = A\y(V, m). Observamos que,

(@)seh € Hh,entdo h € L, pois u; > 0 e —u; < 0. De outro modo, H C L. Assim, pelas
propriedades de infimo, 8 < \,. Ainda, pelo item (i), A, < 8 < As. E, pela Proposicdo 3.3.4,
Ey satisfaz (PSC'),,, sobre M*;

(b) como Ey é pare Ey(uy) < 8, temos que max{Ey (u1), Ey(—u1)} < B < Xs.

Portanto, de (a) e (b), podemos aplicar o Teorema C.6, com f = Ey, K = [0,1] e Ky =
{0, 1}, o qual nos garante que \, é valor critico de Ey . Logo, A, é autovalor para o problema
(3.0.1).

(iii) Tendo em vista que 5 < Ay, provaremos que A\, < 3. Pela defini¢do de infimo, considere-

mos £ > (, suficientemente pequeno, e h € L, de modo que

max Ey(h(t)) < B +e. (3.5.8)

Ponhamos uy = h(0). Pelo Lema 3.5.1, temos «(0) = «(V,m) = O e, parat > 0 sufi-
cientemente pequeno, o(V + ¢,m) > 0. Isto nos garante a validade da condigdo (PS) para
o funcional Ey 4, restrito a M*, em qualquer nivel ¢ € R. Ainda, por (i), Ev(u1) < S e,
por (3.5.8), Ey(upg) = Eyv(h(0)) < S + €. Disso, podemos considerar ¢ > 0, suficientemente
pequeno, de modo que

max{Ev+t(u0), E’V+t(u1)} < 5 + €. (359)

Agora, seja O = {u € MT;Ey4(u) < 5+ ¢}. Temos que O é aberto em M ™, pois
O =By, ((—00,8+¢)) e Eyyy é de classe C.
Afirmacao: O possui, no maximo, duas componentes conexas por caminhos.

De fato, para ¢t > 0 suficientemente pequeno, a(V + ¢t,m) > 0 e, pelo Teorema 3.2.1,
+¢1(V + t) séo os tnicos pontos criticos de Ey ., em M™, onde (V' + t) é a autofungio

associada a A (V + ¢, m). Deste tltimo fato,

Ev+t(:l:()01(v + t)) = )\1(V + t, m) = inf Ev+t(u).

ueM+

Consequentemente, de u; € M+ e (3.5.9), obtemos que Ey (+p1(V +1)) < Eyyi(ur) <

[+ e. Portanto, +p1(V +t) sdo os tinicos pontos criticos de Ey 4, restrito a M ™, em O. Logo,
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do Lema 2.4.2, segue a validade da afirmacao.

Assim, se u; € —u; estdio na mesma componente, obtemos que Ay < 5 + £. Caso isto nido
ocorra, uy pode ser conectado por um caminho a uma dentre as fungdes u; € —uy, de modo
que este caminho seja composto por funcdes na-negativas e permanecga a niveis inferiores a
[ + . Podemos repetir este argumento considerando /(1) e a outra fungdo dentre u; e —uy. Tal
construcdo pode ser feita com base na Observacgao 2.4.1.

Logo, A\ < 3 + ¢ e, fazendo € — 0, obtemos o resultado desejado.

iv) Observe que, como a(V, m) = 0, o problema (3.0.1) possui um tnico autovalor principal
A« Sendo assim, de (i) € (ii), A2 € um autovalor ndo-principal. O que nos garante que ||u®||, >
0. Provemos que A\ € o primeiro autovalor ndo-principal satisfazendo (??).

Seja A > A, um autovalor de (3.0.1), com autofunc¢ao associada u. Defina o caminho

tut — (1 —t)u”
L(tut — (1 — t)u)V/p’

h(t) =

Verifiquemos que h estd bem definido. Primeiro observe que I(tu™ — (1 — t)u™) =
tPIy(u™) + (1 — t)PIy(u™). Além disso,
e ndo ocorre Ir(u*) < 0. Provemos para u™, visto que para u~ segue de modo andlogo. Se

I(u™) < 0, entdo

A=FE u A
)\ — ) >
v (—12(U+)) -

ou seja, A, > A, o que contraria nossa hipédtese.
e Se Ir(u™) = 0, é possivel mostrar que ut é autofuncéo associada a A, e, desta forma, obte-
remos um absurdo com a Proposi¢do 3.2.1. Portanto, I5(ut) # 0. De maneira similar, vemos
que Ir(u™) #0

Logo, dos itens anteriores, I(u*) > 0 e, consequentemente, I»(tu™ — (1 —t)u~) > 0, para
todo ¢ € [0, 1], provando a boa defini¢do de h.

Observe que Ir(h(t)) = 1, para todo t € [0,1], donde h € C([0,1], M™T). Além disso,

h(0) = <0eh(l) = > 0.

[2( 7)1/19
Defina, agora, ¢ : [0,1] — M por

T

tu” + (1 —t)u”
L(tu= + (1 — t)ut)l/r

»(t) =

Entdo, v estd bem definida, I5(¢(t)) = 1, para todo t € [0,1], e ¥(0) = 12(u+)1/p e =
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_u
IQ(UJ*)I/I?'

. 7 ’ . + . u_ 7’[1,_ 7 Va .
Assim, ¢+ h é um caminho em M ™ que liga L) 7 & 7 onde h € o caminho reverso

de h.

Agora, se A > (3, ndo ha o que demonstrar. Suponhamos, neste sentido, que A < 3. Entio,

o (o) = ey 42

Também temos que Ey (h(t)) = Ae Eyv(¢(t)) = A, para todo t € [0, 1]. Por conseguinte,
YpxheHe tm[gol(} Ev((1* h)(t)) < B.
€0,
Pelo item (iii), A = /3, donde m[(z]l}ﬁ Eyv((¢%h)(t)) < A2, 0 que é um absurdo. Logo, 8 < A,
te|0,

provando o resultado.
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4 CONCLUSAO

O estudo de problemas elipticos com funcdes potencial e peso indefinidas exige uma aborda-
gem mais cuidadosa e delicada, uma vez que faz-se necessario contornar algumas dificuldades
que surgem. A obtenc¢do de resultados de existéncia depende das medidas das partes positiva e
negativa das fungdes peso e potencial, bem como do espaco onde as mesmas se encontram.

Uma abordagem que se apresentou muito eficdz, tanto nos dois problemas apresentados
neste trabalho, quanto nos dois problemas de Steklov que optamos por omitir aqui, consiste no
uso de uma autocurva curva associada ao problema de autovalores. Como foi possivel observar,
independentemente das condicdes de fronteira, as propriedades relevantes da autocurva se man-
tém as mesmas, o que nos permite afirmar que estas sdo, de certa forma, intrinsecas a propria
defini¢cdo da curva.

Finalmente, com base neste estudo e nas referéncias pesquisadas, foi possivel perceber que
ainda existem problemas em aberto, mesmo quando consideramos o operador p-laplaciano, no
que tange a mudanca de sinal. Como trabalhos futuros, podemos mencionar o estudo de um
problema eliptico ndo linear com potencial indefinido, o qual ndo tivemos tempo habil para
resolver antes do fechamento desta dissertacdo. Além disso, serd interessante abordar proble-
mas envolvendo outros expoentes, tais como o fraciondrio e o p(x), incluindo nos problemas a

mudanga de sinal.
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APENDICE

Nesta secdo apresentamos alguns resultados utilizados ao longo do trabalho. Tais resulta-
dos sdo comuns na bibliografia e artigos da drea das Equacdes Parciais Diferenciais, e serdo

organizados por drea de conhecimento.
A. Espagos de Sobolev

Teorema A.1: Existe C' = C(|Q2]) > 0, |2 < oo, tal que ||ulle < C||ul|1p, para toda
u € WHP(Q). Ou seja, as imersdes WP(Q) — L>(Q) sdo continuas.
Além disso, se 2 é limitado, entdo
(a) a imersdo W1P(Q) — C(2) é compacta, para todo 1 < p < oo;
(b) a imersdao Wh1(Q) — L4(2) € compacta, paratodo 1 < ¢ < oco.
Teorema A.2: (Rellich-Kondrachov) Seja Q C RY um dominio de classe C%', N > 2. Se

p € [1,00), entdo o0 mergulho W'P(Q) < L%(Q) é continuo, desde que
Np

N —kp’

b)p>Negell o).

@p<nel<g<

ou,

N
Além disso,casop < Nel < qN

oup > Negqé€ [1,00), 0o mergulho é compacto.

Teorema A.3: Sejam Q' C ( dois subconjuntos abertos de RY. Se u € WP(Q), entdo a

restricio de u a ', denotada por u}Q,, pertence a W'P(€Y') e temos (u|y, )z, = (Us,)|,- Além
disso, o operador restri¢ao u u!Q, ¢ continuo.
Demonstracao: Veja Ben-Naoum, Troestler e Willem(1994).

]

Teorema A.4: Seja (uz) C W'P(Q) limitada, com 1 < p < oco. Entéo, existem (uy;) C (uy) e
u e WhP(Q) tal que [|ug, — ullc — 0.

Teorema A.5: Se |Q| < oo, entdo a imersio W, (Q) < L>(Q) é compacta.

Teorema A.6: Seja ) C RY um dominio limitado, com fronteira de classe C%!, N > 2 e
p € [0,00). Entdo, existe um tnico operador, denominado Operador Trago de W'?(Q)) sobre

LY(09Q), T : WhP(Q) — L%(09Q) continuo, desde que:
(N—=Dp

N-—-p
R)p>Neqge[l, ).

MHp<Nel<g<

(N—-1)p

—-Pp
Teorema A.7: As normas || - ||w e || || = (][V - |2+ || - [|2)"/? sdo equivalentes.

E mais,casop< Nel <¢g< oup > Negqée[l,00),0operador T é compacto.
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Demonstracao: Veja Deng (2009).

B. Analise Funcional

Teorema B.1: Sejam 2 C RY um aberto limitado e (u,,) uma sequéncia limitada de LP(£2) que
converge para u g.t.p. em €). Entdo, verifica-se que u,, — uem L"(2), paratodo 1 < r < p.
Teorema B.2: Se (£.|| - ||) é um espago de Banach reflexivo, entdo toda sequéncia limitada
possui uma subsequéncia fracamente convergente.
Demonstracao: Veja Brézis(2010).

|
Teorema B.3: Seja (f) uma sequéncia em LP(2), f € LP(Q) tais que || fx — f||, — 0. Entdo,
existem (fy,) C (fx) € h € LP(€) que verificam
(@) fi,(z) = f(x) q.t.p. em
(b) | fx,(x)| < h(z), paratodo j € Neq.t.p. em (2.
Demonstracao: Veja Brézis(2010).

Teorema B.4: Seja (uy) C LP(f), satisfazendo:
() ug(x) — u(z) q.t.p. em Q;
@) ||ull, — ||u||p. quando k — oo.

Entdo, ||u; — ul||, — 0, quando k — oo.

Demonstracao: Veja Kavian(1993).

Teorema B.5: Seja (u;) C LP(Q2). Se up, — uem LP(S2), entdo uj, — w em medida.

Demonstracao: Veja Fucik, John e Kufner(1977).

Definicao B.1: Sejam X um espaco de Banach, U C X abertoe F': U — R. Entéo:

a) O funcional F’ tem derivada de Gateaux F’ no ponto x € U se, para todo h € X,

i Fla+th) = F(a) = (F',th)

t—0 t

=0.

A derivada de Gateaux no ponto z € U é denotada por F'(z).
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b) O funcional F' tem derivada de Fréchet F’ no ponto x € U, se

lim F(z+h)— F(x) — (F', h)

=0.
h—0 || h]]

¢) O funcional F' € C'(U, R) se a derivada de Fréchet de F existe e é continua em U.
Observacao B.1: Toda derivada de Fréchet € uma derivada de Gateaux.

Teorema B.6: Sejam X um espaco de Banach, U C X abertoe F' : U — R. Entdo, se F'

possui derivada de Gateaux continua em U, F' € C' (U, R).

Teorema B.7: (Multiplicadores de Lagrange) Sejam F um espaco de Banach e f, g dois

funcionais em de classe C''. Se 1 € um extremo de f restrito a g~ *(g(uo)), entdo uma dentre

as seguintes alternativas ocorre:

(@) ¢'(uo)(v) = 0, para todo v € E}

(b) existe A € R, de modo que f’(ug)(v) = Ag'(up)(v), paratodo v € E.

C. Calculo Variacional

Teorema C.1: Seja f : (2 x R — R uma funcio de Carathéodory. Suponha que existam uma

fungdo b € L9(Q2), 1 < ¢ < 0o, uma constante ¢ > 0 e r > 0, tal que
|f(z,s)| <c|s|"+b(x), Ve e Qs eR.

Entdo, o Operador de Nemytskii Ny : L9 (2) — L9(2), definido por N¢(u) = f(x,u) é

continuo e limitado.
Demonstracao: Veja Djairo(1989).

u
Teorema C.2: Assumaque / : X — R é limitado inferiormente e ponha ¢ = inf{/(u);u € X}.
Entdo, [ satisfaz a condi¢do (PSC). se, e somente se, [ satisfaz a condi¢do (P.S)..
Demonstracao: Veja Arias et al (2006).

u
Teorema C.3: Seja ' um espago de Banach real. Se I € C''(E, R) satisfaz a condigdo (PS).
e € limitado inferiormente, entdo ¢ = i%f 1 é um valor critico para I.
Teorema C.4: Sejam E um espago de Banach real, g € C'(E,R), M = {u € E;g(u) = 1},
feCYE,R)e f a restricdo de f a M. Consideremos u,v € M, com u # v. Suponha que
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H={heC(-1,1],M); h(—1) = ue h(1l) = v} é ndo vazio. Assuma, também, que

c=inf max f(w) > max{f(u), f(v)}

heH weh([-1,1])

e que f satisfaz a condic@o (P.S) em M. Entdo, ¢ € um valor critico de f .
Demonstracao: Veja Arias et al (2002).

]
Teorema C.5: (Principio de Ekeland - Forma Forte) Sejam X um espago métrico completo e
® : X — RU {400} uma func¢do semicontinua inferiormente e limitada inferiormente. Sejam,
ainda, ¢ > 0 eu € X, tais que

£
o) < £
q)(u)_1§f<l>+2

Entdo, dado A > 0, existe u, € X, tal que
(i) ©(un) < @();
(i) d(uy, @) < \;
(i) (uy) < (u) + ;d(u, w).
Demonstracao: Veja Djairo(1989).

u

Teorema C.6: Sejam K um espago métrico compacto, g € C'(E,R), M = {u € E;g(u) =
1}, f € CYE,R), f arestriciode fa M, Ky C K e hy € C(Ky, M). Considere a familia
de extensdes de hg, H = {h € C(K, M); h|K0 = ho}. Assuma que H # () e que se verifica
?fel%(f(ho(t)) < max f(h(t)), para qualquer h € H. Defina ¢ = ég}f{ max f(h(t)). Suponha,
ainda, que f satisfaz a condi¢@o (P.S).. Entdo, ¢ é um valor critico de f. .
Demonstracao: Sejam h € H e ¢ > 0 tal que max f(Rh(t)) X + 5. Entdo, pelo Teorema
A.17, paracadan € N, existe u,, € M tal que
(ED) ¢ < f(u) < o+ ;
(E2) [[un, — h(K)[| < n;
E3) || ()], < .

Ponha ¢ = ; e h = hy, tal que vale (I). Ainda, n = ny = 14 ||hk||s0, onde || - ||o é a norma
em C(K, Wy ()). Assim, para cada k € N, existe u;, € M, tal que
(FD ¢ < flu) <+ o
(F2) [Jug — (K| < 1+ [l

) 1
E3) || ' (ug)||« < '
(F3) [/ ()|« < k(L + [|hil]oo)
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De (F2), vem que
|kl < VJuk = Pa (K] + [[he (O] < [[ur = P (K[| + [l |oo < 14 27k |-

Disto, 1 + [|ug|| < 2(1 + |||hx|sc). Substituindo isto em (F3), temos ||f'(uy)||, <
2

k(1 + k] loo)
0, donde (u;) é uma sequéncia (PSC), para f. Assim, a menos da passagem a uma sub-

— - Portanto, quando k — oo, obtemos f(uy) — ce (g ) | (1 + || [o0) =

sequéncia, u; — uo em W, ?(Q). Consequentemente, f(uo) = c e f'(ug) = 0. Logo, segue o

resultado.
n

Teorema C.7: Sejam V' um espaco de Banach reflexivo com norma || - || e M C V fracamente
fechado. Suponha que f : M — R U {+o0} é coercivo em M, com respeito a V, e sequenci-
almente fracamente semicontinuo inferiormente em M, com respeito a V. Entdo, f € limitado

inferiormente em M e atinge seu infimo em M.
Demonstracao: Veja Costa(2007).
|

Definicdo C.1: Sejam V um espago de Banach reflexivo, com norma || - ||, e X C V um
subconjunto de V. Dizemos que um funcional F' : X — R U {oco} é coercivo em X, com

respeito a V', se F'(z) — oo quando ||z|| — oo.

Teorema C.8: (Propiedade ST do Operador p-Laplaciano) Seja (u,) C W'?(2) uma

sequéncia tal que, u,, — ug em W'P(Q) e verifica

n—-+o0o

lim / (VP 2Vu,V (u, — ugp)dz = 0.
Q

Entio, ||Vu,, — Vuyl|, — 0.
Teorema C.9: (Identidade de Picone Generalizada para o p-Laplaciano)

Sejam u, v duas fungdes q.t.p.-diferencidveis e v > 0 g.t.p. em  C RY. Defina

uP~1

pp—1

'4
Pl L(u,v) = |Vul’ + (p — 1)%|W|ﬂ V2V,

p
P2 R(u,v) = |Vul|’ — |[Vo[P*V < 1:_1) V.

(Y



151

Entdo, L(u,v) = R(u,v) > 0. Além disso, L(u,v) = 0 q.t.p. em (2 se, e somente se,
\Y (%) = (0 g.t.p. em € se, e somente se, u € v s30 colineares.
Teorema C.10: Sejam X um espaco de Banach e f : X — R U {400} uma fungio con-
vexa. Entdo, f € semicontinua inferiormente se, e somente se, f € fracamente semicontinua
inferiormente.
Teorema C.11: (Desigualdade de Harnack) Sejam A(z, u, u,) e B(z,u,u,) dois operadores
definidos a partir de A(z,u,p) e B(x,u,p), os quais estdo definidos para todos os valores de u
e p, e para todos os pontos x pertencentes a um dominio limitado €2, fixado. Consideremos a
equagdo divA(z, u,u,) = B(z,u,u,) (I). Suponhamos, ainda, que as seguintes inequagdes sao

satisfeitas:
Al < alp|*" +blul*"! +e

1Bl < clp|*~" +dlul*" + f

p-AZpl* —dul*—g
para todos x € () e para todos os valores de u e p. Desta forma:
(1) Se u é uma solugdo fraca ndo-negativa para (I) em alguma bola aberta B(3R) C 2,1 < a <
N, e ocorre b, e € L%(Q) c € L%(Q) ed, f,g € LD%(Q) para algum ¢ € (0, 1], entdo
maxu < C'(minu + k) em B(R), onde C' e k sdo constantes dependendo apenas da estrutura
de (D).
(2) Se u é uma solug@o fraca ndo-negativa para (I) em alguma bola aberta B(3R) C Q, « = N,
e ocorre b, e € LN—LI—E(Q), c € L%(Q) ed, f,g € LNL—E(Q) para algum ¢ € (0, 1], entdo
maxu < C(minu + k) em B(R), onde C e k sdo constantes dependendo apenas da estrutura
de (D).
(3) Se u é uma solug@o fraca ndo-negativa para (I) em alguma bola aberta B(2R) C Q, « > N,

eocorre b, e € La-1(Q), c e L*(N) ed, f,g € L'(Q), entdo,

u(z) < (u(y) + k:)easp{C’(%)laN,Vx,y € Q,

onde C' depende de o, N, R, c,d e b, e k depende de R, o, e, f e g.

Teorema C.12: Sejam ¥ um funcional par e ¢, como em (3.4.1).

(i) Se —oo < ¢ < -+ < Chrmo1 = ¢ < +o0 e ¥ satisfaz (PS),, para ¢ = ¢, ..., Crrm—1, €NA0
cada c € um valor critico de W com m pares distintos de pontos criticos assosciados.

(ii) Se —o0 < ¢ < 400, para todo k suficientemente grande, e W satisfaz a condic¢do (PS5),

entao ¢, — +oo.
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Demonstracao: Veja Agarwal, O’Regan e Perera (2000).

Demonstracao: Veja Serrin (1962).
D. Andlise do R

Defini¢io D.1: Um aberto ) C R ¢ dito um dominio de Lipschitz se sua fronteira pode ser
representada, localmente, como o grafico de uma fun¢ao de Lipschitz, definida em alguma bola
aberta de RV -1,
Defini¢io D.2: Uma fungio f : X C RY — RY ¢ dita monétona crescente se alguma das
seguintes afirmacgdes equivalentes € verificada:
@ (f(z) — fly),z —y) > 0, para todos x,y € X.
(i) (f(z),y —x) + (f(y),r —y) <0, paratodos z,y € X.
@ii) (f(x),z —y) + (f(y),y — x) > 0, para todos z,y € X.

De maneira andloga, invertendo as desigualdades acima, define-se uma funcdo mondétona
decrescente.
Lema D.1: Consideremos a fungdo F' : RY — RY, dada por F(z) = ||z|[P~?z. Entdo, F é
mondtona crescente.

Demonstracio: De fato, dados x,y € RY, temos

(F(z) = F(y),x —y) = (F(z),2) = (Fy),z) = (F(z),y) + (F(y),9)
= |l=l[P~*(@, 2) — lylI"~*(y, @) — =[P~ y) + vl (y, v)
= |l=l1” = [lylPP~*y, =) — [l=|P~*(z, y) + llyl|”

> [l = [yl Hlell = [P~ Iyl + [yl

Afirmaco: ||z|[P — [|y[["~"(|z[| — [[z[["~"[|yl| + [|y[[” = O, para todos z,y € R™.
Consideremos a fungdo f : RT x Rt — R, dada por f(s,t) = s? — tP~1s — sP71t 4¢P,

Mostremos que f(s,t) > 0, para todo par (s,t) € RT x RT.Veja que,
fls,t) =8P —tP s —sP It tP =P Hs—t) =tV (s —t) = (s =P 1) (s — 1),

para todo p > 1. Ponhar = p — 1. Entdo, r > 0 e f(s,t) = (s" —t")(s — t).
Agora, observe que a fungdo g : R — R, dada por g(u) = u" é tal que ¢'(u) = ru™! > 0,

donde concluimos que g € crescente. Consequentemente, temos
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(i) se s = t, entdo f(s,t) = 0;
(ii) se s — ¢ > 0, entdo s > t e, por conseguinte, s” > t", o que implica s” — t" > 0. Ou seja,
f(s,t)>0e
(iii) se s —t < 0, entdo s < t e, por conseguinte, s < t", o que implica s” — t" < (. Ou seja,
f(s,t) > 0.

Portanto a afirmacao é valida. Logo, F' € monétona crescente.

|

Lema D.2: Consideremos a fun¢io ¢ : R — R, dada por p(z) = 2P — px +p — 1, parap > 1.
Entdo, x = 1 € a Unica raiz positiva de ¢.
Demonstracao: Primeiramente, observemos que
(i) quando x — +o00, temos () — +0o0;
i) p(l)=1—-p+p—1=0ep(0)=p+1,¢
(iii) ¢'(z) = pa?~! —p = p(a?~t — 1).

Além disso, se x € (0,1), entdo zP~! — 1 < 0. Ou seja, ¢'(z) < 0. Portanto, ¢ apresenta

um comportamento da forma

Figura 7: Representacao da funcio (. Fonte: arquivo do autor.

Logo, x = 1 € a tnica raiz positiva de , com queriamos demonstrar.

]
Teorema D.1: As seguintes afirmagdes sobre uma funcio f : [ — R, derivavel no intervalo 7,
sdo equivalentes:
(a) f é concava.
(b) Sua derivada f’ : I — R é monétona ndo-crescente.
(c) Para quaisquer a,z € I, tem-se f(z) < f(a) + f'(a)(x — a), ou seja, o grafico de f estd
situado abaixo de qualquer de suas tangentes.

Demonstracao: Elon (2013).
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E. Topologia

Teorema E.1: Um espago de Hausdorff X é conexo por caminhos se, e somente se, X € arc-
conexo.

Definicao E.1: X ¢ dito arc-conexo se, para todo par de pontos z,y € X, existe um homeo-
morfismo f : [0,1] — X, com f(0) =xe f(1) =v.

Teorema E.2 Seja X um espaco de Hausdorff. Entdo, X € arc-conexo se, e somente se, X &
conexo por caminhos.

Demonstracao: Ver Willard (1970).

F. Genus de Krasnoselskii

Forneceremos, aqui, a definicdo mais usual para o Genus de Krasnoselskii, bem como al-
gumas de suas propriedades. As demonstracdes serdo omitidas. Mais detalhes a respeito do
mesmo podem ser encontrados em diversas bibliografias, por exemplo, em Rabinowitz (1986).
Definicao F.1:Consideremos a familia A = {A C V —{0}; A é fechado e simétrico }, onde V/

€ um espacgo de Banach real. Entdo, definimos

inf{k € N; existe h € C°(4;R* — {0}) tal que h(—u) = —h(u)}, se A

0o, se A=10
(4.0.1)

Além disso, i(()) = 0. O valor i(A) é chamado de Genus de Krasnoselskii.
Observacao F.1: 1) Esta defini¢do foi fornecida por Coffman e equivale aquela cunhada por
Krasnoselskii. Tal equivaléncia foi estabelecida por Rabinowitz (1986).
2) A nocao de genus generaliza a nocao de dimensdo de um espago vetorial.
Exemplo F.1:Suponhamos que B C V é fechado e BN (—B) = ). Seja A = BU (—B).
Consideremos a fungdo ¢ : A — R — {0}, definida por

1, sexeB
p(r) = :
-1, se x € —B
Note que, ¢ estd bem definida, é impar, pois se z € B, entdo —z € —B, donde p(—x) =
—1 = —(1) = —¢(z) e, pelo Lema da Colagem, é continua. Logo, ¢ € C°(4,R — {0}) e
i(A) = 1.
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]
Observacao F.2:Com base no exemplo anterior, conseguimos concluir que, se A € Aei(A) >
1, entdo A possui infinitos pontos distintos. Pois, caso contrario, poderiamos escrever A =
B U (—B), com B dado como no exemplo anterior, donde obteriamos que i(A) = 1, um
absurdo.

Proposicao F.1: Seja Q C RY uma vizinhanga limitada e simétrica da origem. Entdo, i(92) =
N.

Corolario F.1: Seja SV ~! a esfera em RY. Entdo, i(SV ') = N.

Proposi¢ao F.2: Sejam A, Ay, Ay € Ae h € C°(V;V) uma fungio impar. Entdo, as seguintes
propriedades sdo verificadas:

(1) i(A) > 0ei(A) = 0 se, e somente se, A = .

(2*) (mormalizagio) Se x # 0, entdo i({z} U {—z}) = 1.

(3*) (monotonicidade) Se A; C A,, entdo i(A;) < i(As).

(4*) (subaditividade) i(A; U Ay) < i(A;) + i(As).

(5%) (supervariancia) i(a) < i(h(A)).

(6*) (continuidade) Se A € A é compacto e 0 & A, entdo i(A) < oo e existe uma vizinhanga
Nde A,emV,talque N € Aei(A) =i(N).

Observacao F.3: 1) A primeira propriedade nos diz que a funcio ¢ € definida.

2) A quinta propriedade nos garante que, se existe um homeomorfismo impar entre A e B, com
A, B € A, entioi(A) = i(B).

3) Se A € A é uma colego finita de pares antipodais, u;, —u;, entdo i(A) = 1.

Corolario F.2: Se A € A é homeomorfo a SV, via um homeomorfismo fmpar, entdo i(A) =

N.
G. Algumas Desigualdades

Teorema G.1: Se 0 < p < oo, a > 0e b > 0, entdo existe uma constante positivak(p) tal que
(a+b)? < k(p)(aP + bP),onde k(p) =1,se 0 <p < 1,ek(p) =21, se 1 < p < 0.

Demonstracao: Veja Adams;Fournier(1992).

Teorema G.2:(Young) Se 1 < p < coea,b > 0, entdo ab < & + 2.

Demonstracao: Veja Brézis(2010).
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Teorema G.3: Se p > 2, entdo

[Jwa — w1 |[P

N
op—1 _ | ,le,wQER .

[[wallP > JJwr " + pllwy][P~*ws - (wa — w1) +

Sel < p < 2, entdo

sz—le2
([Jws]] + [Jwel[)?—P

[lws| [ = [Jws || + plfen] [P~ *ws - (w2 — wi) + e(p) , YV wr,wy € RY,

onde ¢(p) é uma constante positiva dependendo apenas de p.

Teorema G.4: Existe uma constante ¢ = ¢(p) tal que, para todo a, b € RY, temos
lla = blP < c[(lalP~2a — |[b][P~2b)(a — b)]**(||al[” + [[b]|")' "2,

onde s =p,sep € (1,2), s = 2,sep > 2¢||-|| representa uma norma em R”. Demonstragio:
Consideremos cada um dos casos em separado.

Caso 1: se p > 2, entdo queremos provar que
[la = 8l[” < c(llal"~%a — [[b||P~?b) (a — b).

Apliquemos o Teorema G.3 duas vezes, a primeira com wy; = a, w; = b, e a segunda com
wy = b, w; = a, obtendo duas constantes ¢;(p), ca(p) > 0, tais que
@) [lal” = [[o[|” + pl[bl[P~*b(a — b) + c1(p)[|a — bl
@) [[blP = [lal[” + pllal ""2a(b — a) + c2(p)l|a — b]|.

Somando (1) e (2), vem
(e1(p) + c2(p))lla = b|I” < p(||al["~*a — |[]["~*b)(a — b).
Consequentemente, temos

[la = 8lI” < c(llal”"*a — [[b||"*b)(a — b),

4

ci(p) + ca(p)’
Caso 2: se p € (1,2), entdo queremos provar

com ¢ =

[la —bl[” < el(llalP~%a — |[bl"~0)(a — b)]*(llal|” + |[o]|)'~2.
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Apliquemos o Teorema G.3 duas vezes, a primeira com wy, = a, w; = b, € a segunda com

wy = b, w; = a, obtendo duas constantes ¢;(p), ca(p) > 0, tais que

. o — b
@) [lal[? > [[6][? + pl[b][P~*b(a — b) + c1(p e
foll = bl -+ lllP=206a = ) + enp)
@ 1P > [l +plall>a(b - 0) + a(p) A
(1ol + Tall -7

Somando (3) e (4), temos

la — o[
(o[l +{lal])

cs(p) = < pllall”%a — |[p[["~*b)(a — b),

onde c3(p) = ¢1(p) + ca(p)-

Segue que,
cs(p)lla = bl* < p(llalP~2a — |[o][P=2b)(a = b)(|[o]] + [lal)*7,

donde
ca(p)lla —bl| < p'2(J[alP"2a — ||b][P~26)"/(a — b)/*(|[b]| + [[al|)* "%,

onde c4(p) = c3 (p)l/ 2. Assim,
cs(p)lla — bl[” < p”(|lalP~2a — | [b][P=2b)"/*(a — b)P*[(|[b]] + ||al|)"]' "2,

com c5(p) = c4(p)P. Ainda, (||a|| + ||0]))? < 2P7(||a||? + ||b]|P). Portanto, tomando ¢ =
2p—1pp/2

cs(p)

, obtemos a desigualdade desejada.

Teorema G.5: Para todo z,y € R", temos:

(1) Se 2 < p < +00, entdo existe uma constante positiva Ay, tal que

2P~ — [y[P~y| < Asle — yl(Ja] + [y

(2) Se 1 < p < 2, entdo existe uma constante positiva A, tal que

2P~z — |y|P2y| < Ao|x —yP~t.

H. Teoria da Medida
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Teorema H.1: Se / f= / g, para todo subconjunto £ C X, mensuravel, entdo f = g q.t.p.
E

E
em X.

Demonstracao: Veja Folland (1984).
|

Teorema H.2: Seja f € LP({2). Para cada ¢ > 0, existe § > 0 tal que, se u(E) < 4, entdo,

[1vdn <
E

Teorema H.3: (Lema de Fatou) Se ( f,,) ¢ uma sequéncia de fun¢des definidas nos reais exten-
didos, onde cada f,, € ndo-negativa e mensurdavel, entdo / liminf f,dp < liminf / frndp.
Demonstracao: Veja Folland (1984).

|
Teorema H.4: Suponha que f, — f q.tp. em Q C RN e ¢ : C — C seja continua. Entdo,
wo fn— o fq.tp. em.
Teorema H.5: (Desigualdade de Holder) Sejam 1 < p, ¢ < oo expoentes conjugadose f e g
fungdes mensurdveis em X. Entdo, || fg|[1 < |[|f]l,l|gll4-
Demonstracao: Veja Folland.

]

Teorema H.5: (Desigualdade de Holder Generalizada) Sejam p; > 1, ¢ € {1,...,m}, tais
que Zpi_l:l. Se f; € LPi(Q),i € {1,....,m},entdo [[ f; € L*(Q) e ([T fill < TT IIfillp-
i=1 i=1 =1 |y =1




