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RESUMO

EXISTENCIA E REGULARIDADE DE SOLUCOES FUNDAMENTAIS
PARA OPERADORES DIFERENCIAIS LINEARES DE COEFICIENTES
CONSTANTES

AUTOR: Danrlei Vaz Oliveira
ORIENTADOR: Mauricio Fronza da Silva

O objetivo principal desta dissertacao é demonstrar um teorema que garante existéncia e
regularidade de solugoes fundamentais para operadores diferenciais lineares de coeficientes
constantes. Apresentamos ainda algumas de suas aplicacoes relacionadas a regularidade

de solugoes de equacgoes diferenciais parciais lineares de coeficientes constantes.

Palavras-Chave: Equagoes diferenciais parciais. Solugoes fundamentais. Regularidade.

Operadores lineares.



ABSTRACT

EXISTENCE AND REGULARITY OF FUNDAMENTAL SOLUTIONS
FOR LINEAR DIFFERENTIAL OPERATORS WITH CONSTANT
COEFFICIENTS.

AUTHOR: Danrlei Vaz Oliveira
ADVISOR: Mauricio Fronza da Silva

The main objective of this dissertation is to present a theorem that guarantees the exis-
tence and regularity of fundamental solutions for linear differential operators with constant
coefficients. We also present some of its applications related to the regularity of solutions

of linear partial differential equations with constant coefficients.

Keywords: Partial Differential Equations. Fundamental Solutions. Regularity. Linear

Operators.
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1 Introducao

Algumas das principais questoes relacionadas ao estudo de Equacgoes Diferenciais
Parciais (EDP’s) estao relacionadas a existéncia e regularidade de solu¢do de uma dada
equacgao. As solugoes fundamentais fornecem informagoes sobre existéncia e regularidade
das solugoes de EDP’s da forma Pu = f, na qual P é um operador diferencial linear
de coeficientes constantes. Elas fornecem ainda uma férmula que, sob certas condigoes,

possibilita encontrar qualquer solucao da equacao em funcao da condicao f dada.

Uma solugdo fundamental do operador linear de coeficientes constantes P é uma
distribuicao F € 2'(R") tal que PE = ¢, onde § é a distribuigao Delta de Dirac. Basica-
mente, podemos resumir a importancia da solucao fundamental nas seguintes identidades,

onde * denota a convolucao de distribuicoes:
P(Exf)=f, fe&R") (1.1)

E % (Pu) = u, u € &'(R"). (1.2)

Entao a convolugao com E fornece uma inversa de P tanto a esquerda quando
a direita. A identidade (1.1)) significa que uma solugdo da equacdo Pu = f é dada por
u = F x f, enquanto que ([1.2)) torna possivel obter informagao sobre a regularidade de u

a partir da regularidade de Pu.

E imediato da definicio que o operador nulo nio possui solucdo fundamental.
Observamos ainda que se P = ¢ é o operador constante, com ¢ # 0, entao a tnica solugao
fundamental de P é E' = d/c. Em particular, as solugbes fundamentais sao distribuigoes

nao necessariamente definidas por funcoes integraveis.

E interessante notar ainda que, se a ordem de P é m > 0, entéo a solucio funda-
mental de P nunca ¢é tnica. Isto ocorre pois sempre podemos encontrar uma solucao para
a equacao homogénea Pu = 0 via exponencias. Logo, se E' é uma solucao fundamental de
P e u é uma solugdo da equagdo homogénea Pu = 0, entao E + u é também uma solugao

fundamental de P.

O primeiro resultado geral sobre existéncia de solu¢oes fundamentais foi publicado
em (EHRENPREIS| |1954)) e depois em (MALGRANGE] 1956). Utilizando o Teorema de
Hahn-Banach eles provaram que todo operador linear de coeficientes constantes nao iden-
ticamente nulo possui uma solu¢ao fundamental. Embora nenhuma das demonstracoes

forneca uma formula explicita ou informacao sobre a regularidade da solu¢ao fundamen-
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tal, segundo (HORVATH, 1966}, p. 395), esse foi um dos primeiros grandes triunfos da

Teoria das Distribui¢oes que havia sido recentemente formalizada por L. Schwartz.

Apébs este resultado, surge entdo a questao da obtencao de férmulas explicitas
para a solucao fundamental. A Transformada de Fourier desempenha papel importante

na investigacao deste problema.

Um fato interessante de se observar, ainda que neste momento careca de argumen-
tos mais precisos, é que se P(i§) # 0, para todo £ € R", entdo é possivel provar que a

aplicacao ¢ — ——— define uma distribuicdo temperada. Logo, uma solu¢ao fundamen-

P(i€)
tal temperada de P é dada por E = F ! (

1
‘ , e, neste caso, F é a unica solugao
P (@f))
fundamental temperada de P.
Esse exemplo ilustra o fato de que, em geral, os zeros da fungao P(i§) desempe-

nham papel central na construgao de uma solucao fundamental.

Nosso principal objetivo é demonstrar o teorema abaixo, resultado este que foi
provado em (HORMANDER], 1969)) e também pode ser encontrado em (ORTNER; WAG-
NER), 1997):

Teorema 1.0.1. Se P é um operador diferencial linear de coeficientes constantes ndo
identicamente nulo, entdo existe uma solucdo fundamental E de P tal que E € Bizcﬁ(ig)'

O espaco BZ)CP ¢ uma generalizacao dos espacos de Sobolev usuais e serao apre-

(i€)
sentados no decorrer do texto. Mais ainda, verificaremos que em termos dos espagos B,
nao ¢é possivel obter regularidade melhor do que esta. Assim, uma solu¢ao fundamental

como a dada no Teorema [1.0.1| serd chamada de solucao fundamental regular.

Veremos ainda algumas das consequéncias do Teorema sobre a existéncia e

regularidade de solugoes de algumas classes de equagoes diferenciais parciais.
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2 Preliminares

Neste capitulo, introduziremos alguma terminologia e notacao, bem como a teoria
basica para o entendimento dos capitulos seguintes. Mais precisamente, introduzimos a
notacao de multi-indice, bem como defini¢ées e resultados tteis relacionados a Medida e

Integracao, Distribuicoes e Integracao em Espacos Normados.

2.1  Multi-indice

Nesse texto, denotamos a base candnica de R™ por {ey, e, ..., €, } . Um aberto de R"
é representado por €2, enquanto que, para cada k = 0,1, 2, ..., o simbolo C*() representa o
espago vetorial das func¢des complexas continuamente diferenciaveis até ordem k definidas
em ). Escrevemos ainda C*°(€)) para denotar o espago vetorial das fungoes complexas

definidas em 2 que possuem derivadas parciais de todas as ordens.

A notacao de multi-indice é muito 1til na teoria de EDP’s, pois torna pratica a
representacao de derivadas parciais e polindmios em varias variaveis. Um multi-indice

é uma n—upla de inteiros nao negativos que representamos por o = (ay, ..., ) € N* 1=
n

{0,1,...}". O comprimento do multi-indice a é denotado por || = Y a; e o fatorial

de « é definido por a! := aq!...«,!. Ainda, dados «a, 8 € N”, escrevem]o_slﬁ < «a quando,
para j = 1,...,n, temos 3; < a;, e diremos que < a quando 3 < a e 3; < «;, para
algum j € {1,...,n}. Por fim, usaremos também o simbolo
a ) a!
( 8 ) = Bla—p)

onde 3 < a.

Escrevemos as derivadas parciais de primeira ordem como 9; = aa, j=1,...,n,

W

e denotamos por 0% = 97" ... 0y, onde a = (ay,...,a,) € N"e d;” = Pt 1,...,n.
Ainda, se x = (z1,...,2,) € R", entao definimos z® = " ... x%". Istoj torna a escrita

de polinémios em varias varidveis e da série de Taylor de func¢des de varias variaveis mais
simples, por exemplo, um polindmio P em R™(ou C") de grau < m com coeficientes

complexos serd expresso por P(z) = > asz®, onde a € N, 2 € R"(C") e cada a, € C.

laf<m

O resultado que segue é uma aplicagdo do Binémio de Newton.

Observagao 2.1.1 (Teorema Binomial). Se z,y € C" e a € N" entao

(r+y)* = Z ( “ ) 2Py P,

BLa B
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O resultado que segue generaliza a regra do produto para derivadas. A demons-

tracao é feita usando inducgao sobre a ordem de derivacao.

Teorema 2.1.2 (Regra de Leibniz). Se a € N, Q C R™ ¢ um aberto e f, g € C1°I(Q)

entao

0*(fg)=>_ ( . ) 0°fo°"yg. (2.1)

BLa 5

2.2 Resultados de Medida e Integracao

Nesta secao apresentamos as defini¢goes basicas e os resultados de Medida e Inte-

gracao que serao utilizados ao longo do texto. Maiores detalhes e demonstragoes podem

ser encontrados em (FOLLAND) 2013).

O simbolo X, nesta se¢ao, sempre denota um conjunto nao vazio e P(X) representa

o conjunto das partes de X.

Definigao 2.2.1. Uma dlgebra em X é um subconjunto nao vazio o/ C P(X) tal que:

(i) SeneNeE,...,E, € o entio | J E; € o,

J=1

(ii) se E € & entio E°= X\ E € &.

Uma o-dlgebra em X é um subconjunto nao vazio M4 C P(X) com as sequintes

propriedades:
(i) Se {Fi}ien C M entao | | Fi € A
ieN

(ii) se F' € M entao F* =X \F € 4.

O par (X, #) é chamado de espago mensurdvel e os elementos de .# sdio ditos con-

juntos mensurdveis.

Observagao 2.2.2. Se o/ é uma dlgebra em X e Ey,..., E, € o/ entdao ﬂ E;, € 4.

j=1
Desta forma seque que ) = ENE° € o/ e X = EUE® € &, onde E € & # 0.

Analogamente para a o-dlgebra A .

Verifica-se que a interse¢ao arbitraria de o —algebras em X ainda é uma o—4élgebra
em X. Com isso, na nomenclatura da definicao abaixo, segue a o—algebra gerada por um

subconjunto de X ¢, de fato, uma o-dlgebra em X.

Definigao 2.2.3. Seja £ C P(X). A o-dlgebra gerada por &, denotada por #(E), é

a intersecao de todas as o-dlgebras em X que contém E.
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Em particular, se X = R" e £ = {A C R"; A é aberto}, entao #(€) := Brn é

uma o-algebra em R", a qual denominamos de o-algebra de Borel.

Definig¢ao 2.2.4. Uma medida no espago mensuravel (X, #) é uma fungio . M —

[0, +00], que cumpre as sequintes condigoes:
(i) u(0) = 0;

(ii) se {F;}ien C A, onde F;NF; =0 e i # j, entdo p (U E) =Y u(F);

ieN ieN
(iii) se A, B € M sao tais que A C B e u(B) < oo, entdo (B \ A) = p(B) — pu(A).

Definigao 2.2.5. Um espago de medida é uma tripla (X, # , ), onde X é um conjunto
nao vazio, M ¢é uma o-dlgebra em X e p é uma medida em (X, #). Dizemos ainda que
o espaco (X, # ) é completo se todo subconjunto de um conjunto de medida nula é

mensuravel.

Quando nao houver risco de confusao em relagdo a o-algebra .# e a medida p as
quais nos referimos, diremos apenas espaco de medida X. O resultado que segue significa

que toda medida possui um completamento.

Teorema 2.2.6 (Completamento). Sejam (X, . #, p) um espago de medida, N = {B €
M (B)=0}, #/ ={FUF; E€.# eF CB, para algum B€ N} efi: .4 — [0,00]
definida por W(E U F) = p(E). Entio (X, #,11) é um espago de medida completo e Ji é

a tnica medida em (X, . #) tal que sua restricio a M é .

A partir de agora listamos as defini¢oes e resultados usados para a construcao da

Medida de Lebesgue em R" via Teorema de Carathéodory.

Definigao 2.2.7. Dizemos que p* : P(X) — [0,00]| é uma medida exterior em X se:

(2) M*(@) =0;
(ii) E,F € P(X), EC F = pu*(E) < u*(F);

(ii7) se {E,}70, C P(X) entdo p* (G En> < i w(E,).

n=1
Proposigao 2.2.8. Sejam £ C P(X) tal que 0, X € € e p: € — [0,00] com p(D) = 0.
Entao, a fungio p* : P(X) — [0.00] definida por

pr(A) = inf{z p(E,); AC |J E,, com E, €&, Vne N}, AeP(X), (2.2)
n=1

n=1

¢ uma medida exterior em X.
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Um conjunto A € P(X) é dito u*-mensuravel se p*(E) = p*(ENA)+u*(ENA°),
para todo £ € P(X).

Teorema 2.2.9 (Carathéodory). Se pu* é uma medida exterior em X, entio a familia
A de todos os conjuntos p*-mensurdveis é uma o-dlgebra em X e (X, 4, ) € um espago

de medida completo, onde p:= p*| 4 € a restricao de p* a A .

Uma pré-medida em (X, .o7), onde & é uma algebra em X, é uma fungao py :

o/ — [0, 00] com as seguintes propriedades:

(i) 1o(0) = 0;
(ii) Se Ay, Ay, -+ € o, com A;NA; =0sei # j,e UA; € &, entdo pg(UA;) = 3 po(A4;).

Dizemos ainda que pg é o-finita quando existe uma colegao {F;};en, com F; € &7

e po(F;) < oo para todo i € N, de modo que X = U F;.
ieN

’

Proposicao 2.2.10. Se o/ é uma dlgebra em X, g é uma pré-medida em (X, o) e u* é
dada por (2.2) entdo:

(i) a restrigio de p* a &/ é igual a po;
(ii) todo conjunto de o é p*-mensurdvel.

Teorema 2.2.11. Sejam o/ C P(X) uma dlgebra em X, uo uma pré-medida em (X, o)
e M = M (). Entao, existe uma medida pn em (X, #) cuja restricio a &7 € igual a po;
a saber, = u*| 4, onde p* é dada por . Se 1y € o-finita entdo p € a unica ertensao
de po para uma medida definida em (X, . 4).

Observacgao 2.2.12. Consideremos </ como a colegio dos conjuntos E = U (aj, b;], onde

=1
neN, —oo<a; <b <oo,parai=1,...,n, e (a;,b]N(a;,b;] =0 sei j Temos que
o/ é uma dlgebra em R e M (/) = Bg.

Teorema 2.2.13. Sejam </ como na Observacao e F': R — R mondtona crescente
e continua d direita. Defina po = 7 — [0, 00| dada por po(E) = > F(b;)—F(a;), se E # 0,
i=1
e uo(0) = 0. Entao, pog € uma pré-medida em < .
Utilizando os resultados anteriores obtemos

Teorema 2.2.14. Se F': R — R ¢é crescente e continua a direita, entao existe uma unica

medida pp : Bg — [0, 00] tal que

pr((a,b]) = F(b) — F(a), —0o < a <b < 0.
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O completamento da medida pr dada pelo Teorema [2.2.14] a qual ainda denota-
remos por up, ¢ chamada de medida de Borel-Stieltjes associada a fungdao F' e seu
dominio serd representado por M,,. Tomando F' : R — R como a fungao identidade, temos
a medida de Lebesgue em R, a qual denotaremos por m, e seu respectivo dominio £ é

a c—algebra de Lebesgue em R.

Vejamos agora uma das propriedades de regularidade das medidas de Borel-Stieltjes.

Teorema 2.2.15. Para todo E € Br vale:

pr(E) = inf{upr(U); ECU eU é aberto}
= sup{ur(K); K C E e K é compacto}.

Nosso proximo objetivo é introduzir a medida de Lebesgue em R™.

Definicao 2.2.16. Se (X, .#) e (Y, A") sao espagos mensurdveis entio definimos a -
dlgebra produto .# & N como a o-dlgebra gerada pelo conjunto {A x B;A € #,B €

Verifica-se que o conjunto & das unioes finitas e disjuntas de retangulos da forma
AXx Bycom A€ . # e Be A, éuma dlgebraem X XY e que n(F) = Z?Zl w(Aj)v(B;))
é uma pré-medida em (X, .o/), onde F = (A} X By)U--- U (Ag X B) € o/. Do Teorema
segue que existe uma medida p ® v em (X x Y, .# x A") que estende 7, a qual
chamamos de medida produto. Analogamente definimos o produto de uma quantidade

finita qualquer de medidas.

Sejam L e m a o—algebra e medida de Lebesgue em R, respectivamente. Consi-

deramos entao o espago de medida completo (R™, L™ m™), onde L™ é o completamento

da o-algebra produto H L e m" a medida completa correspondente. Obtemos assim a
j=1
o-algebra de Lebesgue e medida de Lebesgue em R", respectivamente.
Por simplicidade, faremos um abuso de notagado e escrevemos apenas £ e m, para

representar a o-algebra e a medida de Lebesgue em R"™, respectivamente, independente

de n € N.

Apresentamos agora os resultados de integracdo que serao usados no decorrer do
texto.

Se (X, #), (Y, /) sdo espacos mensuraveis, uma fungao f : X — Y serd dita
(M, N )-mensuravel, ou apenas mensurdvel, quando f~!(A) € .#, para todo A € 4.

Uma fungao simples em X é uma funcao s : X — C que pode ser escrita na forma:

s(x) = ajxr(2), v € X,
j=1
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onde n € N,a; € C, F; € .# e xr, representa a funcio caracteristica do conjunto
F;, j =1,...,n. Aqui, consideramos sempre o caso em que os conjuntos Fj’s sao dois a

dois disjuntos com unido igual a X, e que os a;'s sdo dois a dois distintos.

Consideremos agora um espaco de medida (X, .#, u). Se s é uma func¢ao simples

real ndo negativa, definimos a integral de s em X, com relagdo a medida u, por
Josdux) = [ s(@)du = 3 asu(Fy).
j=1

Com isso, definimos a integral de uma fungao mensuravel f : X — [0, co| por

/fduzsup{/sdu;sésimpleseOSs(m)Sf(x),VxeX}.

Agora, estendemos esta definicdo para funcgoes reais mensuraveis através de suas partes

positiva e negativa. Mais precisamente, se f : X — (—o00,00], podemos escrever f =

fT— f~, onde

f(x), se f(x) =0,

0, caso contrario,

—f(x), se f(z) <0,

0, caso contrario.

Se f é mensuravel entao verifica-se que f* e f~ sdo fun¢oes mensuraveis. Nesse caso,

definimos a integral de f por /f dp = /fJr dp — / f~ du, se pelo menos uma das duas

tiltimas integrais é finita. No caso em que [ ffdy < oo e [ f~du < oo, dizemos que
f é integravel (ou p-integravel). Observamos que f é integravel se, e somente se, |f| é

integravel, uma vez que |f| = fT 4+ f~. Definimos ainda a integral de f sobre o conjunto
E € A por

/fduz /fXEdN'

E

Por fim, para fun¢des complexas mensuraveis f : X — C, diremos que f é inte-

gravel em E € ./, se / |f(z)]dp < oo. Notemos que isto ocorre se, e somente se, as
E

partes real e imaginaria de f, respectivamente Ref e Imf, sdo integraveis em E e, neste

caso, definimos:

/Efdp:/ERefdqui/EImfdu. (2.3)

O lado esquerdo de (2.3) é chamado de integral de Lebesgue de f em E com
relacao a medida p, a qual sera utilizada ao longo de todo o trabalho. Denotamos o espago

vetorial de todas as fungdes integraveis (em X) por L'(X, p).

Seja (X, A , ;1) um espago de medida. Dizemos que uma propriedade P vale q.t.p.

ou quase toda parte, quando o conjunto £ de pontos nos quais a P nao é valida é
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mensuravel e u(E) = 0. Apresentamos agora dois dos principais resultados de convergéncia

relacionados a integral de Lebesgue

Teorema 2.2.17 (Convergéncia Monétona). Seja (X, .#, ) um espaco de medida.
Sejam 0 < f1 < - < f, < --- < f mensurdveis e tais que f, — f q.t.p., quando
n —» 00. Entdo/ fndu—>/ fdu.

X X

Teorema 2.2.18 (Convergéncia Dominada). Seja (X, .#, ) um espaco de medida.
Suponha que (f;) € uma sequéncia de fungoes em L1(X, ) tal que f; — f q.t.p., quando
j — oo. Se existe g € LYX,u), ndo negativa, de modo que |f;| < g q.t.p., entio
feciXom e [ fdu=lim [ fdpu.

X j—00 Jx

Do Teorema [2.2.18| segue

Teorema 2.2.19 (Derivagao sob o sinal da integral). Seja (X, .#,pu) um espaco
de medida e f : X x [a,b] — C tal que para cada t € |[a,b], a aplicagio x — f(x,t) é
integravel. Defina F(t) = / f(z,t) du, para todo t € [a,b]. Entdo valem:

b

(i) Se para quase todo x € X, tem-se que a fungio t — f(x,t) é continua em ty € [a,b]
e eriste g € LY(X, ) de modo que | f(x,t)| < g(x) para quase todo (z,t) € X x [a, b],

entao I’ € continua em ty;

0
(ii) se ajtc(x,t) existe em todos os pontos de X X [a,b] e existe g € LY(X, ) tal que

of
ot

F@:Ag@o@.

(m,t)' < g(x) para quase todo (x,t) € X X [a,b], entdo F' € derivdvel em [a,b] e

Passamos agora a apresentacao de resultados relativos aos espagos LP.

Defini¢ao 2.2.20. Dado 1 < p < o0, denotaremos por LP(X, ) o espago vetorial das
fungoes f: X — C mensurdveis tais que / |f(x)|P dp < oo.
X

Queremos definir uma norma neste espaco a fim de obtermos um espacgo de Banach.
Porém isto nao pode ser feito de maneira natural, uma vez que duas func¢oes que diferem
apenas em um conjunto de medida nula possuem a mesma integral. Por conta disto,
consideramos em LP(X, i) a relagao de equivaléncia quase toda parte (q.t.p.), ou seja,
dados f, g, € LP(X, p) definimos f ~ g se, e somente se, f = g q.t.p.. Denotamos o espago
quociente L£P(X, u)/ ~ por LP(X, i), no qual é possivel definir a seguinte aplicagao:

Tl o= ([ 0P )’ Fe X 1<p< o0
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No caso p = 400 fazemos construgao andloga a fim de obter o espago L™(X, )

no qual definimos a seguinte funcao
1£llee = sup ess| f(2)] = inf{e > 0; u({z € X; [f(2)] > c}) = 0}

Observagao 2.2.21. Vale ressaltar que os elementos dos espagos LP(X, i) nao sao fun-
coes, mas sim classes de equivaléncia e que, para simplificar a notacdao, ndo faremos

distingdo entre o elemento de LP(X, ) e sua classe de equivaléncia em LP(X, ).

O resultado basico em espacos LP é a Desigualdade de Holder que apresentamos

abaixo.

Teorema 2.2.22 (Desigualdade de Hdélder). Considere (X, . #, 1) um espago de me-
dida. Sejam f,q : X — C mensurdveis e 1 < p,q < oo tais que p~* + ¢! = 1. Se
felP(X,p) ege LYX, ), entdo f-ge LY (X, ) e vale

1= gl < [ £1lpllglls

A verificacao de que a aplicagdo || - ||, cumpre a desigualdade triangular segue do

resultado abaixo.

Teorema 2.2.23 (Desigualdade de Minkowski). Suponha que (X, . # ,11) é um espago
de medida e 1 <p < o0. Se f,g € L*(X, pn), entio vale || f + gll, < Il fll, + 1l9llp-

Usando resultados auxiliares e o fato de que sempre podemos aproximar uma fun-

¢ao mensuravel por uma sequéncia crescente de fungoes simples, demonstramos o seguinte

Teorema 2.2.24. Considere um espago de medida (X, # , ). Para 1 < p < oo, seque
que LP(X, 1) € um espago de Banach e o conjunto das fungéoes simples em X € denso em
LP(X, ).

O proximo teorema da condigoes suficientes para que seja possivel “trocar” a ordem

de integragao quando trabalhamos com o produto de medidas.

Teorema 2.2.25 (Fubini). Sejam (X, . #,pn) e (Y, A ,v) espagos de medida o-finitos e
f uma fungao (M x N)-mensurdvel definida em X X Y. Entao,

(i) se f € nao negativa q.t.p., entao as fungoes ¢ : X — [0,400], ¥ : Y — [0+ o],
definidas por p(x) = / flz,y)dv e ¥(y) = / f(x,y)du sdao, respectivamente,
Y X

e N -mensurdvels e vale:

Joe@an= [ fayduxv) = [ o). (2.4)



Capitulo 2. Preliminares 20

(ii) se f € uma fung¢do a valores complexos e a fungao ¢* : X — [0,+00], definida por
o' (z) = / |f(z,y)| dv, pertence a L' (X, pn), entdo f € LN(X XY, u @ v).
Y

(iii) se f € LY X x Y, u®v), entdo a aplicagio y — f(x,y) pertence a L*(Y,v) para
quase todo x € X, a aplicacio v — f(x,y) pertence a L'(X,pn) para quase todo
y €Y, as fungoes v e v definidas em (i) sao integrdveis e vale (2.4]).

O proximo resultado permite a aproximacao de fun¢des mensuraveis por fungoes

continuas.

Teorema 2.2.26 (Lusin). Considere (X,L,m), onde X C R™. Sejam f : X — C
mensurdvel e A € L, de modo que m(A) < oo e f(x) =0 sex € X \ A. Dado € > 0,

existe uma fungao g continua, que se anula fora de um compacto de X, tal que:

m({z € X; f(x) # g(z)}) <e.

Ainda, é possivel tomar tal fun¢ao g de modo que sup |g(x)| < sup |f(x)|.
zeX reX

Para o proximo teorema, precisamos da definicdo de convolugao de fungdes. Dadas

f,g: X — C, definimos a convolugao de f e g por (f x g)(z) = / flx —y)g(y) du, para
X

todo z € X tal que a integral é finita. Esta definicdo sera melhor explorada na proxima

Secao.

Teorema 2.2.27 (Desigualdade de Young). Seja (X, #, 1) um espago de medida o-
finito. Se f € LM (X, ) e g € LP(X, 1), com 1 < p < oo, entdo f * g existe para quase
todox € X, frge LP(X,pn) e | f=gllp <[ flllgllp-

A partir de agora, usaremos a integral de Lebesgue sempre com relagao a medida
de Lebesgue, ou seja, com .# = L e ;p = m, a menos de meng¢ao em contrario. Ainda,
denotaremos por / fz)dx = / fdm, sendo X C R" um conjunto mensuravel. Também

X X

adotaremos as seguintes notagoes, para todo 1 < p < 0o :

[P(X) = LP(X,m) e L? = LP(R™).

Denotaremos ainda, por L} .(X) o espago das fun¢oes localmente integraveis
em X, isto é, das funcoes [ : X — C mensurdveis, tais que / |f(x)]dx < oo, para todo
compacto K C X. Notemos que toda funcao integravel em § , assim como toda funcao
continua em X, sao exemplos de fungoes localmente integraveis em X. Para simplificar a
(R™).

notagdo escrevemos ainda L}, = L},

Proposigao 2.2.28. Sejam r € R e f: R" — R dada por f(z) = |z|". Entdo:

(i) f € integravel numa vizinhanga da origem se, e somente se r > —n, ou seja,

flz)dx <00 &1 > —n;
|z|<1
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(ii) f € integrdvel no infinito se, e somente se r < —n, ou seja,

/ fx)dx <ocoer < —n.
|z|>1

2.3 Funcoes teste

Nesta secao, estudamos resultados relacionados as fungoes teste, como preliminar

ao estudo das distribuigdes. As demonstragoes encontram-se em (HOUNIE, [1979)).

Definicao 2.3.1. Dados um aberto Q2 C R" e k = 0,1,..., definimos o espaco vetorial
complexo C*(Q) como o conjunto de todas as fungdes (a valores reais ou compleros)

© € CF(Q) tais que suporte de f, que é o conjunto definido por

supp(p) = {x € Q; p(x) # 0},

¢ um compacto de §2. Definimos também o espaco vetorial complezo C°(S2) = ﬂ CH(Q),
k=0

ou seja, das funcoes infinitamente diferencidveis com suporte compacto em 2, e seus

elementos serao chamados de fungoes teste.

O principal exemplo de fungoes teste é a aplicacao ¢ : R® — R definida por
p =0/ [ onde |
elsP-1 se|z| <1,

0, selz| > 1.

Observamos que ¢ > 0, supp(yp) C B[0;1] e / ¢(z)dx = 1. Dado € > 0, podemos
R'"/
definir ¢.(z) = e "p(z/e), x € R™, obtendo assim 0 < ¢. € C>®(R"), supp(p-) C BJ0;¢]
e / ¢-(r)dx = 1. A partir daqui, sempre que falarmos em fungoes ¢., estaremos nos
R

referindo a uma familia de fungoes com as propriedades acima.

Utilizando uma funcao ¢, adequada podemos mostrar que para todo aberto €2 em
R", existe uma fungoes teste cujo suporte esté contido em €2, ou seja, C2°(2) # (). Também
¢é possivel verificar que para qualquer compacto K de R", existe uma funcgoes teste ¢, com
0<¢<1,9%=1em K e que se anula fora de uma vizinhanga arbitrariamente pequena
de K.

Apresentamos, a seguir, a nogao de convergéncia no espago das fungoes teste.

Definigao 2.3.2. Suponha que Q@ C R™ € aberto. Diremos que uma sequéncia (p;) em

C(Q) converge para ¢ € C°(82), quando se verificam:

(i) Existe um compacto K C € tal que supp(p;) C K, para todo j € N;

(it) Fizado o € N", a sequéncia das derivadas (0%p;) converge uniformemente para
0%p.
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Definigdo 2.3.3. Se f € Li,. e ¢ € CK(R"), entdo a convolugdo de f e v é a funcio
definida por
(fxp)(z /fw— (y)dy, ¥z € R".

Notemos que f * ¢ estd bem definida pois ¢ tem suporte compacto em R". Ainda,
através de uma mudanca de variaveis é possivel mostrar que f *x ¢ = @ % f. Se, no
lugar de ¢ tomarmos uma das fungoes ., com € > 0 arbitrario, obtemos a familia de
funcoes f. = f * ¢., chamadas de regularizadas de f. A importancia de tais fungoes

regularizadas pode ser vista nos resultados abaixo:

Teorema 2.3.4. Dados f € L, e e > 0, temos:

(i) f. € C=(R");

(it) supp(f.) C supp(f) + B[0;e]. Em particular f. € C°(R™), quando f tiver suporte

compacto;
(iii) Se f € CO(R™), entdo f. — [ uniformemente, quando ¢ — 0.

Corolario 2.3.5. Se f € L', entdo suas reqularizadas tém as sequintes propriedades

adicionais:

(1) || fellh < | fl1, para todo € > 0;
(ii) || f- = flli — 0, quando ¢ — 0;

(iii) || f-|lli — I fll1, quando e — 0.

Com estes resultados e o Teorema de Lusin (veja Teorema [2.2.26]), obtemos o

seguinte teorema:

Teorema 2.3.6. Sejam Q@ C R™ aberto e 1 < p < 00, entao C°(Q2) € denso em LP(2).

2.4 As Distribuicoes

Nesta secao, apresentamos os resultados basicos relacionados as distribui¢coes. Mai-
ores detalhes podem ser encontrados em (HOUNIE, 1979), (BARROS-NETO) [1973)) e
(HORMANDER)], 2003).

Para simplificar os enunciados dos resultados listados, {2 sempre representara um
aberto do R".

Definicao 2.4.1. Um funcional linear continuo em C*(Q)) é uma aplicagio A :

CX(Q) — C com as sequintes propriedades:
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(i) Mag + ) = al(p) + A(¥), para quaisquer ¢, € C2(9), a € C

(i) Se p; — 0 em C(R?), quando j — oo, entao A(p;) — 0, j — 0.

Uma distribuigdo em Q é um funcional linear continuo em C2°(Q2). Denotaremos
por 2'(Q) o espago vetorial complexo das distribuicoes em Q. Usaremos também a notagao
u(p) = (u, ), quando u € P'(N) e ¢ € CX(Q).

Aqui, as operagoes de soma e multiplicacdo por escalar em 2’(€2) sdo definidas de

maneira natural, ou seja, dados uy, us,u € 2'(Q), A€ C e ¢ € CX(Q),

(ur + ug, o) = (ur, p) + (uz, ¢)

(A, 0) = Mu, @).
Alguns exemplos importantes de distribuicoes sao dados abaixo.

Exemplo 2.4.2. Se f € L}, (Q), entdo f define uma distribui¢io Ty : C>(Q2) — C da

sequinte maneira:
(T.6) = [ F@)p(e) dx, o € CZ(9).

De fato, isto é consequéncia da integrabilidade de f em compactos. A partir deste
exemplo, usaremos apenas [ para indicar tanto a fungdo f € Li,.(Q2), como a distribuicio

Ty € 2'(2) definida por f. O contexto deixara claro a qual elemento nos referimos.

Este exemplo mostra que podemos identificar alguns espacgos de fungdes com subes-
pacos de 2'(Q2). Neste sentido, dizemos que as distribuigdes sao “fungoes generalizadas”.
E possivel mostrar que se (f,p) = (g,¢), para qualquer p € C®(Q), e f,g € L..(Q),
entdao f = g q.t.p..

Apresentamos, a seguir, o exemplo de uma distribuicdo que nao é definida por

uma funcao localmente integravel.

Exemplo 2.4.3. Consideremos 6 : C2°(R") — C, dada por (0, ) = ¢(0). Esta distribui-

cao € chamada de Delta de Dirac.

Exemplo 2.4.4. E possivel definir uma distribuicio a partir de wma funcio que ndo é

1
localmente integrdvel, a saber, f(x) = I TE (R\ {0}).

Para tal, observamos que g(z) = log|z|, z € (R {0}), é localmente integravel e
g = fem R\ {0}. Assim, g € Z'(R) e vale (¢, ) = —(g,¢'), para toda ¢ € C*(R).
Agora, se supp(p) C [-=N, N], N > 0, usando integragdo por partes e o Teorema do Valor

Médio obtemos:
/

790>:_<9790,>:hm dea

e=0Jjz|>e T

(g
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1 1
e definimos a distribuicao valor principal de — por ¢’, a qual é denotada por v.p. —.
x x

Além da soma e multiplicagdo por escalar, outras operagoes com distribuigoes sao

dadas abaixo.

Defini¢ao 2.4.5 (Produto por uma funcio de classe C™). Sejam f € C>®(Q) e
u € 2'(2). Entdo, definimos a distribuicao fu : CX(Q2) — C por

(fu,0) = (u, fo), o € CZ(Q).

Em geral, distribui¢oes nao sao fungdes definidas ponto a ponto, logo, nao faz
sentido falar em derivadas parciais no sentido classico. Entretanto, ha uma maneira de

definir a derivada no sentido das distribuigoes.

Defini¢ao 2.4.6 (Derivagao). Se u € 2'(2) e j = 1,2,...,n definimos a derivada de

u
u na direcao j como a distribuicio — dada por

al'j

J

3u . aSO / o)

0
Notamos que a linearidade e a continuidade de 8—u seguem da linearidade e da
Ly
u , _— .
2. € 2'(Q). Com essa defini¢ao, toda distri-
L

buicao possui derivadas, no sentido das distribuicoes, de todas as ordens dada por

continuidade de u, logo temos que de fato

(0°u,0) = (~1)*(u,8°¢), u € Z'(Q), o € CX(Q), a € N".

A defini¢do de derivada no sentido das distribui¢oes é motivada pela férmula de

integracdo por partes: se f € C*(R) e p € C°(R), entdo

LFwemde=— [ fo¢at,

uma vez que @ se anula fora de um compacto. Notamos que isto também indica que,
para fungoes suficientemente regulares, as derivadas (no sentido usual e das distribuicoes)

coincidem.

Exemplo 2.4.7. Consideremos a funcao de Heaviside H : R — R, definida por

1,se t >0,
0,se t <0.

H(t) =

Entao H = ).
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De fato, notamos que H € L} (R). Ainda, dada ¢ € C>°(R), temos

(H' o) =—(H,¢'") = —/RH(t)so’(t) dt = —/;Oo @' (t) dt = ©(0) = (4, p),

ou seja, a derivada no sentido das distribui¢oes da funcdo de Heaviside ¢é a distribuicao

Delta de Dirac.

Podemos mostrar também que a Regra de Leibniz se mantém valida para a de-
rivada parcial do produto de uma distribuicao por uma funcao C*°. De fato, se u €
7'Q), feC®(Q) epeCx (), para j =1,...,n, entdo

(o, 0) - <f“ a%>
of
<U, Oz; ax]¢>
of
(e o).
O(fu) ou  Of

Crake f + u no sentido das distribuigoes.
L

8x]~ 6xj

ou seja,

Observagao 2.4.8. Se (a,b) C R, eu € 2'((a,b)) é tal que v’ =0, entdo u = constante
m (a,b).

Neste trabalho, denotamos por P um operador diferencial parcial linear de

coeficientes constantes, ou seja, uma aplicacao P : 2'(R") — Z'(R") da forma

Pu= Y a,0%, ue Z2'R"),
la|<m
com cada a, € C constante, m =0, 1,2, ... e a, # 0 para algum n—multi-indice a tal que

|a] = m. Nesse caso, dizemos que m é a ordem do operador P e definimos o simbolo e
o simbolo principal de P como os polindmios P(§) = Y ané® e Pp(§) = > anl”,

laj<m lal=m
¢ € R”, respectivamente. Para simplificar a escrita, escrevemos P = Z a,0%.

laj<m
Uma solugao fundamental de P é uma distribuigao F € 2'(R") tal que PE =
0. Do Exemplo [2.4.7| segue que a funcao de Heaviside H é uma solucdo fundamental
do operador P definido em 2'(R) por P = jt No Capitulo 4, mostraremos que todo
operador diferencial parcial linear de coeficientes constantes nao identicamente nulo tem

uma solucao fundamental.
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Observacao 2.4.9. Se P = Z a, 0% € um operador diferencial com a, € C, « € N,
|a|<m

u € Z'(R") e p € C°(R"™), entdo pelo exemplo acima:

(Pu,g) — <z aoﬁo‘u,gp>

la|<m

= Z o (0%u, @)

|| <m

= > aa(=1)"Nu,8%)

laj<m

= (u,Qp),
onde Q = Y a,(—9)".

la|<m
Definicao 2.4.10 (Translagao). Seja a € R™ e definamos a translagio de ¢ € C°(R")

por a como a fung¢io p.(x) = p(x —a). Dado u € Z'(R"), a translagio de u por a é dada

por <ua7 §0> = <u7 Qp—a>'

Definigao 2.4.11 (Reflexao). Seja 2 C R™ um aberto simétrico em relagao a origem e
definamos ¢(x) = p(—x), ¢ € CX(Q). Se u € Z'(Q), entao (U, ) = (u,P).

Passamos agora a definicdo de suporte de uma distribuicdo, com o objetivo de
identificar o dual de C*°(Q2) com o subespago das distribuigoes definidas em 2 que possuem

suporte compacto.

Como uma distribui¢ao nao esta definida ponto a ponto num conjunto 2 C R"”, de-
finiremos agora uma maneira para dizer que duas distribuigdes coincidem em um conjunto

aberto. Antes precisamos de uma observagao preliminar.

Se U, Q) sao abertos de R" com U C Qe ¢ € C*(U), entao a fungao ¢ : Q — C
definida por ¢ = p em U e ) = 0 em Q \ U pertence a C'°(2). Nesse sentido, escrevemos
CeU)CCe(Q)eP2'(Q) Cc 2'(0U).

Definigao 2.4.12. Dizemos que duas distribuicoes ui,us € 2'(Q)) sdo iguais num

aberto U C Q quando (uy,p) = (us, ¥), para qualquer ¢ € C(U).

Definig¢ao 2.4.13. Seu € 2'(Q0), definimos o suporte de u, e usaremos a mesma nota¢io
de suporte de fungoes (supp(u)), como a intersecio de todos os fechados de € fora dos

quais u se anula.

Observagao 2.4.14. Se u é uma fungdo continua em §2, entdo u define uma distribuicao
como elemento de L}, (Q). Assim, temos duas defini¢oes para o suporte de u : como fungdo
e como distribuicao. Vale ressaltar que ambas as definicoes coincidem quando u € uma

aplicagdo continua.
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Definicao 2.4.15. Seja ) um aberto de R"™. Dizemos que u é C* num aberto U C (2
quando existe uma funcgio f € C®(U) tal que (u, @) = (f, ), para toda ¢ € C°(U). Se
u € 9'(Q), definimos o suporte singular de u, singsupp(u), como a interse¢io de todos

os fechados de Q) fora dos quais u é C*°.

Nao é dificil verificar que singsupp(u) C supp(u), para qualquer u € 2'(Q2) e que
singsupp(d) = supp(d) = {0}.
Denotaremos por &”(2) o subespaco de 2/(£2) das distribui¢ées com suporte com-

pacto.

Teorema 2.4.16. Seja u € &'(Q). Existe um unico funcional linear @ : C*(Q) — C tal

que:

(i) () = u(p), para todo o € C°(Q2);
(it) u(p) =0, se p € C°(Q) e supp(p) N supp(u) = 0.

Definicao 2.4.17. Diremos que uma sequéncia (p;) em C®(2) converge para ¢ € C*(2)
se, dados um compacto K C Q e a € N, a sequéncia (0%p;) converge uniformemente

para 0%p em K, quando j — 0.

Notemos que se p; — ¢ em C2°(Q2), entdo p; — ¢ em C(QQ).

Observagao 2.4.18. Um funcional linear continuo em C*®(Q2) é uma aplicagio A :

C>*(Q) — C que cumpre:

(i) Aap + ) = alA(p) + AWY), para quaisquer p,1p € C*(Q), a € C;

(it) Se p; — 0 em C*(R2), entao A(p;) — 0, quando j — oo.

O teorema, a seguir, caracteriza a continuidade dos funcionais lineares em C>°(£2).
Teorema 2.4.19. Seja u um funcional linear em C*(Q)). As condigdes, a sequir, sdo
equivalentes:

(i) u é continuo;

(ii) Existem um compacto K C Q, uma constante C > 0 e um inteiro m > 0 tais que

{u, )| < C > sup|0@p(z)], ¢ € C=(Q). (2.5)

|a\§m zeK

A seguir, de modo semelhante ao Teorema [2.4.19 caracterizamos a continuidade

dos funcionais lineares definidos em C2°(£2).
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Teorema 2.4.20. Seja u um funcional linear em C°(S2). As sequintes condigoes sdo

equivalentes:

(i) u € continuo;

(ii) Para cada compacto K C €, existem um inteiro positivo m e uma constante positiva
C tais que
[(u, 0)| < C Y7 sup|0%p()], Vo € C°(Q), supp(p) C K. (2.6)

la]<m zeK

O préximo resultado mostra que podemos identificar os funcionais lineares conti-

nuos definidos em C*°(€2) com o subespago &”(€2).

Teorema 2.4.21. Seja u € Z'(2). As sequintes condicoes sio equivalentes:

(i) u e &'(Q), ou seja, supp(u) é compacto;

(ii) Existe um funcional linear continuo v definido em C*°(Q) tal que sua restri¢io a
C*(Q) éigual a u.

Observagao 2.4.22. C°(Q2) ¢ denso em C™(2).

Com efeito, consideremos (/) uma sequéncia de compactos que exaurem (2, isto

é, {K;}jen C Q, U K; =, com cada K contido no interior de K1, e uma sequéncia de
jEN

funcoes teste (1;) tais que ¢; = 1 em K. Assim, se ¢ € C*°(2), basta tomar a sequéncia

(¢1);). Neste caso, p1p; € C2(Q) e pip; — ¢ em C®(Q).

Mais ainda, esta observacao mostra que o funcional v do teorema acima é tinico,
uma vez que se vy, v satisfazem (ii), entao eles coincidem em um subespago denso e, logo,
sao iguais.

Isto significa que se u é uma distribuicdo de suporte compacto, entao existe um
tnico funcional linear continuo em C*°(Q2) que estende u. Assim, podemos identificar o

espago &'(£2) com o espago dual de C*(2).

Exemplo 2.4.23. Se K C Q é um compacto e f € L},.(Q) € tal que f =0 q.t.p. em
Q\ K, entio f € &'(Q). Reciprocamente, se f € L,.(Q) e supp(f) = K, para algum
compacto K C Q, entao f =0 ¢.t.p. em R"\ K.

Definigao 2.4.24. Diremos que uma sequéncia (u;) de distribuigées converge para u
em 2'(Q), quando a sequéncia numérica ((u;,p)) converge para (u,y), para qualquer
p e CX(9).

Exemplo 2.4.25. Seja u; — u em 2'(2) entdo, a sequéncia das derivadas das distri-

buicoes u; converge para a deriwada da distribuicdo u.
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Com efeito, dada ¢ € C2°(2), segue que:

Ou, /O B dp\ /[ Ou
<85L’17<‘0>_ <uj7(9xz>—> <u’8mz>_<8xz’¢>

Exemplo 2.4.26. Seja ¢ € C°(R"), com ¢ > 0, supp(p) C B[0;1] e / p(x)dx = 1.
R
Para cada € > 0, tomamos p.(z) = ¢ "p(zx/e). Entao, seque que p. — 6 em Z'(R™),

quando € — 0.
De fato, dada ¢ € C°(R") :
(0 ) = [ 6(@)pu(w) dx = 2(0) = 4.(0) — $(0) = (6,0,
Exemplo 2.4.27. &'(Q2) € denso em 2'(2).

De fato, basta seguir a ideia da Observagao [2.4.22] e adaptar ao caso desejado.

A convolugao é uma ferramenta 1til para regularizar distribui¢cdes. Veremos, agora,
alguns resultados importantes sobre a convolu¢ao de uma distribuicao e uma funcao e,
também, sobre a convolugao de duas distribui¢oes, quando pelo menos uma delas tem

suporte compacto.

Defini¢ao 2.4.28. Sejam u € Z'(R") (ouu € &'(R™)) e ¢ € C(R™) (p € C*(R")),
denotaremos por u x ¢ a fungdo definida por (ux* p)(a) = (u, g,), a € R™, onde g,(x) =
pla—1x), v € R™

Notemos que u * ¢ estd bem definida e, no caso em que u € L}, a definigao acima
esta de acordo com a definigdo dada para a convolugao de fungoes. O proximo exemplo
significa que a distribuicao Delta de Dirac desempenha o papel de “elemento neutro” para

a convolucao com fungoes teste.

Exemplo 2.4.29. Consideremos a distribuicio Delta de Dirac 6 definida em R™. Para
toda ¢ € C°(R™) e todo a € R", temos

(0% ¢)(a) = (6, p(a — x)) = ¢(a),

ou seja, 0 * @ = @, para toda p € C°(R™).

O préximo resultado significa que, no caso de fungdes de duas variaveis, derivadas
com relagdo a uma delas comuta com a atuacao das distribui¢oes com relagao a outra
varidvel. O simbolo (&) = (u,, p(z,£)), & € R" salienta o fato de que a atuagao da distri-

buicdo u ocorre na variavel x enquanto que § estd fixado. Andlogo para (u., 9g¢(z,§)).
Proposicao 2.4.30. Se p € C°(R" x R") e u € &'(R"), entdo para todo o € N e todo
EeR™:

OF (z, 9(2,€)) = (ua, O p(,€))
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Mostramos, agora, que a convolugao com fungoes suaves regulariza uma distribui-

¢ao.

Teorema 2.4.31. Seu € Z'(R") e ¢ € CX(R"), entdo

(i) ux @ e C®°(R") e suas derivadas sao dadas por

O%(ux* @) = (0%u) xp = ux* (0%p), @ € NY

(ii) supp(u* @) C supp(u) + supp(p).
Vale ressaltar que o resultado acima pode ser provado no caso em que u € &' (R™)
e p € C*°(R™). O préximo resultado é util para a regularizagao de distribuigoes.
Teorema 2.4.32. Dados u € Z'(R"), ¢, € CX(R"), seque que (u*p)*x1h = ux* (p*).
Como consequéncia, temos o seguinte resultado de aproximacao de distribuicoes
por fungoes suaves. Assim como no caso de fungoes integraveis, dada u € 2’'(R"), con-

sideramos a familia de func¢oes de classe C'*° dada por u. = u * ¢, > 0, chamadas de

regularizadas de u.

Teorema 2.4.33. Se u € Z'(R"), entio u. — u em Z'(R"), quando ¢ — 0.

Combinando o Exemplo e o Teorema [2.4.33] temos

Corolario 2.4.34. C>*(R") é denso em Z'(R").

O teorema abaixo é ttil para definir a convolucao de duas distribuicoes, quando

pelo menos uma delas tem suporte compacto.

Teorema 2.4.35. Seja U : C°(R™) — C*(R") um operador linear continuo que comuta
com todas as translagoes Ty, h € R™. Entdo, existe uma tunica distribui¢io u € 2'(R") tal
que Up = u* p, ¢ € C°(R").

Definigao 2.4.36. Sejam u; € Z'(R") e us € &'(R™). Definimos v = uy * uy como a

tnica distribuicao v tal que uy * (ug * @) = v * .

Utilizando o Teorema [2.4.35| verifica-se que u *us estd bem definida, quando pelo
menos uma das distribuigées u; ou ug, tem suporte compacto. A distribuicdo § é uma
espécie de “elemento neutro” para a convolugao de distribui¢oes, como mostra o exemplo

abaixo.

Exemplo 2.4.37. Para toda uw € Z'(R™) seque que ux 6§ = 0 * u = u.
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De fato, basta observar que

(w6, 0) = [(uxd) %] (0) = [ux (0% @)](0) = (ux@)(0) = (u,), Vo e CR"),
isto é, u % 0 = u. Analogamente, podemos mostrar que 0 * u = u.

O suporte da convolugao de distribui¢oes tem comportamento similar ao suporte

da convolucao de fungoes.

Teorema 2.4.38. Sejam u; € &' (R") e ug € Z'(R™). Entao, seque que uy * ug = us * Uy
e vale supp(uy * ug) C supp(uq) + supp(us).

Entao, usando os resultados acima obtemos:
Exemplo 2.4.39. Sejam u € Z'(R™), ¢ € CX(R") e a € N™.
D*(uxp)=ux(0) = (ux Q) xd =ux* (o *0%0) = (ux0%) * ¢,
ou seja , 0%u = (0%9) x u. Em particular, para uy € &' (R™) e uy € Z'(R") :

0% (uq * ug) = 0% * (ug * ug) = (0% * uy) * ug = 0%uy * ug = ug * (ug ¥ 0%9) = ug * us.

2.5 Integracao em espacos normados

Apresentaremos aqui alguns conceitos sobre integral de Riemann-Stieltjes em espa-
cos de Banach. Esta segdo se baseia no capitulo 2 de (KHATSKEVICH; SHOIYKHET)
2012)). Aqui, o simbolo B sempre representard um espago de Banach e || - || a norma

correspondente. Nesta segdo, [a, b] denota um intervalo compacto de R.

Defini¢ao 2.5.1. Uma fungdio vetorial y : [a,b] — B ¢é dita de variagdo limitada se

existe M < oo, de modo que
> lly(bi) = y(a)ll < M,
i=1

onde (a;,b;), 1 € {1,...,m}, sao intervalos disjuntos de (a,b).

Definimos ainda a variagd@o completa de y em [a,b], indicada por Var|y|, como

sendo o supremo (em relagio a todas as escolhas de intervalos possiveis) dessas somas.

Observacgao 2.5.2. Se y é uma funcao de variacao limitada, entdo a funcgdo escalar

0y () = (y*, y(t)) também € de variagio limitada, para todo y* € B*.
De fato, isto é verdade j& que para qualquer y* € B*, vale |(v*, y())| < |ly*||||ly(®)]l,
para todo t onde y esta definida.

Lembremos que uma particdo P do intervalo [a,b] é um conjunto finito de pontos

{a =00,01,...,0m_1,0, = b}, onde 0; < 0j11, para todo j € {0,...,m — 1}.
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Definig¢ao 2.5.3. Sejam y : [a,b] — B, g : [a,b] - C e P = {0y,...,0m} uma parti¢io

de [a,b]. As expressoes

e
sp(y,9) = Zg(ti)[y(gi) —y(oi-1)],
i=1
onde 0; 1 < t; < o0;,1=0,...,m, sao chamadas de somas integrais de Riemann-

Stieltjes. Denotaremos ainda |P|:= max {o; — 0;_1;1 <i < m}.
Teorema 2.5.4. Sejam y,g e P como na definicio acima. Se um dos limites

lim Sp(y,g), lim sp(y,9)

existe, entdo o outro também existe (consideramos aqui apenas a convergéncia na norma

do espago B).

Estes limites sao chamados de integrais de Riemann-Stieltjes e denotados,

respectivamente, por
b

[v0dae) e [ g0 ay)

a
Mais ainda, vale
b

/aby(t)dg(t) = y(b)g(b) — y(a)g(a) —/ g(t)dy(t).

a

Demonstracao. Basta observarmos que

Se(y,9) = D y(ti)lg(o) — g(oim1)] = y(b)g(b) — y(a)g(a) = Y_ g(o)[y(tir1) — y(ti)],
i=1 i=0
onde t,,11 = b ety = a. Assim, para cada particaio P = {a = oy,...,0, = b}, com
os respectivos elementos ;1 < t; < 0;,7 = 1,...,m, podemos criar uma nova particao
P ={a=ty,...,tms1 = b}, tal que se |P| — 0, entao |P'| — 0. O

Teorema 2.5.5. Considerando y,g e P como no Teorema |2.5.4], suponhamos que y €
continua e g ¢ de variacao limitada. Entdo, ambas as integrais
b

[vnagw e [ gayo,

a

existem (na topologia da norma de B). Ainda, se N' é um espago de Banach e A : B — N

¢ um operador linear continuo, entao

A( [ s0as0) = [ auasty

A( [ swaso) = [ a0 aao.
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Demonstracao. Usando que y é continua e g é de variacdo limitada, mostramos que a
sequéncia das somas de Riemann-Stieltjes (Sp,(y, g)), onde P; é uma particao de [a,b] e

|P;| — 0, é uma sequéncia de Cauchy em B.

Para mostrar o restante do teorema, basta observar que a aplicagao t — Ay(t) é

continua e usar a linearidade de A. O]

Teorema 2.5.6. Se y : [a,b] — B € continua e g : [a,b] — R € de classe C', entdo

[ v0agt) = [Ty ar. (2.7

Demonstragio. Primeiramente, como g € C'([a,b]), segue que g é de variagdo limitada.
Assim, a integral do lado esquerdo de existe e, considerando, respectivamente, no
lugar de y e g, yg' e iq, onde iq é a funcao identidade em [a, b], concluimos que a integral
do lado direito de também existe. Para mostrar a igualdade, usamos o Teorema do

Valor Médio para ver que Sp(y, g) = Sp(yg’,i4), assim basta tomar o limite |P| — 0.

]

Coroléario 2.5.7. Se y é como no Teorema acima e g : [a,b] — C é de classe C', entdo

vale ([2.7)).

Demonstracao. Com efeito, basta aplicarmos o Teorema acima as partes real e imaginaria

de g, ou seja, escrevendo g = u + iv, temos u, v de classe C! e, portanto:

b b
tlwmw>:/ywﬂo+mm
b b
= [t Hlmmw>
b b
= y t)dt +i / y(t)v'(t) dt
= Z/
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3 Transformada de Fourier e os espacos B, ;.

A principal ferramenta que utilizaremos na demonstracao de existéncia e regu-
laridade de solucao fundamental para operadores lineares de coeficientes constantes é a
Transformada de Fourier. Nas duas primeiras se¢oes deste capitulo abordaremos os re-
sultados essenciais desta ferramenta. Na Segao [3.3] utilizamos a Transformada de Fourier
para introduzir os espagos de Sobolev, que depois sao generalizados para os espagos B,
na Segéo As referéncias aqui sao (HOUNIE, 1979), (FOLLAND, 1995), (HORMAN-
DER, 2003) e (HORMANDER) [2005).

3.1 A Transformada de Fourier

Se f € L' entdo a Transformada de Fourier de f é a funcao definida por:

FHO=1(©) = [ e fla)dx, ¢ R, (3.1

n

onde z - & =x1& + -+ - + 2,6,

Vejamos que f é continua. Dados £ € R" e uma sequéncia & —> &, definindo
gr(z) = e7®& f(z) e g(x) = e ™% f(z), segue que g, — ¢ pontualmente e, como
lg] < |f|, para todo k € N, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (veja Teorema
9.2.19):

A A

fe) = [ e faydax — [ e f(@) dx = f(&)

Logo f é continua em &.

Introduziremos agora um subespaco de C*°(R™) fechado por derivacao e multipli-

cagao por polinémios, no qual a Transformada de Fourier é continuamente inversivel.

Defini¢ao 3.1.1. Denotaremos com . (R") o espago de Schwartz, definido como subes-
pago vetorial das fungoes ¢ € C°(R™) tais que:

sup |2%0°p(z)| < 0o,V a, B € N™.

zeR?

Escreveremos apenas . para nos referirmos a .#(R"), quando ficar implicito a

dimensao do espaco euclidiano.

Neste texto, por questoes de simplicidade de notagao, fixado @ € N, o simbolo
x® denota a fungdo definida por x — z® 2 € R". Dizemos que uma sequéncia (¢;)
de elementos de . converge para ¢ em .¥ quando 2°0°p; converge para x°9%p

uniformemente, para quaisquer «, 3 € N™.
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. ¢é conhecido como o espago das fungoes de decaimento rapido no infinito. O

resultado a seguir explica melhor este fato.

Lema 3.1.2. Seja ¢ € C(R"). Entdo sio equivalentes:
(i) v €75

(i) ‘llim 12°0°p(x)| = 0, para quaisquer o, B € N™.
T|—00

Demonstragio. (i) = (ii) Denotaremos por | - |y & norma do maximo em R”, ou seja,

|| pr = max |z;|, para todo © = (z1,...,x,) € R". Observamos também que |z| < n|z|y.
<i<n

Agora, se ¢ € ., entdao dados «, f € N"| existe uma constante M («, 5) > 0 tal
que [220°p(x)| < M(a, B), para todo x € R™. Se |z|y = |7;], para algum [ € {1,...,n},

entdo tomando o = « + ¢;, temos m|:zco‘86g0(x)| < |z dPp(x)| < M(d/, ), e assim
n

207 )] < "

donde, segue que | |lim 12°0%p(x)| = 0.
Tr|—>00

, Ve (R"\{0}),

(ii) = (i) Seja ¢ € C(R") tal que |I‘lii)noo 12%0%p(z)| — 0, para cada a, 3 € N".
Entdo, existe N > 0 de modo que [1®0°p(x)| < 1, para todo |z| > N. Agora, uma vez
que a fungio z — 19%p(x) é continua (é de classe C°°(R")), existe M;(«, ) > 0 tal que
|220Pp(x)| < Mi(a, B), se |z| < N. Tomando M («, 3) = max{M;(a, 3), N}, segue que
sup |20 p(z)| < M(a, B) < 0. O

zeR™

Exemplo 3.1.3. Observamos que CP(R™) C . e, se ¢; — ¢ em CX*(R"), entdo

s,

w; — ¢ em .. Um exemplo de fungao que estd em . mas nao pertence a C:°(R™) € a

fungio dada por f(x) = e *’. Logo, C®(R™) C .7 propriamente.
Lema 3.1.4. Para cada k € N, existem constantes A, B > 0 tais que

L+ <A S [P < BA+ €2k, V € e R™

|o| <k
Demonstragio. Seja & € R™ arbitrario. Observemos que, para |a| < k :
€1 <1, se €l <1 e € < e < gl se [¢] > 1
Assim, temos que [£¥]? < max{1, |¢|**} = max{1,|¢|*}*. Consequentemente,

> 1€ < Y7 max{1, €]} = Cpmax{L, [€]}" < Cp(1+[¢*)",

o] <k || <k

onde C}, = Zl>0.

lof <k
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n
Por outro lado, a fungdo & — > |§j’€ |* é continua e definida positiva, portanto
j=1
possui um minimo C; > 0 em S'. Desta forma temos, para & # 0 :

gk
€]

2

Z = PP <Gy |§f|2,

onde Cy = 1/C4.

Notando que Z |§k 2 Z €512 < D7 |€2)?, temos:

J=1 J=1 || <k
1+t < 2Pmax{1, [¢[*}
< 21+ ¢
< 2 (H%il&f?)
o
< 2°Cy Y [P € eRY,

o<k

onde C3 > 1+ Cy. Portanto, tomando Cj, = 2*Cj, segue que (1 + [¢%)" < Cp D |€2)7,
lo <k

para todo £ € R™. O

Observacao 3.1.5. O espago . € invariante por derivacio e multiplicacao por polino-
mios. Além disso . C L.

De fato, se f € ., temos que 9" f € ., Vy € N", uma vez que, por defini¢io:

sup [¢°0°[0 f](x)| = sup [¢°0"*7 f(z)] < o0, @, 3 € N".
rER™ reR™

Ainda, se P, é um polinémio em R" de ordem |a/|, segue que P, f € ., pois:

B
gl

O°[Pa(2)f(2)] = X (

V<8

) O Po(x)0° 7 f(x), x € R™,

Finalmente, vejamos que . C L. Observe que do Lema segue que, para

cada k € N", existe C}, > 0 tal que (1 + |$|2)g < Gy > |2%|, para todo k € N e todo
lal <k
x € R™. Assim, dada ¢ € ., resulta que:

Lole@las = [ le@l+ o) 75 (1 [af?) 3 dx
/Rn () |Crsa Z |m°‘|(1—|—|x|2)%_1 dx,

|o| <n+1

IN
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sendo C'= Cpyq1 Y sup |z%(z)|. Logo,

‘a|§n+1CEER"
/ |p(2)] dx < C/ (1+]a?) ™5 dx.
R7 R7

Pela Proposicao [2.2.28| resulta que ¢ € L.

Teorema 3.1.6 (HOUNIE, Teo. V.1.1, p. 74). A Transformada de Fourier F : &/ — ./

¢ um operador linear continuo e valem:

Flo%¢l(§) = (i6)*¢(§), £ € R", p €7, (3-2)

Fla®o(@)]() = (=) 0°¢(¢), p € 7. (3.3)

Demonstracio. A linearidade de F é clara. Fixe £ € R”™ arbitrario. Como as funcoes

em . sao integraveis em R™, é permitido a derivacdo sob o sinal da integral (conforme

Teorema [2.2.19)), o que resulta:
9°5(€) = 0° ( [ e () dx) = [ ol dx = (<) [ e () dx.

Rn
Isto prova (3.3]).

Agora, como ¢ € . e % € . para todo a € N", segue que 9% € L' e isto

permite usar o Teorema de Fubini (veja Teorema . Integrando |a| vezes:
| e ora(@)ax = ) [ e (@) ax = (i€)°(6).

e
R
Isto prova (3.2)).
Combinando as férmulas (3.2) e (3.3) temos:

0°p(&) = (i) PIFPp(2)](€)
= (=) Pl ) Flaf o (2)] (€)
= (=) PR (@ e (@)](€), VE e R

Disto, segue:

s €407 3(€)] < [10”(a"p(x))lh < 00, a, B EN",p € 7.

Consequentemente @ € .7,

Finalmente, seja (¢;) uma sequéncia em .# tal que p; — 0 em .7, ou seja,

2%0%p — 0 uniformemente, para quaisquer «, 3 € N. Entdo, temos, pelo Lema m
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A

0%, < [ 10°( () dx
< C.sup [0° (2 (2))|(1 + o))

reR™

IN

C. sup { > > ( “ ) wf!vﬂ\xﬁvm%(x)ﬂxe\z

€R™ | <min{a,8) ol<na1 \ B

<o T Z5) e

v<min{a,8} 0]<nt1 \ D - weR?

onde \x5_7+29<pj| — 0 uniformemente por hipdtese. Consequentemente ¢; — 0 em
. m

Corolario 3.1.7 (HOUNIE, Cor. V.1.1, p. 75). (Lema de Riemann-Lebesgue): Se
fe L', entio f(&) — 0 quando |¢] — oc.

Demonstragio. Para cada N € N, defina fy(z) = f(z), se |z| < N e fy(z) = 0, se
|z| > N. Desta forma, temos que | fy| < |f|, e consequentemente, fy € L'(R™), para todo
N € N. Como fy — f pontualmente, o Teorema da Convergéncia Dominada implica

em fy — f em L.

Para cada N € N, existe (pelo Teorema [2.3.6) (¥)¥) € C=°(R") tal que ¢ — fn
em L'(R"), quando k — co. Assim, dado € > 0, existe ko € N tal que

k> ko= /R WY () — fi(z)] dx < &
Logo,
FUX© = Fv@l < [ @) — fv@ldx<e Yk >k, V¢ R,

Com isso, Fi — F fy uniformemente, quando k — oco.

Pelo Exemplo [3.1.3] temos C°(R™) C ., assim segue que F1 (§) — 0 quando
|| — oo, para quaisquer k, N € N. Desta forma, dado p > 0, tomando k € Ne A > 0

adequados, temos

F v < IFfn(€) = Fur (O + [Fur (O] < p, se [¢] > A.

Assim, Ffy(§) — 0, quando |{] — oo, para todo N € N. Finalmente, basta ver que
Ffn — f uniformemente. Mas isso é consequéncia do fato de fy convergir para f em

L', uma vez que
IF f(€) \</ v (@) — f(z)]dx, V € € R™

Portanto, f(f) — 0, quando |{] — oc. ]
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Exemplo 3.1.8. Se p(z) =e¢ 2z, x € R, entdo (&) = V2mp(£),& € R.

Para calcular ¢, usaremos um método indireto. Primeiro, note que ¢ € .#(R) e
satisfaz o P.V.I. ¢'(z) +zp(x) =0, ¢(0) = 1. Aplicando F nesta equagao, obtemos, pelo

Teorema |3.1.0),

0= FIy/(e) + 0p(o)] = F | $(0)] + Flap(a)] = i60(6) - 2 (6)

Ou seja, ¢ satisfaz a mesma equagao que . Desta forma, como a solugao do P.V.I. é
Unica, segue que
R R . =& —a? =&
P(6) = ¢(&).p(0) = (&) = [ eF dx=vome T, veeR
a2
Além disso, se (x) = e%, onde z € R", temos que ¢ € L(R") e, usando o

Teorema de Fubini, segue que:

@/3(5) = /n e T8 (x) dx = </R e_wl&e%12 dX1> (/R e_m’"g”e# dxn> )

Como cada expressao entre parénteses é exatamente a Transformada de Fourier

de ¢ concluimos que

(€)= Vare i .\ 2re H = (271')%6_‘25‘ , VEeR™

Teorema 3.1.9 (HOUNIE, Teo. V.1.2, p. 77). A Transformada de Fourier F : ¥ — .

é continuamente inversivel, sendo F~! dada por

Flo(z) = (27)" / eTEp(E)dE, z €RY, p € P (3.4)

n

Demonstragdo. Observemos que nao é possivel trocar a ordem de integracao em (3.4). De

fato, se tomarmos ¢ = 1/;, segue que

v(@) = @r)" [ e de = (2m) [ e

[ ey dy] dg

e, se x = y por exemplo, temos
L, e €] dg = oo
Rn

Sendo assim, usaremos funcoes auxiliares e o Teorema da Convergéncia Dominada
para mostrar que vale (3.4)), para toda ¢ € ..

2
—lz]

Definimos entdo, para cada 0 < € < 1, p(x) = ¢1(ex), onde pi(z) = ez,
r € R™.
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Pelo Exemplo 3.1.8, temos que ¢;(§) = (27r)%67|2ﬂ , & € R™. Desta forma, fazendo

., x
a mudanga de variavel x — — segue:
€

(e = [ e (e ax

= eT(2m)2 ¢ <§> , £ eR™
Entao
(&) = e"(21)2 (ﬁ) ,EeR" e 0<e< 1. (3.5)

Observamos ainda que, para cada x € R",

2)

€ x|2

li_r}r(l) () = ll_r% e 2 =1. (3.6)
Ainda, dada ¥ € ., temos que
iz, 7 N n
L le@e i@l < [ 1h(©)ldg, w e R (37)

Pelo Teorema de Fubini e por (3.5))

[ e@eier e =

[ et dy | g
(y) { / e (¢) dﬁ} dy

—n n Y
= et [ v+ (Y)dy
= 57”(277)%/ Y(ez +2)p1(2)€"dz, 2 €R™ e 0<e < 1.
R
Logo

/Rn 0. (€)™ EP(€) d¢ = (27)% /R Wlez+2)pr(2)dz, s €R ¢ 0<e<1.  (3.8)

Agora, devido a (3.7)), podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada e obter

com isso:

lim [ eSO de = [ i) de. (3.9)

e—0 Rn
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Ainda, por (3.7)), e observando que ¢ (ez + x) — (), segue que

lim [ Y(ez+x)p1(z)dz = /Rn Y(x)p1(2) dz = ¥(z)(27) 3. (3.10)

e—0 JR

Comparando e (3.10)), temos ¥ (x) = (27)™" /Rn (&) de, e S

A prova da continuidade de F~! é andloga a prova da continuidade de F apresen-

tada no Teorema [3.1.0] e por isso serd omitida. O

Teorema 3.1.10 (HOUNIE, Teo. V.1.3, p. 78). Se p, 9 € ., entdo:

| epp@ax = [ o)) dx, (3.11)

| vyl ax = @n) " [ e dx, (3.12)
Flo* ] = ¢i) (3.13)
Floy] = (2n) "¢ * ¢, (3.14)

Demonstracao. Usando o Teorema de Fubini, obtemos
[os@u©d = [ [ e ()dx} v(6) d
/ Ty (¢ )dg} dx
n | Jre

—i€-x

1/3(56)90(:10) dx

n

o(x)dx

I
I I

o que prova (3.11).

Agora, tomando o = ¢, 8 = ¢ e usando (3.11)), vemos que:

[ a@B@ax= [ e@i@ = [ e dx= [ a@)F He)dx

n

Observando que F'f(z) = (2m)™" /Rn e TB(€)d¢ = (2m) " B(x), x € R™, temos:

L, a@B@) ax = 2m)™ [ a(a)(a) dx

o que prova (3.12)).

Para provar (3.13)), observamos que ¢ * ¢ € L' devido a ¢, € .¥ C L' e A
Desigualdade de Young (veja Teorema [2.2.27)). Podemos entao usar o Teorema de Fubini
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e, através da mudanca de variavel x — y = w, obtemos:

Floxul©) = [ o) |[ e ela—y)dx|ay
= [ ot | [ e w) dw] dy
= [ wtwe e [ e dw] dy

= @) [ e uly)dy

(

~

= @(E)y(£),€ € R™

Isso prova (3.13]).
Finalmente, pelo Teorema [3.1.9] segue que

Flp(e) = @m) [ ep(6)de = (2m)"p(~a),z € R

R”

Desta forma, usando ((3.13)), temos:

Flo@)F @) = (2m)"(2m) "Flo*v)(—)
= @m) " F pxyl(x),z €R™.

Portanto Flpw] = (27) "¢ 1), provando assim (3.14)). O

3.2 O Espaco das Distribuicoes Temperadas

Nesta se¢ao, descreveremos um subespacgo das distribuigoes no qual é possivel

definir a Transformada de Fourier.

Definigao 3.2.1. Um funcional linear continuo em . é uma aplicagio A : . — C que

cumpre:

(i) Aap + ) = alA(p) + AWY), para quaisquer ¢, € .7 e a € C;

(i) Se ¢; — 0 em 7, entao A(p;) — 0, quando j — oo.

Uma distribuicao temperada é um funcional linear continuo em . O espago
vetorial complexo formado por tais funcionais é denotado por ./’ e usaremos a notacao
u(p) = (u, ), parau € S, p € 7.

Observagao 3.2.2. .’ pode ser identificado com um subespago de 2'(R™).

De fato, primeiramente temos que se f € . e ¢ € C(R"), entdo o nmero (f, )
estd bem definido, j& que C°(R™) C ..
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Desta forma, se f € .7 e (¢;) C C2°(R") é tal que ¢; — 0 em C°(R"), tomando
g : C*(R") — C, de modo que (g,¢) = (f,¢), ¢ € C>(R"), segue que (g,v;) — 0.
Logo, temos que g € Z'(R"™). Assim, todo elemento de .’ pode ser visto como um
elemento de 7'(R™).

Ainda, se (f;) C . converge para f € ./, temos que (f;, ) — (f, ¢), para toda
p € S e, em particular, (f;,o) — (f,¢), para toda ¢ € C°(R"). Consequentemente,

fi — fem Z'(R"), isto é, a convergéncia em .#” implica na convergéncia em 2’'(R").

Observacgao 3.2.3. C°(R") é denso em .&.

Com efeito, dada ¢ € ., tomemos ¢ € C°(R"™) de modo que ¢ = 1 em BJ[0;1]
e 0 <1 < 1. Segue que o € CP(R") e o = ¢ em B[0;1]. Definamos, para cada
e >0, Y(x) = ¢Y(ex), v € R". Com isso, temos 1. € C°(R"), b. = 1 em B[0;1/¢]
e P.(x) — 1,z € R", quando ¢ — 0. Resta vermos que pp. — ¢ em . quando
e — 0.

Fixemos a, 3 € N" e observemos que, para cada v < 3, 0.(x) = Moy (ex).
Tomando C(4, ) := mgéc sup |07 (z)|, temos, para 0 < e < 1:
TSP zeRn”

sup [2°0° [V (v)p(x) — p(2)]] < sup | Y- ( ’ ) 207 ip() 0 ()] + |56“3'390(33)|]

z€R™ z€R™ _'YS,B Y

= sup Y ( B ) 12208V p(x)eM ) (ex)| + \:c‘@@p(:c)\]

z€R™ |7<8 Y

IN

C(¥, B)e sup [Z ( f ) 2207 ()] + \xa@ﬁw(x)\]

zeR™ v<B

IN

C'e,
onde

C'=C(y,B) [Z ( 5 ) sup [2%0° 7 p(x)| + sup \x‘”@%(x)ll >0

v<B TeR™ TER™

nao depende de ¢.

Logo, sup |20’y (z)p(x) — p(z)]] — 0, quando ¢ — 0, como querfamos de-
TER™
monstrar.

Teorema 3.2.4 (HOUNIE, Teo. V.1.4, p. 80). Seja u um funcional linear em 7. As
sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) ue .S

(ii) Existem inteiros positivos m, M tais que:

[{u, o)l <M > sup [(1+[2[)"0%(2)], v € S, 0 € N".

lo|<m reR™
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Demonstragio. (1)=-(ii). Assumimos que u é continuo e provaremos (ii) por absurdo.

Suponhamos que para quaisquer j,! € Z positivos, exista ¢;; € . tal que:

[(uy 0500 > 7 3 sup [(1+[x]*)'0%;(x)], o € N™.

|af <t TER™

Assim, tomando r; = |(u, ; ;)| > 7 > sup |(1+|z]*)?9%p;;(z)| e definindo ¢; =

o <j TER™
©; i/, para cada j € N, segue que:
8% (x)| = |a)|8%; ()]
la|
(1+z)) =z
< TW%J‘J(ZEH
J
(1+]z?)
TW%J(M
J
(1+ |2*)
< RSl ol BV P
= ;;j xSequJ r; @J7J<m)|
1
< -
J

para j > ‘%l + |B|. Logo, ¢; — 0 em .. Por outro lado, |(u, ;)| = 1, para todo j € N,

o que contraria a continuidade de u. Consequentemente, vale (ii).

(ii)=(i). Seja (p;) C & tal que ¢; — 0 em .7, ou seja, |2°0%p;| — 0 uni-
formemente, quando 7 — oo, para quaisquer «, 5 € N™. Ora, para cada k € Z positivo

existe C > 0 de modo que (1 + |m|2)g < Cy Y |z°], z € R". Consequentemente,
lof <k

(L +[2?)10%¢;(@)] < Coi D a0 py(2)],
| <2i
para todo inteiro ¢ positivo. Agora, uma vez que o lado direito da desigualdade acima
converge a zero uniformemente, temos que:

MY sup |1+ [2)"0 g (x)] — 0.

18l<m reR™

Desta forma, como assumimos que vale (ii), segue que |(u, ;)| — 0, provando
(i). O

Exemplo 3.2.5. &' (R™) pode ser identificado com um subespago de ..

De fato, sabemos que u € & (R™) pode ser identificado com um funcional linear
continuo definido em C*°; através de (4, p) = (u,¥p), ¢ € C°(R"), onde ¢ € CX(R™) é
tal que ¢y = 1 numa vizinhanca do suporte de u. Desta forma, basta tomar a restricdo de

i a ., uma vez que a convergéncia em . implica na convergéncia em C°.
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Outro exemplo de distribuicdo temperada é uma medida de Borel p localmente

finita (finita em compactos) e tal que / (1+]2*)"™du < oo, para algum inteiro positivo
Rn

m. Com efeito, sejam p uma tal medida e ¢ € . qualquer. Entao, pelo Lema (3.1.4]

existe uma constante C,, > 0 de modo que |p(z)|(1 + |z|*)™ < C,,, € R™. Logo,
L Je@)lda< G [ (14 Jaf) " dpr < .

Ainda, se ¢; — 0 em ., entdo |(1 4 | - |*)™p;] — 0 uniformemente quando

j — oo. Consequentemente,

Lles@ldn = [ @12l el + o) dp

< sup [(1+ o) (@) [ (1 o) dp
zER™ Rn
< C

J
onde C; — 0, quando j — oo. Portanto, (i, ¢;) — 0, quando j — oo.

Mais geralmente, temos o proximo exemplo.

Exemplo 3.2.6. Se f € L}, € tal que
1f(2)] < A1+ |2)?, quando|z| > C, (3.15)

para certas constantes A, B,C > 0, entdo f pode ser identificada com um elemento de
', definido da mesma maneira como no Exemplo [2.4.9

De fato, seja f uma funcao satisfazendo (3.15) e ¢ € . qualquer. Segue que:

[ i@ead < [ if@e@lact [ 1f@)e()] o

< Af 0+l >rdx+M/ ()] dx

< Al/ (14 [z)~ ' dx + M,
|z|>C

< 09,

pela Proposicao[2.2.28| o que prova que Ty : . — C, dada por (T}, ) = /Rn f(z)p(x) dx,

estd bem definida. Ainda, se p; — 0 em ., segue que (1 + |- [)BF"* ;| — 0
uniformemente quando j — oo. Com isso temos:
[Ty < A (1 + [2])Plgj ()] dx + | (@)p; ()] dx
|z|>C |z|<C

< Assup (1 |2)7 " () |‘>c(1+Iﬂfl)_”_101><+f\4j

reR™

= ¢+ M,

onde ¢; + M; — 0, quando j — oo. Logo, Ty € %"
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A condigao |f(x)| < A(1 + |z])B, |z| > C, significa que f “cresce lentamente” no
infinito. Esta condig¢ao, porém, nao é necessaria para que uma funcao localmente inte-
gravel em R"™ possa ser identificada com uma distribuicao temperada através da definicao
acima. Um exemplo disso, em R, é a funcao f(x) = e"cos(e”),x € R. Como f é continua,
temos que f € L}, (R) e o fator €* faz com que a fungao ndo seja dominada por polinémio

algum. Por outro lado, dada ¢ € .(R), usando integracao por partes, temos que:
(Tr@)l = | [ ecos(e)p(a) dx|
< [ 1/ @)sen(er)] dx
R

< /
< [ I¢@)ax
OO?

uma vez que ¢ € .%(R) implica em ¢’ € (R) C L'(R). E ainda, se p; — 0 em . (R),
entdao (1 + z?)¢’ — 0 uniformemente. Logo, (T}, ;) — 0, quando j — oo e assim
Tf ..

Definimos abaixo a Transformada de Fourier de uma distribuicdo temperada.

Definicao 3.2.7. Se u € ., entao a Transformada de Fourier i de u € definida
por (i, ) = (u,p), ¢ € 7.

Note que # esta bem definida, pois o operador F : . — . é continuo. Agora,
suponha que (u;) C . seja tal que u; — u em ., isto é, (u;, ) — (u, ) para toda
p € .. Temos que:

(i, ) = (uj, @) — (u, @) = (@, ¢).

Consequentemente, a Transformada de Fourier F : .%" — %’ é continua.

Ainda, utilizando o Teorema m, para u € ., segue que F lu: . — C, dada
por (Ftu, @) = (u, F~1p), estd bem definida e (F ', @) = (u, @), para toda p € ..

Logo, F : . — % é continuamente inversivel.

Calculemos a Transformada de Fourier da distribuicao delta de Dirac.

Exemplo 3.2.8. Se ¢ é a distribuicao Delta de Dirac entdo 6 =1.

De fato, dada ¢ € ., temos que:

B.0) = (6,0) = 2(0) = [ plw) dx =< 1,¢).

n

Logo, §éa funcao constante igual a 1.

Observe que toda funcao de . cumpre as condi¢oes do Exemplo [3.2.6] logo, cada
elemento de . define uma distribuicao temperada. Faremos um abuso de notagdo uti-
lizando F sem distincao para representar o operador Transformada de Fourier, tanto

definido em .¥ quanto em .¥’. Mostraremos que ambas as defini¢des coincidem.
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No préximo resultado, o simbolo 4(€) = (u,, e*%), £ € R" salienta o fato de que

a atuacao da distribuicdo u ocorre na variavel x enquanto que & esta fixado.

Teorema 3.2.9 (HOUNIE, Teo. V.2.1, p. 81). A Transformada de Fourier em . goza

das sequintes propriedades:

(i) Se f € L', entdio a Transformada de Fourier de f como distribuicio temperada

coincide com a Transformada de Fourier de f dada por ;

(i) Se f € L?, entio f € I* e |||l = (2m) || fI13

(iii) Se u € &' (R™), entdo 4 é uma funcio C(R™), definida por 4(§) = (ug, e %),
§eR”

(iv) Sea € N" eu € ., entdo (0°u) = (i€)*a, (z*uf = (—i)"™o¢a, 4 = (2m)"4,€ €
R™.

Demonstracio. (i) Se f € ., entdo suas Transformadas de Fourier, como distribuicao e

funcao, coincidem, uma vez que

fooh=r.0)= [ f@p@dx= [ fa)p@)dx g,

R

em virtude do Teorema [3.1.10] Agora, seja f € L' e tomemos uma sequéncia (¢;) C .%
tal que ¢»; — f em L'. Com isso, @Z;j — f em L'. Logo, para ¢ € .7 :

| F@e)dx=tm [ g = tim [ g@)edx= [ f@)pe)ds.

j—oo JRn j—oo JRnP n

Portanto, (f.¢) = (£.9) = [ f@)p(e)dx= [ f()p(x)dx.
(ii) Sejam f € L* e (¢;) C & tais que ¢; — f em L% Entao, do Teorema

segue que:

~

L@ —di@Pax = [ (@) = d@) (@) - dila) dx
= @ [ (@) — @) ) — (@) dx
= @) [ (o) = elo) P .

Ou seja, ||1h; —Uel|2 = (27)"||1h; — ¥k ||2. Como a sequéncia (1) C L? converge, esta é uma
sequéncia de Cauchy. Logo, temos que (@E]) C L? também é uma sequéncia de Cauchy e,

por L? ser um espaco de Banach, 1@- converge para alguma funcio g em L2.

Pela Desigualdade de Hoélder, temos que ||(v; — f)elli < |15 — fll2llells — 0,

logo, ¥jp — fp em L', para qualquer ¢ € .. Com isto, temos

(o) = [ f@p@ dc=lim [ @@= [ g)pl)dx=g.),

Jj—o0 JRn R™
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para toda ¢ € .7, ou seja, f =g € L2.

Finalmente,

171 = T 1513 = (2m)" lim 145113 = (27" £

(iii) Sejam u € &'(R™) e ¢ € CF(R") tal que 0 < p e / ¢(x)dx = 1. Para cada
e > 0, definamos ¢.(z) = e "p(z/e),x € R™ e tomemos u, 2 .. Com isto, temos
que u. € C>°(R™) e, pelo Teorema [2.4.33] segue que u. — u em &'(R"). Em particular,
u. — u em ', quando ¢ — 0. Entao, segue que 1, — 4 em .¥’, quando ¢ — 0.

Como u. € C(R™), temos que 4. € . C L', para todo ¢ > 0. Por (i), a
Transformada de Fourier de u. como funcao coincide com sua Transformada de Fourier

como distribuicao, assim:
10:(6) = ((w pe)e ) = [(wx 0e) # € (0) = e, (e €)= {u, G ™).

Observando que . * e~ = e @83 (ef), temos 4.(€) = (ug, p(e€)e ). Ainda,
como ¢, converge (em C°(R")) para a fun¢do constante 1, quando € — 0, segue que

0.(&) — (ug, e ™) = 0(¢), para todo & € R". Pela Proposicio [2.4.30] segue que
9*0(E) = (uq, OZe™™t), e assim 4 € C(R™).

(iv) Seja u € . arbitraria. Pela defini¢ao e pelo Teorema segue, para
quaisquer ¢ € . e a € N", que:

((0%ur, ) = (=1)1N(u, 8°¢) = (1) (u, (=0)*!(£*)),

logo, (0%u) = (i&)*a.

Ainda,

(e ufe, (&) = (uw,2@) = (u, i 1(Bgp)(2)) = {(—1)*li7*9ga, ).

Consequentemente, (v%u) = (—i)~l*l9*q.

Agora, observando que ¢ = (27) "¢, temos

(i, 0) = (@, 9) = (u, &) = (u, (2m)"@) = ((2m)"it, ), ¢ € .

Portanto @ = (27)"i. O
Observacgao 3.2.10. Se u € &'(R™), entdo 4 possui extensdo analitica para C".

Com efeito, pelo Teorema temos que se u € &'(R™), entdo 4 € C°(R") e é

definida por 4(§) = (u,, e~™®¢) & € R". Observando que a aplicacio ¢ > e~ @¢( € C", é

analitica, ou seja, satisfaz as condi¢oes de Cauchy-Riemann

Ole~ <]
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8@£§)
a.cj
@ : C" — C, dada por 4(¢) = (ug, e"¢), ¢ € C", é analitica.

segue, pela Proposicao2.4.30] que = (u,,0) =0, 7 =1,...,n. Portanto, a aplicagdo

Proposigdo 3.2.11. Se u € .7 ¢ ¢ € ., entio seque (u, ) = (27) (4, @) e (pu) =
(27m) 7" * Q.

Demonstragio. Por (iv) do Teorema segue que (4, @) = (2m)"(%, @), logo (u, @) =
(2m) 7", ¢) = (2m)7"(@, §).

Agora, dada ¢ € .7 ¢ observando que (27) "¢ * 1) = (pb) € .7, segue que

((pulp) =

]

Quando v € .’ ndo é uma funcdo em L', para calcular 4, tenta-se aproximar
u por funcgoes integraveis cujas transformadas se conhecem. Abaixo um exemplo desta

pratica.

Exemplo 3.2.12. Consideremos a funcao de Heaviside H : R — R. Calculemos H

através das aproximadas H.(x) = H(x)e ", € > 0.

Primeiro, notemos que H, € L'(R) e H. — H, quando e — 0. Ainda, se ¢ € .¥,
entdao H.p — p em L'(R), uma vez que |H.p| < |p|. Logo,

H., ) /H e *p )dx—/ dx—>/ x)dx = (H,p), ¢ €.,
0

ou seja, H. — H em ./, quando ¢ — 0.

Agora, para cadae >0e & € R :

~ iy B o 1 c ] §
H.(§) = / Ly Tdx = / (iE+e)r gy = = —
&) e (x)e x=] e X 1 a1 i &

1
Tomando g¢.(§) = , temos que / ge(r)dx=1e / ge(r) dx — 0 para
me2+ £2 52 R |z|>a
3
todo a > 0, quando ¢ — 0. Disto, segue que g. — 0 e, assim, ——— — 7d. Por outro

g2 4 &2

1 1
lado, temos que ——— — v.p. —, onde V. p. E esta definida como no Exemplo [2.4.4
€

2+£2 g
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Finalmente, pela continuidade de F : %" — %/, segue que H — H e, portanto,
temos que I:I(f) =70 —1iv.p. %

Observagao 3.2.13. Notemos que H + H = 1 e que H(¢) = H(—¢) = 70 + iV.D. ¢
Desta forma, seque que 1 = (H + Pvlf: 279, o que estd de acordo com o Exemplo|3.2.8,

Observacao 3.2.14. Consideremos a fungao “sinal de x”, sn(x) = H(x)—H(—z), = € R.
Segue que su(€) = H(E) — H(—¢&) = —2iv.p. % e, consequentemente:

<v.p.r(§

ou seja, (v.p.)= —imsn.

) — ; n(6) = ;2ﬂsh(§) =im(H(=¢) — H(§)) = —imsn((),

3.3 Espacos de Sobolev

Nesta secao, utilizamos a Transformada de Fourier para introduzir os espagos de

Sobolev H,, comegando com o caso em que s é um numero inteiro nao-negativo.

Definicao 3.3.1. Seja k € Z,. Definimos o espagco de Sobolev Hy de ordem k, como
o conjunto das fungoes f € L? cujas derivadas (no sentido das distribuicoes) 0*f € L2,
para |o| < k, isto é, Hy, = {f € L?; 0°f € L*, para todo |a| < k}.

Notamos que Hj; é um espaco vetorial normado sobre C, onde consideramos a
1

norma |l = | [ 1/©P(+I¢P) dg|”

O teorema, a seguir, mostra que o espaco Hj; pode também ser caracterizado em
termos da Transformada de Fourier de seus elementos. Aqui o simbolo (1 + |£]?) denota
a funcao & — (1 +|€]?), € € R™.

Teorema 3.3.2 (FOLLAND, Teo. 6.1, p. 191). Para que se tenha f € Hj, para algum

2
k € Z., € necessario e suficiente que (1 + |§|2)§f e L2 e as normas [Z ||8af||%2] .
|| <K
Il f|lx sejam equivalentes.

Demonstracao. Comegaremos provando a equivaléncia entre as normas, donde se seguira

a outra afirmacao do teorema.

Primeiramente, pelo Teorema m, temos que ||f|z2 = (27) 72| f|| .2, para toda
f € L% Se f € Hy, entdo, pela Definicao [3.3.1, 9*f € L? para todo |a| < k. Logo,
10°£]|2, = (27)"||(—i€)* f]|2,. Consequentemente,

S0 Az = @em Y [ 1F©Fed

laf<k | <k

= @n™ [ fOF ¥ .

laf<k
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Logo, pelo Lema |3.1.4]

> 107 fllze < @m) "Bl flle < (2m)"AB 3 [0 fIL2,

|| <k || <k
provando a equivaléncia entre as normas.

Finalmente, se f € Hy, entao ||0%f||r2 < oo, para todo |a| < k. Deste modo,

I+1EDERIR = [ 7@+ 1) s
< [ IF©PCL Y [e*ds

jal <k

= Gy > 2m)"o°fl2:
|| <K
< 00,

ou seja, (14 €22 f € L2,

Em contrapartida, se (1 + [£[2)2 f € L2, entdo f € L2, uma vez que f € L2 e

L f@Pax=en™ [ (f@Fd< [ 1+1eDfErd < oo.

Rn
E ainda,
S 0fIEe = X em [ If @R g
| <k lo|<k R
< am [ If©PC+ gt dg
< 00,
para todo |a| < k. Logo, 9*f € L?, para todo |a| < k e, portanto, f € Hy. O

Podemos generalizar os espagos Hy, trocando k € Z, por s € R no Teorema 3.3.2
Para tal, vejamos primeiro que se u é uma funcdo definida em R” tal que (1+|¢|?)2u € L2,

entdao u define uma distribuicao temperada.

De fato, seja ¢ € . dada. Como para cada 3 € N" existe Mz > 0 tal que
1EPp(€)] < Mg, para todo & € R", temos, pelo Lema [3.1.4] para 2k >n+1—s:

n+l—s

(L+[e)~=

PO < A+ [EP) (@] < Cp D2 1€ Plp(E)] < Moy,

la| <k
onde My = C} > Ma,. Ouseja, |p(E)](1+ [€)2)7 < My i(1+[£%) “5 ¢ € R™. Desta
|| <k
forma, pela Desigualdade de Holder:

[ tetemeac < ([ 1uoRa+eprac) ([ leora+ e ac)’
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onde ambas integrais do lado direito sdo finitas, devido a (1 + |[£[?)3u € L? e ao fato de

¢ € . implicar na existéncia de uma constante C' > 0 de modo que

(O (L +1Ef) ™ < CA+gf)™ ", EeR™
Logo, u € . e consequentemente, 1 € ..

[sso motiva a seguinte definigao.

Definicao 3.3.3. Fizado s € R definimos o espago de Sobolev de ordem s como:

H, = H,(R"):={f € 75 [ € Lj,. e | fIZ = / )P+ [€°) dE < oo}

A aplicagio || - ||s : Hs — R como definida acima é chamada de norma Sobolev de

ordem s.

Observacao 3.3.4. O Teorema[3.3.9 assequra que as defini¢oes e[3.3.3 coincidem
quando s € Z .

Teorema 3.3.5 (FOLLAND, Teo. 6.3, p. 192). Sejam k € Z,, s € R, f € .. Enlao,

f € Hy se, e somente se, 0°f € Hy i, para todo |a| < k. Além disso as normas || - ||s e

1

3

— [Z ||5’°“f||§_k] ,f € H,
la|<k

sdo equivalentes. FEm particular, para todo s € R temos que 0% : Hy — Hy 4 € um

operador limitado quando |a| < k.

Demonstracao. Primeiramente mostremos que as normas sao equivalentes. Note que:

>0l = Z/‘awm'u+mfk%

ol <k lo|<k
= 3 [l fOPQ T lgR)r g
la|<k
= [ FOPa+1ED X lera+len

|a| <k

Pelo Lema [3.1.4], Z 1€Y12(1 + |€])7% < C4, para alguma constante Cj, > 0. Logo,

la|<k

(Zumm@)géwm

laf <k
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Também pelo Lema [3.1.4] existe uma constante C, > 0 tal que (14 [£[*)" < Cp Y €%,

lal<k

¢ € R”, e assim

2 _ N 2 2\s
112 = [ 1A+ e ds
< [ FOPA+IgR e X Jeds

|| <k
= G Y [ I OR gy ag
o <k
= G X 101
|o| <k

2

Portanto, as normas || f||s e {Z 10%f11>_,| , f € H,, sdo equivalentes. Consequen-
la <k

temente, f € H, se, e somente se, 0°f € H, , e 0 : H, — H,_; é um operador

limitado. O

Observacao 3.3.6. Para todo s € R, Hy é um espago de Hilbert com o produto interno

definido por:

(flo). = [ F©FE +|¢P) de, f.g € H. (3.16)

Com efeito, seja (f;) C H, uma sequéncia de Cauchy. Entao, ||f; — fills — 0,
quando j, k — 0o, ou seja, ||(fj — f)(1+[€?)3

12 — 0, quando j, kK — oo. Com isso,
temos que ((1 4 |€[?)2 f;) é uma sequéncia de Cauchy em L?. Uma vez que L? é completo,
segue que existe g € L? tal que (1 + ‘€|2)%fj — g em L? e, ainda, g € .¥". Notando que
(14 [€)2) =g € ., podemos definir f = F1[(1+ [¢]?) = g] € ., donde segue que f &
uma funcao e (1+ [¢]2)3f e L2

Desta forma, temos que f € H, e ||f; — flls = (1 + |€[*)2 f; — gll2 — 0, quando
j — oo. Portanto, H, é completo na norma Sobolev de ordem s, a qual é proveniente do

produto interno definido em (|3.16]).

Observagao 3.3.7. Consideremos a medida definida por du(§) = (1 + [£]*)*d€, onde
s € R estd fizado. Entao C>°(R™) é denso em L*(R",u) e F : Hy, — L*(R",u) € um

isomorfismo tal que || f||* = (27r)"||f]|%2(Rn’H).

Com efeito, dada f € L}(R", u1), temos que (1+|£])2 f € L?. Uma vez que C°(R")

é denso em L2, segue que existe uma sequéncia (¢;) C C(R™) tal que:

L 1es(© = @ +1gP)EF(©)F d§ — 0, quando j — oo.

Para cada j € N, tomamos ¢; = (1 + [¢]?)Z ;. Segue que (¢;) C CX(R") e

L@ = v @ P an(e) = [ 10+16M37©) = o9 ds — 0,
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quando j —+ oo, ou seja, C°(R™) ¢ denso em L*(R", u). Em particular, . é denso em
L2(R™, ).

Agora, notemos que f define uma distribuicao temperada da seguinte forma:

(f.0) = [ FOe(O)du(e), v € 7.
Com isto, podemos definir (F~1f, o) = (f, F 1¢) e, assim, temos F'f € .. Logo,
segue que F'f € H,. Desta forma, F : H, — L?(R", ) é um isomorfismo.
Ainda, a mesma demonstragao de (ii) do Teorema serve para mostrar que
”f“%Q(R”,,u) = (27{-)_””.}6”%2(1[&",#)7 para toda f € L2<Rn7 M) e, com isso,

1712 = [ IFOPQ+16R) dg = [ IFOF du€) = 1z

para toda f € Hy, concluindo a verificacao da Observagao 3.3.7|

Em particular, isto mostra que . é denso em H,, para todo s € R.

Observacao 3.3.8. Uma vez que Hy é um espaco de Hilbert, ele € isomorfo ao seu dual
H?. Contudo, é possivel definir um isomorfismo entre HY e H_s, o qual atua através do

produto interno natural de L? nas transformadas de Fourier.

De fato, fixemos g € H_; e definamos f — (g, f) = (f|§), para toda f € H,.

A

Temos que f§ = [(1+ |€]2)3f][(1 + |€]2) 7 §] e, pela Desigualdade de Hélder, segue:

[ 1F@las < ([ 1FoRa«leryrac)” ([ BORa-+ e ) <o

ou seja, (f|§) € C. Disto segue que § estd bem definido e ainda |(f|9)] < || f|ls]lg]l—s, para
toda f € H,. Logo, g € H.

Por outro lado, seja h € H}. Entao, existe uma constante C; > 0 tal que, para
f € H, com | flls <1,
[(h, f)] < Ch.

Em particular, |(h, p)| < C, para toda ¢ € . com ||¢||s < 1. Ainda, uma vez que h é

um elemento de ., existe uma constante C' > 0, de modo que

v
A

(B, &) < C, lells < 1.

Se definirmos (&) = (1 + |£[2)2@(=€), temos que ¢ € .7, logo ¥ € 7 e, se ||¢||s < 1,

entao 1 l
([ w@ra)’ = ([ a+iePrip-ora)’ <1,

ou seja, [|1b||2 < 1. Desta forma, temos que |((1 4 €)= h, )| < C, para toda ¢ € &
com ||¢]|z2 < 1. Pela auto dualidade de L2, segue que (1 + |£[2)Zh € L2, e portanto
he H_,.
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Por fim, vejamos que a norma ||-||_s é equivalente a norma do dual H}. Observemos

que dadas h € H_; e p € Hg, com |p]|s < 1, existe uma constante C; > 0 de modo que

()l = Cilh, 1 < Cu [ RN+ ) F ()11 + 1€])? a,
e, pela Desigualdade de Holder, segue

|2l = sup [k, )] < sup {Ci[|A]|-s[[ells} < Cillh]l-.

lloolls <1 llells<1

FUA+]P)h)
o [ —
segue que ¢y € Hy e ||po]|s = 1. Com isso, temos (h, pg) = Ci(h, @) = C1||h||-s. Portanto,

Por outro lado, notamos que (1—|—|~|2)_sl71 € .. Entao, definindo ¢y =

lh]|—s < Ca|lh||, para alguma constante Cy > 0. Assim, identificamos o espago dual de

H,, H?, com o espaco H_;, para todo s € R.

Observacgao 3.3.9. Se s <t entao H; C H,, sendo a inclusio uma aplicag¢io continua.

De fato, se f € H; entao a desigualdade abaixo implica que f € H, e que a
aplicagao inclusao I : H; — H,, dada por I(f) = f, é continua:

1912 = [ @R+ IRy e < [ FOP+17 de = 1517

Em particular, H, C Hy = L?, para todo s > 0. Consequentemente, os elementos de H,

sao funcoes de L? sempre que s > 0.

Exemplo 3.3.10. Vejamos que f : R — R, definida por f(x) = (mx) ! sen(27z), pertence
a Hy, para todo s € R.

Primeiro, observamos que se ¢ é a fungao caracteristica do intervalo [—1,1] C R,
entdo ¢ € .. Ainda:

Fle) = o™ [ i)y

= (2%)_1/ eV dy

-1
= (mx) 'sen(27x),z € R.

Logo, f = 1) e, consequentemente, f(l—l— 1£1?)® € L?(R), para todo s € R. Portanto,

f € H,, para qualquer s € R. Observamos ainda que f decai como — quando r — oc.
x

Isto mostra que os elementos de H; nao necessariamente decaem rapidamente no infinto.

Exemplo 3.3.11. Consideremos novamente a distribuicdo 0 =delta de Dirac.
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Como ja visto anteriormente, ¢ é a funcao constante igual a 1. Desta forma, temos

que:
012 = [ B+ 1¢*)ds
= [+ 1P

ou seja, 0 € H, se, e somente se, s < 5*.

O préximo resultado relaciona as derivadas em L? (no sentido das distribuigoes)

com derivadas no sentido cléssico.

Lema 3.3.12 (FOLLAND, Lem. 6.5, p. 194). (Lema de Sobolev): Se k € 7, e

s> k+ 4, entio Hy C C*(R™) e existe uma constante C' = Cyy, > 0 tal que:

Sup sup 0% f(z)| < C||flls, [f € Hs.
Demonstragao. Sejam f € Hy, a € N" e suponhamos que s > k + 7, para algum
k € Z.,. Notemos primeiro que, pela formula de inversao da Transformada de Fourier,
temos 0%f(z) = (2m)™" » eV (9*fY(y)dy . Logo, se (9%f) € L', entdo 9%f é conti-
nua. Mas, pelo Teorema , temos que 0“f € H,_y, para |a] < k. Assim, segue que
[ FRE(1 +[€]*)* " d€ < oo, para todo |af < k.

RTL

Como k — s < —7, segue da Desigualdade de Holder que:

[ e enas < ([ e rrera+iepyae)* ([ o+ eprae)” < s

Desta forma, temos que (9°f) € L' e, consequentemente, °f é continua, para todo
la] < k. Com isso, f € C*(R").
Ainda, pela férmula de inversao da Transformada de Fourier, temos que |0 f(z)| <

(2m) ™| (0*f)|| L1, para todo x € R™. Logo, suﬂg) |0%f(x)] < 2m) | (O“f )L
x€eR™

Para completar a demonstragao, basta mostrarmos que [[(0%f)||z1 < C4]| f]|s, para

qualquer |a| < k e para algum C; > 0.

A

Ora, uma vez que (9*f) = (i&)*f, para |a| < k,
L@ rende = [ enfe)lde

/Rnﬂ + 1625 [f(6)]de

< [ a+ierifelae

< ([ if@ra+igrra)’ ([ a+ierrra)
= il fls,

IN

-

onde Cy — (/Rn(l L2y ol§>é . 0
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Corolario 3.3.13. Se f € H, para todo s € R, entio f € C*(R").

Demonstragio. Dado k € N, existe s € R tal que s > k + . Logo, f € H, implica, pelo

Lema [3.3.12, que f € C*. n

Corolario 3.3.14. Toda distribuicao de suporte compacto pertence a Hg, para algum
seR.

Demonstragio. Seja f € &'(R"™). Pelo Teorema [2.4.19] existem um compacto K C R",

uma constante C; > 0 e um inteiro m > 0 de modo que:

(f,e)| < C1 Y sup |0%p(z)], p € 7.

la|<m zeK

Tomando s = k + g + 1, pelo Lema de Sobolev segue que, para alguma constante

C >0,
[(fro) < Cllells, p € 7.

Como . é denso em H,, segue que f pode ser estendido de forma tnica a um

funcional linear continuo em H, e, consequentemente, f € H_.

]

Observacao 3.3.15. Dado k € Z.., consideremos o subespaco BC* das funcoes f € C¥,
cujas derivadas de ordem menor ou igual a k sdo limitadas. Vejamos que Hy, C BC* se,

e somente se, s > k + 5.

De fato, pelo Lema de Sobolev temos que Hy, C BC*, se s > k + 5. Agora,
suponhamos que Hy; C BC* e consideremos a aplicacdo inclusdo I : H, — BC*. Vejamos
que seu grafico G(I) é fechado em H, x BC*. Seja (f;) uma sequéncia em H, de modo
que f; — fem Hy e I(f;) — g em BC*. Assumiremos aqui que a convergéncia em
H, implica na convergéncia em ¥, fato este que serd provado de maneira mais geral (a
saber, Teorema para os espagos B, j, dos quais Hy ¢ um caso particular. Desta
forma, temos que f; — f em ..

Agora, dada ¢ € ., por f; — g em BC*, segue que:
(=90 < [ 1) = g(@)[0(@)| dx < sup [fy(x) —g(@)] [ |(a)] dx — 0.

quando j — 0. Logo, f; = I(f;) — ¢ em .’ e, pela unicidade do limite, f = ¢
como distribui¢do temperada. Mas, uma vez que f,g € L} ., temos f = g e, portanto,

(f.9) € G(I).
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Pelo Teorema do Grafico Fechado (ver (BREZIS; ESTEBAN, [1984)), segue que
existe uma constante C' > 0 tal que |[I(f)||gcx < C||f||s, para toda f € Hy. Logo,

sup sup |0°f(z)| < C|flls, f € Hs,

|a|<k z€R™
ou seja, a aplicacao f — 0*f é continua, para todo |a| < k. Mais ainda, o conjunto dos

funcionais lineares 0 f ¢é limitado, para |a| < k.

Considerando x € R” fixo, temos que o conjunto D = {9%0,; |a| < k}, onde
(0%6,, f) = (=)o f(x), f € H,, é limitado em H_,. Assim, existe A > 0 tal que
|0%0(- — x)||-s < A, para todo || < k. Mas isto significa que:

[ @0 = 2)P(1+1€P) g < A, ¥ Ja] < k. (3.17)
Se tomarmos o = (k,0,...,0) € N" a integral acima pode ser escrita como

LR+ g+,

|2k723

onde o integrando se comporta como |£ para ¢ suficientemente grande.

Mas a aplicagao & — |£]", £ € R™, é integravel (pela Proposicao [2.2.28)) no infinito
se, e somente se 7 < —n. Consequentemente, (3.17) vale se, e somente se s > k + 7, como

queriamos demonstrar.
Lema 3.3.16 (FOLLAND, Lem. 6.10, p. 197). Para quaisquer &,n € R" e s € R, vale:
<1+KP

L+ |nf?

>3s2%1+M—m%M

Demonstragio. Pela desigualdade triangular e por 2| —n||n| < [n|> + |€ — n|?, temos que:

€17 < (€ =0l + [n)? = [€ = nl* +2I€ = nllnl + In* < 2(1€ = nl* + [9]*).
Disto, temos que 1+ [¢|* < 2(1 + [£ = n|* + [nf* + & — nl*[n]?) e, assim,
L+ g <201+ € =) (A + [nf), &neR™
Agora, para s > 0, basta elevar ambos os lados da desigualdade acima na poténcia

s, para obter o resultado desejado. Por outro lado, para s < 0, trocando £ por n na
desigualdade acima, segue que (1 + [n[*)™* <275(1+ |n — &%)~ (1 + |£]?) %, logo:

1+ |nf?
1+ |2

para quaisquer &, € R", donde segue o que queriamos demonstrar. O

) <2 (14 Je— ),

Lema 3.3.17 (FOLLAND, Lem. 6.11, p. 197). Sejam r < s < t. Para todo € > 0, eziste
C=C. >0 tal que
IFIZ < ellflIE+CIAZ f € He
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Demonstragdo. Dado € > 0, é possivel encontrar A, > 0 tal que (1 + A2)* < (1 4+ A2)".
Tomando C. = (1 + A%)*™" segue que:

- para [¢] < A., temos [£]? < A2 e, com isso, (1 + [€]?)*™" < (1+ A2)*~" < C.. Logo,
(1+ €))7 < Co(1+ [€]?)s
- para [£] > A., temos que 1+|¢[> > 1+ A% e, com isso, (14]£]?)*~F < (1+|¢)2)*~F < e.
Logo, (14 [¢*)* <e(1+[¢P).
Com isso, segue que (1 + [£]?)* < e(1+ |§\2)t + C.(1+[€]?)", &€ € R™. Portanto,

[ IFOPQ+ IR dg < [ 1FOR [0+ 1Py + .0+ [Py ] d
O

Vejamos que os espacos de Sobolev H, sao invariantes por multiplicagdo por fun-
¢oes do espaco de Schwartz. Primeiro consideremos os caso em que s = k € Z,. Dadas

p €., fe Hy, segue que pf € L?, uma vez que:

(@WU(W®<M/ 2 dx < oo,

onde M > sup |¢(x)|*. Ainda, como 9°p € ., para todo 8 € N*, e 3°f € L? para

zER™

18] < k, segue que 0°pd*Pf € L2, para todo |B] < k. Logo, pela Regra de Leibniz,
temos que 9*(¢f) = > g %0~ Pf € L?, para todo |a| < k. Consequentemente,
of € Hy. =

O caso geral s € R demanda um pouco mais de trabalho e serd tratado abaixo.

Proposicao 3.3.18 (FOLLAND, Pro. 6.12, p. 198). Se ¢ € ., a aplicacio f — ¢f, f €
H,, ¢ limitada em H,, s € R.

Demonstracao. Mostremos primeiro que a aplicagdo estd bem definida, ou seja, dadas
f e Hs, pe., temos que of € Hy. Pela Proposigao 1 (pf Y= (2n)"¢ * f.

Desta forma,

(L+IEPE(ef1E) = L+ [E)2m)™"g* f(¢)

- e [ (1 ’5'2)5 P~ M1+ [nl?)? F )y

1+ |nf?

1 2\ 2
Definindo K (&,7n) = (1 I “32) o(€ — 1), temos, pelo Lema [3.3.17],

K€ ) <25 (1+[¢—n?)




Capitulo 3. Transformada de Fourier e os espagos By j 60

para quaisquer &, 1 € R".

Assim, / |K(&,n)|dE <ooe / |K(&,n)|dn = C < o0, ja que ¢ € ., e usando
R™ R™
a Desigualdade de Holder, segue:

LRI+ o) dn < ([ 1KEnIFmEQ+ (0P dn)’
Disto e do Teorema de Fubini,
[ ieyiemera = @0 [ | [ KEn+npfo)a
x> [ ([ 1K€ mIFoI0 + ) dn) de
2m) 2 [ c® [ IKEIIF©P+I¢P) dnag

= @m) e [ mPa+ P [ 1K) dedy
(2m) 2 C¥| £

IN

IN

Portanto, pf € H, ¢, ainda, temos que ||¢f|s < C’||f]ls, onde C' = (27)™C3. O

Definigéo 3.3.19. Seja Q C R™ aberto. Definimos o espago local de Sobolev H!*¢())
como o conjunto de todas as distribuicoes f em § tais que, para todo aberto limitado €y,

com Qo C Q, existe g € H,, de modo que f = g em .

Proposigao 3.3.20 (FOLLAND, Pro. 6.13, p. 198). Seja s € R. Entdo f € H(Q) se,
e somente se, pf € H, para toda ¢ € C*(Q). E ainda, H, C H"(Q) para todo aberto
QC R

Demonstragio. (=) Sejam f € H'*°(Q), ¢ € C(Q) e consideremos K = supp(p) C Q.
Tomando U C 2 aberto tal que K C U C U C , temos que existe g € H, tal que f = g
em U. Logo, pf = ¢g e, pela proposicao anterior, segue que pg € H;.

(<) Suponhamos ¢f € H, para toda ¢ € C°(2). Dado um aberto limitado €2 tal
que 2y C Qg C Q, existe py € C=°(Q), de modo que ¢ = 1 em €. Desta forma, ¢y f € H,
e wof = [ em Qo. [l

Em certo sentido, dizer que f € H!*¢(2) significa que f cumpre o requisito de
suavidade para estar em H, em {2, mas nao impoe condicoes de integrabilidade global.

3.4 Os espacos B, .

No estudo sobre a teoria de Equagoes Diferenciais Parciais é importante termos
condi¢oes que garantam a existéncia de solugoes e, sempre que possivel, dar afirmacoes

precisas sobre as regularidades de tais solugoes.
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Nesta secao, estudaremos um pouco sobre os espacos onde sao buscadas as solu-
¢oes fundamentais com maior regularidade de EDP’s. Mais precisamente, veremos quais
propriedades estes espacos possuem e como isto se traduz em relagao a regularidade de

seus elementos.

Uma condigdo na regularidade de uma distribui¢gdo ou fungdo u (com suporte
compacto) pode também ser considerada como uma condigdo no comportamento de @(§)
quando & — oo. Para classificar este comportamento podemos, por exemplo, questionar

para quais “fungoes peso” k é valida a condicao ki € LP(R™).

O conjunto de todas as distribui¢oes temperadas u € .’ com a propriedade des-
crita acima ¢ denotado por B, ;. Os casos mais interessantes se dao quando p = 1, 2 ou

Q.

Definig¢ao 3.4.1. Uma funcgdo positiva k definida em R"™ é chamada de fungdo peso

temperada se existirem C, N > 0 tais que:
K(E+m) < (1L+CIEN k), &neR™ (3.18)

O conjunto de tais fungoes k serd denotado por J .

De (3.18) segue que k(=& +n) < (1 + C|€))Vk(n). Logo, tomando 1 = o + & nesta
tltima desigualdade, segue que k(o) < (1 + C|¢))Vk(€ + o). Consequentemente, para
§neR™:
k(€ +n)

1+ ClE) ™ < =

< (1L+Cleh™.

k
Logo, W — 1 quando £ — 0 e, assim, k é continua.
Ainda, se 7 = 0 segue que k(0)(1+ C[&])™ < k() < k(0)(1 + Cl¢])N, para todo

k
¢ € R™. Para cada k € ', definimos My, : R" — R, por My(§) = sup M

. Isto é,
nekr  k(n)

M é a “menor” fungao para a qual vale k(€ + 1) < M(£)k(n).

Vemos que M é sub-multiplicativa, ou seja, Mi(€ + 1) < My(§)Mi(n), para
quaisquer &,m € R™ e, ainda, que M (€) < (1+ C|€|)N para todo € € R™. Com isso, segue

que:
My (€ +n)

M. (n)
Desta forma, temos que M;, € £, para qualquer k € £ .

< Mi(§) < (1+ClED™,&m € RY.

Ainda pela sub-multiplicatividade de M), segue, para v € N :
M;,(0) = M (v€ — v€) < My(v€) My, (—v€) < [My(€)]" Mi(—v€) < [Mi(§)]" (1 + Cole)™.

Logo, temos que 1 = My(0) < My(€)(1 + Cv|¢)™ e, uma vez que (1 + Col¢))v — 1
quando v — 0o, concluimos que 1 = M(0) < M(€), para todo £ € R™.
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Exemplo 3.4.2. Sejam s € R e ky(€) = (1 +|£]?)2. Os espagos Hy correspondem ao
espago Bay,, ou seja, dos elementos f € % tais que fell e ko fll 2 < oo.

De fato, vejamos que ks, € £ . Observemos que, para quaisquer £, 7 € R™ :

L[+ < T+ IEP +208lnl + 0] < (1+[€)* (1 + [nl*).

Dai, para s > 0 segue que (1 + [ +n|?)2 < (14 [€])*(1 + |n|?)2. Por outro lado,

se s < 0, tomando £ = = en = &+ n temos que 1+ |n|*> < (1 + [£2)(1+ |€+n]?) e
consequentemente,

(1+ )=

A+ lE+n)=

Portanto, segue que ky(¢ +n) < (14 |€))*k,(n), para quaisquer £, € R™. Logo,
ks € X .

< (L+Eh

Exemplo 3.4.3. Se P ¢ wm polinémio ndo nulo definido em R™ entdo a funcio P dada

por (€)= (Z POF

5 ) L€ € R, € uma fungdo peso temperada.
a!
aEN™

Vejamos que P € J#. Aqui usaremos a notacdo 0*P = P©@) para a € N
Primeiramente, definimos o conjunto A,,, = {a € N*;|a| < m} = {ap, 1, - ,am},
onde assumimos que ap = 0 € N* e P(@M)(¢) = constante # 0, para todo & € R”. Ainda,
para simplificar a notacdo, escreveremos P(®) = P(%)(n) uma vez que € R" estard
fixado. Assim, usando Série de Taylor em volta do ponto n € R™, obtemos,

P(é 1) = Z ng, Pl (€ + 1) _ p(a1+/3)§’m’ Pl (¢ 4 p) _ P(OCM)‘
Al 5! oq! \B<m— o] al pl ! apy!

Agora, para cada £ € R" temos:

(am) (a1) (am)
) B GE R BN (D)
1 !

Qg Qe 0<|8]<m

Desta forma, aplicando a norma euclideana em ambos os lados e utilizando a

desigualdade triangular, concluimos que

2 2
P(g+n) < P+ ( > P<ﬂ>§;‘) +< > P(aﬁﬁ)é;) o402

|
0<|B1<m 0<|Bl<m—fon| AT
’ | |p(a1+ﬂ ‘ ‘gﬂ‘
< ) + Z |P(/B)| 5' Z Tl Bl +---+0
0<|8|<m 0<|8|<m—|a1| b
N | Plen)] | Pl
< P+ 3 e X
A o<|pl<m UM o<ipi<m

5 Plea) Ploar)
= P+ (] ,')-( SRS w),

|
a1 A 0<|8/<m 0<|B<m
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e, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

P(E+n) < P(n)+Pn) M( > Ifﬁl)

0<|BI<m

< P() (1+M > m'ﬁ').

0<|B|<m

Finalmente, se || < 1, entao

L+ M ST [P < 1+ M2g| < (1+ MPE)™.

0<|Bl<m

Por outro lado, se |£| > 1, entdo

L+M S P <14+ M2Jg™ < 14 M2™|¢™ < (1+ M2E)™,

0<|B|<m

Portanto, P(€ + 1) < (1 + M?£])™P(n), para quaisquer &7 € R”, uma vez que
M depende apenas da dimensdo n e do grau m do polinémio P. Logo P € % . Deste

exemplo, segue a préxima observagao.

Observacao 3.4.4. Se P é um polinomio nao nulo definido em R", entdo a funcao

€ P(i€), € € R", também ¢é uma fungio peso temperada.

De fato, se P(§) = Y aa&®, aq € C, entdo podemos escrever:

o] <m
P(i&) = Y aa(if)* = Y aad&* = 3 bag",
la|<m |a|<m al<m
onde b, = i*la,. Assim, como Q(&) := D be€™ é um polindmio definido em R”, temos

laf<m

que Q(€) = P(i€) define uma funcéo peso temperada.

Para simplificar a notacio denotamos a aplicacdo ¢ — P(i€),€ € R™, por P(if).

Mostramos a seguir que % é fechado por soma, produto, supremo e infimo.

Teorema 3.4.5 (HORMANDER, 2005, Teo. 10.1.4, p. 5). Se ki, ky € ¥, entdo seque
ki + ko, kiko,sup{ky, ko }, inf{ky, ko} € & . Além disso, se k € ', entio k* € J ', para
todo s € R e, dada p uma medida positiva, seque que ou puxk € & ou puxk(§) = oo, para
todo £ € R™.

Demonstracio. Sejam ki, ks € . Entao existem Cy, Cy, N1, Ny > 0 tais que:

k(€ +m) < (L4 ClE)) Mk (n)

ka(€+m) < (1+ Col€)*ka(n).
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Tomando C = C; + Cy e N = N; + N», segue que:
(k1 + k2) (€ +n) < (14 CIENY (ke + k2) (), €, € R™.
Logo, ki + ke € .
Agora, suponhamos, sem perda de generalidade, Ny, Ny > 1. Dai, temos que:
(kika) (& +m) < (14 CIEDY (kika)(n), € € R™,

onde C' = 01 + CQ,N = 2(N1 + N2>
O caso sup{ky, k2} é obtido tomando C' = max{C},Cy} e N = max{Ny, N»}. Para

mostrar que inf{ky, ko} € ', observamos inicialmente que T € . Com isto temos
1 R
1 1 1
ue sup ( —, — | € &, ou seja, ———— € & e, consequentemente, inf{ky, ko} € A .
e sup <k1 k:2> Y itk ka) E ko)

Agora, sejam s € R e k € # dados. Se s > 0, entdo segue imediatamente que
k(E+n)® < (14+C1€|)*Nk(n)*. Por outro lado, se s < 0, observando que para todo £, 1 € R"
vale k(n) < (14 CIE)VEE +n),

k()™ < (L+ClE)NE(E+n)"" = k(E+n)° < (1+ CIENVE(n).

Portanto, k° € ¢ .

Finalmente, seja p uma medida positiva. Dados &, € R", segue que:

(n*k)(E+m) = (ukery)
= [ K +n—2)du(x)
< [ 1+ Cle) kn - 2) dutx)
= (1+Cle) e x k) ().

Assim, se existir algum 7 € R™ de modo que (u* k)(n) < oo, temos que p* k € £ . Caso
contrério, (p * k)(§) = oo para todo £ € R™. O

Teorema 3.4.6 (HORMANDER, 2005, Teo. 10.1.5, p. 5). Se k € ¥, entdo para todo

e > 0 existem k. € & e constante C. tais que:

kE(f)
k(€)

(i) M. (§) < (1+ClEDY, £ € R

(i) 1< <C., §eRY

Onde C;N > 0 sdao independentes de € e My, — 1, uniformemente em compactos de

R™ quando ¢ — 0.
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Demonstragio. Seja k € # e, para cada ¢ > 0, definamos k.(£) = sup e k(¢ — ).
neRrn
Assim, temos que k. € e

k(&) = e k(& — 0) < sup e Mk(—n + &) < sup e (1 + Cln)VE(E).

neRn neR”

Tomando C. = sup e <"(1 4 C|n|)V, segue que k(&) < k.(€) < C.k(€), € € R™, o que
ner”
prova (i).

Agora, como

ke(§+7) = sup e k(€ +7 —n) < sup e~ (1L + Clr) V(& —n) = (1 + C|r])V k),

segue que M (1) < (1+ C|7])V, 7 € R™, provando (ii).

Finalmente, provemos que M}, — 1 em compactos, quando ¢ — 0. Primeiro,

notemos que k-(£) = sup e ="k(& —n) = sup e =k (n). Desta forma, segue que
neR” neR”

k-(§ +7) = sup e_a|§+7_77|k:(77) < el sup e_8|5_’7|k:(77) = eamk‘g(f), e R
neR” neRr”

Como 1 < M, segue que 1 < M, (&) < €lél) ¢ € R™. Isto conclui a demonstracio

do teorema. O

Definicao 3.4.7. Sejam k € & e 1 < p < oo. Denotamos por By}, o conjunto de todas

as distribui¢oes u € . tais que 4 € L}, e

= [(2m)" [ ©nte)pag]” < oo

No caso p = oo, definimos ||ul|oor = sup ess |k(§)a(§)].
geRn

Observamos que (B, || - |lpx) ¢ um espaco vetorial normado. O fator (2m)™" ¢é

introduzido por conveniéncia, motivado pela férmula (i7) do Teorema [3.2.9) e nos d4:

1
2

lulpee = |@m)7" [ PG A

N

> |aaP<i£>a<§>|2<2w>"d£]

laj<m

= | X [ lrlpd <§>|2d§]

Lla]<m

N|=

= | 2 o7 [Pyl ||i2]

Ll <m
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Teorema 3.4.8 (HORMANDER, 2005, Teo. 10.1.7, p. 7). Para quaisquer 1 < p < oo e
ke, B, € um espago de Banach, com a norma da Definicio m Temos também
que . C B, C ' no sentido topoldgico, isto €, a topologia em . (respectivamente
em By ) € mais fina que a topologia ld induzida por B, (respectivamente .'). E ainda,

C>*(R™) € denso em B, , se p < oo.

Demonstraciao. Comegamos definindo o conjunto
Ly ={f:R"—=C; fe€L e2r)"|kfll, < oo}

Mostraremos que vale a inclusao . C L, C . no sentido topolégico e, pela continui-

dade da Transformada de Fourier em . e em ./, teremos o resultado desejado.

Primeiramente, vejamos que L, é um espago de Banach. Se (f;) C L,x é uma
sequéncia de Cauchy, entao (kf;) é uma sequéncia de Cauchy em LP, logo converge para
alguma ¢g € LP. Definindo f = g/k, temos que f; — f em L, . Portanto, L,; é um
espaco de Banach.

Notemos que se ¢ € ., segue que

L@@l dg < [ O)(1+CleD e ()P dE < o,

logo, ¢ € L, . Ainda, dada f € L,, a Desigualdade de Holder (Teorema [2.2.22)) nos da:

[ ireeas < [ morora’ [ e ter i <o voe s,

ou seja, f € .7, Com isso, temos . C L, C ., sendo as inclusdes continuas.

Como a Transformada de Fourier é um isomorfismo de . e ./, serd um isomor-
fismo entre L, e F~*(L,x) = Bp. Disto segue que B, ) é um espaco de Banach. Ainda,
se f; — 0 em ., entao fj — 0 em ¥ e, consequentemente, em L, ;. Logo, f; — 0
em B, ;. Por outro lado, se f; — 0 em B,;, entao fj — 0 em L,y e, desta forma,
fj — 0 em .. Pela continuidade de F~!: %" — &', segue que f; — 0 em .. Logo,
& C By C . também no sentido topolégico.

Finalmente, sejam 1 < p < oo e f € B, dados. Entao, temos que f € L,y e,
observando que C'°(R™) é denso em L, ;, existe uma sequéncia (¢;) C C°(R") tal que
©; — [ em L,j. Consequentemente, a sequéncia (F~'yp;) C . é tal que F 'p; — f
em B, . Com isto, temos que . é denso em B, ;. Agora, por C>°(R") ser denso em .&
e, como a convergéncia em .# implica convergéncia em B, j, segue que C°(R™) é denso
em By, . ]

Teorema 3.4.9 (HORMANDER, 2005, Teo. 10.1.8, p. 7). Sejam ki,ky € 2 e supo-

nhamos que exista uma constante C > 0 de modo que

ko (€) < Chy(€), € €R™ (3.19)
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Entao, seque que By, C Bpk,, 1 < p < 00. Reciprocamente, se existe um aberto X # ()
tal que By, N&'(X) C By y,, entdo (3.19) € vdlido.

Demonstragio. Se (3.19) vale, para alguma constante C' > 0, entdo, para toda f € By,

k2 (€) F(O) < ClEL(E) FE] = 1 fllpks < Cll Fllpes-

Logo, f € By,

Agora, seja X # (0 tal que Bpx, N &'(X) C Byk,. Tomemos um compacto F C X
com interior nao vazio e B := B, N &'(F). Vejamos que B é um subespaco vetorial
fechado de B, ,. Naturalmente B é um espaco vetorial, uma vez que B, e &'(F) sdo
espagos vetoriais. Além disso, se (¢;) é uma sequéncia em B convergindo para ¢ € B,
entdo ¢; — ¢ em .. Logo, se ¢ € . tem suporte contido no complementar de F,
entdo, (p, ) = j@w(¢j, ) =0, ou seja, supp(y) C F. Consequentemente, ¢ € B.

Consideremos, agora, a aplica¢ao inclusdo I : B — B,y,, dada por I(f) = f.
Mostremos que I é uma transformagcao linear fechada. Com efeito, claramente I é uma
transformacao linear e, se (f;, I(f;)) é uma sequéncia convergindo para (f,g) € B X By ,,
entao f; — f em B,y e f; — g em B,j,. Mas a convergéncia em B, implica

convergéncia em ., logo f = g e assim G([) é fechado.

Uma vez que By, ¢ um espaco de Banach, segue que B é um espago de Banach.
Consequentemente, pelo Teorema do Gréfico Fechado (ver (BREZIS; ESTEBAN| |1984))),

temos que [ é limitado, ou seja, existe uma constante C; > 0 tal que

D,k < Cl||u||p,kl, VueB. (320)

[l

Fixemos, agora, uma fungao u € C°(F') ndo nula. Uma vez que podemos estender
esta funcdo para todo R" (fazendo u = 0 fora de F'), segue que u € . e temos 4 € .
eu € .. Assim, temos u € B. Para cada n € R", definamos u,(z) = u(x)e™", x € R,

donde, temos u, € CX°(F) e, assim, u,) € B. Observamos que

(&) = [ e uy(aydx = [ e Du(a)ax = afg - ),
Ainda, temos:

ki (§)
k1(n)

e

[a(§ —n)| < My, (§ —m)|a(§ —n)| = [k1(§)WE —n)| < ki(n)[ My, (§ —n)a(€ —n)l,

ka(n)
ka(§)

4(& —n)| < My, (n = )A€ —n)| = [k2(E)a(€ —n)| =

ka(n)a(E — 1) ‘
Mk?Q (77 - 5) '
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Consequentemente,
fualloss = @0F ([ (@) dc)”

(2m) % </]Rn |1 (€) My, (& — m)a(€ —n)I” dg) ;
- 1{71(77)”““177]\/11«1’

IN

e
ltallps = @0 ([ k(i) dc)”
—n k (e —n) P 7
> omF (/ 2(m) (¢ n)‘ d§>
" Mkz (77 - f)
= ko (n)ullp,ks
de kal€) =
onde = —
’ Mk2(_§)
Por isso e por [3.20 decorre que
ka(mllullpes < llunllpr, < Cillugllpr, < Crka(m)||wllp,, -
~ Cillullpy, n
Logo, tomando C = W > 0, temos ko(§) < Cky(§), £ € R™. ]
Ulp,ks3
Corolério 3.4.10 (HORMANDER, 2005, Cor. 10.1.9, p. 8). Se ki, ky € £, entdo
Bl%kl N Bp,k2 = Dpki+ko € PATG toda u € Bp,kl-&-kw vale g&?}g ||u||}77kj < HUHP,M-HCQ‘

Demonstragdo. Como kj < ki + ks, segue que By, 1r, C By, € |[ullpr;, < [|ullpri++., Para
J =1,2. Dai, Bp7k1+k2 - BPJ€1 n Bp»k2‘

Por outro lado, se w € By, N B, 1,, segue pela Desigualdade de Minkowski que:
[(ky + k2)allp < |[kviil]p + [[R2]],-

Logo, (S Bp7k1+k2 € HUHPJCH-/Q < ||u||p,k1 + HUHPJQ' O

O préximo resultado nos dara condigoes para que a aplicacao inclusao definida na

demonstragdo do Teorema [3.4.9) seja compacta.

Teorema 3.4.11 (HORMANDER, 2005, Teo. 10.1.10, p. 8). Sejam ki, ko € # eV C
R"™ compacto tais que By, NE'(V) C Byy,. Entao, a aplicagcio I : Byx, NE'(V) — By,
dada por I(u) = u, é compacta se

k2 (€)
k1 (€)

Reciprocamente, se a aplicacdo I é compacta para algum conjunto V' com interior nao

vazio, entao (3.21)) vale.

— 0, quando § — oo. (3.21)
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Demonstragio. Comegamos supondo valido (3.21). Dada (u;) C By, N&'(V) limitada,
digamos que ||u;||pk < 1, sem perda de generalidade. Provaremos que existe uma sub-

sequéncia de (u;) convergente em By, .

Primeiramente, tomemos ¢ € C2°(R") de modo que ¢ = 1 em uma vizinhanca de
V. Como supp(u;) C V, segue que u; = pu;, para todo j € N. Dai, temos que:

05(€) = (pu(E) = (2m) (¢ d)(€) = (2m) " [

P(§ —m)ij(n)dn.
Rn

Multiplicando por k(&) e observando que kq(§) < My, (£ — n)ki(n), temos que:

[F1(€)d;(E)] < (2m) ™" /Rn | My, (§ = n)k1(n)2(€ — m)i; (n)] dn,

e, aplicando a Desigualdade de Holder:

k1 ()4 (E)] < (2m) " || M, @] o [ k12 || Lo
—nl gt 5 .
= (2m) (p ”)||Mk190||Lp'||k1Uj||LP
= 2m) 7 (| My, @l 1o |l p,ka
< (@2m) ¥ || My, @l -

De forma semelhante, e pelo fato de 0%i; = (2m) "0%(p * ;) = (2m) ™(9*P) * 1i;,
para todo a € N", j € N, segue que |k (£)0i;(§)| < (2#)%||Mk18acﬁ||m/. Consequente-
mente, temos que a sequéncia (1;) é uniformemente limitada e equicontinua em qualquer
compacto de R". Desta forma, a menos de subsequéncia, temos que a sequéncia (1;)

converge uniformemente em compactos.

k2 (€) €

m(©) 2

sendo 1 e x2 as fungoes caracteristicas, respectivamente, dos conjuntos {z € R"; |z| < S}

Agora, dado € > 0, tomemos S > 0 de modo que se || > S. Com isso,

e {x € R™; |z| > S}, pela Desigualdade de Minkowski temos, para j,l € N :

—n

oy =l = (27 ( AJ@(&)[@(&)—m(&)]\pdg)i

= (207 0 + x2Dka(ids — )|

< P (ke — @)l + okl - 2)l10)

< Asp 6 - a0+ 07 ([ Im©Fla© - o))
lgl<s l€[>5

< AC+ Sl =l

< ACj; +e,

3=

onde A = (21)7 </ df) sup |k2(€)| < o0 e Cj; — 0, quando j,I — oo.
l§l<s lel<s
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Desta forma, se p > 0, podemos tomar S’ > 0 e j, € N adequados de modo
que ||u; — wllpr < p, 4,1 > jo, ou seja, a sequéncia (u;) é de Cauchy em B, j,. Con-
sequentemente, existe v € B, tal que u; — u em B, ,. Portanto, a aplicacao I é

compacta.

Agora, suponhamos [ : By, N &' (V) — B,j, compacta, para algum V C R”

ko (€
compacto. Provemos que se (§;) C R" é tal que |§;| — oo, entdo ;E?; — 0, quando

(&

J — o0. !

3 , u(x)e®s ,
Tomemos u € C°(V) ndo nula e, para cada j € N, u;(x) = hE) Assim,
I\Ss
como no Teorema [3.4.9] segue que:
ol < Vol © ol > Il 252 onde kof) = ot (322
' k1(&5) Mi, (=€)

Da primeira desigualdade, temos que a sequéncia (u;) é limitada em B, ,, logo,
por I ser compacta, (u;) é relativamente compacta em B, ,. Entdo, a menos de uma
subsequéncia, podemos assumir que u; converge para algum v em Bp,. Vejamos que
uj — 0 em /",

(up (=€)

Dada ¢ € .7, temos que (u;,p) = W,j € N. Observemos que up € .
I\Sy
1 1) N1
e, assim, (up) € .. Consequentemente, |(u;,p)| < |(u¢ﬂ—§])|w — 0,
1

quando |§;| — oo. Logo, u; — 0 em .7

Como a topologia de B, j, ¢ mais forte que a induzida por ./, segue que u; — v
em .7’ e, consequentemente, u; — 0 em B, j,. Desta forma, segue de (3.22)), que:

ko (&) lugllp e
kilg) =

— 0, quando j — o0.

p,k3

O

Estudaremos, agora, como operadores diferenciais lineares de coeficientes cons-
tantes atuam nos espagos B, ;. Lembramos que um operador P deste tipo ¢ escrito na

forma:

P= Z a,0%,

la|<m
para algum inteiro nao negativo m, enquanto que o simbolo de P ¢é o polindmio dado por

P(&) = Z aag".

la|<m

Além disso, P é definida como no Exemplo [3.4.3] Manteremos a notacio dos espacos
By, parake # el <p<oo.
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Teorema 3.4.12 (HORMANDER, 2005, Teo. 10.1.11, p. 10). Seja P um operador

diferencial linear de coeficientes constantes. Se w € By, entao Pu € B, p(e)-

Demonstragio. Seja u € B, . Pelas propriedades da Transformada de Fourier (veja Teo-

rema , segue que
(Puf(§) = Y. aa(0"uf(§) = Y aa(i§)"u(§) = Pi&)u(E),

|a|<m |a|<m
e ainda, observando que P(i€) > |P(i€)]|, temos,
(eetepe
P(i€)
Logo, Pu € B, pe)- ]

‘ < (KU = [1Pullyr/pue) < Nlullps-

Teorema 3.4.13 (HORMANDER, 2005, Teo. 10.1.12, p. 10). Se u; € By, N &' (R™) e

Uy € B i, entao ug * uy € By, € vale

1w * vt |lppr ks < (] 12 ]loo ks (3.23)

Demonstracao. Sejam us € ', uy € &' (R") e p € .. Como u; € &'(R™), existem um
)

compacto K, um inteiro nao negativo m e uma constante C'; > 0 tais que:

|y * ()] = [(ur, 9a)] < C1 D sup 0% (y)| =C1 >, sup [0%(y)|.

ja|<m VER | <m YEK —{z}
Com isso, para todo x € R", temos

2°0° (i1 * @) ()] < Cv 32 sup [a®[[07Fe(y)| < C1 Y2 sup [a°]|0 P (y) < C,

y|<m yER—{z} [y <m YER™

onde 0 < C' < o é uma constante independente de z € R". Desta forma, segue que
Uy * ¢ € % e, ainda, se (p;) é uma sequéncia convergindo para zero em .¥, entao

Uy * p; — 0 também em 7.

Desta forma, segue que

(ug * ur, ) = [(ug x ur) * @] (0) = [ug * (ur x )] (0) = (ua, U1 * )

estda bem definida e é continua, ou seja, ug x u; € .. Agora,

((uz 5w, p) = (g, tiy % ) = (ua, (2m)" ((F i) )" = (aia, (2)" (F i) ) -
Como 1y = (27) ™y, segue que ((uy* u1 ), @) = (1, 1) e, uma vez que iy € C™, temos
(Ug * ul)A: Ugtl] € Llloc'

Agora, notando que |kptis| < |20k, (& menos de um conjunto de medida nula),

temos:
1

Hul * u2”’p7k1k2 = (27-‘-)%z </]Rn |k‘1(§)k;2(§)1j1(£)1j2(€)|p dg)p < ||u2||w,k2||u1||p7k1 < 00,

0 que garante ug * Uy € By g ks,- ]
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Segue mais um resultado ttil na demonstragao do teorema principal desse trabalho,

o qual assegura que B, ¢ fechado pela multiplicacao por elementos de ..

Teorema 3.4.14 (HORMANDER, 2005, Teo. 10.1.15, p. 15). Seu € Byy e p € &

entao pu € B, e vale

lullp.r < Nl az l[ullp. (3.24)

Demonstragio. Sejam u € By, e p € .. Entéao, se v = ug, pela Proposicio [3.2.11] segue
ane (€) = (upll€) = (2m) (@ )E) = (2m)" [ Bl —mala)dn, € €B"

Desta forma, temos k(£)0(§) = (QW)’”/ &€& — n)k(&)a(n)dn, e, uma vez que
k(&) < My(§ —n)k(n), segue

E(€)o()] < (2m)~" /Rn |P(€ = mMi(& = m)l[a(n)k(n)| dn = (2m) " (|Mj| * [ak])(E)-

Observamos que pM, € L', ja que p € 7 e My(§) < (1 + CJ¢])Y, para cer-
tas constantes C, N > 0. Pela Desigualdade de Young (veja Teorema [2.2.27)) temos que
1My |* |kl e < |@Mp|11]|@k| o Consequentemente, [|[kd||r» < (2) 7" (|G M| 1[0k | 1o

e, portanto [|upl|px < |l¢ll1,a, ||

pks como queriamos demonstrar.

]

Este teorema torna possivel definir um subespago local de B, os espacos Bll;/’,‘;.
A ideia por tras de tais espagos, é que seus elementos se comportam localmente como
os elementos de B, mas nao possuem restricoes de crescimento no infinito. Dados

ke, 1<p < oo, definimos o espago local de B, j, como

B;;,g ={ue 2'R"); pu € By, V ¢ € CX(R™)}.

Muitos resultados provados para os espagos B, se mantém validos também para

0S espagos Bé,",’é. Os mais relevantes para nossos objetivos sao dados abaixo.

Teorema 3.4.15 (HORMANDER, 2005, Teo. 10.1.22, p. 14). Se u € B¢, entdo

p7
loc
Pu € B piey:

Demonstragio. Dados u € Bl e ¢ € C°(R"), tomemos ¢ € C°(R™) tal que ¢ = 1 em
supp(p). Pelas propriedades dos espagos By, temos que Yu € B,y e P(Yu) € B, 1 pie)-

Consequentemente, ¢ Pu = pP(u) € By, 1/ p(ig), como queriamos provar. O

Teorema 3.4.16 (HORMANDER, 2005, Teo. 10.1.23, p. 14). Se u € Bl% e ¢ €

C>=(R™), entio pu € BL.

Demonstragdo. Se u € B, entdo Yu € By, para toda ¢ € C°(R™). Dada ¢ € C®(R"),

temos que Yy € CX(R™), e, portanto, 1 (pu) € By . ]
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Teorema 3.4.17 (HORMANDER, 2005, Teo. 10.1.24, p. 14). Sejam uy; € By, N&'(R™)

e Uy € Bégfk2. Entao, uy * ug € Blllek&'

Demonstrag¢io. Primeiramente observamos que uy * us € 2'(R™) estd bem definida (veja
Definigao [2.4.36)), uma vez que u; € &'(R™) e us € Z'(R"). Agora, dada ¢ € C*(R"),

devemos mostrar que p(u; * us) € By, k,- Para isso, consideremos o conjunto

V ={z e R" (z + supp(u1)) N supp(p) # 0}.

Assim, segue que z € V se, e somente se, € supp(p) — supp(uy) e, logo, V' é compacto.
Com isso, podemos escolher ¢ € C°(R™) de modo que ¢ > 0 e ) = 1 em V. Desta forma,

temos:

supp(uy * ug — uy * (Pug) N supp(p)) = supp(uy * ((1 —P)uz)) N supp(p)
C  [supp(ur) + supp((1 — ¥)uz)] N supp(¢p)
_—

pois se y+z = x € supp(p), com y € supp(uy) e z € supp((1—1)uz), entdo z = x—y €V,
o que é uma contradigao ja que (1 — ¢)uy =0 em V.
Logo, segue que p(ug *us —uy* (YPug)) = 0, ou seja, p(uy*xuy) = p(uq *(Yug). Como

Uy € Bé‘o’ka, temos Yus € By g, €, pelo Teorema [3.4.13) uy * (Yuz) € By, Portanto,
©(uy * ug) € Bk, € assim uy * uy € BY% | . O
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4 Teorema Principal

Neste capitulo, demonstraremos o resultado principal da dissertagao, isto é, o
Teoremal[l.0.1] Na Secao[4.1]apresentamos resultados auxiliares que serdo usados na Segao
para demonstrar o resultado principal. Na Secao mostramos algumas aplicagoes da
existéncia de solugoes fundamentais regulares e por fim, na Se¢ao[4.4] exploramos algumas
relagoes entre operadores hipoelipticos e suas solu¢oes fundamentais. Os resultados aqui
expostos seguem de (HORMANDER),, 2005), (ORTNER; WAGNER, [1997), (FOLLAND;
JOSEPH; THANGAVELU| 1983) e (HOUNIE] 1979)).

4.1 Resultados Auxiliares

Fixado m € {0,1,2, ..., } indicaremos por C[z],, o espago vetorial dos polinémios
de coeficientes complexos com grau menor do que ou igual a m definidos em C". Neste

espago consideramos a norma dada por:

Q)= > aur® = Q= [ laal®
loe|<m loe|<m

Lema 4.1.1. Seja X C C" compacto. Entdio a aplicagio ® : {Q € Clz];[|Q] =1} = R
definida por ®(Q) = Hél)r(l |Q(2)], € continua.

Demonstragio. Seja X compacto tal que X C {x € C"; || < A}. Dado p > 0, tomemos
e =p/2(1+ A)"Cy, onde C; = > 1. Desta forma, se P,Q € C[z],, estdo definidos por

jal<m
P(QO)= > aaC® Q(Q) = > ba(*, (€C,
ol <m jal<m

e sdo tais que ||[P — Q|| < e, entdo |a, — ba| < ¢, para todo |a| < m. Consequentemente,

para todo z € X :

1P(z) —Q(2)] = | D] aaz®— D baz®

|o|<m loe|<m
<Y laa = ballz[
lo|<m
< e Y Ak
la]<m
< g(14+A)™ > 1
|| <m

< p
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Agora, como |P| e |Q] sao fungbes continuas e X é compacto, existem zp,zg € X tais
que:

O(P) =|P(zp)], 2(Q) = [Q(zq)].
Podemos supor, sem perda de generalidade, que ®(P) < &(Q). Com isto, e pela desigual-

dade acima, temos que

Qzp)| = p < [P(zp)| < [Q(zp)| +p

[P(20)| = p < |Q(z0)| < [P(2Q)| + p-
Logo, segue que [Q(zq)| — [P(zp)| < |Q(zp)| — [P(zp)| < p, ou seja
[2(Q) — 2(P)| < p,
sempre que ||P — Q|| < e. Portanto, ® é continua. O

Lema 4.1.2. Seja X; C C" compacto, onde j € {1,2,...,L}. Entdo, a aplicacio ¥ :
{Q € Cla]m; [|Qll = 1} = R, dada por

¥(Q) = max{min{|Q(2)[; 2 € X;};1 < j < L},
€ continua.

Demonstragio. Primeiramente observamos que, para cada j € {1,...,L}, a aplicacdo
Q; - {Q € Clz],,; |Q| = 1} = R, ¢,(Q) = ggg]@(zﬂ, é continua pelo Lema [4.1.1]
Agora, se tomarmos A = lrgag(L{Aj; X; C {z € C";|z| < A,}}, seguindo a demonstragao
do Lema [.1.1] obtemos

19,(Q) —®;(P)| <p,j=1,...,L,
sempre que ||Q — P|| < e, onde € = p/2(1 4+ A)"C}.

Desta forma, analogamente ao que foi feito no Lema [£.1.1] é possivel mostrar que

U(Q) — V(P)| < p, desde que ||Q — P|| < ¢, o que conclui a demonstragao. O

Lema 4.1.3. Seja f : R = R uma fungdao par e analitica. Entao g : R™ — R, definida
por g(x) = f(|z]), € uma funcio de classe C>°(R™).

Demonstragio. Observamos que fora da origem, pela Regra da Cadeia, a composigao fol-|

é de classe C'*°. Portanto, basta verificarmos que g € C'*° numa vizinhanca da origem.

o fO)(0)t
Por hipétese, a série Z ~——— converge, para todo t suficientemente proximo
=0

= £ ()Y
oy

de 0. Mas, como f é par, podemos escrever esta série como 27)
=0 J
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f(QJ)
Assim, a série Z W converge para r € R” numa vizinhanga da origem,
7=0 (2])
uma vez que possui os mesmos coeficientes de uma série convergente. Desta forma, por

(KRANTZ; PARKS| 2002, Cor 1.1.15, p 10), a funcao

i (0 )()Il"l )

é de classe C"*° numa vizinhanca da origem, como queriamos demonstrar.

Lema 4.1.4. Sejam 0 < &’ < ¢ firados e P : R — R uma func¢do polinomial. Entao

/
eat

t 450 cosh (et)

P(t) = 0.

Demonstragio. Considerando ¢’ = & — 7, com 0 < 7 < € escolhido de modo apropriado,

temos por L’Hopital:

P _
Jlim e 0. (4.1)
Da defini¢do de cosh et segue que
e=tP(t) 2¢c't |P(t)]
< P(t)] =2 VtelR. 4.2
< , 1.2

De (4.1)) e (4.2)) segue o resultado. O

Observacao 4.1.5. Jlim tanh (t)=1.

1 — —2t
Com efeito, basta notarmos que tanh (t) = TB_% e que e 2 — 0, quando
e
t — 00.
Lema 4.1.6. Sejam ¢ > 0 e n € C" fixados. Considere a fung¢io f : R* — R dada
por f(x) = €™ /cosh (e]z|),z € R". Dado a € N, temos que 0*f é uma soma finita de

parcelas da forma:

B
nﬁw () (tanh (¢|2])*, @ € (R™\ {0}),

sendo k,1 € N, 8,5 € N* e C uma constante que nao depende x.

Demonstragio. Primeiramente, observamos que pelo Lema [4.1.3] temos f € C*(R").
Agora, a verificacao deste Lema serd feita por indugdo em |a|. Nessa demonstragao, x € R™

é arbitrario.
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Se |a| =1 entdo o = e; para algum j = 1,...,n. Assim,
ﬁ@) n;e" cosh (e|x]) — €77 senh(e|z|)ex;|z|
oz; B (cosh (g]z|))?

n;e"’ ex; €™ senh(e|z])
cosh (elz|)  |z| cosh (g|z|) cosh (g|x|)
ET;
nif(x) - m]f(ﬂf) tanh (e|z]).

Suponhamos que o resultado seja valido para todo |a| < m € N. Provemos sua

validade no caso |a| = m + 1. Entdo, podemos escrever a = o’ + ¢;, onde |o/| = m e
o

j € {1,...,n}. Com isso, temos que 0°f = 8—[(’9"“ f]- Usando a hipétese de inducao,
Lj

temos que cada parcela de 0% f sera do tipo:

i C’niﬁmﬂf(x)(tamh(€|:1c|))k ., 3,8 €N", 1B <1l e kE<m.

Oxj | |zf

Escrevamos p(z) = e ¢(x) = f(x)(tanh (¢|z|))*. Assim, basta calcularmos

()
8@

(x). Notando que:

—(x) = —
Oz, ! 2

e, por outro lado:

W = 9F

kex; tanh (g]z]))*!
0 2 O J 1 (tanh (elz])
J j

2] 7 ) (cosh (efa]))?

() (tanh (e|z)))* +

Podemos escrever cada parcela de 9% f como:

- 6,3:6_3]' Z$B+€j
o |50 - ] @ anh el +
Baf [0 kex; tanh (g|x|))k1
n’z [ of w kew; | (tanh (elz]))
——(x)(tanh
|t el + ) G
0
donde, ap6s substituirmos a expressao conhecida para af(a:) e observarmos a identidade
Lj
1
2= 1 — tanh?, obtemos o resultado desejado. O]
Ccos

Lema 4.1.7. Se f estd definida como no Lemal[{.1.¢ e |n| < e, entdo f € ..

Demonstracio. Do Lema segue que f é analitica. Logo, pelo Lema [3.1.2] basta

provarmos que dados «,y € N", temos que ‘ 1|im |70 f(x)] = 0.
xT|—00
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Observemos que, pelo Lema |4.1.6, como 7 esta fixado, é suficiente verificarmos

que, dados k,l € Ne y € N?

L f(a)(tanh (fe]))| = 0.

|z|—o00 |;l’,"l

Mas a aplicagdo x +— 1/|z|',z # 0, é limitada desde que |z| seja suficientemente grande.

Além disso | tanh(e|z|)| < 1,2 € R™. Logo, é suficiente provarmos que

lim |27 f(z)| = 0.

|z|—o0

Mas, notemos que, por Cauchy-Schwarz:

et
o — |
@) = Wl
nl|z|
< e —S e R™
cosh (e]z|)
Como |n| < €, pelo Lema temos o resultado desejado. O
Se ¢ € C™ é arbitrario e P = Z a,0% é um operador diferencial parcial linear
lo]<m

de coeficientes constantes, entdao o operador P(0 + () : 2'(R") — Z'(R™) é definido por

PO+Qu= > a0+ := > aa ) ( “ ) ¢Po*=Pu. (4.3)

lo|<m |a|<m BLla B
No préximo lema é conveniente denotar P por P(0).
Lema 4.1.8. Seja P(0) = Z a,0%, com a, € C, |a] < m. Dados £ € R", ( € C,

laf<m

ue Z'R") eve.S, temos:

(i) P(9)(e"*u) = e“*P(0 + Qu;

(ii) PO+ Q)F tv=F P&+ Q).

Demonstracao. (i) Pela Regra de Leibniz temos:
PO) (e u)= > an . “ ) 9Pesegapy,
|a|<m B<la 5
Como 0°e¢® = (Pe5®, segue que:

P(0)(e"u) = Z g, Z ( g ) (Petr9oPy

|| <m B<a

ST S P

la|<m BLla 6

= PO+ Qu,
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sendo que na tultima igualdade usamos (4.3]).

(ii) Primeiramente, observemos que de (4.3]) resulta

PO+ OF = Z aaz ( )cﬁaaﬁ(}“lv). (4.4)

la|<m B<a

Agora, pelo Teorema “ temos que .7-'(00‘_51;) — (Z‘g)a—%. Assim, segue que
(i€)>Pv = F(0* P F~1v), e, consequentemente F~1((i€)*Pv) = 9> P F~1o.

Com isso, de (4.4)) temos que

PO+OF o= an . ( g ) CPF((i€)*Pv). (4.5)

|| <m BLla

Por outro lado, pelo Teorema Binomial, segue que

FHP@E+Cv) =F ( > aa(i€+0“v) ( D aa ), ( ) ¢7 (i) )

la|<m |a|<m BLla
logo
HPEE+Qu) = D aa ) ( ) CFH()* ). (4.6)
lo|<m B<a ﬁ
De (4.5)) e (4.6)) segue o resultado desejado. O

O proximo resultado segue da Regra de Leibniz.

Lema 4.1.9. Sejam X C R" (fx) uma sequéncia em C*(R"), f,g € C®(R") e a €
N" tais que 0°f, — O°f uniformemente em X, para f € N satisfazendo |S| < |af, e
existe C,, > 0 satisfazendo |0°g(x)] < Co,z € X,|B8| < |a|. Entio 0%(gfr) — 9°(gf)

uniformemente em X.

Demonstragao. Observamos que pela Regra de Leibniz (ver Teorema [2 segue:

0%(gfi — 9N @)] = > ( g ) [079()]10°7 fiu(w) = 9*77 f(x)|

BLla

BLa

< @Y ( ; ) 0 fu(w) — 9P (@)], @ € X.
]

Lema 4.1.10. Seja T : [a,b] C R — B, continua, 1 < p < oo, k € . Entao, dadas
feC®R") epe CP(R™), valem:

</ab /() dW> = [U1)e),

o b 9 .
axj/a fT()dz= [ g YT g =1 om.
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b
Observagao 4.1.11. / T(z)dz € 2'(R") atua na varidvel x € R™.

Demonstracao. Primeiramente, observamos que, pelo Teorema [2.5.5] as somas integrais
b

de Riemann-Stieltjes da fungao T convergem para / T'(z)dz em B, , logo, pelo Corolario
2.5.7, a convergéncia também ocorre em 2'(R"). Desta forma, temos

b b
< / T(z) dW> = / (T(2), ) dz, Yo € CZ(R").
Mais ainda, como f¢ € C°(R"™), para quaisquer f € C®(R"), ¢ € C°(R"™), segue que:
b b
</ fT(2) dZ,90> = <f/ () dz,¢>
= [re). e
= [ure) e

Finalmente, se j € {1,...,n}:

<;%LbfT(z)dz,¢> ——</abfT(z)dz,gfj> —/ab<ag;?,go>dz.

4.2 Demonstracao do teorema principal

Nesta se¢ao, demonstraremos o Teorema [1.0.1] Para isso, faremos a demonstragao

do resultado abaixo, baseada em (ORTNER; WAGNER 1997)):

Teorema 4.2.1. Seja P um operador linear de coeficientes constantes nao nulo. Entao

para todo € > 0, existe uma solugdo fundamental E de P tal que E/ cosh (g| - |) € By, p(ie)-

Demonstragdo. Seja m a ordem de P. Se m = 0 entao, como P nao ¢ identicamente nulo,
segue que P = ¢ para algum ¢ € C\ {0}. Entao a tnica solugao fundamental de P é dada
por E = §/c. Além disso P(i€) = ce E € B pue)- Agora, pelo Lema temos que
1/cosh (¢| - |) € .. Do Teorema , segue que F/ cosh (g] - |) € By, pie)-

A demonstracdo do Teorema para o caso m > 0 serd dividia em 8 etapas.

0 —°
EEN

Suponhamos, a partir de agora, m > 0. Fixemos ¢ > 0 arbitrdrio e ¢’ € <

Definimos a aplicagao M : {Q € Clz],,; ||Q|| = 1} — R, dada por

M(Q) = max{min{|Q(z¢'50(j1, ..., jn))|; 2 € S'};5 = (o, .- ., jn) € {0,...,m}"}.

Etapa 1. M ¢é uma aplicagao continua e estritamente positiva.
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Com efeito, pelos Lemas e temos que M é continua. Vejamos que M
é estritamente positiva. Supomos que nao, isto é, M(Q) = 0 para algum @ € Clz],,,
com ||Q|| = 1. Desta forma, géiglll 1Q(2€j0(j1, - - -, Jn))| = 0, para todo j € {0,...,m}".
Consequentemente, existe z; € S tal que Q(z;"jo(j1,...,Jn)) = 0. Mas isto implica
que, para cada (ji,...,7,) € {0,...,m}", o polinémio ¢ : C — C, dado por ¢(z) =
Q(2(j1,---,Jn)), possui mais de m raizes e, portanto, é nulo. Consequentemente, temos
que @ ¢ identicamente nulo, contrariando o fato de ||@Q|| = 1. Logo, M > 0 concluindo a

prova da Etapa 1.

Para simplificar a notagdo, escreveremos 7; := €'jo(j1,...,jn), Para cada j =
(Jo,---57n) € {0,...,m}"™! e consideraremos C' > 0 como o minimo atingido pela apli-
cacao M.

Para a proxima etapa, usaremos a notacao P, ¢ € C", para representar o polino-
mio (&) := P(§+ ().
Etapa 2. Para cada £ € R" existe j € {0,...,m}""! tal que
= 1.
P(ig) = |Pell = FIP(E + 2m))l, V= € S. (4.7)
Com efeito, dado § € R™, segue que P € C[z],,. Tomando Q := Pi/| Pl
temos @ € Clz],, e [|Q| = 1. Com isso, existe j € {0,...,m}"* de modo que M(Q) =

min{|Q(zn;)|; z € S'}. Portanto, temos C' < |Q(zn;)| = |P(i€ + 2n;)|/|| Pil|, para todo
z e Sh.

Agora, observe que usando Série de Taylor temos

Pe(Q) =PEE+C) = > 0P = > 9°P(i

laf<m la<m

e, desta forma segue que || Pgl|| = ( > |8°‘P(i§)|2> = P(i€).

laf<m

- 1
Logo, temos P(i§) < 6|P(zf + zn;)| e isso conclui a prova da Etapa 2.

Agora, consideremos em {0,...,m}""! a relacio de ordem do dicionério, ou seja,
gyl € {0,....m}" e j < [ se, e somente se, jo < ly ou jo = lpeji < Iy ou jo =
lo,j1 =liejs <ly ... (a particular escolha da relacdo de ordem ndo é relevante para a

demonstragao do Teorema 4.2.1).

Para cada j € {0,...,m}""! consideremos y; como a fun¢ao caracteristica do

conjunto dos pontos £ € R™ tais que j é o menor elemento que satisfaz (4.7)).
Etapa 3. Para cada j € {0,...,m}"™ temos que x; é uma fun¢do mensurdvel.

Com efeito, assumiremos que {0,...,m}" ™ ={J;,...,Jp .}, onde J; < J;se i < j.
Também faremos um abuso de notagao indicando apenas por j, tanto o elemento j = J; €

{0,...,m}"™ como j € {1,..., L}, ficando subentendido o contexto.
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Definimos ¢;, : R* — R, dada por ¢;.(¢) = |P(i& + 2zn;)|/P(if), para cada
j€{l,...,L},z € S*. Temos que ;. é continua, para quaisquer 1 < j < L,z € S".

Assim, o conjunto X, := ¢;1([C,+00)) ¢ fechado. Disto, segue que X; := () Xj.
z€S!
também ¢é fechado e, portanto, mensuravel, para todo j € {1,..., L}.

J—1
Agora, podemos definir A; = X; e A; = X\ U X;, para 2 < j < L, donde segue
i=1
que A; é mensuravel e x;(£§) = 1 se, e somente se, { € A;, para todo j € {1,...,L}, o que
prova a mensurabilidade de x;, concluindo assim a Etapa 3.

A estimativa também nos mostra que |x;(€)/P(i&+2n;)| < (CP(i€))™", para
todo £ € R™. Agora, como P nao é identicamente nulo, temos que 9P (§) = a,, # 0, para
algum o € N”, assim segue que P(£) > |aq| > 0,& € R”. Consequentemente, a funcio
& — x;(&)/P(i§ + zn;) ¢ limitada por 1/|as| €, pelo Exemplo 3.2.6] tal funcéo define uma

distribuicao temperada. Desta forma, sua Transformada Inversa de Fourier estd bem

. . _ X;(8)
definida. Mostraremos, a seguir, que F ' < € B pue- De fato,
P(ig + zn;) P
Fi (XJ(Q> H = sup ess .Xj&ﬁ 1) < = < o0. 4.8
H P(i€ + Z77j) co,P(ie)  SER™ P& + an) (i) C (48)

Etapa 4. Para todo j € {0,...,m}"*! temos que a aplicacdo W; : S' = B__ (), dada

() = F-1 x;(§)
por ¥;(z) = F <P(i§+zm)

De fato, dados z,w € S', utilizando a férmula de Taylor e (4.7)):

) .,z € S', é continua.

} _ x;(6) . x;(6) =
956 = Wil = spess| (s - ) pig)

5oy P+ wn;) — P(i§ + 2n5)

S e | PO g 32, P + )

< sup ess PUEH W) = PUE 21)

£€A; C2P(i€)
|0°Pi&)] |(wny)® — (21;)°]
< gsélj) ess |az<:m i6) o
< & ||Z<: 5 ||w!*! — 21|
logo
|W;(2) — ‘I’j<w>HBw,p(ig> <’ Z |w|a| — z'a‘\, z,w e S (4.9)

laf<m

onde C" = (1 + |n;|)™/C?. Como, para cada |a| < m, a restrigdo da funcdo polinomial
2+ 2% 2 € C ao compacto S' é uniformemente continua, dado p > 0, existe p’ > 0
de modo que se z,w € S' ¢ [z —w| < g/, entdo |21l —wl*| < p/C" Y 1< 1, Para todo

la| < m. Disso e de (4.9)), segue a continuidade de ¥, e conclui-se a prova da Etapa 4.
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Etapa 5. Para todo j € {0,...,m}"" temos que a aplicagao ®; : S' — .#, dada por

€Z77‘7 X
®i(2)(r) = ————,x € R", é continua.
i(2)(@) cosh (glz|)
De fato, inicialmente observamos que fixado z € S!, pelo Lema a aplicacao
Zn;-x
T 67, xr € R", é um elemento de .7.
cosh (g|x])

Mostremos que ®; é continua no ponto zy € S' arbitrdrio. Para isso, consi-
deremos uma sequéncia (z;) em S! tal que z; — 25, quando k¥ — oo, e fixemos
j €40,...,m}"". Primeiro, vamos mostrar que ®;(z;) —> ®;(z) uniformemente. Para
comegar, definamos f,(z) = e*i'* para todo z € C, onde x € R" esta fixado. Observamos
que f, ¢ analitica e através da identificacio C = R2, podemos usar a Desigualdade do

Valor Médio para obter
| fo(z) — folz0)| < €72 — 20| < el — 2], k € N. (4.10)
Mas da definigdo de 7, segue que |n;| < &'m?y/n. Disto temos
|fo(20) — folzo)| < €™Vl 2 — 2], k €N,

logo

’ezknj-x o ezonj-a;| ee’mQ\/ﬁ\ﬂ

1D (z1)(z) — @;(20) ()] =

— keNzeR"
cosh(elz|) — cosh(a]x\)‘zk 2ol; -

Como &'m?y/n < ¢, definido £” = ¢ — &'m*/n > 0
19, (0)(2) — @ (a0) (2)] < el — o], k € N,z € R, (@1)

donde podemos inferir que ®;(z;) — P;(2p) uniformemente, quando k — oo.

Para concluir, precisamos mostrar que

lim sup [27(9%[®;(zx) — @;(20)](x))| = 0,

k—o0 reR™

para quaisquer «,y € N™. Primeiramente, fixemos «,y € N". Definindo fi(z) = e*™*
e fo(zr) = e** x € R™ podemos mostrar, via Desigualdade do Valor Médio, que
9% f, — 0°f, uniformemente em compactos de R", quando k — oo, para qualquer
peN" |B| <|al. Aplicando o Lema {4.1.9, com g = 1/ cosh (g] - |), segue que

lim sup |27 (0%[®;(zx) — P;(z0)](x)) | = 0.

Resta mostrar que lim sup [270%[®;(z,) — P;(20)](x)| = 0.

k—o0
2| >1
Pelo Lema [4.1.6, como 7; estd fixado e C' > 0 ¢ constante, é suficiente provar que:
2
lim sup | (tanh (e|a]))" (2/%1®;(z) () - zolﬁcbj(zo)(x))| =0,
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sendo 3,y € N*, r/l € N arbitrarios, com |8] < |a/.

1
Como — < 1 para |z| > 1 e tanh (¢]z|) < 1, x € R™, é suficiente provarmos que

|z
lim sup |27 (2719 (2) (x) — 207 ®;(20) () )| = 0. (4.12)

Mas, da desigualdade triangular resulta, para x| > 1, k € N :

07 (24710 (21) () — 201, (20) ()| <

(4.13)
27 (2l = 2) @ (i) (@) + 2720/ (@(20) () — B;(20) ()]
Como |z| = 1, pela defini¢ao de n; e pelo Lema segue @;(z;) € 7. Logo,

lim sup ‘x” (z,LB' - z(l)m) <I>j(zk)(:1:)‘ = 0. (4.14)

Agora, por (4.11)) e devido a |zg| = 1, temos, para k € N :
2727 (@ (21) (@) — D;(20)(2))] < [T 25 — ).
Da Regra de L’ Hopital temos

lim sup ‘x”zolm (D (2k)(z) — <Dj(zo)(:c))’ = 0. (4.15)

Combinando (4.13)), (4.14) e (4.15]) segue (4.12)), concluindo a prova da Etapa 5.

Etapa 6. Para todo j € {0,...,m}"*!, a aplicacdo T; : S' — B_, p;) dada por

B eMi-() _ X;(€)
Ti(z) = 2miz cosh (g] - |)}- 1 <P(z§+zn])> |

é continua.

De fato, inicialmente provemos que T} estd bem definida. Para todo z € S
e#Mi T

fixado, pelo Lema [4.1.7, a funcao = +— ,x € R", é um elemento de ..

- (x;(8)
Por .4.8 temos que F ! (
4.8 P(i& + 2m;)
Tj(z) € By pic)-

2miz cosh (e|z|)

) € By pue)- Entdo, segue do Teorema [3.4.14 que

D (2
Pela Etapa 5, temos que z — 2J(,), 2z € S', é continua. Assim, basta usar a
Tz

Etapa 4 e o Teorema para concluir a prova da Etapa 6.
Etapa 7. A distribuicao E definida por

o zn;j-x T—1 Xj(g) dZ
b= . 2 /Sl e (P(zf + zm)) 2miz’ (4.16)

é um elemento de Bigfp(ié).
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De fato, primeiro observamos que podemos escrever

E=cosh(e| ) Y /SlTj(z)dz.

j€{07.”,m}n+1

Pela Etapa 6, temos que T} é continua para todo j € {0,...,m}"*. Entao, do

Corolario W segue que E/cosh (] - |) € B pe)- Desta forma, pelo Teorema |3.4.16}

loc
temos que E € Boo,ﬁ(z‘g)'

Etapa 8. E é solugdo fundamental de P, ou seja, PE = 9.
Com efeito, usando os lemas e[d.1.10], juntamente com a Férmula Integral de

Cauchy, obtemos:

_ znj-x T—1 Xj(g) dz
PE = /Sl (6 d (P(z’{—i—zm))) 2miz

J€{0,.. m}”+1

U X5 (6) dz
- WEP(O + 2m) F 1( : :
JE{O,%}”“/ j> P(i& + ZT}j) 2miz
n;-x dz
R e
j€{0,...,m}n+1
= > F )
j€{0,...,m}n+1
Al
= (5’
e, assim concluimos a demonstragdo do Teorema [£.2.7] ]

Vejamos que a regularidade dada pelo Teorema nao pode ser melhorada em

. 1l 7 .
termos de espacos By, ou seja, que o espaco BOZC,P( ¢ o menor espago do tipo B que

i€)
contém uma solu¢ao fundamental.

Exemplo 4.2.2. Consideremos um operador diferencial linear de coeficientes constantes
P e uma solucao fundamental E de P. Vamos supor que existam k € & el < p < 00

tais que E € Bl%. Mostraremos que Bloc ey C C Bl

De fato, do Teorema |3.4.15| segue que 6 = PE € Bfo"g JBie)" Dai, podemos escolher

¢ € C°(R") igual a 1 numa vizinhanca da origem para obtermos § = ¢ € B, /pe) €

k
consequentemente, —— € L.

P(i€)
Desta forma, se u € Bigcﬁ(ig) e P € C°(R"), segue que
k(E)F[Wul(§) = 5 5P F[Yul, £ € R,
P(i€)
o que mostra que Yu € By, ou seja, u € Bl"c Logo, Blocp(lg) B[lj’g, como queriamos

demonstrar.
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Devido ao Exemplo £.2.2] dizemos que uma solugdo fundamental E do operador

diferencial linear de coeficientes constantes P ¢é regular quando E € Bé‘;cp(,

o) Assim, o

Teorema [£.2.1] pode ser escrito nos seguintes termos

Teorema 4.2.3. Todo operador diferencial linear de coeficientes constantes nao identi-

camente nulo possui uma solugdo fundamental reqular.

4.3 Resultados envolvendo solucdes fundamentais regulares

Nesta se¢ao, apresentamos alguns resultados obtidos a partir do teorema demons-

trado na secdo anterior, a comegar com o seguinte corolario.

Corolario 4.3.1. Sejam P um operador diferencial linear de coeficientes constantes e s €

(L+[¢)2

R. Entdo, P possui uma solu¢do fundamental E € H'¢ se, e somente se, W e L
Demonstragio. (=) Pelo Exemplo (3.4.2)) temos que H'* = B%  onde ky(§) = (1+[¢]?)2.
Assim, se E é uma solugao fundamental de P que pertence a H'¢| entdo seguindo os
ks(€)
P(i€)
(1+€P)?

(<) Por outro lado, supondo que ~—=—>“— € L? entdo dado u € B, by

P(i€)

e L2

argumentos do Exemplo (4.2.2]), concluimos que

podemos escrever
(1+ [P
P(ig)
C Hle., O

)L+ [¢7)2 = Pi&)a(s)

e assim, concluimos que u € H,. Logo, Bi‘(’fﬁ(i@
Estabelecemos, a seguir, resultados sobre a regularidade das solugoes da equagao
Pu = f no caso em que f € &'(R").

Teorema 4.3.2. Sejam f € &' (R™), P um operador linear de coeficientes constantes
nao identicamente nulo e E uma solugcdo fundamental reqular de P. Entao, a solucao de
Pu = f dada por u = E x [ pertence a B}l)"gp para todo k € # el < p < oo tais que

f € Bk

(4€)

Demonstracao. Observamos inicialmente que a existéncia de solu¢ao fundamental regular
segue do Teorema [£.2.1 Como f tem suporte compacto, a convolu¢ao u := E * f estd
bem definida e vale Pu= P(E x f) = (PE)x f =0 f = [.

Se f € & (R") N By, para certos 1 < p < oo, k € % entdo, pelo Teorema [3.4.17

loc
segue que u € Bp,kﬁ(z‘g)'

O
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Apresentamos a reciproca do Teorema para o caso em que u tem suporte

compacto.

Teorema 4.3.3. Seja P um operador diferencial linear de coeficientes constantes nao
identicamente nulo. Se u € &'(R"), k € H e 1 < p < oo, entdo u € B, pue) e, €

somente se, Pu € By .

Demonstragio. (=) Se u € B, yp, entao, pelo Teorema |3.4.12, Pu € B, .

(<) Seja u € &'(R™) tal que Pu € By, 1 < p < o0, k € . Considerando £
uma solugao fundamental regular de P, temos que F *x Pu esta bem definida, uma vez que

Pu € & (R"™), e ainda, pelo Teorema [3.4.17| segue que

u:é*u:(PE)*UZE*(PU)GB;OEP(@'

Por fim, podemos escolher ¢ € C2°(R™) de modo que ¢ = 1 em supp(u) e, assim, obtemos

4.4 QOperadores Hipoelipticos

Nesta secao, apresentamos resultados que relacionam solugoes fundamentais com

operadores hipoelipticos e alguns exemplos.

Sejam P um operador linear de coeficientes constantes, u € Z'(R™) e Q C
R"™ aberto. Se u é de classe C* em (), entdao Pu é de classe C*> em (). Logo, vale
singsupp(Pu) C singsupp(u), qualquer que seja o operador P. Nesta secdo, trataremos

dos operadores para os quais vale a igualdade singsupp(Pu) = singsupp(u).

Definicao 4.4.1. Um operador diferencial linear de coeficientes constantes P é dito hi-

poeliptico quando singsupp(u) C singsupp(Pu), para qualquer u € Z'(R™).

d
Exemplo 4.4.2. O operador P = 7 ¢ hipoeliptico na reta.

De fato, seja u € 2'(R") e suponhamos que Pu é C* em (a,b) C R. Considere
f= jtu, que por hipétese é C* em (a,b). Fixado ¢ € (a,b) defina g(x) :Lf(t)dt,
x € (a,b). Entao, temos que g é C*™ em (a,b) e (u— g)’ = 0. Pela Observacao segue
que u — g = k para algum k € R. Logo, u =g+ k é C* em (a,b).

2

Exemplo 4.4.3. O operador P = ndo é hipoeliptico em R2.

0xdy

Com efeito, se Pu = 0, entdo Pu ¢ uma funcio de classe C*(R?). Se P fosse
hipoeliptico, entao qualquer solug¢ao u desta equagao homogénea deveria ser de classe C*
em R2. Porém, basta tomar f,g € C*(R) tais que f,g ¢ C*(R) e u(z,y) = f(z) + g(y),

(z,y) € R?, para ver que isso nao ¢ verdade.
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Em (FOLLAND) 1995, Cor 6.34, p 215)) prova-se que todo operador diferencial
linear de coeficientes constantes eliptico é hipoeliptico. Nosso préximo objetivo é relacio-
nar a hipoelipticidade de P com suas solu¢oes fundamentais. Comegamos com um lema

que nos ajudara a demonstrar o resultado que faz esta ligacao.

Lema 4.4.4. Sejam f € Z'(R"), g € &'(R") e suponha que f é C* em R™\ {0}. Entdo
singsupp(f * g) C supp(g).

Demonstragio. Seja x € [supp(g)]® fixado. Mostraremos que f % g é C* numa vizinhanga

de zx.

Como z nao estda no suporte de g, existe p > 0 tal que B(z;p) N supp(g) = 0.
Tomando ¢ € C(B(0;p/2)) tal que ¢ = 1 em B(0; p/4), podemos escrever f x g =
(1 —p)f*xg+ @f xg. Assim, como (1 — ¢) = 0 numa vizinhanga de {0}, temos que
(1 —¢)f é C® em R". Consequentemente, (1 — ¢)f * g é C* em R™.

Agora, pelo Teorema [2.4.38] segue que:

supp(ef * g) C{y + 2yl < p/2 e z € supp(g)} = {y; d(y, supp(g) < p/2}.
Disto, temos que ¢f * g = 0 em B(x;p/2), e assim, segue que f+xg= (1 —p)fxgé C>®
em B(z;p/2), como querfamos demonstrar.

]

Teorema 4.4.5. Seja P um operador diferencial linear de coeficientes constantes. Sao

equivalentes:

(i) P € hipoeliptico;
(7i) Toda solugio fundamental de P é C*° em R™\ {0};

(iii) Ao menos uma solugio fundamental de P é C* em R™ \ {0}.

Demonstragao. (i)=-(ii) Se P é hipoeliptico, entao singsupp(F) C singsupp(PFE). Assim,
basta observar que se E é uma solugao fundamental regular de P, entao PE = 6, e que ¢
é C>* em R™\ {0}.

(ii)=-(iii) Imediato.

(iii)=-(i) Sejam E uma solugao fundamental de P tal que E é C* em R" \ {0},

u € Z'(R") e suponha que Pu é C'° em um aberto 2 C R™. Vejamos que u é C* em ().

Para tal, fixemos z € €2 e mostremos que u ¢ C*° numa vizinhanga de x.

Tomemos p > 0 tal que B(z;p) C Qe p € CX(B(z;p)) de modo que ¢ = 1 em
B(z;p/2). Desta forma, temos que pu = u em B(z;p/2) e pu = 0 fora de B(z;p).
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Agora, observamos que podemos escrever

la|<m BLa || <m la|<m 0<B<a 6

ou seja, P(pu) = pPu+ v, onde v = 0 tanto em B(x; p/2) quanto em [B(x; p)]°.

Plou)= Y an Y, (g)@ﬁgﬁo‘ﬁu:w Y adut > an Y (a ) 9P P,

Desta forma, podemos escrever F * P(pu) = E * pPu + E % v. Observando que
©Pu é C* em R™, segue que E x pPu é C™ em R". Agora, pelo Lema [£.4.4] temos que
singsupp(E % v) C supp(v), ou seja, Exv é C* em B(x;p/2).

Logo, temos que F x P(pu) é C* em B(x;p/2). Mas, pelo Exemplo [2.4.39| segue
que
E x P(pu) = PE % ou = 0 * pu,

e, com isso, u = E* P(pu) ¢ C* em B(z;p/2), o que conclui a demonstra¢ao do teorema.
]

Exemplo 4.4.6 (Operador do Calor). O Operador do Calor é hipoeliptico.

De fato, o Operador do Calor em R"*!, dado por

_0 9
E)t j=1 0@2’

possui uma solugao fundamental da forma (ver (FOLLAND; JOSEPH; THANGAVELU|
1983, p 47)):
(47t) =214 e t > 0,
E(t,x) =
0, se t <0.

Logo, pelo Teorema |4.4.5| segue que P ¢é hipoeliptico, ja que E é C* em R™"*\ {0}.
A demonstracao do resultado que segue é uma adaptagao dos argumentos utilizados em
(HORMANDER),, 1957, Th. 1.4, p 34).

Exemplo 4.4.7. Se P é um operador diferencial linear de coeficientes constantes hipoe-

liptico, entao todas as solugoes fundamentais de P sao requlares.

De fato, se E; e F5 sao solugoes fundamentais de P, segue que u = Ey— E5 é solucao
da equagdo homogénea Pu = 0, em particular, Pu € C*°(R"™). Como P ¢ hipoeliptico
temos que u € C*(R™).

Dada ¢ € C°(R"), segue que pu € C°(R") C .. Do Teorema resulta que

pu € B, pey- Como ¢ € arbitrdria temos que u € Bi‘;fp(ig).

Se tomarmos F; regular (a existéncia de solugao fundamental regular segue do
Teorema [4.2.1)) segue que Ey = u + E; também é regular. Portanto, qualquer solugao

fundamental de P é regular, concluindo assim a prova do Exemplo [4.4.7]
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Como todo operador eliptico é hipoeliptico, a conclusao do Exemplo |4.4.7]é valida

para todo operador diferencial linear de coeficientes constantes eliptico.

Agora, se P ¢é eliptico de grau m > 0, entao podemos ver que 15(2'5) cresce como
um multiplo do polinémio (1 + [£])™, e ainda, para £ € R" grande, este polindémio se

comporta como [£|™. Desta forma, dado s € R, segue que:

J.

Entao, pelo Corolario m, P possui uma solucio fundamental E € HY¢ se, e
somente se, s < m — n/2. Mais ainda, se m > n + k, para algum k € N, podemos tomar
s € R tal que m > s > § + k e, pelo Lema de Sobolev (ver Lema , temos que
H, C C*(R"). Consequentemente, a solugao fundamental £ € H°¢ é de classe C*.

2
d§<oo<:>s<m—g.

(1+ g3
P(ic)




91

Referencias

BARROS-NETO, J. An introduction to the theory of distributions. [S.1.]: Dekker,
1973.

BREZIS, H.; ESTEBAN, J. R. Analisis funcional: teoria y aplicaciones. [S.L]:
Alianza, 1984.

EHRENPREIS, L. Solution of some problems of division: part I. Division by a
polynomial of derivation. American Journal of Mathematics, JSTOR, v. 76, n. 4, p.
883-903, 1954.

FOLLAND, G. B. Introduction to partial differential equations. [S.l.]: Princeton
university press, 1995.

FOLLAND, G. B. Real analysis: modern techniques and their applications.
[S.1.]: John Wiley & Sons, 2013.

FOLLAND, G. B.; JOSEPH, K.; THANGAVELU, S. Lectures on partial differential
equations. [S.1.]: Springer Berlin, 1983.

HORMANDER, L. Local and global properties of fundamental solutions.
Mathematica Scandinavica, JSTOR, p. 27-39, 1957.

HORMANDER, L. Linear partial differential operators. [S.1.]: Springer-Verlag
Berlin, 1969. v. 116.

HORMANDER, L. The Analysis of Differential Linear Operators I: Distribution
Theory and Fourier Analysis. Berlin: Springer-Verlag, 2003.

HORMANDER, L. The Analysis of Differential Linear Operators II: Differential
Operators With Constant Coefficients. Berlin: Springer-Verlag, 2005.

HORVATH, J. Topological Vector Spaces and Distributions, Vol. I. [S.L]:
Addition-Wesley Publ. Co, 1966.

HOUNIE, J. Teoria elementar das distribuig¢ées:(12° coléquio brasileiro de
matematica, pogos de caldas 1979). [S.1.]: Instituto de Matemédtica Pura e Aplicada,
1979.

KHATSKEVICH, V.; SHOIYKHET, D. Differentiable operators and nonlinear
equations. [S.1.]: Birkhauser, 2012. v. 66.

KRANTYZ, S. G.; PARKS, H. R. A primer of real analytic functions. [S.1.]: Springer
Science & Business Media, 2002.

MALGRANGE, B. Existence et approximation des solutions des équations aux
dérivées partielles et des équations de convolution. Annales de l'institut Fourier,
v. 6, p. 271-355, 1956.



Referéncias 92

ORTNER, N.; WAGNER, P. A survey on explicit representation formulae for
fundamental solutions of linear partial differential operators. Acta Applicandae
Mathematica, Springer, v. 47, n. 1, p. 101-124, 1997.



	Agradecimentos
	Epígrafe
	RESUMO
	ABSTRACT
	Sumário
	Introdução
	Preliminares
	Multi-índice
	Resultados de Medida e Integração
	Funções teste
	As Distribuições
	Integração em espaços normados

	Transformada de Fourier e os espaços Bp,k
	A Transformada de Fourier
	O Espaço das Distribuições Temperadas
	Espaços de Sobolev
	Os espaços Bp,k

	Teorema Principal
	Resultados Auxiliares
	Demonstração do teorema principal
	Resultados envolvendo soluções fundamentais regulares
	Operadores Hipoelípticos

	Referências

