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RESUMO
EXISTÊNCIA E REGULARIDADE DE SOLUÇÕES FUNDAMENTAIS

PARA OPERADORES DIFERENCIAIS LINEARES DE COEFICIENTES
CONSTANTES

AUTOR: Danrlei Vaz Oliveira
ORIENTADOR: Maurício Fronza da Silva

O objetivo principal desta dissertação é demonstrar um teorema que garante existência e
regularidade de soluções fundamentais para operadores diferenciais lineares de coeficientes
constantes. Apresentamos ainda algumas de suas aplicações relacionadas à regularidade
de soluções de equações diferenciais parciais lineares de coeficientes constantes.

Palavras-Chave: Equações diferenciais parciais. Soluções fundamentais. Regularidade.
Operadores lineares.



ABSTRACT
EXISTENCE AND REGULARITY OF FUNDAMENTAL SOLUTIONS

FOR LINEAR DIFFERENTIAL OPERATORS WITH CONSTANT
COEFFICIENTS.

AUTHOR: Danrlei Vaz Oliveira
ADVISOR: Maurício Fronza da Silva

The main objective of this dissertation is to present a theorem that guarantees the exis-
tence and regularity of fundamental solutions for linear differential operators with constant
coefficients. We also present some of its applications related to the regularity of solutions
of linear partial differential equations with constant coefficients.

Keywords: Partial Differential Equations. Fundamental Solutions. Regularity. Linear
Operators.
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1 Introdução

Algumas das principais questões relacionadas ao estudo de Equações Diferenciais
Parciais (EDP’s) estão relacionadas à existência e regularidade de solução de uma dada
equação. As soluções fundamentais fornecem informações sobre existência e regularidade
das soluções de EDP’s da forma 𝑃𝑢 = 𝑓, na qual 𝑃 é um operador diferencial linear
de coeficientes constantes. Elas fornecem ainda uma fórmula que, sob certas condições,
possibilita encontrar qualquer solução da equação em função da condição 𝑓 dada.

Uma solução fundamental do operador linear de coeficientes constantes 𝑃 é uma
distribuição 𝐸 ∈ D ′(R𝑛) tal que 𝑃𝐸 = 𝛿, onde 𝛿 é a distribuição Delta de Dirac. Basica-
mente, podemos resumir a importância da solução fundamental nas seguintes identidades,
onde * denota a convolução de distribuições:

𝑃 (𝐸 * 𝑓) = 𝑓, 𝑓 ∈ E ′(R𝑛) (1.1)

e
𝐸 * (𝑃𝑢) = 𝑢, 𝑢 ∈ E ′(R𝑛). (1.2)

Então a convolução com 𝐸 fornece uma inversa de 𝑃 tanto à esquerda quando
à direita. A identidade (1.1) significa que uma solução da equação 𝑃𝑢 = 𝑓 é dada por
𝑢 = 𝐸 * 𝑓, enquanto que (1.2) torna possível obter informação sobre a regularidade de 𝑢
a partir da regularidade de 𝑃𝑢.

É imediato da definição que o operador nulo não possui solução fundamental.
Observamos ainda que se 𝑃 = 𝑐 é o operador constante, com 𝑐 ̸= 0, então a única solução
fundamental de 𝑃 é 𝐸 = 𝛿/𝑐. Em particular, as soluções fundamentais são distribuições
não necessariamente definidas por funções integráveis.

É interessante notar ainda que, se a ordem de 𝑃 é 𝑚 > 0, então a solução funda-
mental de 𝑃 nunca é única. Isto ocorre pois sempre podemos encontrar uma solução para
a equação homogênea 𝑃𝑢 = 0 via exponencias. Logo, se 𝐸 é uma solução fundamental de
𝑃 e 𝑢 é uma solução da equação homogênea 𝑃𝑢 = 0, então 𝐸 + 𝑢 é também uma solução
fundamental de 𝑃.

O primeiro resultado geral sobre existência de soluções fundamentais foi publicado
em (EHRENPREIS, 1954) e depois em (MALGRANGE, 1956). Utilizando o Teorema de
Hahn-Banach eles provaram que todo operador linear de coeficientes constantes não iden-
ticamente nulo possui uma solução fundamental. Embora nenhuma das demonstrações
forneça uma fórmula explícita ou informação sobre a regularidade da solução fundamen-
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tal, segundo (HORVÁTH, 1966, p. 395), esse foi um dos primeiros grandes triunfos da
Teoria das Distribuições que havia sido recentemente formalizada por L. Schwartz.

Após este resultado, surge então a questão da obtenção de fórmulas explícitas
para a solução fundamental. A Transformada de Fourier desempenha papel importante
na investigação deste problema.

Um fato interessante de se observar, ainda que neste momento careça de argumen-
tos mais precisos, é que se 𝑃 (𝑖𝜉) ̸= 0, para todo 𝜉 ∈ R𝑛, então é possível provar que a
aplicação 𝜉 ↦→ 1

𝑃 (𝑖𝜉) define uma distribuição temperada. Logo, uma solução fundamen-

tal temperada de 𝑃 é dada por 𝐸 = ℱ−1
(︃

1
𝑃 (𝑖𝜉)

)︃
, e, neste caso, 𝐸 é a única solução

fundamental temperada de 𝑃.

Esse exemplo ilustra o fato de que, em geral, os zeros da função 𝑃 (𝑖𝜉) desempe-
nham papel central na construção de uma solução fundamental.

Nosso principal objetivo é demonstrar o teorema abaixo, resultado este que foi
provado em (HORMANDER, 1969) e também pode ser encontrado em (ORTNER; WAG-
NER, 1997):

Teorema 1.0.1. Se 𝑃 é um operador diferencial linear de coeficientes constantes não
identicamente nulo, então existe uma solução fundamental 𝐸 de 𝑃 tal que 𝐸 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐

∞,𝑃 (𝑖𝜉).

O espaço 𝐵𝑙𝑜𝑐
∞,𝑃 (𝑖𝜉) é uma generalização dos espaços de Sobolev usuais e serão apre-

sentados no decorrer do texto. Mais ainda, verificaremos que em termos dos espaços 𝐵𝑝,𝑘

não é possível obter regularidade melhor do que esta. Assim, uma solução fundamental
como a dada no Teorema 1.0.1 será chamada de solução fundamental regular.

Veremos ainda algumas das consequências do Teorema 1.0.1 sobre a existência e
regularidade de soluções de algumas classes de equações diferenciais parciais.
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2 Preliminares

Neste capítulo, introduziremos alguma terminologia e notação, bem como a teoria
básica para o entendimento dos capítulos seguintes. Mais precisamente, introduzimos a
notação de multi-índice, bem como definições e resultados úteis relacionados à Medida e
Integração, Distribuições e Integração em Espaços Normados.

2.1 Multi-índice
Nesse texto, denotamos a base canônica de R𝑛 por {𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑛} . Um aberto de R𝑛

é representado por Ω, enquanto que, para cada 𝑘 = 0, 1, 2, ..., o símbolo 𝐶𝑘(Ω) representa o
espaço vetorial das funções complexas continuamente diferenciáveis até ordem 𝑘 definidas
em Ω. Escrevemos ainda 𝐶∞(Ω) para denotar o espaço vetorial das funções complexas
definidas em Ω que possuem derivadas parciais de todas as ordens.

A notação de multi-índice é muito útil na teoria de EDP’s, pois torna prática a
representação de derivadas parciais e polinômios em várias variáveis. Um multi-índice
é uma 𝑛−upla de inteiros não negativos que representamos por 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ N𝑛 :=

{0, 1, . . . }𝑛 . O comprimento do multi-índice 𝛼 é denotado por |𝛼| =
𝑛∑︁

𝑗=1
𝛼𝑗 e o fatorial

de 𝛼 é definido por 𝛼! := 𝛼1! . . . 𝛼𝑛!. Ainda, dados 𝛼, 𝛽 ∈ N𝑛, escrevemos 𝛽 ≤ 𝛼 quando,
para 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, temos 𝛽𝑗 ≤ 𝛼𝑗, e diremos que 𝛽 < 𝛼 quando 𝛽 ≤ 𝛼 e 𝛽𝑗 < 𝛼𝑗, para
algum 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Por fim, usaremos também o símbolo⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ := 𝛼!
𝛽!(𝛼− 𝛽)! ,

onde 𝛽 ≤ 𝛼.

Escrevemos as derivadas parciais de primeira ordem como 𝜕𝑗 = 𝜕

𝜕𝑥𝑗

, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

e denotamos por 𝜕𝛼 = 𝜕𝛼1
1 . . . 𝜕𝛼𝑛

𝑛 , onde 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ N𝑛 e 𝜕𝛼𝑗

𝑗 = 𝜕𝛼𝑗

𝜕𝑥
𝛼𝑗

𝑗

, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Ainda, se 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, então definimos 𝑥𝛼 = 𝑥𝛼1
1 . . . 𝑥𝛼𝑛

𝑛 . Isto torna a escrita
de polinômios em várias variáveis e da série de Taylor de funções de várias variáveis mais
simples, por exemplo, um polinômio 𝑃 em R𝑛(ou C𝑛) de grau ≤ 𝑚 com coeficientes
complexos será expresso por 𝑃 (𝑥) =

∑︁
|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝑥
𝛼, onde 𝛼 ∈ N𝑛, 𝑥 ∈ R𝑛(C𝑛) e cada 𝑎𝛼 ∈ C.

O resultado que segue é uma aplicação do Binômio de Newton.

Observação 2.1.1 (Teorema Binomial). Se 𝑥, 𝑦 ∈ C𝑛 e 𝛼 ∈ N𝑛 então

(𝑥+ 𝑦)𝛼 =
∑︁
𝛽≤𝛼

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠𝑥𝛽𝑦𝛼−𝛽.
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O resultado que segue generaliza a regra do produto para derivadas. A demons-
tração é feita usando indução sobre a ordem de derivação.

Teorema 2.1.2 (Regra de Leibniz). Se 𝛼 ∈ N𝑛, Ω ⊂ R𝑛 é um aberto e 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶 |𝛼|(Ω)
então

𝜕𝛼(𝑓𝑔) =
∑︁
𝛽≤𝛼

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ 𝜕𝛽𝑓𝜕𝛼−𝛽𝑔. (2.1)

2.2 Resultados de Medida e Integração
Nesta seção apresentamos as definições básicas e os resultados de Medida e Inte-

gração que serão utilizados ao longo do texto. Maiores detalhes e demonstrações podem
ser encontrados em (FOLLAND, 2013).

O símbolo 𝑋, nesta seção, sempre denota um conjunto não vazio e 𝒫(𝑋) representa
o conjunto das partes de 𝑋.

Definição 2.2.1. Uma álgebra em 𝑋 é um subconjunto não vazio A ⊂ 𝒫(𝑋) tal que:

(i) Se 𝑛 ∈ N e 𝐸1, . . . , 𝐸𝑛 ∈ A então
𝑛⋃︁

𝑗=1
𝐸𝑗 ∈ A ;

(ii) se 𝐸 ∈ A então 𝐸𝑐 = 𝑋 ∖ 𝐸 ∈ A .

Uma 𝜎-álgebra em 𝑋 é um subconjunto não vazio M ⊂ 𝒫(𝑋) com as seguintes
propriedades:

(i) Se {𝐹𝑖}𝑖∈N ⊂ M então
⋃︁
𝑖∈N

𝐹𝑖 ∈ M ;

(ii) se 𝐹 ∈ M então 𝐹 𝑐 = 𝑋 ∖ 𝐹 ∈ M .

O par (𝑋,M ) é chamado de espaço mensurável e os elementos de M são ditos con-
juntos mensuráveis.

Observação 2.2.2. Se A é uma álgebra em 𝑋 e 𝐸1, . . . , 𝐸𝑛 ∈ A então
𝑛⋂︁

𝑗=1
𝐸𝑗 ∈ A .

Desta forma segue que ∅ = 𝐸 ∩ 𝐸𝑐 ∈ A e 𝑋 = 𝐸 ∪ 𝐸𝑐 ∈ A , onde 𝐸 ∈ A ̸= ∅.
Analogamente para a 𝜎-álgebra M .

Verifica-se que a interseção arbitrária de 𝜎−álgebras em 𝑋 ainda é uma 𝜎−álgebra
em 𝑋. Com isso, na nomenclatura da definição abaixo, segue a 𝜎−álgebra gerada por um
subconjunto de 𝑋 é, de fato, uma 𝜎-álgebra em 𝑋.

Definição 2.2.3. Seja ℰ ⊂ 𝒫(𝑋). A 𝜎-álgebra gerada por ℰ , denotada por M (ℰ), é
a interseção de todas as 𝜎-álgebras em 𝑋 que contém ℰ .
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Em particular, se 𝑋 = R𝑛 e ℰ = {𝐴 ⊂ R𝑛; 𝐴 é aberto}, então M (ℰ) := ℬR𝑛 é
uma 𝜎-álgebra em R𝑛, a qual denominamos de 𝜎-álgebra de Borel.

Definição 2.2.4. Uma medida no espaço mensurável (𝑋,M ) é uma função 𝜇 : M →
[0,+∞], que cumpre as seguintes condições:

(i) 𝜇(∅) = 0;

(ii) se {𝐹𝑖}𝑖∈N ⊂ M , onde 𝐹𝑖 ∩ 𝐹𝑗 = ∅ e 𝑖 ̸= 𝑗, então 𝜇
⎛⎝⋃︁

𝑖∈N
𝐹𝑖

⎞⎠ =
∑︁
𝑖∈N

𝜇(𝐹𝑖);

(iii) se 𝐴,𝐵 ∈ M são tais que 𝐴 ⊂ 𝐵 e 𝜇(𝐵) < ∞, então 𝜇(𝐵 ∖ 𝐴) = 𝜇(𝐵) − 𝜇(𝐴).

Definição 2.2.5. Um espaço de medida é uma tripla (𝑋,M , 𝜇), onde 𝑋 é um conjunto
não vazio, M é uma 𝜎-álgebra em 𝑋 e 𝜇 é uma medida em (𝑋,M ). Dizemos ainda que
o espaço (𝑋,M , 𝜇) é completo se todo subconjunto de um conjunto de medida nula é
mensurável.

Quando não houver risco de confusão em relação a 𝜎-álgebra M e a medida 𝜇 às
quais nos referimos, diremos apenas espaço de medida 𝑋. O resultado que segue significa
que toda medida possui um completamento.

Teorema 2.2.6 (Completamento). Sejam (𝑋,M , 𝜇) um espaço de medida, 𝑁 = {𝐵 ∈
M ; 𝜇(𝐵) = 0}, M = {𝐸 ∪ 𝐹 ; 𝐸 ∈ M e 𝐹 ⊂ 𝐵, para algum 𝐵 ∈ 𝑁} e 𝜇 : M → [0,∞]
definida por 𝜇(𝐸 ∪ 𝐹 ) = 𝜇(𝐸). Então (𝑋,M , 𝜇) é um espaço de medida completo e 𝜇 é
a única medida em (𝑋,M ) tal que sua restrição a M é 𝜇.

A partir de agora listamos as definições e resultados usados para a construção da
Medida de Lebesgue em R𝑛 via Teorema de Carathéodory.

Definição 2.2.7. Dizemos que 𝜇* : 𝒫(𝑋) → [0,∞] é uma medida exterior em 𝑋 se:

(i) 𝜇*(∅) = 0;

(ii) 𝐸,𝐹 ∈ 𝒫(𝑋), 𝐸 ⊂ 𝐹 ⇒ 𝜇*(𝐸) ≤ 𝜇*(𝐹 );

(iii) se {𝐸𝑛}∞
𝑛=1 ⊂ 𝒫(𝑋) então 𝜇*

(︃ ∞⋃︁
𝑛=1

𝐸𝑛

)︃
≤

∞∑︁
𝑛=1

𝜇*(𝐸𝑛).

Proposição 2.2.8. Sejam ℰ ⊂ 𝒫(𝑋) tal que ∅, 𝑋 ∈ ℰ e 𝜌 : ℰ → [0,∞] com 𝜌(∅) = 0.
Então, a função 𝜇* : 𝒫(𝑋) → [0.∞] definida por

𝜇*(𝐴) = inf
{︃ ∞∑︁

𝑛=1
𝜌(𝐸𝑛); 𝐴 ⊂

∞⋃︁
𝑛=1

𝐸𝑛, com 𝐸𝑛 ∈ ℰ , ∀𝑛 ∈ N
}︃
, 𝐴 ∈ 𝒫(𝑋), (2.2)

é uma medida exterior em 𝑋.



Capítulo 2. Preliminares 15

Um conjunto 𝐴 ∈ 𝒫(𝑋) é dito 𝜇*-mensurável se 𝜇*(𝐸) = 𝜇*(𝐸∩𝐴)+𝜇*(𝐸∩𝐴𝑐),
para todo 𝐸 ∈ 𝒫(𝑋).

Teorema 2.2.9 (Carathéodory). Se 𝜇* é uma medida exterior em 𝑋, então a família
M de todos os conjuntos 𝜇*-mensuráveis é uma 𝜎-álgebra em 𝑋 e (𝑋,M , 𝜇) é um espaço
de medida completo, onde 𝜇 := 𝜇*|M é a restrição de 𝜇* a M .

Uma pré-medida em (𝑋,A ), onde A é uma álgebra em 𝑋, é uma função 𝜇0 :
A → [0,∞] com as seguintes propriedades:

(i) 𝜇0(∅) = 0;

(ii) Se 𝐴1, 𝐴2, · · · ∈ A , com 𝐴𝑗∩𝐴𝑖 = ∅ se 𝑖 ̸= 𝑗, e ∪𝐴𝑗 ∈ A , então 𝜇0(∪𝐴𝑗) = ∑︀
𝜇0(𝐴𝑗).

Dizemos ainda que 𝜇0 é 𝜎-finita quando existe uma coleção {𝐹𝑖}𝑖∈N, com 𝐹𝑖 ∈ A

e 𝜇0(𝐹𝑖) < ∞ para todo 𝑖 ∈ N, de modo que 𝑋 =
⋃︁
𝑖∈N

𝐹𝑖.

Proposição 2.2.10. Se A é uma álgebra em 𝑋,𝜇0 é uma pré-medida em (𝑋,A ) e 𝜇* é
dada por (2.2) então:

(i) a restrição de 𝜇* a A é igual a 𝜇0;

(ii) todo conjunto de A é 𝜇*-mensurável.

Teorema 2.2.11. Sejam A ⊂ 𝒫(𝑋) uma álgebra em 𝑋, 𝜇0 uma pré-medida em (𝑋,A )
e M = M (A ). Então, existe uma medida 𝜇 em (𝑋,M ) cuja restrição a A é igual a 𝜇0;
a saber, 𝜇 = 𝜇*|M , onde 𝜇* é dada por (2.2). Se 𝜇0 é 𝜎-finita então 𝜇 é a única extensão
de 𝜇0 para uma medida definida em (𝑋,M ).

Observação 2.2.12. Consideremos A como a coleção dos conjuntos 𝐸 =
𝑛⋃︁

𝑖=1
(𝑎𝑖, 𝑏𝑖], onde

𝑛 ∈ N, −∞ ≤ 𝑎𝑖 ≤ 𝑏𝑖 < ∞, para 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, e (𝑎𝑖, 𝑏𝑖] ∩ (𝑎𝑗, 𝑏𝑗] = ∅ se 𝑖 ̸= 𝑗. Temos que
A é uma álgebra em R e M (A ) = ℬR.

Teorema 2.2.13. Sejam A como na Observação 2.2.12 e 𝐹 : R → R monótona crescente

e contínua à direita. Defina 𝜇0 : A → [0,∞] dada por 𝜇0(𝐸) =
𝑛∑︁

𝑖=1
𝐹 (𝑏𝑖)−𝐹 (𝑎𝑖), se 𝐸 ̸= ∅,

e 𝜇0(∅) = 0. Então, 𝜇0 é uma pré-medida em A .

Utilizando os resultados anteriores obtemos

Teorema 2.2.14. Se 𝐹 : R → R é crescente e contínua à direita, então existe uma única
medida 𝜇𝐹 : ℬR → [0,∞] tal que

𝜇𝐹 ((𝑎, 𝑏]) = 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎), −∞ ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 < ∞.
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O completamento da medida 𝜇𝐹 dada pelo Teorema 2.2.14, a qual ainda denota-
remos por 𝜇𝐹 , é chamada de medida de Borel-Stieltjes associada à função 𝐹 e seu
domínio será representado por 𝑀𝜇. Tomando 𝐹 : R → R como a função identidade, temos
a medida de Lebesgue em R, a qual denotaremos por 𝑚, e seu respectivo domínio ℒ é
a 𝜎−álgebra de Lebesgue em R.

Vejamos agora uma das propriedades de regularidade das medidas de Borel-Stieltjes.

Teorema 2.2.15. Para todo 𝐸 ∈ ℬR vale:

𝜇𝐹 (𝐸) = inf{𝜇𝐹 (𝑈); 𝐸 ⊂ 𝑈 e 𝑈 é aberto}

= sup{𝜇𝐹 (𝐾); 𝐾 ⊂ 𝐸 e 𝐾 é compacto}.

Nosso próximo objetivo é introduzir a medida de Lebesgue em R𝑛.

Definição 2.2.16. Se (𝑋,M ) e (𝑌,N ) são espaços mensuráveis então definimos a 𝜎-
álgebra produto M ⊗ N como a 𝜎-álgebra gerada pelo conjunto {𝐴×𝐵;𝐴 ∈ M , 𝐵 ∈
N }.

Verifica-se que o conjunto A das uniões finitas e disjuntas de retângulos da forma
𝐴×𝐵, com 𝐴 ∈ M e 𝐵 ∈ N , é uma álgebra em 𝑋 × 𝑌 e que 𝜋(𝐸) = ∑︀𝑘

𝑗=1 𝜇(𝐴𝑗)𝜈(𝐵𝑗)
é uma pré-medida em (𝑋,A ), onde 𝐸 = (𝐴1 × 𝐵1) ∪ · · · ∪ (𝐴𝑘 × 𝐵𝑘) ∈ A . Do Teorema
2.2.11 segue que existe uma medida 𝜇 ⊗ 𝜈 em (𝑋 × 𝑌,M × N ) que estende 𝜋, a qual
chamamos de medida produto. Analogamente definimos o produto de uma quantidade
finita qualquer de medidas.

Sejam ℒ e 𝑚 a 𝜎−álgebra e medida de Lebesgue em R, respectivamente. Consi-
deramos então o espaço de medida completo (R𝑛,ℒ𝑛,𝑚𝑛), onde ℒ𝑛 é o completamento

da 𝜎-álgebra produto
𝑛∏︁

𝑗=1
ℒ e 𝑚𝑛 a medida completa correspondente. Obtemos assim a

𝜎-álgebra de Lebesgue e medida de Lebesgue em R𝑛, respectivamente.

Por simplicidade, faremos um abuso de notação e escrevemos apenas ℒ e 𝑚, para
representar a 𝜎-álgebra e a medida de Lebesgue em R𝑛, respectivamente, independente
de 𝑛 ∈ N.

Apresentamos agora os resultados de integração que serão usados no decorrer do
texto.

Se (𝑋,M ), (𝑌,N ) são espaços mensuráveis, uma função 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 será dita
(M ,N )-mensurável, ou apenas mensurável, quando 𝑓−1(𝐴) ∈ M , para todo 𝐴 ∈ N .

Uma função simples em 𝑋 é uma função 𝑠 : 𝑋 → C que pode ser escrita na forma:

𝑠(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑗=1
𝑎𝑗𝜒𝐹𝑗

(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋,



Capítulo 2. Preliminares 17

onde 𝑛 ∈ N, 𝑎𝑗 ∈ C, 𝐹𝑗 ∈ M e 𝜒𝐹𝑗
representa a função característica do conjunto

𝐹𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Aqui, consideramos sempre o caso em que os conjuntos 𝐹𝑗
′𝑠 são dois a

dois disjuntos com união igual a 𝑋, e que os 𝑎𝑗
′𝑠 são dois a dois distintos.

Consideremos agora um espaço de medida (𝑋,M , 𝜇). Se 𝑠 é uma função simples
real não negativa, definimos a integral de 𝑠 em 𝑋, com relação à medida 𝜇, por∫︁

𝑋
𝑠 d𝜇(x) =

∫︁
𝑠(𝑥) d𝜇 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝜇(𝐹𝑗).

Com isso, definimos a integral de uma função mensurável 𝑓 : 𝑋 → [0,∞] por∫︁
𝑓 d𝜇 = sup

{︂∫︁
𝑠 d𝜇; 𝑠 é simples e 0 ≤ 𝑠(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑋

}︂
.

Agora, estendemos esta definição para funções reais mensuráveis através de suas partes
positiva e negativa. Mais precisamente, se 𝑓 : 𝑋 → (−∞,∞], podemos escrever 𝑓 =
𝑓+ − 𝑓−, onde

𝑓+(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑓(𝑥), se 𝑓(𝑥) ≥ 0,

0, caso contrário,

𝑓−(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩−𝑓(𝑥), se 𝑓(𝑥) ≤ 0,

0, caso contrário.

Se 𝑓 é mensurável então verifica-se que 𝑓+ e 𝑓− são funções mensuráveis. Nesse caso,
definimos a integral de 𝑓 por

∫︁
𝑓 d𝜇 =

∫︁
𝑓+ d𝜇−

∫︁
𝑓− d𝜇, se pelo menos uma das duas

últimas integrais é finita. No caso em que
∫︁
𝑓+ d𝜇 < ∞ e

∫︁
𝑓− d𝜇 < ∞, dizemos que

𝑓 é integrável (ou 𝜇-integrável). Observamos que 𝑓 é integrável se, e somente se, |𝑓 | é
integrável, uma vez que |𝑓 | = 𝑓+ + 𝑓−. Definimos ainda a integral de 𝑓 sobre o conjunto
𝐸 ∈ M por ∫︁

𝐸

𝑓 d𝜇 =
∫︁
𝑓𝜒𝐸 d𝜇 .

Por fim, para funções complexas mensuráveis 𝑓 : 𝑋 → C, diremos que 𝑓 é inte-
grável em 𝐸 ∈ M , se

∫︁
𝐸

|𝑓(𝑥)| d𝜇 < ∞. Notemos que isto ocorre se, e somente se, as
partes real e imaginária de 𝑓, respectivamente Re𝑓 e Im𝑓, são integráveis em 𝐸 e, neste
caso, definimos: ∫︁

𝐸
𝑓 d𝜇 =

∫︁
𝐸

Re 𝑓 d𝜇+𝑖
∫︁

𝐸
Im 𝑓 d𝜇 . (2.3)

O lado esquerdo de (2.3) é chamado de integral de Lebesgue de 𝑓 em 𝐸 com
relação à medida 𝜇, a qual será utilizada ao longo de todo o trabalho. Denotamos o espaço
vetorial de todas as funções integráveis (em 𝑋) por ℒ1(𝑋,𝜇).

Seja (𝑋,M , 𝜇) um espaço de medida. Dizemos que uma propriedade 𝑃 vale q.t.p.
ou quase toda parte, quando o conjunto 𝐸 de pontos nos quais a 𝑃 não é válida é
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mensurável e 𝜇(𝐸) = 0. Apresentamos agora dois dos principais resultados de convergência
relacionados à integral de Lebesgue

Teorema 2.2.17 (Convergência Monótona). Seja (𝑋,M , 𝜇) um espaço de medida.
Sejam 0 ≤ 𝑓1 ≤ · · · ≤ 𝑓𝑛 ≤ · · · ≤ 𝑓 mensuráveis e tais que 𝑓𝑛 −→ 𝑓 q.t.p., quando
𝑛 −→ ∞. Então

∫︁
𝑋
𝑓𝑛 d𝜇 −→

∫︁
𝑋
𝑓 d𝜇 .

Teorema 2.2.18 (Convergência Dominada). Seja (𝑋,M , 𝜇) um espaço de medida.
Suponha que (𝑓𝑗) é uma sequência de funções em ℒ1(𝑋,𝜇) tal que 𝑓𝑗 −→ 𝑓 q.t.p., quando
𝑗 −→ ∞. Se existe 𝑔 ∈ ℒ1(𝑋,𝜇), não negativa, de modo que |𝑓𝑗| ≤ 𝑔 q.t.p., então
𝑓 ∈ ℒ1(𝑋,𝜇) e

∫︁
𝑋
𝑓 d𝜇 = lim

𝑗→∞

∫︁
𝑋
𝑓𝑗 d𝜇 .

Do Teorema 2.2.18 segue

Teorema 2.2.19 (Derivação sob o sinal da integral). Seja (𝑋,M , 𝜇) um espaço
de medida e 𝑓 : 𝑋 × [𝑎, 𝑏] → C tal que para cada 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], a aplicação 𝑥 ↦→ 𝑓(𝑥, 𝑡) é
integrável. Defina 𝐹 (𝑡) =

∫︁
𝑋
𝑓(𝑥, 𝑡) d𝜇, para todo 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Então valem:

(i) Se para quase todo 𝑥 ∈ 𝑋, tem-se que a função 𝑡 ↦→ 𝑓(𝑥, 𝑡) é contínua em 𝑡0 ∈ [𝑎, 𝑏]
e existe 𝑔 ∈ ℒ1(𝑋,𝜇) de modo que |𝑓(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑔(𝑥) para quase todo (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑋× [𝑎, 𝑏],
então 𝐹 é contínua em 𝑡0;

(ii) se 𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡) existe em todos os pontos de 𝑋 × [𝑎, 𝑏] e existe 𝑔 ∈ ℒ1(𝑋,𝜇) tal que⃒⃒⃒⃒

⃒𝜕𝑓𝜕𝑡 (𝑥, 𝑡)
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑔(𝑥) para quase todo (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑋 × [𝑎, 𝑏], então 𝐹 é derivável em [𝑎, 𝑏] e

𝐹 ′(𝑡) =
∫︁

𝑋

𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡) d𝜇 .

Passamos agora à apresentação de resultados relativos aos espaços 𝐿𝑝.

Definição 2.2.20. Dado 1 ≤ 𝑝 < ∞, denotaremos por ℒ𝑝(𝑋,𝜇) o espaço vetorial das
funções 𝑓 : 𝑋 → C mensuráveis tais que

∫︁
𝑋

|𝑓(𝑥)|𝑝 d𝜇 < ∞.

Queremos definir uma norma neste espaço a fim de obtermos um espaço de Banach.
Porém isto não pode ser feito de maneira natural, uma vez que duas funções que diferem
apenas em um conjunto de medida nula possuem a mesma integral. Por conta disto,
consideramos em ℒ𝑝(𝑋,𝜇) a relação de equivalência quase toda parte (q.t.p.), ou seja,
dados 𝑓, 𝑔,∈ ℒ𝑝(𝑋,𝜇) definimos 𝑓 ∼ 𝑔 se, e somente se, 𝑓 = 𝑔 q.t.p.. Denotamos o espaço
quociente ℒ𝑝(𝑋,𝜇)/ ∼ por 𝐿𝑝(𝑋,𝜇), no qual é possível definir a seguinte aplicação:

‖𝑓‖𝑝 :=
(︂∫︁

𝑋
|𝑓(𝑥)|𝑝 d𝜇

)︂ 1
𝑝

, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋,𝜇), 1 ≤ 𝑝 < ∞.
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No caso 𝑝 = +∞ fazemos construção análoga a fim de obter o espaço 𝐿∞(𝑋,𝜇)
no qual definimos a seguinte função

‖𝑓‖∞ = sup
𝑥∈𝑋

ess |𝑓(𝑥)| := inf{𝑐 > 0; 𝜇({𝑥 ∈ 𝑋; |𝑓(𝑥)| > 𝑐}) = 0}.

Observação 2.2.21. Vale ressaltar que os elementos dos espaços 𝐿𝑝(𝑋,𝜇) não são fun-
ções, mas sim classes de equivalência e que, para simplificar a notação, não faremos
distinção entre o elemento de ℒ𝑝(𝑋,𝜇) e sua classe de equivalência em 𝐿𝑝(𝑋,𝜇).

O resultado básico em espaços 𝐿𝑝 é a Desigualdade de Hölder que apresentamos
abaixo.

Teorema 2.2.22 (Desigualdade de Hölder). Considere (𝑋,M , 𝜇) um espaço de me-
dida. Sejam 𝑓, 𝑔 : 𝑋 → C mensuráveis e 1 ≤ 𝑝, 𝑞 ≤ ∞ tais que 𝑝−1 + 𝑞−1 = 1. Se
𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋,𝜇) e 𝑔 ∈ 𝐿𝑞(𝑋,𝜇), então 𝑓 · 𝑔 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇) e vale

‖𝑓 · 𝑔‖1 ≤ ‖𝑓‖𝑝‖𝑔‖𝑞.

A verificação de que a aplicação ‖ · ‖𝑝 cumpre a desigualdade triangular segue do
resultado abaixo.

Teorema 2.2.23 (Desigualdade de Minkowski). Suponha que (𝑋,M , 𝜇) é um espaço
de medida e 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. Se 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝑋,𝜇), então vale ‖𝑓 + 𝑔‖𝑝 ≤ ‖𝑓‖𝑝 + ‖𝑔‖𝑝.

Usando resultados auxiliares e o fato de que sempre podemos aproximar uma fun-
ção mensurável por uma sequência crescente de funções simples, demonstramos o seguinte

Teorema 2.2.24. Considere um espaço de medida (𝑋,M , 𝜇). Para 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, segue
que 𝐿𝑝(𝑋,𝜇) é um espaço de Banach e o conjunto das funções simples em 𝑋 é denso em
𝐿𝑝(𝑋,𝜇).

O próximo teorema dá condições suficientes para que seja possível “trocar” a ordem
de integração quando trabalhamos com o produto de medidas.

Teorema 2.2.25 (Fubini). Sejam (𝑋,M , 𝜇) e (𝑌,N , 𝜈) espaços de medida 𝜎-finitos e
𝑓 uma função (M × N )-mensurável definida em 𝑋 × 𝑌. Então,

(i) se 𝑓 é não negativa q.t.p., então as funções 𝜙 : 𝑋 → [0,+∞], 𝜓 : 𝑌 → [0 + ∞],
definidas por 𝜙(𝑥) =

∫︁
𝑌
𝑓(𝑥, 𝑦) d𝜈 e 𝜓(𝑦) =

∫︁
𝑋
𝑓(𝑥, 𝑦) d𝜇 são, respectivamente, M

e N -mensuráveis e vale:∫︁
𝑋
𝜙(𝑥) d𝜇 =

∫︁
𝑋×𝑌

𝑓(𝑥, 𝑦) d(𝜇× 𝜈) =
∫︁

𝑌
𝜓(𝑦) d𝜈 . (2.4)
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(ii) se 𝑓 é uma função a valores complexos e a função 𝜙* : 𝑋 → [0,+∞], definida por
𝜙*(𝑥) =

∫︁
𝑌

|𝑓(𝑥, 𝑦)| d𝜈, pertence a 𝐿1(𝑋,𝜇), então 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋 × 𝑌, 𝜇⊗ 𝜈).

(iii) se 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋 × 𝑌, 𝜇 ⊗ 𝜈), então a aplicação 𝑦 ↦→ 𝑓(𝑥, 𝑦) pertence a 𝐿1(𝑌, 𝜈) para
quase todo 𝑥 ∈ 𝑋, a aplicação 𝑥 ↦→ 𝑓(𝑥, 𝑦) pertence a 𝐿1(𝑋,𝜇) para quase todo
𝑦 ∈ 𝑌, as funções 𝜙 e 𝜓 definidas em (i) são integráveis e vale (2.4).

O próximo resultado permite a aproximação de funções mensuráveis por funções
contínuas.

Teorema 2.2.26 (Lusin). Considere (𝑋,ℒ,𝑚), onde 𝑋 ⊂ R𝑛. Sejam 𝑓 : 𝑋 → C
mensurável e 𝐴 ∈ ℒ, de modo que 𝑚(𝐴) < ∞ e 𝑓(𝑥) = 0 se 𝑥 ∈ 𝑋 ∖ 𝐴. Dado 𝜀 > 0,
existe uma função 𝑔 contínua, que se anula fora de um compacto de 𝑋, tal que:

𝑚({𝑥 ∈ 𝑋; 𝑓(𝑥) ̸= 𝑔(𝑥)}) < 𝜀.

Ainda, é possível tomar tal função 𝑔 de modo que sup
𝑥∈𝑋

|𝑔(𝑥)| ≤ sup
𝑥∈𝑋

|𝑓(𝑥)|.

Para o próximo teorema, precisamos da definição de convolução de funções. Dadas
𝑓, 𝑔 : 𝑋 → C, definimos a convolução de 𝑓 e 𝑔 por (𝑓 * 𝑔)(𝑥) =

∫︁
𝑋
𝑓(𝑥− 𝑦)𝑔(𝑦) d𝜇, para

todo 𝑥 ∈ 𝑋 tal que a integral é finita. Esta definição será melhor explorada na próxima
seção.

Teorema 2.2.27 (Desigualdade de Young). Seja (𝑋,M , 𝜇) um espaço de medida 𝜎-
finito. Se 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇) e 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝑋,𝜇), com 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, então 𝑓 * 𝑔 existe para quase
todo 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 * 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝑋,𝜇) e ‖𝑓 * 𝑔‖𝑝 ≤ ‖𝑓‖1‖𝑔‖𝑝.

A partir de agora, usaremos a integral de Lebesgue sempre com relação à medida
de Lebesgue, ou seja, com M = ℒ e 𝜇 = 𝑚, a menos de menção em contrário. Ainda,
denotaremos por

∫︁
𝑋
𝑓(𝑥) dx =

∫︁
𝑋
𝑓 dm, sendo𝑋 ⊂ R𝑛 um conjunto mensurável. Também

adotaremos as seguintes notações, para todo 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ :

𝐿𝑝(𝑋) = 𝐿𝑝(𝑋,𝑚) e 𝐿𝑝 = 𝐿𝑝(R𝑛).

Denotaremos ainda, por 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝑋) o espaço das funções localmente integráveis

em 𝑋, isto é, das funções 𝑓 : 𝑋 → C mensuráveis, tais que
∫︁

𝐾
|𝑓(𝑥)| dx < ∞, para todo

compacto 𝐾 ⊂ 𝑋. Notemos que toda função integrável em 𝑋, assim como toda função
contínua em 𝑋, são exemplos de funções localmente integráveis em 𝑋. Para simplificar a
notação escrevemos ainda 𝐿1

𝑙𝑜𝑐 = 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(R𝑛).

Proposição 2.2.28. Sejam 𝑟 ∈ R e 𝑓 : R𝑛 → R dada por 𝑓(𝑥) = |𝑥|𝑟. Então:

(i) 𝑓 é integrável numa vizinhança da origem se, e somente se 𝑟 > −𝑛, ou seja,∫︁
|𝑥|<1

𝑓(𝑥) dx < ∞ ⇔ 𝑟 > −𝑛;
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(ii) 𝑓 é integrável no infinito se, e somente se 𝑟 < −𝑛, ou seja,∫︁
|𝑥|>1

𝑓(𝑥) dx < ∞ ⇔ 𝑟 < −𝑛.

2.3 Funções teste
Nesta seção, estudamos resultados relacionados às funções teste, como preliminar

ao estudo das distribuições. As demonstrações encontram-se em (HOUNIE, 1979).

Definição 2.3.1. Dados um aberto Ω ⊂ R𝑛 e 𝑘 = 0, 1, . . . , definimos o espaço vetorial
complexo 𝐶𝑘

𝑐 (Ω) como o conjunto de todas as funções (a valores reais ou complexos)
𝜙 ∈ 𝐶𝑘(Ω) tais que suporte de 𝑓, que é o conjunto definido por

𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙) := {𝑥 ∈ Ω; 𝜙(𝑥) ̸= 0},

é um compacto de Ω. Definimos também o espaço vetorial complexo 𝐶∞
𝑐 (Ω) =

∞⋂︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑐 (Ω),

ou seja, das funções infinitamente diferenciáveis com suporte compacto em Ω, e seus
elementos serão chamados de funções teste.

O principal exemplo de funções teste é a aplicação 𝜙 : R𝑛 → R definida por
𝜙 = 𝜓/

∫︀
𝜓, onde

𝜓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑒
1

|𝑥|2−1 , se |𝑥| < 1,

0, se |𝑥| ≥ 1.

Observamos que 𝜙 ≥ 0, 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙) ⊂ 𝐵[0; 1] e
∫︁
R𝑛
𝜙(𝑥) dx = 1. Dado 𝜀 > 0, podemos

definir 𝜙𝜀(𝑥) = 𝜀−𝑛𝜙(𝑥/𝜀), 𝑥 ∈ R𝑛, obtendo assim 0 ≤ 𝜙𝜀 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛), 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙𝜀) ⊂ 𝐵[0; 𝜀]

e
∫︁
R𝑛
𝜙𝜀(𝑥) dx = 1. A partir daqui, sempre que falarmos em funções 𝜙𝜀, estaremos nos

referindo a uma família de funções com as propriedades acima.

Utilizando uma função 𝜙𝜖 adequada podemos mostrar que para todo aberto Ω em
R𝑛, existe uma funções teste cujo suporte está contido em Ω, ou seja, 𝐶∞

𝑐 (Ω) ̸= ∅. Também
é possível verificar que para qualquer compacto 𝐾 de R𝑛, existe uma funções teste 𝜓, com
0 ≤ 𝜓 ≤ 1, 𝜓 = 1 em 𝐾 e que se anula fora de uma vizinhança arbitrariamente pequena
de 𝐾.

Apresentamos, a seguir, a noção de convergência no espaço das funções teste.

Definição 2.3.2. Suponha que Ω ⊂ R𝑛 é aberto. Diremos que uma sequência (𝜙𝑗) em
𝐶∞

𝑐 (Ω) converge para 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (Ω), quando se verificam:

(i) Existe um compacto 𝐾 ⊂ Ω tal que 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙𝑗) ⊂ 𝐾, para todo 𝑗 ∈ N;

(ii) Fixado 𝛼 ∈ N𝑛, a sequência das derivadas (𝜕𝛼𝜙𝑗) converge uniformemente para
𝜕𝛼𝜙.
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Definição 2.3.3. Se 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐 e 𝜙 ∈ 𝐶𝑘

𝑐 (R𝑛), então a convolução de 𝑓 e 𝜙 é a função
definida por

(𝑓 * 𝜙)(𝑥) =
∫︁
R𝑛
𝑓(𝑥− 𝑦)𝜙(𝑦) dy, ∀ 𝑥 ∈ R𝑛.

Notemos que 𝑓 *𝜙 está bem definida pois 𝜙 tem suporte compacto em R𝑛. Ainda,
através de uma mudança de variáveis é possível mostrar que 𝑓 * 𝜙 = 𝜙 * 𝑓. Se, no
lugar de 𝜙 tomarmos uma das funções 𝜙𝜀, com 𝜀 > 0 arbitrário, obtemos a família de
funções 𝑓𝜀 = 𝑓 * 𝜙𝜀, chamadas de regularizadas de 𝑓 . A importância de tais funções
regularizadas pode ser vista nos resultados abaixo:

Teorema 2.3.4. Dados 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐 e 𝜀 > 0, temos:

(i) 𝑓𝜀 ∈ 𝐶∞(R𝑛);

(ii) 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓𝜀) ⊂ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓) + 𝐵[0; 𝜀]. Em particular 𝑓𝜀 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛), quando 𝑓 tiver suporte

compacto;

(iii) Se 𝑓 ∈ 𝐶0
𝑐 (R𝑛), então 𝑓𝜀 −→ 𝑓 uniformemente, quando 𝜀 −→ 0.

Corolário 2.3.5. Se 𝑓 ∈ 𝐿1, então suas regularizadas têm as seguintes propriedades
adicionais:

(i) ‖𝑓𝜀‖1 ≤ ‖𝑓‖1, para todo 𝜀 > 0;

(ii) ‖𝑓𝜀 − 𝑓‖1 −→ 0, quando 𝜀 −→ 0;

(iii) ‖𝑓𝜀‖1 −→ ‖𝑓‖1, quando 𝜀 −→ 0.

Com estes resultados e o Teorema de Lusin (veja Teorema 2.2.26), obtemos o
seguinte teorema:

Teorema 2.3.6. Sejam Ω ⊂ R𝑛 aberto e 1 ≤ 𝑝 < ∞, então 𝐶∞
𝑐 (Ω) é denso em 𝐿𝑝(Ω).

2.4 As Distribuições
Nesta seção, apresentamos os resultados básicos relacionados às distribuições. Mai-

ores detalhes podem ser encontrados em (HOUNIE, 1979), (BARROS-NETO, 1973) e
(HÖRMANDER, 2003).

Para simplificar os enunciados dos resultados listados, Ω sempre representará um
aberto do R𝑛.

Definição 2.4.1. Um funcional linear contínuo em 𝐶∞
𝑐 (Ω) é uma aplicação Λ :

𝐶∞
𝑐 (Ω) → C com as seguintes propriedades:
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(i) Λ(𝑎𝜙+ 𝜓) = 𝑎Λ(𝜙) + Λ(𝜓), para quaisquer 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐶∞
𝑐 (Ω), 𝑎 ∈ C;

(ii) Se 𝜙𝑗 −→ 0 em 𝐶∞
𝑐 (Ω), quando 𝑗 −→ ∞, então Λ(𝜙𝑗) −→ 0, 𝑗 −→ ∞.

Uma distribuição em Ω é um funcional linear contínuo em 𝐶∞
𝑐 (Ω). Denotaremos

por D ′(Ω) o espaço vetorial complexo das distribuições em Ω. Usaremos também a notação
𝑢(𝜙) = ⟨𝑢, 𝜙⟩, quando 𝑢 ∈ D ′(Ω) e 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω).

Aqui, as operações de soma e multiplicação por escalar em D ′(Ω) são definidas de
maneira natural, ou seja, dados 𝑢1, 𝑢2, 𝑢 ∈ D ′(Ω), 𝜆 ∈ C e 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω),

⟨𝑢1 + 𝑢2, 𝜙⟩ = ⟨𝑢1, 𝜙⟩ + ⟨𝑢2, 𝜙⟩

e
⟨𝜆𝑢, 𝜙⟩ = 𝜆⟨𝑢, 𝜙⟩.

Alguns exemplos importantes de distribuições são dados abaixo.

Exemplo 2.4.2. Se 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(Ω), então 𝑓 define uma distribuição 𝑇𝑓 : 𝐶∞

𝑐 (Ω) → C da
seguinte maneira:

⟨𝑇𝑓 , 𝜙⟩ =
∫︁

Ω
𝑓(𝑥)𝜙(𝑥) dx, 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω).

De fato, isto é consequência da integrabilidade de 𝑓 em compactos. A partir deste
exemplo, usaremos apenas 𝑓 para indicar tanto a função 𝑓 ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(Ω), como a distribuição
𝑇𝑓 ∈ D ′(Ω) definida por 𝑓. O contexto deixará claro a qual elemento nos referimos.

Este exemplo mostra que podemos identificar alguns espaços de funções com subes-
paços de D ′(Ω). Neste sentido, dizemos que as distribuições são “funções generalizadas”.
É possível mostrar que se ⟨𝑓, 𝜙⟩ = ⟨𝑔, 𝜙⟩, para qualquer 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω), e 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(Ω),

então 𝑓 = 𝑔 q.t.p..

Apresentamos, a seguir, o exemplo de uma distribuição que não é definida por
uma função localmente integrável.

Exemplo 2.4.3. Consideremos 𝛿 : 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) → C, dada por ⟨𝛿, 𝜙⟩ = 𝜙(0). Esta distribui-

ção é chamada de Delta de Dirac.

Exemplo 2.4.4. É possível definir uma distribuição a partir de uma função que não é
localmente integrável, a saber, 𝑓(𝑥) = 1

𝑥
, 𝑥 ∈ (R ∖ {0}).

Para tal, observamos que 𝑔(𝑥) = log |𝑥|, 𝑥 ∈ (R ∖ {0}), é localmente integrável e
𝑔′ = 𝑓 em R ∖ {0}. Assim, 𝑔 ∈ D ′(R) e vale ⟨𝑔′, 𝜙⟩ = −⟨𝑔, 𝜙′⟩, para toda 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R).
Agora, se 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙) ⊂ [−𝑁,𝑁 ], 𝑁 > 0, usando integração por partes e o Teorema do Valor
Médio obtemos:

⟨𝑔′, 𝜙⟩ = −⟨𝑔, 𝜙′⟩ = lim
𝜀→0

∫︁
|𝑥|>𝜀

𝜙(𝑥)
𝑥

dx,
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e definimos a distribuição valor principal de 1
𝑥

por 𝑔′, a qual é denotada por v. p. 1
𝑥
.

Além da soma e multiplicação por escalar, outras operações com distribuições são
dadas abaixo.

Definição 2.4.5 (Produto por uma função de classe 𝐶∞). Sejam 𝑓 ∈ 𝐶∞(Ω) e
𝑢 ∈ D ′(Ω). Então, definimos a distribuição 𝑓𝑢 : 𝐶∞

𝑐 (Ω) → C por

⟨𝑓𝑢, 𝜙⟩ = ⟨𝑢, 𝑓𝜙⟩, 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (Ω).

Em geral, distribuições não são funções definidas ponto a ponto, logo, não faz
sentido falar em derivadas parciais no sentido clássico. Entretanto, há uma maneira de
definir a derivada no sentido das distribuições.

Definição 2.4.6 (Derivação). Se 𝑢 ∈ D ′(Ω) e 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛 definimos a derivada de
𝑢 na direção 𝑗 como a distribuição 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

dada por

⟨
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

, 𝜙

⟩
= −

⟨
𝑢,
𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑗

⟩
, 𝑢 ∈ D ′(Ω), 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω).

Notamos que a linearidade e a continuidade de 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

seguem da linearidade e da

continuidade de 𝑢, logo temos que de fato 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

∈ D ′(Ω). Com essa definição, toda distri-
buição possui derivadas, no sentido das distribuições, de todas as ordens dada por

⟨𝜕𝛼𝑢, 𝜙⟩ = (−1)|𝛼|⟨𝑢, 𝜕𝛼𝜙⟩, 𝑢 ∈ D ′(Ω), 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (Ω), 𝛼 ∈ N𝑛.

A definição de derivada no sentido das distribuições é motivada pela fórmula de
integração por partes: se 𝑓 ∈ 𝐶1(R) e 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R), então∫︁
R
𝑓 ′(𝑡)𝜙(𝑡) dt = −

∫︁
R
𝑓(𝑡)𝜙′(𝑡) dt,

uma vez que 𝜙 se anula fora de um compacto. Notamos que isto também indica que,
para funções suficientemente regulares, as derivadas (no sentido usual e das distribuições)
coincidem.

Exemplo 2.4.7. Consideremos a função de Heaviside 𝐻 : R → R, definida por

𝐻(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, se 𝑡 > 0,

0, se 𝑡 ≤ 0.

Então 𝐻 ′ = 𝛿.
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De fato, notamos que 𝐻 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(R). Ainda, dada 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R), temos

⟨𝐻 ′, 𝜙⟩ = −⟨𝐻,𝜙′ ⟩ = −
∫︁
R
𝐻(𝑡)𝜙′(𝑡) dt = −

∫︁ +∞

0
𝜙′(𝑡) dt = 𝜙(0) = ⟨𝛿, 𝜙⟩,

ou seja, a derivada no sentido das distribuições da função de Heaviside é a distribuição
Delta de Dirac.

Podemos mostrar também que a Regra de Leibniz se mantém válida para a de-
rivada parcial do produto de uma distribuição por uma função 𝐶∞. De fato, se 𝑢 ∈
D ′(Ω), 𝑓 ∈ 𝐶∞(Ω) e 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω), para 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, então⟨
𝜕(𝑓𝑢)
𝜕𝑥𝑗

, 𝜙

⟩
= −

⟨
𝑓𝑢,

𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑗

⟩

= −
⟨
𝑢, 𝑓

𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑗

⟩

= −
⟨
𝑢,
𝜕(𝑓𝜙)
𝜕𝑥𝑗

− 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

𝜙

⟩

=
⟨
𝑓
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

, 𝜙

⟩
+
⟨
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

𝑢, 𝜙

⟩
,

ou seja, 𝜕(𝑓𝑢)
𝜕𝑥𝑗

= 𝑓
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

+ 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

𝑢 no sentido das distribuições.

Observação 2.4.8. Se (𝑎, 𝑏) ⊂ R, e 𝑢 ∈ D ′((𝑎, 𝑏)) é tal que 𝑢′ = 0, então 𝑢 = constante
em (𝑎, 𝑏).

Neste trabalho, denotamos por 𝑃 um operador diferencial parcial linear de
coeficientes constantes, ou seja, uma aplicação 𝑃 : D ′(R𝑛) → D ′(R𝑛) da forma

𝑃𝑢 =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝜕
𝛼𝑢, 𝑢 ∈ D ′(R𝑛),

com cada 𝑎𝛼 ∈ C constante, 𝑚 = 0, 1, 2, ... e 𝑎𝛼 ̸= 0 para algum 𝑛−multi-índice 𝛼 tal que
|𝛼| = 𝑚. Nesse caso, dizemos que 𝑚 é a ordem do operador 𝑃 e definimos o símbolo e
o símbolo principal de 𝑃 como os polinômios 𝑃 (𝜉) =

∑︁
|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝜉
𝛼 e 𝑃𝑚(𝜉) =

∑︁
|𝛼|=𝑚

𝑎𝛼𝜉
𝛼,

𝜉 ∈ R𝑛, respectivamente. Para simplificar a escrita, escrevemos 𝑃 =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝜕
𝛼.

Uma solução fundamental de 𝑃 é uma distribuição 𝐸 ∈ D ′(R𝑛) tal que 𝑃𝐸 =
𝛿. Do Exemplo 2.4.7 segue que a função de Heaviside 𝐻 é uma solução fundamental
do operador 𝑃 definido em D ′(R) por 𝑃 = 𝑑

𝑑𝑡
. No Capítulo 4, mostraremos que todo

operador diferencial parcial linear de coeficientes constantes não identicamente nulo tem
uma solução fundamental.
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Observação 2.4.9. Se 𝑃 =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝜕
𝛼 é um operador diferencial com 𝑎𝛼 ∈ C, 𝛼 ∈ N𝑛,

𝑢 ∈ D ′(R𝑛) e 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛), então pelo exemplo acima:

⟨𝑃𝑢, 𝜙⟩ =
⟨ ∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝜕
𝛼𝑢, 𝜙

⟩

=
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼⟨𝜕𝛼𝑢, 𝜙⟩

=
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼(−1)|𝛼|⟨𝑢, 𝜕𝛼𝜙⟩

= ⟨𝑢,𝑄𝜙⟩,

onde 𝑄 =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼(−𝜕)𝛼.

Definição 2.4.10 (Translação). Seja 𝑎 ∈ R𝑛 e definamos a translação de 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛)

por 𝑎 como a função 𝜙𝑎(𝑥) = 𝜙(𝑥− 𝑎). Dado 𝑢 ∈ D ′(R𝑛), a translação de 𝑢 por 𝑎 é dada
por ⟨𝑢𝑎, 𝜙⟩ = ⟨𝑢, 𝜙−𝑎⟩.

Definição 2.4.11 (Reflexão). Seja Ω ⊂ R𝑛 um aberto simétrico em relação a origem e
definamos 𝜙(𝑥) = 𝜙(−𝑥), 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω). Se 𝑢 ∈ D ′(Ω), então ⟨�̌�, 𝜙⟩ = ⟨𝑢, 𝜙⟩.

Passamos agora à definição de suporte de uma distribuição, com o objetivo de
identificar o dual de 𝐶∞(Ω) com o subespaço das distribuições definidas em Ω que possuem
suporte compacto.

Como uma distribuição não está definida ponto a ponto num conjunto Ω ⊂ R𝑛, de-
finiremos agora uma maneira para dizer que duas distribuições coincidem em um conjunto
aberto. Antes precisamos de uma observação preliminar.

Se 𝑈, Ω são abertos de R𝑛 com 𝑈 ⊂ Ω e 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (𝑈), então a função 𝜓 : Ω → C

definida por 𝜓 = 𝜙 em 𝑈 e 𝜓 = 0 em Ω ∖𝑈 pertence a 𝐶∞
𝑐 (Ω). Nesse sentido, escrevemos

𝐶∞
𝑐 (𝑈) ⊂ 𝐶∞

𝑐 (Ω) e D ′(Ω) ⊂ D ′(𝑈).

Definição 2.4.12. Dizemos que duas distribuições 𝑢1, 𝑢2 ∈ D ′(Ω) são iguais num
aberto 𝑈 ⊂ Ω quando ⟨𝑢1, 𝜙⟩ = ⟨𝑢2, 𝜙⟩, para qualquer 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (𝑈).

Definição 2.4.13. Se 𝑢 ∈ D ′(Ω), definimos o suporte de 𝑢, e usaremos a mesma notação
de suporte de funções (𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢)), como a interseção de todos os fechados de Ω fora dos
quais 𝑢 se anula.

Observação 2.4.14. Se 𝑢 é uma função contínua em Ω, então 𝑢 define uma distribuição
como elemento de 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(Ω). Assim, temos duas definições para o suporte de 𝑢 : como função
e como distribuição. Vale ressaltar que ambas as definições coincidem quando 𝑢 é uma
aplicação contínua.
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Definição 2.4.15. Seja Ω um aberto de R𝑛. Dizemos que 𝑢 é 𝐶∞ num aberto 𝑈 ⊂ Ω
quando existe uma função 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑈) tal que ⟨𝑢, 𝜙⟩ = ⟨𝑓, 𝜙⟩, para toda 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (𝑈). Se
𝑢 ∈ D ′(Ω), definimos o suporte singular de 𝑢, 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢), como a interseção de todos
os fechados de Ω fora dos quais 𝑢 é 𝐶∞.

Não é difícil verificar que 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢) ⊂ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢), para qualquer 𝑢 ∈ D ′(Ω) e que
𝑠𝑖𝑛𝑔𝑠𝑢𝑝𝑝(𝛿) = 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝛿) = {0}.

Denotaremos por E ′(Ω) o subespaço de D ′(Ω) das distribuições com suporte com-
pacto.

Teorema 2.4.16. Seja 𝑢 ∈ E ′(Ω). Existe um único funcional linear �̃� : 𝐶∞(Ω) → C tal
que:

(i) �̃�(𝜙) = 𝑢(𝜙), para todo 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (Ω);

(ii) �̃�(𝜙) = 0, se 𝜙 ∈ 𝐶∞(Ω) e 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢) = ∅.

Definição 2.4.17. Diremos que uma sequência (𝜙𝑗) em 𝐶∞(Ω) converge para 𝜙 ∈ 𝐶∞(Ω)
se, dados um compacto 𝐾 ⊂ Ω e 𝛼 ∈ N𝑛, a sequência (𝜕𝛼𝜙𝑗) converge uniformemente
para 𝜕𝛼𝜙 em 𝐾, quando 𝑗 −→ ∞.

Notemos que se 𝜙𝑗 −→ 𝜙 em 𝐶∞
𝑐 (Ω), então 𝜙𝑗 −→ 𝜙 em 𝐶∞(Ω).

Observação 2.4.18. Um funcional linear contínuo em 𝐶∞(Ω) é uma aplicação Λ :
𝐶∞(Ω) → C que cumpre:

(i) Λ(𝑎𝜙+ 𝜓) = 𝑎Λ(𝜙) + Λ(𝜓), para quaisquer 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐶∞(Ω), 𝑎 ∈ C;

(ii) Se 𝜙𝑗 −→ 0 em 𝐶∞(Ω), então Λ(𝜙𝑗) −→ 0, quando 𝑗 −→ ∞.

O teorema, a seguir, caracteriza a continuidade dos funcionais lineares em 𝐶∞(Ω).

Teorema 2.4.19. Seja 𝑢 um funcional linear em 𝐶∞(Ω). As condições, a seguir, são
equivalentes:

(i) 𝑢 é contínuo;

(ii) Existem um compacto 𝐾 ⊂ Ω, uma constante 𝐶 > 0 e um inteiro 𝑚 > 0 tais que

|⟨𝑢, 𝜙⟩| ≤ 𝐶
∑︁

|𝛼|≤𝑚

sup
𝑥∈𝐾

|𝜕𝛼𝜙(𝑥)|, 𝜙 ∈ 𝐶∞(Ω). (2.5)

A seguir, de modo semelhante ao Teorema 2.4.19, caracterizamos a continuidade
dos funcionais lineares definidos em 𝐶∞

𝑐 (Ω).
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Teorema 2.4.20. Seja 𝑢 um funcional linear em 𝐶∞
𝑐 (Ω). As seguintes condições são

equivalentes:

(i) u é contínuo;

(ii) Para cada compacto 𝐾 ⊂ Ω, existem um inteiro positivo 𝑚 e uma constante positiva
𝐶 tais que

|⟨𝑢, 𝜙⟩| ≤ 𝐶
∑︁

|𝛼|≤𝑚

sup
𝑥∈𝐾

|𝜕𝛼𝜙(𝑥)|, ∀𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (Ω), 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙) ⊂ 𝐾. (2.6)

O próximo resultado mostra que podemos identificar os funcionais lineares contí-
nuos definidos em 𝐶∞(Ω) com o subespaço E ′(Ω).

Teorema 2.4.21. Seja 𝑢 ∈ D ′(Ω). As seguintes condições são equivalentes:

(i) 𝑢 ∈ E ′(Ω), ou seja, 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢) é compacto;

(ii) Existe um funcional linear contínuo 𝑣 definido em 𝐶∞(Ω) tal que sua restrição a
𝐶∞

𝑐 (Ω) é igual a 𝑢.

Observação 2.4.22. 𝐶∞
𝑐 (Ω) é denso em 𝐶∞(Ω).

Com efeito, consideremos (𝐾𝑗) uma sequência de compactos que exaurem Ω, isto
é, {𝐾𝑗}𝑗∈N ⊂ Ω,

⋃︁
𝑗∈N

𝐾𝑗 = Ω, com cada 𝐾𝑗 contido no interior de 𝐾𝑗+1, e uma sequência de

funções teste (𝜓𝑗) tais que 𝜓𝑗 = 1 em 𝐾𝑗. Assim, se 𝜙 ∈ 𝐶∞(Ω), basta tomar a sequência
(𝜙𝜓𝑗). Neste caso, 𝜙𝜓𝑗 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω) e 𝜙𝜓𝑗 −→ 𝜙 em 𝐶∞(Ω).

Mais ainda, esta observação mostra que o funcional 𝑣 do teorema acima é único,
uma vez que se 𝑣1, 𝑣2 satisfazem (ii), então eles coincidem em um subespaço denso e, logo,
são iguais.

Isto significa que se 𝑢 é uma distribuição de suporte compacto, então existe um
único funcional linear contínuo em 𝐶∞(Ω) que estende 𝑢. Assim, podemos identificar o
espaço E ′(Ω) com o espaço dual de 𝐶∞(Ω).

Exemplo 2.4.23. Se 𝐾 ⊂ Ω é um compacto e 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(Ω) é tal que 𝑓 = 0 q.t.p. em

Ω ∖ 𝐾, então 𝑓 ∈ E ′(Ω). Reciprocamente, se 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(Ω) e 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓) = 𝐾, para algum

compacto 𝐾 ⊂ Ω, então 𝑓 = 0 q.t.p. em R𝑛 ∖𝐾.

Definição 2.4.24. Diremos que uma sequência (𝑢𝑗) de distribuições converge para 𝑢

em D ′(Ω), quando a sequência numérica (⟨𝑢𝑗, 𝜙⟩) converge para ⟨𝑢, 𝜙⟩, para qualquer
𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω).

Exemplo 2.4.25. Seja 𝑢𝑗 −→ 𝑢 em D ′(Ω) então, a sequência das derivadas das distri-
buições 𝑢𝑗 converge para a derivada da distribuição 𝑢.



Capítulo 2. Preliminares 29

Com efeito, dada 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (Ω), segue que:⟨

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

, 𝜙

⟩
= −

⟨
𝑢𝑗,

𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑖

⟩
−→ −

⟨
𝑢,
𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑖

⟩
=
⟨
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

, 𝜙

⟩
.

Exemplo 2.4.26. Seja 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛), com 𝜙 ≥ 0, 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙) ⊂ 𝐵[0; 1] e

∫︁
R𝑛
𝜙(𝑥) dx = 1.

Para cada 𝜀 > 0, tomamos 𝜙𝜀(𝑥) = 𝜀−𝑛𝜙(𝑥/𝜀). Então, segue que 𝜙𝜀 −→ 𝛿 em D ′(R𝑛),
quando 𝜀 −→ 0.

De fato, dada 𝜓 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) :

⟨𝜙𝜀, 𝜓⟩ =
∫︁
R𝑛
𝜓(𝑥)𝜙𝜀(𝑥) dx = 𝜓𝜀(0) = 𝜓𝜀(0) −→ 𝜓(0) = ⟨𝛿, 𝜓⟩.

Exemplo 2.4.27. E ′(Ω) é denso em D ′(Ω).

De fato, basta seguir a ideia da Observação 2.4.22 e adaptar ao caso desejado.

A convolução é uma ferramenta útil para regularizar distribuições. Veremos, agora,
alguns resultados importantes sobre a convolução de uma distribuição e uma função e,
também, sobre a convolução de duas distribuições, quando pelo menos uma delas tem
suporte compacto.

Definição 2.4.28. Sejam 𝑢 ∈ D ′(R𝑛) (ou 𝑢 ∈ E ′(R𝑛)) e 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) (𝜙 ∈ 𝐶∞(R𝑛)),

denotaremos por 𝑢 * 𝜙 a função definida por (𝑢 * 𝜙)(𝑎) = ⟨𝑢, 𝜙𝑎⟩, 𝑎 ∈ R𝑛, onde 𝜙𝑎(𝑥) =
𝜙(𝑎− 𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛.

Notemos que 𝑢*𝜙 está bem definida e, no caso em que 𝑢 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐, a definição acima

está de acordo com a definição dada para a convolução de funções. O próximo exemplo
significa que a distribuição Delta de Dirac desempenha o papel de “elemento neutro” para
a convolução com funções teste.

Exemplo 2.4.29. Consideremos a distribuição Delta de Dirac 𝛿 definida em R𝑛. Para
toda 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛) e todo 𝑎 ∈ R𝑛, temos

(𝛿 * 𝜙)(𝑎) = ⟨𝛿, 𝜙(𝑎− 𝑥)⟩ = 𝜙(𝑎),

ou seja, 𝛿 * 𝜙 = 𝜙, para toda 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛).

O próximo resultado significa que, no caso de funções de duas variáveis, derivadas
com relação a uma delas comuta com a atuação das distribuições com relação a outra
variável. O símbolo �̂�(𝜉) = ⟨𝑢𝑥, 𝜙(𝑥, 𝜉)⟩, 𝜉 ∈ R𝑛 salienta o fato de que a atuação da distri-
buição 𝑢 ocorre na variável 𝑥 enquanto que 𝜉 está fixado. Análogo para ⟨𝑢𝑥, 𝜕

𝛼
𝜉 𝜙(𝑥, 𝜉)⟩.

Proposição 2.4.30. Se 𝜙 ∈ 𝐶∞(R𝑛 × R𝑛) e 𝑢 ∈ E ′(R𝑛), então para todo 𝛼 ∈ N𝑛 e todo
𝜉 ∈ R𝑛 :

𝜕𝛼
𝜉 ⟨𝑢𝑥, 𝜙(𝑥, 𝜉)⟩ =

⟨
𝑢𝑥, 𝜕

𝛼
𝜉 𝜙(𝑥, 𝜉)

⟩
.
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Mostramos, agora, que a convolução com funções suaves regulariza uma distribui-
ção.

Teorema 2.4.31. Se 𝑢 ∈ D ′(R𝑛) e 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛), então

(i) 𝑢 * 𝜙 ∈ 𝐶∞(R𝑛) e suas derivadas são dadas por

𝜕𝛼(𝑢 * 𝜙) = (𝜕𝛼𝑢) * 𝜙 = 𝑢 * (𝜕𝛼𝜙), 𝛼 ∈ N𝑛;

(ii) 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢 * 𝜙) ⊂ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢) + 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙).

Vale ressaltar que o resultado acima pode ser provado no caso em que 𝑢 ∈ E ′(R𝑛)
e 𝜙 ∈ 𝐶∞(R𝑛). O próximo resultado é útil para a regularização de distribuições.

Teorema 2.4.32. Dados 𝑢 ∈ D ′(R𝑛), 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛), segue que (𝑢*𝜙) *𝜓 = 𝑢* (𝜙*𝜓).

Como consequência, temos o seguinte resultado de aproximação de distribuições
por funções suaves. Assim como no caso de funções integráveis, dada 𝑢 ∈ D ′(R𝑛), con-
sideramos a família de funções de classe 𝐶∞ dada por 𝑢𝜀 = 𝑢 * 𝜙𝜀, 𝜀 > 0, chamadas de
regularizadas de 𝑢.

Teorema 2.4.33. Se 𝑢 ∈ D ′(R𝑛), então 𝑢𝜀 → 𝑢 em D ′(R𝑛), quando 𝜀 −→ 0.

Combinando o Exemplo 2.4.27 e o Teorema 2.4.33, temos

Corolário 2.4.34. 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) é denso em D ′(R𝑛).

O teorema abaixo é útil para definir a convolução de duas distribuições, quando
pelo menos uma delas tem suporte compacto.

Teorema 2.4.35. Seja 𝑈 : 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) → 𝐶∞(R𝑛) um operador linear contínuo que comuta

com todas as translações 𝑇ℎ, ℎ ∈ R𝑛. Então, existe uma única distribuição 𝑢 ∈ D ′(R𝑛) tal
que 𝑈𝜙 = 𝑢 * 𝜙, 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛).

Definição 2.4.36. Sejam 𝑢1 ∈ D ′(R𝑛) e 𝑢2 ∈ E ′(R𝑛). Definimos 𝑣 = 𝑢1 * 𝑢2 como a
única distribuição 𝑣 tal que 𝑢1 * (𝑢2 * 𝜙) = 𝑣 * 𝜙.

Utilizando o Teorema 2.4.35, verifica-se que 𝑢1 *𝑢2 está bem definida, quando pelo
menos uma das distribuições 𝑢1 ou 𝑢2, tem suporte compacto. A distribuição 𝛿 é uma
espécie de “elemento neutro” para a convolução de distribuições, como mostra o exemplo
abaixo.

Exemplo 2.4.37. Para toda 𝑢 ∈ D ′(R𝑛) segue que 𝑢 * 𝛿 = 𝛿 * 𝑢 = 𝑢.
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De fato, basta observar que

⟨𝑢 * 𝛿, 𝜙⟩ = [(𝑢 * 𝛿) * 𝜙] (0) = [𝑢 * (𝛿 * 𝜙)] (0) = (𝑢 * 𝜙)(0) = ⟨𝑢, 𝜙⟩, ∀ 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛),

isto é, 𝑢 * 𝛿 = 𝑢. Analogamente, podemos mostrar que 𝛿 * 𝑢 = 𝑢.

O suporte da convolução de distribuições tem comportamento similar ao suporte
da convolução de funções.

Teorema 2.4.38. Sejam 𝑢1 ∈ E ′(R𝑛) e 𝑢2 ∈ D ′(R𝑛). Então, segue que 𝑢1 * 𝑢2 = 𝑢2 * 𝑢1

e vale 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢1 * 𝑢2) ⊂ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢1) + 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢2).

Então, usando os resultados acima obtemos:

Exemplo 2.4.39. Sejam 𝑢 ∈ D ′(R𝑛), 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) e 𝛼 ∈ N𝑛.

𝜕𝛼(𝑢 * 𝜙) = 𝑢 * (𝜕𝛼𝜙) = (𝑢 * 𝜕𝛼𝜙) * 𝛿 = 𝑢 * (𝜙 * 𝜕𝛼𝛿) = (𝑢 * 𝜕𝛼𝛿) * 𝜙,

ou seja , 𝜕𝛼𝑢 = (𝜕𝛼𝛿) * 𝑢. Em particular, para 𝑢1 ∈ E ′(R𝑛) e 𝑢2 ∈ D ′(R𝑛) :

𝜕𝛼(𝑢1 * 𝑢2) = 𝜕𝛼𝛿 * (𝑢1 * 𝑢2) = (𝜕𝛼𝛿 * 𝑢1) * 𝑢2 = 𝜕𝛼𝑢1 * 𝑢2 = 𝑢1 * (𝑢2 * 𝜕𝛼𝛿) = 𝑢1 * 𝜕𝛼𝑢2.

2.5 Integração em espaços normados
Apresentaremos aqui alguns conceitos sobre integral de Riemann-Stieltjes em espa-

ços de Banach. Esta seção se baseia no capítulo 2 de (KHATSKEVICH; SHOIYKHET,
2012). Aqui, o símbolo ℬ sempre representará um espaço de Banach e ‖ · ‖ a norma
correspondente. Nesta seção, [𝑎, 𝑏] denota um intervalo compacto de R.

Definição 2.5.1. Uma função vetorial 𝑦 : [𝑎, 𝑏] → ℬ é dita de variação limitada se
existe 𝑀 < ∞, de modo que

𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝑦(𝑏𝑖) − 𝑦(𝑎𝑖)‖ < 𝑀,

onde (𝑎𝑖, 𝑏𝑖), 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}, são intervalos disjuntos de (𝑎, 𝑏).

Definimos ainda a variação completa de 𝑦 em [𝑎, 𝑏], indicada por 𝑉 𝑎𝑟[𝑦], como
sendo o supremo (em relação a todas as escolhas de intervalos possíveis) dessas somas.

Observação 2.5.2. Se 𝑦 é uma função de variação limitada, então a função escalar
𝜙𝑦*(𝑡) = ⟨𝑦*, 𝑦(𝑡)⟩ também é de variação limitada, para todo 𝑦* ∈ ℬ*.

De fato, isto é verdade já que para qualquer 𝑦* ∈ ℬ*, vale |⟨𝑦*, 𝑦(𝑡)⟩| ≤ ‖𝑦*‖‖𝑦(𝑡)‖,
para todo 𝑡 onde 𝑦 está definida.

Lembremos que uma partição 𝑃 do intervalo [𝑎, 𝑏] é um conjunto finito de pontos
{𝑎 = 𝜎0, 𝜎1, . . . , 𝜎𝑚−1, 𝜎𝑚 = 𝑏}, onde 𝜎𝑗 < 𝜎𝑗+1, para todo 𝑗 ∈ {0, . . . ,𝑚− 1}.
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Definição 2.5.3. Sejam 𝑦 : [𝑎, 𝑏] → ℬ, 𝑔 : [𝑎, 𝑏] → C e 𝑃 = {𝜎0, . . . , 𝜎𝑚} uma partição
de [𝑎, 𝑏]. As expressões

𝑆𝑃 (𝑦, 𝑔) :=
𝑚∑︁

𝑖=1
𝑦(𝑡𝑖)[𝑔(𝜎𝑖) − 𝑔(𝜎𝑖−1)]

e
𝑠𝑃 (𝑦, 𝑔) =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑔(𝑡𝑖)[𝑦(𝜎𝑖) − 𝑦(𝜎𝑖−1)],

onde 𝜎𝑖−1 ≤ 𝑡𝑖 ≤ 𝜎𝑖, 𝑖 = 0, . . . ,𝑚, são chamadas de somas integrais de Riemann-
Stieltjes. Denotaremos ainda |𝑃 | := max {𝜎𝑖 − 𝜎𝑖−1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚}.

Teorema 2.5.4. Sejam 𝑦, 𝑔 e 𝑃 como na definição acima. Se um dos limites

lim
|𝑃 |→0

𝑆𝑃 (𝑦, 𝑔), lim
|𝑃 |→0

𝑠𝑃 (𝑦, 𝑔)

existe, então o outro também existe (consideramos aqui apenas a convergência na norma
do espaço ℬ).

Estes limites são chamados de integrais de Riemann-Stieltjes e denotados,
respectivamente, por ∫︁ 𝑏

𝑎
𝑦(𝑡) d 𝑔(𝑡) e

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔(𝑡) d 𝑦(𝑡).

Mais ainda, vale ∫︁ 𝑏

𝑎
𝑦(𝑡) d 𝑔(𝑡) = 𝑦(𝑏)𝑔(𝑏) − 𝑦(𝑎)𝑔(𝑎) −

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔(𝑡) d 𝑦(𝑡).

Demonstração. Basta observarmos que

𝑆𝑃 (𝑦, 𝑔) =
𝑚∑︁

𝑖=1
𝑦(𝑡𝑖)[𝑔(𝜎𝑖) − 𝑔(𝜎𝑖−1)] = 𝑦(𝑏)𝑔(𝑏) − 𝑦(𝑎)𝑔(𝑎) −

𝑚∑︁
𝑖=0

𝑔(𝜎𝑖)[𝑦(𝑡𝑖+1) − 𝑦(𝑡𝑖)],

onde 𝑡𝑚+1 = 𝑏 e 𝑡0 = 𝑎. Assim, para cada partição 𝑃 = {𝑎 = 𝜎0, . . . , 𝜎𝑚 = 𝑏}, com
os respectivos elementos 𝜎𝑖−1 ≤ 𝑡𝑖 ≤ 𝜎𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, podemos criar uma nova partição
𝑃 ′ = {𝑎 = 𝑡0, . . . , 𝑡𝑚+1 = 𝑏}, tal que se |𝑃 | −→ 0, então |𝑃 ′| −→ 0.

Teorema 2.5.5. Considerando 𝑦, 𝑔 e 𝑃 como no Teorema 2.5.4, suponhamos que 𝑦 é
contínua e 𝑔 é de variação limitada. Então, ambas as integrais∫︁ 𝑏

𝑎
𝑦(𝑡) d 𝑔(𝑡) e

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔(𝑡) d 𝑦(𝑡),

existem (na topologia da norma de ℬ). Ainda, se 𝒩 é um espaço de Banach e 𝐴 : ℬ → 𝒩
é um operador linear contínuo, então

𝐴

(︃∫︁ 𝑏

𝑎
𝑦(𝑡) d 𝑔(𝑡)

)︃
=
∫︁ 𝑏

𝑎
𝐴𝑦(𝑡) d 𝑔(𝑡)

e
𝐴

(︃∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔(𝑡) d 𝑦(𝑡)

)︃
=
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔(𝑡) d𝐴𝑦(𝑡).
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Demonstração. Usando que 𝑦 é contínua e 𝑔 é de variação limitada, mostramos que a
sequência das somas de Riemann-Stieltjes (𝑆𝑃𝑗

(𝑦, 𝑔)), onde 𝑃𝑗 é uma partição de [𝑎, 𝑏] e
|𝑃𝑗| −→ 0, é uma sequência de Cauchy em ℬ.

Para mostrar o restante do teorema, basta observar que a aplicação 𝑡 ↦→ 𝐴𝑦(𝑡) é
contínua e usar a linearidade de 𝐴.

Teorema 2.5.6. Se 𝑦 : [𝑎, 𝑏] → ℬ é contínua e 𝑔 : [𝑎, 𝑏] → R é de classe 𝐶1, então∫︁ 𝑏

𝑎
𝑦(𝑡) d 𝑔(𝑡) =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑦(𝑡)𝑔′(𝑡) dt . (2.7)

Demonstração. Primeiramente, como 𝑔 ∈ 𝐶1([𝑎, 𝑏]), segue que 𝑔 é de variação limitada.
Assim, a integral do lado esquerdo de (2.7) existe e, considerando, respectivamente, no
lugar de 𝑦 e 𝑔, 𝑦𝑔′ e id, onde id é a função identidade em [𝑎, 𝑏], concluímos que a integral
do lado direito de (2.7) também existe. Para mostrar a igualdade, usamos o Teorema do
Valor Médio para ver que 𝑆𝑃 (𝑦, 𝑔) = 𝑆𝑃 (𝑦𝑔′, 𝑖𝑑), assim basta tomar o limite |𝑃 | −→ 0.

Corolário 2.5.7. Se 𝑦 é como no Teorema acima e 𝑔 : [𝑎, 𝑏] → C é de classe 𝐶1, então
vale (2.7).

Demonstração. Com efeito, basta aplicarmos o Teorema acima às partes real e imaginária
de 𝑔, ou seja, escrevendo 𝑔 = 𝑢+ 𝑖𝑣, temos 𝑢, 𝑣 de classe 𝐶1 e, portanto:∫︁ 𝑏

𝑎
𝑦(𝑡) d 𝑔(𝑡) =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑦(𝑡) d[𝑢(𝑡) + 𝑖𝑣(𝑡)]

=
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑦(𝑡) d𝑢(𝑡) + 𝑖

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑦(𝑡) d 𝑣(𝑡)

=
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑦(𝑡)𝑢′(𝑡) dt +𝑖

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑦(𝑡)𝑣′(𝑡) dt

=
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑦(𝑡)𝑔′(𝑡) dt .



34

3 Transformada de Fourier e os espaços 𝐵𝑝,𝑘

A principal ferramenta que utilizaremos na demonstração de existência e regu-
laridade de solução fundamental para operadores lineares de coeficientes constantes é a
Transformada de Fourier. Nas duas primeiras seções deste capítulo abordaremos os re-
sultados essenciais desta ferramenta. Na Seção 3.3, utilizamos a Transformada de Fourier
para introduzir os espaços de Sobolev, que depois são generalizados para os espaços 𝐵𝑝,𝑘

na Seção 3.4. As referências aqui são (HOUNIE, 1979), (FOLLAND, 1995), (HÖRMAN-
DER, 2003) e (HÖRMANDER, 2005).

3.1 A Transformada de Fourier
Se 𝑓 ∈ 𝐿1 então a Transformada de Fourier de 𝑓 é a função definida por:

ℱ𝑓(𝜉) = 𝑓(𝜉) :=
∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝑥·𝜉𝑓(𝑥) dx, 𝜉 ∈ R𝑛, (3.1)

onde 𝑥 · 𝜉 = 𝑥1𝜉1 + · · · + 𝑥𝑛𝜉𝑛.

Vejamos que 𝑓 é contínua. Dados 𝜉0 ∈ R𝑛 e uma sequência 𝜉𝑘 −→ 𝜉0, definindo
𝑔𝑘(𝑥) = 𝑒−𝑖𝑥·𝜉𝑘𝑓(𝑥) e 𝑔(𝑥) = 𝑒−𝑖𝑥·𝜉0𝑓(𝑥), segue que 𝑔𝑘 −→ 𝑔 pontualmente e, como
|𝑔𝑘| ≤ |𝑓 |, para todo 𝑘 ∈ N, pelo Teorema da Convergência Dominada (veja Teorema
2.2.18):

𝑓(𝜉𝑘) =
∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝑥·𝜉𝑘𝑓(𝑥) dx −→

∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝑥·𝜉0𝑓(𝑥) dx = 𝑓(𝜉0)

Logo 𝑓 é contínua em 𝜉0.

Introduziremos agora um subespaço de 𝐶∞(R𝑛) fechado por derivação e multipli-
cação por polinômios, no qual a Transformada de Fourier é continuamente inversível.

Definição 3.1.1. Denotaremos com S (R𝑛) o espaço de Schwartz, definido como subes-
paço vetorial das funções 𝜙 ∈ 𝐶∞(R𝑛) tais que:

sup
𝑥∈R𝑛

|𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙(𝑥)| < ∞,∀𝛼, 𝛽 ∈ N𝑛.

Escreveremos apenas S para nos referirmos a S (R𝑛), quando ficar implícito a
dimensão do espaço euclidiano.

Neste texto, por questões de simplicidade de notação, fixado 𝛼 ∈ N, o símbolo
𝑥𝛼 denota a função definida por 𝑥 ↦→ 𝑥𝛼, 𝑥 ∈ R𝑛. Dizemos que uma sequência (𝜙𝑗)
de elementos de S converge para 𝜙 em S quando 𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙𝑗 converge para 𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙

uniformemente, para quaisquer 𝛼, 𝛽 ∈ N𝑛.



Capítulo 3. Transformada de Fourier e os espaços 𝐵𝑝,𝑘 35

S é conhecido como o espaço das funções de decaimento rápido no infinito. O
resultado a seguir explica melhor este fato.

Lema 3.1.2. Seja 𝜙 ∈ 𝐶∞(R𝑛). Então são equivalentes:

(i) 𝜙 ∈ S ;

(ii) lim
|𝑥|→∞

|𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙(𝑥)| = 0, para quaisquer 𝛼, 𝛽 ∈ N𝑛.

Demonstração. (i) ⇒ (ii) Denotaremos por | · |𝑀 a norma do máximo em R𝑛, ou seja,
|𝑥|𝑀 = max

1≤𝑖≤𝑛
|𝑥𝑖|, para todo 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛. Observamos também que |𝑥| ≤ 𝑛|𝑥|𝑀 .

Agora, se 𝜙 ∈ S , então dados 𝛼, 𝛽 ∈ N𝑛, existe uma constante 𝑀(𝛼, 𝛽) > 0 tal
que |𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙(𝑥)| ≤ 𝑀(𝛼, 𝛽), para todo 𝑥 ∈ R𝑛. Se |𝑥|𝑀 = |𝑥𝑙|, para algum 𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑛},

então tomando 𝛼′ = 𝛼 + 𝑒𝑙, temos |𝑥|
𝑛

|𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙(𝑥)| ≤ |𝑥𝛼′
𝜕𝛽𝜙(𝑥)| ≤ 𝑀(𝛼′, 𝛽), e assim

|𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙(𝑥)| ≤ 𝑛𝑀(𝛼′, 𝛽)
|𝑥|

, ∀ 𝑥 ∈ (R𝑛 ∖ {0}),

donde, segue que lim
|𝑥|−→∞

|𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙(𝑥)| = 0.

(ii) ⇒ (i) Seja 𝜙 ∈ 𝐶∞(R𝑛) tal que lim
|𝑥|−→∞

|𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙(𝑥)| −→ 0, para cada 𝛼, 𝛽 ∈ N𝑛.

Então, existe 𝑁 > 0 de modo que |𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙(𝑥)| < 1, para todo |𝑥| > 𝑁. Agora, uma vez
que a função 𝑥 ↦→ 𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙(𝑥) é contínua (é de classe 𝐶∞(R𝑛)), existe 𝑀1(𝛼, 𝛽) > 0 tal que
|𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙(𝑥)| ≤ 𝑀1(𝛼, 𝛽), se |𝑥| ≤ 𝑁. Tomando 𝑀(𝛼, 𝛽) = max{𝑀1(𝛼, 𝛽), 𝑁}, segue que
sup
𝑥∈R𝑛

|𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙(𝑥)| ≤ 𝑀(𝛼, 𝛽) < ∞.

Exemplo 3.1.3. Observamos que 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) ⊂ S e, se 𝜙𝑗 −→ 𝜙 em 𝐶∞

𝑐 (R𝑛), então
𝜙𝑗 −→ 𝜙 em S . Um exemplo de função que está em S mas não pertence a 𝐶∞

𝑐 (R𝑛) é a
função dada por 𝑓(𝑥) = 𝑒−|𝑥|2 . Logo, 𝐶∞

𝑐 (R𝑛) ⊂ S propriamente.

Lema 3.1.4. Para cada 𝑘 ∈ N, existem constantes 𝐴,𝐵 > 0 tais que

(1 + |𝜉|2)𝑘 ≤ 𝐴
∑︁

|𝛼|≤𝑘

|𝜉𝛼|2 ≤ 𝐵(1 + |𝜉|2)𝑘,∀ 𝜉 ∈ R𝑛.

Demonstração. Seja 𝜉 ∈ R𝑛 arbitrário. Observemos que, para |𝛼| ≤ 𝑘 :

|𝜉𝛼| ≤ 1, se |𝜉| ≤ 1 e |𝜉𝛼| ≤ |𝜉||𝛼| ≤ |𝜉|𝑘, se |𝜉| ≥ 1.

Assim, temos que |𝜉𝛼|2 ≤ max{1, |𝜉|2𝑘} = max{1, |𝜉|2}𝑘. Consequentemente,
∑︁

|𝛼|≤𝑘

|𝜉𝛼|2 ≤
∑︁

|𝛼|≤𝑘

max{1, |𝜉|2𝑘} = 𝐶𝑘 max{1, |𝜉|2}𝑘 ≤ 𝐶𝑘(1 + |𝜉|2)𝑘,

onde 𝐶𝑘 =
∑︁

|𝛼|≤𝑘

1 > 0.
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Por outro lado, a função 𝜉 ↦→
𝑛∑︁

𝑗=1
|𝜉𝑘

𝑗 |2 é contínua e definida positiva, portanto

possui um mínimo 𝐶1 > 0 em 𝑆1. Desta forma temos, para 𝜉 ̸= 0 :

𝐶1 ≤
𝑛∑︁

𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜉

𝑘
𝑗

|𝜉|𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

⇒ |𝜉|2𝑘 ≤ 𝐶2

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝜉𝑘
𝑗 |2,

onde 𝐶2 = 1/𝐶1.

Notando que
𝑛∑︁

𝑗=1
|𝜉𝑘

𝑗 |2 =
𝑛∑︁

𝑗=1
|𝜉𝑘𝑒𝑗 |2 ≤

∑︁
|𝛼|≤𝑘

|𝜉𝛼|2, temos:

(1 + |𝜉|2)𝑘 ≤ 2𝑘 max{1, |𝜉|2𝑘}

≤ 2𝑘(1 + |𝜉|2𝑘)

≤ 2𝑘

⎛⎝1 + 𝐶2

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝜉𝑘
𝑗 |2
⎞⎠

≤ 2𝑘𝐶3
∑︁

|𝛼|≤𝑘

|𝜉𝛼|2, 𝜉 ∈ R𝑛,

onde 𝐶3 ≥ 1 + 𝐶2. Portanto, tomando 𝐶 ′
𝑘 = 2𝑘𝐶3, segue que (1 + |𝜉|2)𝑘 ≤ 𝐶 ′

𝑘

∑︁
|𝛼|≤𝑘

|𝜉𝛼|2,

para todo 𝜉 ∈ R𝑛.

Observação 3.1.5. O espaço S é invariante por derivação e multiplicação por polinô-
mios. Além disso S ⊂ 𝐿1.

De fato, se 𝑓 ∈ S , temos que 𝜕𝛾𝑓 ∈ S , ∀𝛾 ∈ N𝑛, uma vez que, por definição:

sup
𝑥∈R𝑛

|𝑥𝛼𝜕𝛽[𝜕𝛾𝑓 ](𝑥)| = sup
𝑥∈R𝑛

|𝑥𝛼𝜕𝛽+𝛾𝑓(𝑥)| < ∞, 𝛼, 𝛽 ∈ N𝑛.

Ainda, se 𝑃𝛼 é um polinômio em R𝑛 de ordem |𝛼|, segue que 𝑃𝛼𝑓 ∈ S , pois:

𝜕𝛽[𝑃𝛼(𝑥)𝑓(𝑥)] =
∑︁
𝛾≤𝛽

⎛⎝ 𝛽

𝛾

⎞⎠ 𝜕𝛾𝑃𝛼(𝑥)𝜕𝛽−𝛾𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛.

Finalmente, vejamos que S ⊂ 𝐿1. Observe que do Lema 3.1.4 segue que, para
cada 𝑘 ∈ N𝑛, existe 𝐶𝑘 > 0 tal que (1 + |𝑥|2) 𝑘

2 ≤ 𝐶𝑘

∑︁
|𝛼|≤𝑘

|𝑥𝛼|, para todo 𝑘 ∈ N e todo

𝑥 ∈ R𝑛. Assim, dada 𝜙 ∈ S , resulta que:

∫︁
R𝑛

|𝜙(𝑥)| dx =
∫︁
R𝑛

|𝜙(𝑥)|(1 + |𝑥|2)
−𝑛−1

2 (1 + |𝑥|2)
𝑛+1

2 | dx

≤
∫︁
R𝑛

|𝜙(𝑥)|𝐶𝑛+1
∑︁

|𝛼|≤𝑛+1
|𝑥𝛼|(1 + |𝑥|2)

−𝑛−1
2 dx,
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sendo 𝐶 = 𝐶𝑛+1
∑︁

|𝛼|≤𝑛+1
sup
𝑥∈R𝑛

|𝑥𝛼𝜙(𝑥)|. Logo,

∫︁
R𝑛

|𝜙(𝑥)| dx ≤ 𝐶
∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|2)
−𝑛−1

2 dx .

Pela Proposição 2.2.28 resulta que 𝜙 ∈ 𝐿1.

Teorema 3.1.6 (HOUNIE, Teo. V.1.1, p. 74). A Transformada de Fourier ℱ : S → S

é um operador linear contínuo e valem:

ℱ [𝜕𝛼𝜙](𝜉) = (𝑖𝜉)𝛼𝜙(𝜉), 𝜉 ∈ R𝑛, 𝜙 ∈ S , (3.2)

ℱ [𝑥𝛼𝜙(𝑥)](𝜉) = (−𝑖)−|𝛼|𝜕𝛼𝜙(𝜉), 𝜙 ∈ S . (3.3)

Demonstração. A linearidade de ℱ é clara. Fixe 𝜉 ∈ R𝑛 arbitrário. Como as funções
em S são integráveis em R𝑛, é permitido a derivação sob o sinal da integral (conforme
Teorema 2.2.19), o que resulta:

𝜕𝛼𝜙(𝜉) = 𝜕𝛼
(︂∫︁

R𝑛
𝑒−𝑖𝑥·𝜉𝜙(𝑥) dx

)︂
=
∫︁
R𝑛
𝜕𝛼[𝑒−𝑖𝑥·𝜉𝜙(𝑥)] dx = (−𝑖)|𝛼|

∫︁
R𝑛
𝑥𝛼𝑒−𝑖𝑥·𝜉𝜙(𝑥) dx .

Isto prova (3.3).

Agora, como 𝜙 ∈ S e 𝜕𝛼𝜙 ∈ S para todo 𝛼 ∈ N𝑛, segue que 𝜕𝛼𝜙 ∈ 𝐿1 e isto
permite usar o Teorema de Fubini (veja Teorema 2.4). Integrando |𝛼| vezes:∫︁

R𝑛
𝑒−𝑖𝑥·𝜉𝜕𝛼𝜙(𝑥) dx = (𝑖𝜉)𝛼

∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝑥·𝜉𝜙(𝑥) dx = (𝑖𝜉)𝛼𝜙(𝜉).

Isto prova (3.2).

Combinando as fórmulas (3.2) e (3.3) temos:

𝜉𝛼𝜕𝛽𝜙(𝜉) = 𝜉𝛼(−𝑖)−|𝛽|ℱ [𝑥𝛽𝜙(𝑥)](𝜉)

= (−𝑖)−|𝛽|−|𝛼|(𝑖𝜉)𝛼ℱ [𝑥𝛽𝜙(𝑥)](𝜉)

= (−𝑖)−|𝛽|−|𝛼|ℱ [𝜕𝛼(𝑥𝛽𝜙(𝑥)](𝜉), ∀𝜉 ∈ R𝑛.

Disto, segue:

sup
𝜉∈R𝑛

|𝜉𝛼𝜕𝛽𝜙(𝜉)| ≤ ‖𝜕𝛼(𝑥𝛽𝜙(𝑥))‖1 < ∞, 𝛼, 𝛽 ∈ N𝑛, 𝜙 ∈ S .

Consequentemente 𝜙 ∈ S .

Finalmente, seja (𝜙𝑗) uma sequência em S tal que 𝜙𝑗 −→ 0 em S , ou seja,
𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙 −→ 0 uniformemente, para quaisquer 𝛼, 𝛽 ∈ N. Então, temos, pelo Lema 3.1.4;
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|𝜉𝛼𝜕𝛽𝜙𝑗(𝜉)| ≤
∫︁
R𝑛

|𝜕𝛼(𝑥𝛽𝜙𝑗(𝑥)| dx

≤ 𝐶. sup
𝑥∈R𝑛

|𝜕𝛼(𝑥𝛽𝜙𝑗(𝑥))|(1 + |𝑥|2)𝑛+1]

≤ 𝐶. sup
𝑥∈R𝑛

⎡⎣ ∑︁
𝛾≤min{𝛼,𝛽}

∑︁
|𝜃|≤𝑛+1

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ 𝛽!
(𝛽 − 𝛾)! |𝑥

𝛽−𝛾𝜕𝛾𝜙𝑗(𝑥)||𝑥𝜃|2
⎤⎦

≤ 𝐶.
∑︁

𝛾≤min{𝛼,𝛽}

∑︁
|𝜃|≤𝑛+1

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ 𝛽!
(𝛽 − 𝛾)! sup

𝑥∈R𝑛
|𝑥𝛽−𝛾+2𝜃𝜕𝛾𝜙𝑗(𝑥)|,

onde |𝑥𝛽−𝛾+2𝜃𝜙𝑗| −→ 0 uniformemente por hipótese. Consequentemente 𝜙𝑗 −→ 0 em
S .

Corolário 3.1.7 (HOUNIE, Cor. V.1.1, p. 75). (Lema de Riemann-Lebesgue): Se
𝑓 ∈ 𝐿1, então 𝑓(𝜉) −→ 0 quando |𝜉| −→ ∞.

Demonstração. Para cada 𝑁 ∈ N, defina 𝑓𝑁(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑠𝑒 |𝑥| < 𝑁 e 𝑓𝑁(𝑥) = 0, se
|𝑥| ≥ 𝑁. Desta forma, temos que |𝑓𝑁 | ≤ |𝑓 |, e consequentemente, 𝑓𝑁 ∈ 𝐿1(R𝑛), para todo
𝑁 ∈ N. Como 𝑓𝑁 −→ 𝑓 pontualmente, o Teorema da Convergência Dominada implica
em 𝑓𝑁 −→ 𝑓 em 𝐿1.

Para cada 𝑁 ∈ N, existe (pelo Teorema 2.3.6) (𝜓𝑁
𝑘 ) ⊂ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛) tal que 𝜓𝑁
𝑘 −→ 𝑓𝑁

em 𝐿1(R𝑛), quando 𝑘 −→ ∞. Assim, dado 𝜖 > 0, existe 𝑘0 ∈ N tal que

𝑘 ≥ 𝑘0 ⇒
∫︁
R𝑛

|𝜓𝑁
𝑘 (𝑥) − 𝑓𝑁(𝑥)| dx < 𝜀.

Logo,

|ℱ𝜓𝑁
𝑘 (𝜉) − ℱ𝑓𝑁(𝜉)| ≤

∫︁
R𝑛

|𝜓𝑁
𝑘 (𝑥) − 𝑓𝑁(𝑥)| dx < 𝜀, ∀ 𝑘 ≥ 𝑘0, ∀ 𝜉 ∈ R𝑛.

Com isso, ℱ𝜓𝑁
𝑘 −→ ℱ𝑓𝑁 uniformemente, quando 𝑘 −→ ∞.

Pelo Exemplo 3.1.3, temos 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) ⊂ S , assim segue que ℱ𝜓𝑁

𝑘 (𝜉) −→ 0 quando
|𝜉| −→ ∞, para quaisquer 𝑘,𝑁 ∈ N. Desta forma, dado 𝜌 > 0, tomando 𝑘 ∈ N e 𝐴 > 0
adequados, temos

|ℱ𝑓𝑁(𝜉)| ≤ |ℱ𝑓𝑁(𝜉) − ℱ𝜓𝑁
𝑘 (𝜉)| + |ℱ𝜓𝑁

𝑘 (𝜉)| < 𝜌, se |𝜉| > 𝐴.

Assim, ℱ𝑓𝑁(𝜉) −→ 0, quando |𝜉| −→ ∞, para todo 𝑁 ∈ N. Finalmente, basta ver que
ℱ𝑓𝑁 −→ 𝑓 uniformemente. Mas isso é consequência do fato de 𝑓𝑁 convergir para 𝑓 em
𝐿1, uma vez que

|ℱ𝑓𝑁(𝜉) − 𝑓(𝜉)| ≤
∫︁
R𝑛

|𝑓𝑁(𝑥) − 𝑓(𝑥)| dx, ∀ 𝜉 ∈ R𝑛.

Portanto, 𝑓(𝜉) −→ 0, quando |𝜉| −→ ∞.
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Exemplo 3.1.8. Se 𝜙(𝑥) = 𝑒− 𝑥2
2 , 𝑥 ∈ R, então 𝜙(𝜉) =

√
2𝜋𝜙(𝜉), 𝜉 ∈ R.

Para calcular 𝜙, usaremos um método indireto. Primeiro, note que 𝜙 ∈ S (R) e
satisfaz o P.V.I. 𝜙′(𝑥) +𝑥𝜙(𝑥) = 0, 𝜙(0) = 1. Aplicando ℱ nesta equação, obtemos, pelo
Teorema 3.1.6,

0 = ℱ [𝜙′(𝑥) + 𝑥𝜙(𝑥)] = ℱ
[︃
𝑑𝜙

𝑑𝑥
(𝑥)
]︃

+ ℱ [𝑥𝜙(𝑥)] = 𝑖𝜉𝜙(𝜉) − 𝑖−1𝑑𝜙

𝑑𝜉
(𝜉).

Ou seja, 𝜙 satisfaz a mesma equação que 𝜙. Desta forma, como a solução do P.V.I. é
única, segue que

𝜙(𝜉) = 𝜙(𝜉).𝜙(0) ⇒ 𝜙(𝜉) = 𝑒
−𝜉2

2

∫︁
R
𝑒

−𝑥2
2 dx =

√
2𝜋𝑒

−𝜉2
2 , ∀ 𝜉 ∈ R.

Além disso, se 𝜓(𝑥) = 𝑒
−|𝑥|2

2 , onde 𝑥 ∈ R𝑛, temos que 𝜓 ∈ S (R𝑛) e, usando o
Teorema de Fubini, segue que:

𝜓(𝜉) =
∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝑥.𝜉𝜓(𝑥) dx =

(︂∫︁
R
𝑒−𝑖𝑥1𝜉1𝑒

−𝑥1
2

2 dx1

)︂
. . .
(︂∫︁

R
𝑒−𝑖𝑥𝑛𝜉𝑛𝑒

−𝑥𝑛
2

2 dx𝑛

)︂
.

Como cada expressão entre parênteses é exatamente a Transformada de Fourier
de 𝜙 concluímos que

𝜓(𝜉) =
√

2𝜋𝑒
−𝜉1

2
2 . . .

√
2𝜋𝑒

−𝜉𝑛
2

2 = (2𝜋)𝑛
2 𝑒

−|𝜉|2
2 , ∀ 𝜉 ∈ R𝑛.

Teorema 3.1.9 (HOUNIE, Teo. V.1.2, p. 77). A Transformada de Fourier ℱ : S → S

é continuamente inversível, sendo ℱ−1 dada por

ℱ−1𝜙(𝑥) = (2𝜋)−𝑛
∫︁
R𝑛
𝑒𝑖𝑥·𝜉𝜙(𝜉) d𝜉, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝜙 ∈ S . (3.4)

Demonstração. Observemos que não é possível trocar a ordem de integração em (3.4). De
fato, se tomarmos 𝜙 = 𝜓, segue que

𝜓(𝑥) = (2𝜋)−𝑛
∫︁
R𝑛
𝑒𝑖𝑥·𝜉𝜓(𝜉) d𝜉 = (2𝜋)−𝑛

∫︁
R𝑛
𝑒𝑖𝑥·𝜉

[︂∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝑦·𝜉𝜓(𝑦) dy

]︂
d𝜉

e, se 𝑥 = 𝑦 por exemplo, temos ∫︁
R𝑛

|𝜓(𝑦)𝑒𝑖(𝑥−𝑦)·𝜉| d𝜉 = ∞

Sendo assim, usaremos funções auxiliares e o Teorema da Convergência Dominada
para mostrar que vale (3.4), para toda 𝜙 ∈ S .

Definimos então, para cada 0 < 𝜖 < 1, 𝜙𝜖(𝑥) = 𝜙1(𝜖𝑥), onde 𝜙1(𝑥) = 𝑒
−|𝑥|2

2 ,

𝑥 ∈ R𝑛.
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Pelo Exemplo 3.1.8, temos que 𝜙1(𝜉) = (2𝜋)𝑛
2 𝑒

−|𝜉|2
2 , 𝜉 ∈ R𝑛. Desta forma, fazendo

a mudança de variável 𝑥 → 𝑥

𝜖
segue:

𝜙𝜀(𝜉) =
∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝑥·𝜉𝜙𝜀(𝑥) dx

=
∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖 𝑥

𝜀
·𝜉𝜙𝜀

(︂
𝑥

𝜀

)︂
𝜀−𝑛 dx

= 𝜀−𝑛
∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝑥· 𝜉

𝜀𝜙1(𝑥) dx

= 𝜀−𝑛𝜙1

(︃
𝜉

𝜀

)︃

= 𝜀−𝑛(2𝜋)𝑛
2𝜙1

(︃
𝜉

𝜀

)︃
, 𝜉 ∈ R𝑛.

Então
𝜙𝜀(𝜉) = 𝜀−𝑛(2𝜋)𝑛

2𝜙1

(︃
𝜉

𝜀

)︃
, 𝜉 ∈ R𝑛 e 0 < 𝜀 < 1. (3.5)

Observamos ainda que, para cada 𝑥 ∈ R𝑛,

lim
𝜀→0

𝜙𝜖(𝑥) = lim
𝜀→0

𝑒− 𝜖2|𝑥|2
2 = 1. (3.6)

Ainda, dada 𝜓 ∈ S , temos que∫︁
R𝑛

|𝜙𝜀(𝜉)𝑒𝑖𝑥·𝜉𝜓(𝜉)| d𝜉 ≤
∫︁
R𝑛

|𝜓(𝜉)| d𝜉, 𝑥 ∈ R𝑛. (3.7)

Pelo Teorema de Fubini e por (3.5)∫︁
R𝑛
𝜙𝜀(𝜉)𝑒𝑖𝑥·𝜉𝜓(𝜉) d𝜉 =

∫︁
R𝑛
𝜙𝜀(𝜉)𝑒𝑖𝑥·𝜉

[︂∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝑦·𝜉𝜓(𝑦) dy

]︂
d𝜉

=
∫︁
R𝑛
𝜓(𝑦)

[︂∫︁
R𝑛
𝑒𝑖(𝑥−𝑦)·𝜉𝜙𝜀(𝜉) d𝜉

]︂
dy

=
∫︁
R𝑛
𝜓(𝑦)𝜙𝜀(𝑦 − 𝑥) dy

=
∫︁
R𝑛
𝜓(𝑦 + 𝑥)𝜙𝜀(𝑦) dy

= 𝜀−𝑛(2𝜋)𝑛
2

∫︁
R𝑛
𝜓(𝑦 + 𝑥)𝜙1

(︂
𝑦

𝜖

)︂
dy

= 𝜀−𝑛(2𝜋)𝑛
2

∫︁
R𝑛
𝜓(𝜀𝑧 + 𝑥)𝜙1(𝑧)𝜖𝑛 dz, 𝑥 ∈ R𝑛 e 0 < 𝜀 < 1.

Logo∫︁
R𝑛
𝜙𝜀(𝜉)𝑒𝑖𝑥·𝜉𝜓(𝜉) d𝜉 = (2𝜋)𝑛

2

∫︁
R𝑛
𝜓(𝜀𝑧 + 𝑥)𝜙1(𝑧) dz, 𝑥 ∈ R𝑛 e 0 < 𝜀 < 1. (3.8)

Agora, devido a (3.7), podemos usar o Teorema da Convergência Dominada e obter
com isso:

lim
𝜀→0

∫︁
R𝑛
𝜙𝜀(𝜉)𝑒𝑖𝑥·𝜉𝜓(𝜉) d𝜉 =

∫︁
R𝑛
𝑒𝑖𝑥·𝜉𝜓(𝜉) d𝜉 . (3.9)
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Ainda, por (3.7), e observando que 𝜓(𝜀𝑧 + 𝑥) −→ 𝜓(𝑥), segue que

lim
𝜀→0

∫︁
R𝑛
𝜓(𝜀𝑧 + 𝑥)𝜙1(𝑧) dz =

∫︁
R𝑛
𝜓(𝑥)𝜙1(𝑧) dz = 𝜓(𝑥)(2𝜋)𝑛

2 . (3.10)

Comparando (3.9) e (3.10), temos 𝜓(𝑥) = (2𝜋)−𝑛
∫︁
R𝑛
𝑒𝑖𝑥.𝜉𝜓(𝜉) d𝜉, 𝜓 ∈ S .

A prova da continuidade de ℱ−1 é análoga à prova da continuidade de ℱ apresen-
tada no Teorema 3.1.6 e por isso será omitida.

Teorema 3.1.10 (HOUNIE, Teo. V.1.3, p. 78). Se 𝜙, 𝜓 ∈ S , então:∫︁
R𝑛
𝜙(𝑥)𝜓(𝑥) dx =

∫︁
R𝑛
𝜙(𝑥)𝜓(𝑥) dx, (3.11)

∫︁
R𝑛
𝜓(𝑥)𝜓(𝑥) dx = (2𝜋)−𝑛

∫︁
R𝑛
𝜙(𝑥)𝜓(𝑥) dx, (3.12)

ℱ [𝜙 * 𝜓] = 𝜙𝜓 (3.13)

e
ℱ [𝜙𝜓] = (2𝜋)−𝑛𝜙 * 𝜓. (3.14)

Demonstração. Usando o Teorema de Fubini, obtemos∫︁
R𝑛
𝜙(𝜉)𝜓(𝜉) d𝜉 =

∫︁
R𝑛

[︂∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝑥·𝜉𝜙(𝑥) dx

]︂
𝜓(𝜉) d𝜉

=
∫︁
R𝑛

[︂∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝜉·𝑥𝜓(𝜉)𝜙(𝑥)𝑑𝜉

]︂
dx

=
∫︁
R𝑛

[︂∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝜉·𝑥𝜓(𝜉)𝑑𝜉

]︂
𝜙(𝑥) dx

=
∫︁
R𝑛
𝜓(𝑥)𝜙(𝑥) dx,

o que prova (3.11).

Agora, tomando 𝛼 = 𝜙, 𝛽 = 𝜓 e usando (3.11), vemos que:∫︁
R𝑛
𝛼(𝑥)𝛽(𝑥) dx =

∫︁
R𝑛
𝜙(𝑥)𝜓(𝑥) dx =

∫︁
R𝑛
𝜙(𝑥)𝜓(𝑥) dx =

∫︁
R𝑛
�̂�(𝑥)ℱ−1𝛽(𝑥) dx .

Observando que ℱ−1𝛽(𝑥) = (2𝜋)−𝑛
∫︁
R𝑛
𝑒𝑖𝜉·𝑥𝛽(𝜉) d𝜉 = (2𝜋)−𝑛𝛽(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛, temos:

∫︁
R𝑛
𝛼(𝑥)𝛽(𝑥) dx = (2𝜋)−𝑛

∫︁
R𝑛
�̂�(𝑥)𝛽(𝑥) dx,

o que prova (3.12).

Para provar (3.13), observamos que 𝜙 * 𝜓 ∈ 𝐿1 devido a 𝜙, 𝜓 ∈ S ⊂ 𝐿1 e à
Desigualdade de Young (veja Teorema 2.2.27). Podemos então usar o Teorema de Fubini
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e, através da mudança de variável 𝑥− 𝑦 = 𝑤, obtemos:

ℱ [𝜙 * 𝜓](𝜉) =
∫︁
R𝑛
𝜓(𝑦)

[︂∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝑥·𝜉𝜙(𝑥− 𝑦) dx

]︂
dy

=
∫︁
R𝑛
𝜓(𝑦)

[︂∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖(𝑤+𝑦)·𝜉𝜙(𝑤) dw

]︂
dy

=
∫︁
R𝑛
𝜓(𝑦)𝑒−𝑖𝑦·𝜉

[︂∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝑤·𝜉𝜙(𝑤) dw

]︂
dy

= 𝜙(𝜉)
∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝑦·𝜉𝜓(𝑦) dy

= 𝜙(𝜉)𝜓(𝜉), 𝜉 ∈ R𝑛.

Isso prova (3.13).

Finalmente, pelo Teorema 3.1.9, segue que

ℱ−1𝜙(𝑥) = (2𝜋)−𝑛
∫︁
R𝑛
𝑒𝑖𝑥·𝜉𝜙(𝜉) d𝜉 = (2𝜋)−𝑛𝜙(−𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛.

Desta forma, usando (3.13), temos:

ℱ−1𝜙(𝑥)ℱ−1𝜓(𝑥) = (2𝜋)−𝑛(2𝜋)−𝑛ℱ [𝜙 * 𝜓](−𝑥)

= (2𝜋)−𝑛ℱ−1[𝜙 * 𝜓](𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛.

Portanto ℱ [𝜙𝜓] = (2𝜋)−𝑛𝜙 * 𝜓, provando assim (3.14).

3.2 O Espaço das Distribuições Temperadas
Nesta seção, descreveremos um subespaço das distribuições no qual é possível

definir a Transformada de Fourier.

Definição 3.2.1. Um funcional linear contínuo em S é uma aplicação Λ : S → C que
cumpre:

(i) Λ(𝑎𝜙+ 𝜓) = 𝑎Λ(𝜙) + Λ(𝜓), para quaisquer 𝜙, 𝜓 ∈ S e 𝑎 ∈ C;

(ii) Se 𝜙𝑗 −→ 0 em S , então Λ(𝜙𝑗) −→ 0, quando 𝑗 −→ ∞.

Uma distribuição temperada é um funcional linear contínuo em S . O espaço
vetorial complexo formado por tais funcionais é denotado por S ′ e usaremos a notação
𝑢(𝜙) = ⟨𝑢, 𝜙⟩, para 𝑢 ∈ S ′, 𝜙 ∈ S .

Observação 3.2.2. S ′ pode ser identificado com um subespaço de D ′(R𝑛).

De fato, primeiramente temos que se 𝑓 ∈ S ′ e 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛), então o número ⟨𝑓, 𝜙⟩

está bem definido, já que 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) ⊂ S .
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Desta forma, se 𝑓 ∈ S ′ e (𝜓𝑗) ⊂ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) é tal que 𝜓𝑗 −→ 0 em 𝐶∞

𝑐 (R𝑛), tomando
𝑔 : 𝐶∞

𝑐 (R𝑛) → C, de modo que ⟨𝑔, 𝜙⟩ = ⟨𝑓, 𝜙⟩, 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛), segue que ⟨𝑔, 𝜓𝑗⟩ −→ 0.

Logo, temos que 𝑔 ∈ D ′(R𝑛). Assim, todo elemento de S ′ pode ser visto como um
elemento de D ′(R𝑛).

Ainda, se (𝑓𝑗) ⊂ S ′ converge para 𝑓 ∈ S ′, temos que ⟨𝑓𝑗, 𝜙⟩ −→ ⟨𝑓, 𝜙⟩, para toda
𝜙 ∈ S e, em particular, ⟨𝑓𝑗, 𝜙⟩ −→ ⟨𝑓, 𝜙⟩, para toda 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛). Consequentemente,
𝑓𝑗 −→ 𝑓 em D ′(R𝑛), isto é, a convergência em S ′ implica na convergência em D ′(R𝑛).

Observação 3.2.3. 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) é denso em S .

Com efeito, dada 𝜙 ∈ S , tomemos 𝜓 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) de modo que 𝜓 = 1 em B[0;1]

e 0 ≤ 𝜓 ≤ 1. Segue que 𝜓𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) e 𝜓𝜙 = 𝜙 em B[0;1]. Definamos, para cada

𝜀 > 0, 𝜓𝜀(𝑥) = 𝜓(𝜀𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛. Com isso, temos 𝜓𝜀 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛), 𝜓𝜀 = 1 em B[0;1/𝜀]

e 𝜓𝜀(𝑥) −→ 1, 𝑥 ∈ R𝑛, quando 𝜀 −→ 0. Resta vermos que 𝜙𝜓𝜀 −→ 𝜙 em S quando
𝜀 −→ 0.

Fixemos 𝛼, 𝛽 ∈ N𝑛 e observemos que, para cada 𝛾 ≤ 𝛽, 𝜕𝛾𝜓𝜀(𝑥) = 𝜀|𝛾|𝜕𝛾𝜓(𝜀𝑥).
Tomando 𝐶(𝜓, 𝛽) := max

𝛾≤𝛽
sup
𝑥∈R𝑛

|𝜕𝛾𝜓(𝑥)|, temos, para 0 < 𝜀 < 1 :

sup
𝑥∈R𝑛

|𝑥𝛼𝜕𝛽[𝜓𝜀(𝑥)𝜙(𝑥) − 𝜙(𝑥)]| ≤ sup
𝑥∈R𝑛

⎡⎣∑︁
𝛾≤𝛽

⎛⎝ 𝛽

𝛾

⎞⎠ |𝑥𝛼𝜕𝛽−𝛾𝜙(𝑥)𝜕𝛾𝜓𝜀(𝑥)| + |𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙(𝑥)|
⎤⎦

= sup
𝑥∈R𝑛

⎡⎣∑︁
𝛾≤𝛽

⎛⎝ 𝛽

𝛾

⎞⎠ |𝑥𝛼𝜕𝛽−𝛾𝜙(𝑥)𝜀|𝛾|𝜕𝛾𝜓(𝜀𝑥)| + |𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙(𝑥)|
⎤⎦

≤ 𝐶(𝜓, 𝛽)𝜀 sup
𝑥∈R𝑛

⎡⎣∑︁
𝛾≤𝛽

⎛⎝ 𝛽

𝛾

⎞⎠ |𝑥𝛼𝜕𝛽−𝛾𝜙(𝑥)| + |𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙(𝑥)|
⎤⎦

≤ 𝐶 ′𝜀,

onde

𝐶 ′ = 𝐶(𝜓, 𝛽)
⎡⎣∑︁

𝛾≤𝛽

⎛⎝ 𝛽

𝛾

⎞⎠ sup
𝑥∈R𝑛

|𝑥𝛼𝜕𝛽−𝛾𝜙(𝑥)| + sup
𝑥∈R𝑛

|𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙(𝑥)|
⎤⎦ > 0

não depende de 𝜀.

Logo, sup
𝑥∈R𝑛

|𝑥𝛼𝜕𝛽[𝜓𝜀(𝑥)𝜙(𝑥) − 𝜙(𝑥)]| −→ 0, quando 𝜀 −→ 0, como queríamos de-
monstrar.

Teorema 3.2.4 (HOUNIE, Teo. V.1.4, p. 80). Seja 𝑢 um funcional linear em S . As
seguintes condições são equivalentes:

(i) 𝑢 ∈ S ′;

(ii) Existem inteiros positivos m, M tais que:

|⟨𝑢, 𝜙⟩| ≤ 𝑀
∑︁

|𝛼|≤𝑚

sup
𝑥∈R𝑛

|(1 + |𝑥|2)𝑚𝜕𝛼𝜙(𝑥)|, 𝜙 ∈ S , 𝛼 ∈ N𝑛.
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Demonstração. (i)⇒(ii). Assumimos que 𝑢 é contínuo e provaremos (ii) por absurdo.
Suponhamos que para quaisquer 𝑗, 𝑙 ∈ Z positivos, exista 𝜙𝑗,𝑙 ∈ S tal que:

|⟨𝑢, 𝜙𝑗,𝑙⟩| > 𝑗
∑︁

|𝛼|≤𝑙

sup
𝑥∈R𝑛

|(1 + |𝑥|2)𝑙𝜕𝛼𝜙𝑗,𝑙(𝑥)|, 𝛼 ∈ N𝑛.

Assim, tomando 𝑟𝑗 = |⟨𝑢, 𝜙𝑗,𝑗⟩| > 𝑗
∑︁

|𝛼|≤𝑗

sup
𝑥∈R𝑛

|(1 + |𝑥|2)𝑗𝜕𝛼𝜙𝑗,𝑗(𝑥)| e definindo 𝜓𝑗 =

𝜙𝑗,𝑗/𝑟𝑗, para cada 𝑗 ∈ N, segue que:

|𝑥𝛼𝜕𝛽𝜓𝑗(𝑥)| = |𝑥𝛼‖𝜕𝛽𝜓𝑗(𝑥)|

≤ (1 + |𝑥|2)
|𝛼|
2

𝑟𝑗

|𝜕𝛽𝜙𝑗,𝑗(𝑥)|

≤ (1 + |𝑥|2)𝑗

𝑟𝑗

|𝜕𝛽𝜙𝑗,𝑗(𝑥)|

≤
∑︁

|𝛽|≤𝑗

sup
𝑥∈R𝑛

|(1 + |𝑥|2)𝑗

𝑟𝑗

𝜕𝛽𝜙𝑗,𝑗(𝑥)|

<
1
𝑗
,

para 𝑗 > |𝛼|
2 + |𝛽|. Logo, 𝜓𝑗 −→ 0 em S . Por outro lado, |⟨𝑢, 𝜓𝑗⟩| = 1, para todo 𝑗 ∈ N,

o que contraria a continuidade de 𝑢. Consequentemente, vale (ii).

(ii)⇒(i). Seja (𝜙𝑗) ⊂ S tal que 𝜙𝑗 −→ 0 em S , ou seja, |𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙𝑗| −→ 0 uni-
formemente, quando 𝑗 −→ ∞, para quaisquer 𝛼, 𝛽 ∈ N𝑛. Ora, para cada 𝑘 ∈ Z positivo
existe 𝐶𝑘 > 0 de modo que (1 + |𝑥|2) 𝑘

2 ≤ 𝐶𝑘

∑︁
|𝛼|≤𝑘

|𝑥𝛼|, 𝑥 ∈ R𝑛. Consequentemente,

(1 + |𝑥|2)𝑖|𝜕𝛽𝜙𝑗(𝑥)| ≤ 𝐶2𝑖

∑︁
|𝛼|≤2𝑖

|𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙𝑗(𝑥)|,

para todo inteiro 𝑖 positivo. Agora, uma vez que o lado direito da desigualdade acima
converge a zero uniformemente, temos que:

𝑀
∑︁

|𝛽|≤𝑚

sup
𝑥∈R𝑛

|(1 + |𝑥|2)𝑚𝜕𝛽𝜙𝑗(𝑥)| −→ 0.

Desta forma, como assumimos que vale (ii), segue que |⟨𝑢, 𝜙𝑗⟩| −→ 0, provando
(i).

Exemplo 3.2.5. E ′(R𝑛) pode ser identificado com um subespaço de S ′.

De fato, sabemos que 𝑢 ∈ E ′(R𝑛) pode ser identificado com um funcional linear
contínuo definido em 𝐶∞, através de ⟨�̃�, 𝜙⟩ = ⟨𝑢, 𝜓𝜙⟩, 𝜙 ∈ 𝐶∞(R𝑛), onde 𝜓 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛) é
tal que 𝜓 = 1 numa vizinhança do suporte de 𝑢. Desta forma, basta tomar a restrição de
�̃� a S , uma vez que a convergência em S implica na convergência em 𝐶∞.
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Outro exemplo de distribuição temperada é uma medida de Borel 𝜇 localmente
finita (finita em compactos) e tal que

∫︁
R𝑛

(1+ |𝑥|2)−𝑚 d𝜇 < ∞, para algum inteiro positivo
𝑚. Com efeito, sejam 𝜇 uma tal medida e 𝜙 ∈ S qualquer. Então, pelo Lema 3.1.4,
existe uma constante 𝐶𝑚 > 0 de modo que |𝜙(𝑥)|(1 + |𝑥|2)𝑚 ≤ 𝐶𝑚, 𝑥 ∈ R𝑛. Logo,∫︁

R𝑛
|𝜙(𝑥)| d𝜇 ≤ 𝐶𝑚

∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|2)−𝑚 d𝜇 < ∞.

Ainda, se 𝜙𝑗 −→ 0 em S , então |(1 + | · |2)𝑚𝜙𝑗| −→ 0 uniformemente quando
𝑗 −→ ∞. Consequentemente,∫︁

R𝑛
|𝜙𝑗(𝑥)| d𝜇 =

∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|2)𝑚|𝜙𝑗(𝑥)|(1 + |𝑥|2)−𝑚 d𝜇

≤ sup
𝑥∈R𝑛

|(1 + |𝑥|2)𝑚𝜙𝑗(𝑥)|
∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|2)−𝑚 d𝜇

≤ 𝐶𝑗,

onde 𝐶𝑗 −→ 0, quando 𝑗 −→ ∞. Portanto, ⟨𝜇, 𝜙𝑗⟩ −→ 0, quando 𝑗 −→ ∞.

Mais geralmente, temos o próximo exemplo.

Exemplo 3.2.6. Se 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐 é tal que

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝐴(1 + |𝑥|)𝐵, quando |𝑥| > 𝐶, (3.15)

para certas constantes 𝐴,𝐵,𝐶 > 0, então 𝑓 pode ser identificada com um elemento de
S ′, definido da mesma maneira como no Exemplo 2.4.2.

De fato, seja 𝑓 uma função satisfazendo (3.15) e 𝜙 ∈ S qualquer. Segue que:⃒⃒⃒⃒∫︁
R𝑛
𝑓(𝑥)𝜙(𝑥) dx

⃒⃒⃒⃒
≤

∫︁
|𝑥|>𝐶

|𝑓(𝑥)𝜙(𝑥)| dx +
∫︁

|𝑥|<𝐶
|𝑓(𝑥)𝜙(𝑥)| dx

≤ 𝐴
∫︁

|𝑥|>𝐶
(1 + |𝑥|)𝐵|𝜙(𝑥)| dx +𝑀

∫︁
|𝑥|<𝐶

|𝑓(𝑥)| dx

≤ 𝐴1

∫︁
|𝑥|>𝐶

(1 + |𝑥|)−𝑛−1 dx +𝑀1

< ∞,

pela Proposição 2.2.28, o que prova que 𝑇𝑓 : S → C, dada por ⟨𝑇𝑓 , 𝜙⟩ =
∫︁
R𝑛
𝑓(𝑥)𝜙(𝑥) dx,

está bem definida. Ainda, se 𝜙𝑗 −→ 0 em S , segue que (1 + | · |)𝐵+𝑛+1|𝜙𝑗| −→ 0
uniformemente quando 𝑗 −→ ∞. Com isso temos:

|⟨𝑇𝑓 , 𝜙𝑗⟩| ≤ 𝐴
∫︁

|𝑥|>𝐶
(1 + |𝑥|)𝐵|𝜙𝑗(𝑥)| dx +

∫︁
|𝑥|<𝐶

|𝑓(𝑥)𝜙𝑗(𝑥)| dx

≤ 𝐴. sup
𝑥∈R𝑛

(1 + |𝑥|)𝐵+𝑛+1|𝜙𝑗(𝑥)|
∫︁

|𝑥|>𝐶
(1 + |𝑥|)−𝑛−1 dx +𝑀𝑗

= 𝑐𝑗 +𝑀𝑗,

onde 𝑐𝑗 +𝑀𝑗 −→ 0, quando 𝑗 −→ ∞. Logo, 𝑇𝑓 ∈ S ′.
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A condição |𝑓(𝑥)| ≤ 𝐴(1 + |𝑥|)𝐵, |𝑥| > 𝐶, significa que 𝑓 “cresce lentamente” no
infinito. Esta condição, porém, não é necessária para que uma função localmente inte-
grável em R𝑛 possa ser identificada com uma distribuição temperada através da definição
acima. Um exemplo disso, em R, é a função 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑒𝑥), 𝑥 ∈ R. Como 𝑓 é contínua,
temos que 𝑓 ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(R) e o fator 𝑒𝑥 faz com que a função não seja dominada por polinômio
algum. Por outro lado, dada 𝜙 ∈ S (R), usando integração por partes, temos que:

|⟨𝑇𝑓 , 𝜙⟩| = |
∫︁
R
𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑒𝑥)𝜙(𝑥) dx |

≤
∫︁
R

|𝜙′(𝑥)𝑠𝑒𝑛(𝑒𝑥)| dx

≤
∫︁
R

|𝜙′(𝑥)| dx

< ∞,

uma vez que 𝜙 ∈ S (R) implica em 𝜙′ ∈ S (R) ⊂ 𝐿1(R). E ainda, se 𝜙𝑗 −→ 0 em S (R),
então (1 + 𝑥2)𝜙′ −→ 0 uniformemente. Logo, ⟨𝑇𝑓 , 𝜙𝑗⟩ −→ 0, quando 𝑗 −→ ∞ e assim
𝑇𝑓 ∈ S ′.

Definimos abaixo a Transformada de Fourier de uma distribuição temperada.

Definição 3.2.7. Se 𝑢 ∈ S ′, então a Transformada de Fourier �̂� de 𝑢 é definida
por ⟨�̂�, 𝜙⟩ = ⟨𝑢, 𝜙⟩, 𝜙 ∈ S .

Note que �̂� está bem definida, pois o operador ℱ : S → S é contínuo. Agora,
suponha que (𝑢𝑗) ⊂ S ′ seja tal que 𝑢𝑗 −→ 𝑢 em S ′, isto é, ⟨𝑢𝑗, 𝜙⟩ −→ ⟨𝑢, 𝜙⟩ para toda
𝜙 ∈ S . Temos que:

⟨𝑢𝑗, 𝜙⟩ = ⟨𝑢𝑗, 𝜙⟩ −→ ⟨𝑢, 𝜙⟩ = ⟨�̂�, 𝜙⟩.

Consequentemente, a Transformada de Fourier ℱ : S ′ → S ′ é contínua.

Ainda, utilizando o Teorema 3.1.9, para 𝑢 ∈ S ′, segue que ℱ−1𝑢 : S → C, dada
por ⟨ℱ−1𝑢, 𝜙⟩ = ⟨𝑢,ℱ−1𝜙⟩, está bem definida e ⟨ℱ−1�̂�, 𝜙⟩ = ⟨𝑢, 𝜙⟩, para toda 𝜙 ∈ S .

Logo, ℱ : S ′ → S ′ é continuamente inversível.

Calculemos a Transformada de Fourier da distribuição delta de Dirac.

Exemplo 3.2.8. Se 𝛿 é a distribuição Delta de Dirac então 𝛿 = 1.

De fato, dada 𝜙 ∈ S , temos que:

⟨𝛿, 𝜙⟩ = ⟨𝛿, 𝜙⟩ = 𝜙(0) =
∫︁
R𝑛
𝜙(𝑥) dx =< 1, 𝜙⟩.

Logo, 𝛿 é a função constante igual a 1.

Observe que toda função de S cumpre as condições do Exemplo 3.2.6, logo, cada
elemento de S define uma distribuição temperada. Faremos um abuso de notação uti-
lizando ℱ sem distinção para representar o operador Transformada de Fourier, tanto
definido em S quanto em S ′. Mostraremos que ambas as definições coincidem.
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No próximo resultado, o símbolo �̂�(𝜉) = ⟨𝑢𝑥, 𝑒
−𝑖𝑥·𝜉⟩, 𝜉 ∈ R𝑛 salienta o fato de que

a atuação da distribuição 𝑢 ocorre na variável 𝑥 enquanto que 𝜉 está fixado.

Teorema 3.2.9 (HOUNIE, Teo. V.2.1, p. 81). A Transformada de Fourier em S ′ goza
das seguintes propriedades:

(i) Se 𝑓 ∈ 𝐿1, então a Transformada de Fourier de 𝑓 como distribuição temperada
coincide com a Transformada de Fourier de 𝑓 dada por (3.1);

(ii) Se 𝑓 ∈ 𝐿2, então 𝑓 ∈ 𝐿2 e ‖𝑓‖2
2 = (2𝜋)−𝑛‖𝑓‖2

2;

(iii) Se 𝑢 ∈ E ′(R𝑛), então �̂� é uma função 𝐶∞(R𝑛), definida por �̂�(𝜉) = ⟨𝑢𝑥, 𝑒
−𝑖𝑥·𝜉⟩,

𝜉 ∈ R𝑛;

(iv) Se 𝛼 ∈ N𝑛 e 𝑢 ∈ S ′, então (𝜕𝛼𝑢)̂ = (𝑖𝜉)𝛼�̂�, (𝑥𝛼𝑢)̂ = (−𝑖)−|𝛼|𝜕𝛼
𝜉 �̂�,

^̂𝑢 = (2𝜋)𝑛�̌�, 𝜉 ∈
R𝑛.

Demonstração. (i) Se 𝑓 ∈ S , então suas Transformadas de Fourier, como distribuição e
função, coincidem, uma vez que

⟨𝑓, 𝜙⟩ = ⟨𝑓, 𝜙⟩ =
∫︁
R𝑛
𝑓(𝑥)𝜙(𝑥) dx =

∫︁
R𝑛
𝑓(𝑥)𝜙(𝑥) dx, 𝜙 ∈ S ,

em virtude do Teorema 3.1.10. Agora, seja 𝑓 ∈ 𝐿1 e tomemos uma sequência (𝜓𝑗) ⊂ S

tal que 𝜓𝑗 −→ 𝑓 em 𝐿1. Com isso, 𝜓𝑗 −→ 𝑓 em 𝐿1. Logo, para 𝜙 ∈ S :∫︁
R𝑛
𝑓(𝑥)𝜙(𝑥) dx = lim

𝑗→∞

∫︁
R𝑛
𝜓𝑗(𝑥)𝜙(𝑥) dx = lim

𝑗→∞

∫︁
R𝑛
𝜓𝑗(𝑥)𝜙(𝑥) dx =

∫︁
R𝑛
𝑓(𝑥)𝜙(𝑥) dx .

Portanto, ⟨𝑓, 𝜙⟩ = ⟨𝑓, 𝜙⟩ =
∫︁
R𝑛
𝑓(𝑥)𝜙(𝑥) dx =

∫︁
R𝑛
𝑓(𝑥)𝜙(𝑥) dx .

(ii) Sejam 𝑓 ∈ 𝐿2 e (𝜓𝑗) ⊂ S tais que 𝜓𝑗 −→ 𝑓 em 𝐿2. Então, do Teorema 3.1.10,
segue que:∫︁

R𝑛
|𝜓𝑗(𝑥) − 𝜓𝑘(𝑥)|2 dx =

∫︁
R𝑛

(𝜓𝑗(𝑥) − 𝜓𝑘(𝑥))(𝜓𝑗(𝑥) − 𝜓𝑘(𝑥)) dx

= (2𝜋)𝑛
∫︁
R𝑛

(𝜓𝑗(𝑥) − 𝜓𝑘(𝑥))(𝜓𝑗(𝑥) − 𝜓𝑘(𝑥)) dx

= (2𝜋)𝑛
∫︁
R𝑛

|𝜓𝑗(𝑥) − 𝜓𝑘(𝑥)|2 dx .

Ou seja, ‖𝜓𝑗 −𝜓𝑘‖2
2 = (2𝜋)𝑛‖𝜓𝑗 −𝜓𝑘‖2

2. Como a sequência (𝜓𝑗) ⊂ 𝐿2 converge, esta é uma
sequência de Cauchy. Logo, temos que (𝜓𝑗) ⊂ 𝐿2 também é uma sequência de Cauchy e,
por 𝐿2 ser um espaço de Banach, 𝜓𝑗 converge para alguma função 𝑔 em 𝐿2.

Pela Desigualdade de Hölder, temos que ‖(𝜓𝑗 − 𝑓)𝜙‖1 ≤ ‖𝜓𝑗 − 𝑓‖2‖𝜙‖2 −→ 0,
logo, 𝜓𝑗𝜙 −→ 𝑓𝜙 em 𝐿1, para qualquer 𝜙 ∈ S . Com isto, temos

⟨𝑓, 𝜙⟩ =
∫︁
R𝑛
𝑓(𝑥)𝜙(𝑥) dx = lim

𝑗→∞

∫︁
R𝑛
𝜓𝑗(𝑥)𝜙(𝑥) dx =

∫︁
R𝑛
𝑔(𝑥)𝜙(𝑥) dx = ⟨𝑔, 𝜙⟩,
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para toda 𝜙 ∈ S , ou seja, 𝑓 = 𝑔 ∈ 𝐿2.

Finalmente,

‖𝑓‖2
2 = lim

𝑗→∞
‖𝜓𝑗‖2

2 = (2𝜋)𝑛 lim
𝑗→∞

‖𝜓𝑗‖2
2 = (2𝜋)𝑛‖𝑓‖2

2.

(iii) Sejam 𝑢 ∈ E ′(R𝑛) e 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) tal que 0 ≤ 𝜙 e

∫︁
R𝑛
𝜙(𝑥) dx = 1. Para cada

𝜀 > 0, definamos 𝜙𝜀(𝑥) = 𝜀−𝑛𝜙(𝑥/𝜀), 𝑥 ∈ R𝑛 e tomemos 𝑢𝜀 = 𝑢 * 𝜙𝜀. Com isto, temos
que 𝑢𝜀 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛) e, pelo Teorema 2.4.33, segue que 𝑢𝜀 −→ 𝑢 em E ′(R𝑛). Em particular,
𝑢𝜀 −→ 𝑢 em S ′, quando 𝜀 −→ 0. Então, segue que 𝑢𝜀 −→ �̂� em S ′, quando 𝜀 −→ 0.

Como 𝑢𝜀 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛), temos que 𝑢𝜀 ∈ S ⊂ 𝐿1, para todo 𝜀 > 0. Por (i), a

Transformada de Fourier de 𝑢𝜀 como função coincide com sua Transformada de Fourier
como distribuição, assim:

𝑢𝜀(𝜉) = ⟨(𝑢 * 𝜙𝜀)𝑥, 𝑒
−𝑖𝑥·𝜉⟩ =

[︁
(𝑢 * 𝜙𝜀) * 𝑒𝑖𝑥·𝜉

]︁
(0) = ⟨𝑢𝑥, (𝜙𝜀 * 𝑒𝑖𝑥·𝜉 )̌ ⟩ = ⟨𝑢𝑥, 𝜙𝜀 * 𝑒−𝑖𝑥·𝜉⟩.

Observando que 𝜙𝜀 * 𝑒−𝑖𝑥·𝜉 = 𝑒−𝑖𝑥·𝜉𝜙(𝜀𝜉), temos 𝑢𝜀(𝜉) = ⟨𝑢𝑥, 𝜙(𝜀𝜉)𝑒−𝑖𝑥·𝜉⟩. Ainda,
como 𝜙𝜀 converge (em 𝐶∞(R𝑛)) para a função constante 1, quando 𝜀 −→ 0, segue que
𝑢𝜀(𝜉) −→ ⟨𝑢𝑥, 𝑒

−𝑖𝑥·𝜉⟩ = �̂�(𝜉), para todo 𝜉 ∈ R𝑛. Pela Proposição 2.4.30, segue que
𝜕𝛼�̂�(𝜉) = ⟨𝑢𝑥, 𝜕

𝛼
𝜉 𝑒

−𝑖𝑥·𝜉⟩, e assim �̂� ∈ 𝐶∞(R𝑛).

(iv) Seja 𝑢 ∈ S ′ arbitrária. Pela definição 3.2.7 e pelo Teorema 3.1.6 segue, para
quaisquer 𝜙 ∈ S e 𝛼 ∈ N𝑛, que:

⟨(𝜕𝛼𝑢)̂ , 𝜙⟩ = (−1)|𝛼|⟨𝑢, 𝜕𝛼𝜙⟩ = (−1)|𝛼|⟨𝑢, (−𝑖)|𝛼|(𝜉𝛼𝜙)̂ ⟩,

logo, (𝜕𝛼𝑢)̂ = (𝑖𝜉)𝛼�̂�.

Ainda,

⟨(𝑥𝛼𝑢)̂𝜉, 𝜙(𝜉)⟩ = ⟨𝑢, 𝑥𝛼𝜙⟩ = ⟨𝑢, 𝑖−|𝛼|(𝜕𝛼
𝜉 𝜙)̂(𝑥)⟩ = ⟨(−1)|𝛼|𝑖−|𝛼|𝜕𝛼

𝜉 �̂�, 𝜙⟩.

Consequentemente, (𝑥𝛼𝑢)̂ = (−𝑖)−|𝛼|𝜕𝛼�̂�.

Agora, observando que 𝜙 = (2𝜋)−𝑛 ^̂𝜙, temos

⟨^̂𝑢, 𝜙⟩ = ⟨�̂�, 𝜙⟩ = ⟨𝑢, ^̂𝜙⟩ = ⟨𝑢, (2𝜋)𝑛𝜙⟩ = ⟨(2𝜋)𝑛�̌�, 𝜙⟩, 𝜙 ∈ S .

Portanto ^̂𝑢 = (2𝜋)𝑛�̌�.

Observação 3.2.10. Se 𝑢 ∈ E ′(R𝑛), então �̂� possui extensão analítica para C𝑛.

Com efeito, pelo Teorema 3.2.9 temos que se 𝑢 ∈ E ′(R𝑛), então �̂� ∈ 𝐶∞(R𝑛) e é
definida por �̂�(𝜉) = ⟨𝑢𝑥, 𝑒

−𝑖𝑥·𝜉⟩, 𝜉 ∈ R𝑛. Observando que a aplicação 𝜁 ↦→ 𝑒−𝑖𝑥·𝜁 𝜁 ∈ C𝑛, é
analítica, ou seja, satisfaz as condições de Cauchy-Riemann

𝜕[𝑒−𝑖𝑥·𝜁 ]
𝜕𝜁𝑗

= 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,
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segue, pela Proposição 2.4.30, que 𝜕�̂�(𝜁)
𝜕𝜁𝑗

= ⟨𝑢𝑥, 0⟩ = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Portanto, a aplicação

�̂� : C𝑛 → C, dada por �̂�(𝜁) = ⟨𝑢𝑥, 𝑒
−𝑖𝑥·𝜁⟩, 𝜁 ∈ C𝑛, é analítica.

Proposição 3.2.11. Se 𝑢 ∈ S ′ e 𝜙 ∈ S , então segue ⟨𝑢, 𝜙⟩ = (2𝜋)−𝑛⟨�̂�, ˇ̂𝜙⟩ e (𝜙𝑢)̂ =
(2𝜋)−𝑛𝜙 * �̂�.

Demonstração. Por (iv) do Teorema 3.2.9 segue que ⟨^̂𝑢, 𝜙⟩ = (2𝜋)𝑛⟨�̌�, 𝜙⟩, logo ⟨𝑢, 𝜙⟩ =
(2𝜋)−𝑛⟨�̂�, ^̌𝜙⟩ = (2𝜋)−𝑛⟨�̂�, ˇ̂𝜙⟩.

Agora, dada 𝜓 ∈ S e observando que (2𝜋)−𝑛𝜙 * ^̂
𝜓 = (𝜙𝜓)̂ ∈ S , segue que

⟨(𝜙𝑢)̂, 𝜓⟩ = ⟨𝑢, 𝜙𝜓⟩

= (2𝜋)−𝑛⟨�̂�, ((2𝜋)−𝑛𝜙 * ^̂
𝜓)̌ ⟩

= (2𝜋)−𝑛�̂� * (𝜙 * (2𝜋)−𝑛 ^̂
𝜓)(0)

= (2𝜋)−𝑛(�̂� * 𝜙) * 𝜓(0)

= ⟨(2𝜋)−𝑛(�̂� * 𝜙), 𝜓⟩.

Quando 𝑢 ∈ S ′ não é uma função em 𝐿1, para calcular �̂�, tenta-se aproximar
𝑢 por funções integráveis cujas transformadas se conhecem. Abaixo um exemplo desta
prática.

Exemplo 3.2.12. Consideremos a função de Heaviside 𝐻 : R → R. Calculemos �̂�

através das aproximadas 𝐻𝜀(𝑥) = 𝐻(𝑥)𝑒−𝜀𝑥, 𝜀 > 0.

Primeiro, notemos que 𝐻𝜀 ∈ 𝐿1(R) e 𝐻𝜀 −→ 𝐻, quando 𝜀 −→ 0. Ainda, se 𝜙 ∈ S ,

então 𝐻𝜀𝜙 −→ 𝜙 em 𝐿1(R), uma vez que |𝐻𝜀𝜙| ≤ |𝜙|. Logo,

⟨𝐻𝜀, 𝜙⟩ =
∫︁
R
𝐻(𝑥)𝑒−𝜀𝑥𝜙(𝑥) dx =

∫︁ ∞

0
𝑒−𝜀𝑥𝜙(𝑥) dx −→

∫︁ ∞

0
𝜙(𝑥) dx = ⟨𝐻,𝜙⟩, 𝜙 ∈ S ,

ou seja, 𝐻𝜀 −→ 𝐻 em S ′, quando 𝜀 −→ 0.

Agora, para cada 𝜀 > 0 e 𝜉 ∈ R :

𝐻𝜀(𝜉) =
∫︁
R
𝑒−𝑖𝑥·𝜉𝐻(𝑥)𝑒−𝜀𝑥 dx =

∫︁ ∞

0
𝑒−(𝑖𝜉+𝜀)𝑥 dx = 1

𝑖𝜉 + 𝜀
= 𝜀

𝜀2 + 𝜉2 − 𝑖
𝜉

𝜀2 + 𝜉2

Tomando 𝑔𝜀(𝜉) = 1
𝜋

𝜀

𝜀2 + 𝜉2 , temos que
∫︁
R
𝑔𝜀(𝑥) dx = 1 e

∫︁
|𝑥|>𝑎

𝑔𝜀(𝑥) dx −→ 0 para

todo 𝑎 > 0, quando 𝜀 −→ 0. Disto, segue que 𝑔𝜀 −→ 𝛿 e, assim, 𝜀

𝜀2 + 𝜉2 −→ 𝜋𝛿. Por outro

lado, temos que 𝜉

𝜀2 + 𝜉2 −→ v. p. 1
𝜉
, onde v. p. 1

𝜉
está definida como no Exemplo 2.4.4.
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Finalmente, pela continuidade de ℱ : S ′ → S ′, segue que 𝐻𝜀 −→ �̂� e, portanto,
temos que �̂�(𝜉) = 𝜋𝛿 − 𝑖 v. p. 1

𝜉
.

Observação 3.2.13. Notemos que 𝐻 + �̌� = 1 e que ^̌
𝐻(𝜉) = �̂�(−𝜉) = 𝜋𝛿 + 𝑖 v. p. 1

𝜉
.

Desta forma, segue que 1̂ = (𝐻 + �̌� )̂ = 2𝜋𝛿, o que está de acordo com o Exemplo 3.2.8.

Observação 3.2.14. Consideremos a função “sinal de x”, sn(𝑥) = 𝐻(𝑥)−𝐻(−𝑥), 𝑥 ∈ R.
Segue que ŝn(𝜉) = �̂�(𝜉) − �̂�(−𝜉) = −2𝑖 v. p. 1

𝜉
e, consequentemente:

(v. p.)̂
(︃

1
𝜉

)︃
= 𝑖

2
^̂sn(𝜉) = 𝑖

22𝜋šn(𝜉) = 𝑖𝜋(𝐻(−𝜉) −𝐻(𝜉)) = −𝑖𝜋 sn(𝜉),

ou seja, (v. p.)̂ = −𝑖𝜋 sn .

3.3 Espaços de Sobolev
Nesta seção, utilizamos a Transformada de Fourier para introduzir os espaços de

Sobolev 𝐻𝑠, começando com o caso em que 𝑠 é um número inteiro não-negativo.

Definição 3.3.1. Seja 𝑘 ∈ Z+. Definimos o espaço de Sobolev 𝐻𝑘 de ordem k, como
o conjunto das funções 𝑓 ∈ 𝐿2 cujas derivadas (no sentido das distribuições) 𝜕𝛼𝑓 ∈ 𝐿2,

para |𝛼| ≤ 𝑘, isto é, 𝐻𝑘 = {𝑓 ∈ 𝐿2; 𝜕𝛼𝑓 ∈ 𝐿2, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 |𝛼| ≤ 𝑘}.

Notamos que 𝐻𝑘 é um espaço vetorial normado sobre C, onde consideramos a

norma ‖𝑓‖𝑘 =
[︂∫︁

R𝑛
|𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑘 d𝜉

]︂ 1
2
.

O teorema, a seguir, mostra que o espaço 𝐻𝑘 pode também ser caracterizado em
termos da Transformada de Fourier de seus elementos. Aqui o símbolo (1 + |𝜉|2) denota
a função 𝜉 ↦→ (1 + |𝜉|2), 𝜉 ∈ R𝑛.

Teorema 3.3.2 (FOLLAND, Teo. 6.1, p. 191). Para que se tenha 𝑓 ∈ 𝐻𝑘 para algum

𝑘 ∈ Z+, é necessário e suficiente que (1 + |𝜉|2) 𝑘
2 𝑓 ∈ 𝐿2 e as normas

⎡⎣ ∑︁
|𝛼|≤𝑘

‖𝜕𝛼𝑓‖2
𝐿2

⎤⎦ 1
2

e

‖𝑓‖𝑘 sejam equivalentes.

Demonstração. Começaremos provando a equivalência entre as normas, donde se seguirá
a outra afirmação do teorema.

Primeiramente, pelo Teorema 3.2.9, temos que ‖𝑓‖𝐿2 = (2𝜋)− 𝑛
2 ‖𝑓‖𝐿2 , para toda

𝑓 ∈ 𝐿2. Se 𝑓 ∈ 𝐻𝑘, então, pela Definição 3.3.1, 𝜕𝛼𝑓 ∈ 𝐿2, para todo |𝛼| ≤ 𝑘. Logo,
‖𝜕𝛼𝑓‖2

𝐿2 = (2𝜋)−𝑛‖(−𝑖𝜉)𝛼𝑓‖2
𝐿2 . Consequentemente,∑︁

|𝛼|≤𝑘

‖𝜕𝛼𝑓‖2
𝐿2 = (2𝜋)−𝑛

∑︁
|𝛼|≤𝑘

∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2|𝜉𝛼| d𝜉

= (2𝜋)−𝑛
∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2
∑︁

|𝛼|≤𝑘

|𝜉𝛼| d𝜉 .
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Logo, pelo Lema 3.1.4,
∑︁

|𝛼|≤𝑘

‖𝜕𝛼𝑓‖2
𝐿2 ≤ (2𝜋)−𝑛𝐵‖𝑓‖𝑘 ≤ (2𝜋)−𝑛𝐴𝐵

∑︁
|𝛼|≤𝑘

‖𝜕𝛼𝑓‖2
𝐿2 ,

provando a equivalência entre as normas.

Finalmente, se 𝑓 ∈ 𝐻𝑘, então ‖𝜕𝛼𝑓‖𝐿2 < ∞, para todo |𝛼| ≤ 𝑘. Deste modo,

‖(1 + |𝜉|2) 𝑘
2 𝑓‖2

𝐿2 =
∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑘 d𝜉

≤
∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2𝐶 ′
𝑘

∑︁
|𝛼|≤𝑘

|𝜉𝛼|2 d𝜉

= 𝐶 ′
𝑘

∑︁
|𝛼|≤𝑘

(2𝜋)𝑛‖𝜕𝛼𝑓‖2
𝐿2

< ∞,

ou seja, (1 + |𝜉|2) 𝑘
2 𝑓 ∈ 𝐿2.

Em contrapartida, se (1 + |𝜉|2) 𝑘
2 𝑓 ∈ 𝐿2, então 𝑓 ∈ 𝐿2, uma vez que 𝑓 ∈ 𝐿2 e∫︁

R𝑛
|𝑓(𝑥)|2 dx = (2𝜋)−𝑛

∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2 d𝜉 ≤
∫︁
R𝑛

(1 + |𝜉|2)𝑘|𝑓(𝜉)|2 d𝜉 < ∞.

E ainda,
∑︁

|𝛼|≤𝑘

‖𝜕𝛼𝑓‖2
𝐿2 =

∑︁
|𝛼|≤𝑘

(2𝜋)−𝑛
∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2|𝜉𝛼|2 d𝜉

≤ 𝐶𝑘(2𝜋)−𝑛
∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑘 d𝜉

< ∞,

para todo |𝛼| ≤ 𝑘. Logo, 𝜕𝛼𝑓 ∈ 𝐿2, para todo |𝛼| ≤ 𝑘 e, portanto, 𝑓 ∈ 𝐻𝑘.

Podemos generalizar os espaços 𝐻𝑘, trocando 𝑘 ∈ Z+ por 𝑠 ∈ R no Teorema 3.3.2.
Para tal, vejamos primeiro que se 𝑢 é uma função definida em R𝑛 tal que (1+|𝜉|2) 𝑠

2𝑢 ∈ 𝐿2,

então 𝑢 define uma distribuição temperada.

De fato, seja 𝜙 ∈ S dada. Como para cada 𝛽 ∈ N𝑛 existe 𝑀𝛽 > 0 tal que
|𝜉𝛽𝜙(𝜉)| ≤ 𝑀𝛽, para todo 𝜉 ∈ R𝑛, temos, pelo Lema 3.1.4, para 2𝑘 > 𝑛+ 1 − 𝑠 :

(1 + |𝜉|2)
𝑛+1−𝑠

2 |𝜙(𝜉)| ≤ (1 + |𝜉|2)𝑘|𝜙(𝜉)| ≤ 𝐶 ′
𝑘

∑︁
|𝛼|≤𝑘

|𝜉𝛼|2|𝜙(𝜉)| ≤ 𝑀𝛼,𝑘,

onde 𝑀𝛼,𝑘 = 𝐶 ′
𝑘

∑︁
|𝛼|≤𝑘

𝑀2𝛼. Ou seja, |𝜙(𝜉)|(1 + |𝜉|2)−𝑠
2 ≤ 𝑀𝛼,𝑘(1 + |𝜉|2)−𝑛−1

2 , 𝜉 ∈ R𝑛. Desta

forma, pela Desigualdade de Hölder:
∫︁
R𝑛

|𝜙(𝜉)𝑢(𝜉)| d𝜉 ≤
(︂∫︁

R𝑛
|𝑢(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠 d𝜉

)︂ 1
2
(︂∫︁

R𝑛
|𝜙(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)−𝑠 d𝜉

)︂ 1
2
,
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onde ambas integrais do lado direito são finitas, devido a (1 + |𝜉|2) 𝑠
2𝑢 ∈ 𝐿2 e ao fato de

𝜙 ∈ S implicar na existência de uma constante 𝐶 > 0 de modo que

|𝜙(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)−𝑠 ≤ 𝐶(1 + |𝜉|2)−𝑛−1, 𝜉 ∈ R𝑛.

Logo, 𝑢 ∈ S ′ e consequentemente, �̂� ∈ S ′.

Isso motiva a seguinte definição.

Definição 3.3.3. Fixado 𝑠 ∈ R definimos o espaço de Sobolev de ordem s como:

𝐻𝑠 = 𝐻𝑠(R𝑛) := {𝑓 ∈ S ′; 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐 e ‖𝑓‖2

𝑠 :=
∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠 d𝜉 < ∞}.

A aplicação ‖ · ‖𝑠 : 𝐻𝑠 → R como definida acima é chamada de norma Sobolev de
ordem 𝑠.

Observação 3.3.4. O Teorema 3.3.2 assegura que as definições 3.3.1 e 3.3.3 coincidem
quando 𝑠 ∈ Z+.

Teorema 3.3.5 (FOLLAND, Teo. 6.3, p. 192). Sejam 𝑘 ∈ Z+, 𝑠 ∈ R, 𝑓 ∈ S ′. Então,
𝑓 ∈ 𝐻𝑠 se, e somente se, 𝜕𝛼𝑓 ∈ 𝐻𝑠−𝑘, para todo |𝛼| ≤ 𝑘. Além disso as normas ‖ · ‖𝑠 e

𝑓 ↦→

⎡⎣ ∑︁
|𝛼|≤𝑘

‖𝜕𝛼𝑓‖2
𝑠−𝑘

⎤⎦ 1
2

, 𝑓 ∈ 𝐻𝑠,

são equivalentes. Em particular, para todo 𝑠 ∈ R temos que 𝜕𝛼 : 𝐻𝑠 → 𝐻𝑠−𝑘 é um
operador limitado quando |𝛼| ≤ 𝑘.

Demonstração. Primeiramente mostremos que as normas são equivalentes. Note que:
∑︁

|𝛼|≤𝑘

‖𝜕𝛼𝑓‖2
𝑠−𝑘 =

∑︁
|𝛼|≤𝑘

∫︁
R𝑛

|(𝜕𝛼𝑓 )̂(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠−𝑘 d𝜉

=
∑︁

|𝛼|≤𝑘

∫︁
R𝑛

|𝜉𝛼𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠−𝑘 d𝜉

=
∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠
∑︁

|𝛼|≤𝑘

|𝜉𝛼|2(1 + |𝜉|2)−𝑘 d𝜉 .

Pelo Lema 3.1.4,
∑︁

|𝛼|≤𝑘

|𝜉𝛼|2(1 + |𝜉|2)−𝑘 ≤ 𝐶𝑘, para alguma constante 𝐶𝑘 > 0. Logo,

⎛⎝ ∑︁
|𝛼|≤𝑘

‖𝜕𝛼𝑓‖2
𝑠−𝑘

⎞⎠ ≤ 𝐶
1
2
𝑘 ‖𝑓‖𝑠.
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Também pelo Lema 3.1.4, existe uma constante 𝐶 ′
𝑘 > 0 tal que (1 + |𝜉|2)𝑘 ≤ 𝐶 ′

𝑘

∑︁
|𝛼|≤𝑘

|𝜉𝛼|2,

𝜉 ∈ R𝑛, e assim

‖𝑓‖2
𝑠 =

∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠 d𝜉

≤
∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠−𝑘𝐶 ′
𝑘

∑︁
|𝛼|≤𝑘

|𝜉𝛼|2 d𝜉

= 𝐶 ′
𝑘

∑︁
|𝛼|≤𝑘

∫︁
R𝑛

|(𝜕𝛼𝑓 )̂(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠−𝑘 d𝜉

= 𝐶 ′
𝑘

∑︁
|𝛼|≤𝑘

‖𝜕𝛼𝑓‖2
𝑠−𝑘.

Portanto, as normas ‖𝑓‖𝑠 e
⎡⎣ ∑︁

|𝛼|≤𝑘

‖𝜕𝛼𝑓‖2
𝑠−𝑘

⎤⎦ 1
2

, 𝑓 ∈ 𝐻𝑠, são equivalentes. Consequen-

temente, 𝑓 ∈ 𝐻𝑠 se, e somente se, 𝜕𝛼𝑓 ∈ 𝐻𝑠−𝑘 e 𝜕𝛼 : 𝐻𝑠 → 𝐻𝑠−𝑘 é um operador
limitado.

Observação 3.3.6. Para todo 𝑠 ∈ R, 𝐻𝑠 é um espaço de Hilbert com o produto interno
definido por:

(𝑓 |𝑔)𝑠 :=
∫︁
R𝑛
𝑓(𝜉)𝑔(𝜉)(1 + |𝜉|2)𝑠 d𝜉, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐻𝑠. (3.16)

Com efeito, seja (𝑓𝑗) ⊂ 𝐻𝑠 uma sequência de Cauchy. Então, ‖𝑓𝑗 − 𝑓𝑘‖𝑠 −→ 0,
quando 𝑗, 𝑘 −→ ∞, ou seja, ‖(𝑓𝑗 − 𝑓𝑘)(1 + |𝜉|2) 𝑠

2 ‖𝐿2 −→ 0, quando 𝑗, 𝑘 −→ ∞. Com isso,
temos que ((1 + |𝜉|2) 𝑠

2𝑓𝑗) é uma sequência de Cauchy em 𝐿2. Uma vez que 𝐿2 é completo,
segue que existe 𝑔 ∈ 𝐿2 tal que (1 + |𝜉|2) 𝑠

2𝑓𝑗 −→ 𝑔 em 𝐿2 e, ainda, 𝑔 ∈ S ′. Notando que
(1 + |𝜉|2)−𝑠

2 𝑔 ∈ S ′, podemos definir 𝑓 = ℱ−1[(1 + |𝜉|2)−𝑠
2 𝑔] ∈ S ′, donde segue que 𝑓 é

uma função e (1 + |𝜉|2) 𝑠
2𝑓 ∈ 𝐿2.

Desta forma, temos que 𝑓 ∈ 𝐻𝑠 e ‖𝑓𝑗 − 𝑓‖𝑠 = ‖(1 + |𝜉|2) 𝑠
2𝑓𝑗 − 𝑔‖𝐿2 −→ 0, quando

𝑗 −→ ∞. Portanto, 𝐻𝑠 é completo na norma Sobolev de ordem s, a qual é proveniente do
produto interno definido em (3.16).

Observação 3.3.7. Consideremos a medida definida por d𝜇(𝜉) = (1 + |𝜉|2)𝑠 d𝜉, onde
𝑠 ∈ R está fixado. Então 𝐶∞

𝑐 (R𝑛) é denso em 𝐿2(R𝑛, 𝜇) e ℱ : 𝐻𝑠 → 𝐿2(R𝑛, 𝜇) é um
isomorfismo tal que ‖𝑓‖2

𝑠 = (2𝜋)𝑛‖𝑓‖2
𝐿2(R𝑛,𝜇).

Com efeito, dada 𝑓 ∈ 𝐿2(R𝑛, 𝜇), temos que (1+|𝜉|2) 𝑠
2𝑓 ∈ 𝐿2. Uma vez que 𝐶∞

𝑐 (R𝑛)
é denso em 𝐿2, segue que existe uma sequência (𝜙𝑗) ⊂ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛) tal que:∫︁
R𝑛

|𝜙𝑗(𝜉) − (1 + |𝜉|2) 𝑠
2𝑓(𝜉)|2 d𝜉 −→ 0, quando 𝑗 −→ ∞.

Para cada 𝑗 ∈ N, tomamos 𝜓𝑗 = (1 + |𝜉|2)−𝑠
2 𝜙𝑗. Segue que (𝜓𝑗) ⊂ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛) e∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉) − 𝜓𝑗(𝜉)|2 d𝜇(𝜉) =
∫︁
R𝑛

|(1 + |𝜉|2) 𝑠
2𝑓(𝜉) − 𝜙𝑗(𝜉)|2 d𝜉 −→ 0,
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quando 𝑗 −→ ∞, ou seja, 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) é denso em 𝐿2(R𝑛, 𝜇). Em particular, S é denso em

𝐿2(R𝑛, 𝜇).

Agora, notemos que 𝑓 define uma distribuição temperada da seguinte forma:

⟨𝑓, 𝜙⟩ =
∫︁
R𝑛
𝑓(𝜉)𝜙(𝜉) d𝜇(𝜉), 𝜙 ∈ S .

Com isto, podemos definir ⟨ℱ−1𝑓, 𝜙⟩ = ⟨𝑓,ℱ−1𝜙⟩ e, assim, temos ℱ−1𝑓 ∈ S ′. Logo,
segue que ℱ−1𝑓 ∈ 𝐻𝑠. Desta forma, ℱ : 𝐻𝑠 → 𝐿2(R𝑛, 𝜇) é um isomorfismo.

Ainda, a mesma demonstração de (𝑖𝑖) do Teorema 3.2.9 serve para mostrar que
‖𝑓‖2

𝐿2(R𝑛,𝜇) = (2𝜋)−𝑛‖𝑓‖2
𝐿2(R𝑛,𝜇), para toda 𝑓 ∈ 𝐿2(R𝑛, 𝜇) e, com isso,

‖𝑓‖2
𝑠 =

∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠 d𝜉 =
∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2 d𝜇(𝜉) = ‖𝑓‖2
𝐿2(R𝑛,𝜇),

para toda 𝑓 ∈ 𝐻𝑠, concluindo a verificação da Observação 3.3.7.

Em particular, isto mostra que S é denso em 𝐻𝑠, para todo 𝑠 ∈ R.

Observação 3.3.8. Uma vez que 𝐻𝑠 é um espaço de Hilbert, ele é isomorfo ao seu dual
𝐻*

𝑠 . Contudo, é possível definir um isomorfismo entre 𝐻*
𝑠 e 𝐻−𝑠, o qual atua através do

produto interno natural de 𝐿2 nas transformadas de Fourier.

De fato, fixemos 𝑔 ∈ 𝐻−𝑠 e definamos 𝑓 ↦→ ⟨𝑔, 𝑓⟩ = (𝑓 |𝑔), para toda 𝑓 ∈ 𝐻𝑠.

Temos que 𝑓𝑔 = [(1 + |𝜉|2) 𝑠
2𝑓 ][(1 + |𝜉|2)−𝑠

2 𝑔] e, pela Desigualdade de Hölder, segue:
∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)𝑔(𝜉)| d𝜉 ≤
(︂∫︁

R𝑛
|𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠 d𝜉

)︂ 1
2
(︂∫︁

R𝑛
|𝑔(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)−𝑠 d𝜉

)︂ 1
2
< ∞,

ou seja, (𝑓 |𝑔) ∈ C. Disto segue que 𝑔 está bem definido e ainda |(𝑓 |𝑔)| ≤ ‖𝑓‖𝑠‖𝑔‖−𝑠, para
toda 𝑓 ∈ 𝐻𝑠. Logo, 𝑔 ∈ 𝐻*

𝑠 .

Por outro lado, seja ℎ ∈ 𝐻*
𝑠 . Então, existe uma constante 𝐶1 > 0 tal que, para

𝑓 ∈ 𝐻𝑠, com ‖𝑓‖𝑠 ≤ 1,
|⟨ℎ, 𝑓⟩| ≤ 𝐶1.

Em particular, |⟨ℎ, 𝜙⟩| ≤ 𝐶1, para toda 𝜙 ∈ S com ‖𝜙‖𝑠 ≤ 1. Ainda, uma vez que ℎ é
um elemento de S ′, existe uma constante 𝐶 > 0, de modo que

|⟨ℎ̂, ˇ̂𝜙⟩| ≤ 𝐶, ‖𝜙‖𝑠 ≤ 1.

Se definirmos 𝜓(𝜉) = (1 + |𝜉|2) 𝑠
2𝜙(−𝜉), temos que 𝜓 ∈ S , logo 𝜓 ∈ S e, se ‖𝜙‖𝑠 ≤ 1,

então (︂∫︁
R𝑛

|𝜓(𝜉)|2 d𝜉
)︂ 1

2
=
(︂∫︁

R𝑛
(1 + |𝜉|2)𝑠|𝜙(−𝜉)|2 d𝜉

)︂ 1
2

≤ 1,

ou seja, ‖𝜓‖𝐿2 ≤ 1. Desta forma, temos que |⟨(1 + |𝜉|2)
−𝑠
2 ℎ̂, 𝜓⟩| ≤ 𝐶, para toda 𝜓 ∈ S

com ‖𝜓‖𝐿2 ≤ 1. Pela auto dualidade de 𝐿2, segue que (1 + |𝜉|2)−𝑠
2 ℎ̂ ∈ 𝐿2, e portanto

ℎ ∈ 𝐻−𝑠.
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Por fim, vejamos que a norma ‖·‖−𝑠 é equivalente à norma do dual 𝐻*
𝑠 . Observemos

que dadas ℎ ∈ 𝐻−𝑠 e 𝜙 ∈ 𝐻𝑠, com ‖𝜙‖𝑠 ≤ 1, existe uma constante 𝐶1 > 0 de modo que

|⟨ℎ, 𝜙⟩| = 𝐶1|⟨ℎ̂, ^̌𝜙⟩| ≤ 𝐶1

∫︁
R𝑛

|ℎ̂(𝜉)|(1 + |𝜉|2)−𝑠
2 |𝜙(−𝜉)|(1 + |𝜉|2) 𝑠

2 d𝜉,

e, pela Desigualdade de Hölder, segue

‖ℎ‖ = sup
‖𝜙‖𝑠≤1

|⟨ℎ, 𝜙⟩| ≤ sup
‖𝜙‖𝑠≤1

{𝐶1‖ℎ‖−𝑠‖𝜙‖𝑠} ≤ 𝐶1‖ℎ‖−𝑠.

Por outro lado, notamos que (1+|·|2)−𝑠ˇ̂ℎ ∈ S ′. Então, definindo 𝜙0 = ℱ−1[(1 + | · |2)−𝑠
ˇ̂
ℎ]

‖ℎ‖−𝑠

,

segue que 𝜙0 ∈ 𝐻𝑠 e ‖𝜙0‖𝑠 = 1. Com isso, temos ⟨ℎ, 𝜙0⟩ = 𝐶1⟨ℎ̂, ˇ̂𝜙0⟩ = 𝐶1‖ℎ‖−𝑠. Portanto,
‖ℎ‖−𝑠 ≤ 𝐶2‖ℎ‖, para alguma constante 𝐶2 > 0. Assim, identificamos o espaço dual de
𝐻𝑠, 𝐻

*
𝑠 , com o espaço 𝐻−𝑠, para todo 𝑠 ∈ R.

Observação 3.3.9. Se 𝑠 ≤ 𝑡 então 𝐻𝑡 ⊂ 𝐻𝑠, sendo a inclusão uma aplicação contínua.

De fato, se 𝑓 ∈ 𝐻𝑡 então a desigualdade abaixo implica que 𝑓 ∈ 𝐻𝑠 e que a
aplicação inclusão 𝐼 : 𝐻𝑡 → 𝐻𝑠, dada por 𝐼(𝑓) = 𝑓, é contínua:

‖𝑓‖2
𝑠 =

∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠 d𝜉 ≤
∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑡 d𝜉 = ‖𝑓‖2
𝑡 .

Em particular, 𝐻𝑠 ⊂ 𝐻0 = 𝐿2, para todo 𝑠 ≥ 0. Consequentemente, os elementos de 𝐻𝑠

são funções de 𝐿2 sempre que 𝑠 ≥ 0.

Exemplo 3.3.10. Vejamos que 𝑓 : R → R, definida por 𝑓(𝑥) = (𝜋𝑥)−1 sen(2𝜋𝑥), pertence
a 𝐻𝑠, para todo 𝑠 ∈ R.

Primeiro, observamos que se 𝜓 é a função característica do intervalo [−1, 1] ⊂ R,
então 𝜓 ∈ S ′. Ainda:

ℱ−1(𝜓)(𝑥) = (2𝜋)−1
∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑖𝑦𝑥𝜓(𝑦) dy

= (2𝜋)−1
∫︁ 1

−1
𝑒𝑖𝑦𝑥 dy

= (𝜋𝑥)−1 sen(2𝜋𝑥), 𝑥 ∈ R.

Logo, 𝑓 = 𝜓 e, consequentemente, 𝑓(1+|𝜉|2)𝑠 ∈ 𝐿2(R), para todo 𝑠 ∈ R. Portanto,
𝑓 ∈ 𝐻𝑠, para qualquer 𝑠 ∈ R. Observamos ainda que 𝑓 decai como 1

𝑥
quando 𝑥 −→ ∞.

Isto mostra que os elementos de 𝐻𝑠 não necessariamente decaem rapidamente no infinto.

Exemplo 3.3.11. Consideremos novamente a distribuição 𝛿=delta de Dirac.
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Como já visto anteriormente, 𝛿 é a função constante igual a 1. Desta forma, temos
que:

‖𝛿‖2
𝑠 =

∫︁
R𝑛

|𝛿(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠 d𝜉

=
∫︁
R𝑛

(1 + |𝜉|2)𝑠 d𝜉,

ou seja, 𝛿 ∈ 𝐻𝑠 se, e somente se, 𝑠 < −𝑛
2 .

O próximo resultado relaciona as derivadas em 𝐿2 (no sentido das distribuições)
com derivadas no sentido clássico.

Lema 3.3.12 (FOLLAND, Lem. 6.5, p. 194). (Lema de Sobolev): Se 𝑘 ∈ Z+ e
𝑠 > 𝑘 + 𝑛

2 , então 𝐻𝑠 ⊂ 𝐶𝑘(R𝑛) e existe uma constante 𝐶 = 𝐶𝑠,𝑘 > 0 tal que:

sup
|𝛼|≤𝑘

sup
𝑥∈R𝑛

|𝜕𝛼𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑠, 𝑓 ∈ 𝐻𝑠.

Demonstração. Sejam 𝑓 ∈ 𝐻𝑠, 𝛼 ∈ N𝑛 e suponhamos que 𝑠 > 𝑘 + 𝑛
2 , para algum

𝑘 ∈ Z+. Notemos primeiro que, pela fórmula de inversão da Transformada de Fourier,
temos 𝜕𝛼𝑓(𝑥) = (2𝜋)−𝑛

∫︁
R𝑛
𝑒𝑖𝑦·𝑥(𝜕𝛼𝑓 )̂(𝑦) dy . Logo, se (𝜕𝛼𝑓 )̂ ∈ 𝐿1, então 𝜕𝛼𝑓 é contí-

nua. Mas, pelo Teorema 3.3.5, temos que 𝜕𝛼𝑓 ∈ 𝐻𝑠−𝑘, para |𝛼| ≤ 𝑘. Assim, segue que∫︁
R𝑛

|(𝜕𝛼𝑓 )̂(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠−𝑘 d𝜉 < ∞, para todo |𝛼| ≤ 𝑘.

Como 𝑘 − 𝑠 < −𝑛
2 , segue da Desigualdade de Hölder que:∫︁

R𝑛
|(𝜕𝛼𝑓 )̂(𝜉)| d𝜉 ≤

(︂∫︁
R𝑛

|(𝜕𝛼𝑓 )̂(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠−𝑘 d𝜉
)︂ 1

2
(︂∫︁

R𝑛
(1 + |𝜉|2)𝑘−𝑠 d𝜉

)︂ 1
2
< ∞.

Desta forma, temos que (𝜕𝛼𝑓 )̂ ∈ 𝐿1 e, consequentemente, 𝜕𝛼𝑓 é contínua, para todo
|𝛼| ≤ 𝑘. Com isso, 𝑓 ∈ 𝐶𝑘(R𝑛).

Ainda, pela fórmula de inversão da Transformada de Fourier, temos que |𝜕𝛼𝑓(𝑥)| ≤
(2𝜋)−𝑛‖(𝜕𝛼𝑓 )̂ ‖𝐿1 , para todo 𝑥 ∈ R𝑛. Logo, sup

𝑥∈R𝑛
|𝜕𝛼𝑓(𝑥)| ≤ (2𝜋)−𝑛‖(𝜕𝛼𝑓 )̂ ‖𝐿1 .

Para completar a demonstração, basta mostrarmos que ‖(𝜕𝛼𝑓 )̂ ‖𝐿1 ≤ 𝐶1‖𝑓‖𝑠, para
qualquer |𝛼| ≤ 𝑘 e para algum 𝐶1 > 0.

Ora, uma vez que (𝜕𝛼𝑓 )̂ = (𝑖𝜉)𝛼𝑓, para |𝛼| ≤ 𝑘,∫︁
R𝑛

|(𝜕𝛼𝑓 )̂(𝜉)| d𝜉 =
∫︁
R𝑛

|𝜉𝛼𝑓(𝜉)| d𝜉

≤
∫︁
R𝑛

(1 + |𝜉|2)
|𝛼|
2 |𝑓(𝜉)| d𝜉

≤
∫︁
R𝑛

(1 + |𝜉|2) 𝑘
2 |𝑓(𝜉)| d𝜉

≤
(︂∫︁

R𝑛
|𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠 d𝜉

)︂ 1
2
(︂∫︁

R𝑛
(1 + |𝜉|2)𝑘−𝑠 d𝜉

)︂ 1
2

= 𝐶1‖𝑓‖𝑠,

onde 𝐶1 =
(︂∫︁

R𝑛
(1 + |𝜉|2)𝑘−𝑠 d𝜉

)︂ 1
2
.
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Corolário 3.3.13. Se 𝑓 ∈ 𝐻𝑠 para todo 𝑠 ∈ R, então 𝑓 ∈ 𝐶∞(R𝑛).

Demonstração. Dado 𝑘 ∈ N, existe 𝑠 ∈ R tal que 𝑠 > 𝑘 + 𝑛
2 . Logo, 𝑓 ∈ 𝐻𝑠 implica, pelo

Lema 3.3.12, que 𝑓 ∈ 𝐶𝑘.

Corolário 3.3.14. Toda distribuição de suporte compacto pertence a 𝐻𝑠, para algum
𝑠 ∈ R.

Demonstração. Seja 𝑓 ∈ E ′(R𝑛). Pelo Teorema 2.4.19, existem um compacto 𝐾 ⊂ R𝑛,

uma constante 𝐶1 > 0 e um inteiro 𝑚 > 0 de modo que:

|⟨𝑓, 𝜙⟩| ≤ 𝐶1
∑︁

|𝛼|≤𝑚

sup
𝑥∈𝐾

|𝜕𝛼𝜙(𝑥)|, 𝜙 ∈ S .

Tomando 𝑠 = 𝑘+ 𝑛

2 + 1, pelo Lema de Sobolev segue que, para alguma constante
𝐶 > 0,

|⟨𝑓, 𝜙⟩| ≤ 𝐶‖𝜙‖𝑠, 𝜙 ∈ S .

Como S é denso em 𝐻𝑠, segue que 𝑓 pode ser estendido de forma única a um
funcional linear contínuo em 𝐻𝑠 e, consequentemente, 𝑓 ∈ 𝐻−𝑠.

Observação 3.3.15. Dado 𝑘 ∈ Z+, consideremos o subespaço 𝐵𝐶𝑘 das funções 𝑓 ∈ 𝐶𝑘,

cujas derivadas de ordem menor ou igual a 𝑘 são limitadas. Vejamos que 𝐻𝑠 ⊂ 𝐵𝐶𝑘 se,
e somente se, 𝑠 > 𝑘 + 𝑛

2 .

De fato, pelo Lema de Sobolev 3.3.12, temos que 𝐻𝑠 ⊂ 𝐵𝐶𝑘, se 𝑠 > 𝑘+ 𝑛
2 . Agora,

suponhamos que 𝐻𝑠 ⊂ 𝐵𝐶𝑘 e consideremos a aplicação inclusão 𝐼 : 𝐻𝑠 → 𝐵𝐶𝑘. Vejamos
que seu gráfico 𝐺(𝐼) é fechado em 𝐻𝑠 × 𝐵𝐶𝑘. Seja (𝑓𝑗) uma sequência em 𝐻𝑠 de modo
que 𝑓𝑗 −→ 𝑓 em 𝐻𝑠 e 𝐼(𝑓𝑗) −→ 𝑔 em 𝐵𝐶𝑘. Assumiremos aqui que a convergência em
𝐻𝑠 implica na convergência em S ′, fato este que será provado de maneira mais geral (a
saber, Teorema 3.4.8) para os espaços 𝐵𝑝,𝑘, dos quais 𝐻𝑠 é um caso particular. Desta
forma, temos que 𝑓𝑗 −→ 𝑓 em S ′.

Agora, dada 𝜓 ∈ S , por 𝑓𝑗 −→ 𝑔 em 𝐵𝐶𝑘, segue que:

|⟨𝑓𝑗 − 𝑔, 𝜓⟩| ≤
∫︁
R𝑛

|𝑓𝑗(𝑥) − 𝑔(𝑥)||𝜓(𝑥)| dx ≤ sup
𝑥∈R𝑛

|𝑓𝑗(𝑥) − 𝑔(𝑥)|
∫︁
R𝑛

|𝜓(𝑥)| dx −→ 0,

quando 𝑗 −→ 0. Logo, 𝑓𝑗 = 𝐼(𝑓𝑗) −→ 𝑔 em S ′ e, pela unicidade do limite, 𝑓 = 𝑔

como distribuição temperada. Mas, uma vez que 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐, temos 𝑓 ≡ 𝑔 e, portanto,

(𝑓, 𝑔) ∈ 𝐺(𝐼).
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Pelo Teorema do Gráfico Fechado (ver (BRÉZIS; ESTEBAN, 1984)), segue que
existe uma constante 𝐶 > 0 tal que ‖𝐼(𝑓)‖𝐵𝐶𝑘 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑠, para toda 𝑓 ∈ 𝐻𝑠. Logo,

sup
|𝛼|≤𝑘

sup
𝑥∈R𝑛

|𝜕𝛼𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑠, 𝑓 ∈ 𝐻𝑠,

ou seja, a aplicação 𝑓 ↦→ 𝜕𝛼𝑓 é contínua, para todo |𝛼| ≤ 𝑘. Mais ainda, o conjunto dos
funcionais lineares 𝜕𝛼𝑓 é limitado, para |𝛼| ≤ 𝑘.

Considerando 𝑥 ∈ R𝑛 fixo, temos que o conjunto 𝐷 = {𝜕𝛼𝛿𝑥; |𝛼| ≤ 𝑘}, onde
⟨𝜕𝛼𝛿𝑥, 𝑓⟩ = (−𝑖)|𝛼|𝜕𝛼𝑓(𝑥), 𝑓 ∈ 𝐻𝑠, é limitado em 𝐻−𝑠. Assim, existe 𝐴 > 0 tal que
‖𝜕𝛼𝛿(· − 𝑥)‖−𝑠 ≤ 𝐴, para todo |𝛼| ≤ 𝑘. Mas isto significa que:∫︁

R𝑛
|(𝜕𝛼𝛿)̂(𝜉 − 𝑥)|2(1 + |𝜉|2)−𝑠 d𝜉 ≤ 𝐴, ∀ |𝛼| ≤ 𝑘. (3.17)

Se tomarmos 𝛼 = (𝑘, 0, . . . , 0) ∈ N𝑛, a integral acima pode ser escrita como∫︁
R𝑛

|𝜉𝑘
1 |2(1 + |𝜉 + 𝑥|2)−𝑠 d𝜉,

onde o integrando se comporta como |𝜉|2𝑘−2𝑠 para 𝜉 suficientemente grande.

Mas a aplicação 𝜉 ↦→ |𝜉|𝑟, 𝜉 ∈ R𝑛, é integrável (pela Proposição 2.2.28) no infinito
se, e somente se 𝑟 < −𝑛. Consequentemente, (3.17) vale se, e somente se 𝑠 > 𝑘+ 𝑛

2 , como
queríamos demonstrar.

Lema 3.3.16 (FOLLAND, Lem. 6.10, p. 197). Para quaisquer 𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛 e 𝑠 ∈ R, vale:(︃
1 + |𝜉|2

1 + |𝜂|2

)︃𝑠

≤ 2|𝑠|(1 + |𝜉 − 𝜂|2)|𝑠|.

Demonstração. Pela desigualdade triangular e por 2|𝜉− 𝜂‖𝜂| ≤ |𝜂|2 + |𝜉− 𝜂|2, temos que:

|𝜉|2 ≤ (|𝜉 − 𝜂| + |𝜂|)2 = |𝜉 − 𝜂|2 + 2|𝜉 − 𝜂‖𝜂| + |𝜂|2 ≤ 2(|𝜉 − 𝜂|2 + |𝜂|2).

Disto, temos que 1 + |𝜉|2 ≤ 2(1 + |𝜉 − 𝜂|2 + |𝜂|2 + |𝜉 − 𝜂|2|𝜂|2) e, assim,

1 + |𝜉|2 ≤ 2(1 + |𝜉 − 𝜂|2)(1 + |𝜂|2), 𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛.

Agora, para 𝑠 > 0, basta elevar ambos os lados da desigualdade acima na potência
𝑠, para obter o resultado desejado. Por outro lado, para 𝑠 < 0, trocando 𝜉 por 𝜂 na
desigualdade acima, segue que (1 + |𝜂|2)−𝑠 ≤ 2−𝑠(1 + |𝜂 − 𝜉|2)−𝑠(1 + |𝜉|2)−𝑠, logo:(︃

1 + |𝜂|2

1 + |𝜉|2

)︃−𝑠

≤ 2−𝑠(1 + |𝜉 − 𝜂|2)−𝑠,

para quaisquer 𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛, donde segue o que queríamos demonstrar.

Lema 3.3.17 (FOLLAND, Lem. 6.11, p. 197). Sejam 𝑟 < 𝑠 < 𝑡. Para todo 𝜀 > 0, existe
𝐶 = 𝐶𝜀 > 0 tal que

‖𝑓‖2
𝑠 ≤ 𝜀‖𝑓‖2

𝑡 + 𝐶‖𝑓‖2
𝑟, 𝑓 ∈ 𝐻𝑡.



Capítulo 3. Transformada de Fourier e os espaços 𝐵𝑝,𝑘 59

Demonstração. Dado 𝜀 > 0, é possível encontrar 𝐴𝜀 > 0 tal que (1 + 𝐴2
𝜀)𝑠 ≤ 𝜀(1 + 𝐴2

𝜀)𝑡.

Tomando 𝐶𝜀 = (1 + 𝐴2
𝜀)𝑠−𝑟, segue que:

- para |𝜉| ≤ 𝐴𝜀, temos |𝜉|2 ≤ 𝐴2
𝜀 e, com isso, (1 + |𝜉|2)𝑠−𝑟 ≤ (1 + 𝐴2

𝜀)𝑠−𝑟 ≤ 𝐶𝜀. Logo,
(1 + |𝜉|2)𝑠 ≤ 𝐶𝜀(1 + |𝜉|2)𝑟;

- para |𝜉| ≥ 𝐴𝜀, temos que 1+|𝜉|2 ≥ 1+𝐴2
𝜀 e, com isso, (1+|𝜉|2)𝑠−𝑡 ≤ (1+|𝜉|2)𝑠−𝑡 ≤ 𝜀.

Logo, (1 + |𝜉|2)𝑠 ≤ 𝜀(1 + |𝜉|2)𝑡.

Com isso, segue que (1 + |𝜉|2)𝑠 ≤ 𝜀(1 + |𝜉|2)𝑡 + 𝐶𝜀(1 + |𝜉|2)𝑟, 𝜉 ∈ R𝑛. Portanto,∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠 d𝜉 ≤
∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2
[︁
𝜀(1 + |𝜉|2)𝑡 + 𝐶𝜀(1 + |𝜉|2)𝑟

]︁
d𝜉 .

Vejamos que os espaços de Sobolev 𝐻𝑠 são invariantes por multiplicação por fun-
ções do espaço de Schwartz. Primeiro consideremos os caso em que 𝑠 = 𝑘 ∈ Z+. Dadas
𝜙 ∈ S , 𝑓 ∈ 𝐻𝑘, segue que 𝜙𝑓 ∈ 𝐿2, uma vez que:∫︁

R𝑛
|𝜙(𝑥)𝑓(𝑥)|2 dx ≤ 𝑀

∫︁
R𝑛

|𝑓(𝑥)|2 dx < ∞,

onde 𝑀 ≥ sup
𝑥∈R𝑛

|𝜙(𝑥)|2. Ainda, como 𝜕𝛽𝜙 ∈ S , para todo 𝛽 ∈ N𝑛, e 𝜕𝛽𝑓 ∈ 𝐿2, para

|𝛽| ≤ 𝑘, segue que 𝜕𝛽𝜙𝜕𝛼−𝛽𝑓 ∈ 𝐿2, para todo |𝛽| ≤ 𝑘. Logo, pela Regra de Leibniz,

temos que 𝜕𝛼(𝜙𝑓) =
∑︁
𝛽≤𝛼

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ 𝜕𝛽𝜙𝜕𝛼−𝛽𝑓 ∈ 𝐿2, para todo |𝛼| ≤ 𝑘. Consequentemente,

𝜙𝑓 ∈ 𝐻𝑘.

O caso geral 𝑠 ∈ R demanda um pouco mais de trabalho e será tratado abaixo.

Proposição 3.3.18 (FOLLAND, Pro. 6.12, p. 198). Se 𝜙 ∈ S , a aplicação 𝑓 ↦→ 𝜙𝑓, 𝑓 ∈
𝐻𝑠, é limitada em 𝐻𝑠, 𝑠 ∈ R.

Demonstração. Mostremos primeiro que a aplicação está bem definida, ou seja, dadas
𝑓 ∈ 𝐻𝑠, 𝜙 ∈ S , temos que 𝜙𝑓 ∈ 𝐻𝑠. Pela Proposição 3.2.11, (𝜙𝑓 )̂ = (2𝜋)−𝑛𝜙 * 𝑓.

Desta forma,

(1 + |𝜉|2) 𝑠
2 (𝜙𝑓 )̂(𝜉) = (1 + |𝜉|2) 𝑠

2 (2𝜋)−𝑛𝜙 * 𝑓(𝜉)

= (2𝜋)−𝑛
∫︁
R𝑛

(1 + |𝜉|2) 𝑠
2𝜙(𝜉 − 𝜂)𝑓(𝜂) d𝜂

= (2𝜋)−𝑛
∫︁
R𝑛

(︃
1 + |𝜉|2

1 + |𝜂|2

)︃ 𝑠
2

𝜙(𝜉 − 𝜂)(1 + |𝜂|2) 𝑠
2𝑓(𝜂) d𝜂 .

Definindo 𝐾(𝜉, 𝜂) =
(︃

1 + |𝜉|2

1 + |𝜂|2

)︃ 𝑠
2

𝜙(𝜉 − 𝜂), temos, pelo Lema 3.3.17,

|𝐾(𝜉, 𝜂)| ≤ 2
|𝑠|
2 (1 + |𝜉 − 𝜂|2)

|𝑠|
2 |𝜙(𝜉 − 𝜂)|,
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para quaisquer 𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛.

Assim,
∫︁
R𝑛

|𝐾(𝜉, 𝜂)| d𝜉 < ∞ e
∫︁
R𝑛

|𝐾(𝜉, 𝜂)| d𝜂 = 𝐶 < ∞, já que 𝜙 ∈ S , e usando
a Desigualdade de Hölder, segue:

∫︁
R𝑛

|𝐾(𝜉, 𝜂)||𝑓(𝜂)|(1 + |𝜂|2) 𝑠
2 d𝜂 ≤ 𝐶

(︂∫︁
R𝑛

|𝐾(𝜉, 𝜂)||𝑓(𝜂)|2(1 + |𝜂|2)𝑠 d𝜂
)︂ 1

2
.

Disto e do Teorema de Fubini,∫︁
R𝑛

(1 + |𝜉|2)𝑠|(𝜙𝑓 )̂(𝜉)|2 d𝜉 = (2𝜋)−2𝑛
∫︁
R𝑛

⃒⃒⃒⃒∫︁
R𝑛
𝐾(𝜉, 𝜂)(1 + |𝜂|2) 𝑠

2𝑓(𝜂) d𝜂
⃒⃒⃒⃒2

d𝜉

≤ (2𝜋)−2𝑛
∫︁
R𝑛

(︂∫︁
R𝑛

|𝐾(𝜉, 𝜂)||𝑓(𝜂)|(1 + |𝜂|2) 𝑠
2 d𝜂

)︂2
d𝜉

≤ (2𝜋)−2𝑛
∫︁
R𝑛
𝐶2

∫︁
R𝑛

|𝐾(𝜉, 𝜂)||𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠 d𝜂 d𝜉

= (2𝜋)−2𝑛𝐶2
∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜂)|2(1 + |𝜂|2)𝑠
∫︁
R𝑛

|𝐾(𝜉, 𝜂)| d𝜉 d𝜂

= (2𝜋)−2𝑛𝐶3‖𝑓‖2
𝑠.

Portanto, 𝜙𝑓 ∈ 𝐻𝑠 e, ainda, temos que ‖𝜙𝑓‖𝑠 ≤ 𝐶 ′‖𝑓‖𝑠, onde 𝐶 ′ = (2𝜋)−𝑛𝐶
3
2 .

Definição 3.3.19. Seja Ω ⊂ R𝑛 aberto. Definimos o espaço local de Sobolev 𝐻 𝑙𝑜𝑐
𝑠 (Ω)

como o conjunto de todas as distribuições 𝑓 em Ω tais que, para todo aberto limitado Ω0,

com Ω0 ⊂ Ω, existe 𝑔 ∈ 𝐻𝑠, de modo que 𝑓 = 𝑔 em Ω0.

Proposição 3.3.20 (FOLLAND, Pro. 6.13, p. 198). Seja 𝑠 ∈ R. Então 𝑓 ∈ 𝐻 𝑙𝑜𝑐
𝑠 (Ω) se,

e somente se, 𝜙𝑓 ∈ 𝐻𝑠 para toda 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (Ω). E ainda, 𝐻𝑠 ⊂ 𝐻 𝑙𝑜𝑐

𝑠 (Ω) para todo aberto
Ω ⊂ R𝑛.

Demonstração. (⇒) Sejam 𝑓 ∈ 𝐻 𝑙𝑜𝑐
𝑠 (Ω), 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω) e consideremos 𝐾 = 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙) ⊂ Ω.
Tomando 𝑈 ⊂ Ω aberto tal que 𝐾 ⊂ 𝑈 ⊂ 𝑈 ⊂ Ω, temos que existe 𝑔 ∈ 𝐻𝑠 tal que 𝑓 = 𝑔

em 𝑈. Logo, 𝜙𝑓 = 𝜙𝑔 e, pela proposição anterior, segue que 𝜙𝑔 ∈ 𝐻𝑠.

(⇐) Suponhamos 𝜙𝑓 ∈ 𝐻𝑠 para toda 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (Ω). Dado um aberto limitado Ω0 tal

que Ω0 ⊂ Ω0 ⊂ Ω, existe 𝜙0 ∈ 𝐶∞
𝑐 (Ω), de modo que 𝜙 = 1 em Ω0. Desta forma, 𝜙0𝑓 ∈ 𝐻𝑠

e 𝜙0𝑓 = 𝑓 em Ω0.

Em certo sentido, dizer que 𝑓 ∈ 𝐻 𝑙𝑜𝑐
𝑠 (Ω) significa que 𝑓 cumpre o requisito de

suavidade para estar em 𝐻𝑠 em Ω, mas não impõe condições de integrabilidade global.

3.4 Os espaços 𝐵𝑝,𝑘

No estudo sobre a teoria de Equações Diferenciais Parciais é importante termos
condições que garantam a existência de soluções e, sempre que possível, dar afirmações
precisas sobre as regularidades de tais soluções.
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Nesta seção, estudaremos um pouco sobre os espaços onde são buscadas as solu-
ções fundamentais com maior regularidade de EDP’s. Mais precisamente, veremos quais
propriedades estes espaços possuem e como isto se traduz em relação à regularidade de
seus elementos.

Uma condição na regularidade de uma distribuição ou função 𝑢 (com suporte
compacto) pode também ser considerada como uma condição no comportamento de �̂�(𝜉)
quando 𝜉 −→ ∞. Para classificar este comportamento podemos, por exemplo, questionar
para quais “funções peso” 𝑘 é válida a condição 𝑘�̂� ∈ 𝐿𝑝(R𝑛).

O conjunto de todas as distribuições temperadas 𝑢 ∈ S ′ com a propriedade des-
crita acima é denotado por 𝐵𝑝,𝑘. Os casos mais interessantes se dão quando 𝑝 = 1, 2 ou
∞.

Definição 3.4.1. Uma função positiva 𝑘 definida em R𝑛 é chamada de função peso
temperada se existirem 𝐶,𝑁 > 0 tais que:

𝑘(𝜉 + 𝜂) ≤ (1 + 𝐶|𝜉|)𝑁𝑘(𝜂), 𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛. (3.18)

O conjunto de tais funções 𝑘 será denotado por K .

De (3.18) segue que 𝑘(−𝜉 + 𝜂) ≤ (1 +𝐶|𝜉|)𝑁𝑘(𝜂). Logo, tomando 𝜂 = 𝜎+ 𝜉 nesta
última desigualdade, segue que 𝑘(𝜎) ≤ (1 + 𝐶|𝜉|)𝑁𝑘(𝜉 + 𝜎). Consequentemente, para
𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛 :

(1 + 𝐶|𝜉|)−𝑁 ≤ 𝑘(𝜉 + 𝜂)
𝑘(𝜂) ≤ (1 + 𝐶|𝜉|)𝑁 .

Logo, 𝑘(𝜉 + 𝜂)
𝑘(𝜂) −→ 1 quando 𝜉 −→ 0 e, assim, 𝑘 é contínua.

Ainda, se 𝜂 = 0 segue que 𝑘(0)(1 + 𝐶|𝜉|)−𝑁 ≤ 𝑘(𝜉) ≤ 𝑘(0)(1 + 𝐶|𝜉|)𝑁 , para todo

𝜉 ∈ R𝑛. Para cada 𝑘 ∈ K , definimos 𝑀𝑘 : R𝑛 → R, por 𝑀𝑘(𝜉) = sup
𝜂∈R𝑛

𝑘(𝜉 + 𝜂)
𝑘(𝜂) . Isto é,

𝑀𝑘 é a “menor” função para a qual vale 𝑘(𝜉 + 𝜂) ≤ 𝑀𝑘(𝜉)𝑘(𝜂).

Vemos que 𝑀𝑘 é sub-multiplicativa, ou seja, 𝑀𝑘(𝜉 + 𝜂) ≤ 𝑀𝑘(𝜉)𝑀𝑘(𝜂), para
quaisquer 𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛 e, ainda, que 𝑀𝑘(𝜉) ≤ (1 +𝐶|𝜉|)𝑁 para todo 𝜉 ∈ R𝑛. Com isso, segue
que:

𝑀𝑘(𝜉 + 𝜂)
𝑀𝑘(𝜂) ≤ 𝑀𝑘(𝜉) ≤ (1 + 𝐶|𝜉|)𝑁 , 𝜉, 𝜂 ∈ R𝑁 .

Desta forma, temos que 𝑀𝑘 ∈ K , para qualquer 𝑘 ∈ K .

Ainda pela sub-multiplicatividade de 𝑀𝑘 segue, para 𝑣 ∈ N :

𝑀𝑘(0) = 𝑀𝑘(𝑣𝜉 − 𝑣𝜉) ≤ 𝑀𝑘(𝑣𝜉)𝑀𝑘(−𝑣𝜉) ≤ [𝑀𝑘(𝜉)]𝑣𝑀𝑘(−𝑣𝜉) ≤ [𝑀𝑘(𝜉)]𝑣(1 + 𝐶𝑣|𝜉|)𝑁 .

Logo, temos que 1 = 𝑀𝑘(0) ≤ 𝑀𝑘(𝜉)(1 + 𝐶𝑣|𝜉|)𝑁
𝑣 e, uma vez que (1 + 𝐶𝑣|𝜉|)𝑁

𝑣 −→ 1
quando 𝑣 −→ ∞, concluímos que 1 = 𝑀𝑘(0) ≤ 𝑀𝑘(𝜉), para todo 𝜉 ∈ R𝑛.
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Exemplo 3.4.2. Sejam 𝑠 ∈ R e 𝑘𝑠(𝜉) = (1 + |𝜉|2) 𝑠
2 . Os espaços 𝐻𝑠 correspondem ao

espaço 𝐵2,𝑘𝑠 , ou seja, dos elementos 𝑓 ∈ S ′ tais que 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐 e ‖𝑘𝑠𝑓‖𝐿2 < ∞.

De fato, vejamos que 𝑘𝑠 ∈ K . Observemos que, para quaisquer 𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛 :

1 + |𝜉 + 𝜂|2 ≤ 1 + |𝜉|2 + 2|𝜉‖𝜂| + |𝜂|2 ≤ (1 + |𝜉|)2(1 + |𝜂|2).

Daí, para 𝑠 > 0 segue que (1 + |𝜉 + 𝜂|2) 𝑠
2 ≤ (1 + |𝜉|)𝑠(1 + |𝜂|2) 𝑠

2 . Por outro lado,
se 𝑠 < 0, tomando 𝜉 = −𝜉 e 𝜂 = 𝜉 + 𝜂 temos que 1 + |𝜂|2 ≤ (1 + |𝜉|2)(1 + |𝜉 + 𝜂|2) e,
consequentemente,

(1 + |𝜂|2)−𝑠
2

(1 + |𝜉 + 𝜂|2)−𝑠
2

≤ (1 + |𝜉|)−𝑠.

Portanto, segue que 𝑘𝑠(𝜉 + 𝜂) ≤ (1 + |𝜉|)|𝑠|𝑘𝑠(𝜂), para quaisquer 𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛. Logo,
𝑘𝑠 ∈ K .

Exemplo 3.4.3. Se 𝑃 é um polinômio não nulo definido em R𝑛 então a função 𝑃 dada

por 𝑃 (𝜉) =
⎛⎝ ∑︁

𝛼∈N𝑛

|𝜕𝛼𝑃 (𝜉)|2
𝛼!2

⎞⎠ 1
2

, 𝜉 ∈ R𝑛, é uma função peso temperada.

Vejamos que 𝑃 ∈ K . Aqui usaremos a notação 𝜕𝛼𝑃 = 𝑃 (𝛼), para 𝛼 ∈ N𝑛.

Primeiramente, definimos o conjunto Λ𝑚,𝑛 = {𝛼 ∈ N𝑛; |𝛼| ≤ 𝑚} = {𝛼0, 𝛼1, · · · , 𝛼𝑀},
onde assumimos que 𝛼0 = 0 ∈ N𝑛 e 𝑃 (𝛼𝑀 )(𝜉) = constante ̸= 0, para todo 𝜉 ∈ R𝑛. Ainda,
para simplificar a notação, escreveremos 𝑃 (𝛼𝑗) = 𝑃 (𝛼𝑗)(𝜂), uma vez que 𝜂 ∈ R𝑛 estará
fixado. Assim, usando Série de Taylor em volta do ponto 𝜂 ∈ R𝑛, obtemos,

𝑃 (𝜉+𝜂) =
∑︁

|𝛽|≤𝑚

𝑃 (𝛽) 𝜉
𝛽

𝛽! ,
𝑃 (𝛼1)(𝜉 + 𝜂)

𝛼1!
=

∑︁
|𝛽|≤𝑚−|𝛼1|

𝑃 (𝛼1+𝛽)

𝛼1!
𝜉𝛽

𝛽! , . . . ,
𝑃 (𝛼𝑀 )(𝜉 + 𝜂)

𝛼𝑀 ! = 𝑃 (𝛼𝑀 )

𝛼𝑀 ! .

Agora, para cada 𝜉 ∈ R𝑛 temos:(︃
𝑃 (𝜉 + 𝜂), . . . , 𝑃

(𝛼𝑀 )(𝜉 + 𝜂)
𝛼𝑀 !

)︃
=
(︃
𝑃,
𝑃 (𝛼1)

𝛼1!
, . . . ,

𝑃 (𝛼𝑀 )

𝛼𝑀 !

)︃
+
⎛⎝ ∑︁

0<|𝛽|≤𝑚

𝑃 (𝛽) 𝜉
𝛽

𝛽! , . . . , 0
⎞⎠ .

Desta forma, aplicando a norma euclideana em ambos os lados e utilizando a
desigualdade triangular, concluímos que

𝑃 (𝜉 + 𝜂) ≤ 𝑃 (𝜂) +

⎯⎸⎸⎸⎷
⎛⎝ ∑︁

0<|𝛽|≤𝑚

𝑃 (𝛽) 𝜉
𝛽

𝛽!

⎞⎠2

+
⎛⎝ ∑︁

0<|𝛽|≤𝑚−|𝛼1|

𝑃 (𝛼1+𝛽)

𝛼1!
𝜉𝛽

𝛽!

⎞⎠2

+ · · · + 02

≤ 𝑃 (𝜂) +
∑︁

0<|𝛽|≤𝑚

|𝑃 (𝛽)| |𝜉
𝛽|
𝛽! +

∑︁
0<|𝛽|≤𝑚−|𝛼1|

|𝑃 (𝛼1+𝛽)|
𝛼1!

|𝜉𝛽|
𝛽! + · · · + 0

≤ 𝑃 (𝜂) + |𝑃 (𝛼1)|
𝛼1!

∑︁
0<|𝛽|≤𝑚

|𝜉𝛽| + · · · + |𝑃 (𝛼𝑀 )|
𝛼𝑀 !

∑︁
0<|𝛽|≤𝑚

|𝜉𝛽|

= 𝑃 (𝜂) +
(︃

|𝑃 (𝛼1)|
𝛼1!

, . . . ,
|𝑃 (𝛼𝑀 )|
𝛼𝑀 !

)︃
·

⎛⎝ ∑︁
0<|𝛽|≤𝑚

|𝜉𝛽|, . . . ,
∑︁

0<|𝛽|≤𝑚

|𝜉𝛽|

⎞⎠ ,
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e, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

𝑃 (𝜉 + 𝜂) ≤ 𝑃 (𝜂) + 𝑃 (𝜂)

⎯⎸⎸⎸⎷𝑀
⎛⎝ ∑︁

0<|𝛽|≤𝑚

|𝜉𝛽|

⎞⎠2

≤ 𝑃 (𝜂)
⎛⎝1 +𝑀

∑︁
0<|𝛽|≤𝑚

|𝜉||𝛽|

⎞⎠ .
Finalmente, se |𝜉| ≤ 1, então

1 +𝑀
∑︁

0<|𝛽|≤𝑚

|𝜉||𝛽| ≤ 1 +𝑀2|𝜉| ≤ (1 +𝑀2|𝜉|)𝑚.

Por outro lado, se |𝜉| ≥ 1, então

1 +𝑀
∑︁

0<|𝛽|≤𝑚

|𝜉||𝛽| ≤ 1 +𝑀2|𝜉|𝑚 ≤ 1 +𝑀2𝑚|𝜉|𝑚 ≤ (1 +𝑀2|𝜉|)𝑚.

Portanto, 𝑃 (𝜉 + 𝜂) ≤ (1 + 𝑀2|𝜉|)𝑚𝑃 (𝜂), para quaisquer 𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛, uma vez que
𝑀 depende apenas da dimensão 𝑛 e do grau 𝑚 do polinômio 𝑃. Logo 𝑃 ∈ K . Deste
exemplo, segue a próxima observação.

Observação 3.4.4. Se 𝑃 é um polinômio não nulo definido em R𝑛, então a função
𝜉 ↦→ 𝑃 (𝑖𝜉), 𝜉 ∈ R𝑛, também é uma função peso temperada.

De fato, se 𝑃 (𝜉) =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝜉
𝛼, 𝑎𝛼 ∈ C, então podemos escrever:

𝑃 (𝑖𝜉) =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼(𝑖𝜉)𝛼 =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝑖
|𝛼|𝜉𝛼 =

∑︁
𝛼|≤𝑚

𝑏𝛼𝜉
𝛼,

onde 𝑏𝛼 = 𝑖|𝛼|𝑎𝛼. Assim, como 𝑄(𝜉) :=
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑏𝛼𝜉
𝛼 é um polinômio definido em R𝑛, temos

que �̃�(𝜉) = 𝑃 (𝑖𝜉) define uma função peso temperada.

Para simplificar a notação denotamos a aplicação 𝜉 ↦→ 𝑃 (𝑖𝜉), 𝜉 ∈ R𝑛, por 𝑃 (𝑖𝜉).
Mostramos a seguir que K é fechado por soma, produto, supremo e ínfimo.

Teorema 3.4.5 (HÖRMANDER, 2005, Teo. 10.1.4, p. 5). Se 𝑘1, 𝑘2 ∈ K , então segue
𝑘1 + 𝑘2, 𝑘1𝑘2, sup{𝑘1, 𝑘2}, inf{𝑘1, 𝑘2} ∈ K . Além disso, se 𝑘 ∈ K , então 𝑘𝑠 ∈ K , para
todo 𝑠 ∈ R e, dada 𝜇 uma medida positiva, segue que ou 𝜇*𝑘 ∈ K ou 𝜇*𝑘(𝜉) = ∞, para
todo 𝜉 ∈ R𝑛.

Demonstração. Sejam 𝑘1, 𝑘2 ∈ K . Então existem 𝐶1, 𝐶2, 𝑁1, 𝑁2 > 0 tais que:

𝑘1(𝜉 + 𝜂) ≤ (1 + 𝐶1|𝜉|)𝑁1𝑘1(𝜂)

e
𝑘2(𝜉 + 𝜂) ≤ (1 + 𝐶2|𝜉|)𝑁2𝑘2(𝜂).
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Tomando 𝐶 = 𝐶1 + 𝐶2 e 𝑁 = 𝑁1 +𝑁2, segue que:

(𝑘1 + 𝑘2)(𝜉 + 𝜂) ≤ (1 + 𝐶|𝜉|)𝑁(𝑘1 + 𝑘2)(𝜂), 𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛.

Logo, 𝑘1 + 𝑘2 ∈ K .

Agora, suponhamos, sem perda de generalidade, 𝑁1, 𝑁2 > 1. Daí, temos que:

(𝑘1𝑘2)(𝜉 + 𝜂) ≤ (1 + 𝐶|𝜉|)𝑁(𝑘1𝑘2)(𝜂), 𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛,

onde 𝐶 = 𝐶1 + 𝐶2, 𝑁 = 2(𝑁1 +𝑁2).

O caso sup{𝑘1, 𝑘2} é obtido tomando 𝐶 = max{𝐶1, 𝐶2} e 𝑁 = max{𝑁1, 𝑁2}. Para
mostrar que inf{𝑘1, 𝑘2} ∈ K , observamos inicialmente que 1

𝑘1
,

1
𝑘2

∈ K . Com isto temos

que sup
(︂ 1
𝑘1
,

1
𝑘2

)︂
∈ K , ou seja, 1

inf{𝑘1, 𝑘2}
∈ K e, consequentemente, inf{𝑘1, 𝑘2} ∈ K .

Agora, sejam 𝑠 ∈ R e 𝑘 ∈ K dados. Se 𝑠 > 0, então segue imediatamente que
𝑘(𝜉+𝜂)𝑠 ≤ (1+𝐶|𝜉|)𝑠𝑁𝑘(𝜂)𝑠. Por outro lado, se 𝑠 < 0, observando que para todo 𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛

vale 𝑘(𝜂) ≤ (1 + 𝐶|𝜉|)𝑁𝑘(𝜉 + 𝜂),

𝑘(𝜂)−𝑠 ≤ (1 + 𝐶|𝜉|)−𝑠𝑁𝑘(𝜉 + 𝜂)−𝑠 ⇒ 𝑘(𝜉 + 𝜂)𝑠 ≤ (1 + 𝐶|𝜉|)|𝑠|𝑁𝑘(𝜂)𝑠.

Portanto, 𝑘𝑠 ∈ K .

Finalmente, seja 𝜇 uma medida positiva. Dados 𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛, segue que:

(𝜇 * 𝑘)(𝜉 + 𝜂) = ⟨𝜇, ˇ𝑘𝜉+𝜂⟩

=
∫︁
R𝑛
𝑘(𝜉 + 𝜂 − 𝑥) d𝜇(x)

≤
∫︁
R𝑛

(1 + 𝐶|𝜉|)𝑁𝑘(𝜂 − 𝑥) d𝜇(x)

= (1 + 𝐶|𝜉|)𝑁(𝜇 * 𝑘)(𝜂).

Assim, se existir algum 𝜂 ∈ R𝑛 de modo que (𝜇 * 𝑘)(𝜂) < ∞, temos que 𝜇 * 𝑘 ∈ K . Caso
contrário, (𝜇 * 𝑘)(𝜉) = ∞ para todo 𝜉 ∈ R𝑛.

Teorema 3.4.6 (HÖRMANDER, 2005, Teo. 10.1.5, p. 5). Se 𝑘 ∈ K , então para todo
𝜀 > 0 existem 𝑘𝜀 ∈ K e constante 𝐶𝜀 tais que:

(i) 1 ≤ 𝑘𝜀(𝜉)
𝑘(𝜉) ≤ 𝐶𝜀, 𝜉 ∈ R𝑛;

(ii) 𝑀𝑘𝜀(𝜉) ≤ (1 + 𝐶|𝜉|)𝑁 , 𝜉 ∈ R𝑛.

Onde 𝐶,𝑁 > 0 são independentes de 𝜀 e 𝑀𝑘𝜀 −→ 1, uniformemente em compactos de
R𝑛, quando 𝜀 −→ 0.
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Demonstração. Seja 𝑘 ∈ K e, para cada 𝜀 > 0, definamos 𝑘𝜀(𝜉) = sup
𝜂∈R𝑛

𝑒−𝜀|𝜂|𝑘(𝜉 − 𝜂).

Assim, temos que 𝑘𝜀 ∈ K e

𝑘(𝜉) = 𝑒−𝜀|0|𝑘(𝜉 − 0) ≤ sup
𝜂∈R𝑛

𝑒−𝜀|𝜂|𝑘(−𝜂 + 𝜉) ≤ sup
𝜂∈R𝑛

𝑒−𝜀|𝜂|(1 + 𝐶|𝜂|)𝑁𝑘(𝜉).

Tomando 𝐶𝜀 = sup
𝜂∈R𝑛

𝑒−𝜀|𝜂|(1 + 𝐶|𝜂|)𝑁 , segue que 𝑘(𝜉) ≤ 𝑘𝜀(𝜉) ≤ 𝐶𝜀𝑘(𝜉), 𝜉 ∈ R𝑛, o que

prova (𝑖).

Agora, como

𝑘𝜀(𝜉 + 𝜏) = sup
𝜂∈R𝑛

𝑒−𝜀|𝜂|𝑘(𝜉 + 𝜏 − 𝜂) ≤ sup
𝜂∈R𝑛

𝑒−𝜀|𝜂|(1 + 𝐶|𝜏 |)𝑁𝑘(𝜉 − 𝜂) = (1 + 𝐶|𝜏 |)𝑁𝑘𝜀(𝜉),

segue que 𝑀𝑘𝜀(𝜏) ≤ (1 + 𝐶|𝜏 |)𝑁 , 𝜏 ∈ R𝑛, provando (𝑖𝑖).

Finalmente, provemos que 𝑀𝑘𝜀 −→ 1 em compactos, quando 𝜀 −→ 0. Primeiro,
notemos que 𝑘𝜀(𝜉) = sup

𝜂∈R𝑛
𝑒−𝜀|𝜂|𝑘(𝜉 − 𝜂) = sup

𝜂∈R𝑛
𝑒−𝜀|𝜉−𝜂|𝑘(𝜂). Desta forma, segue que

𝑘𝜀(𝜉 + 𝜏) = sup
𝜂∈R𝑛

𝑒−𝜀|𝜉+𝜏−𝜂|𝑘(𝜂) ≤ 𝑒𝜀|𝜏 | sup
𝜂∈R𝑛

𝑒−𝜀|𝜉−𝜂|𝑘(𝜂) = 𝑒𝜀|𝜏 |𝑘𝜀(𝜉), 𝜉 ∈ R𝑛.

Como 1 ≤ 𝑀𝑘𝜀 , segue que 1 ≤ 𝑀𝑘𝜀(𝜉) ≤ 𝑒𝜀|𝜉|, 𝜉 ∈ R𝑛. Isto conclui a demonstração
do teorema.

Definição 3.4.7. Sejam 𝑘 ∈ K e 1 ≤ 𝑝 < ∞. Denotamos por 𝐵𝑝,𝑘 o conjunto de todas
as distribuições 𝑢 ∈ S ′ tais que �̂� ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐 e

‖𝑢‖𝑝,𝑘 :=
[︂
(2𝜋)−𝑛

∫︁
R𝑛

|𝑘(𝜉)�̂�(𝜉)|𝑝 d𝜉
]︂ 1

𝑝

< ∞.

No caso 𝑝 = ∞, definimos ‖𝑢‖∞,𝑘 = sup
𝜉∈R𝑛

ess |𝑘(𝜉)�̂�(𝜉)|.

Observamos que (𝐵𝑝,𝑘, ‖ · ‖𝑝,𝑘) é um espaço vetorial normado. O fator (2𝜋)−𝑛 é
introduzido por conveniência, motivado pela fórmula (𝑖𝑖) do Teorema 3.2.9, e nos dá:

‖𝑢‖2,𝑃 (𝑖𝜉) =
[︂
(2𝜋)−𝑛

∫︁
R𝑛

|𝑃 (𝑖𝜉)�̂�(𝜉)|2 d𝜉
]︂ 1

2

=
⎡⎣∫︁

R𝑛

∑︁
|𝛼|≤𝑚

|𝜕𝛼𝑃 (𝑖𝜉)�̂�(𝜉)|2(2𝜋)−𝑛 d𝜉
⎤⎦ 1

2

=
⎡⎣ ∑︁

|𝛼|≤𝑚

∫︁
R𝑛

|𝜕𝛼 [𝑃𝑢] (𝜉)|2 d𝜉
⎤⎦ 1

2

=
⎡⎣ ∑︁

|𝛼|≤𝑚

‖𝜕𝛼 [𝑃𝑢] ‖2
𝐿2

⎤⎦ 1
2

.
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Teorema 3.4.8 (HÖRMANDER, 2005, Teo. 10.1.7, p. 7). Para quaisquer 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ e
𝑘 ∈ K , 𝐵𝑝,𝑘 é um espaço de Banach, com a norma da Definição 3.4.7. Temos também
que S ⊂ 𝐵𝑝,𝑘 ⊂ S ′ no sentido topológico, isto é, a topologia em S (respectivamente
em 𝐵𝑝,𝑘) é mais fina que a topologia lá induzida por 𝐵𝑝,𝑘 (respectivamente S ′). E ainda,
𝐶∞

𝑐 (R𝑛) é denso em 𝐵𝑝,𝑘, se 𝑝 < ∞.

Demonstração. Começamos definindo o conjunto

𝐿𝑝,𝑘 := {𝑓 : R𝑛 → C; 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐 e (2𝜋)−𝑛‖𝑘𝑓‖𝑝 < ∞}.

Mostraremos que vale a inclusão S ⊂ 𝐿𝑝,𝑘 ⊂ S ′ no sentido topológico e, pela continui-
dade da Transformada de Fourier em S e em S ′, teremos o resultado desejado.

Primeiramente, vejamos que 𝐿𝑝,𝑘 é um espaço de Banach. Se (𝑓𝑗) ⊂ 𝐿𝑝,𝑘 é uma
sequência de Cauchy, então (𝑘𝑓𝑗) é uma sequência de Cauchy em 𝐿𝑝, logo converge para
alguma 𝑔 ∈ 𝐿𝑝. Definindo 𝑓 = 𝑔/𝑘, temos que 𝑓𝑗 −→ 𝑓 em 𝐿𝑝,𝑘. Portanto, 𝐿𝑝,𝑘 é um
espaço de Banach.

Notemos que se 𝜙 ∈ S , segue que∫︁
R𝑛

|𝑘(𝜉)𝜙(𝜉)|𝑝 d𝜉 ≤
∫︁
R𝑛

|𝑘(0)(1 + 𝐶|𝜉|)𝑁𝜙(𝜉)|𝑝 d𝜉 < ∞,

logo, 𝜙 ∈ 𝐿𝑝,𝑘. Ainda, dada 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝑘, a Desigualdade de Hölder (Teorema 2.2.22) nos dá:
∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)𝜙(𝜉)| d𝜉 ≤
[︂∫︁

R𝑛
|𝑘(𝜉)𝑓(𝜉)|𝑝 d𝜉

]︂ 1
𝑝
[︂∫︁

R𝑛
|𝜙(𝜉)𝑘−1(𝜉)|𝑝′ d𝜉

]︂ 1
𝑝′
< ∞, ∀ 𝜙 ∈ S ,

ou seja, 𝑓 ∈ S ′. Com isso, temos S ⊂ 𝐿𝑝,𝑘 ⊂ S ′, sendo as inclusões contínuas.

Como a Transformada de Fourier é um isomorfismo de S e S ′, será um isomor-
fismo entre 𝐿𝑝,𝑘 e ℱ−1(𝐿𝑝,𝑘) = 𝐵𝑝,𝑘. Disto segue que 𝐵𝑝,𝑘 é um espaço de Banach. Ainda,
se 𝑓𝑗 −→ 0 em S , então 𝑓𝑗 −→ 0 em S e, consequentemente, em 𝐿𝑝,𝑘. Logo, 𝑓𝑗 −→ 0
em 𝐵𝑝,𝑘. Por outro lado, se 𝑓𝑗 −→ 0 em 𝐵𝑝,𝑘, então 𝑓𝑗 −→ 0 em 𝐿𝑝,𝑘 e, desta forma,
𝑓𝑗 −→ 0 em S ′. Pela continuidade de ℱ−1 : S ′ → S ′, segue que 𝑓𝑗 −→ 0 em S ′. Logo,
S ⊂ 𝐵𝑝,𝑘 ⊂ S ′ também no sentido topológico.

Finalmente, sejam 1 ≤ 𝑝 < ∞ e 𝑓 ∈ 𝐵𝑝,𝑘 dados. Então, temos que 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝑘 e,
observando que 𝐶∞

𝑐 (R𝑛) é denso em 𝐿𝑝,𝑘, existe uma sequência (𝜙𝑗) ⊂ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) tal que

𝜙𝑗 −→ 𝑓 em 𝐿𝑝,𝑘. Consequentemente, a sequência (ℱ−1𝜙𝑗) ⊂ S é tal que ℱ−1𝜙𝑗 −→ 𝑓

em 𝐵𝑝,𝑘. Com isto, temos que S é denso em 𝐵𝑝,𝑘. Agora, por 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) ser denso em S

e, como a convergência em S implica convergência em 𝐵𝑝,𝑘, segue que 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) é denso

em 𝐵𝑝,𝑘.

Teorema 3.4.9 (HÖRMANDER, 2005, Teo. 10.1.8, p. 7). Sejam 𝑘1, 𝑘2 ∈ K e supo-
nhamos que exista uma constante 𝐶 > 0 de modo que

𝑘2(𝜉) ≤ 𝐶𝑘1(𝜉), 𝜉 ∈ R𝑛. (3.19)
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Então, segue que 𝐵𝑝,𝑘1 ⊂ 𝐵𝑝,𝑘2 , 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. Reciprocamente, se existe um aberto 𝑋 ̸= ∅
tal que 𝐵𝑝,𝑘1 ∩ E ′(𝑋) ⊂ 𝐵𝑝,𝑘2 , então (3.19) é válido.

Demonstração. Se (3.19) vale, para alguma constante 𝐶 > 0, então, para toda 𝑓 ∈ 𝐵𝑝,𝑘1 ,

|𝑘2(𝜉)𝑓(𝜉)| ≤ 𝐶|𝑘1(𝜉)𝑓(𝜉)| ⇒ ‖𝑓‖𝑝,𝑘2 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑝,𝑘1 .

Logo, 𝑓 ∈ 𝐵𝑝,𝑘2 .

Agora, seja 𝑋 ̸= ∅ tal que 𝐵𝑝,𝑘1 ∩ E ′(𝑋) ⊂ 𝐵𝑝,𝑘2 . Tomemos um compacto 𝐹 ⊂ 𝑋

com interior não vazio e 𝐵 := 𝐵𝑝,𝑘1 ∩ E ′(𝐹 ). Vejamos que 𝐵 é um subespaço vetorial
fechado de 𝐵𝑝,𝑘1 . Naturalmente 𝐵 é um espaço vetorial, uma vez que 𝐵𝑝,𝑘1 e E ′(𝐹 ) são
espaços vetoriais. Além disso, se (𝜙𝑗) é uma sequência em 𝐵 convergindo para 𝜙 ∈ 𝐵𝑝,𝑘1 ,

então 𝜙𝑗 −→ 𝜙 em S ′. Logo, se 𝜓 ∈ S tem suporte contido no complementar de 𝐹,
então, ⟨𝜙, 𝜓⟩ = lim

𝑗−→∞
⟨𝜙𝑗, 𝜓⟩ = 0, ou seja, 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙) ⊂ 𝐹. Consequentemente, 𝜙 ∈ 𝐵.

Consideremos, agora, a aplicação inclusão 𝐼 : 𝐵 → 𝐵𝑝,𝑘2 , dada por 𝐼(𝑓) = 𝑓.

Mostremos que 𝐼 é uma transformação linear fechada. Com efeito, claramente 𝐼 é uma
transformação linear e, se (𝑓𝑗, 𝐼(𝑓𝑗)) é uma sequência convergindo para (𝑓, 𝑔) ∈ 𝐵×𝐵𝑝,𝑘2 ,

então 𝑓𝑗 −→ 𝑓 em 𝐵𝑝,𝑘1 e 𝑓𝑗 −→ 𝑔 em 𝐵𝑝,𝑘2 . Mas a convergência em 𝐵𝑝,𝑘 implica
convergência em S ′, logo 𝑓 = 𝑔 e assim 𝐺(𝐼) é fechado.

Uma vez que 𝐵𝑝,𝑘1 é um espaço de Banach, segue que 𝐵 é um espaço de Banach.
Consequentemente, pelo Teorema do Gráfico Fechado (ver (BRÉZIS; ESTEBAN, 1984)),
temos que 𝐼 é limitado, ou seja, existe uma constante 𝐶1 > 0 tal que

‖𝑢‖𝑝,𝑘2 ≤ 𝐶1‖𝑢‖𝑝,𝑘1 , ∀ 𝑢 ∈ 𝐵. (3.20)

Fixemos, agora, uma função 𝑢 ∈ 𝐶∞
𝑐 (𝐹 ) não nula. Uma vez que podemos estender

esta função para todo R𝑛 (fazendo 𝑢 ≡ 0 fora de 𝐹 ), segue que 𝑢 ∈ S e temos �̂� ∈ S

e 𝑢 ∈ S ′. Assim, temos 𝑢 ∈ 𝐵. Para cada 𝜂 ∈ R𝑛, definamos 𝑢𝜂(𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑒𝑖𝑥·𝜂, 𝑥 ∈ R𝑛,

donde, temos 𝑢𝜂 ∈ 𝐶∞
𝑐 (𝐹 ) e, assim, 𝑢𝜂 ∈ 𝐵. Observamos que

𝑢𝜂(𝜉) =
∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝑥·𝜉𝑢𝜂(𝑥) dx =

∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝑥·(𝜉−𝜂)𝑢(𝑥) dx = �̂�(𝜉 − 𝜂).

Ainda, temos:

𝑘1(𝜉)
𝑘1(𝜂) |�̂�(𝜉 − 𝜂)| ≤ 𝑀𝑘1(𝜉 − 𝜂)|�̂�(𝜉 − 𝜂)| ⇒ |𝑘1(𝜉)�̂�(𝜉 − 𝜂)| ≤ 𝑘1(𝜂)|𝑀𝑘1(𝜉 − 𝜂)�̂�(𝜉 − 𝜂)|,

e
𝑘2(𝜂)
𝑘2(𝜉)

|�̂�(𝜉 − 𝜂)| ≤ 𝑀𝑘2(𝜂 − 𝜉)|�̂�(𝜉 − 𝜂)| ⇒ |𝑘2(𝜉)�̂�(𝜉 − 𝜂)| ≥
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑘2(𝜂)�̂�(𝜉 − 𝜂)
𝑀𝑘2(𝜂 − 𝜉)

⃒⃒⃒⃒
⃒ .
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Consequentemente,

‖𝑢𝜂‖𝑝,𝑘1 = (2𝜋)
−𝑛
𝑝

(︂∫︁
R𝑛

|𝑘1(𝜉)𝑢𝜂(𝜉)|𝑝 d𝜉
)︂ 1

𝑝

≤ (2𝜋)
−𝑛
𝑝

(︂∫︁
R𝑛

|𝑘1(𝜉)𝑀𝑘1(𝜉 − 𝜂)�̂�(𝜉 − 𝜂)|𝑝 d𝜉
)︂ 1

𝑝

= 𝑘1(𝜂)‖𝑢‖𝑝,𝑀𝑘1
,

e

‖𝑢𝜂‖𝑝,𝑘2 = (2𝜋)
−𝑛
𝑝

(︂∫︁
R𝑛

|𝑘2(𝜉)𝑢𝜂(𝜉)|𝑝 d𝜉
)︂ 1

𝑝

≥ (2𝜋)
−𝑛
𝑝

(︃∫︁
R𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑘2(𝜂)�̂�(𝜉 − 𝜂)
𝑀𝑘2(𝜂 − 𝜉)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝

d𝜉
)︃ 1

𝑝

= 𝑘2(𝜂)‖𝑢‖𝑝,𝑘3 ,

onde 𝑘3(𝜉) = 1
𝑀𝑘2(−𝜉) .

Por isso e por 3.20, decorre que

𝑘2(𝜂)‖𝑢‖𝑝,𝑘3 ≤ ‖𝑢𝜂‖𝑝,𝑘2 ≤ 𝐶1‖𝑢𝜂‖𝑝,𝑘1 ≤ 𝐶1𝑘1(𝜂)‖𝑢‖𝑝,𝑀𝑘1
.

Logo, tomando 𝐶 =
𝐶1‖𝑢‖𝑝,𝑀𝑘1

‖𝑢‖𝑝,𝑘3

> 0, temos 𝑘2(𝜉) ≤ 𝐶𝑘1(𝜉), 𝜉 ∈ R𝑛.

Corolário 3.4.10 (HÖRMANDER, 2005, Cor. 10.1.9, p. 8). Se 𝑘1, 𝑘2 ∈ K , então
𝐵𝑝,𝑘1 ∩𝐵𝑝,𝑘2 = 𝐵𝑝,𝑘1+𝑘2 e, para toda 𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘1+𝑘2 , vale max

𝑗=1,2
‖𝑢‖𝑝,𝑘𝑗

≤ ‖𝑢‖𝑝,𝑘1+𝑘2 .

Demonstração. Como 𝑘𝑗 ≤ 𝑘1 +𝑘2, segue que 𝐵𝑝,𝑘1+𝑘2 ⊂ 𝐵𝑝,𝑘𝑗
e ‖𝑢‖𝑝,𝑘𝑗

≤ ‖𝑢‖𝑝,𝑘1+𝑘2 , para
𝑗 = 1, 2. Daí, 𝐵𝑝,𝑘1+𝑘2 ⊂ 𝐵𝑝,𝑘1 ∩𝐵𝑝,𝑘2 .

Por outro lado, se 𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘1 ∩𝐵𝑝,𝑘2 , segue pela Desigualdade de Minkowski que:

‖(𝑘1 + 𝑘2)�̂�‖𝑝 ≤ ‖𝑘1�̂�‖𝑝 + ‖𝑘2�̂�‖𝑝.

Logo, 𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘1+𝑘2 e ‖𝑢‖𝑝,𝑘1+𝑘2 ≤ ‖𝑢‖𝑝,𝑘1 + ‖𝑢‖𝑝,𝑘2 .

O próximo resultado nos dará condições para que a aplicação inclusão definida na
demonstração do Teorema 3.4.9 seja compacta.

Teorema 3.4.11 (HÖRMANDER, 2005, Teo. 10.1.10, p. 8). Sejam 𝑘1, 𝑘2 ∈ K e 𝑉 ⊂
R𝑛 compacto tais que 𝐵𝑝,𝑘1 ∩ E ′(𝑉 ) ⊂ 𝐵𝑝,𝑘2 . Então, a aplicação 𝐼 : 𝐵𝑝,𝑘1 ∩ E ′(𝑉 ) → 𝐵𝑝,𝑘2 ,

dada por 𝐼(𝑢) = 𝑢, é compacta se

𝑘2(𝜉)
𝑘1(𝜉)

−→ 0, 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝜉 −→ ∞. (3.21)

Reciprocamente, se a aplicação 𝐼 é compacta para algum conjunto 𝑉 com interior não
vazio, então (3.21) vale.
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Demonstração. Começamos supondo válido (3.21). Dada (𝑢𝑗) ⊂ 𝐵𝑝,𝑘1 ∩ E ′(𝑉 ) limitada,
digamos que ‖𝑢𝑗‖𝑝,𝑘1 ≤ 1, sem perda de generalidade. Provaremos que existe uma sub-
sequência de (𝑢𝑗) convergente em 𝐵𝑝,𝑘2 .

Primeiramente, tomemos 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) de modo que 𝜙 = 1 em uma vizinhança de

𝑉. Como 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢𝑗) ⊂ 𝑉, segue que 𝑢𝑗 = 𝜙𝑢𝑗, para todo 𝑗 ∈ N. Daí, temos que:

𝑢𝑗(𝜉) = (𝜙𝑢𝑗 )̂(𝜉) = (2𝜋)−𝑛(𝜙 * 𝑢𝑗)(𝜉) = (2𝜋)−𝑛
∫︁
R𝑛
𝜙(𝜉 − 𝜂)𝑢𝑗(𝜂) d𝜂 .

Multiplicando por 𝑘1(𝜉) e observando que 𝑘1(𝜉) ≤ 𝑀𝑘1(𝜉 − 𝜂)𝑘1(𝜂), temos que:

|𝑘1(𝜉)𝑢𝑗(𝜉)| ≤ (2𝜋)−𝑛
∫︁
R𝑛

|𝑀𝑘1(𝜉 − 𝜂)𝑘1(𝜂)𝜙(𝜉 − 𝜂)𝑢𝑗(𝜂)| d𝜂,

e, aplicando a Desigualdade de Hölder:

|𝑘1(𝜉)𝑢𝑗(𝜉)| ≤ (2𝜋)−𝑛‖𝑀𝑘1𝜙‖𝐿𝑝′ ‖𝑘1𝑢𝑗‖𝐿𝑝

= (2𝜋)−𝑛

(︁
1
𝑝

+ 1
𝑝′

)︁
‖𝑀𝑘1𝜙‖𝐿𝑝′ ‖𝑘1𝑢𝑗‖𝐿𝑝

= (2𝜋)
−𝑛
𝑝′ ‖𝑀𝑘1𝜙‖𝐿𝑝′ ‖𝑢𝑗‖𝑝,𝑘1

≤ (2𝜋)
−𝑛
𝑝′ ‖𝑀𝑘1𝜙‖𝐿𝑝′ .

De forma semelhante, e pelo fato de 𝜕𝛼𝑢𝑗 = (2𝜋)−𝑛𝜕𝛼(𝜙 * 𝑢𝑗) = (2𝜋)−𝑛(𝜕𝛼𝜙) * 𝑢𝑗,

para todo 𝛼 ∈ N𝑛, 𝑗 ∈ N, segue que |𝑘1(𝜉)𝜕𝛼𝑢𝑗(𝜉)| ≤ (2𝜋)
−𝑛
𝑝′ ‖𝑀𝑘1𝜕

𝛼𝜙‖𝐿𝑝′ . Consequente-
mente, temos que a sequência (𝑢𝑗) é uniformemente limitada e equicontínua em qualquer
compacto de R𝑛. Desta forma, a menos de subsequência, temos que a sequência (𝑢𝑗)
converge uniformemente em compactos.

Agora, dado 𝜖 > 0, tomemos 𝑆 > 0 de modo que 𝑘2(𝜉)
𝑘1(𝜉)

<
𝜖

2 se |𝜉| > 𝑆. Com isso,

sendo 𝜒1 e 𝜒2 as funções características, respectivamente, dos conjuntos {𝑥 ∈ R𝑛; |𝑥| ≤ 𝑆}
e {𝑥 ∈ R𝑛; |𝑥| > 𝑆}, pela Desigualdade de Minkowski temos, para 𝑗, 𝑙 ∈ N :

‖𝑢𝑗 − 𝑢𝑙‖𝑝,𝑘2 = (2𝜋)
−𝑛
𝑝

(︂∫︁
R𝑛

|𝑘2(𝜉)[𝑢𝑗(𝜉) − 𝑢𝑙(𝜉)]|𝑝 d𝜉
)︂ 1

𝑝

= (2𝜋)
−𝑛
𝑝 ‖(𝜒1 + 𝜒2)𝑘2(𝑢𝑗 − 𝑢𝑙)‖𝐿𝑝

≤ (2𝜋)
−𝑛
𝑝 (‖𝜒1𝑘2(𝑢𝑗 − 𝑢𝑙)‖𝐿𝑝 + ‖𝜒2𝑘2(𝑢𝑗 − 𝑢𝑙)‖𝐿𝑝)

≤ 𝐴 sup
|𝜉|≤𝑆

|𝑢𝑗(𝜉) − 𝑢𝑙(𝜉)| + (2𝜋)
−𝑛
𝑝

(︃∫︁
|𝜉|>𝑆

|𝑘1(𝜉)
𝜖

2[𝑢𝑗(𝜉) − 𝑢𝑙(𝜉)]|𝑝 d𝜉
)︃ 1

𝑝

≤ 𝐴𝐶𝑗,𝑙 + 𝜖

2‖𝑢𝑗 − 𝑢𝑙‖𝑝,𝑘1

≤ 𝐴𝐶𝑗,𝑙 + 𝜖,

onde 𝐴 = (2𝜋)
−𝑛
𝑝

(︃∫︁
|𝜉|≤𝑆

d𝜉
)︃ 1

𝑝

sup
|𝜉|≤𝑆

|𝑘2(𝜉)| < ∞ e 𝐶𝑗,𝑙 −→ 0, quando 𝑗, 𝑙 −→ ∞.
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Desta forma, se 𝜌 > 0, podemos tomar 𝑆 ′ > 0 e 𝑗0 ∈ N adequados de modo
que ‖𝑢𝑗 − 𝑢𝑙‖𝑝,𝑘1 < 𝜌, 𝑗, 𝑙 ≥ 𝑗0, ou seja, a sequência (𝑢𝑗) é de Cauchy em 𝐵𝑝,𝑘2 . Con-
sequentemente, existe 𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘2 tal que 𝑢𝑗 −→ 𝑢 em 𝐵𝑝,𝑘2 . Portanto, a aplicação 𝐼 é
compacta.

Agora, suponhamos 𝐼 : 𝐵𝑝,𝑘1 ∩ E ′(𝑉 ) → 𝐵𝑝,𝑘2 compacta, para algum 𝑉 ⊂ R𝑛

compacto. Provemos que se (𝜉𝑗) ⊂ R𝑛 é tal que |𝜉𝑗| −→ ∞, então 𝑘2(𝜉𝑗)
𝑘1(𝜉𝑗)

−→ 0, quando
𝑗 −→ ∞.

Tomemos 𝑢 ∈ 𝐶∞
𝑐 (𝑉 ) não nula e, para cada 𝑗 ∈ N, 𝑢𝑗(𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑒𝑖𝑥·𝜉𝑗

𝑘1(𝜉𝑗)
. Assim,

como no Teorema 3.4.9, segue que:

‖𝑢𝑗‖𝑝,𝑘1 ≤ ‖𝑢‖𝑝,𝑀𝑘1
𝑒 ‖𝑢𝑗‖𝑝,𝑘2 ≥ ‖𝑢‖𝑝,𝑘3

𝑘2(𝜉𝑗)
𝑘1(𝜉𝑗)

, onde 𝑘3(𝜉) = 1
𝑀𝑘2(−𝜉) . (3.22)

Da primeira desigualdade, temos que a sequência (𝑢𝑗) é limitada em 𝐵𝑝,𝑘1 , logo,
por 𝐼 ser compacta, (𝑢𝑗) é relativamente compacta em 𝐵𝑝,𝑘2 . Então, a menos de uma
subsequência, podemos assumir que 𝑢𝑗 converge para algum 𝑣 em 𝐵𝑝,𝑘2 . Vejamos que
𝑢𝑗 −→ 0 em S ′.

Dada 𝜙 ∈ S , temos que ⟨𝑢𝑗, 𝜙⟩ = (𝑢𝜙)̂(−𝜉𝑗)
𝑘1(𝜉𝑗)

, 𝑗 ∈ N. Observemos que 𝑢𝜙 ∈ S

e, assim, (𝑢𝜙)̂ ∈ S . Consequentemente, |⟨𝑢𝑗, 𝜙⟩| ≤ |(𝑢𝜙)̂(−𝜉𝑗)|
(1 + 𝐶1|𝜉𝑗|)𝑁1

𝑘1(0) −→ 0,

quando |𝜉𝑗| −→ ∞. Logo, 𝑢𝑗 −→ 0 em S ′.

Como a topologia de 𝐵𝑝,𝑘2 é mais forte que a induzida por S ′, segue que 𝑢𝑗 −→ 𝑣

em S ′ e, consequentemente, 𝑢𝑗 −→ 0 em 𝐵𝑝,𝑘2 . Desta forma, segue de (3.22), que:

𝑘2(𝜉𝑗)
𝑘1(𝜉𝑗)

≤ ‖𝑢𝑗‖𝑝,𝑘2

‖𝑢‖𝑝,𝑘3

−→ 0, quando 𝑗 −→ ∞.

Estudaremos, agora, como operadores diferenciais lineares de coeficientes cons-
tantes atuam nos espaços 𝐵𝑝,𝑘. Lembramos que um operador 𝑃 deste tipo é escrito na
forma:

𝑃 =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝜕
𝛼,

para algum inteiro não negativo 𝑚, enquanto que o símbolo de 𝑃 é o polinômio dado por

𝑃 (𝜉) =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝜉
𝛼.

Além disso, 𝑃 é definida como no Exemplo 3.4.3. Manteremos a notação dos espaços
𝐵𝑝,𝑘, para 𝑘 ∈ K e 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.
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Teorema 3.4.12 (HÖRMANDER, 2005, Teo. 10.1.11, p. 10). Seja 𝑃 um operador
diferencial linear de coeficientes constantes. Se 𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘 então 𝑃𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘/𝑃 (𝑖𝜉).

Demonstração. Seja 𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘. Pelas propriedades da Transformada de Fourier (veja Teo-
rema 3.1.6), segue que

(𝑃𝑢)̂(𝜉) =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼(𝜕𝛼𝑢)̂(𝜉) =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼(𝑖𝜉)𝛼�̂�(𝜉) = 𝑃 (𝑖𝜉)�̂�(𝜉),

e ainda, observando que 𝑃 (𝑖𝜉) ≥ |𝑃 (𝑖𝜉)|, temos,⃒⃒⃒⃒
⃒(𝑃𝑢)̂(𝜉)𝑘(𝜉)

𝑃 (𝑖𝜉)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ |𝑘(𝜉)�̂�(𝜉)| ⇒ ‖𝑃𝑢‖𝑝,𝑘/𝑃 (𝑖𝜉) ≤ ‖𝑢‖𝑝,𝑘.

Logo, 𝑃𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘/𝑃 (𝑖𝜉).

Teorema 3.4.13 (HÖRMANDER, 2005, Teo. 10.1.12, p. 10). Se 𝑢1 ∈ 𝐵𝑝,𝑘1 ∩ E ′(R𝑛) e
𝑢2 ∈ 𝐵∞,𝑘2 então 𝑢2 * 𝑢1 ∈ 𝐵𝑝,𝑘1𝑘2 e vale

‖𝑢2 * 𝑢1‖𝑝,𝑘1𝑘2 ≤ ‖𝑢1‖𝑝,𝑘1‖𝑢2‖∞,𝑘2 (3.23)

Demonstração. Sejam 𝑢2 ∈ S ′, 𝑢1 ∈ E ′(R𝑛) e 𝜙 ∈ S . Como 𝑢1 ∈ E ′(R𝑛), existem um
compacto 𝐾, um inteiro não negativo 𝑚 e uma constante 𝐶1 > 0 tais que:

|𝑢1 * 𝜙(𝑥)| = |⟨𝑢1, 𝜙𝑥⟩| ≤ 𝐶1
∑︁

|𝛼|≤𝑚

sup
𝑦∈𝐾

|𝜕𝛼𝜙𝑥(𝑦)| = 𝐶1
∑︁

|𝛼|≤𝑚

sup
𝑦∈𝐾−{𝑥}

|𝜕𝛼𝜙(𝑦)|.

Com isso, para todo 𝑥 ∈ R𝑛, temos

|𝑥𝛼𝜕𝛽(𝑢1 * 𝜙)(𝑥)| ≤ 𝐶1
∑︁

|𝛾|≤𝑚

sup
𝑦∈𝐾−{𝑥}

|𝑥𝛼||𝜕𝛾+𝛽𝜙(𝑦)| ≤ 𝐶1
∑︁

|𝛾|≤𝑚

sup
𝑦∈R𝑛

|𝑥𝛼||𝜕𝛾+𝛽𝜙(𝑦)| ≤ 𝐶,

onde 0 < 𝐶 < ∞ é uma constante independente de 𝑥 ∈ R𝑛. Desta forma, segue que
𝑢1 * 𝜙 ∈ S e, ainda, se (𝜙𝑗) é uma sequência convergindo para zero em S , então
𝑢1 * 𝜙𝑗 −→ 0 também em S .

Desta forma, segue que

⟨𝑢2 * 𝑢1, 𝜙⟩ = [(𝑢2 * 𝑢1) * 𝜙] (0) = [𝑢2 * (𝑢1 * 𝜙)] (0) = ⟨𝑢2, 𝑢1 * 𝜙⟩

está bem definida e é contínua, ou seja, 𝑢2 * 𝑢1 ∈ S ′. Agora,

⟨(𝑢2 * 𝑢1)̂ , 𝜙⟩ = ⟨𝑢2, 𝑢1 * 𝜙⟩ =
⟨
𝑢2, (2𝜋)𝑛

(︁(︁
ℱ−1𝑢1

)︁
𝜙
)︁ ⟩

=
⟨
𝑢2, (2𝜋)𝑛

(︁
ℱ−1𝑢1

)︁
𝜙
⟩
.

Como 𝑢1 = (2𝜋)−𝑛 ^̂𝑢1, segue que ⟨(𝑢2 *𝑢1)̂, 𝜙⟩ = ⟨𝑢2, 𝑢1𝜙⟩ e, uma vez que 𝑢1 ∈ 𝐶∞, temos
(𝑢2 * 𝑢1)̂ = 𝑢2𝑢1 ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐.

Agora, notando que |𝑘2𝑢2| ≤ ‖𝑢2‖∞,𝑘2 (a menos de um conjunto de medida nula),
temos:

‖𝑢1 * 𝑢2‖𝑝,𝑘1𝑘2 = (2𝜋)
−𝑛
𝑝

(︂∫︁
R𝑛

|𝑘1(𝜉)𝑘2(𝜉)𝑢1(𝜉)𝑢2(𝜉)|𝑝 d𝜉
)︂ 1

𝑝

≤ ‖𝑢2‖∞,𝑘2‖𝑢1‖𝑝,𝑘1 < ∞,

o que garante 𝑢2 * 𝑢1 ∈ 𝐵𝑝,𝑘1𝑘2 .
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Segue mais um resultado útil na demonstração do teorema principal desse trabalho,
o qual assegura que 𝐵𝑝,𝑘 é fechado pela multiplicação por elementos de S .

Teorema 3.4.14 (HÖRMANDER, 2005, Teo. 10.1.15, p. 15). Se 𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘 e 𝜙 ∈ S

então 𝜙𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘 e vale
‖𝜙𝑢‖𝑝,𝑘 ≤ ‖𝜙‖1,𝑀𝑘

‖𝑢‖𝑝,𝑘 (3.24)

Demonstração. Sejam 𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘 e 𝜙 ∈ S . Então, se 𝑣 = 𝑢𝜙, pela Proposição 3.2.11, segue
que 𝑣(𝜉) = (𝑢𝜙)̂(𝜉) = (2𝜋)−𝑛(𝜙 * �̂�)(𝜉) = (2𝜋)−𝑛

∫︁
R𝑛
𝜙(𝜉 − 𝜂)�̂�(𝜂) d𝜂, 𝜉 ∈ R𝑛.

Desta forma, temos 𝑘(𝜉)𝑣(𝜉) = (2𝜋)−𝑛
∫︁
R𝑛
𝜙(𝜉 − 𝜂)𝑘(𝜉)�̂�(𝜂) d𝜂, e, uma vez que

𝑘(𝜉) ≤ 𝑀𝑘(𝜉 − 𝜂)𝑘(𝜂), segue

|𝑘(𝜉)𝑣(𝜉)| ≤ (2𝜋)−𝑛
∫︁
R𝑛

|𝜙(𝜉 − 𝜂)𝑀𝑘(𝜉 − 𝜂)||�̂�(𝜂)𝑘(𝜂)| d𝜂 = (2𝜋)−𝑛(|𝜙𝑀𝑘| * |�̂�𝑘|)(𝜉).

Observamos que 𝜙𝑀𝑘 ∈ 𝐿1, já que 𝜙 ∈ S e 𝑀𝑘(𝜉) ≤ (1 + 𝐶|𝜉|)𝑁 , para cer-
tas constantes 𝐶,𝑁 > 0. Pela Desigualdade de Young (veja Teorema 2.2.27) temos que
‖|𝜙𝑀𝑘|*|�̂�𝑘|‖𝐿𝑝 ≤ ‖𝜙𝑀𝑘‖𝐿1‖�̂�𝑘‖𝐿𝑝 . Consequentemente, ‖𝑘𝑣‖𝐿𝑝 ≤ (2𝜋)−𝑛‖𝜙𝑀𝑘‖𝐿1‖�̂�𝑘‖𝐿𝑝

e, portanto ‖𝑢𝜙‖𝑝,𝑘 ≤ ‖𝜙‖1,𝑀𝑘
‖𝑢‖𝑝,𝑘, como queríamos demonstrar.

Este teorema torna possível definir um subespaço local de 𝐵𝑝,𝑘, os espaços 𝐵𝑙𝑜𝑐
𝑝,𝑘.

A ideia por trás de tais espaços, é que seus elementos se comportam localmente como
os elementos de 𝐵𝑝,𝑘, mas não possuem restrições de crescimento no infinito. Dados
𝑘 ∈ K , 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, definimos o espaço local de 𝐵𝑝,𝑘, como

𝐵𝑙𝑜𝑐
𝑝,𝑘 := {𝑢 ∈ D ′(R𝑛); 𝜙𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘, ∀ 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛)}.

Muitos resultados provados para os espaços 𝐵𝑝,𝑘 se mantém válidos também para
os espaços 𝐵𝑙𝑜𝑐

𝑝,𝑘. Os mais relevantes para nossos objetivos são dados abaixo.

Teorema 3.4.15 (HÖRMANDER, 2005, Teo. 10.1.22, p. 14). Se 𝑢 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐
𝑝,𝑘, então

𝑃𝑢 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐
𝑝,𝑘/𝑃 (𝑖𝜉).

Demonstração. Dados 𝑢 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐
𝑝,𝑘 e 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛), tomemos 𝜓 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) tal que 𝜓 = 1 em

𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙). Pelas propriedades dos espaços 𝐵𝑝,𝑘, temos que 𝜓𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘 e 𝑃 (𝜓𝑢) ∈ 𝐵𝑝,𝑘/𝑃 (𝑖𝜉).

Consequentemente, 𝜙𝑃𝑢 = 𝜙𝑃 (𝜓𝑢) ∈ 𝐵𝑝,𝑘/𝑃 (𝑖𝜉), como queríamos provar.

Teorema 3.4.16 (HÖRMANDER, 2005, Teo. 10.1.23, p. 14). Se 𝑢 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐
𝑝,𝑘 e 𝜙 ∈

𝐶∞(R𝑛), então 𝜙𝑢 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐
𝑝,𝑘.

Demonstração. Se 𝑢 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐
𝑝,𝑘, então 𝜓𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘, para toda 𝜓 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛). Dada 𝜙 ∈ 𝐶∞(R𝑛),
temos que 𝜓𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛), e, portanto, 𝜓(𝜙𝑢) ∈ 𝐵𝑝,𝑘.
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Teorema 3.4.17 (HÖRMANDER, 2005, Teo. 10.1.24, p. 14). Sejam 𝑢1 ∈ 𝐵𝑝,𝑘1 ∩E ′(R𝑛)
e 𝑢2 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐

∞,𝑘2 . Então, 𝑢1 * 𝑢2 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐
𝑝,𝑘1𝑘2 .

Demonstração. Primeiramente observamos que 𝑢1 * 𝑢2 ∈ D ′(R𝑛) está bem definida (veja
Definição 2.4.36), uma vez que 𝑢1 ∈ E ′(R𝑛) e 𝑢2 ∈ D ′(R𝑛). Agora, dada 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛),
devemos mostrar que 𝜙(𝑢1 * 𝑢2) ∈ 𝐵𝑝,𝑘1𝑘2 . Para isso, consideremos o conjunto

𝑉 = {𝑥 ∈ R𝑛; (𝑥+ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢1)) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙) ̸= ∅}.

Assim, segue que 𝑥 ∈ 𝑉 se, e somente se, 𝑥 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙) − 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢1) e, logo, 𝑉 é compacto.
Com isso, podemos escolher 𝜓 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛) de modo que 𝜓 ≥ 0 e 𝜓 = 1 em 𝑉. Desta forma,
temos:

𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢1 * 𝑢2 − 𝑢1 * (𝜓𝑢2) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙)) = 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢1 * ((1 − 𝜓)𝑢2)) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙)

⊂ [𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢1) + 𝑠𝑢𝑝𝑝((1 − 𝜓)𝑢2)] ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙)

= ∅,

pois se 𝑦+𝑧 = 𝑥 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙), com 𝑦 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢1) e 𝑧 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝((1−𝜓)𝑢2), então 𝑧 = 𝑥−𝑦 ∈ 𝑉,

o que é uma contradição já que (1 − 𝜓)𝑢2 = 0 em 𝑉.

Logo, segue que 𝜙(𝑢1*𝑢2−𝑢1*(𝜓𝑢2)) ≡ 0, ou seja, 𝜙(𝑢1*𝑢2) ≡ 𝜙(𝑢1*(𝜓𝑢2). Como
𝑢2 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐

∞,𝑘2 , temos 𝜓𝑢2 ∈ 𝐵∞,𝑘2 e, pelo Teorema 3.4.13, 𝑢1 * (𝜓𝑢2) ∈ 𝐵𝑝,𝑘1𝑘2 . Portanto,
𝜙(𝑢1 * 𝑢2) ∈ 𝐵𝑝,𝑘1𝑘2 e assim 𝑢1 * 𝑢2 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐

𝑝,𝑘1𝑘2 .
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4 Teorema Principal

Neste capítulo, demonstraremos o resultado principal da dissertação, isto é, o
Teorema 1.0.1. Na Seção 4.1 apresentamos resultados auxiliares que serão usados na Seção
4.2 para demonstrar o resultado principal. Na Seção 4.3 mostramos algumas aplicações da
existência de soluções fundamentais regulares e por fim, na Seção 4.4, exploramos algumas
relações entre operadores hipoelípticos e suas soluções fundamentais. Os resultados aqui
expostos seguem de (HÖRMANDER, 2005), (ORTNER; WAGNER, 1997), (FOLLAND;
JOSEPH; THANGAVELU, 1983) e (HOUNIE, 1979).

4.1 Resultados Auxiliares
Fixado 𝑚 ∈ {0, 1, 2, ..., } indicaremos por C[𝑥]𝑚 o espaço vetorial dos polinômios

de coeficientes complexos com grau menor do que ou igual a 𝑚 definidos em C𝑛. Neste
espaço consideramos a norma dada por:

𝑄(𝑥) =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝑥
𝛼 ↦→ ‖𝑄‖ =

√︃ ∑︁
|𝛼|≤𝑚

|𝑎𝛼|2.

Lema 4.1.1. Seja 𝑋 ⊂ C𝑛 compacto. Então a aplicação Φ : {𝑄 ∈ C[𝑥]𝑚; ‖𝑄‖ = 1} → R
definida por Φ(𝑄) = min

𝑧∈𝑋
|𝑄(𝑧)|, é contínua.

Demonstração. Seja 𝑋 compacto tal que 𝑋 ⊂ {𝑥 ∈ C𝑛; |𝑥| ≤ 𝐴}. Dado 𝜌 > 0, tomemos
𝜀 = 𝜌/2(1 + 𝐴)𝑚𝐶1, onde 𝐶1 =

∑︁
|𝛼|≤𝑚

1. Desta forma, se 𝑃,𝑄 ∈ C[𝑥]𝑚 estão definidos por

𝑃 (𝜁) =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝜁
𝛼, 𝑄(𝜁) =

∑︁
|𝛼|≤𝑚

𝑏𝛼𝜁
𝛼, 𝜁 ∈ C𝑛,

e são tais que ‖𝑃 −𝑄‖ < 𝜀, então |𝑎𝛼 − 𝑏𝛼| < 𝜀, para todo |𝛼| ≤ 𝑚. Consequentemente,
para todo 𝑧 ∈ 𝑋 :

|𝑃 (𝑧) −𝑄(𝑧)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝑧
𝛼 −

∑︁
|𝛼|≤𝑚

𝑏𝛼𝑧
𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

≤
∑︁

|𝛼|≤𝑚

|𝑎𝛼 − 𝑏𝛼||𝑧||𝛼|

< 𝜀
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝐴|𝛼|

≤ 𝜀(1 + 𝐴)𝑚
∑︁

|𝛼|≤𝑚

1

< 𝜌.
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Agora, como |𝑃 | e |𝑄| são funções contínuas e 𝑋 é compacto, existem 𝑧𝑃 , 𝑧𝑄 ∈ 𝑋 tais
que:

Φ(𝑃 ) = |𝑃 (𝑧𝑃 )| , Φ(𝑄) = |𝑄(𝑧𝑄)|.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que Φ(𝑃 ) ≤ Φ(𝑄). Com isto, e pela desigual-
dade acima, temos que

|𝑄(𝑧𝑃 )| − 𝜌 < |𝑃 (𝑧𝑃 )| < |𝑄(𝑧𝑃 )| + 𝜌

e
|𝑃 (𝑧𝑄)| − 𝜌 < |𝑄(𝑧𝑄)| < |𝑃 (𝑧𝑄)| + 𝜌.

Logo, segue que |𝑄(𝑧𝑄)| − |𝑃 (𝑧𝑃 )| ≤ |𝑄(𝑧𝑃 )| − |𝑃 (𝑧𝑃 )| < 𝜌, ou seja

|Φ(𝑄) − Φ(𝑃 )| < 𝜌,

sempre que ‖𝑃 −𝑄‖ < 𝜀. Portanto, Φ é contínua.

Lema 4.1.2. Seja 𝑋𝑗 ⊂ C𝑛 compacto, onde 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝐿}. Então, a aplicação Ψ :
{𝑄 ∈ C[𝑥]𝑚; ‖𝑄‖ = 1} → R, dada por

Ψ(𝑄) = max{min{|𝑄(𝑧)|; 𝑧 ∈ 𝑋𝑗}; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐿},

é contínua.

Demonstração. Primeiramente observamos que, para cada 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝐿}, a aplicação
Φ𝑗 : {𝑄 ∈ C[𝑥]𝑚; ‖𝑄‖ = 1} → R, Φ𝑗(𝑄) = min

𝑧∈𝑋𝑗

|𝑄(𝑧)|, é contínua pelo Lema 4.1.1.
Agora, se tomarmos 𝐴 = max

1≤𝑗≤𝐿
{𝐴𝑗;𝑋𝑗 ⊂ {𝑥 ∈ C𝑛; |𝑥| ≤ 𝐴𝑗}}, seguindo a demonstração

do Lema 4.1.1, obtemos

|Φ𝑗(𝑄) − Φ𝑗(𝑃 )| < 𝜌, 𝑗 = 1, . . . , 𝐿,

sempre que ‖𝑄− 𝑃‖ < 𝜀, onde 𝜀 = 𝜌/2(1 + 𝐴)𝑚𝐶1.

Desta forma, analogamente ao que foi feito no Lema 4.1.1, é possível mostrar que
|Ψ(𝑄) − Ψ(𝑃 )| < 𝜌, desde que ‖𝑄− 𝑃‖ < 𝜀, o que conclui a demonstração.

Lema 4.1.3. Seja 𝑓 : R → R uma função par e analítica. Então 𝑔 : R𝑛 → R, definida
por 𝑔(𝑥) = 𝑓(|𝑥|), é uma função de classe 𝐶∞(R𝑛).

Demonstração. Observamos que fora da origem, pela Regra da Cadeia, a composição 𝑓∘|·|
é de classe 𝐶∞. Portanto, basta verificarmos que 𝑔 ∈ 𝐶∞ numa vizinhança da origem.

Por hipótese, a série
∞∑︁

𝑗=0

𝑓 (𝑗)(0)𝑡𝑗
𝑗! converge, para todo 𝑡 suficientemente próximo

de 0. Mas, como 𝑓 é par, podemos escrever esta série como
∞∑︁

𝑗=0

𝑓 (2𝑗)(0)(𝑡2)𝑗

(2𝑗)! .
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Assim, a série
∞∑︁

𝑗=0

𝑓 (2𝑗)(0)(|𝑥|2)𝑗

(2𝑗)! converge para 𝑥 ∈ R𝑛 numa vizinhança da origem,

uma vez que possui os mesmos coeficientes de uma série convergente. Desta forma, por
(KRANTZ; PARKS, 2002, Cor 1.1.15, p 10), a função

𝑔(𝑥) =
∞∑︁

𝑗=0

𝑓 (2𝑗)(0)(|𝑥|2)𝑗

(2𝑗)!

é de classe 𝐶∞ numa vizinhança da origem, como queríamos demonstrar.

Lema 4.1.4. Sejam 0 < 𝜀′ < 𝜀 fixados e 𝑃 : R → R uma função polinomial. Então

lim
𝑡→+∞

𝑒𝜀′𝑡

cosh (𝜀𝑡)𝑃 (𝑡) = 0.

Demonstração. Considerando 𝜀′ = 𝜀 − 𝜏, com 0 < 𝜏 < 𝜀 escolhido de modo apropriado,
temos por L’Hôpital:

lim
𝑡→∞

|𝑃 (𝑡)|
𝑒𝜏𝑡

= 0. (4.1)

Da definição de cosh 𝜀𝑡 segue que⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑒𝜀′𝑡𝑃 (𝑡)
cosh (𝜀𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 2𝑒𝜀′𝑡

𝑒𝜀𝑡
|𝑃 (𝑡)| = 2 |𝑃 (𝑡)|

𝑒𝜏𝑡
, ∀ 𝑡 ∈ R. (4.2)

De (4.1) e (4.2) segue o resultado.

Observação 4.1.5. lim
𝑡→∞

tanh (𝑡) = 1.

Com efeito, basta notarmos que tanh (𝑡) = 1 − 𝑒−2𝑡

1 + 𝑒−2𝑡
e que 𝑒−2𝑡 −→ 0, quando

𝑡 −→ ∞.

Lema 4.1.6. Sejam 𝜀 > 0 e 𝜂 ∈ C𝑛 fixados. Considere a função 𝑓 : R𝑛 → R dada
por 𝑓(𝑥) = 𝑒𝜂·𝑥/ cosh (𝜀|𝑥|), 𝑥 ∈ R𝑛. Dado 𝛼 ∈ N𝑛, temos que 𝜕𝛼𝑓 é uma soma finita de
parcelas da forma:

𝐶𝜂𝛽 𝑥
𝛽

|𝑥|𝑙
𝑓(𝑥)(tanh (𝜀|𝑥|))𝑘, 𝑥 ∈ (R𝑛 ∖ {0}),

sendo 𝑘, 𝑙 ∈ N, 𝛽, 𝛽 ∈ N𝑛 e 𝐶 uma constante que não depende 𝑥.

Demonstração. Primeiramente, observamos que pelo Lema 4.1.3, temos 𝑓 ∈ 𝐶∞(R𝑛).
Agora, a verificação deste Lema será feita por indução em |𝛼|. Nessa demonstração, 𝑥 ∈ R𝑛

é arbitrário.
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Se |𝛼| = 1 então 𝛼 = 𝑒𝑗 para algum 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Assim,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥) = 𝜂𝑗𝑒
𝜂·𝑥 cosh (𝜀|𝑥|) − 𝑒𝜂·𝑥 senh(𝜀|𝑥|)𝜀𝑥𝑗|𝑥|−1

(cosh (𝜀|𝑥|))2

= 𝜂𝑗𝑒
𝜂·𝑥

cosh (𝜀|𝑥|) − 𝜀𝑥𝑗

|𝑥|
𝑒𝜂·𝑥

cosh (𝜀|𝑥|)
senh(𝜀|𝑥|)
cosh (𝜀|𝑥|)

= 𝜂𝑗𝑓(𝑥) − 𝜀𝑥𝑗

|𝑥|
𝑓(𝑥) tanh (𝜀|𝑥|).

Suponhamos que o resultado seja válido para todo |𝛼| ≤ 𝑚 ∈ N. Provemos sua
validade no caso |𝛼| = 𝑚 + 1. Então, podemos escrever 𝛼 = 𝛼′ + 𝑒𝑗, onde |𝛼′| = 𝑚 e
𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Com isso, temos que 𝜕𝛼𝑓 = 𝜕

𝜕𝑥𝑗

[𝜕𝛼′
𝑓 ]. Usando a hipótese de indução,

temos que cada parcela de 𝜕𝛼𝑓 será do tipo:

𝜕

𝜕𝑥𝑗

⎡⎣𝐶𝜂𝛽𝑥𝛽

|𝑥|𝑙
𝑓(𝑥)(tanh (𝜀|𝑥|))𝑘

⎤⎦ , 𝛽, 𝛽 ∈ N𝑛, |𝛽| ≤ 𝑙 e 𝑘 ≤ 𝑚.

Escrevamos 𝜙(𝑥) = 𝐶𝜂𝛽𝑥𝛽

|𝑥|𝑙
e 𝜓(𝑥) = 𝑓(𝑥)(tanh (𝜀|𝑥|))𝑘. Assim, basta calcularmos

𝜕(𝜙𝜓)
𝜕𝑥𝑗

(𝑥). Notando que:

𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑗

(𝑥) = 𝛽𝑗𝐶𝜂
𝛽𝑥𝛽−𝑒𝑗

|𝑥|𝑙
− 𝐶𝜂𝛽𝑥𝛽+𝑒𝑗 𝑙

|𝑥|𝑙+2 ,

e, por outro lado:

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥) = 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥)(tanh (𝜀|𝑥|))𝑘 + 𝑘𝜀𝑥𝑗

|𝑥|
𝑓(𝑥)(tanh (𝜀|𝑥|))𝑘−1

(cosh (𝜀|𝑥|))2 .

Podemos escrever cada parcela de 𝜕𝛼𝑓 como:

𝐶𝜂𝛽

[︃
𝛽𝑗𝑥

𝛽−𝑒𝑗

|𝑥|𝑙
− 𝑙𝑥𝛽+𝑒𝑗

|𝑥|𝑙+2

]︃
𝑓(𝑥)(tanh (𝜀|𝑥|))𝑘 +

+ 𝜂𝛽𝑥𝛽

|𝑥|𝑙

[︃
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥)(tanh (𝜀|𝑥|))𝑘 + 𝑘𝜀𝑥𝑗

|𝑥|
𝑓(𝑥)(tanh (𝜀|𝑥|))𝑘−1

(cosh (𝜀|𝑥|))2

]︃
,

donde, após substituirmos a expressão conhecida para 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥) e observarmos a identidade
1

cosh2 = 1 − tanh2, obtemos o resultado desejado.

Lema 4.1.7. Se 𝑓 está definida como no Lema 4.1.6 e |𝜂| < 𝜀, então 𝑓 ∈ S .

Demonstração. Do Lema 4.1.6 segue que 𝑓 é analítica. Logo, pelo Lema 3.1.2, basta
provarmos que dados 𝛼, 𝛾 ∈ N𝑛, temos que lim

|𝑥|→∞
|𝑥𝛾𝜕𝛼𝑓(𝑥)| = 0.
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Observemos que, pelo Lema 4.1.6, como 𝜂 está fixado, é suficiente verificarmos
que, dados 𝑘, 𝑙 ∈ N e 𝛾 ∈ N𝑛

lim
|𝑥|→∞

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑥𝛾

|𝑥|𝑙
𝑓(𝑥)(tanh (𝜀|𝑥|))𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 0.

Mas a aplicação 𝑥 ↦→ 1/|𝑥|𝑙, 𝑥 ̸= 0, é limitada desde que |𝑥| seja suficientemente grande.
Além disso | tanh(𝜀|𝑥|)| ≤ 1, 𝑥 ∈ R𝑛. Logo, é suficiente provarmos que

lim
|𝑥|→∞

|𝑥𝛾𝑓(𝑥)| = 0.

Mas, notemos que, por Cauchy-Schwarz :

|𝑥𝛾𝑓(𝑥)| = |𝑥𝛾| 𝑒𝜂·𝑥

cosh (𝜀|𝑥|)

≤ |𝑥||𝛾| 𝑒|𝜂||𝑥|

cosh (𝜀|𝑥|) , 𝑥 ∈ R𝑛.

Como |𝜂| < 𝜀, pelo Lema 4.1.4 temos o resultado desejado.

Se 𝜁 ∈ C𝑛 é arbitrário e 𝑃 =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝜕
𝛼 é um operador diferencial parcial linear

de coeficientes constantes, então o operador 𝑃 (𝜕 + 𝜁) : D ′(R𝑛) → D ′(R𝑛) é definido por

𝑃 (𝜕 + 𝜁)𝑢 =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼(𝜕 + 𝜁)𝛼𝑢 :=
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼

∑︁
𝛽≤𝛼

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ 𝜁𝛽𝜕𝛼−𝛽𝑢. (4.3)

No próximo lema é conveniente denotar 𝑃 por 𝑃 (𝜕).

Lema 4.1.8. Seja 𝑃 (𝜕) =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝜕
𝛼, com 𝑎𝛼 ∈ C, |𝛼| ≤ 𝑚. Dados 𝜉 ∈ R𝑛, 𝜁 ∈ C𝑛,

𝑢 ∈ D ′(R𝑛) e 𝑣 ∈ S ′, temos:

(i) 𝑃 (𝜕)(𝑒𝜁·𝑥𝑢) = 𝑒𝜁·𝑥𝑃 (𝜕 + 𝜁)𝑢;

(ii) 𝑃 (𝜕 + 𝜁)ℱ−1𝑣 = ℱ−1(𝑃 (𝑖𝜉 + 𝜁)𝑣).

Demonstração. (i) Pela Regra de Leibniz temos:

𝑃 (𝜕)(𝑒𝜁·𝑥𝑢) =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼

∑︁
𝛽≤𝛼

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ 𝜕𝛽𝑒𝜁·𝑥𝜕𝛼−𝛽𝑢.

Como 𝜕𝛽𝑒𝜁·𝑥 = 𝜁𝛽𝑒𝜁·𝑥, segue que:

𝑃 (𝜕)(𝑒𝜁·𝑥𝑢) =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼

∑︁
𝛽≤𝛼

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ 𝜁𝛽𝑒𝜁·𝑥𝜕𝛼−𝛽𝑢

= 𝑒𝜁·𝑥 ∑︁
|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼

∑︁
𝛽≤𝛼

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ 𝜁𝛽𝜕𝛼−𝛽𝑢

= 𝑒𝜁·𝑥𝑃 (𝜕 + 𝜁)𝑢,
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sendo que na última igualdade usamos (4.3).

(ii) Primeiramente, observemos que de (4.3) resulta

𝑃 (𝜕 + 𝜁)ℱ−1𝑣 =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼

∑︁
𝛽≤𝛼

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ 𝜁𝛽𝜕𝛼−𝛽(ℱ−1𝑣). (4.4)

Agora, pelo Teorema 3.2.9, temos que ℱ(𝜕𝛼−𝛽𝑣) = (𝑖𝜉)𝛼−𝛽𝑣. Assim, segue que
(𝑖𝜉)𝛼−𝛽𝑣 = ℱ(𝜕𝛼−𝛽ℱ−1𝑣), e, consequentemente ℱ−1((𝑖𝜉)𝛼−𝛽𝑣) = 𝜕𝛼−𝛽ℱ−1𝑣.

Com isso, de (4.4) temos que

𝑃 (𝜕 + 𝜁)ℱ−1𝑣 =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼

∑︁
𝛽≤𝛼

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ 𝜁𝛽ℱ−1((𝑖𝜉)𝛼−𝛽𝑣). (4.5)

Por outro lado, pelo Teorema Binomial, segue que

ℱ−1(𝑃 (𝑖𝜉 + 𝜁)𝑣) = ℱ−1

⎛⎝ ∑︁
|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼(𝑖𝜉 + 𝜁)𝛼𝑣

⎞⎠ = ℱ−1

⎛⎝ ∑︁
|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼

∑︁
𝛽≤𝛼

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ 𝜁𝛽(𝑖𝜉)𝛼−𝛽𝑣

⎞⎠ ,
logo

ℱ−1(𝑃 (𝑖𝜉 + 𝜁)𝑣) =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼

∑︁
𝛽≤𝛼

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ 𝜁𝛽ℱ−1((𝑖𝜉)𝛼−𝛽𝑣). (4.6)

De (4.5) e (4.6) segue o resultado desejado.

O próximo resultado segue da Regra de Leibniz.

Lema 4.1.9. Sejam 𝑋 ⊂ R𝑛, (𝑓𝑘) uma sequência em 𝐶∞(R𝑛), 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(R𝑛) e 𝛼 ∈
N𝑛 tais que 𝜕𝛽𝑓𝑘 → 𝜕𝛽𝑓 uniformemente em 𝑋, para 𝛽 ∈ N𝑛 satisfazendo |𝛽| ≤ |𝛼|, e
existe 𝐶𝛼 > 0 satisfazendo |𝜕𝛽𝑔(𝑥)| ≤ 𝐶𝛼, 𝑥 ∈ 𝑋, |𝛽| ≤ |𝛼|. Então 𝜕𝛼(𝑔𝑓𝑘) → 𝜕𝛼(𝑔𝑓)
uniformemente em 𝑋.

Demonstração. Observamos que pela Regra de Leibniz (ver Teorema 2.1.2) segue:

|𝜕𝛼(𝑔𝑓𝑘 − 𝑔𝑓)(𝑥)| ≤
∑︁
𝛽≤𝛼

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ |𝜕𝛽𝑔(𝑥)||𝜕𝛼−𝛽𝑓𝑘(𝑥) − 𝜕𝛼−𝛽𝑓(𝑥)|

≤ 𝐶𝛼

∑︁
𝛽≤𝛼

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ |𝜕𝛼−𝛽𝑓𝑘(𝑥) − 𝜕𝛼−𝛽𝑓(𝑥)|, 𝑥 ∈ 𝑋.

Lema 4.1.10. Seja 𝑇 : [𝑎, 𝑏] ⊂ R → 𝐵𝑝,𝑘 contínua, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑘 ∈ K . Então, dadas
𝑓 ∈ 𝐶∞(R𝑛) e 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛), valem:⟨∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓𝑇 (𝑧) dz, 𝜙

⟩
=
∫︁ 𝑏

𝑎
⟨𝑓𝑇 (𝑧), 𝜙⟩,

e
𝜕

𝜕𝑥𝑗

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓𝑇 (𝑧) dz =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(𝑓𝑇 (𝑧)) dz, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.
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Observação 4.1.11.
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑇 (𝑧) dz ∈ D ′(R𝑛) atua na variável 𝑥 ∈ R𝑛.

Demonstração. Primeiramente, observamos que, pelo Teorema 2.5.5, as somas integrais
de Riemann-Stieltjes da função 𝑇 convergem para

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑇 (𝑧) dz em 𝐵𝑝,𝑘, logo, pelo Corolário

2.5.7, a convergência também ocorre em D ′(R𝑛). Desta forma, temos⟨∫︁ 𝑏

𝑎
𝑇 (𝑧) dz, 𝜙

⟩
=
∫︁ 𝑏

𝑎
⟨𝑇 (𝑧), 𝜙⟩ dz, ∀𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛).

Mais ainda, como 𝑓𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛), para quaisquer 𝑓 ∈ 𝐶∞(R𝑛), 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛), segue que:⟨∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓𝑇 (𝑧) dz, 𝜙

⟩
=

⟨
𝑓
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑇 (𝑧) dz, 𝜙

⟩

=
∫︁ 𝑏

𝑎
⟨𝑇 (𝑧), (𝑓𝜙)⟩ dz

=
∫︁ 𝑏

𝑎
⟨𝑓𝑇 (𝑧), 𝜙⟩ dz .

Finalmente, se 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} :⟨
𝜕

𝜕𝑥𝑗

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓𝑇 (𝑧) dz, 𝜙

⟩
= −

⟨∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓𝑇 (𝑧) dz, 𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑗

⟩
=
∫︁ 𝑏

𝑎

⟨
𝜕(𝑓𝑇 )
𝜕𝑥𝑗

, 𝜙

⟩
dz .

4.2 Demonstração do teorema principal
Nesta seção, demonstraremos o Teorema 1.0.1. Para isso, faremos a demonstração

do resultado abaixo, baseada em (ORTNER; WAGNER, 1997):

Teorema 4.2.1. Seja 𝑃 um operador linear de coeficientes constantes não nulo. Então
para todo 𝜀 > 0, existe uma solução fundamental 𝐸 de 𝑃 tal que 𝐸/ cosh (𝜀| · |) ∈ 𝐵∞,𝑃 (𝑖𝜉).

Demonstração. Seja 𝑚 a ordem de 𝑃. Se 𝑚 = 0 então, como 𝑃 não é identicamente nulo,
segue que 𝑃 ≡ 𝑐 para algum 𝑐 ∈ C ∖ {0}. Então a única solução fundamental de 𝑃 é dada
por 𝐸 = 𝛿/𝑐. Além disso 𝑃 (𝑖𝜉) = 𝑐 e 𝐸 ∈ 𝐵∞,𝑃 (𝑖𝜉). Agora, pelo Lema 4.1.6 temos que
1/ cosh (𝜀| · |) ∈ S . Do Teorema 3.4.14, segue que 𝐸/ cosh (𝜀| · |) ∈ 𝐵∞,𝑃 (𝑖𝜉).

A demonstração do Teorema 4.2.1 para o caso 𝑚 > 0 será dividia em 8 etapas.

Suponhamos, a partir de agora, 𝑚 > 0. Fixemos 𝜀 > 0 arbitrário e 𝜀′ ∈
(︃

0, 𝜀

𝑚2√𝑛

)︃
.

Definimos a aplicação 𝑀 : {𝑄 ∈ C[𝑥]𝑚; ‖𝑄‖ = 1} → R, dada por

𝑀(𝑄) = max{min{|𝑄(𝑧𝜀′𝑗0(𝑗1, . . . , 𝑗𝑛))|; 𝑧 ∈ S1}; 𝑗 = (𝑗0, . . . , 𝑗𝑛) ∈ {0, . . . ,𝑚}𝑛+1}.

Etapa 1. 𝑀 é uma aplicação contínua e estritamente positiva.
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Com efeito, pelos Lemas 4.1.1 e 4.1.2 temos que 𝑀 é contínua. Vejamos que 𝑀
é estritamente positiva. Supomos que não, isto é, 𝑀(𝑄) = 0 para algum 𝑄 ∈ C[𝑥]𝑚,
com ‖𝑄‖ = 1. Desta forma, min

𝑧∈S1
|𝑄(𝑧𝜀′𝑗0(𝑗1, . . . , 𝑗𝑛))| = 0, para todo 𝑗 ∈ {0, . . . ,𝑚}𝑛+1.

Consequentemente, existe 𝑧𝑗 ∈ S1 tal que 𝑄(𝑧𝑗𝜀
′𝑗0(𝑗1, . . . , 𝑗𝑛)) = 0. Mas isto implica

que, para cada (𝑗1, . . . , 𝑗𝑛) ∈ {0, . . . ,𝑚}𝑛, o polinômio 𝑞 : C → C, dado por 𝑞(𝑧) =
𝑄(𝑧(𝑗1, . . . , 𝑗𝑛)), possui mais de 𝑚 raízes e, portanto, é nulo. Consequentemente, temos
que 𝑄 é identicamente nulo, contrariando o fato de ‖𝑄‖ = 1. Logo, 𝑀 > 0 concluindo a
prova da Etapa 1.

Para simplificar a notação, escreveremos 𝜂𝑗 := 𝜀′𝑗0(𝑗1, . . . , 𝑗𝑛), para cada 𝑗 =
(𝑗0, . . . , 𝑗𝑛) ∈ {0, . . . ,𝑚}𝑛+1 e consideraremos 𝐶 > 0 como o mínimo atingido pela apli-
cação 𝑀.

Para a próxima etapa, usaremos a notação 𝑃𝜁 , 𝜁 ∈ C𝑛, para representar o polinô-
mio 𝑃𝜁(𝜉) := 𝑃 (𝜉 + 𝜁).

Etapa 2. Para cada 𝜉 ∈ R𝑛 existe 𝑗 ∈ {0, . . . ,𝑚}𝑛+1 tal que

𝑃 (𝑖𝜉) = ‖𝑃𝑖𝜉‖ ≤ 1
𝐶

|𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑧𝜂𝑗)|, ∀𝑧 ∈ S1. (4.7)

Com efeito, dado 𝜉 ∈ R𝑛, segue que 𝑃𝑖𝜉 ∈ C[𝑥]𝑚. Tomando 𝑄 := 𝑃𝑖𝜉/‖𝑃𝑖𝜉‖,
temos 𝑄 ∈ C[𝑥]𝑚 e ‖𝑄‖ = 1. Com isso, existe 𝑗 ∈ {0, . . . ,𝑚}𝑛+1 de modo que 𝑀(𝑄) =
min{|𝑄(𝑧𝜂𝑗)|; 𝑧 ∈ S1}. Portanto, temos 𝐶 ≤ |𝑄(𝑧𝜂𝑗)| = |𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑧𝜂𝑗)|/‖𝑃𝑖𝜉‖, para todo
𝑧 ∈ S1.

Agora, observe que usando Série de Taylor temos

𝑃𝑖𝜉(𝜁) = 𝑃 (𝑖𝜉 + 𝜁) =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝜕𝛼𝑃 (𝑖𝜉)𝜁𝛼 =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝜕𝛼𝑃 (𝑖𝜉)𝜁𝛼,

e, desta forma segue que ‖𝑃𝑖𝜉‖ =
⎛⎝ ∑︁

|𝛼|≤𝑚

|𝜕𝛼𝑃 (𝑖𝜉)|2
⎞⎠ 1

2

= 𝑃 (𝑖𝜉).

Logo, temos 𝑃 (𝑖𝜉) ≤ 1
𝐶

|𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑧𝜂𝑗)| e isso conclui a prova da Etapa 2.

Agora, consideremos em {0, . . . ,𝑚}𝑛+1 a relação de ordem do dicionário, ou seja,
𝑗, 𝑙 ∈ {0, . . . ,𝑚}𝑛+1 e 𝑗 < 𝑙 se, e somente se, 𝑗0 < 𝑙0 ou 𝑗0 = 𝑙0 𝑒 𝑗1 < 𝑙1 ou 𝑗0 =
𝑙0, 𝑗1 = 𝑙1 𝑒 𝑗2 < 𝑙2 . . . (a particular escolha da relação de ordem não é relevante para a
demonstração do Teorema 4.2.1).

Para cada 𝑗 ∈ {0, . . . ,𝑚}𝑛+1, consideremos 𝜒𝑗 como a função característica do
conjunto dos pontos 𝜉 ∈ R𝑛 tais que 𝑗 é o menor elemento que satisfaz (4.7).

Etapa 3. Para cada 𝑗 ∈ {0, . . . ,𝑚}𝑛+1 temos que 𝜒𝑗 é uma função mensurável.

Com efeito, assumiremos que {0, . . . ,𝑚}𝑛+1 = {𝐽1, . . . , 𝐽𝐿}, onde 𝐽𝑖 < 𝐽𝑗 se 𝑖 < 𝑗.

Também faremos um abuso de notação indicando apenas por 𝑗, tanto o elemento 𝑗 = 𝐽𝑗 ∈
{0, . . . ,𝑚}𝑛+1 como 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝐿}, ficando subentendido o contexto.
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Definimos 𝜙𝑗,𝑧 : R𝑛 → R, dada por 𝜙𝑗,𝑧(𝜉) = |𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑧𝜂𝑗)|/𝑃 (𝑖𝜉), para cada
𝑗 ∈ {1, . . . , 𝐿}, 𝑧 ∈ S1. Temos que 𝜙𝑗,𝑧 é contínua, para quaisquer 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐿, 𝑧 ∈ S1.

Assim, o conjunto 𝑋𝑗,𝑧 := 𝜙−1
𝑗,𝑧 ([𝐶,+∞)) é fechado. Disto, segue que 𝑋𝑗 :=

⋂︁
𝑧∈S1

𝑋𝑗,𝑧

também é fechado e, portanto, mensurável, para todo 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝐿}.

Agora, podemos definir 𝐴1 = 𝑋1 e 𝐴𝑗 = 𝑋𝑗 ∖
𝑗−1⋃︁
𝑖=1

𝑋𝑖, para 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝐿, donde segue

que 𝐴𝑗 é mensurável e 𝜒𝑗(𝜉) = 1 se, e somente se, 𝜉 ∈ 𝐴𝑗, para todo 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝐿}, o que
prova a mensurabilidade de 𝜒𝑗, concluindo assim a Etapa 3.

A estimativa (4.7) também nos mostra que |𝜒𝑗(𝜉)/𝑃 (𝑖𝜉+𝑧𝜂𝑗)| ≤ (𝐶𝑃 (𝑖𝜉))−1, para
todo 𝜉 ∈ R𝑛. Agora, como 𝑃 não é identicamente nulo, temos que 𝜕𝛼𝑃 (𝜉) = 𝑎𝛼 ̸= 0, para
algum 𝛼 ∈ N𝑛, assim segue que 𝑃 (𝜉) ≥ |𝑎𝛼| > 0, 𝜉 ∈ R𝑛. Consequentemente, a função
𝜉 ↦→ 𝜒𝑗(𝜉)/𝑃 (𝑖𝜉+ 𝑧𝜂𝑗) é limitada por 1/|𝑎𝛼| e, pelo Exemplo 3.2.6, tal função define uma
distribuição temperada. Desta forma, sua Transformada Inversa de Fourier está bem

definida. Mostraremos, a seguir, que ℱ−1
(︃

𝜒𝑗(𝜉)
𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑧𝜂𝑗)

)︃
∈ 𝐵∞,𝑃 (𝑖𝜉). De fato,

⃦⃦⃦⃦
⃦ℱ−1

(︃
𝜒𝑗(𝜉)

𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑧𝜂𝑗)

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦

∞,𝑃 (𝑖𝜉)
= sup

𝜉∈R𝑛
ess

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜒𝑗(𝜉)
𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑧𝜂𝑗)

𝑃 (𝑖𝜉)
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 1

𝐶
< ∞. (4.8)

Etapa 4. Para todo 𝑗 ∈ {0, . . . ,𝑚}𝑛+1 temos que a aplicação Ψ𝑗 : S1 → 𝐵∞,𝑃 (𝑖𝜉), dada

por Ψ𝑗(𝑧) = ℱ−1
(︃

𝜒𝑗(𝜉)
𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑧𝜂𝑗)

)︃
, 𝑧 ∈ S1, é contínua.

De fato, dados 𝑧, 𝑤 ∈ S1, utilizando a fórmula de Taylor e (4.7):

‖Ψ𝑗(𝑧) − Ψ𝑗(𝑤)‖∞,𝑃 (𝑖𝜉) = sup
𝜉∈R𝑛

ess
⃒⃒⃒⃒
⃒
(︃

𝜒𝑗(𝜉)
𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑧𝜂𝑗)

− 𝜒𝑗(𝜉)
𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑤𝜂𝑗)

)︃
𝑃 (𝑖𝜉)

⃒⃒⃒⃒
⃒

≤ sup
𝜉∈𝐴𝑗

ess
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑃 (𝑖𝜉)𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑤𝜂𝑗) − 𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑧𝜂𝑗)

𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑧𝜂𝑗)𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑤𝜂𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒

≤ sup
𝜉∈𝐴𝑗

ess |𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑤𝜂𝑗) − 𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑧𝜂𝑗)|
𝐶2𝑃 (𝑖𝜉)

≤ sup
𝜉∈𝐴𝑗

ess
∑︁

|𝛼|≤𝑚

|𝜕𝛼𝑃 (𝑖𝜉)|
𝑃 (𝑖𝜉)

|(𝑤𝜂𝑗)𝛼 − (𝑧𝜂𝑗)𝛼|
𝐶2

≤ 1
𝐶2

∑︁
|𝛼|≤𝑚

|𝜂𝛼
𝑗 ||𝑤|𝛼| − 𝑧|𝛼||,

logo
‖Ψ𝑗(𝑧) − Ψ𝑗(𝑤)‖𝐵∞,𝑃 (𝑖𝜉)

≤ 𝐶 ′ ∑︁
|𝛼|≤𝑚

|𝑤|𝛼| − 𝑧|𝛼||, 𝑧, 𝑤 ∈ S1, (4.9)

onde 𝐶 ′ = (1 + |𝜂𝑗|)𝑚/𝐶2. Como, para cada |𝛼| ≤ 𝑚, a restrição da função polinomial
𝑧 ↦→ 𝑧|𝛼|, 𝑧 ∈ C ao compacto S1 é uniformemente contínua, dado 𝜌 > 0, existe 𝜌′ > 0
de modo que se 𝑧, 𝑤 ∈ S1 e |𝑧 − 𝑤| < 𝜌′, então |𝑧|𝛼| − 𝑤|𝛼|| < 𝜌/𝐶 ′∑︀

|𝛼|≤𝑚 1, para todo
|𝛼| ≤ 𝑚. Disso e de (4.9), segue a continuidade de Ψ𝑗 e conclui-se a prova da Etapa 4.
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Etapa 5. Para todo 𝑗 ∈ {0, . . . ,𝑚}𝑛+1 temos que a aplicação Φ𝑗 : S1 → S , dada por
Φ𝑗(𝑧)(𝑥) = 𝑒𝑧𝜂𝑗 ·𝑥

cosh (𝜀|𝑥|) , 𝑥 ∈ R𝑛, é contínua.

De fato, inicialmente observamos que fixado 𝑧 ∈ S1, pelo Lema 4.1.7, a aplicação
𝑥 ↦→ 𝑒𝑧𝜂𝑗 ·𝑥

cosh (𝜀|𝑥|) , 𝑥 ∈ R𝑛, é um elemento de S .

Mostremos que Φ𝑗 é contínua no ponto 𝑧0 ∈ S1 arbitrário. Para isso, consi-
deremos uma sequência (𝑧𝑘) em S1 tal que 𝑧𝑘 −→ 𝑧0, quando 𝑘 −→ ∞, e fixemos
𝑗 ∈ {0, . . . ,𝑚}𝑛+1. Primeiro, vamos mostrar que Φ𝑗(𝑧𝑘) −→ Φ𝑗(𝑧0) uniformemente. Para
começar, definamos 𝑓𝑥(𝑧) = 𝑒𝑧𝜂𝑗 ·𝑥, para todo 𝑧 ∈ C, onde 𝑥 ∈ R𝑛 está fixado. Observamos
que 𝑓𝑥 é analítica e através da identificação C = R2, podemos usar a Desigualdade do
Valor Médio para obter

|𝑓𝑥(𝑧𝑘) − 𝑓𝑥(𝑧0)| ≤ 𝑒𝜂𝑗 ·𝑥|𝑧𝑘 − 𝑧0| ≤ 𝑒|𝜂𝑗 ||𝑥||𝑧𝑘 − 𝑧0|, 𝑘 ∈ N. (4.10)

Mas da definição de 𝜂𝑗 segue que |𝜂𝑗| ≤ 𝜀′𝑚2√𝑛. Disto temos

|𝑓𝑥(𝑧𝑘) − 𝑓𝑥(𝑧0)| ≤ 𝑒𝜀′𝑚2√
𝑛|𝑥||𝑧𝑘 − 𝑧0|, 𝑘 ∈ N,

logo

|Φ𝑗(𝑧𝑘)(𝑥) − Φ𝑗(𝑧0)(𝑥)| = |𝑒𝑧𝑘𝜂𝑗 ·𝑥 − 𝑒𝑧0𝜂𝑗 ·𝑥|
cosh(𝜀|𝑥|) ≤ 𝑒𝜀′𝑚2√

𝑛|𝑥|

cosh(𝜀|𝑥|) |𝑧𝑘 − 𝑧0|, 𝑘 ∈ N, 𝑥 ∈ R𝑛.

Como 𝜀′𝑚2√𝑛 < 𝜀, definido 𝜀′′ = 𝜀− 𝜀′𝑚2√𝑛 > 0

|Φ𝑗(𝑧𝑘)(𝑥) − Φ𝑗(𝑧0)(𝑥)| ≤ 𝑒−𝜀′′|𝑥||𝑧𝑘 − 𝑧0|, 𝑘 ∈ N, 𝑥 ∈ R𝑛, (4.11)

donde podemos inferir que Φ𝑗(𝑧𝑘) −→ Φ𝑗(𝑧0) uniformemente, quando 𝑘 −→ ∞.

Para concluir, precisamos mostrar que

lim
𝑘→∞

sup
𝑥∈R𝑛

|𝑥𝛾(𝜕𝛼[Φ𝑗(𝑧𝑘) − Φ𝑗(𝑧0)](𝑥))| = 0,

para quaisquer 𝛼, 𝛾 ∈ N𝑛. Primeiramente, fixemos 𝛼, 𝛾 ∈ N𝑛. Definindo 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑒𝑧𝑘𝜂𝑗 ·𝑥

e 𝑓0(𝑥) = 𝑒𝑧0𝜂𝑗 ·𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛, podemos mostrar, via Desigualdade do Valor Médio, que
𝜕𝛽𝑓𝑘 −→ 𝜕𝛽𝑓0 uniformemente em compactos de R𝑛, quando 𝑘 −→ ∞, para qualquer
𝛽 ∈ N𝑛, |𝛽| ≤ |𝛼|. Aplicando o Lema 4.1.9, com 𝑔 = 1/ cosh (𝜀| · |), segue que

lim
𝑘→∞

sup
|𝑥|≤1

|𝑥𝛾 (𝜕𝛼[Φ𝑗(𝑧𝑘) − Φ𝑗(𝑧0)](𝑥)) | = 0.

Resta mostrar que lim
𝑘→∞

sup
|𝑥|≥1

|𝑥𝛾𝜕𝛼[Φ𝑗(𝑧𝑘) − Φ𝑗(𝑧0)](𝑥)| = 0.

Pelo Lema 4.1.6, como 𝜂𝑗 está fixado e 𝐶 > 0 é constante, é suficiente provar que:

lim
𝑘→∞

sup
|𝑥|≥1

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑥𝛾

|𝑥|𝑙
(tanh (𝜀|𝑥|))𝑟

(︁
𝑧𝑘

|𝛽|Φ𝑗(𝑧𝑘)(𝑥) − 𝑧0
|𝛽|Φ𝑗(𝑧0)(𝑥)

)︁⃒⃒⃒⃒⃒ = 0,
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sendo 𝛽, 𝛾 ∈ N𝑛, 𝑟, 𝑙 ∈ N arbitrários, com |𝛽| ≤ |𝛼|.

Como 1
|𝑥|

≤ 1 para |𝑥| ≥ 1 e tanh (𝜀|𝑥|) ≤ 1, 𝑥 ∈ R𝑛, é suficiente provarmos que

lim
𝑘→∞

sup
|𝑥|≥1

⃒⃒⃒
𝑥𝛾
(︁
𝑧𝑘

|𝛽|Φ𝑗(𝑧𝑘)(𝑥) − 𝑧0
|𝛽|Φ𝑗(𝑧0)(𝑥)

)︁⃒⃒⃒
= 0. (4.12)

Mas, da desigualdade triangular resulta, para |𝑥| ≥ 1, 𝑘 ∈ N :⃒⃒⃒
𝑥𝛾
(︁
𝑧𝑘

|𝛽|Φ𝑗(𝑧𝑘)(𝑥) − 𝑧0
|𝛽|Φ𝑗(𝑧0)(𝑥)

)︁⃒⃒⃒
≤⃒⃒⃒

𝑥𝛾
(︁
𝑧𝑘

|𝛽| − 𝑧0
|𝛽|
)︁

Φ𝑗(𝑧𝑘)(𝑥)
⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝑥𝛾𝑧0

|𝛽| (Φ𝑗(𝑧𝑘)(𝑥) − Φ𝑗(𝑧0)(𝑥))
⃒⃒⃒
.

(4.13)

Como |𝑧𝑘| = 1, pela definição de 𝜂𝑗 e pelo Lema 4.1.7, segue Φ𝑗(𝑧𝑘) ∈ S . Logo,

lim
𝑘→∞

sup
|𝑥|≥1

⃒⃒⃒
𝑥𝛾
(︁
𝑧

|𝛽|
𝑘 − 𝑧

|𝛽|
0

)︁
Φ𝑗(𝑧𝑘)(𝑥)

⃒⃒⃒
= 0. (4.14)

Agora, por (4.11) e devido a |𝑧0| = 1, temos, para 𝑘 ∈ N :⃒⃒⃒
𝑥𝛾𝑧0

|𝛽| (Φ𝑗(𝑧𝑘)(𝑥) − Φ𝑗(𝑧0)(𝑥))
⃒⃒⃒
≤ |𝑥||𝛾|𝑒−𝜀′′|𝑥||𝑧𝑘 − 𝑧0|.

Da Regra de L’ Hôpital temos

lim
𝑘→∞

sup
|𝑥|≥1

⃒⃒⃒
𝑥𝛾𝑧0

|𝛽| (Φ𝑗(𝑧𝑘)(𝑥) − Φ𝑗(𝑧0)(𝑥))
⃒⃒⃒
= 0. (4.15)

Combinando (4.13), (4.14) e (4.15) segue (4.12), concluindo a prova da Etapa 5.

Etapa 6. Para todo 𝑗 ∈ {0, . . . ,𝑚}𝑛+1, a aplicação 𝑇𝑗 : S1 → 𝐵∞,𝑃 (𝑖𝜉) dada por

𝑇𝑗(𝑧) = 𝑒𝑧𝜂𝑗 ·(·)

2𝜋𝑖𝑧 cosh (𝜀| · |)ℱ−1
(︃

𝜒𝑗(𝜉)
𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑧𝜂𝑗)

)︃
,

é contínua.

De fato, inicialmente provemos que 𝑇𝑗 está bem definida. Para todo 𝑧 ∈ S1

fixado, pelo Lema 4.1.7, a função 𝑥 ↦→ 𝑒𝑧𝜂𝑗 ·𝑥

2𝜋𝑖𝑧 cosh (𝜀|𝑥|) , 𝑥 ∈ R𝑛, é um elemento de S .

Por (4.8) temos que ℱ−1
(︃

(𝜒𝑗(𝜉)
𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑧𝜂𝑗)

)︃
∈ 𝐵∞,𝑃 (𝑖𝜉). Então, segue do Teorema 3.4.14 que

𝑇𝑗(𝑧) ∈ 𝐵∞,𝑃 (𝑖𝜉).

Pela Etapa 5, temos que 𝑧 ↦→ Φ𝑗(𝑧)
2𝜋𝑖𝑧 , 𝑧 ∈ S1, é contínua. Assim, basta usar a

Etapa 4 e o Teorema 3.24 para concluir a prova da Etapa 6.

Etapa 7. A distribuição 𝐸 definida por

𝐸 :=
∑︁

𝑗∈{0,...,𝑚}𝑛+1

∫︁
S1
𝑒𝑧𝜂𝑗 ·𝑥ℱ−1

(︃
𝜒𝑗(𝜉)

𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑧𝜂𝑗)

)︃
dz

2𝜋𝑖𝑧 , (4.16)

é um elemento de 𝐵𝑙𝑜𝑐
∞,𝑃 (𝑖𝜉).
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De fato, primeiro observamos que podemos escrever

𝐸 = cosh (𝜀| · |)
∑︁

𝑗∈{0,...,𝑚}𝑛+1

∫︁
S1
𝑇𝑗(𝑧) dz .

Pela Etapa 6, temos que 𝑇𝑗 é contínua para todo 𝑗 ∈ {0, . . . ,𝑚}𝑛+1. Então, do
Corolário 2.5.7, segue que 𝐸/ cosh (𝜀| · |) ∈ 𝐵∞,𝑃 (𝑖𝜉). Desta forma, pelo Teorema 3.4.16,
temos que 𝐸 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐

∞,𝑃 (𝑖𝜉).

Etapa 8. 𝐸 é solução fundamental de 𝑃, ou seja, 𝑃𝐸 = 𝛿.

Com efeito, usando os lemas 4.1.8 e 4.1.10, juntamente com a Fórmula Integral de
Cauchy, obtemos:

𝑃𝐸 =
∑︁

𝑗∈{0,...,𝑚}𝑛+1

∫︁
S1
𝑃

(︃
𝑒𝑧𝜂𝑗 ·𝑥ℱ−1

(︃
𝜒𝑗(𝜉)

𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑧𝜂𝑗)

)︃)︃
dz

2𝜋𝑖𝑧

=
∑︁

𝑗∈{0,...,𝑚}𝑛+1

∫︁
S1
𝑒𝑧𝜂𝑗 ·𝑥𝑃 (𝜕 + 𝑧𝜂𝑗)ℱ−1

(︃
𝜒𝑗(𝜉)

𝑃 (𝑖𝜉 + 𝑧𝜂𝑗)

)︃
dz

2𝜋𝑖𝑧

=
∑︁

𝑗∈{0,...,𝑚}𝑛+1

∫︁
S1
𝑒𝑧𝜂𝑗 ·𝑥ℱ−1[𝜒𝑗(𝜉)]

dz
2𝜋𝑖𝑧

=
∑︁

𝑗∈{0,...,𝑚}𝑛+1

ℱ−1[𝜒𝑗(𝜉)]

= ℱ−1[1]

= 𝛿,

e, assim concluímos a demonstração do Teorema 4.2.1.

Vejamos que a regularidade dada pelo Teorema 4.2.1 não pode ser melhorada em
termos de espaços 𝐵𝑝,𝑘, ou seja, que o espaço 𝐵𝑙𝑜𝑐

∞,𝑃 (𝑖𝜉) é o menor espaço do tipo 𝐵𝑝,𝑘 que
contém uma solução fundamental.

Exemplo 4.2.2. Consideremos um operador diferencial linear de coeficientes constantes
𝑃 e uma solução fundamental 𝐸 de 𝑃. Vamos supor que existam 𝑘 ∈ K e 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞
tais que 𝐸 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐

𝑝,𝑘. Mostraremos que 𝐵𝑙𝑜𝑐
∞,𝑃 (𝑖𝜉) ⊂ 𝐵𝑙𝑜𝑐

𝑝,𝑘.

De fato, do Teorema 3.4.15 segue que 𝛿 = 𝑃𝐸 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐
𝑝,𝑘/𝑃 (𝑖𝜉). Daí, podemos escolher

𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) igual a 1 numa vizinhança da origem para obtermos 𝛿 = 𝜙𝛿 ∈ 𝐵𝑝,𝑘/𝑃 (𝑖𝜉) e,

consequentemente, 𝑘

𝑃 (𝑖𝜉)
∈ 𝐿𝑝.

Desta forma, se 𝑢 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐
∞,𝑃 (𝑖𝜉) e 𝜓 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛), segue que

𝑘(𝜉)ℱ [𝜓𝑢](𝜉) = 𝑘(𝜉)
𝑃 (𝑖𝜉)

𝑃 (𝑖𝜉)ℱ [𝜓𝑢], 𝜉 ∈ R𝑛,

o que mostra que 𝜓𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘, ou seja, 𝑢 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐
𝑝,𝑘. Logo, 𝐵𝑙𝑜𝑐

∞,𝑃 (𝑖𝜉) ⊂ 𝐵𝑙𝑜𝑐
𝑝,𝑘, como queríamos

demonstrar.
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Devido ao Exemplo 4.2.2, dizemos que uma solução fundamental 𝐸 do operador
diferencial linear de coeficientes constantes 𝑃 é regular quando 𝐸 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐

∞,𝑃 (𝑖𝜉). Assim, o
Teorema 4.2.1 pode ser escrito nos seguintes termos

Teorema 4.2.3. Todo operador diferencial linear de coeficientes constantes não identi-
camente nulo possui uma solução fundamental regular.

4.3 Resultados envolvendo soluções fundamentais regulares
Nesta seção, apresentamos alguns resultados obtidos a partir do teorema demons-

trado na seção anterior, a começar com o seguinte corolário.

Corolário 4.3.1. Sejam 𝑃 um operador diferencial linear de coeficientes constantes e 𝑠 ∈

R. Então, 𝑃 possui uma solução fundamental 𝐸 ∈ 𝐻 𝑙𝑜𝑐
𝑠 se, e somente se, (1 + |𝜉|2) 𝑠

2

𝑃 (𝑖𝜉)
∈ 𝐿2.

Demonstração. (⇒) Pelo Exemplo (3.4.2) temos que𝐻 𝑙𝑜𝑐
𝑠 = 𝐵𝑙𝑜𝑐

2,𝑘𝑠
, onde 𝑘𝑠(𝜉) = (1+|𝜉|2) 𝑠

2 .

Assim, se 𝐸 é uma solução fundamental de 𝑃 que pertence a 𝐻 𝑙𝑜𝑐
𝑠 , então seguindo os

argumentos do Exemplo (4.2.2), concluímos que 𝑘𝑠(𝜉)
𝑃 (𝑖𝜉)

∈ 𝐿2.

(⇐) Por outro lado, supondo que (1 + |𝜉|2) 𝑠
2

𝑃 (𝑖𝜉)
∈ 𝐿2, então dado 𝑢 ∈ 𝐵∞,𝑃 (𝑖𝜉),

podemos escrever

�̂�(𝜉)(1 + |𝜉|2) 𝑠
2 = 𝑃 (𝑖𝜉)�̂�(𝜉)(1 + |𝜉|2) 𝑠

2

𝑃 (𝑖𝜉)
,

e assim, concluímos que 𝑢 ∈ 𝐻𝑠. Logo, 𝐵𝑙𝑜𝑐
∞,𝑃 (𝑖𝜉) ⊂ 𝐻 𝑙𝑜𝑐

𝑠 .

Estabelecemos, a seguir, resultados sobre a regularidade das soluções da equação
𝑃𝑢 = 𝑓 no caso em que 𝑓 ∈ E ′(R𝑛).

Teorema 4.3.2. Sejam 𝑓 ∈ E ′(R𝑛), 𝑃 um operador linear de coeficientes constantes
não identicamente nulo e 𝐸 uma solução fundamental regular de 𝑃. Então, a solução de
𝑃𝑢 = 𝑓 dada por 𝑢 = 𝐸 * 𝑓 pertence a 𝐵𝑙𝑜𝑐

𝑝,𝑘𝑃 (𝑖𝜉) para todo 𝑘 ∈ K e 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ tais que
𝑓 ∈ 𝐵𝑝,𝑘.

Demonstração. Observamos inicialmente que a existência de solução fundamental regular
segue do Teorema 4.2.1. Como 𝑓 tem suporte compacto, a convolução 𝑢 := 𝐸 * 𝑓 está
bem definida e vale 𝑃𝑢 = 𝑃 (𝐸 * 𝑓) = (𝑃𝐸) * 𝑓 = 𝛿 * 𝑓 = 𝑓.

Se 𝑓 ∈ E ′(R𝑛) ∩𝐵𝑝,𝑘, para certos 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑘 ∈ K então, pelo Teorema 3.4.17,
segue que 𝑢 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐

𝑝,𝑘𝑃 (𝑖𝜉).
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Apresentamos a recíproca do Teorema 3.4.12 para o caso em que 𝑢 tem suporte
compacto.

Teorema 4.3.3. Seja 𝑃 um operador diferencial linear de coeficientes constantes não
identicamente nulo. Se 𝑢 ∈ E ′(R𝑛), 𝑘 ∈ K e 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, então 𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘𝑃 (𝑖𝜉) se, e
somente se, 𝑃𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘.

Demonstração. (⇒) Se 𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘𝑃 , então, pelo Teorema 3.4.12, 𝑃𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘.

(⇐) Seja 𝑢 ∈ E ′(R𝑛) tal que 𝑃𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑘 ∈ K . Considerando 𝐸

uma solução fundamental regular de 𝑃, temos que 𝐸 *𝑃𝑢 está bem definida, uma vez que
𝑃𝑢 ∈ E ′(R𝑛), e ainda, pelo Teorema 3.4.17 segue que

𝑢 = 𝛿 * 𝑢 = (𝑃𝐸) * 𝑢 = 𝐸 * (𝑃𝑢) ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐
𝑝,𝑘𝑃 (𝑖𝜉).

Por fim, podemos escolher 𝜓 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) de modo que 𝜓 = 1 em 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢) e, assim, obtemos

𝑢 = 𝜓𝑢 ∈ 𝐵𝑝,𝑘𝑃 (𝑖𝜉).

4.4 Operadores Hipoelípticos
Nesta seção, apresentamos resultados que relacionam soluções fundamentais com

operadores hipoelípticos e alguns exemplos.

Sejam 𝑃 um operador linear de coeficientes constantes, 𝑢 ∈ D ′(R𝑛) e Ω ⊂
R𝑛 aberto. Se 𝑢 é de classe 𝐶∞ em Ω, então 𝑃𝑢 é de classe 𝐶∞ em Ω. Logo, vale
𝑠𝑖𝑛𝑔𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑃𝑢) ⊂ 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢), qualquer que seja o operador 𝑃. Nesta seção, trataremos
dos operadores para os quais vale a igualdade 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑃𝑢) = 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢).

Definição 4.4.1. Um operador diferencial linear de coeficientes constantes 𝑃 é dito hi-
poelíptico quando 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢) ⊂ 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑃𝑢), para qualquer 𝑢 ∈ D ′(R𝑛).

Exemplo 4.4.2. O operador 𝑃 = 𝑑

𝑑𝑡
é hipoelíptico na reta.

De fato, seja 𝑢 ∈ D ′(R𝑛) e suponhamos que 𝑃𝑢 é 𝐶∞ em (𝑎, 𝑏) ⊂ R. Considere
𝑓 = 𝑑

𝑑𝑡
𝑢, que por hipótese é 𝐶∞ em (𝑎, 𝑏). Fixado 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) defina 𝑔(𝑥) =

∫︁ 𝑥

𝑐
𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏). Então, temos que 𝑔 é 𝐶∞ em (𝑎, 𝑏) e (𝑢− 𝑔)′ = 0. Pela Observação 2.4.8 segue
que 𝑢− 𝑔 = 𝑘 para algum 𝑘 ∈ R. Logo, 𝑢 = 𝑔 + 𝑘 é 𝐶∞ em (𝑎, 𝑏).

Exemplo 4.4.3. O operador 𝑃 = 𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
não é hipoelíptico em R2.

Com efeito, se 𝑃𝑢 = 0, então 𝑃𝑢 é uma função de classe 𝐶∞(R2). Se 𝑃 fosse
hipoelíptico, então qualquer solução 𝑢 desta equação homogênea deveria ser de classe 𝐶∞

em R2. Porém, basta tomar 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶1(R) tais que 𝑓, 𝑔 /∈ 𝐶2(R) e 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑦),
(𝑥, 𝑦) ∈ R2, para ver que isso não é verdade.
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Em (FOLLAND, 1995, Cor 6.34, p 215)) prova-se que todo operador diferencial
linear de coeficientes constantes elíptico é hipoelíptico. Nosso próximo objetivo é relacio-
nar a hipoelipticidade de 𝑃 com suas soluções fundamentais. Começamos com um lema
que nos ajudará a demonstrar o resultado que faz esta ligação.

Lema 4.4.4. Sejam 𝑓 ∈ D ′(R𝑛), 𝑔 ∈ E ′(R𝑛) e suponha que 𝑓 é 𝐶∞ em R𝑛 ∖ {0}. Então
𝑠𝑖𝑛𝑔𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓 * 𝑔) ⊂ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑔).

Demonstração. Seja 𝑥 ∈ [𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑔)]𝑐 fixado. Mostraremos que 𝑓 * 𝑔 é 𝐶∞ numa vizinhança
de 𝑥.

Como 𝑥 não está no suporte de 𝑔, existe 𝜌 > 0 tal que 𝐵(𝑥; 𝜌) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑔) = ∅.
Tomando 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (𝐵(0; 𝜌/2)) tal que 𝜙 = 1 em 𝐵(0; 𝜌/4), podemos escrever 𝑓 * 𝑔 =
(1 − 𝜙)𝑓 * 𝑔 + 𝜙𝑓 * 𝑔. Assim, como (1 − 𝜙) = 0 numa vizinhança de {0}, temos que
(1 − 𝜙)𝑓 é 𝐶∞ em R𝑛. Consequentemente, (1 − 𝜙)𝑓 * 𝑔 é 𝐶∞ em R𝑛.

Agora, pelo Teorema 2.4.38, segue que:

𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙𝑓 * 𝑔) ⊂ {𝑦 + 𝑧; |𝑦| < 𝜌/2 e 𝑧 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑔)} = {𝑦; 𝑑(𝑦, 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑔) < 𝜌/2}.

Disto, temos que 𝜙𝑓 * 𝑔 = 0 em 𝐵(𝑥; 𝜌/2), e assim, segue que 𝑓 * 𝑔 = (1 − 𝜙)𝑓 * 𝑔 é 𝐶∞

em 𝐵(𝑥; 𝜌/2), como queríamos demonstrar.

Teorema 4.4.5. Seja 𝑃 um operador diferencial linear de coeficientes constantes. São
equivalentes:

(i) 𝑃 é hipoelíptico;

(ii) Toda solução fundamental de 𝑃 é 𝐶∞ em R𝑛 ∖ {0};

(iii) Ao menos uma solução fundamental de 𝑃 é 𝐶∞ em R𝑛 ∖ {0}.

Demonstração. (i)⇒(ii) Se 𝑃 é hipoelíptico, então 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑠𝑢𝑝𝑝(𝐸) ⊂ 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑃𝐸). Assim,
basta observar que se 𝐸 é uma solução fundamental regular de 𝑃, então 𝑃𝐸 = 𝛿, e que 𝛿
é 𝐶∞ em R𝑛 ∖ {0}.

(ii)⇒(iii) Imediato.

(iii)⇒(i) Sejam 𝐸 uma solução fundamental de 𝑃 tal que 𝐸 é 𝐶∞ em R𝑛 ∖ {0},
𝑢 ∈ D ′(R𝑛) e suponha que 𝑃𝑢 é 𝐶∞ em um aberto Ω ⊂ R𝑛. Vejamos que 𝑢 é 𝐶∞ em Ω.
Para tal, fixemos 𝑥 ∈ Ω e mostremos que 𝑢 é 𝐶∞ numa vizinhança de 𝑥.

Tomemos 𝜌 > 0 tal que 𝐵(𝑥; 𝜌) ⊂ Ω e 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (𝐵(𝑥; 𝜌)) de modo que 𝜙 = 1 em

𝐵(𝑥; 𝜌/2). Desta forma, temos que 𝜙𝑢 = 𝑢 em 𝐵(𝑥; 𝜌/2) e 𝜙𝑢 = 0 fora de 𝐵(𝑥; 𝜌).
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Agora, observamos que podemos escrever

𝑃 (𝜙𝑢) =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼

∑︁
𝛽≤𝛼

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ 𝜕𝛽𝜙𝜕𝛼−𝛽𝑢 = 𝜙
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝜕
𝛼𝑢+

∑︁
|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼

∑︁
0<𝛽≤𝛼

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ 𝜕𝛽𝜙𝜕𝛼−𝛽𝑢,

ou seja, 𝑃 (𝜙𝑢) = 𝜙𝑃𝑢+ 𝑣, onde 𝑣 = 0 tanto em 𝐵(𝑥; 𝜌/2) quanto em [𝐵(𝑥; 𝜌)]𝑐.

Desta forma, podemos escrever 𝐸 * 𝑃 (𝜙𝑢) = 𝐸 * 𝜙𝑃𝑢 + 𝐸 * 𝑣. Observando que
𝜙𝑃𝑢 é 𝐶∞ em R𝑛, segue que 𝐸 * 𝜙𝑃𝑢 é 𝐶∞ em R𝑛. Agora, pelo Lema 4.4.4 temos que
𝑠𝑖𝑛𝑔𝑠𝑢𝑝𝑝(𝐸 * 𝑣) ⊂ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑣), ou seja, 𝐸 * 𝑣 é 𝐶∞ em 𝐵(𝑥; 𝜌/2).

Logo, temos que 𝐸 * 𝑃 (𝜙𝑢) é 𝐶∞ em 𝐵(𝑥; 𝜌/2). Mas, pelo Exemplo 2.4.39 segue
que

𝐸 * 𝑃 (𝜙𝑢) = 𝑃𝐸 * 𝜙𝑢 = 𝛿 * 𝜙𝑢,

e, com isso, 𝑢 = 𝐸 *𝑃 (𝜙𝑢) é 𝐶∞ em 𝐵(𝑥; 𝜌/2), o que conclui a demonstração do teorema.

Exemplo 4.4.6 (Operador do Calor). O Operador do Calor é hipoelíptico.

De fato, o Operador do Calor em R𝑛+1, dado por

𝑃 = 𝜕

𝜕𝑡
−

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2 ,

possui uma solução fundamental da forma (ver (FOLLAND; JOSEPH; THANGAVELU,
1983, p 47)):

𝐸(𝑡, 𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩(4𝜋𝑡)−𝑛/2𝑒−|𝑥|2/4𝑡, se 𝑡 > 0,

0, se 𝑡 ≤ 0.

Logo, pelo Teorema 4.4.5, segue que 𝑃 é hipoelíptico, já que 𝐸 é 𝐶∞ em R𝑛+1∖{0}.
A demonstração do resultado que segue é uma adaptação dos argumentos utilizados em
(HÖRMANDER, 1957, Th. 1.4, p 34).

Exemplo 4.4.7. Se 𝑃 é um operador diferencial linear de coeficientes constantes hipoe-
líptico, então todas as soluções fundamentais de 𝑃 são regulares.

De fato, se 𝐸1 e 𝐸2 são soluções fundamentais de 𝑃, segue que 𝑢 = 𝐸2−𝐸1 é solução
da equação homogênea 𝑃𝑢 = 0, em particular, 𝑃𝑢 ∈ 𝐶∞(R𝑛). Como 𝑃 é hipoelíptico
temos que 𝑢 ∈ 𝐶∞(R𝑛).

Dada 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛), segue que 𝜙𝑢 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛) ⊂ S . Do Teorema 3.4.8 resulta que
𝜙𝑢 ∈ 𝐵∞,𝑃 (𝑖𝜉). Como 𝜙 é arbitrária temos que 𝑢 ∈ 𝐵𝑙𝑜𝑐

∞,𝑃 (𝑖𝜉).

Se tomarmos 𝐸1 regular (a existência de solução fundamental regular segue do
Teorema 4.2.1) segue que 𝐸2 = 𝑢 + 𝐸1 também é regular. Portanto, qualquer solução
fundamental de 𝑃 é regular, concluindo assim a prova do Exemplo 4.4.7.
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Como todo operador elíptico é hipoelíptico, a conclusão do Exemplo 4.4.7 é válida
para todo operador diferencial linear de coeficientes constantes elíptico.

Agora, se 𝑃 é elíptico de grau 𝑚 > 0, então podemos ver que 𝑃 (𝑖𝜉) cresce como
um múltiplo do polinômio (1 + |𝜉|)𝑚, e ainda, para 𝜉 ∈ R𝑛 grande, este polinômio se
comporta como |𝜉|𝑚. Desta forma, dado 𝑠 ∈ R, segue que:

∫︁
R𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒(1 + |𝜉|2) 𝑠

2

𝑃 (𝑖𝜉)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

d𝜉 < ∞ ⇔ 𝑠 < 𝑚− 𝑛

2 .

Então, pelo Corolário 4.3.1, 𝑃 possui uma solução fundamental 𝐸 ∈ 𝐻 𝑙𝑜𝑐
𝑠 se, e

somente se, 𝑠 < 𝑚− 𝑛/2. Mais ainda, se 𝑚 > 𝑛 + 𝑘, para algum 𝑘 ∈ N, podemos tomar
𝑠 ∈ R tal que 𝑚 > 𝑠 > 𝑛

2 + 𝑘 e, pelo Lema de Sobolev (ver Lema 3.3.12), temos que
𝐻𝑠 ⊂ 𝐶𝑘(R𝑛). Consequentemente, a solução fundamental 𝐸 ∈ 𝐻 𝑙𝑜𝑐

𝑠 é de classe 𝐶𝑘.
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