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RESUMO

EXISTENCIA E MULTIPLICIDADE DE SOLUCOES FRACAS PARA
EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS ELIPTICAS COM NAO
LINEARIDADE DE FRONTEIRA

AUTOR: Lucas Pinto Dutra
ORIENTADOR: Juliano Damiao Bittencourt de Godoi

O objetivo do trabalho é estabelecer resultados de existéncia e multiplicidade de
solugoes fracas para equacoes diferenciais parciais elipticas com condicoes de fronteira nao

lineares do seguinte problema

—Au+c(x)u =0, em €,

ou
5 = pu+ f(z,u), em OS.

Para tal, realizamos um estudo introdutério sobre a teoria de autovalores de
Steklov e sobre a teoria de Homologia Singular. Em todos os resultados, utilizamos

Métodos Variacionais, e em um deles utilizamos a teoria de Grupos Criticos.

Palavras-chave: Métodos Variacionais. Autovalores de Steklov. Grupos Criticos.



ABSTRACT

EXISTENCE AND MULTIPLICITY OF WEAK SOLUTIONS FOR
ELLIPTIC PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH
NONLINEARITY OF BOUNDARY

AUTHOR: Lucas Pinto Dutra
ADVISOR: Juliano Damiao Bittencourt de Godoi

The objective of this work is to establish results of existence and multiplicity of
weak solutions for elliptic partial differential equations with nonlinear boundary conditions

to the following problem

—Au+ c(x)u =0, on €,

0
a—z = mu+ f(z,u), on .

To achieve this, we performed an introductory study on the Steklov’s eigenvalues
theory and on Singular Homology theory. In all results, we used Variational Methods,

and in one of them we used Critical Groups theory.

Keywords: Variational Methods. Steklov’s Eigenvalues. Critical Groups.



LISTA DE SIMBOLOS

e (.t.p. significa quase todo ponto;

e () é um conjunto aberto e limitado de R";

e () é o fecho de Q ;

e 0() ¢é a fronteira de €;

e |A| é a medida de Lebesgue de um subconjunto A de R";

o |[Al, éa 0 medida de um subconjunto A de R"!;

o |u|p—Z|ul|p lu| = Z|u1| Vu=(up,ug,...,u,) € R" com 1 <p<+o0;

® suppu = {iv € Qs u(z) % 0}
o C*(Q) = {u: Q — R;u é k vezes continuamente diferenciavel};
o C*(Q) = {u € C*(Q);supp(u) é compacto em Q};
o C°(02) ={u:Q — R;u ¢ infinitamente diferencidvel e supp(u) é compacto em Q};
¢ [[ufloc = inf{a > 0;[{z € Q; |u(z)| > a}| = 0};
1/p :

ol = ([ farae) e lllo= ([ juras)’

Q G)
o L°(Q) ={u:Q — R;ué mensuravel e ||ul|o < +00};

o [P(Q) = {u: Q — R;ué mensurdvel e ||ul|, < +oo};

ou Ou ou "\ | Ou
o Vu= (8%, I 85%) e |Vu| = ;1 oz |
U
o AU: 8_1‘22’

i=1

o (u,v)s :/uvdac, Vuve L*(Q) e (u,v)a9 :/ uvdo, ¥ u,v € L*(09);
o0

o (u,v). = [ [Vu-Vov+clx)u]de,V u,v € H'(Q);

o |lull. = \// [[Vul* + c(z)u?]dz, ¥ u e H (Q);

o WP (Q) ={u € LP(Q); I g € LP(Q) tal que/ ug de = — / gpdz, ¥ p € CF(Q)};
Q Q

o (u,v)y1 = /[uv—{—Vu-Vv]dx,‘v’ u,v € H'(Q);
Q

o lullm = /[u2+ Vul?|dz, ¥ ue H'(Q);

)= Wl%( Q);

e H}(Q) = C>=(Q), onde o fecho é tomado com relacio a norma || - || g1;
o H2(0Q) = {u € L2(09);3 v € H(Q)com v|pg = u};

o |lull 3 = mnf{||v][m;v € H'(Q) e v]an = u};

.Hl(



° % =Vu-v;
e X* representa o espago dual de (X, || - ||), munido da norma || - ||*;
o [[ullx = sup [u(z)], v € X7

lzll=1
e 0(X, X™) representa a topologia fraca de X;

eu, —wuem (X, | |) & kl_lgloo |lur — u|| = 0 < uy converge fortemente para u;
ey, —uem (X,|-]) < kEr—Poo |f(ug) — f(w)] = 0,Vf € X* & ug converge fracamente
para u;
[ ]
1sej=k
Sjp =
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INTRODUCAO

O estudo da teoria de Equagoes Diferenciais Parciais (EDP’s) tem tido grande
desenvolvimento nos tltimos anos, devido, principalmente, as suas aplicacoes em diversas
areas, como engenharias, ciéncias e economia. Nesse sentido, a busca pela existéncia,
multiplicidade e comportamento de solugoes para os diversos tipos de EDP’s cresce em
importancia, tendo em vista que diversos problemas aplicados dependem de duas ou mais
variaveis independentes.

As EDP’s sao classificadas, por muitos autores, como: equagoes parabdlicas, hi-
perbdlicas e elipticas. Neste trabalho, sao estudadas EDP’s elipticas, de maneira que o
interesse se da na busca por existéncia e multiplicidade de solucoes fracas para a seguinte

classe de problemas

—Au+c(x)u =0, em (2,
ou

3 = piu 4 f(x,u), em 0L,

onde Q C R", com n > 2, é um dominio limitado com fronteira 9 de classe C? e

9
ov

autovalor positivo do autoproblema de Steklov e as funcgoes c e f satisfazem algumas

= v -V é a derivada normal exterior unitaria sobre 9€). O ntmero p; é o primeiro

hipéteses. Esse problema foi escolhido baseado no artigo de Fadlallah e da Silva (2015).
Para atingirmos os resultados, necessitamos estudar um problema de autovalores,
a saber, o autoproblema de Steklov, que esta relacionado ao termo p; supracitado. Esse

problema é dado por

—Au+c(z)u =0, em (2,
ou

e pau, em 0§2;

onde 2 C R™, com n > 2, é um dominio limitado com fronteira 9 de classe C? e, nova-
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mente, ¢ satisfaz uma condicao apropriada. Dessa maneira, obtemos resultados referentes
a existéncia de uma sequéncia de autovalores de Steklov positivos que tende para mais
infinito, bem como uma decomposigao do espago H'(£2) em termos dos espagos gerados
pelas autofuncoes associadas aos autovalores de Steklov. Como referéncias de estudos
sobre o autoproblema de Steklov, citamos Escobar (1999), Escobar (2000), Brock (2001),
Auchmuty (2004), Anane et al. (2009), Mavinga e Nkashama (2010), Lamberti (2011) e
De Godoi (2012).

Além do autoproblema de Steklov, para um dos resultados de multiplicidade do
trabalho, foi necessario um estudo mais detalhado sobre alguns resultados de Topologia
Algébrica, em particular o estudo dos Grupos de Homologia Singular e de Grupos Criticos,
o que possibilitou a obtencao de informagoes sobre um funcional a partir dos seus pontos
criticos. Para estudos desses tépicos, podemos citar Eilenberg e Steenrod (1952), Hu
(1966), Wallace (1970), Chang (1993) e Ramos (1993).

Com o auxilio desta teoria, provamos quatro teoremas principais. Inicialmente,
provamos a existéncia de solucao fraca, e apés demonstramos trés resultados para a mul-
tiplicidade de solugoes fracas para o problema em questao.

Organizamos o trabalho da seguinte maneira: o primeiro Capitulo conta com a
descricao do problema principal, com as hipoteses necessarias para as funcoes c e f.
Além disso, sao enunciados quatro teoremas, ditos resultados principais, que nos fornecem
existéncia e multiplicidade de solugoes fracas para o problema principal sob determinadas
condicoes.

No Capitulo 2, foram provados resultados auxiliares para a demonstracao dos re-
sultados principais enunciados no Capitulo 1. Tais resultados envolvem continuidade,
diferenciabilidade e geometria, no sentido variacional, além da condi¢ao de Cerami, para
um funcional associado ao problema inicial.

No Capitulo 3, sao realizadas as demonstracoes, utilizando os resultados provados
no Capitulo 2, dos resultados principais que haviam sido previamente enunciados no
Capitulo 1.

Além dos capitulos principais, o trabalho conta com trés apéndices, denominados
A, B e C. O Apéndice A conta com resultados gerais que sao utilizados no decorrer do
texto. No Apéndice B, nos dedicamos ao estudo do autoproblema de Steklov, enunciando

resultados necessarios para a prova dos teoremas de existéncia e multiplicidade propos-
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tos. Ja o Apéndice C traz alguns resultados relacionados a Topologia Algébrica que sao

utilizados durante a demonstragao dos resultados principais.



Capitulo 1

RESULTADOS PRINCIPAIS

Neste capitulo, serao enunciados os principais resultados deste trabalho. Tais
resultados garantem a existéncia e multiplicidade de solugao fraca para a seguinte classe de

equacoes diferenciais parciais de segunda ordem, com condicoes de fronteira nao lineares,

—Au+c(z)u=0, em (2,
(1.1)

ou
5 = hu+ f(ZE,U), em 8@,

onde Q@ C R”, com n > 2, é um dominio limitado com fronteira 92 de classe C? e

9
ov

autovalor positivo do autoproblema de Steklov, dado no Apéndice [B] Além disso, temos

:= v -V é a derivada normal exterior unitaria sobre 9€2. O nimero p; é o primeiro

que:
(C) c € LP(Q), sendo p > n e ¢ > 0, com desigualdade estrita em um subconjunto de
medida positiva de €2, isto é, / c(x)dx > 0.
Note que se a fungao ¢ satisfaz% hipétese (C') acima, é também satisfeita a hipdtese (C1)
do Apeéndice [B], sendo validos os resultados 14 citados.

O termo nao linear f : 92 x R — R satisfaz as condigoes de Carathéodory, ou
seja, vale:
(fo) A funcdo f: 002 x R — R satisfaz

i) f(-,u) é mensurdvel em 0f), para cada u € R;

i1) f(z,-) é continua em R, q.t.p. = € 0S).

E mais, consideraremos o caso subcritico para f, isto é,
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(f1) Existe constante «, tal que

|f(z,u)] < a(l+|uf™), VueR, Ve,

2n—2
n—2 "

com1<p<
O objetivo principal do nosso estudo é a busca de solugoes fracas para o problema
(1.1)), em que condigoes de ressonancia no infinito na fronteira sdo consideradas, ou seja,

imporemos a seguinte condic¢ao:
T G0 (1.2)

|u]—+o0 U

o que acontece uniformemente para q.t.p. € 0.

Definigao 1.1. Dizemos que u € H'(Q) € solugao fraca de , se

/ vu - yvde + / c(x)uvdr = / puvdz + [ f(x,w)vde, Vo € H(Q).
Q Q G) o0

Também consideraremos o fendmeno de ressonancia forte, isto €,
(SSR) | |lim f(z,u) = 0, e |F(z,u)| < F(z) para q.t.p. = € 99, u € R, sendo a
u|—>—+00
segunda desigualdade vélida para alguma funcio F € L1(09), ¢ > 1. Aqui consideramos
u(z)

F(z,u) = i f(x,s)ds.

Além disso, para o controle da ressonancia, serao introduzidas as seguintes
condicoes:
(HOC)~ Existe fungao a € L'(09) tal que a(z) <0e lim uf(z,u) < a(x);

|u| =400

(HOC)T Existe fungao b € L'(99) tal que b(x) >0 e | |lim uf(z,u) > b(z).
u|——+00

Enunciaremos, agora, o primeiro resultado de existéncia de solugao fraca para ([1.1).

Para a prova de tal resultado, utilizamos o Principio Variacional de Ekeland.

Teorema 1.1. Suponha que f satizfaz (fo), (f1), (SSR) e (HOC)™ ou (HOC)™.
Entao, o problema tem pelo menos uma solucio fraca u € HY(Q).

Caso assumirmos f(x,0) = 0, em 02, tem-se que u = 0 é solucao trivial de (1.1)).
Nosso interesse é assegurar a existéncia de alguma solucao fraca nao trivial para (|1.1)).

Consideremos agora as seguintes hipoteses:
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(BH1) A fungao f possui o seguinte comportamento na origem

lim sup
u—0

few)
u

uniformemente para q.t.p. z € 0.

(BH2) Existem nimeros reais a~ e a™, com a~ < 0 < a™, tais que

/ F(x,a%¢)dx > 0,
o0

onde p; é a primeira autofungao correspondente ao primeiro autovalor de Steklov.

(BH2)" Se jip > p11, onde ji5 é 0 segundo autovalor do problema de Steklov, entdo

F(z,u) < %MQ, VueReVzed
Assim, combinando o Principio Variacional de Ekeland e o Teorema do Passo da

Montanha, podemos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 1.2. Suponha que f satizfaz (fo), (fi), (SSR) e (HOC)~ ou (HOC)'.
Ainda, assuma vdlidos (BH1), (BH2) e (BH2). Entdo, tem ao menos trés

solucoes fracas nao triviais u4, uq.

Utilizando, agora, o Teorema do Ponto de Sela, o Principio Variacional de Ekeland
e a Teoria de Grupos Criticos, dada no Apéndice [C| obtemos uma releitura do Teorema

[1.2] com demonstragao distinta da anterior, dada por:

Teorema 1.3. Suponha que f satizfaz (fy), (f1), (SSR) e (HOC)~ ou (HOC)*. Su-
ponha vdlidas também (BH1), (BH2) e (BH2)'. Deste modo, o problema tem ao

menos trés solucoes fracas nao triviais u4, us.
Se, além disso, considerarmos a hipdtese

(BH3) existem r > 0 e € € (0, uz — p11) tais que

€
[ul, ¥ ful <,

0< F(z,u) < %

podemos aplicar o Teorema de Link Local e provar o seguinte resultado:

Teorema 1.4. Suponha que f satizfaz (fo), (f1), (SSR) ¢ (HOC)~ ou (HOC)*.
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Ainda, assuma a validade de (BH3). Entao, tem ao menos duas solugoes nao

triviais.



Capitulo 2

RESULTADOS AUXILIARES

Neste capitulo, serao abordados resultados auxiliares para a construgao das de-
monstragoes dos resultados principais deste trabalho.
No decorrer do capitulo, consideraremos o espaco H'(2), com produto interno
definido por
(u,v). = /[Vu Vo + c(z)w)dz, ¥V u,v € H(Q),
Q

o qual induz a norma

Jull. = \/ / [Vaul? + cfa)u?]de, ¥ u € H'(S),

que provamos, no Apéndice , ser equivalente & norma usual de H'(Q).

Lema 2.1. Suponha que f satisfaz (fo), (f1) € que existam constantes a, b, p e q, com

1<p,qg<ooeab>0, tais que para quaisquer x € Q et € R,
[z, 8)] < a+bJt]’, com B =p/q. (2.1)
Se F: LP(0Q2) — L9(0N) € definida por
F@)(z) = f(z,9(x)),V ¢ € LP(9Q) eV x € 9,

entao, F, que é conhecido como operador de Nemytskii, é continuo.

Demonstracgao. Provemos inicialmente a boa definicao do operador de Nemytskii. Seja,
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para tal, ¢ € LP(02). Temos que, utilizando (2.1)) e a desigualdade do Teorema ,

\ﬂ%w@mmUs/’m+mwwwwasm/“u+WWMa
o0 o0 o0

onde b; € R é uma constante.

Notando agora que |09], < oo e lembrando que ¢ € LP(0%2),

|/ (2, ¢())|"do < o0,
o0

donde f(-,%(-)) € L1(0R) e o operador F estd bem definido.

Para provarmos a continuidade de F, sejam (u) e u em LP(0S), tais que up — u
em (LP(092),] - ||p8). Do Teorema , existem subsequéncia (ug,) de (ux) em LP(09) e
h em LP(0R2), tais que

ug, () — uw(x) em (R,[-|) e |u, (z)| < h(z), q.t.p. x € Q. (2.2)

Pela hipétese (f1), f(z,ux,(x)) — f(2,u(z)) em (R,|-|), q.t.p. z € 9Q. Agora, por (2.1
e (2.2),

(g, (2)] < a4 blug, (2)7 < a + blh(z)”7, q.t.p. x € O

Ainda, escrevendo m(z) = a +b|h(z) [P/, temos que m € L2(9R), pois h € LP(99Q). Dessa
maneira, pelo Teorema , [z, up;(2)) — f(z,u(z)) em (LI, || - |l40)-

Devemos, agora, mostrar que f(z,ux(z)) — f(x,u(z)) em (LI(OQ), || - ||,0)- Su-
ponhamos, por contradi¢ao, que isto nao ocorra, isto é, que existam € > 0 e subsequéncia

(ug,) de (ug) tais que
1f (2, uk, () = f 2, u(@)) g0 = €,V T €N. (2.3)

Porém, da hipétese inicial, up, — w em (L2(09),] - |lg.0).- Logo, uk, — w neste espago.
Ora, utilizando novamente o Teorema e os resultados acima, obtemos (Ukzj) C (ug,)
tal que

f(x,uklj () = f(z,u(z)) em (LY(0Q),] - |lq0), a-t.p. z € 09,
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que gera uma contradi¢ao com ([2.3)). Portanto,

f(@u(x)) = [z, u(z)) em (LIRQ), [| - llg.0),

ou seja, o operador de Nemytskii ' é continuo.

Definigao 2.1. O funcional J : H*(2) — R associado ao problema é dado por

J(u) = % l /Q Vul2de + /Q o(@)uddz — /8 Qu%za} - /(9 Fle.uds

u(z)
com F(z,u) = f(z, s)ds.
0

Proposicao 2.1. Se valem as condigoes (fy), (f1) e (C), entio J(u) € R, para todo
u e H' (Q).

Demonstragao. Pelas condigoes de dominio, por (C') e pelo Teorema temos

1
‘— [/ |Vul? —i—c(m)qux] — &/ u?do
2 /o 2 Joo

que ¢é finito.

Ainda, F(z,u) —/ f(z,s)ds. Donde
0

/0 " o, s)ds

1 H
= Slul2+E )3,

1
< |3t

+ ‘% (u,u)2p

|F (2, u)| =

</ | f G 9)lds.

Dai, pela condicao (f1), tem-se

u p
|F(z,u)| < / a(l + [sPYds = au + 04|UTJ < Co(Jul| + |ulP),
0

com 1 < p< % e Cy = maz{a,a/p}. Considerando ¥(u) = |u| + |u|P, obtemos

|F(z,u)] < Co¥(u). Da continuidade do operador trago (Teorema |A.1)), existem a; > 0
e ay > 0 tais que [lwlliy < arfwlm < oo e Jwllps < asflwlm < oo, para qualquer

w € HY(N). Assim, para todo u € H'(Q),

/ U ()| do = / (lul + [uP)do < / fuldo + / ufPdo = o + [[ull? 5 < oo.
o0 o0 o0 o0
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Deste modo,

Pz, u)|do < 02/ O (w)|do < 00,¥ u € H(Q).
o2 00

Por isto,

1 H1
0= I < ghall+ 1l + | [ Flouis

< 00,

sendo, entao, J(u) € R, para todo u € H'().
n

Proposigao 2.2. Se valem as condigoes (fo), (f1) e (C), entao, para cada u € H* ()
arbitrdrio, porém fizado, T, : H(Q)) — R, dado por

T.(v) = /Q [VuVv + ¢(z)uv] dx — /agz puvdo — /8Q f(z,u) - vdo,¥ v € H(Q),

estd bem definido, ¢ linear e continuo. Em outras palavras, T, € [H*(Q)]".

Demonstragao. Mostremos inicialmente que T, estd bem definido, ou seja, T, (v) € R,

para todo v € HY(Q). Seja, pois, v € H*(2). Das condicoes de fronteira, temos que

Tu(v) = (u,v)e — 1 (U, v)2,9 — f(z,u)vdo,
o0
onde (u,v). < 0o e (u,v)29 < 0o. Basta, entao, verificarmos que f(z,u)vdo| < o0,
a0
pois desse modo teriamos
Tu(0)] < [, v)e| + [pa(u, v)20] + | [ f(a, u)vdo| < oo.
o0

Afirmacgao: < 00.

flz,u)vdo
00
Com efeito, de (f1), da Desigualdade de Hélder e do Teorema , obtemos
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f(z,u)vdo| < a/ (Jv] + [ulP~ o|)do
o0 0
= a||v||1,3+04/ lulP~tv|do
o0
p=1 1
1. P P
< allv|lie+ (/ lul? Plda) : </ |v|pda)
o9 o0
—1
= aljvflLe + allully vlpe
< aalv]lm + dhallulfit ol
< Ea(([vllm + lllfa [l ) < oo,
onde k1 = mar{ama,dba}t el <p< % Logo,
f(z,u)vdo| < o0, (2.4)
o0
como queriamos.
A linearidade de T, segue da linearidade dos funcionais Py, P, e P3 : H(Q2) — R,

definidos por

P (v) = (u,v)., Pa(v) = p1{u,v)as e P3(v) = ., f(z,w)vdo,

para v € H'(Q).

Finalmente, mostremos a continuidade de T,. Para isto, é suficiente mostrarmos

que T, é continuo em 0 € H'Y(Q). Seja (vx) sequéncia em H'(Q2) com v, — 0 em

(HY(Q), || - ||lc)- Pela equivaléncia das normas || - ||zt e || - [lc, v& — 0 em (HY(Q), || - ||z)-

Por (2.4) e pelo Teorema ,

| Tou(vr)|

IN

[ullellvrllc + pallull2o

Uk ll2.0 + ‘/ f(z,u)vpdo
o0

A

Portanto, T, é continuo.

< lllellolle + pabillullm forll + & ol + s ol ) — 0.

Proposicao 2.3. Suponhamos vdlidas (fy), (fi1) e (C). Entao o funcional J é dife-

rencidvel a Fréchet, tendo como derivada de Fréchet em u € H(Q), J'(u)

=T,
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Demonstragao. Observemos que se Ji, Jy, Js : HY(Q) — R sao definidos por

Ti(u) = % /Q Dwm /Q c(a:)uz} o, hfu) =2 /a o e u) - / F(z, u)do,

o0

para todo u € HY(Q), entao J = J; — Jo — J3. Mostrando, entdao, que Jy, Jo e J3 sdo
diferencidveis a Fréchet em u € H'(Q), teremos J'(u) = Jj(u) — J5(u) — J4(u), sendo,
portanto, J diferenciavel a Fréchet em H'(Q). Provemos, pois, que isto vale.
Afirmagao 1: J; é diferencidvel a Fréchet, com derivada Fréchet em u € H'(Q2) dada
por

J{(u)w:/Vu~Vvdx+/c(m)uvdx,Vv€HI(Q).
Q Q

De fato, Ji(u) = 3D.(u), para todo u € H*(£2). Mas, pelo Teorema[B.2, D, ¢ diferencidvel
a Fréchet, com derivada de Fréchet dada por D.(u) - v = 2{(u,v),, para v € H*(2). Logo,
Ji ¢é diferencidvel a Fréchet, com Jj(u) - v = (u,v)., para quaisquer u,v € H'(Q).

Afirmagao 2: J, é diferencidvel a Fréchet, com derivada Fréchet em v € H'(2) dada

por

Jo(u) -v = ,ul/ uvdo, ¥ v € H'(Q).
o0

2

Com efeito, Jo(u) = EB(u), sendo, pelo Teorema B diferenciavel a Fréchet com
B'(u) - v = 2{(u,v)s 4, para todo v € H'(Q2). Dai, segue que Jy(u) - v = py{u,v)q 5, como
queriamos.

Afirmagao 3: J; é diferencidvel a Fréchet, com derivada Fréchet em v € H'(2) dada
por

Ji(u) v = f(z,wvdo, ¥V v e H(Q).
o9

Mostraremos que, dado € > 0 qualquer, existe 6 = §(u,e) > 0 tal que, se v € H(Q2) e
|lv]le < 6, entdo

J3(u+v) — J5(u) — . f(z,u)vdo

< efvl,

ou seja, que Jy é diferencidvel a Fréchet, com Jj(u) = / f(z,u)vdo, para v € H'(Q).
o0
Para tanto, notemos inicialmente que se ¥ = |F(z,u +v) — F(z,u) — f(z,u)v|, entao

< / Vdo.
o0

J3(u+v) — J3(u) — ., f(z,u)vdo
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Consideremos ¢, ¢ € RT arbitrdrios e definamos, para u,v € H'(2),

Ry = {a € 00; u(x)| > ¢}, R = {x € 0% |o(a)| > &

Ry ={z € 00; Ju(r)] < ¢ e fv(z)| <}

Desse modo, 0€2 C R; U Ry U R3. Disto,

3
/ Vdo <) / Udo. (2.5)
oK i=1 /1

Por (fo) e pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (0,1) de modo que

F(z,§+n) — F(2,8) = f(z,{+0nn,V {n eR.
Dai, de (2.5) e de (f1), seque que

|F(z,u+v) — F(z,u)|do = |f(z,u+ 0v)||v|do < / a(l+ |u+ Gv[P~1)|v|do.
R1 Rq Rq
Pelo Teorema, existe constante k; > 0 tal que |u+60v[P~" < ki (JulP~1+|Gv[P~1).
Como 0 € (0,1), |u+ 0v|P~" < ky(Julp~" + [v][P~"). Assim,

|F(z,u+v) — F(z,u)|do < / alv| + kay|uP~ o] + ka|v|P~Y|v|do, (2.6)

R1 Rl

onde ky = aky. Visto que 0 < p—1 < =, ’%1 + 271‘1__22 < 1, existe a > 1 tal que

éju%—i—?’jl__% =1 Comol <p< 2ﬂ"_‘;, o Teorema|A.1|garante a continuidade do operador

trago de H'(Q) sobre LP(99)) e de H'(Q2) sobre L%((?Q). Consequentemente, existem

b1, by € R tais que |[ull,o < bilullg e ||u||%(9 < byl|u|| 1. Disto e da desigualdade de

Hélder generalizada aplicada a 1} para p' = 222 ¢ = 1% e «, temos, notando que
R, C 09,

_n_ ~ 1 _ _
Pl ut ) = Pl w)ldo < o]z o [CLR1FT + BRI (s + o))
Ry

Devido a isto, ao Teorema e & equivaléncia entre as normas || - ||z e || - ||, obtemos
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ks > 0 tal que

~ N _ 1
[P, u+v) = Flo, u)ldo < Rallolle | |- + Rilg (el + ol2™)] . @7)
Ry
Por outro lado, pela continuidade do operador traco de H'(Q) em L?(9f2), pela
equivaléncia das normas || - ||z e || - || e pela definicao de R;, existe constante positiva

ky tal que

1
_ 2 _ 1
mmZk@</1mQ — gl Ril2,
Ry

2 n
: ulle\* . s ulle\ " .
[R5 < <|L_ ”) = M(¢) e |Ry]5"? < (”_ ”) = Ms(p).

1P

isto é,

Por conseguinte, de (2.7)),

i |F(,u+v) = Fz,u)|do < kslloll [Ma(@) + Mi(@) (lull2™ + [lo]l2)] -

Analogamente, pode-se mostrar que existe k; > 0, tal que
|f (2, woldo < Kal|v]le [Ma(@) + Mi(2) ([[ull2" + [lo])] -
Ry
Assim, se ks = ks + k4, temos

/R Wdo < Fsllolle [Ma() + Mi(@) (2~ + [lo2~Y)] -

Agora, seja v € H'(Q), com [jv|l. < §, onde 0 < § < 1. Como u € H'(Q) é

arbitrario, porém fixado, M;(p) — 0 e Ms(p) — 0, quando ¢ — oo. Disto,
My(@) + Mi(@) ([ulle™ + [lvlle™") — 0
em (R, |-]). Assim, dado € > 0, existe ¢ > 0 tal que se ¢ > ¢, entao

/ Vdo < ks||v]lo—= = <||v]|.,¥ v € HY(Q) com ||v]|, < & < 1. (2.8)
R1 3k‘5 3

Analogamente, ao que foi feito até agora para R, obtemos constante d; > 0 tal
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que

/ Vdo < |F(z,u+v) — F(z,u)|do + [ |f(z,u)v|do
Ra Ra Ra

< d1/ [[o] + [ulP~ |v] + [o]P~ o] do.
Ro

Pelo Teorema[A.1] pelas normas |||/ 1 e || || serem equivalentes, pela desigualdade

p,8‘| )

com d; > 0. Novamente, pelo Teorema e pela equivaléncia entre as normas || - || g1 e

de Hélder, com p' = £, ¢’ = p e por Ry C 0f), vemos que
p—1

p—1
& - -1
/R Vdo < dy {\Rzla’” lollpo + llullys vllpe + vlp5 v
2

|| - [|e, conseguimos dy > 0 de modo que

=

|U|pda] . (2.9)

/ Wdo < dy (1+ [ul2 + o] V
R>

R>

Agora, se z € Ry, |v(x)| > €. Assim, se m = 222, temos

(/R lv’pda); - (/R [of? (%)m_p da) : :

onde -} e — sao expoentes conjugados. Segue, da desigualdade de Holder e de lv(x)] > €

para x € Ry que

1
1 P m—p -
) m m p 1
( / |U\Pda) < ( \u|mda) ( \U|mda> L
R Ro Ro E p

mP o,
= [llmollvlls €7

Como m > p, segue, do Teorema[A.1e das normas |- || 1 e ||| serem equivalentes,

que existe d3 > 0 tal que

1

(/ !vl”d“)p < dylloflollo]l. " &5
R _— C C .
2
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Disto e de ([2.9)), obtemos,

[ wio < 0 (U Jull o) [0l com dy = s, (2:10)
Ra

Agora, como F € C1(Q x R,R), temos que dados ¢, 9 > 0, existe ky = k](é, 0) >0

tal que se z € OQ, [u(z)| < 0 e [v(z)| < ki, entdo
|F(z,u+v) — F(z,u) — f(z,u)v]| < €lv|. (2.11)

Assim, para ¢ > 0 qualquer e v = ¢ > 0, garantimos que existe ky = 4 > 0 tal que
se |u(x)] < ¢ e |v(z)| <4, entdo a desigualdade (2.11)) é satisfeita. Dai, do Teorema [A.1]

e das normas || - ||g1 e || - ||c serem equivalentes,
/ Udo < é [ |v(x)|do < EK|v]
R3 R3
Tomando € tal que €K < £, segue que
€
/ Vdo < —||v|e- (2.12)
Rs 3
Combinando ([2.8)), (2.10) e (2.12), obtemos
26 p—m —1 pfl %
Vdo < Zllvlle +dae 7 (14 [lufle™ + [J0llE7) [lvll
o0 3
desde que v € H'(Q) com ||v||. < 6. Tomando ¢ € (0,1) tal que

m—p

de s (T4 a4 )6 <

€
57
tem-se

2e €
/xwaggmm+§wm_¢ﬂm
o0

como queriamos.

Proposigao 2.4. Se valem (fy), (f1) e (C), entio o funcional J € C*(H'(Q2),R).

Demonstragao. Mostraremos que Jy, Jo, J3 € C1(H'(Q),R), de modo que J, que é dado
por J; — Jo — Js, pertencerd a C'(H'(Q),R).
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iD.(u) e que Jo(u) = L B(u), para todo

u € HY(Q) e, que, pelo Teorema [B.2] D.,B € C'(H(Q),R). Dessa maneira, J; e Jo
pertencem a C*(H'(Q2),R). Resta provar que J; € C'(H'(Q2),R).

Recordemos, inicialmente, que Jy(u) =

Ja provamos que J3 é diferenciavel a Fréchet e a derivada de Fréchet em u €
H'(Q) é dada por J}(u) -v = / f(x,u)vdo, para todo v € H*(Q). Verifiquemos que
o0
Jy HY(Q) — [HY(Q)]" é continuo.

Sejau € H'(Q) e (u) sequéncia em H'(Q) com uy — w em (H'(2),]||c). Temos,

pela equivaléncia das normas || - [|. e || - ||z, que ux — w em (HY(Q), || - ||z2). Ainda, do
Teorema o operador traco de H'(Q) em L!(99) é continuo para [ < %
Portanto,
ur — wem (L'(0Q), | - |lio),V lcom 1 <1< 5 (2.13)
n p—
Queremos mostrar que J4(uy) — Ji(u) em ([HX(Q)]", | - |I?). Notemos que
13 (ui) = Jy(w)lc = ”Sﬁlglﬂ [3(ur) — J3(u)] (0)]
< sup |f(z,ug) — f(z,uw)||v|do. (2.14)
[[v]le<1J 002

Pela Desigualdade de Holder, segue que

o |f (@, ue) — [, u)lloldo < [|f(z, ur) = fz,u)l|_2;6lv]lp.0-

2n—2
n—2

Como 1 <p< . pelo Teorema |A.1] existe K; > 0 tal que

[f (@, ue) — fla,u)l|oldo < Kullf (2, un) = fl@,w)ll 2 ollvllam,

o0
e pela equivaléncia das normas || - ||g1 € || - ||, obtemos Ky > 0, de modo que
f (e, ) = [, w)l[oldo < Ky K| f(a,ug) = f(zu)l| 2 ollv]le-
o9

Voltando em (2.14)), com K3 = K;K, > 0, temos

13(ue) = T3 ()12 < Kl f (2, un) = flzw)ll 2, 0 (2.15)
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Pelo Lema 2.1, o operador de Nemytskii é continuo. Ainda, por p satisfazer 1 <

p < 2=2 e por (2.13), com I = p, tem-se que uy, — u em (LP(9R), | - [Ip,0). Dai,

Few() = fCul) em (L7(09), ]| ||z, 0)-
Assim, em , obtemos
15(ux) = T (@)l < Kall f(z,u) = f(w,0)l] 25— 0.

Logo, J4(uy) — Ji(u) em ([HY()]", || ||7), sendo J§ continuo e J3 € C*(HY(Q2),R), como
queriamos.

|
Proposicao 2.5. Supondo validas (fo), (f1) e (C), o operador J é compacto.

Demonstragao. Seja (u;) sequéncia limitada em (H'(Q), || - ||.). Como (H'(Q), ] - ||.) é
espago de Hilbert, é, em particular, reflexivo. Dai, existem v € H'(Q) e (ux,) C (uy) tais
que ug, = u em (H'(Q),| - ||c). Da compacidade da imersao H'(Q) — L*(99Q), ux, — u
em (L*(09),] - |l2.0). Além disso,

15 () = Jo(u)lle = sup{[[J5(ux;) — S5 (w)]vl; [Jvfle < 1}

sup{ i |(ug, — u, v); [|v]]c < 1}

< g supd g, — wlallollo; ol < 1}
< mksup{|lur, — ull2ollvle; [lv]lc < 1}
< pikllug, — ull2p — 0, quando k — oco.

Donde Jj(uy,) — Jy(u) em ([H'(Q)]*, ]| - [|), de modo que J} é compacto.
|

Proposigao 2.6. Supondo vdlidas (fo), (f1) € (C), o funcional J3 € fracamente continuo

e, além disso, o operador J§ é compacto.

Demonstracao. Mostremos que J; é fracamente continuo. Para tanto, sejam (uy)
sequéncia em H'(Q) e u € HY(Q), com uj, — uw em (H'(Q),] - ||c). Pelo Teorema [A.10]
existe constante k; > 0 tal que ||ux|. < k1, para todo k& € N. Por isto e pelo fato de

| < llzr e || - || serem equivalentes, existe ko > 0, com ||ul|z: < ko. Devido ao Teorema
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, existe (ug,) C (ug), com uy, = u em (HY(Q), | - |[g1). De (f1), temos 1 < p < 222,
e do Teorema [A 1] temos que u, — u em (LP(9Q), || - [|,.6)-
Analisemos, agora, o funcional J3. Temos que J3 € C*(H'(Q),R) e, pelo Teorema

do Valor Médio, existe 6 € (0,1) tal que
Js(w) — Js(u) = J(0w + (1 — O)u) - (w —u), Yu,w € H(Q).

Dai, |J3(ug) — J3(u)| = . Utilizando a

flx, Opur + (1 — Op)u) - (up — u)do
o9
notacao I'y = Oxuy + (1 — Oy )u, temos, pela desigualdade de Hélder,

IN

| J3(ug) — J5(u)] |f(x, 0ug + (1 — 0)u)||ux, — u|do

o0
p

( 6Q|f<x,rk<u>>\zﬁﬂ)”1( m\uk—uw);

< |1f G Tl 2 ollur = ullpo.

IA

Ainda, pela defini¢ao de Ty, T, = u em (LP(09),]| - |[5,0). Disto e do Lema [2.1]
FCTR(w) = f(,u) em (Lv-1(09), || - ]\#73). Consequentemente, (Hf(,Fk(u))Hﬁa) é

limitada em R. Portanto,

[ Js(ur) = J3(w)] < [|f (2, Tr(u)ll_2; ollur — ullpo = 0.

Logo, J; é fracamente continuo.

Resta, agora, provarmos que J§ é compacto. Seja, pois, (u;) uma sequéncia limi-
tada em (HY(Q), | - ||c). Como (H*(),] - ||lc) é espago de Hilbert, ele é, em particular,
reflexivo. Dai, existem v € H'(Q) e (uy;) C (uy) tais que up, — u em (H'(Q),] - [[c).
Pelo argumento anterior, obtemos que f(-,ux,(-)) — f(-,u(-)) em (L71(09), || - ||p%1a) e
J3(ug;) — J3(u).

Por outro lado, da Proposicao [2.4] segue que, quando k — oo,
15 (ury) = T (@)lls < K[l £(uny) = f(u)] 20— 0.

Portanto, J4(ux,) — Ji(u) em ([H*(Q)]", | - ||7) e, assim, J§ é compacto.
|

O préximo passo desse capitulo é realizarmos a prova de que o funcional J satisfaz
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a condicao de Cerami. Isso tornara possivel a demonstracao dos resultados principais

deste estudo.

Definigao 2.2. Seja X um espago de Banach. Dizemos que J € CY(X,R) satisfaz a
condi¢ao de Cerami com nivel ¢, sendo ¢ € R, e denotamos (Ce),., se qualquer sequéncia
(un) C X tal que J(u,) — ¢ e |J (un)|(1 + [Jun||) — 0, quando n — oo, possui uma
subsequéncia convergente em H'().

Ainda, diz-se que J satisfaz a condi¢ao (Ce) se J satisfaz (Ce)., para todo ¢ € R.

Primeiramente, faremos a demonstracao de que qualquer sequéncia de Cerami para

J é limitada em H'().

Proposigao 2.7. Suponha (SSR). Ainda, assuma que valem ou (HOC' )~ ou (HOC)™.

Deste modo, qualquer sequéncia de Cerami para J € limitada em H'(Q).

Demonstragdao. A demonstragao ¢ feita por contradigao. Seja, pois, (u,) C H'(Q)
uma sequéncia de Cerami ilimitada. Tomando v, = Hg—"”, temos que (v,) é limitada,
com ||v,]lc = 1, para todo n € N, donde existe v € H'(Q) de tal modo que v, — v em

H'(2). Pelos Teoremas e|A.17, v, — v em L%()), para quase todo ponto de 2, com

q € [1, %) e ainda v, < h, para algum h € L(f2). Analogamente, v, — v em L"(052),

q.t.p. em 02, onde r € [1, 2(::1)>.

2

Agora,

/ Vu,Vodr + / c(x)up,dpdr — ,ul/ Uppdo — f(x,up)pdo = (J' (uy), ¢),
Q Q 09 89

qualquer que seja ¢ € H'(Q). Dividindo a igualdade acima por |u,||., obtemos, para

¢ € H(Q),

/ Vu,Vodx + / c(z)v,pdr — ul/ vppdo — Mvnqﬁda =o,(1), (2.16)
Q Q

o0 N Up,

llunlle

J (u)|||lolle = 0, quando n — oo, visto que a sequéncia é de Cerami. Ainda,

por (SSR) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
lim Mvngbda =0, q.t.p. z € 0. (2.17)

n—oo a0 u?’b
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De ([2.16) e (2.17) concluimos que
/ VoVodx + / c(x)vpdr — ,ul/ vpdo =0,V ¢ € H'(Q).
Q Q o0

Tomando, em particular, ¢ = v,,

HUHE = /Q|VU\2d:U+/QC(:B)U2d$=u1/ U2d0:,u1 lim vida

9 =0 Jon
A
n—o0 Hun”c a0 Un
A
— lim [——U (n),0n) f<x’un)vid0} —1 (2.18)
n—o00 Huan a0  Un

Em (2.18) foi usado o fato de que (v,) é normal. Em particular, utilizando ({2.18]),
a convergéncia fraca de v, implica que v, — v em H'(f2). Logo, v é uma solugao nio

nula para o autoproblema de Steklov

—Au+c¢(z)u =0, em (2,

(2.19)
67_u = pu, em OS).
v

Como uma consequéncia, v = tpq, para algum ¢ € R\{0}, onde ¢; é a primeira autofungao

para ([2.19).
Observemos, agora, que ||u,|l. — oo no conjunto [v # 0] := {z € Q;|v(z)| # 0}.

Colocando ¢ = u,,, segue que

/\Vun|2da:+/c(:v)uidx—,u1/ uida—/ flx,up)updo = (J' (up), us).  (2.20)
0 Q o0 o0

Escrevamos agora u, = t,¢1 + wy,, com t, € R e (w,) C V;. O objetivo aqui
é provarmos que (w,) é limitada. Nesse intuito, tomemos ¢ = w, como fungao teste,

provando que
H1
0 (1= 28 Junl2 <l = sl < [ v )undo + on(1),
o0

pois (J'(up), wy) = (J'(un), un) + tn f(z,un)p1 — 0, quando n — oo, por (SSR).
o0
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Utilizando novamente (SSR),
0< (1 _ ﬂ) leonl2 < & + Kl wallo
2

Por conseguinte, (w,) é limitada em H'({). Lembrando novamente (SSR) e usando

¢ = w, como funcao teste,

IN

0 < (1 - ﬂ) w2 (2w do
H2 a0
1 Gt llollen oo < Cllun ol FGou)lo.  (2:21)

IA

Portanto, de (2.21)) e do Teorema da Convergéncia Dominada, ||w,||. — 0, quando n — oc.

Isto nos da

/ |Vu,|?dr + / c(x)uidr — ul/ uido = o0,(1). (2.22)
Q Q 20
Utilizando (2.20)) e (2.22)), vemos que

lim f(z, up)updo =0 (2.23)

Por outro lado, usando o Lema de Fatou, temos

limsup [ f(z,u,)u,do # 0.

De fato, usando (HOC')~, obtemos

limsup [ f(z,u,)updo < / lim sup f(z, up)u,do < / a(z)do < 0. (2.24)
n—oo o0 00 n—oo 1s)9)
Analogamente, por (HOC)™,
liminf [ f(x,u,)u,do > / liminf f(z, u,)u,do > / b(z)do > 0. (2.25)

Portanto, (2.24) e (2.25) fornecem uma contradi¢do com (2.23)), donde obtemos
que a sequéncia (u,) é limitada.

Proposigao 2.8. Suponha (SSR). Assuma ainda que valem ou (HOC)~™ ou (HOC)™.

Entao o funcional J satisfaz a condi¢ao de Cerami (Ce).
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Demonstracao. Seja (ux) uma sequéncia de Cerami para J. Da Proposigao , (ug)
é limitada. Disto e de H'(2) ser reflexivo, existem u € H'(2) e subsequéncia (uy,) de
(ur), tal que uy, — w em (H'(Q),| - ||c). Como Jj e J§ sdo compactos, Jj(uy,) = J5(u) e
J(ur,) — J3(u) em ([HY Q)] ] - [12)-

Consideremos agora o operador T : H'(Q) — [H'(Q)]*, dado por

T(u) -v= /QVu - Vudz + /Q c(x)uwvdr = (u,v)., Vv & H' ().

Afirmagao: T é linear, bijetor e continuo.
Com efeito, a linearidade de T segue do fato que (-, -). é um produto interno em H'().
Para provar que T ¢ injetor, notemos que KerT = {u € HY(Q);T(u) - v = 0},
donde, tomando u € KerT, {u,v). = 0, qualquer que seja v € H'(Q2). Considerando,
em particular v = wu, temos (u,u). = 0, o que ocorre se, e somente se, v = 0. Logo,
KerT = {0} e, assim, T é injetor. Para a sobrejetividade, basta usarmos o Teorema de
Riesz-Fréchet, de modo que, como T'(u) € [H'(Q)]*, dado qualquer | € [H'(Q)]*, existe
u e HY(Q) tal que I(v) = T(u) - v = {u,v),, sendo T sobrejetivo.

Finalmente, seja (u) uma sequéncia em (H*(2),] - ), com uy — 0. Assim,

1T (ur)lle = sup [T(u)-v[= sup |(up,v)e] < sup |ugclvlle < llullc =0,
folle<1 folle<t olle<t

quando k — oo. Logo, T(ux) — 0 = T(0) em ([H'(Q)]*,] - ||¥), o que mostra que T é
continuo.

Assim, como T ¢ linear, bijetor e continuo, temos, pelo Teorema da Aplicacao
Aberta, que T' ¢ uma aplicagao aberta, de modo que T~ ! : [H*(Q)]* — H'() é continuo.

Ainda, J'(u) = Jj(u) — J5(u) — J}(u), sendo J; = T. Logo, dado u € H(2),
T () = u =T (Jy(u)) = T (J5(w);
em particular,

Uy, = T’l(J’(ukj)) + T’l(Jé(ukj)) + T’l(Jé(ukj)), YV 7€ N.

J

Agora, por (ug) ser uma sequéncia de Cerami, obtemos que J'(u;) — 0 em

([H (], || - I%), donde J'(ug,) — 0 neste mesmo espago. Utilizando esse fato e as
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compacidades de Jj e Jj, obtemos T7'(J'(uy,)) — 0, T (Jj(uy,)) — T~ (Jj(u)) e
T~ (J5(u,)) = T=H(J5(w)), em (HY(Q), ]| - [|e), com

g, = T7H(Jp(w) + T (J5(w), em (HH(Q), - o),

sendo que a sequéncia (uy) possui subsequéncia (ug,) convergente. Portanto, .J satisfaz a

condi¢ao de Cerami.
|

No Apéndice , vimos uma decomposicao de H'(€2) em funciao dos espagos gera-
dos pelas autofungoes que sao solugoes do problema de Steklov. Nesse sentido, denotemos

E(p1) como sendo o espago, de dimensao 1, gerado pela autofuncao ¢; associada ao pri-

meiro autovalor de Steklov i, e V) = @ E(p) para denotar o espago gerado pelas demais
j=2
autofungoes associadas aos autovalores g, 13, - - . Com isto, H(Q) = E(u1) @ V1. Além

disso, demonstramos, no Apéndice [B] as seguintes desigualdades variacionais, que sdo

decorrentes, de tal decomposicao:

]Iz < pallvll30,¥ v € E(pn)

w2 > peollw)3s,Y w € V1.

Relembramos estes resultados, com esta roupagem, pois eles serao utilizados nas demons-

tragoes daqui em diante.

Proposicao 2.9. Suponha (SSR) e assuma vilidas ainda (HOC')~ ou (HOC)". Entao

o funcional J € limitado inferiormente.

Demonstracao. Provemos que J é limitado inferiormente. A demonstracao desse fato
segue por contradicao. Nesse sentido, consideremos uma sequéncia (u,) C H'(f2), de
modo que J(u,) — —o0, quando n — co. Assim, ||u,||. — oo, pois do contrario, (J(u,))
seria limitada.

Consideremos, agora, u, = t,1 + w,, com t, € R e w, € V;. Deste modo, pela
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ortogonalidade de t,p1 € w,,

J(un) = J(tnpr +wy)

1
= 5 (It + 0l = bt + walfo] = | Plotupr-+ wn)io

= S [tllelle + lwalle = mtzllenllz o — mllwallz o] — /m F(z,tnpr + wp)do

N = N =

a2 = rllwnl25] — / Pl tur + o,

Ainda, utilizando a desigualdade variacional [Jw||? > us w3, para Vi, obtemos

Jn) = 2 [lwalP = s lhwals] - / (e, tags + wn)do

o0
[allwalZy — i lwnll2o] — /6 Flu)do

M2 — [
) ko~ [ Flaun)io
o0

I

Assim, do fato de que, por hipétese, J(u,) — —oo quando n — 0o, obtemos

lim F(z,uy,)do = +00. (2.26)

Porém, (SSR) implica que |F(z,u,)| < F(x), para todo = € 9. Em particular,

/ F(z,uy,)do
o9

Logo, temos uma contradi¢ao com ([2.26]), o que prova a limitagao inferior de J.

< lim F(x)do < .

lim
n—oo

[ |
Consideraremos, agora, os conjuntos
At = {to; +w;t > 0,w €V}
e
A” ={tp1 +w;t <0,w € V1 }.
Os conjuntos AT e A~ sao nao vazios e AT N A~ = V. No que segue, minimizaremos os

funcionais J| 4+ e J|4-, mostrando que J admite dois pontos criticos distintos.
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Proposigao 2.10. Suponha (SSR), (BH1), (BH2) e (BH2)'. Assuma vdlidas ainda
(HOC)™ ou (HOC)". Entdo o funcional J € limitado inferiormente sobre os conjuntos

AT e A~. Ainda, considerando

ct = inf J(u) e ¢ = inf J(u),

ucA+t u€A~
J admite dois pontos criticos, uy e u_, distintos, sendo J(uy) =ct e J(u_) =c".

Demonstragao. Mostraremos, inicialmente, que J é limitado inferiormente sobre A™.
A prova da limitacao de J em A~ é anédloga. Utilizaremos a ortogonalidade entre ¢; e w,
com respeito aos produtos internos (-, ). e (-, )29, bem como a desigualdade variacional

Jwl|? > pollwl]3 5 para V1. Seja, portanto, u € A*. Assim,

J(u) = J(te; +w)

t? 1 t 1
= 5“901Hz + 5”“1”3 - §M1H901H§,a - §M1Hw\|g,a - / F(z,tpr +w)do
29

1 1 -
Sl = SmlwlE, - [ Feydo
o0

(252 Il - [ Floyto >,
N

por (SSR), sendo k uma constante, w € V; e t > 0. Donde obtemos que J é limitado

v

v

inferiormente sobre A™.

Dessa maneira, temos que .J ¢ limitado inferiormente sobre AT e é de classe C1.
Ainda, de acordo com a Proposicao 2.8 J satisfaz a condi¢ao de Cerami. Assim, do
Principio Variacional de Ekeland, J tem um valor critico em A*. Analogamente, vé-se
que J possui um valor critico em A~. Ponhamos

ct = inf J(u)ec = inf J(u).

ucA+t u€A~

Se Jt :=J|a+ e J~ := J|4-, entdo obtemos dois pontos criticos, denotados por u, € A"

eu_ € A, com

ct=J(uy) = inf Ju)ec =J (u_)= inf J(u).

ucAt uEA~
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Da hipétese (BH?2), segue que

JE(ug) < J(aFgy) = —/ F(z,a*p))do < 0, (2.27)
G

donde temos que uy e u_ sao pontos criticos nao nulos.
Ao utilizarmos as hipéteses (BH2) e (BH2)', podemos mostrar quue .J restrito

ao espaco Vi é nao negativo. De fato, se w € V1, temos as seguintes estimativas:

1

Hw) = 5 (ol = mlla) = | Faw)do

M2 — M1 H2 — H1
(2252 ) hulgs - (2252 ) hulgs =o. (2.28)

v

Finalmente, mostremos que u, e u_ sao distintos. A prova se dd por contradicao.
Suponhamos, desse modo, que uy = u_, donde u,,u_ € ATN A~ =V;. Dai, por (2.27) e
(2.28), temos que J(uy) < 0 < J(ux). Portanto, tem-se uma contradigao. Logo, uy # u_.

Desse modo, u, e u_ sao dois pontos criticos distintos de .J, concluindo a prova.
[ |

A seguir, demonstraremos alguns resultados referentes a geometria, no sentido

variacional, do funcional J.

Proposicao 2.11. Suponha (SSR), (BH1) e (BH2). Entao o funcional J admite a

sequinte Geometria do Passo da Montanha, ou seja,
i) Existem p >0 e a >0 tais que J(u) > p para todo u € H'(Q), com ||ull20 = a;
i) Eziste e € HY(Q) tal que J(e) <0 e |le]l20 > a.

Demonstragao. Provemos inicialmente o item 7). De (BH1), temos que

lim sup
u—0

f(e,v)

=7<0.
Isto implica que
f(z,u) <7lul, Yue H(Q), com |u(z)| < Ry, ¥V o € 0.

Assim,

F(z,u) < %]uﬁ, Vue HY(Q), com |u(z)| < Ry, V€. (2.29)



39
Ainda, de (SSR), obtemos que, dado € > 0, existe Ry > 0 tal que
f(z,u) < 2€u|, Yuec HY(Q), com |u(z)|>RyeV xcof,
o que nos da, para alguma constante k£ > 0

F(z,u) < elul* < kelu|”, Yue H(Q), com |u(z) > RyeV z e dQ,

onde r € (2, 2(77__21))

Desse modo, utilizando a continuidade de F' no compacto [Ra, R;], obtemos ¢; > 0,

grande o suficiente para que

F(z,u) < cilul”, Yue€ HYQ), com |u(x)]> RyeV x € o, (2.30)

sendo r € (2, 2(::21))

Dessa maneira, ao utilizarmos (2.29) e (2.30)),

F(z,u) <

b |2

[ul® + ci|ul",Yu e R eV €0,

2 M) e ¢ > 0. Pelos Teoremas [A.1| e [A.7], temos

? n—2

1
J(u) > = {/ \Vu|?dx + / c(z)u’dx —/ ,u1u2da} — z/ uido — ¢ |u|"do,
2 Lo Q o9 2 Joq o9

e, pelo Corolério [B.2] do Apéndice [B],

para algum r € <

v . v . v .
Iz =3 [ ey [ furdo==Tuly - allulis = (=3 - aluls?) lulba
2 Joq o0 2 2

para todo u € H'(Q). Considerando ||u|l2s = a1, com a; > 0 suficientemente pequeno,
obtemos J(u) > p > 0, como querfamos.

Para a prova do item i), tomemos e = ty;, onde ¢; é a primeira autofungao do
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problema de Steklov, ¢ = a™ dado por (BH2), de tal maneira que [le|29 > «, sendo

a < min{ay, ||atei]l20}. Temos que e € H'(Q), visto que 1 € H'(Q2). Ainda,

t2
1) = o) = 5 (Il = mllr o) - | PGty

o que nos da, pelo fato de ¢, ser autofuncao de Steklov associada a iy,

J(e) = - / Flateds

e como vale a hipdtese (BH2), temos J(e) < 0, o que conclui a demonstragao.
[

Proposicao 2.12. Suponha (SSR). Entdo o funcional J admite a sequinte geometria

do ponto de Sela, ou seja, valem:
i) J(u,) — +00, quando ||uy,||. — oo, onde u, € Vj.

ii) Eziste k > 0 tal que J(u) <k, para todo u € E(u).

Demonstracao. Por (SSR), temos para u, € Vi,

Jn) = 2 (lual = urllunlZy) /a F(au)do

M ~
(nunni - —1||un||z) - [ P
H2 o0

= N = N

<0 e

/8 RO

Provemos agora ii), o que é feito por contradigao. Seja, nesse sentido, (u,,) C E(u1)

para todo n € N. Dai, J(u,) = +o00, quando ||u,||. — oo, visto que

% > (), o que prova o item 7).

uma sequéncia ilimitada satisfazendo J(u,) — oo, quando n — oo. Usando o fato de
E(p1) ter dimensao 1, podemos reescrever u,, = t,¢1, para alguma sequéncia (t,,) C R tal

que |t,| — oo, quando n — oco. Deste modo, obtemos

I (un) = J(tapr) = — /aQ F(x,tye1)do, ¥ n €N (2.31)
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Assim, de (2.31)) e da hip6tese de que J(u,) — oo,
lim F(z,thp)do = —o0. (2.32)

Agora, a hipétese (SSR) nos dé |F(z, t,e1)| < F(z), para z € 9Q. Em particular,

lim
n—oo

/ F(z,typ1)do S/ F(z)do < oo,
o0 )

o que contradiz (2.32)). Logo, J ¢ limitado superiormente em FE(f).
|

Proposicao 2.13. Suponha (SSR) e (BH3). Entdo J admite a sequinte geometria de
Linking Local:
FExiste 6 > 0, tal que

i) J(u) >0, para qualquer v € Vi, com ||lu|l. < 6;
it) J(u) <0, para qualquer uw € E(uy), com ||ull. < 4.

Demonstracao. Primeiro, provaremos 7). Seja, para tal, w € V; fixado. Utilizando os
mesmos argumentos da Proposicao e a hipdtese (BH3), segue que existe ¢; > 0 de

tal maneira que

Fla,t) < %m? o, Ve eoQ, VteR, (2.33)

onde r € <2, 2(:—__21)> Dai, por (2.33]) e pela compacidade dada no Teorema |A.7),

1 — e —
J(w) > 3 [||w||z —/ ,u1w2da] — M/ wdo — cl/ w'do. (2.34)
2 o0 2 20 o0

Disto, para w € Vi obtemos as seguintes estimativas

Mo — € r U2 — € r—
J(w) > (1 _ ) loll2y = exlwlly > [(1 _ ) - cluwug,;] hwll2,.
2 2

Por conseguinte, existe 4; > 0 de modo que

€
Jw) 2 s—|wl3y > 0¥ we Vi com [ull. < 6y,
2 ’
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0 que prova ).
Provemos agora 7). Notemos, inicialmente, que quaisquer normas em FE(ju) sao

equivalentes, j& que a dimensao de F(u;) é igual a 1. Dali, existe k& > 0 tal que
[ulloo < Ellulle,V v e E(um).

Em particular, sendo u € E(u1) de modo que [jull. < £, tem-se ||ul|s < 7, com 7 > 0,
dado pela hipétese (BH3). Tomemos, agora, d; = 7. Dai, utilizando novamente (BH3),

vemos que
J(u) = —/ F(z,u)do <0,V u € E(u), com |ul. < ds.
o9

Este fato prova ii).
Tomando § = min{dy, d2}, as desigualdades em i) e i) sdo satisfeitas, o que conclui

a demonstracao.



Capitulo 3

DEMONSTRACAO DOS
RESULTADOS PRINCIPAIS

Neste capitulo, serao realizadas as demonstracoes dos resultados principais deste
trabalho, que foram enunciados no Capitulo[I] Para tal, serao utilizados majoritariamente
os resultados do Capitulo [2] e dos Apéndices [A] [B] e [C] de modo que as provas seguirao

como consequéncia destes.

DEMONSTRAQAO DO TEOREMA Devemos observar, inicialmente, que
provar a existéncia de solucao fraca para o problema significa provar que existe
u € H'(Q2), de tal maneira que J'(u) = 0, isto é, u é um ponto critico para o funcional
J : HY () — R. Ora, pela Proposigao J é limitado inferiormente. Ainda, pela
Proposicao [2.8] J satisfaz a condigao de Cerami. Dali, utilizando o Principio Variacional
de Ekeland, obtemos um ponto critico ug € H 1(9) tal que J(ug) = Ciny, sendo ¢;,p dado

por inf J(u). Logo, uy é a solugao buscada.
ue H1(Q)

DEMONSTRAGCAO DO TEOREMA A ideia, agora, é encontrarmos trés
pontos criticos distintos de J. Inicialmente, minimizaremos J sobre os conjuntos A* e A™,
definidos na Proposicao [2.10l Relembremos, novamente, que J é limitado inferiormente,
pela Proposigao Ainda, temos, pela Proposicao dois pontos criticos distintos
para J. De maneira precisa, obtemos u;, € AT, u_ € A~ tais que J(uy) <0, J(u_) <0,
com J(uy)= inf J(u)e J(u_)= inf J(u).
u€A+ u€EA~
Por outro lado, sob essas hipdteses, pela Proposicao [2.11] J admite a geometria



44

do Passo da Montanha. Como, pela Proposicao J também satisfaz a condicao de
Cerami, pelo Teorema [A.21] existe um ponto critico u; de J. Em particular, J(u;) > 0,
0 que nos mostra que uj, Uy € u_ sao trés pontos criticos distintos para J. Deste modo,

(1.1) admite, sob as hipdteses do Teorema , trés solugoes fracas nao triviais.
[

DEMONSTRAQAO DO TEOREMA Consideremos, inicialmente, a geometria
do Ponto de Sela, dada pela Proposigao [2.12] Levando em consideragao que J satisfaz a
condicao de Cerami, o Teorema garante a existéncia de um ponto critico uy € H*(£2)
para o funcional J. Quando analisamos J restrito ao espaco E(u1), vemos que uy é ponto
de méaximo local, sendo que aqui utilizamos a caracterizagao do ponto critico dada pelo
Teorema Deste modo, utilizando o fato da dimensao de F/(uq) ser igual a 1, podemos
notar que o grupo critico Cy(.J, uy) é isomorfo a Z, pelo Teorema .

Minimizando, agora, J sobre os conjuntos A" e A~, obtemos novamente dois pontos
criticos uy, u_ € H'(Q). Neste caso, u; e u_ sao minimos locais de J, pela Proposicao
de modo que o grupo critico C;(J, uy) é isomorfo a 0, ¢Z, para todo ¢ > 0.

Portanto, como uy e u_ sdo distintos e C1(J,us) # C1(J,uz), temos que uy, u_
e ug sao trés pontos criticos distintos para J, de modo que o problema admite trés

solucoes fracas nao triviais, sob as hipoteses do Teorema [1.3]
[

DEMONSTRAQAO DO TEOREMA Primeiramente, notemos que J satisfaz
a condigao de Cerami, pela Proposicao 2.8 e , de acordo com a Proposigao temos
que J é limitado inferiormente. Ainda, o funcional J admite a geometria de Link Local,
pela Proposi¢ao [2.13] Deste modo, utilizando o Teorema de Link Local [A.24] obtemos
a existencia de duas solugoes fracas nao triviais para o problema e a prova esta

concluida.



CONCLUSOES

O objetivo deste trabalho foi estudar a existéncia e a multiplicidade de solugoes
fracas nao triviais para o problema , no qual o termo p; tem relagao com o auto-
problema de Steklov (B.1). A Teoria Variacional e a Teoria de Grupos Criticos foram
a base essencial para provarmos quatro resultados para o problema principal, sendo o
primeiro garantindo a existéncia de solugao fraca para e os outros trés garantindo
a multiplicidade de solugoes fracas nao triviais para uma classe de equacoes diferenciais
parciais de segunda ordem, com condigoes de fronteira nao lineares.

No que segue, existem diversas possibilidades para a continuidade do estudo sobre
o problema a nivel de doutorado, até mesmo pelo problema ser recente. Uma das
ideias a ser considerada é a mudanca de hipdteses para a funcao f que confere a nao
linearidade de fronteira, ao avaliarmos os casos critico ou supercritico. Além disso, pode
ser considerada a mudanca de hipoteses no intuito da obtencao de resultados distintos

para a multiplicidade de solugoes fracas.
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Apeéendice A
RESULTADOS GERAIS

No que segue serao apresentados alguns resultados e definicoes que sao utiliza-
dos no decorrer dos capitulos deste trabalho. A justificativa para citd-los nesta etapa é
para propiciar uma leitura mais objetiva, uma vez que durante todo texto, eles foram
apenas referenciados. Vale ressaltar que grande parte das provas dos resultados serao

referenciadas.

A.1 O OPERADOR TRACO E O ESPACO H2(99)

Nesta segdo sdo enunciados resultados sobre o operador trago de W'?(Q) sobre
L1(0R2) e a respeito do espago fraciondrio H %(89). Podemos encontra-los em Kufner,

John e Fucik (1977), Grisvard (1985) e Adams e Fournier (2003).

Teorema A.l. Seja @ C R™ um dominio limitado, com fronteira de classe C?, n > 2
ep € [0,+00). Entdo existe um tnico operador, denominado operador trago de W1P(Q)
sobre L1(0R), T : WhP(Q) — L1(00), continuo desde que

—1
(1)p<nel§q§u0u

n—p
(2) p>mneqell,+o0).

(n—1)p

E mais, casop<nel <qg< oup>mneqé€[l,+00), o operador ' é compacto.

Demonstragao. Veja Adams e Fournier (2003, p. 164).

Teorema A.2. Seja Q C R™ um dominio limitado, com fronteira de classe C?%, com

n>2. Ainclusio i : H2(0Q) — L2(0Q) € linear e continua.
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Demonstracao. Veja Kufner, John e Fucik (1977, p. 330).
Teorema A.3. Com as hipoteses do Teorema tem-se que dimHz2(99) = +oo.

Demonstragao. Veja De Godoi (2012, p. 136).

A.2 ANALISE FUNCIONAL

Nesta secao serao apresentados algumas desigualdades e resultados de Analise

Funcional que foram utilizados no decorrer das demonstracoes dos teoremas deste traba-

lho.

Teorema A.4. Se 0 < p < +00, a > 0 e b > 0, entao existe uma constante positiva
K(p), tal que
(a+ b)Y < K(p)(a? + bP).

Demonstracao. Veja Adams e Fournier (2003, p. 23).

Teorema A.5. (Desigualdade de Holder) Sejam f e g pertencentes a LP(§2) e L1(S2)

respectivamente, onde ]lj + é =1el<p<+oo. Entio fg € L'(Q) e

/ Foldz < 1171l
Q

Demonstragao. Veja Brezis (2011, p. 92).

Teorema A.6. (Desigualdade de Hélder Generalizada) Sejam fi, ..., fi. fungoes,
tais que f; € LPi(Q2), 1 <i <k onde%: Z%l—f—p%—l—---—kpik < 1. Entao, o produto
f= "t fr também é um elemento de LP(Q) e || fllp < [|f1llp. [ f2llpe - 1frlp-

Demonstragao. Veja Brezis (2011, p. 93).

Teorema A.7. (Rellich-Kondrachov) Seja Q C R" um dominio de classe C*, n > 2.

Se p € [1,4+00), entio o mergulho W'P(Q) — L%(Q) € continuo, desde que

np
n —kp

(1) p<nel<qg< ou

(2) p>n eq€[l,+00).
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ou caso p > n e q € [1,400), o merqulho

Além disso, casop <n el < g <
WhP(Q) < L1(Q) é compacto.

Demonstracao. Veja Adams e Fournier (2003, p. 168).

Teorema A.8. Sejam (E,| - ||) um espago de Banach reflexivo, K C E um subcon-
gunto limitado, fechado e convexo. Entao K € fracamente compacto em E, ou seja, K €

compacto em E, munido da topologia fraca.
Demonstracao. Veja Brezis (2011, p. 71).

Teorema A.9. Se (E,||-||) € um espaco de Banach reflexivo, entao toda sequéncia limi-

tada possui uma subsequéncia fracamente convergente.
Demonstragao. Veja Brezis (2011, p. 71).

Teorema A.10. Sejam (E, | - ||) um espago vetorial normado e (xy) uma sequéncia em

E. Entao valem as sequintes afirmacoes:
(i) xp — x se, e somente se, f(xy) — f(x), para qualquer f € E*;
(ii) Se xp — x, entdo xy — x;
(1ii) Se xp — x, entdo (xy) € limitada e ||z| < liminf ||z||;
(v) Se x, — x e fr, — f em E*, entao fr(x) — f(x).
Demonstragao. Veja Brezis (2011, p. 58).

Teorema A.11. Seja ) um subconjunto aberto e limitado de R™, com fronteira de classe
1 1

CHk1. Assuma que s < k+1 e que s—— ndo € inteiro. Ainda, sejas—— =14+60,0< <1
p P

e | um inteiro nao negativo. Entao u € Wi*(Q2) se, e sd se, u € WP(Q) e

122 (22 <o

Demonstragao. Veja Grisvard (1985, p. 38).

Teorema A.12. Seja H um espaco de Hilbert e V. C H um subespaco fechado, entao
H=VaVt

Demonstragao. Veja Kreyszig (1978, p. 146).
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Teorema A.13. Seja M um subconjunto de um espaco com produto interno X. Entao,
se X for completo e ndo existir v € X\{0} que seja ortogonal a todo o elemento de M,

M ¢€ total em X.
Demonstragao. Veja Kreyszig (1978, p. 169).

Teorema A.14. Seja 0 um dominio limitado de Lipschitz (fronteira de clase C%') em
R™, n > 2. Sejam, ainda, (uy) uma sequéncia em LP(02) e u € LP(9N), tais que up — u
em (LP(0Q), | - [lp0). Entdo, evistem (uy;) subsequéncia de (uy) e h € LP(0Q), tais que
u, (z) = u(z) em (R,]-|) e |u, (z)| < (), ¢.t.p. x € 0.

Demonstragao. Veja Kufner, John e Fucik (1977, p. 74).

Teorema A.15. (Teorema de Riesz) Seja H um espaco de Hilbert, munido com o
produto interno (-,-). Se f € H* entdo existe um unicoy € H, tal que f(x) = (z,y), para
todo x € H. Além disso, || f]

= ||yl
Demonstragao. Veja Brezis (2011, p. 135).

Teorema A.16. (Teorema da Aplicacao Aberta) Sejam E, F espagos de Banach e
T uma aplicagao linear de E em F', limitada e sobrejetiva. FEntao existe r > 0, tal que

T(B(0;1)) D B(0;7), onde B(0;7) = {z € E; ||lz[| <~}
Demonstracao. Veja Kreyszig (1978, p. 286).

Teorema A.17. Sejam (fi) uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(QY) tais que || fr,— fll, = 0.

Entao existem uma subsequéncia (fy;) de (fx) e uma fung¢io h € LP(S2), tais que
a) fi,(x) = f(z) qt.p. v €

b) |fe,(x)] < h(z), Vieqtp xell

Demonstracao. Veja Brezis (2011, p. 94).

Teorema A.18. Sejam Q C R™ aberto e (ux) C LP(Q), com 1 < p < 4o00. Se (ux) €

uma sequéncia limitada em LP(Q) e ui(x) — u(x), ¢.t.p. x € €, entao

i (el = e = wllp) =l

Demonstracao. Veja Brezis (2011, p. 121).
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Teorema A.19. Seja (ux) C LP(S2) satisfazendo:
i) up(z) > u(x), ¢tp. vr€Ne
i) ||ukll, = lJullp, quando k — +oo.

Entao ||ux, — ull, — 0, quando k — +00.

Demonstragao. Veja Brezis (2011, p. 121).

A.3 CALCULO VARIACIONAL

Nesta secao, veremos a ideia de diferenciabilidade sobre um espago de Banach, a
qual generaliza aquela vista em R™. As defini¢oes e resultados vistos aqui sao encontrados

em Kesavan (1978), Rabinowicz (1986), Kavian (1993) e Willem (1996).

Definicao A.1. Sejam X um espaco de Banach, X* seu dual, U um subconjunto aberto
de X e p:U — R um funcional. Dizemos que ¢ € diferencidvel a Gateauzr se, para cada

u € U, eziste Do(u) € X*, tal que
1
lim ~lo(u +tv) = @(u) = De(u) - (tv)] =0, Vv e X.
—

Definicao A.2. Dizemos que o funcional p : U — R € diferenciavel a Fréchet se, para

cada u € U, existe ¢'(u) € X*, tal que

Hzl;iurgo ﬁ[(’p(u +v) —p(u) —¢'(u) - v] =0,

Dizemos que o funcional ¢ € CY(U,R) se a derivada de Fréchet de ¢ existe para cada

’ 7/ 7
uelU ey € continua.

Teorema A.20. (Multiplicadores de Lagrange) Sejam (E., || - ||) um espaco vetorial
de Banach e F,Gq, Gy, ...,Gy funcionais em CY(E,|| - ||). Se yo for um extremo de F

k
restrito ao conjunto F~'(F(y)) N {ﬂGil(Gi(yo))} , entdo uma das duas alternativas
i=1

ocorre:
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(1) detA(vy, v, ...,v;) = 0, para quaisquer vy,vs, ..., vx € E, onde

F/(y())'vl F/(yo)'w F/(y())'vk
Gi(yo) - vi Gi(yo) vz ... Gi(yo)- vk
A(Uh V2, Uk) - G,Q(yo) U G,Q(yo) cU2 ... G,Q(yo) * Vg
G;c(y[)) ! G;c(yo) “U2 .. G;c(yo) Uk
k

(2) Ezistem \; € R, i =1,2,...,k, tais que F'(yo)-v = Z/\,-G;(yo) ‘v, para todov € E.

=1

Demonstragao. Veja Kavian (1993, p. 55).

A.4 TEORIA DE MINIMAX

Os resultados vistos aqui sao utilizados nas demonstragoes dos teoremas principais
deste trabalho e abordam noc¢oes da teoria de Minimax, sendo muito uteis para obtencao
de pontos criticos. Como referéncias podemos citar Kesavan (1978), Rabinowicz (1986),

Kavian (1993), Li e Willem (1995) ¢ Willem (1996).

Definigao A.3. Seja X um espago de Banach. Dizemos que J € C*(X,R) satisfaz a
condi¢ao de Palais-Smale, e denotamos (PS), se qualquer sequéncia (u,) C X tal que

(J(up)) € limitada e J'(u,) — 0, quando n — oo, possui uma subsequéncia convergente.

Observacao A.1. Note que a condicio de Cerami implica na condi¢cao de Palais-Smale.
De fato, seja (uy,) sequéncia de Cerami. Como (J(uy,)) converge para ¢, (J(uy,)) € limitada.
Ainda,

| ()| < 1 (un)[(1 A+ JJunl]) — 0,

donde J'(u,) — 0, se vale (Ce). Assim, se J satisfaz (Ce), entdo J satisfaz (PS).

Teorema A.21. (Teorema do Passo da Montanha) Sejam E um espaco de Banach

e I € CY(E,R). Suponhamos que I satisfaga as sequintes condigoes:
i) Ezistem R >0 e ¢y € R tais que 1(u) > co para todo u € E com ||u|| = R;

ii) 1(0) < ¢y e I(e) < ¢o para algum e € E com |le|| > R.
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Assim, se I satisfizer (PS), entdo I terd um ponto critico em E \ {0,e}, com correspon-

dente valor critico ¢ > cg.
Demonstracao. Veja Rabinowicz (1986, p. 7).

Teorema A.22. (Teorema do Ponto de Sela) Sejam W =V & X um espago de
Banach, com V # {0} e dimV < +oo. Se I € CY(W,R) satisfaz a condi¢io (PS) e D €

uma vizinhanca limitada de O em V', tal que

a=supl <infl =b,
oD X

entao ¢ = }lnlﬁ sup I(h(u)) € um valor critico de I, com ¢ > b, onde
€ u€D

I'={heC(D,V);h(u) =u, Vu€cdD}.

Demonstracao. Veja Rabinowicz (1986, p. 24).

Teorema A.23. (Principio Variacional de Ekeland) Seja E um espago de Banach
real. Se I € C'(E,R) satisfaz a condi¢io (PS) e é limitado inferiormente, entio ¢ = i%f[

¢ um valor critico para I.
Demonstracao. Veja Willem (1996, p. 39).

Definigao A.4. Seja X = X' @ X? um espago de Banach. Dizemos que I € C1(X,R)

possui link local em 0, com respeito a (X', X?), se, para algum r > 0,

I(u) >0,Yue X com |lul| <r

I(u) <0,Y uec X? com ||ul| <.

Teorema A.24. (Teorema de Link Local) Suponha que I € CY*(X,R) satisfaz as
sequintes condicoes:

(A1) I possui link local em 0;

(A2) I satisfaz a condi¢ao (PS);

(A3) I aplica conjuntos limitados em conjuntos limitados;

(A4) I € limitada inferiormente e d :=infx I < 0.

Entao, I tem no minimo trés pontos criticos.
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Demonstragao. Veja Li e Willem (1995, p. 12).

A.5 MEDIDA E INTEGRACAO

Nesta secao serao enunciados resultados de teoria da medida necessarios para a
prova de que o funcional J satisfaz a condicao de Cerami. As demonstragoes podem ser

encontradas em Bartle (1966) e Evans e Gariepy (1992).

Teorema A.25. (Lema de Fatou) Seja (fy) uma sequéncia de fungdes mensurdveis

nao negativas. Entao

f(z) :=liminf fy.(x)

k—o0

€ mensurdvel e

liminf/fk(m)dx > /f(m)dx
k—o0
Demonstragao. Veja Evans e Gariepy (1992, p. 19).

Teorema A.26. (Teorema da Convergéncia Dominada) Sejam E um espago com
uma medida, g uma funcao cuja integral € finita e (f) uma sequéncia de fungoes in-
tegrdveis que converge em quase toda parte para uma funcgdo integravel f tal que | fr(x)| <

g(x), q.t.p. © € E, para todo k € N. Entdo f € integrdvel e /fdu = klim frdu.
—+00

Demonstragao. Veja Evans e Gariepy (1992, p. 20).



Apendice B

O AUTOPROBLEMA DE
STEKLOV

B.1 DEFINICOES E NOTACOES

No que segue, vamos considerar {2 um subconjunto aberto do R™ nao vazio, com
n > 2 satisfazendo a seguinte condigao:
(A) Q é um dominio limitado do R™ e a fronteira de 2, dada por 952, é reunido finita de

superficies fechadas disjuntas de Lipschitz, tendo cada superficie area finita.

Quando a condigao (A) for valida mostra-se que existe um vetor normal exterior
v(x) definido, para quase todo ponto z € 9. Os espacos reais de Lebesgue LP(2) e
LP(092), 1 < p < 400 s@o aqui definidos de maneira usual e tém as normas denotadas por
| -1y el - lp., respectivamente.

Temos, em L*(Q) e L*(99), os produtos internos definidos por

<u,v>2:/uvdx e <u,v>273:/ uwvdo.
Q o9

Denotaremos por H'(£2) o espago usual de Sobolev. Este torna-se um espago de

Hilbert, quando munido do seguinte produto interno

(u,v)gr = /[uv + Vu - Voldz.
Q

A norma proveniente deste produto interno é denotada por || - || 1.
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B.2 O AUTOPROBLEMA DE STEKLOV

Problemas de Steklov sao estudados desde 1902, porém, atualmente, estes proble-
mas ainda possuem possibilidades de investigacao inéditas. Existem diversas literaturas
que tratam problemas similares a esse, como Auchmuty (2004) e Anane et al. (2009). A
primeira utiliza um principio variacional para encontrar um primeiro autovalor de Steklov
e a partir disto obter uma sequéncia de autovalores de Steklov.

Baseados principalmente no artigo de Auchmuty, mostraremos alguns resultados
relacionados a teoria de autovalores de Steklov que sdao necessarios para a demonstragao

dos resultados principais deste trabalho. Consideramos o seguinte problema

—Au+c(x)u =0, em

(B.1)
@ = pu, em 02,
ov

onde 2 C R" satisfaz a condigdo (A) e ¢ satisfaz a condi¢ao:

(C1) ¢ € LP(2), com p > g, quando n > 3 (p > 1, quandon = 2) e ¢ > 0, com

desigualdade estrita para um conjunto de medida positiva, isto €, / c(x)dx > 0.
Q
O problema (B.1]) é denominado autoproblema de Steklov.

Defini¢ao B.1. Uma solugao fraca para o autoproblema de Steklov é um par (u, p1), onde

ue HY(Q)\ {0} e u € R satisfazem

/[Vu -V + c(z)w]dr — ,u/ wvdo =0, Vve H(Q). (B.2)
0 o0

Neste caso, dizemos que p é autovalor de Steklov, com autofuncdao associada u.

Primeiramente, provaremos a existéncia de um primeiro autovalor de Steklov. Para

isto, sejam D, e B : H'(Q) — R, definidos, para u € H*({), por

Do(u) = /Q [Vul? + c(z)udz e Blu) = / Wdo.

o0
A ideia para a obtencao do primeiro autovalor de Steklov é utilizar técnicas va-

riacionais para maximizar B sobre K, onde K = {u € H'(Q);D.(u) < 1}, ou seja,

mostraremos que existe u; € H'(Q) \ {0} tal que sup B(u) = 8, = B(u;). Disto, seguird
uck

que B = py' serd o menor autovalor de Steklov positivo com autofuncdo associada u;.

Para mostrarmos estes fatos, precisaremos de alguns resultados preliminares.
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B.3 RESULTADOS PRELIMINARES

No transcorrer desta se¢ao, assumiremos que as condigoes (A) e (C}) sao vélidas.

Com estas hipéteses, pode-se provar que (). : H'(Q) x H'(Q) — R, dado por
(u,v)e = /[Vu Vo + c(x)uv]dr, ¥ u,v € H(Q),
Q

define um produto interno em H'(Q), tendo norma proveniente denotada por || - ||..
Lema B.1. Os funcionais B e D, sao continuos e convexos.

Demonstracao. Inicialmente, mostraremos que B é continuo. Para isto sejam (uy)

sequéncia em H'(2) e u € HY(Q), tais que ux — u em (H*(Q), || - ||z1). Pelo Teorema

A1}
I0(ug) — D(w)||2.0 < k|lug — ul|gr — 0, onde k € R.

E assim, ['(ug) — T(u) em (L*(9Q), || - [l2.0)-
Consequentemente, pela desigualdade de Holder em L?(05),

|B(u) — B(u)|

IN

., (I (ur))* — (F(w))*|do

= () = (D(w)|20 - 0912 — 0.

Portanto, B(ux) — B(u), isto é, B é continuo.

Observamos que D. = P+ @, onde P,Q : H'(2) — R sao dados, respectivamente,
por P(u) = / c(x)uidr e Q(u) = / |Vul*dz. Para mostrarmos a continuidade do
funcional D, H?ostraremos que Pe @ s%o continuos.

A continuidade de @ pode ser encontrada em Rabinowicz (1986, p. 9). Deste modo
provaremos apenas que P é continuo. Para tal, sejam (u,) C H'(Q2) e u € H'(Q), tais
que u, — uem (HY(Q), || - [|z1).

Cason > 3:

Do Teorema , o mergulho H*(Q2) < L9(Q) é continuo, quando 0 < ¢ < 2. Assim,

2n

up, —u em  (L»=2(Q), |- || 2n ). (B.3)

n—2
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Ainda, pelo Teorema , existe uma subsequéncia (ug,) de (ug), tal que
ug, () = u(xr) qt.p. x€Q, em (R,|-]). (B.4)
Como u},u* € Lﬁ(Q), ao utilizarmos , e aplicarmos o Teorema , teremos
i |2y = [l?(l2y em (R, ]-]).
Desta maneira, pelo Teorema concluimos que
lui, = w?[l2; = 0 em (R,|-]),

ou seja, se u, — u em (H'(Q),| - [|g), entdo existe subsequéncia (uy,) de (ug), tal que
lu, — u?ll 2, = 0 em (R,|-]).
Afirmacéo 1: u2 — u® em (L72(Q), || - | ).

Suponhamos que tal afirmacao seja falsa. Entao, existem € > 0 e (ug;) C (ug)
tais que [luf, — u?|.», > e para todo j € N. Como uy — u em (H'(Q),[ - [[m),
ug, — wem (H'(Q), || - [|z1). Pelo que vimos anteriormente, existe (uy, ) C (ux;) tal que
Huzn —u?|| »_ < e, mas isto contradiz nossa suposigao. Portanto a Afirmacao 1 ¢ valida.

Finalmente, observemos que por ¢ € LP(£2), para p > %, nos remete a ¢ € Lz(Q).

A partir dessas informagoes, podemos mostrar a continuidade de P.

Com o auxilio da Desigualdade de Holder

/| (2 — w?)]da

< lle@)llgllui — u?ll =,

IN

‘P(uk) — P(u)

—>0.

Portanto, P(uy) — P(u) em (R,| - |).
Caso n = 2:

Pelo Teorema [A.7] o mergulho H'(Q) < L9(£2) é continuo, quando 1 < g < +oc. Assim,

ur, — uwem (L9(Q), ] - ||,) para qualquer ¢ € [0, +00). Com argumentos similares ao do
cason > 3, ui — u® em (L9(Q), || - |l4). Agora, como ¢ € LP(Q), p > 1, temos
Py - Plo)| = [ [eta)it ~ a2
Q

= llellplluz = w*llg = 0,
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isto é, P(ug) — P(u) em (R,|-]). Logo P é continuo e assim D. é continuo.
Provemos agora que B é convexo. Tendo em vista que a funcao g : R — R, dada

or g(s) = s?, para s € R é convexa, temos
] )

/ (1 = t)u+tv)*do < (1 —t)/ u2da+t/ vido, ¥Vt €0,1],u,v € HY(Q),
o9 o) o9

ou seja, B é convexo.

Analogamente, mostra-se que D, é convexo.
[ |

O préximo resultado, que é provado com o auxilio do Lema anterior, sera ttil para

mostrarmos a equivaléncia das normas || - ||. e || - || z1-

Teorema B.1. Eziste a > 0, tal que D.(u) > a/ u?dz, para todo u € H'(Q).
e

Demonstragao. Sejam S = {u € H'(Q); |lull =1} e a = Belg D.(u).
Afirmacao 1: Existe @ € S tal que D.(u) = .
Com efeito, da definigdo de infimo conseguimos uma sequéncia (ux) C S, tal que
D.(ug) = a e D.(u) < a+ 1. Como uy, € S, |Jug3 = / |V 2dz + 1.
Mas, ?

lual? = [ﬁvmm2+c@m&wx

=Hw%r4+éd@%®

> lullip — 1.

Logo, |lug|3n < a+ 2, ou seja, a sequéncia (ug) é limitada em H'(2). Como H'(Q) é
espago reflexivo, existem subsequéncia (ug,) de (uy) e & € H'(Q), tais que uy,, — % em
H'(). Pelo Teorema [A.7, uy, — @ em (L*(Q), | - [|2). Por isto, por uz; € S e pela norma
|| - [|2 ser continua, u € S.

Por outro lado, devido a ug;, — @ em (H'(Q),| - [lz1) e ao Lema [B.1} || - [|2 ¢
continua e convexa. Consequentemente, HukJHC é fracamente sequencialmente continua
em H'(Q). Portanto, segundo ao Teorema , toda sequéncia (ug,) tal que uy, — @ em

H'(Q) satisfaz a seguinte desigualdade,

lim inf [[ug, [l > (/]
J—>+oo
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Agora, como lim D.(u) = liminf ||u]|? = a segue que ||i]|?> < . Ainda, como
k—+o0 k—+o0
we€Sea= ingDc(u), |@||? > a. Portanto, ||a]|? = a, isto é, D.(u) = a.
ue
Afirmagao 2: o > 0.

De fato, pela Afirmagao 1, a = D.(a) = ||a||* > 0. Caso a = 0,

Lémmﬁ+d@ﬁuxzoziiéﬁmﬂmzo e Lf@ﬁ%z:@.

Assim, por (C1), u =0 q.t.p. z € Q. Logo, ||t/ = 0. Mas, ||@|2 = 1, o que é um absurdo.
Dai segue a validade da Afirmacao 2.
Finalmente, como consequéncia das Afirmacoes 1 e 2, mostraremos a desigualdade

do Teorema em questao.

Se u = 0, a igualdade vale. Caso u # 0, tomemos v = . Por consequinte,

[]l2
— 2 __ c 2 2
o Ju? N
a = C(U) - ||U||c - ||U||2 = ||U’|| - a||u||2,
2
o que finaliza a demonstracao.
[ |
Corolario B.1. As normas || ||c e || - ||m sdo equivalentes.

Demonstragao. Inicialmente, observamos que sendo D. continuo e homogéneo de se-

gunda ordem, existe v > 0 tal que
lulle < yllullm, ¥ ue HY(Q). (B.5)

Com efeito, se u = 0, (B.5)) é valida. Caso u # 0, temos, pela continuidade de D, em

0 € HY(Q), que existe § > 0 tal que se w € H'(Q) e [Jw||3: < 4, entdo |lw|]? < 1.

o
Assim, tomando v = 5 ﬁ € HY(Q), |[v]|m < 4. Logo, ||v||* < 1. Por conseguinte,
U\l g1
0% |ull2 4
— - <1=|lu|? < <|ul?
4 HUH%I ||uHc 52||u||H1a

2
ou seja, ||ull. < v|lul|m para todo u € HY(Q), onde v = 5> 0.

Por outro lado, [[ul|?,, < [lu]|2+ [|u3, para todo u € H*(R). Por isto e pelo Teorema [B.1]
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lull2 < (£ + 1) lul|2. Pondo n = /1 + 1, vemos que

[ell e < mlfulle. (B.6)

Por (B.5) e (B.6), concluimos que as normas || - || e || - ||z sdo equivalentes em H' ().
|

Teorema B.2. Os funcionais D, e B sao elementos de C'(H'(Q),R), tendo como de-
rivada de Fréchet em v € HY(Q), D,(u) - v = 2{u,v). e B'(u) - v = 2{u,v)s, para todo

ve HY(Q). Além disso, B é fracamente continuo em H'(Q).

Demonstragao. Mostraremos, inicialmente, que D, € C*(H'(92),R) tendo como deri-
vada de Fréchet em u € H*(Q), D.(u) - v = 2{u,v)., para v € H*(Q). Para tal, notamos
que F, : H(Q) — R, definido por F,(v) = 2(u,v)., para v € H'(Q) e v € H'(Q) fixado
¢ um funcional linear limitado.

Agora, pelo Corolério[B.1] existe constante Ky > 0, tal que ||w||. < Ko|lw||m1, para
todo w € H'(Q). Deste modo, para u € H'(Q) fixado, € > 0 arbitrdrio, existe § = KLg tal
que se

0 < |jv|jg < 7z, entao

1 1

—— D (u+v) —D.(u) — F,(v)] = —[{(v,v),
Do ) = Dew) = Fo)] = v,
1
< ol 1M1
1 201,112
< W'KOHUHH1<€'

Portanto, D, ¢é diferenciavel a Fréchet e D.(u) = F,.
Verifiquemos que D, : H'(Q2) — H'(2)* é continuo. Para isto, sejam (u;,) C H'(£2)

eu e HY(Q), tais que u, — u em H'(Q). Assim,

1D (ur) = De(w)llzy, = sup{2l{uy —u,v);0 € HY(Q) e [Joflm =1}

IN

sup{2[jux — ullc[[vllc;v € HY(Q) e [[v]|m = 1}

IN

sup{2K3 g — wln [ollmsv € H'(Q) e Jollm = 1}

2K ||ug — g1 — 0

Logo, D.(u) — D.(u) em (HY(Q)*,| - ||%1), o que completa a demonstracio de que o
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operador D', é continuo.

A seguir, provaremos que o funcional B € C*(H'(Q2),R). Para tal, observamos que
o funcional G, : H'(Q) — R, definido por G,(v) = 2(u,v)s 5, para u fixado, v € H*(Q) é
linear e limitado. Pois, a linearidade decorre da linearidade do produto interno (-, )29 €
a limitacao segue do Teorema

A partir disto, demonstraremos que B é diferencidvel a Fréchet em H'(Q), tendo
como derivada de Fréchet em v € H'(Q), G,,.

Do Teorema [A.1] existe K7 > 0 tal que [|v][2,0 < Ki||v|/m, para todo v € H(Q).

Assim, dado € > 0, existe § = ;5 > 0, tal que se 0 < [jv|z1 < 35, entdo
1 1
1 1
T Butv) = B(u) = Gu(v)] = 7——[(v,0)20]
[[0]] [[0]] 1
1
< — o)
= ||U||H1 || ||2,3
1
< —— K|} < e
[[0]]

Portanto, B ¢ diferencigvel a Fréchet, com B (u) = G,
Ainda, B' : H'(Q) — H(Q)* é continuo, pois se (ux) C HY(Q) e u € H'(Q) sdo

tais que uy, — u em (HY(Q), | - ||g), entao

1B (ux) = B'(w)in = sup{2|(ur —u,v)20l;0 € H'(Q) e [[o]m =1}

IN

sup{2|lux — ull20)|vll2050 € H'(Q) e [Jvllm = 1}

IN

sup{2K|uy — ullm Jollsv € HY(Q) e [Joflm = 1)

2K |uy — ul|gr — 0.

Logo, B'(u) — B'(u) em (H*(Q)* || - |%1), o que completa a demonstragio de que o
operador B’ é continuo.

Finalmente, mostremos que o funcional B é fracamente continuo. Com efeito,
sejam (uy) C HY(Q) e u € HY (), tais que up — u em (HY(Q), || |1). Em consequéncia
do Teorema[A.d] uy — u em (L2(09Q), | - [|2,0)-
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Por outro lado,

|B(ux) = B(u)]

IN

[(up — u, ug)2.0] + |(u, u — up)o o]

IN

|ur — ull2.0/|luell20 + l|ull20llu — ugll20 — 0.

Portanto, B(u,) — B(u) em (R, |- ).
|

A fim de garantirmos a existéncia do primeiro autovalor de Steklov, precisaremos

de alguns resultados referentes ao conjunto K = {u € H'(Q); D.(u) < 1}.
Proposigao B.1. O conjunto K C HY(Q)) € convezo, limitado e fechado.

Demonstragao. Primeiramente mostraremos que K é convexo. Como || - || define uma

norma em H'(Q),
(1 —=tu+tvll. < (1 —=t)||lullc+t|vll. <1, Vu,v e K, te]0,1],

ou seja, (1 —t)u + tv € K, para quaisquer u,v € Ke t € [0, 1].
A limitacao de K em (H*(Q), | - ||z1), segue do Coroldrio [B.1} Ainda, pelo Lema
B.1] D, ¢ um funcional continuo. Portanto, K = D;!((—o0, 1]) ¢ fechado em H'(Q2).

Observagao B.1. Sendo H'(Q) um espago de Hilbert e K C H'(Q) limitado, convezo e
fechado seque, pelo Teorema[A.8, que K € fracamente compacto em (H*(2), || - ||m)-

Para construirmos a sequéncia de autovalores de Steklov, consideremos
Ky ={u e K;(Tu,Tuj)a9 = (u,uj)ap =0, para 1 <j < J},
onde uy,uy,...,uy € HY(Q), J € N = {1,2,...} e II, : H(Q) — R ¢é definido por
I, (v) = (u,v)24, com u € H(Q2) fixado e v € H(Q).

Proposigao B.2. O funcional 11, € C*(H'(Q2),R), tendo como derivada de Fréchet em
v € HYQ), I, isto é, 11, (v) = II, para todo v € H'(Q).

Demonstragao. Como II, = %Gu, I, é linear e limitado. Por outro lado, como todo
operador linear e limitado ¢ infinitamente diferenciavel e sua derivada de Fréchet coincide

com ele préprio, 1T, (v) = II,, para todo v € H'(€).
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Proposigao B.3. O conjunto Ky C HY(Q) € convexo, limitado e fechado.

Demonstragao. Inicialmente, mostramos que K; é convexo. Para isto, sejam u,v € K;

et e [0,1]. Como K é convexo, (1 —t)u+tv e Ke, paral < j < J,

(T(L=thu+tv),Tuj)ans = (1 —1t)u+tv,u;)2s

= (1 — t)(u, Uj>273 + t<U, uj>2,8 = Oa

ou seja, (1 —t)u+ tv € K;. Pela definicao de K;, K; € K. Como K é limitado, segue
J
a limitacao de K;. Finalmente, notando que K; = KN n Hj’l({()}), onde IT; = II,,,

j=1
II,; ¢ continua para 1 < j < J e K ¢ fechado, tem-se que K; também serd fechado em

(HY ), |- Mla)-
u

Observacao B.2. Em consequéncia da Proposi¢cao temos que o conjunto K € fra-

camente compacto em H'(Q).

Ainda, para construirmos a sequéncia de autovalores de Steklov precisamos de

alguns resultados referente ao espaco

Hz(89) = {u e L*(09) : 3 v e H (Q): v|opq = u}.
Sabe-se, do Teorema , que o operador inclusio i : H2(9Q) — L2(9Q) é linear, injetor
e continuo.

Teorema B.3. Se uy, us, ..., uy € HY(), entdo existe v e H2(0Q)\ {0}, tal que i(v) = v

¢ um elemento de [T'uy, Tuy, ..., Tuy)*t.

Demonstragao.  Suponhamos que o Teorema nao valha. Como o subespaco

[Cuy, Tug, ..., Tuy] de L*(9N2) possui dimensao finita,
L*(09) = [Tuy, Tug, ..., Tuy] @ [Tuy, Tug, ..., Tug]*t. (B.7)

Agora, se v € H2(09), entdao v € L2(8) ¢ existe u € HY(), tais que u|sq = v. Por
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(B.7), existem 6; € R, i = 1,2,.... J, e @ € [Tuy, Tus, ..., Tuy]t, tais que
F(U) =V = 51F(U1) + 52F('LL2) + ...+ 5JF(UJ> + u.

Em virtude da linearidade do operador I', v = I'(6ug + doug + ... + 0 uy) + 4. Além disso,
pela caracterizacao de Hz(8%2), concluimos que @ € Hz2(99).

Pelo Teorema , i(@) = 4. Agora, como @ é um elemento de [['uy, Tug, ..., Tuy]t
e devido a nossa suposicao, @ = 0. Assim, v € [['uy, ['uy, ..., ['uy]. Visto que v é arbitrario
em Hz(8Q), H2(0Q) = [Puy, Tug, ..., Tuy]. Mas isto é um absurdo, pois a dimensdo de

Hz2(99) é infinita (Teorema |A.3). Logo vale o teorema em questdo.
|

B.4 CONSTRUCAO DO PRIMEIRO AUTOVA-
LOR DE STEKLOV

O préximo Teorema garante a existéncia do primeiro autovalor de Steklov, bem

como, algumas de suas propriedades.

Teorema B.4. (a) FEziste u; € K tal que ||ui|l. =1 e B(uy) = f1 > 0;

(b) Se iy = B, entdo o par (uy, p1) satisfaz , ou seja, |41 € autovalor de Steklov,

tendo como autofunc¢do associada u,.

(c) p1 € o menor autovalor positivo de Steklov.

Demonstragao. (a) Pela Observacao , o conjunto K é fracamente compacto em
(HY(Q), || - lzrr). Além disso, pelo Teorema [B.2] o funcional B ¢é fracamente continuo.
Logo, existe u; € K, tal que 51 = B(uy) = sup B(u).

Afirmacgao 1: |juq|. = 1. <

De fato, como u; € K, ||ui|*> = D.(u;) < 1. Suponhamos que D, (u;) < 1. Com

1 e
2fure

isto, existe r = > 1, tal que ru; € K. Assim, B(ruy) = r?B(u;) > B(uy) = B4, o
que é um absurdo. Portanto, |lu;||. = 1.

Diante da afirmacao anterior, podemos ver u; como um extremo de B restrito ao
conjunto D1 (D,(uy)).

Agora, visto que D, e B sio elementos de C'(H'(€2), R), temos, pelo Teorema ,

que uma das condicoes abaixo deve valer
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(1) D.(u)-v=0, V ve H(Q);
(2) Existe A € R, tal que B'(uy) -v = AD,(u;) - v, para todo v € H'(Q).

A condicdo (1) nao ocorre, pois D.(uy) - u; = 2(uy, u1)e = 2||us]|? = 2. Logo, deve ocorrer

(2), ou seja, existe A € R tal que
/ wvdo = /\/[Vul Vo + c(x)uvldr, ¥ ve H (). (B.8)
o9 Q

Afirmagao 2: A\ =, > 0.

Com efeito, se considerarmos v = u; em (B.8) e o fato de |ju||. = 1, entao

/ ufda = )\/[|Vu1|2 + c(m)uﬂd:p = /\Hu1||§ =\
o0 Q

ou seja,

A= / Wdo = w2y = Blur) = Bi.
o0

Logo, A = ;1 > 0. Caso A = 0, segue que supB(u) = 0. Como B é continua e nao
uekK

negativa B(u) = 0, para todo u € K. Por outro lado, todo funcional constante sobre €2 é

um elemento de H'(2), uma vez que §2 é limitado. Em particular, o funcional ¢; :  — R,

definido por ¢;(x) = 1 para x € , é um elemento de H'(£2). Por conseguinte,

B(gy) = /m ldo = 00, > 0.

Agora, notando que ¢ = ”;’%” € K,

1 2 B
B(¢) _ g / go%da _ H901||2,26 _ (8013 >0,
o112 Joo lorllZ2 llpnll?

isto é, B(¢) > 0 o que contradiz o fato que B(u) = 0, para todo u € K. Deste modo,
A = (1 > 0, o que conclui a prova da Afirmagao 2 e do item (a). (b) Por e pela
Afirmacao 1, o par (u, A™') € (H'(Q)\{0}) X R é uma solugao fraca para o autoproblema
, ou seja, py = ;1 = A7 é autovalor de Steklov, com autofuncio associada u;. (c)
Suponhamos que p; nao seja o menor autovalor positivo de Steklov. Assim, existem

o€ H(Q)\{0} e € R, com 0 < i < py, tais que (4,v), = ((d,v)ss, para todo
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v € HY(Q). Ao tomarmos v = -2

llafle

le

U 1
Bv:B(A ): - /QQda.
W =B\ = T Je

(N i
5 (- ) = s il = o2
) = Tale 140 = fape

Logo,

lallz =1.

t>|>—‘

Consequentemente, B (IIgII ) = }% > ;%1 = f1, 0 que é um absurdo, pois 3; = sup B(u) e
¢ uek

a

far. € &

O resultado a seguir é de grande importancia para a obtencao de solucoes do

problema principal deste trabalho.
Corolério B.2. Para todo uw € H*(Q), vale a sequinte desigualdade

Vul* + c(z)u?ldr > 1 u?do,
[Vl H
0

o0

onde py > 0 € o primeiro autovalor de Steklov.
Demonstragao. Se u = 0, vale a igualdade. Se u # 0, consideremos v = i "” . Deste

u
modo, [[v]|c = 1, isto é, v € K. Assim, temos B(v) < £ = sup B(u). Como B(v) = ||[v][3 ,
uek

lullZ.,

Tt Logo, [[ull3 5 < Bul[ull? e isto significa que /[|Vu|2+c(x)u2]dx >
Q

2
,ul/ u“do.
o9 u

segue que B(v) =

B.5 CONSTRUCAO DA SEQUENCIA AUTOVA-
LORES DE STEKLOV

Com o auxilio dos resultados vistos nas segoes e[B.4]vamos, agora, a construgao
da sequéncia de autovalores de Steklov, a saber, (u;), que satisfaz algumas propriedades
que sao uteis para o desenvolvimento deste trabalho.

No Teorema [B.4] vimos que existe um primeiro autovalor de Steklov, o qual deno-
tamos por p;, tendo como autofungao associada u;. Com isto, teremos o primeiro passo

do processo de inducao satisfeito, sendo este utilizado para a construcao da sequéncia

(115)-
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Teorema B.5. Eriste uma sequéncia de pares ((uy, juy)) em [HY(Q)\ {0}] x R, os quais
sao solugoes fraca para o autoproblema . Além disso, se considerarmos, para cada

JeN={1,2,...n,..},

Ko =K e K; ={u € K;(u,u;)29 =0, para 1 <j < J},

entao

By= sup B(u)=B(us) >0 e u;= 65"

UEK‘],l

Demonstragcao. Vamos demonstrar este teorema por indu¢ao em J. A validade do
mesmo, para J = 1, é garantida pelo Teorema [B.4l Suponhamos que o Teorema em
questao seja valido para j, com j < J, e mostremos a validade do mesmo para J + 1.
Afirmagao 1: Existe uy.; € K; tal que 8541 = suﬂg B(u) = B(uyi1).

uek,

De fato, pela Observagio [B.2] K; ¢ fracamente compacto em (H(Q), || - || z1)-

Além disso, pelo Teorema [B.2] B ¢é fracamente continuo. Logo, existe w41 € K, tal que

B(uyt1) = Br+1 = sup B(u).

u€ekK z

Afirmagao 2: ||uyille = 1.

Com efeito, uy4; € Ky e K; € K. Com isto, ||usy1]le < 1. Suponhamos que

I+H|lugsille

ur ol > L i € Ky Além disso,

l|lussi]le < 1. Parar =

B(ruyiq1) = TzB(UJ+1) > B(uji1) = Brir-

Mas isto é um absurdo. Portanto, ||usiq]l. = 1.
Afirmacgao 3: ;.1 > 0.

Pela hip6tese de inducao, existem uy, ug, ..., uy € H* (), tais que

B = sup B(u) = B(u;) >0, para 1 <[ < J.
uek;_1

Pelo Teorema , visto que v € H2(90)\{0}, w|pg = v para algum w € H(1).

Em razao de v # 0 em H2(09), B(w) = / w?do > 0. Com efeito, se B(w) = 0, entdo
o0

/ w?do = 0, e assim w = 0 para q.t.p. na Q. Mas w|sq = v. Logo v = 0 em L%(99).
o9
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Como v € H2(0S), i é injetora e i(v) = 0 = i(0), concluimos que v = 0 em H2(dN), o
que nao ocorre. Por conseguinte, B(w) > 0.

Além disso, w # 0 em H'(Q), pois caso w = 0 em H'(Q), entdo w|sg = v =0 em
L2(09). Assim, v = 0 em H2(09), o que nio é verdade. Deste modo, |Jwl[. # 0 (w # 0
em H'(Q)).

Vamos assim considerar w = - € H 1(©2). Observamos que
c

50 = 8 () = B

[wlle

Ainda, 57— =

1 o~ L :
s Tole = TalWee = 0= Wloa € [Tu, Tug, ..., Cuy] . Por conseguinte,

(W, ug)29 =0, para 1 <k < .J. (B.9)
Agora, notemos que |[w||. = 1. Disto e de (B.9), segue que @ € K. Dal,

Byi1 = sup B(u) = B(w) > 0,

u€ek y
e tem sentido definirmos py,1 = ﬁjil.

Afirmagao 4: O par (uy41, py+1) € solucdo fraca para o autoproblema (B.1)).

Pelas Afirmagoes 2 e 3, podemos ver u ;.1 como um elemento méaximo de B restrito

J

ﬂ (I ( UJ+1))] :

D (De(usi1))

c

onde I, = II,,,, para k = 1,2, ...J. Jd vimos, pelo Teorema [B.2]e pela Proposicao[B.2] que
os funcionais D,, B e II;, sao elementos de C*(H'(Q2),R). Deste modo, podemos aplicar

o Teorema ou seja, uma das seguintes condigoes deve valer:

(1) detA(vy,...,v541) = 0, para quaisquer vy, vy ..., v € H'(Q), onde

D (us1) - v1 Dylugr) vz ... Duggr) - vy
/

I (wpr) o1 (uger) ve ooo I () - vgsa

/

I (uya) - or Wp(uggn) -ve oo Hp(uggn) - v
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(2) Existem a, a4 € R, k=1,2,...,J, tais que
J

B (uyp1)-v=aD,(us) v+ Zakﬂ;ﬂ(u‘”l) v, YV ve HY(Q). (B.10)

k=1

Mas, pela hipétese de indugao, sabemos, para u,v € H'(Q) e k =1,2,...J, que

’

D (u) v =2(u,v). e H;C(U) v = (v, Ug)2,0-
Por isto, por u;1 € K; e pela hipétese de inducao, para k,l =1,2,...,J, com k # [,

D, (ys1) - wger = 2{tgsr, ugr)e = 2llugs |2 =2,
D;(UJ+1) U = 2(U g1, Uk)e = 2#k<UJ+1>Uk>2,8 =0,
I, (wys1) - Uyt = (i1, Up)op = 0,

I (wyr) - g = (up, ui)o0 = )l = Bellwll? = Br.

Consequentemente,

2 0 ... 0
0 B ... 0
AUyt ug,.ug) = ) ) .
0O 0 ... gy

Logo, det A(uyy1,u1,...;uy) = 26182 -+ 55 > 0. Portanto, (2) deve ocorrer. Para concluir-
mos a prova da Afirmagao 4, mostremos, antes, que oy = 0, para todo s € {1,2,...,J}.

Ora, ao considerarmos v = u, para s € {1,2,...,J} em (B.10]), obtemos

/

B (tyg1) - s = 2(Ugg1, Us)2,0 = 20(U 41, Ug)e + 2 - Zozk<us,uk>z,a- (B.11)
Como uyyq € Ky, segue, da hipétese de inducao, que

0 = apts{tiyin, Us)og + 2005 (U, Us)oo = 0 = 20,5 "
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Como ps # 0, oy = 0, para todo s € {1,2,..., J}. Agora, se v = u;;; em (B.11)), obtemos

Brs1 = <UJ+1>UJ+1>2,8 = 04<UJ+17 UJ+1>c = OCHUJHH? = Q.

Portanto, /8;4];1<UJ+]_,/U>2,8 = (uyy41,v)e, para todo v € H'(Q2). Ainda, visto que

lusiille = 1, 0 par (uyi1, B711) = (wst1, py41) é uma solugdo fraca para o autoproblema

B.1
|

Teorema B.6. A sequéncia (u;, ;) satisfaz

(@) O0< iy Spg <oor gy <vev g

(b> <uj7 uk>2,8 = M;ldjkav ja k € N>
(c) lim p; = +o0.

Jj—+oo

(d) A dimensao do autoespaco associado a cada autovalor de Steklov 1, é finita.

Demonstracao. (a) Pelo Teorema |B.5, para [ € N, p; = b’j’l e f; = sup B(u). Logo,
uEKl_l

em razao de K;_1 C Kj_o, B; < Bj_1, para j > 2. Assim, p;_1 = Bj__ll < 6;1 = p;. Disto

e do fato de que p; > 0, segue que 0 < g < --- < p; < -+
(b) Pelo Teorema BB, u; € K;_; C K. Deste modo, [lu;]lc =1 e (uj,up)2 = 0, quando
k < j. Caso j < k, obtemos (u;, u;)29 = 0. Finalmente, se j = k, entao, pelo fato de u;

ser autofun¢ao associada ao autovalor de Steklov p;,
o -1 2 _ 1
(uj,ujoo = pi (uz uj)e = py lluglls = w5,

o que implica na validade de (b).

(¢) Suponhamos que o item (c) nao seja vélido, ou seja, existe L € R tal que p; < L, para

todo j € N. Se, para cada j € N, v; = || uﬁ € H'(Q), entao
Uj||2,0
> 1 1 .
vl = =8 =w <L, VjeN.
1413,
Logo (vj) é uma sequéncia limitada em (H*(2), ] -||.). Como as normas |||, e || - ||z sdo
equivalentes em H'(Q), a sequéncia (v;) também é limitada em (H'(Q),] - [|z). Ainda,

visto que (HY(Q), || - |[z1) é um espago reflexivo, existem subsequéncia (v;,) de (v;) e
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b € HY(Q), tais que v, — ¥ em (H'(Q), (-,-)n). Dai, pelo Teorema [A.1] v;, — ¥ em
(L*(0%2), ]| - [l2.0). Deste modo, a sequéncia (v;,) é uma sequéncia de Cauchy em L?(92).

Entretanto, ao considerarmos j; e j; grandes, com j; # j; temos

2

Ui Ui
Jr 12,0 71 112,0 2.0
1 1 9
B Ui Ui )20 Wjps Uji)2,0 — WUj, , Ujy)2,0
Huij%,a< Ik Jk>2 Hule%,8< Jis Jz>2 Hu]k 20l 2,8< Jk? jl>2
wa |12 wa |2
= Hu]k 20 4 Huﬂ: 20 —141=2
k12,0 Jiull2,0

2 . . 7 . A . ’
Consequentemente, [|v;, —v;[|3 5 = 2. Mas isto é um absurdo, pois a sequéncia (v, ) é de

Cauchy em L?*(92). Portanto, devemos ter lim p; = +oo.

J—+o0o

(d) Suponhamos que a dimensao do autoespago associado a algum autovalor ju seja infi-
nita. Deste modo, podemos considerar uma sequéncia (y;) de autofuncoes c-ortonormais
em H'(2) associadas ao autovalor de Steklov py. Logo, para r,s € N, com r # s, deve-

mos ter (Yr, Ys)2,0 = ik (Yr Ys)e = 0 € pullyell3 9 = lly-ll2 = 1. Se definirmos, para j € N,
Yj
v; =

T lyillza
J b
em (H'(Q2),]-|lc). Como as normas |- || e || - || z1 s@o equivalentes em H'((2), a sequéncia

, entao ||v;]|2 = . < +oo. Por conseguinte, (v;) é uma sequéncia limitada

(v;) é limitada em (H*(Q), || - ||g). Com os mesmos argumentos do item (c) e pela refle-
xibilidade de (H'(Q), || - ||z1), a sequéncia (v;) possul subsequéncia (vj,) tais que v;, — ¥
em (H(Q),]| - ||z1), onde © € H'(Q). Pelo Teorema , v, = 0 em (L*(0Q), || - [l2.0)-
Assim, (vj,) é uma sequéncia de Cauchy em L*(92). No entanto, para jj e j, grandes,

com ji # j;, obtemos

2

2 2
2,0 i ”szHQ,a —1+1=2

%,a ||?sz H%,a

la
1

Y Y
licllzo lysll2e

||U.jk - Ujl”%,@ = ‘

2,0

o que é um absurdo, pois a sequéncia (v;,) é de Cauchy em L?(992). Consequentemente,

a dimensao do autoespaco associado a cada autovalor de Steklov deve ser finita.

B.6 UMA DECOMPOSICAO PARA H'(Q).

Nesta se¢ao, vamos descrever uma decomposicao c-ortogonal para H'(().
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Definicao B.2. Uma solucao fraca de
c(x)u — Au=0, em Q, (B.12)

¢ uma funcio u € HY(Q) que satisfaz (u, p). = /[Vu -V + c(x)up|de = 0, para todo
Q

© € CHQ), isto é, u € H'(Q) € solugao fraca de se, e somente se, u € c-ortogonal

a CHQ).

O préoximo Lema fornecerd uma condi¢ao necessaria e suficiente para uma fungao

u em H'(Q) ser uma solugao fraca de (B.12)).

Lema B.2. Um funcional v em H'(Q2) é uma solugdo fraca de se, e somente se,
uw€eW, onde W = H}(Q)t ={ue H(Q): (u,v). =0, V ve HI(Q)]}.

Demonstragdo. (=) Sejam u € H'((2), uma solucio fraca de (B.12), e v € H} ().
Como C}(Q) é denso em H}(€) na norma || - || g1, existe uma sequéncia (p;) C CH(Q) tal
que ¢, — vem (H'(Q), | -|/z). Deste modo, em virtude das normas || - ||z e || - || serem
equivalentes, o — v em (H'(Q2), |- ||c). Ainda, como o produto interno {-,-). é continuo,
(u, pr)e = (u,v). em (R, |- [). Mas, como u ¢ solugao fraca de (B.12), (u, ¢x). = 0, para
todo k € N. Consequentemente, (u,v). = 0, o que implica em u € W, ja que v € H}(Q)
¢ arbitrario.

(<) Seja uw € W. Entao u € H'(Q) e (u,v), = 0, para todo v em H}(Q). Ainda, como
Cl(Q) C Hy(Q) segue, em particular, que (u, p). = 0, para todo ¢ € C}(Q2). E isto mostra

que u é solugao fraca de (B.12)). -

Proposigao B.4. Seja u € H'(Q). Entdao B(u) =0 se, e somente se, u € Hj ().
Demonstracao. (=) Suponhamos B(u) = 0. Entao ||ul29 = 0 e assim u =0 q.t.p. em
L?*(09), ou seja, I'u = 0. Logo pelo, Coroldrio , para s = 1,p = 2,1 = 0 concluimos
que u € H3(9Q).

(<) Seja u € H}(2). Seguindo o mesmo raciocinio do Lema conseguimos uma
sequéncia () C CH(Q) tal que g — uwem (H'(Q), ]| - ||.). Pela continuidade de B e por

B(yx) = 0, vemos que B(u) = 0. -

Proposigao B.5. O espaco (H*(Q), ]| - ||.) admite a sequinte decomposi¢do

HY(Q) = Hy(Q) ®. W. (B.13)
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Demonstragao. Como H'(€) ¢ um espaco de Hilbert, para verificarmos a decomposicao

(B.5]), mostraremos que H{(f2) é fechado em H'(), com a norma || - ||, e utilizaremos o

Teorema para concluirmos a validade de (B.5]).
Sejam (uy,) C H}(Q) e u € HY(Q), tais que u, — v em (H'(Q), | - ||). Como as

normas || - ||, e || - ||z sdo equivalentes uy — u em (H*(2),] - ||z1). Por outro lado, HJ(£2)
é um subespago fechado de H'(f2), com a norma || - ||g:. Logo, u € H (). Portanto,
H}(Q) é fechado em H'(2), com a norma || - || e vale o resultado.

|

Seja Aut(u) o autoespaco associado ao autovalor de Steklov py. Pelo Teorema

, item (d), dimAut(pr) < +oo. Consideremos M;, = {vf,v5,...,v} } uma base c-

5 Um

ortonormal de Aut(uy).

Proposigao B.6. O conjunto S = {vi,... v} ,07,... 0%, .. ,vf, ..., vf ..} € ¢
ortonormal em (H* (), - l.)-
Demonstragao. Se u € M; e v € My, com | # k, entdao, por M, = {v}, v}, ...,vﬁlk} ser

um subconjunto c-ortogonal de autofungoes associados ao autovalor de Steklov g, e pelo

Teorema [B.6}(c), (u,v). = pu(u, v)s9 = 0. Consequentemente,

S = {v%,...,v}nl,vf,...,vfnz,...,vlf,...,v,l;k,...}
¢ um conjunto c-ortogonal em (H*(Q),| - ||). Ainda, como ||v%||. = 1, para quaisquer

s,t €N, S é c-ortonormal em (H'(Q), || - [|.).
|

Proposicao B.7. Se, para cada k € N, denotarmos

v} se 1<k <my,
Wy, = 1
j , , .
Vi, S€ My < E<m; +mji,

entio O = (wy) satisfaz as sequintes propriedades:
(a) O é uma sequéncia c-ortonormal;

(b) wy € HY(Q)*, para todo k € N;
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(c) Se € H} Q)T satisfaz @ L wy, em (HY(Q), || - |lc), para todo k € N, entdo @ = 0.

Demonstracao. (a) Temos que wy € S, para todo k& € N e S é um subconjunto c-
ortonormal. Logo, O é uma sequéncia c-ortonormal.

(b) Pelo Lema [B.2] basta mostrar que wy, é solugdo fraca de (B.12), ou seja, (wy, ). = 0,
para todo ¢ € C}(2). Digamos que wy, seja autofuncao associada ao autovalor de Steklov
. Assim, (wg, @) = w{wy, )2, para todo ¢ € CHQ). Mas, (wy, )as = 0, pois
¢ € CH(Q). Por conseguinte, (wy, ). = 0, 0 que significa que wy € HY(Q)*.

(c) Caso o item (c) nao ocorra, existe @ € H(Q)+\{0}, tal que @ L wy em (H* (), || - ||.),
o
Tl
Logo, © € K, para todo J € N. Agora, pela defini¢do de B, B(?) > 0. Se B(?) = 0
entao, pela Proposicao , v € H} Q). Como v € HY Q)L o =0em (H(Q),]].). Mas

para todo k € N. Ao considerarmos v = o]l = 1 e (0, wg). =0, paratodo k € N.

isto é um absurdo, uma vez que ||v||. = 1. Portanto, B(?) > 0.
Finalmente pelo Teorema (c), g — 400 quando J — +o0. Por isto e por
Wy = B;l, segue que 8; — 0, quando J — +o00. Deste modo, existe J € N tal que

B(0) > (41, mas isto é um absurdo, uma vez que 5;.1 = sup B(u) e © € K. Portanto,
ueKy
vale o item (c).

Observacao B.3. Pela Proposicao podemos concluir que O é uma sequéncia c-

ortonormal total em HE(Q)*L.

Observacao B.4. De acordo com a observagao anterior, a sequéncia O define uma

base de Hilbert para o espaco HE(Q)t em (HY(Q),| - |l.). Com isto, cada v € HE(Q)*
+o0

¢ escrito de maneira unica (a menos de ordem) como u = E (u, wg)cwy, com

k=1
lulle = Z\ U, W)

Agora, da continuidade e linearidade do operador trago T': HY(Q) — L*(0Q) e do

fato de wy, ser autofungdo associada ao autovalor o, onde o; = i, se 0(k—1) < j < 0(k),
+0o0

com 0(k) = Zml, temos I'(u) = Z(u, wg) L (wy) e

k=1

+oo

IP@)lI30 = D 1u, wi)el oy {wn, wi)e Zak (u, ).

k=1
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Proposicao B.8. Se, para cada j € N,

0(4) +o0
Vi= UM, Yi=| U M| e X;=Y;e.H(Q
k=1 k=0(j)+1

Demonstragao. Seja u € H'(Q), como H'(Q) = H}(Q) &, HL(Q)*, existem tnicos ug

em H}(Q) e uw em HL(Q)L, tais que u = ug +u. Mas, w € H}(Q)* = [0]. Logo, existe

uma sequéncia (¢;) C R, tal que

u= ; ; li
U = Cciwy + ... + Co(j)We(j) + n_IEIFlOO Sh,

onde
n

Sn = Z CrWE € Cp — <ﬂ, wk)c.

k=0(j)+1
Assim, u = cyw; +copwa+ ... +Co()Wa(j) + 1_131 Sp+ug. Com isto, v = cyw+... 4o Wa(j) €

\N/j, Yy = lir+n S, € Y/j, r=y+ug € )N(j ev e V}, ouseja, u =v+x € 17j+)~(j. Finalmente,
n—-+0oo
dadoz € V;NX;,z € Vjex € X;. Mas, z € X; = Y; @, H}(Q) significa que # = x1 + 24,
0(5)
onde x; € 37] e Xy € H&(Q) sao unicos. Por outro lado, x € f/j, significa que x = Z CLWp .
k=1
Agora, pela Observagao , 1y € HY(Q)L. Por isto e por xy € H} (), segue que x5 = 0.
J +o0 B
Deste modo, = = chwk = Z cywy. Mas, O é uma base de Hilbert de Hg ().
k=1 k=0(j)+1
Logo ¢, = 0, para todo k € N, isto é, z = 0. E assim H'(Q) =V, . X.
[ |

Observacgao B.5. Pela defini¢cao de ‘7]-, dz’mf/j =my + ... +m;. Assim, se u € ‘7j, entao
0(4)
u = Z(u, wg)wg. Com o auxilio da Observagao |B.7 e do item (a), do Teorema |B.6
k=1
obtemos |Jul|3 5 > p; |ull2, para todo w € V;. Com efeito,

+00 +oo
lullo = IT50 =Y o W wi)e* > 17" D~ Hu,we)el® = g 2.
k=1 k=1
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Observacao B.6. Seu € 3;; C W, entao uw = lim [ Z ckwk] Com isto,

n—-+4oo
k=6(j)+1
“+o00
—2
@30 = ). cxa{wrw)e
LE=0(j)+1
“+o0
-1
= E CrCioy, <wkawl>c
LE=0(j)+1
—+o0 n
2 -1 . -1.2
= E c;o, = lim 5 o, ¢
kY k n——+00 |: l l:|7
1=0(j)+1 1=0(5)+1
e
o0
—12 } :
||u||c = Ckcl<wk7wl>c
L,k=0(j)+1
—+o0 n
2 . 2
= c; = lim E .
Z k n—-+00 |: k:|
k=0(j)+1 k=0(j)+1

Por isto e pelo Teorema [B.4,

n n
ol = im | >0 o] <k i | Y ) <t
k=0(j)+1 k 1



Apéndice C

HOMOLOGIA SINGULAR E
GRUPOS CRITICOS

Neste Apéndice, vamos definir os grupos de homologia, enunciando algumas pro-
priedades deles, que sao utilizadas neste trabalho. Além disso, na segunda secao do
Apéndice, serao estudados os grupos criticos, que nos permitem obter informagcoes sobre

um funcional, a partir dos seus pontos criticos.

C.1 TEORIA DE HOMOLOGIA SINGULAR

A teoria de homologia consiste em associar a cada espaco topoldgico uma série
de grupos abelianos, os quais chamamos grupos de homologia deste espago, de maneira
que espacos homeomorfos possuem grupos de homologia isomorfos. No que segue, apre-
sentaremos algumas nocgoes e resultados sobre topologia algébrica. Vale ressaltar que
os resultados desta segdo sao encontrados em Eilenberg e Steenrod (1952), Hu (1966) e

Wallace (1970).

Definigao C.1. Sejam (G;); uma sequéncia de grupos abelianos e (¢;); uma sequéncia

de homomorfismos de grupos
Pi—1 0253
"'—>G171—>G7[HG1+1—>"'.

A sequéncia acima € dita exata em G;, se Ker(p;) = Im(p;—1). A sequéncia € exata se é

exata em todo G;.
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Um par de espagos (X, A) é um espaco topoldgico X, junto a um subconjunto

A C X. Escreveremos (X,A) C (Y,B),se X CY e AC B.

Definigao C.2. Uma aplica¢ao de pares f : (X, A) — (Y, B) € uma aplicacao continua
f: X =Y, tal que f(A) C B. Duas aplicagoes de pares fo, f1 : (X, A) — (Y, B) sdo

homotdpicas se existir uma aplicagao continua h : [0,1] x (X, A) — (Y, B), de modo que

h(0,z) = fo(x), h(l,2) = fi(z),Yx € X eh(t,a) € B,Y a € A.

A aplicacao h € dita uma homotopia entre fy e fi.

Seja A C X, uma aplicagao continua r : X — A é uma retracao, se r(x) = x para
todo x € A. Quando essa aplicacao existe, diz-se que A é um retrato de X. Agora, se
além disso, existir uma homotopia A : [0,1] x X — X, tal que h(0,2) =z e h(1,z) = r(x),
para todo x € X, dizemos que A é um retrato de deformagao de X. Finalmente, temos
que A é um retrato de deformagao forte de X se a homotopia h satisfaz h(t,x) = z, para

todo = € A.

Exemplo C.1. Sejam A C X wum subconjunto convero e f,g : A — X aplicagoes
continuas. Entao, f e g sdo homotépicas. Basta tomar a homotopia h : [0,1] x A — X,

definida por h(t,z) = (1 —t)f(x) + tg(x).

Faremos, agora, uma breve construgao dos grupos de homologia. Esta construcao
se dara através de alguns axiomas, que nos permitirao obter propriedades que poderao
ser utilizadas nos demais resultados.

(a) Para cada g € Z e cada terna (X, A, G), onde (X, A) é um par de espagos topologicos
e G ¢ um grupo abeliano, é associado um grupo abeliano H,(X, A, G), ou, quando ficar
claro o grupo G fixado, H,(X,A). Este grupo é chamado grupo de homologia do par
topoldgico (X, A). No caso de A = (), utilizamos a notagao H,(X,0) = H,(X).

(b) Para cada aplicagao de pares f : (X, A) — (Y, B), é associado um homomorfismo de
grupos

fo: Hy(X, A) — H,(Y,B).

O homomorfismo f, é dito um homomorfismo induzido pela aplicagao f sobre o grupo de

homologia H, (X, A).
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(c) Para cada ¢ € Z e cada par (X, A), é associado um homomorfismo de grupos
0:Hy (X, A) = H,1(A).

O homomorfismo 0 é chamado de operador bordo sobre o grupo de homologia H (X, A).
Os seguintes axiomas sao requeridos:
Axioma C.1. Se f = Id|x, entao f. = Id|n,(x,a)-

Axioma C.2. Se f : (X,A) —» (YV,B) eg : (Y,B) — (Z,C) sdo aplicagées de pares,

entao (go f)e = gu o fu.
Axioma C.3. Se f: (X, A) — (Y, B) € uma aplicacdo de pares, entao 0o f, = (f|a)«00.

Axioma C.4. Sejam i : A — X e j: (X,0) — (X, A) aplicagies inclusoes, entio a

sequéncia

25 Hy(A) 255 Hy(X) 25 Hy (X, A) -2 Hy_y(A) —> -+

é exata.

Axioma C.5. Se f,g : (X,A) — (Y, B) sao aplicagdes de pares, homotdpicas, entdo
f* = Gx-

Axioma C.6. (Ezcisdo) Se U é um conjunto aberto de X com U C int(A), e se
i (X\UA\U) = (X, A)

denota a inclusao, entdao i, € um isomorfismo de grupos.

Axioma C.7. Se X consiste de um unico ponto p, entao

G se q=0
0 se q#0.

Hq({p}) =

No que segue, listaremos algumas propriedades derivadas dos axiomas acima. Se-
jam, para tanto, (X, A) e (X, B) pares topoldgicos. A notagao H,(X,A) ~ H,(X, B) sera

utilizada para indicar que os grupos em questao sao isomorfos.
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J

Propriedade C.1. Se (X, A) = U(X,»,AZ-), sendo {X;}; uma familia de conjuntos fe-
i=1

chados em X, dois a dois disjuntos, entao

J
Hy(X,A) = €D Hy(Xi, 4)).
i=1

Propriedade C.2. Se BC AC X e q € Z, entao
(1) Caso A seja um retrato de X, Hy(X) ~ H,(A) @& H (X, A).

(ii) Caso A seja um retrato de deformagao forte de X, a inje¢io candnica induz um

isomorfismo entre Hy(A, B) e H,(X, B). Em particular, H,(X,A) =0,

(111) Caso B seja um retrato de deformagao forte de A, a inje¢cao candnica induz um

isomorfismo entre H (X, B) e H,(X,A).

Propriedade C.3. Sejam B"™ a bola unitdria e S™' a esfera unitdria de um espago

vetorial normado E, com n > 2. Entao

0 se qg#n
G se q=n.

H,(B",S"',G) = Hy(B", 5" ") ~

Na proxima se¢ao, onde sao abordados grupos criticos, sera considerada a teoria
de Homologia Singular, que é construida por meio de aplicacoes entre subconjuntos de
R™*!. Tal teoria, possibilita a demonstracao dos resultados que aqui enunciamos como

axiomas.

C.2 GRUPOS CRITICOS

Consideremos um aberto X de um espaco de Banach E e uma aplicacao f €
C'(X,R). Na teoria de grupos criticos, temos informagoes a respeito do comportamento
local de f, préoximo de um ponto critico isolado u, descritas a partir da sequéncia dos
grupos criticos dessa funcao.

No que segue, vamos utilizar a teoria de homologia singular sobre o corpo R dos
nimeros reais. As demonstragoes iniciais serao omitidas, e podem ser encontradas em

Chang (1993) e Ramos (1993).
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Definicao C.3. Se u é um ponto critico isolado de f e ¢ = f(u), define-se os grupos

criticos de w como sendo

Cn(fyu) = Ho(f, f\{u}), n =0,

onde f¢={z € X; f(z) < c}.

Segue da propriedade de excisao (ver Axioma |C.6]), que, se V' é uma vizinhanga

fechada de u, entao

Co(fyu) =~ Ho(fNV, fS\{u} NV).

Para fungdes f satisfazendo a condigao (PS), temos as seguintes caracterizagoes para os

grupos criticos.

Proposicao C.1. Suponha que f satisfaz a condigdo (PS) numa vizinhanga de um ponto

critico isolado ug. Entdo, existem € > 0 e uma vizinhanc¢a fechada W de g tais que

Co(f,u) ~ Ho(fH AW, o5 0 W),

Demonstragao. Veja Chang (1993, p. 338).
Obtemos o resultado a seguir, ao generalizarmos a Proposi¢ao para um con-

junto de pontos criticos K, = {uy, ug, - ,u;}.

Proposicao C.2. Suponha que [ satisfaca a condigao (PS) e que ¢ seja um valor critico

de f, com K. = {uy,us,--- ,u;}. Entao, para € > 0, suficientemente pequeno, temos
J
Ho (575, 17°) = Hu(f, 1\ Ko) =~ @D Culf w).
i=1

Demonstragao. Veja Chang (1993, p. 338).

Com estes resultados, temos ferramentas suficientes para enunciar e provar o
proximo resultado, de grande importancia para a dissertacao, que caracteriza os gru-
pos criticos do tipo maximo e minimo de f, no caso em que o espaco de Banach E tem

dimensao finita.

Teorema C.1. Suponha que f satisfa¢a a condi¢ao (PS) nos subconjuntos limitados de

X e seja ug um ponto critico isolado de f. Entao:
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(i) uo € minimo local de f se, e somente se, C;(f,ug) >~ 6;oR, para todo i > 0;

(ii) uy € mdzimo local de f se, e somente se, C;(f,up) =~ 9;,R, para todo i > 0.

Demonstracao. (i) Seja ¢ = f(ug). Se up é minimo local de f, entdo existe uma
vizinhanca fechada V' de wo, tal que f(u) > f(ug) sempre que u € V' \ {ug}. Disto e do
Axioma [C.7], segue que

Cz<f7 UO) = H’L({UO}v @) = i,ORa para 1= 07 ]-a

Reciprocamente, suponhamos, por contradi¢ao, que ug nao seja um minimo local de f, e
sejam W e € > 0 dados pela Proposicao . Fixemos uma bola B,(ug) C fr*NW e
um ponto v € By(up), tal que f(v) < c. Pela construgao de W, todo ponto u € fNW
pode ser ligado, por meio de uma homotopia, a um ponto de f¢N W, que é ugy ou esta
em f¢\ {up}. Como B,(ug) é conexo por caminhos, podemos concluir que todo ponto
u € f N W pode ser ligado a um ponto de (f°N W)\ {ug}, por um caminho contido
em fr NI, Logo,

Co(f,uo) = Ho(f= N W, (f*n W)\ {ug}) = 0.

(ii) A prova deste item é andloga a do item (i).
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