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RESUMODissertação de MestradoPrograma de Pós-Graduação em MatemátiaUniversidade Federal de Santa MariaEXISTÊNCIA E COMPORTAMENTO ASSINTÓTICODAS SOLUÇÕES DE UM SISTEMA EMELETROMAGNETISMOAUTORA: GRACIELE DE BORBA GOMES ARENDORIENTADOR: MARCIO VIOLANTE FERREIRAData e Loal da Defesa: Santa Maria, 27 de fevereiro de 2012.Neste trabalho, onsideramos um sistema de equações de Maxwell, que modelam a propagaçãode ondas eletromagnétias. Primeiramente provaremos a existênia e uniidade de solução dosistema
εEt −∇×H + σE = 0, em Ω× (0,∞)

µHt +∇×E = 0, em Ω× (0,∞)

∇ ·H = 0, em Ω× (0,∞)

E(x, 0) = E0(x) e H(x, 0) = H0(x), em Ω

E × ν|Γ = 0 e H.ν|Γ = 0, em Γ× (0,∞),onde Ω ⊂ R3 é um onjunto aberto, Γ é a fronteira ∂Ω de Ω e E(x, t) =(
E1(x, t), E2(x, t), E3(x, t)

) e H(x, t) =
(
H1(x, t), H2(x, t), H3(x, t)

) denotam o ampo elétrioe o ampo magnétio, respetivamente. As onstantes σ, ε e µ (todas positivas) representama ondutividade elétria, a permitividade elétria e a permeabilidade magnétia do meio, res-petivamente. Denotamos por ν(x) = (
ν1(x), ν2(x), ν3(x)

) a normal unitária em Γ exterior a
Ω. Após, analisaremos o omportamento assintótio da solução do sistema aima através dométodo da perturbação da energia ou de Lyapunov.Palavras-have: Equações de Maxwell. Eletromagnetismo. Existênia e Uniidade deSolução. Comportamento Assintótio.



ABSTRACTDissertationGraduate Program in MathematisFederal University of Santa MariaASYMPTOTIC BEHAVIOR AND EXISTENCE OFSOLUTIONS OF A SYSTEM INELECTROMAGNETISMAUTHOR: GRACIELE DE BORBA GOMES ARENDADVISOR: MARCIO VIOLANTE FERREIRADate and Loation of Defense: Santa Maria, February 27nd, 2012.In this work, we onsider a system of Maxwell's equations, whih model the propagationof eletromagneti waves. First we prove the existene and uniqueness of the solution of thesystem
εEt −∇×H + σE = 0, em Ω× (0,∞)

µHt +∇×E = 0, em Ω× (0,∞)

∇ ·H = 0, em Ω× (0,∞)

E(x, 0) = E0(x) e H(x, 0) = H0(x), em Ω

E × ν|Γ = 0 e H.ν|Γ = 0, em Γ× (0,∞),where Ω ⊂ R3 is an open set, Γ is the boundary ∂Ω of Ω and E(x, t) =(
E1(x, t), E2(x, t), E3(x, t)

) and H(x, t) =
(
H1(x, t), H2(x, t), H3(x, t)

) denote the eletri �eldand magneti �eld, respetively. The onstants σ, ε and µ (all positive) represent the eletrialondutivity, eletrial permittivity and magneti permeability of the medium, respetively. Wedenote by ν(x) =
(
ν1(x), ν2(x), ν3(x)

) the unit normal to the boundary Γ, oriented towards theexterior of Ω. After, we analyze the asymptoti behavior of the solution of the above systemby the method of perturbation of the energy or Lyapunov method.Keywords: Maxwell's Equations. Eletromagnetism. Existene and Uniqueness of Solution.Asymptoti Behavior.
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H1(Ω) {v ∈ L2(Ω); ∂v

∂xi
∈ L2(Ω), i = 1, · · · , n};

H(div,Ω) {v ∈ L2(Ω)n; ∇ · v ∈ L2(Ω)};
H(rot,Ω) {v ∈ L2(Ω)3; ∇× v ∈ L2(Ω)3};
H0(div,Ω) D(Ω)n

H(div,Ω);
H0(rot,Ω) D(Ω)3

H(rot,Ω);
H(div 0,Ω) {u ∈ L2(Ω)n; ∇ · u = 0};
γν(u) ν · u|Γ;
γτ (u) ν × u|Γ;
H0(div 0,Ω) {u ∈ L2(Ω)n; ∇ · u = 0 e ν · u|Γ = 0};
H(rot 0,Ω) {v ∈ L2(Ω)3; ∇× v = 0};
H0(rot 0,Ω) {v ∈ L2(Ω)3; ∇× v = 0 e ν × v|Γ = 0};
grad H1(Ω) {∇p; p ∈ H1(Ω)};
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3 {∇ × v; v ∈ H1(Ω)3 e ν × v|Γ = 0};

H1(Ω) H(rot 0,Ω) ∩H0(div 0,Ω);
H2(Ω) H0(rot 0,Ω) ∩H(div 0,Ω) = {u = ∇ϕ;ϕ ∈ H1(Ω);△ϕ = 0;ϕ|Γ = onstante};
C([0,∞), X) espaço das funções ontínuas de [0,∞) em X ;
C1([0,∞), X) espaço das funções de lasse C1 de [0,∞) em X .
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INTRODUÇ�O
Em 1873, James Clerk Maxwell fundou a teoria moderna do eletromagnestismo om apubliação de sua obra Treatise on Eletriity and Magnetism, e assim surgiram as equações quehoje em dia levam seu nome.As equações de Maxwell onsistem em dois pares aoplados de equações difereniaispariais e governam o omportamento de um ampo eletromagnétio. Foram dediados muitosanos de estudos sobre o omportamento de ampos elétrios e magnétios para obter estas equa-ções. Podemos itar, por exemplo, os trabalhos de Coulomb, Gauss, Ampère e Faraday. Estasequações desrevem omo argas elétrias e orrentes elétrias agem omo fontes dos amposelétrios e ampos magnétios. Além disso, as equações de Maxwell desrevem omo um ampoelétrio que varia no tempo gera um ampo magnétio que também varia no tempo assim omoampo magnétio variável induz orrente elétria. Este fen�meno de indução eletromagnétiaestá presente, por exemplo, nos rádios, omputadores, televisores e fornos de miroondas.É grande o número de engenheiros e matemátios que tem busado a análise de proble-mas de ontorno resultantes das equações de Maxwell. De iníio, estavam prourando a soluçãoatravés de métodos analítios e, om o passar dos anos, omeçaram a utilizar métodos om-putaionais para analisar e realizar simulações sobre o omportamento das soluções obtidas.No ampo da matemátia, reentemente tem resido o interesse em entender as propriedadesmatemátias das equações de Maxwell e as relações que envolvem fen�menos eletromagnéti-os. Podemos itar, por exemplo, os trabalhos de Ferreira [7℄, Ladyshenskaya [13℄, Niaise [19℄,Niaise e Pignotti [20℄, Phung [22℄, Yin [23℄ e [24℄ e Zhou [25℄.Em alguns asos o que se faz é uma transformação das equações de Maxwell num modelosimpli�ado de modo que sua resolução seja mais aessível. Por exemplo, o modelo de orrentesinduzidas é obtido através das equações de Maxwell desprezando as orrentes da Lei de Ampère.Segundo Martinez (2008), o problema das orrentes induzidas geralmente está de�nidoem todo o espaço om ondições de deaimento no in�nito, no qual a ténia mais usadapara resolver numeriamente estas equações onsiste em restringir as equações a um domíniosu�ientemente grande que ontenha a região de interesse e impondo ondições de ontornoadequadas sobre sua fronteira. Existem na literatura distintos métodos numérios que usamesta ténia, o método de elementos �nitos é o mais utilizado. Suas prinipais vantagenssão a �exibilidade em relação a geometria do problema e as abundantes ferramentas teórias



10existentes para a análise da onvergênia.Os fen�menos eletromagnétios se desrevem através de quatro ampos vetoriais quedependem da posição espaial x = (x1, x2, x3) ∈ R3 e do tempo t ≥ 0. São eles: intensidadedo ampo elétrio E, desloamento elétrio D, intensidade do ampo magnétio H e induçãomagnétia B.Os ampos desritos aima são gerados por dois tipos de fontes: argas elétrias e �uxosde arga elétria variáveis, hamadas orrentes. A distribuição de argas é dada por umafunção esalar ρ que representa a densidade da arga elétria, e as orrentes são desritas poruma função vetorial de densidade de orrente J .As equações de Maxwell relaionam os ampos vetoriais E,D,B e H e as funções ρ e J .Tais equações, na sua forma diferenial, são:
∂D

∂t
− rot H = −J (1)

∂B

∂t
+ rot E = 0 (2)
div D = ρ (3)
div B = 0, (4)onde div e rot representam os operadores difereniais divergente e rotaional, respetivamente.Observemos que em oordenadas artesianas esses operadores estão de�nidos por

div F =
3∑

i=1

∂Fi

∂xi

=
∂F1

∂x1

+
∂F2

∂x2

+
∂F3

∂x3e
rot F =

(
∂F3

∂x2
− ∂F2

∂x3
,
∂F1

∂x3
− ∂F3

∂x1
,
∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2

)
,onde F representa a função vetorial F (x1, x2, x3) =

(
F1(x1, x2, x3), F2(x1, x2, x3), F3(x1, x2, x3)

).Também utilizamos a notação ∇·F para denotar o divergente de F e ∇×F para denotaro rotaional de F. Além destes operadores, também usaremos o operador gradiente de funçõesesalares f(x), que denotaremos por grad e de�nimos omo
grad f =

(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
,
∂f

∂x3

)
.Um estudo detalhado sobre estes operadores difereniais será feito nas Preliminares, seção 1.7.A equação (1) é hamada de Lei de Ampère-Maxwell e relaiona o desloamento elétrioom a variação no tempo do ampo magnétio. Esta lei oinide om a Lei de Ampère om aadição do termo ∂D

∂t
que foi introduzido por Maxwell e este termo é onheido omo orrentesde desloamento.



11A equação (2) é a Lei de Faraday e relaiona a variação do ampo elétrio om a induçãomagnétia.A equação (3) é a Lei de Gauss e signi�a que o �uxo da indução elétria através deuma superfíie fehada é igual a arga líquida dentro da superfíie, o qual implia que as linhasde argas elétrias omeçam e terminam om argas elétrias.Finalmente, a equação (4) é onheida omo Lei de Gauss do magnetismo e a�rma queo �uxo da indução magnétia através de qualquer superfíie fehada é nulo.A partir das equações (1) e (3) podemos relaionar as densidades ρ e J através da equação
∇ · J +

∂ρ

∂t
= 0,onheida omo equação da onservação da eletriidade. Levando em onsideração este fato, apartir de agora, as equações fundamentais do sistema de Maxwell serão as leis (1) e (2).Para obter um sistema fehado a partir das equações de Maxwell (1) e (2), preisamosde uma informação adiional que relaione os ampos entre si. Esta informação é dada atravésdas leis onstitutivas B = µH e D = εE e pela Lei de Ohm J = σE, onde µ é a permeabilidademagnétia, ε representa a permitividade elétria, J é a densidade da orrente e por σ estádenotada a ondutividade elétria.Os parâmetros ε, µ e σ são funções esalares, não negativas e limitadas, mas nestetrabalho, adotaremos todas omo onstantes positivas.Diante do exposto e onsiderando ρ = 0 temos o seguinte onjunto de equações:

εEt −∇×H + σE = 0, em Ω× (0,∞),

µHt +∇×E = 0, em Ω× (0,∞),

∇ ·H = 0, em Ω× (0,∞).No instante t = 0, iremos supor que o ampo elétrio E(x, 0) = E0(x) e o ampomagnétio H(x, 0) = H0(x) em Ω sejam onheidos.Além destas ondições iniiais, preisamos de ondições de fronteira e para isso onside-ramos Ω um ondutor perfeito (onde no seu interior o ampo é nulo). Fisiamente, portanto,faz sentido onsiderar as seguintes ondições de fronteira:
E × ν|Γ = 0 e H.ν|Γ = 0, em Γ× (0,∞),em que ν(x) =

(
ν1(x), ν2(x), ν3(x)

) denota o vetor normal exterior unitário a x ∈ Γ.A partir do sistema, das ondições iniiais e das ondições de ontorno dadas aima,nosso trabalho será provar a existênia e uniidade de solução num espaço funional adequado.Também vamos estudar o omportamento assintótio da solução do sistema onsiderado.



12Tal sistema apresenta uma dissipação de energia, dada pelo termo σE. A energia assoiada aosistema é dada pela seguinte expressão:
E (t) =

1

2

∫

Ω

[
ε|E(x, t)|2 + µ|H(x, t)|2

]
dxe, omo veremos mais adiante, satisfaz

d

dt
E (t) = −σ

∫

Ω

|E(x, t)|2 dx ≤ 0,o que mostra o aráter dissipativo do sistema em questão.O trabalho é dividido em três apítulos, do seguinte modo:No Capítulo 1 é estudado todo o embasamento teório para a resolução e entendimentodas equações de Maxwell. Começamos trabalhando om os espaços de Hilbert e om os espaços
Lp e L∞. Após, é feita uma revisão da Teoria das distribuições. Depois estudamos os espaços deSobolev para, assim, hegar aos espaços funionaisH(rot,Ω) e H(div,Ω), sendo esses últimos osespaços naturais da teoria matemátia do eletromagnetismo. Finalizamos o apítulo estudandoa Teoria de semigrupos de operadores lineares.No Capítulo 2, onsideramos as equações de Maxwell e dividimos este apítulo em duasseções. Na primeira seção é trabalhada a existênia e uniidade de solução do sistema. Aqui,utilizamos Teoremas omo o de Lax-Milgram e o de Lumer-Phillips, enontrados em [2℄ e [21℄,respetivamente. Algumas das idéias utilizadas nesta seção foram retiradas do trabalho deNiaise e Pignotti [20℄. Na segunda seção, om o intuito de obter solução mais regular, vamosrestringir o domínio da solução do sistema. Para isso trabalhamos om uma deomposiçãoortogonal adequada e mostramos que há solução no domínio onsiderado.Para �nalizar, no Capítulo 3, é feito um estudo sobre o omportamento assintótio dasolução através do método da perturbação da energia ou de Lyapunov. Aqui, é de fundamentalimportânia a utilização da deomposição ortogonal obtida e provada no apítulo anterior. Ashipóteses sobre o domínio Ω ⊂ R3, neste apítulo, são aquelas �xadas na seção 2.2, ou seja, Ω élimitado, simplesmente onexo e om fronteira Γ de lasse Cr(r ≥ 2). Damos aqui um enfoquediferente daquele que foi feito por Phung [22℄.



Capítulo 1
PRELIMINARES

Os resultados e de�nições que apresentaremos neste primeiro apítulo onstituem asferramentas básias que utilizaremos nos apítulos seguintes deste trabalho.As notações utilizadas são as lássias. Para os resultados apresentados sem demonstra-ção, indiaremos uma ou mais referênias.1.1 Espaços de HilbertDe�nição 1.1 Seja H um espaço vetorial sobre o ampo esalar K(K = R ou C). Um produtointerno em H é uma apliação ( , )H : H ×H → K que satisfaz, ∀ x, y, z ∈ H e α ∈ K:(a) (x+ y, z)H = (x, z)H + (y, z)H;(b) (αx, y)H = α(x, y)H;() (x, y)H = (y, x)H ;(d) (x, x)H ≥ 0 e (x, x)H = 0 ⇔ x = 0.A norma no espaço vetorial H , induzida pelo produto interno ( , )H , será denotada por
||.||H. Um espaço de Hilbert é um espaço om produto interno que é ompleto om a norma
||.||H. No que segue, se V é um espaço vetorial normado, então V ′ denotará o dual topológiode V .Teorema 1.1 (Representação de Riez-Fréhet) Seja H um espaço de Hilbert. Dado f ∈
H ′ existe um únio z ∈ H tal que

f(x) = (x, z)H , ∀ x ∈ H.Além disso, ||f ||H′ = ||z||H .



14Demonstração: Ver referênias [2℄ e [12℄.De�nição 1.2 Seja H um espaço de Hilbert real. Uma apliação a : H ×H → R é hamadauma forma bilinear se a(u, .) é linear para ada u ∈ H e a(., v) é linear para ada v ∈ H.Dizemos ainda que(a) a(u, v) é ontínua se existe onstante K tal que
|a(u, v)| ≤ K||u||H||v||H, ∀ u, v ∈ H ;(b) a(u, v) é oeriva se existe onstante α > 0 tal que

a(v, v) ≥ α||v||2H, ∀ v ∈ H.O teorema a seguir, uja demonstração pode ser enontrada em [2℄, é de fundamentalimportânia no estudo da existênia de soluções de equações difereniais pariais e será utilizadono Capítulo 2.Teorema 1.2 (Lax-Milgram) Seja H um espaço de Hilbert real e a : H×H → R uma formabilinear, ontínua e oeriva sobre H. Se f ∈ H ′, então existe únio u ∈ H tal que
a(u, v) = f(v), para todo v ∈ H.1.2 Os espaços LpFaremos agora uma breve revisão sobre os espaços Lp.Seja Ω ⊂ Rn um aberto e 1 ≤ p < ∞. Denotamos por Lp(Ω) o espaço das funções reais

u, mensuráveis, tais que |u|p é integrável a Lebesgue em Ω, ou seja
Lp(Ω) = {u : Ω → R; u é mensurável e ∫

Ω

|u|pdx < ∞}.Naturalmente, os espaços Lp são formados por lasses de equivalênia onde f e g estãona mesma lasse se f = g quase sempre em Ω.Em Lp(Ω), a função
||u||p =

(∫

Ω

|u|p dx
) 1

pde�ne uma norma, om a qual Lp(Ω) é um espaço de Banah. Quando p = 2, temos que L2(Ω)é um espaço de Hilbert munido do produto interno
(u, v)L2(Ω) =

∫

Ω

u v dx, ∀ u, v ∈ L2(Ω)



15e da norma
||u||L2(Ω) =

(∫

Ω

|u|2dx
) 1

2
.Nos apítulos seguintes, usaremos a notação ||u|| quando se tratar da norma ||u||L2(Ω)de uma função de L2(Ω). Da mesma forma, ( , ) denotará o produto interno em L2(Ω).1.3 O espaço L∞De�nição 1.3 Um número real λ é dito majorante essenial de uma função u quando u(x) ≤ λquase sempre.De�nição 1.4 Seja A o onjunto de todos os majorantes esseniais de uma função u. De�-nimos o supremo essenial de u, que denotamos por sup ess u, omo sendo o ín�mo de A, ouseja, sup ess u = inf A.Diz-se que uma função u é essenialmente limitada quando sup ess|u| é �nito.De�nição 1.5 Quando p = +∞, L∞(Ω) denotará o espaço das funções reais, mensuráveis eessenialmente limitadas em Ω.Munido da norma

||u||L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess|u(x)| = inf{λ ∈ R; u ≤ λ q.s}o espaço L∞(Ω) é um espaço de Banah.Proposição 1.1 (Desigualdade de Young) Se a e b são números reais não negativos, 1 <

p < ∞ e 1
p
+ 1

q
= 1, então

ab ≤ ap

p
+

bq

q
.Demonstração: Ver [2℄.Observação 1.1 Em algumas situações usaremos a desigualdade de Young na forma maisonveniente

ab ≤ c(ε)ap + εbq, (1.1)onde ε > 0 e c(ε) = q−1
qp

ε1−p.Proposição 1.2 (Desigualdade de Hölder) Se u ∈ Lp, om 1 < p < ∞ e v ∈ Lq, om
1
p
+ 1

q
= 1, então uv ∈ L1 e tem-se a desigualdade

∫

Ω

|uv| dx ≤ ||u||p||v||q.



16Demonstração: Ver [2℄.Proposição 1.3 (Desigualdade de Minkowski) Se u, v ∈ Lp então
‖ u+ v ‖p≤‖ u ‖p + ‖ v ‖p,onde 1 ≤ p ≤ ∞.Demonstração: Ver [2℄.1.4 Espaço das funções testeDenotaremos por x = (x1, x2, · · · , xn) os pontos do Rn, por α = (α1, α2, · · · , αn) ummulti-índie e por |α| a ordem do multi-índie α, ou seja, |α| = n∑

j=1

αj .Por Dα denotaremos o operador derivação
D

α =
∂|α|

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · ·∂xαn
n

.No aso em que α = (0, 0, · · ·0), o operador derivação será igual ao operador identidade.De�nição 1.6 Seja u : Ω ⊂ Rn → R uma função ontínua. O suporte de u, que denotamos
supp(u), é de�nido omo o omplemento do maior onjunto aberto no qual u se anula, isto é,

supp(u) = {x ∈ Ω; u(x) 6= 0}.Observação 1.2 A noção aima não é adequada quando se trabalha om funções de Lp. Noentanto, é possível de�nir o suporte para funções deste tipo trabalhando-se om suas lasses deequivalênia. Uma abordagem mais detalhada sobre isto pode ser enontrada em [2℄.O onjunto das funções φ : Ω ⊂ Rn → R que são in�nitamente difereniáveis em Ω eque têm suporte ompato ontido em Ω será denotado por C∞
0 (Ω).De�nição 1.7 Seja Ω um subonjunto aberto do Rn. Diz-se que u : Ω ⊂ Rn → R é loalmenteintegrável em Ω quando u for integrável sobre ada ompato ontido em Ω. O espaço vetorialdas funções loalmente integráveis será denotado por L1

loc(Ω).De�nição 1.8 Uma função u ∈ L1
loc(Ω) é derivável no sentido frao em Ω, quando existe umafunção v ∈ L1

loc(Ω) tal que
∫

Ω

u(x)
∂ϕ(x)

∂xk

dx = −
∫

Ω

v(x)ϕ(x)dx, ∀ ϕ ∈ C∞
0 (Ω).



17A função v ∈ L1
loc(Ω) denomina-se a derivada fraa de u em relação a xk e representa-se v por

∂u
∂xk

. De modo mais geral, uma função u ∈ L1
loc(Ω) possui derivada parial fraa de ordem kem Ω quando existe v ∈ L1

loc(Ω) tal que
∫

Ω

u(x)Dkϕ(x) = (−1)|k|
∫

Ω

v(x)ϕ(x)dx, ∀ ϕ ∈ C∞
0 (Ω).

De�nição 1.9 Diz-se que uma suessão {ϕν}ν∈N de funções de C∞
0 (Ω) onverge para zeroquando as seguintes ondições forem satisfeitas:(a) Todas as funções ϕν da sequênia possuem seus suportes ontidos em um mesmo ompatode Ω;(b) A suessão {ϕν}ν∈N onverge uniformemente para zero em Ω, juntamente om todas assuas derivadas.De�nição 1.10 Diz-se que uma suessão {ϕν}ν∈N de C∞

0 (Ω) onverge para uma função ϕ ∈
C∞

0 (Ω) quando
φν = (ϕν − ϕ) −→ 0 em Ω quando ν → ∞.O espaço vetorial C∞

0 (Ω) om a noção de onvergênia aima de�nida é denominado por espaçodas funções teste e representado por D(Ω).1.5 Teoria das distribuiçõesDe�nição 1.11 Denomina-se distribuição sobre Ω ⊂ Rn a toda forma linear
T : D(Ω) −→ R

ϕ −→ 〈T, ϕ〉que é ontínua no sentido da onvergênia de�nida sobre D(Ω) anteriormente.De�nição 1.12 Seja S = {T : D(Ω) → R; T é uma distribuição}. Diz-se que uma suessão
(Tν) ∈ S onverge para uma distribuição T em S quando, ∀ ϕ ∈ D(Ω),

(〈Tν , ϕ〉)ν → 〈T, ϕ〉.O onjunto de todas as distribuições sobre Ω onstitui um espaço vetorial sobre R que representa-se por D ′(Ω).



18O seguinte lema traz um importante resultado sobre densidade e sua demonstraçãoenontra-se em [1℄, [3℄ ou [17℄.Lema 1.1 O espaço C∞
0 (Ω) é denso em Lp(Ω), para 1 ≤ p < ∞.De�nição 1.13 Seja α = (α1, α2, · · · , αN), 1 ≤ N ≤ n, αi ∈ N∪ {0} um multi-índie. De�ni-mos a derivada de ordem α de uma distribuição T sobre Ω ⊂ Rn, omo sendo o funional DαTde�nido por
DαT : D(Ω) −→ R

ϕ −→ 〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α|〈T,Dαϕ〉.1.6 Espaços de SobolevSeja Ω um subonjunto aberto do Rn e 1 ≤ p ≤ ∞. Se u ∈ Lp, então u possui derivadasde todas as ordens no sentido das distribuições, porém não é verdade, em geral, que Dαu sejadistribuição de�nida por uma função Lp. Isto motiva a introdução dos Espaços de Sobolev.De�nição 1.14 De�ne-se por Wm,p(Ω), om m ∈ N, o espaço vetorial de todas as funções
u ∈ Lp(Ω) tal que, ∀ |α| ≤ m, Dαu ∈ Lp(Ω), sendo Dαu a derivada de u no sentido dasdistribuições. Para ada u ∈ Wm,p(Ω) de�nimos a norma de u da seguinte maneira:

||u||m,p =
(∑

|α|≤m

∫

Ω

|Dαu(x)|pdx
) 1

p

, se 1 ≤ p < ∞,

||u||m,∞ = max
|α|≤m

||Dαu||L∞(Ω), se p = ∞.O espaço normado (Wm,p(Ω), || · ||m,p) é denominado espaço de Sobolev de ordem m. Assim,
Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω) para |α| ≤ m}.Proposição 1.4 O espaço de Sobolev Wm,p(Ω), munido da norma
||u||m,p =

(∑

|α|≤m

∫

Ω

|Dαu(x)|pdx
) 1

p

, se 1 ≤ p < ∞e
||u||m,∞ = max

|α|≤m
||Dαu||L∞(Ω),é um espaço de Banah.Demonstração: Ver [17℄.Observação 1.3 Quando p = 2, representa-se por Wm,2(Ω) = Hm(Ω) e temos que Hm(Ω) éespaço de Hilbert .



19Neste aso, a norma e o produto interno são representados da seguinte maneira, respetiva-mente:
||u||Hm(Ω) =

(∑

|α|≤m

∫

Ω

|Dαu(x)|2dx
) 1

2e
(u, v)Hm(Ω) =

∑

|α|≤m

∫

Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx, ∀ u, v ∈ Hm(Ω).De�nição 1.15 Denotamos por W
m,p
0 (Ω) o feho de C∞

0 (Ω) em Wm,p(Ω).Teorema 1.3 (Rellih-Kondrahov) Seja Ω um subonjunto aberto, limitado e de lasse C1do Rn, n ≥ 2. Então as seguintes imersões são ompatas:(a) W 1,p(Ω) →֒
c
Lq(Ω), 1 ≤ q < np

n−p
, se p < n;(b) W 1,p(Ω) →֒

c
Lq(Ω), 1 ≤ q < ∞, se p = n;() W 1,p(Ω) →֒

c
C(Ω), se p > n.Demonstração: Ver [1℄ ou [3℄.1.7 Os espaços H(rot,Ω) e H(div,Ω)Os espaços de Sobolev vistos na seção anterior são os mais lássios utilizados na teoriade equações difereniais pariais.No entanto, quando se estudam as equações que modelam fen�menos eletromagnétios- objetivo deste trabalho - outros espaços funionais devem ser onsiderados. É sobre esteferramental funional básio em eletromagnetismo que trataremos agora.Seja Ω um onjunto aberto de Rn. Como antes, D ′(Ω) denotará o espaço das distribui-ções. Usaremos seguidamente a notação V n para denotar o produto artesiano

V n = V × V × · · · × V, (n vezes),do espaço vetorial V .Em D ′(Ω) de�nimos o operador linear
grad : D ′(Ω) −→ D ′(Ω)n

v −→ grad v =
(

∂v
∂x1

, · · · , ∂v
∂xn

)
,hamado gradiente de v que, em notação alternativa, esreve-se ∇v.



20De�nimos também o operador divergente, sobre D ′(Ω)n, do seguinte modo
div : D ′(Ω)n −→ D ′(Ω)

v −→ div v =
n∑

i=1

∂vi
∂xi

,onde v = (v1, · · · , vn). Usaremos também a notação ∇ · v para o divergente do ampo v.Quando n = 3, de�nimos o rotaional de v ∈ D ′(Ω)3 pondo
rot v =

(
∂v3

∂x2
− ∂v2

∂x3
,
∂v1

∂x3
− ∂v3

∂x1
,
∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2

)
.Uma notação também usada para o rotaional de v é ∇× v.É de simples veri�ação as seguintes propriedades:

∇× (∇v) = 0, ∀ v ∈ D
′(Ω) (1.2)e

∇ · (∇× v) = 0, ∀ v ∈ D
′(Ω)3, (1.3)o que signi�a que

Im (∇) ⊂ N (∇×)e
Im (∇×) ⊂ N (∇·).Aqui Im e N representam, respetivamente, os onjuntos Imagem e Núleo dos operadoresindiados.São de fáil demonstração, também, as relações

〈∇ · v, ϕ〉 = 〈v,−∇ϕ〉, ∀ v ∈ D
′(Ω)n, ∀ ϕ ∈ D(Ω), (1.4)indiando que div é o transposto formal de −∇, e

〈∇ × v, ϕ〉 = 〈v,∇× ϕ〉, ∀ v ∈ D
′(Ω)3, ∀ ϕ ∈ D(Ω)3, (1.5)ou seja, rot é o seu próprio transposto formal.É importante salientar que se v ∈ D ′(Ω)n então v = (v1, v2, · · · , vn), om vi ∈ D ′(Ω).Assim,

〈v, ϕ〉 =
n∑

i=1

〈vi, ϕi〉, ∀ ϕ = (ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn) ∈ D(Ω)n.



21Nota-se que o domínio máximo do operador gradiente em L2(Ω) é o espaço
H1(Ω) = {v ∈ L2(Ω);

∂v

∂xi

∈ L2(Ω), i = 1, · · · , n}.Neste trabalho, faremos uso de algumas identidades vetoriais, que são de fáil demons-tração e estão ondensadas na proposição a seguir.Proposição 1.5 Sejam A e B funções vetoriais de�nidas em R3 e ϕ : R3 −→ R uma funçãoesalar. São válidas as seguintes identidades vetoriais:(a) ∇ · (A× B) = B · (∇× A)− A · (∇×B);(b) ∇ · (ϕA) = ϕ∇ · A+ A · ∇ϕ;() A · (B × C) = (A× B) · C = (C × A) · B.Introduziremos agora os espaços funionais básios utilizados em eletromagnetismo.Como de hábito, ||v|| denotará a norma em L2(Ω)n, ou seja,
||v||2 =

n∑

i=1

∫

Ω

|vi|2 dx, onde v = (v1, · · · , vn) ∈ L2(Ω)ne ( , ) denotará o produto esalar em L2(Ω)n, isto é,
(u, v) =

∫

Ω

u · v dx =

n∑

i=1

∫

Ω

uivi dx,onde u = (u1, · · · , un), v = (v1, · · · , vn) ∈ L2(Ω)n.De�nimos agora
H(div,Ω) = {v ∈ L2(Ω)n;∇ · v ∈ L2(Ω)},e o produto esalar, em H(div,Ω), por

(u, v)H(div,Ω) = (u, v) + (∇ · u,∇ · v), ∀ u, v ∈ H(div,Ω).Proposição 1.6 H(div,Ω) é um espaço de Hilbert om a norma
||v||H(div,Ω) =

(
||v||2 + ||∇ · v||2

) 1
2 .Demonstração: Como o espaço H(div,Ω) é normado om a norma induzida pelo produtointerno, basta mostrar que este espaço é ompleto.Seja (vn)n∈N uma sequênia de Cauhy em H(div,Ω). Logo, (vn)n∈N e (∇ · vn)n∈N sãosequênias de Cauhy em L2(Ω)n e L2(Ω), respetivamente. Uma vez que L2(Ω)n e L2(Ω) são



22espaços de Banah, garantimos que
vn → v ∈ L2(Ω)n e ∇ · vn → g ∈ L2(Ω),quando n → ∞. Vamos mostrar que g = ∇ · v.Como onsequênia da onvergênia ∇ · vn → g em L2(Ω), quando n → ∞, obtemos

∇ · vn → g em D ′(Ω), quando n → ∞. Assim,
〈∇ · vn, ϕ〉 → 〈g, ϕ〉, ∀ ϕ ∈ D(Ω). (1.6)Analogamente, visto que vn → v em L2(Ω)n, temos vn → v em D ′(Ω)n e, então,
〈vn, ϕ〉 → 〈v, ϕ〉, ∀ ϕ ∈ D(Ω)n. (1.7)Utilizando (1.4) vemos que, para todo n ∈ N,

〈∇ · vn, ϕ〉 = 〈vn,−∇ϕ〉, ∀ ϕ ∈ D(Ω).Como (−∇ϕ) ∈ D(Ω)3, segue de (1.7) que
〈∇ · vn, ϕ〉 = 〈vn,−∇ϕ〉 → 〈v,−∇ϕ〉.Com isso,

〈∇ · vn, ϕ〉 → 〈v,−∇ϕ〉 = 〈∇ · v, ϕ〉, ∀ ϕ ∈ D(Ω)e, por (1.6), onluímos que
〈∇ · v, ϕ〉 = 〈g, ϕ〉, ∀ ϕ ∈ D(Ω).Logo, no sentido das distribuições, g = ∇ · v. Temos, portanto,

v ∈ H(div,Ω) e ||vn − v||H(div,Ω) → 0 quando n → ∞,donde onluímos que H(div,Ω) é ompleto.Denotaremos H0(div,Ω) = D(Ω)n
H(div,Ω).Consideremos agora o espaço

H(rot,Ω) = {v ∈ L2(Ω)3;∇× v ∈ L2(Ω)3}.



23Em H(rot,Ω) de�nimos o produto esalar
(u, v)H(rot,Ω) = (u, v) + (∇× u,∇× v), ∀ u, v ∈ H(rot,Ω).Note-se que estamos usando a mesma notação ( , ) para o produto esalar em L2(Ω) eem L2(Ω)3.Proposição 1.7 H(rot,Ω) é um espaço de Hilbert om a norma

||v||H(rot,Ω) =
(
||v||2 + ||∇ × v||2

) 1
2 .Demonstração: Como o espaço H(rot,Ω) é normado om a norma induzida pelo produtointerno, basta mostrar que este espaço é ompleto.Seja (vn)n∈N uma sequênia de Cauhy em H(rot,Ω). Logo, (vn)n∈N e (∇× vn)n∈N sãosequênias de Cauhy em L2(Ω)3.Do fato de L2(Ω)3 ser um espaço de Banah, garantimos que

vn → v ∈ L2(Ω)3 e ∇× vn → g ∈ L2(Ω)3 quando n → ∞.Vamos mostrar que g = ∇× v.Da onvergênia vn → v ∈ L2(Ω)3 resulta que vn → v ∈ D ′(Ω)3 e, assim,
〈vn, ϕ〉 → 〈v, ϕ〉, ∀ ϕ ∈ D(Ω)3. (1.8)Do fato de ∇× vn → g ∈ L2(Ω)3 obtemos ∇× vn → g em D ′(Ω)3 e então

〈∇ × vn, ϕ〉 → 〈g, ϕ〉, ∀ ϕ ∈ D(Ω)3. (1.9)Da identidade (1.5), obtemos
〈∇ × vn, ϕ〉 = 〈vn,∇× ϕ〉, ∀ ϕ ∈ D(Ω)3.Como ∇× ϕ ∈ D(Ω)3, utilizando (1.8) vem que
〈∇ × vn, ϕ〉 = 〈vn,∇× ϕ〉 → 〈v,∇× ϕ〉,ou seja,
〈∇ × vn, ϕ〉 → 〈∇ × v, ϕ〉, ∀ ϕ ∈ D(Ω)3.



24E, por (1.9), onluímos que
〈∇ × v, ϕ〉 = 〈g, ϕ〉, ∀ ϕ ∈ D(Ω)3.Logo, no sentido das distribuições, g = ∇× v. Temos, portanto,

v ∈ H(rot,Ω) e ||vn − v||H(rot,Ω) → 0 quando n → ∞,donde onluímos que H(rot,Ω) é ompleto.Denotaremos H0(rot,Ω) = D(Ω)3
H(rot,Ω).Observação 1.4 É importante notar que

H1(Ω)n  H(div,Ω)e que
H1(Ω)3  H(rot,Ω).Como se sabe, da teoria lássia dos Espaços de Sobolev, estão bem de�nidas as aplia-ções traço nos espaços Hm(Ω). Nos espaços H(div,Ω) e H(rot,Ω), a situação é um pouo maisompliada.Além disso, onsidera-se, em geral, restrições à fronteira ∂Ω de Ω do tipo
v · ν|∂Ω e v × ν|∂Ω,que são ondições de fronteira lássias em sistemas que modelam fen�menos eletromagnétios.É sobre esses teoremas de traço que falaremos agora.Por D(Ω)n estaremos denotando o espaço

D(Ω)n = {ϕ|Ω, ϕ ∈ D(Rn)n}.No restante deste trabalho, a normal exterior a Ω em ∂Ω será denotada por ν.Teorema 1.4 (Teorema do traço para H(div,Ω)) Seja Ω um onjunto aberto do Rn omfronteira ∂Ω (que denotaremos por Γ) limitada e lipshitziana. Então:(a) O espaço D(Ω)n é denso em H(div,Ω);(b) A apliação traço
γν : v −→ v · ν|Γde�nida em D(Ω)n pode ser estendida por ontinuidade a uma apliação linear, ontínua esobrejetiva, ainda denotada por γν, de H(div,Ω) sobre H− 1

2 (Γ);



25() O núleo ker(γν) de γν é o espaço H0(div,Ω);(d) Vale a identidade de Green generalizada
(v,∇ϕ) + (∇ · v, ϕ) = 〈γνv, ϕ〉

H−
1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

, ∀ v ∈ H(div,Ω) e ∀ ϕ ∈ H1(Ω). (1.10)Demonstração: Ver [5℄ ou [10℄.Observação 1.5 A de�nição de fronteira Γ lipshitziana e dos espaços H 1
2 (Γ) e H− 1

2 (Γ) podemser enontradas em [1℄, [3℄ ou [10℄.Do teorema anterior, ítens () e (d), onlui-se que
(v,∇ϕ) = −(∇ · v, ϕ), ∀ v ∈ H0(div,Ω), ∀ ϕ ∈ H1(Ω), (1.11)que é uma identidade extremamente útil, a ser utilizada repetidas vezes no deorrer do trabalho.Teorema 1.5 (Teorema do traço para H(rot,Ω)) Seja Ω um onjunto aberto do R3, omfronteira ∂Ω (que denotaremos por Γ) limitada e lipshitziana. Então:(a) O espaço D(Ω)3 é denso em H(rot,Ω);(b) A apliação traço

γτ : v −→ v × ν|Γde�nida em D(Ω)3 pode ser estendida por ontinuidade a uma apliação linear e ontínua,ainda denotada por γτ , de H(rot,Ω) em H− 1
2 (Γ)3;() O núleo ker(γτ) de γτ é o espaço H0(rot,Ω);(d) Vale a identidade de Green generalizada

(v,∇× ϕ)− (∇× v, ϕ) = 〈γτv, ϕ〉
H

−
1
2 (Γ)3,H

1
2 (Γ)3

, ∀ v ∈ H(rot,Ω), ∀ ϕ ∈ H1(Ω)3. (1.12)Demonstração: Ver [5℄ ou [10℄.Usando a Proposição 1.5 (a), a fórmula (1.12) se esreve
∫

Ω

∇ · (ϕ× v) dx = 〈γτv, ϕ〉
H−

1
2 (Γ)3,H

1
2 (Γ)3

, ∀ v ∈ H(rot,Ω) e ∀ ϕ ∈ H1(Ω)3. (1.13)Tem-se ainda, de () e (d) do teorema aima, que
∫

Ω

v · ∇ × ϕ dx =

∫

Ω

∇× v · ϕ dx, ∀ v ∈ H0(rot,Ω), ∀ ϕ ∈ D(Ω)3.



26Assim, da densidade de D(Ω)3 em H(rot,Ω) e da expressão anterior, obtemos a identidade
∫

Ω

v · ∇ × w dx =

∫

Ω

∇× v · w dx, (1.14)válida para toda v ∈ H0(rot,Ω) e toda w ∈ H(rot,Ω).No Capítulo 2, trabalharemos om subespaços dos espaços H(div,Ω) e H(rot,Ω) apre-sentados anteriormente. Sobre tais subespaços é que falaremos a seguir.De�nimos
H(div 0,Ω) = {v ∈ L2(Ω)n,∇ · v = 0}e

H0(div 0,Ω) = H(div 0,Ω) ∩H0(div,Ω).Proposição 1.8 O espaço H0(div 0,Ω) é um espaço de Hilbert om o produto interno de
L2(Ω)n.Demonstração: De fato, é su�iente mostrar que H0(div 0,Ω) é subespaço fehado de L2(Ω)n.Seja então (fn)n∈N ∈ H0(div 0,Ω) uma sequênia onvergente tal que

fn → f ∈ L2(Ω)ne mostremos que f ∈ H0(div 0,Ω).Como
fn → f em D

′(Ω)n,então, ∀ ϕ ∈ D(Ω),
〈∇ · fn, ϕ〉 = −〈fn,∇ϕ〉 → −〈f,∇ϕ〉 = 〈∇ · f, ϕ〉.Mas ∇ · fn = 0, para todo n. Logo

〈∇ · f, ϕ〉 = 0, ∀ ϕ ∈ D(Ω),o que mostra que f ∈ H(div 0,Ω).Por outro lado, o teorema do traço para H(div,Ω) garante que
fn · ν|Γ → f · ν|Γ,donde f · ν = 0, já que fn · ν|Γ = 0, para todo n.Proposição 1.9 Se E ∈ H0(rot,Ω) então ∇× E ∈ H0(div 0,Ω).



27Demonstração: Já sabemos por (1.3) que ∇ · (∇ × E) = 0. Para ϕ ∈ D(Ω) qualquer vale,pelas fórmulas dadas em (1.10) e (1.12), que
〈γν(∇× E), ϕ〉

H−
1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

=

∫

Ω

(∇× E) · ∇ϕ dx+

∫

Ω

∇ · (∇×E) ϕ dx

=

∫

Ω

(∇× E) · ∇ϕ dx

=

∫

Ω

E ·
[
∇× (∇ϕ)

]
dx− 〈γτ(E),∇ϕ〉

H
−

1
2 (Γ)3,H

1
2 (Γ)3

= 0,onde usamos (1.2) e o fato que γτ (E) = 0.Assim, 〈γν(∇×E), ϕ〉
H

−
1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

= 0, ∀ ϕ ∈ D(Ω). Da densidade de D(Ω) em H1(Ω),segue que
〈γν(∇×E), ϕ〉

H
−

1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

= 0, ∀ ϕ ∈ H1(Ω)e, assim, γν(∇× E) = 0. Portanto ∇× E ∈ H0(div 0,Ω).De�nimos agora
H(rot 0,Ω) = {v ∈ L2(Ω)3,∇× v = 0}e
H0(rot 0,Ω) = H(rot 0,Ω) ∩H0(rot,Ω).Proposição 1.10 Se p ∈ H1
0 (Ω) então ∇p ∈ H0(rot 0,Ω).Demonstração: Que∇×(∇p) = 0 é óbvio. Só preisamos mostrar que γτ (∇p) = 0. Utilizandoa fórmula (1.12) temos, para todo ϕ ∈ D(Ω)3, que

〈γτ (∇p), ϕ〉
H

−
1
2 (Γ)3,H

1
2 (Γ)3

=

∫

Ω

(∇p) · ∇ × ϕ dx−
∫

Ω

ϕ · ∇ × (∇p) dx

=

∫

Ω

(∇p) · ∇ × ϕ dx.Pela expressão (1.10) segue que
〈γτ (∇p), ϕ〉

H
−

1
2 (Γ)3,H

1
2 (Γ)3

=

∫

Ω

∇p · (∇× ϕ) dx

= 〈γν(∇× ϕ), p|Γ〉
H

−
1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

−
∫

Ω

p ∇ · (∇× ϕ) dx

= 0, ∀ ϕ ∈ D(Ω)3,já que p ∈ H1
0 (Ω) e ∇ · (∇× ϕ) = 0. Assim, pela densidade de D(Ω) em H1(Ω), obtemos,

〈γτ(∇p), ϕ〉
H

−
1
2 (Γ)3,H

1
2 (Γ)3

= 0, ∀ ϕ ∈ H1(Ω)3,



28o que mostra que γτ (∇p) = 0. Portanto ∇p ∈ H0(rot 0,Ω).Na demonstração da existênia de solução do sistema de equações de Maxwell que estu-daremos no Capítulo 2, é de fundamental importânia a densidade de H0(div 0,Ω)∩H(rot,Ω)em H0(div 0,Ω).Tratando-se de um resultado não tão omum, apresentaremos aqui a prova desta densi-dade. As idéias aqui apresentadas foram retiradas de [19℄. Fixaremos, a partir daqui, n = 3,que é o aso em que estaremos interessados nos próximos apítulos.Como H0(div 0,Ω) é subespaço fehado de L2(Ω)3, podemos esrever o espaço L2(Ω)3da seguinte maneira:
L2(Ω)3 = H0(div 0,Ω)⊕ [H0(div 0,Ω)]⊥.Assim, se u ∈ L2(Ω)3, então

u = u1 + u2, onde u1 ∈ H0(div 0,Ω) e u2 ∈ [H0(div 0,Ω)]⊥.Consideremos P a projeção ortogonal de L2(Ω)3 em H0(div 0,Ω) dada por
P : L2(Ω)3 −→ H0(div 0,Ω)

u −→ u1.Lema 1.2 P
(
D(Ω)3

) é denso em H0(div 0,Ω).Demonstração: Seja u ∈ H0(div 0,Ω) qualquer. Como D(Ω)3 é denso em L2(Ω)3, existesequenia (un)n∈N ⊂ D(Ω)3 tal que
un → u em L2(Ω)3.Pela ontinuidade do operador P , segue que

P (un) → P (u) = u em L2(Ω)3.Portanto P (un) é uma sequênia de P (D(Ω)3
) que onverge para u. Assim está provadoo lema.Lema 1.3 P (D(Ω)3) ⊂ H0(div 0,Ω) ∩ H(rot,Ω), ou seja, PΨ ∈ H0(div 0,Ω) ∩

H(rot,Ω), ∀ Ψ ∈ D(Ω)3.Demonstração: Fixemos Ψ ∈ D(Ω)3 e mostremos que PΨ ∈ H0(div 0,Ω) ∩ H(rot,Ω). Ob-viamente, PΨ ∈ H0(div 0,Ω). É su�iente, então, mostrar que PΨ ∈ H(rot,Ω). Como



29
PΨ ∈ L2(Ω)3, PΨ ∈ D ′(Ω)3 e assim, ∀ ϕ ∈ D(Ω)3, temos

〈∇ × (PΨ), ϕ〉 = 〈PΨ,∇× ϕ〉

=

∫

Ω

PΨ · ∇ × ϕ dx.Notemos que, pela Proposição 1.9, ∇× ϕ ∈ H0(div 0,Ω), logo
〈∇ × (PΨ), ϕ〉 =

∫

Ω

PΨ · ∇ × ϕ dx

=

∫

Ω

Ψ · ∇ × ϕ dx

= 〈Ψ,∇× ϕ〉. (1.15)Isto mostra que ∇× (PΨ) = ∇×Ψ em D ′(Ω)3. Como Ψ ∈ D(Ω)3, ∇×Ψ ∈ L2(Ω)3.Então ∇× (PΨ) ∈ L2(Ω)3 e, portanto, PΨ ∈ H0(div 0,Ω) ∩H(rot,Ω).Proposição 1.11 H0(div 0,Ω) ∩H(rot,Ω) é denso em H0(div 0,Ω).Demonstração: Sabemos, do Lema 1.3, que P
(
D(Ω)3

)
⊂ H0(div 0,Ω) ∩ H(rot,Ω) ⊂

H0(div 0,Ω). Como, pelo Lema 1.2, P (D(Ω)3
) é denso em H0(div 0,Ω), então H0(div 0,Ω) ∩

H(rot,Ω) é denso em H0(div 0,Ω).1.8 Teoria de semigrupos de operadores lineares1.8.1 Operadores lineares limitadosDe�nição 1.16 Sejam X e Y espaços de Banah. Um operador linear é uma apliação linear
A : D(A) ⊂ X → Y , onde D(A) é o domínio do operador A. Diz-se que o operador A élimitado se existe onstante c ≥ 0 tal que

||Ax||Y ≤ c||x||X , ∀ x ∈ D(A).De�nição 1.17 Sejam X e Y espaços de Banah. Denotamos por L (X, Y ) a família dosoperadores lineares limitados om domínio X e imagem em Y , isto é, a família dos operadoreslineares A : X −→ Y tais que
||A||L (X,Y ) = sup

||x||X≤1

||Ax||Y < ∞.Com a norma assim de�nida, L (X, Y ) é um espaço de Banah. No aso em que X = Yesreve-se, simplesmente, L (X) em vez de L (X, Y ).



30De�nição 1.18 Dada uma suessão (An)n∈N ∈ L (X, Y ), diz-se que (An)n∈N é onvergente seexistir A ∈ L (X, Y ) tal que ‖ An −A ‖L (X,Y )→ 0 quando n → ∞ e esreve-se An → A.Reordemos que, para a suessão (An)n∈N ser onvergente é neessário e su�iente que
(An)n∈N seja de Cauhy, isto é, dado ε > 0 exista N > 0 tal que

||Am −An||L (X,Y ) < ε,para todo m,n > N .De�nição 1.19 Dizemos que a série
∞∑

n=1

An, An ∈ L (X, Y ), (1.16)onverge para A ∈ L (X, Y ) se a suessão (Sp)p∈N, das somas pariais
Sp =

p∑

n=1

Anfor onvergente para A. A série (1.16) é dita absolutamente onvergente quando a série real
∞∑

n=1

||An||L (X,Y )for onvergente.Se A é um número real e t uma variável real, a função exponenial eAt pode ser de�nidapela fórmula
eAt =

∞∑

n=0

(tA)n

n!
. (1.17)A série (1.17) é onvergente para todos os valores reais de t e de�ne uma função real.A função exponenial pode ser generalizada para operadores lineares limitados.De�nição 1.20 Seja X espaço de Banah e A ∈ L (X, Y ). A série

I + tA+
(tA)2

2!
+ · · ·+ (tA)n

n!
+ · · · =

∞∑

n=0

(tA)n

n!
, (1.18)onde I é o operador identidade de X, é absolutamente onvergente e onsequentemente on-vergente, para todo t real. Logo, onsiderando A operador linear limitado de X, pode-se de-�nir a exponenial eAt pela série (1.18). Então eAt é um operador linear limitado de X e

||eAt||L (X,Y ) ≤ e|t| ||A||L(X,Y ).A função exponenial está diretamente relaionada om as equações difereniais, pois



31ela á solução do seguinte problema de Cauhy: Dado um operador linear limitado A, de umespaço de Banah X , a função U(t) = eAtU0, de�nida em R+, ujos valores pertenem a D(A)satisfaz {
Ut −AU = 0

U(0) = U0,
(1.19)onde U0 é um elemento dado de X .A ideia da teoria de semigrupos é resolver o problema de valor iniial dado por (1.19)sendo A um operador linear não-limitado. Para isso, deve-se impor ondições adequadas sobreo operador A.Quando A ∈ R e t ≥ 0 a exponenial eAt é a únia uma função E : R+ −→ R que temas seguintes propriedades:(a) E(0) = 1;(b) E(t+ s) = E(t)E(s) ;() limt→0+ E(t) = 1.Este fato também oorre quando E toma seus valores na álgebra dos operadores linearesde qualquer espaço de dimensão �nita. Neste aso, o número 1 que aparee nos ítens (a) e ()deve ser interpretado omo o operador identidade I : X → X e a multipliação do ítem (b),omo a omposição de operadores lineares.Observação 1.6 O operador identidade I é o limite uniforme de E(t) quando t → 0+ se

||E(t)−I||L (X) → 0 e é o limite forte de E(t) se para ada x ∈ X tem-se ||
(
E(t)−I

)
x||X → 0,quando t → 0+. Quando em () o limite é tomado no sentido da topologia uniforme tem-seuma situação bastante simples omo se mostra no teorema a seguir.Teorema 1.6 Uma função E : R+ −→ L (X) satisfaz as ondições:(a) E(0) = I;(b) E(t+ s) = E(t)E(s);() ||E(t)− I||L (X) → 0 quando t → 0+se, e só se, E(t) = eAt, onde A ∈ L (X) e eAt é de�nida por (1.17).Demonstração: Ver [11℄.Apresentaremos agora alguns resultados sobre Semigrupos de Classe C0. Sugerimosao leitor que onsulte [11℄ e [21℄ para um melhor entendimento e para as demonstrações queseguem.Como a onvergênia uniforme implia onvergênia forte, o Teorema 1.6 vem mostrarque a de�nição a seguir generaliza a de função exponenial.



321.8.2 Semigrupos de Classe C0De�nição 1.21 Seja X um espaço de Banah e L (X) a álgebra dos operadores lineares limi-tados de X. Diz-se que uma apliação T : R+ → L (X) é um semigrupo de operadores lineareslimitados de X se:(a) T (0) = I, onde I é o operador identidade de X;(b) T (t+ s) = T (t)T (s), ∀ t, s ∈ R+.Diz-se que o semigrupo T é de lasse C0 se() limt→0+ ||
(
T (t)− I

)
x||X = 0 ∀ x ∈ X.Observação 1.7 As propriedades fundamentais da função exponenial são válidas para os se-migrupos de lasse C0.Proposição 1.12 Se T é um semigrupo de lasse C0, então ||T (t)||L (X) é uma função limitadaem todo intervalo limitado [0, L].De�nição 1.22 Se ||T (t)||L (X) 6 1, ∀ t > 0, T é dito semigrupo de ontrações.Corolário 1.1 Todo semigrupo de lasse C0 é fortemente ontínuo em R+, isto é, se t ∈ R+,então

lim
s→t

T (s)x = T (t)x ∀ x ∈ X.Observação 1.8 Os semigrupos de lasse C0 são também onheidos por semigrupos forte-mente ontínuos.De�nição 1.23 Seja X um espaço de Banah e seja
D(A) = {x ∈ X ; lim

h→0+

T (h)− I

h
x existe}.O operador A : D(A) ⊂ X −→ X de�nido por

Ax = lim
h→0+

T (h)− I

h
xé dito o gerador in�nitesimal ou simplesmente gerador do semigrupo T .É simples mostrar que o domínio do operador A é um subespaço vetorial de X e A éum operador linear.Proposição 1.13 Seja T um semigrupo de lasse C0 e A o gerador in�nitesimal de T . Sãoválidas as seguintes proposições:



33(a) Se x ∈ D(A), então T (t)x ∈ D(A), ∀ t ≥ 0 e
d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax;(b) Se x ∈ D(A), então

T (t)x− T (s)x =

∫ t

s

AT (τ)xdτ =

∫ t

s

T (τ)Axdτ ;() Se x ∈ X, então ∫ t

0
T (τ)xdτ ∈ D(A) e

T (t)x− x = A

∫ t

0

T (τ)xdτ.Proposição 1.14 Seja X espaço de Banah e A o gerador in�nitesimal de um semigrupo T (t)de lasse C0. As seguintes a�rmações são verdadeiras:(a) A é um operador linear fehado e seu domínio é denso em X;(b) Um operador linear, fehado e om domínio denso em X, é o gerador in�nitesimal de, nomáximo, um semigrupo de lasse C0.Proposição 1.15 Seja A o gerador in�nitesimal de um semigrupo T (t) de lasse C0. Se x ∈
D(A) então:(a) d

dt
T (t)x = AT (t)x;(b) T (t)x ∈ C

(
[0,∞) : D(A)

)
∩ C1

(
[0,∞) : X

).Observação 1.9 Se T1(t) e T2(t) possuem o mesmo gerador in�nitesimal A, então T1(t) =

T2(t). Na tentativa de resolver o problema (1.19), a meta é obter ondições neessárias e su-�ientes para que o operador linear A seja gerador in�nitesimal de um semigrupo T (t) deontrações de lasse C0. Nesse sentido, iremos enuniar dois importantes teoremas devidos aHille-Yosida e Lumer-Phillips, que respondem esta questão.Teorema 1.7 (Hille-Yosida) Um operador linear A sobre X satisfaz:(a) A é fehado e densamente de�nido e(b) ∃(λI − A)−1, ∀ λ > 0 e ||(λI − A)−1||L (X) ≤ 1
λ
onde I é o operador identidadese, e somente se, A é gerador in�nitesimal de um semigrupo T (t) de ontrações de lasse

C0.



34Demonstração: Ver [11℄ ou [21℄.Antes de enuniar o teorema de Lumer-Phillips, preisamos de alguns oneitos impor-tantes, tais omo:De�nição 1.24 Seja X um espaço de Banah, X ′ o dual de X . Para ada x ∈ X, de�nimoso onjunto dualidade J(x) ⊂ X ′ por
J(x) = {x′ ∈ X ′; 〈x, x′〉 = ||x||2 = ||x′||2}.Pelo Teorema de Hahn-Banah, o onjunto dualidade é não-vazio para todo x ∈ X.De�nição 1.25 Uma apliação dualidade é uma apliação j : X −→ X ′ tal que j(x) ∈

J(x), ∀ x ∈ X.De�nição 1.26 Diz-se que um operador linear A : D(A) ⊂ X −→ X é dissipativo se, paraalguma apliação dualidade j,
Re 〈Ax, j(x)〉 6 0, ∀ x ∈ D(A).De�nição 1.27 Diz-se que A é m-dissipativo se A for dissipativo e (λI −A) = X para algum

λ > 0.Teorema 1.8 (Lumer-Phillips) Seja X um espaço de Banah e A : D(A) ⊂ X −→ X umoperador linear. A é um gerador in�nitesimal de um semigrupo de ontrações de lasse C0 se,e somente se, A é m-dissipativo e densamente de�nido.Demonstração: Ver [11℄ ou [21℄.



Capítulo 2
EQUAÇÕES DE MAXWELL

Seja Ω ⊂ R3 um domínio aberto, om fronteira Γ limitada e lipshitziana.Consideramos o sistema de equações de Maxwell:
εEt −∇×H + σE = 0, em Ω× (0,∞) (2.1)

µHt +∇×E = 0, em Ω× (0,∞) (2.2)
∇ ·H = 0, em Ω× (0,∞) (2.3)

E(x, 0) = E0(x) e H(x, 0) = H0(x), em Ω (2.4)
E × ν|Γ = 0 e H.ν|Γ = 0, em Γ× (0,∞), (2.5)onde E(x, t) =

(
E1(x, t), E2(x, t), E3(x, t)

) e H(x, t) =
(
H1(x, t), H2(x, t), H3(x, t)

) denotam oampo elétrio e o ampo magnétio, respetivamente.As onstantes σ, ε e µ (todas positivas) representam a ondutividade elétria, a per-mitividade elétria e a permeabilidade magnétia do meio, respetivamente. Denotamos por
ν(x) =

(
ν1(x), ν2(x), ν3(x)

) a normal unitária externa à fronteira Γ de Ω.Neste apítulo vamos provar que o sistema de equações de Maxwell (2.1)-(2.5) omondições iniiais e de ontorno apropriadas está bem posto. Na primeira seção estudamosa existênia e uniidade de solução. Como omentamos na introdução, algumas das idéiasaqui utilizadas foram retiradas do trabalho de Niaise e Pignotti [20℄. No entanto, em algunsmomentos utilizamos ténias distintas das que os autores empregaram em seu artigo.Na segunda seção onsideramos uma deomposição ortogonal da solução obtida. Seráom essa deomposição ortogonal que analisaremos o deaimento da energia do sistema, o queserá feito no último apítulo.



362.1 Existênia e Uniidade de soluçãoEstabeleemos a existênia e uniidade de solução do sistema (2.1)-(2.5) utilizando aTeoria de Semigrupos. Para isso introduzimos o seguinte espaço funional:
H = L2(Ω)3 ×H0(div 0,Ω).Utilizando a Proposição 1.8 vemos que o espaço H é um espaço de Hilbert om oproduto interno

(
(E,H), (E1, H1)

)
H

=

∫

Ω

(εE · E1 + µH ·H1) dx, ∀ (E,H), (E1, H1) ∈ H .Notemos que as equações (2.1)-(2.2) om ondições iniiais (2.4) podem ser esritasomo:
d

dt

(
E

H

)
=

(
−ε−1σI ε−1∇×
−µ−1∇× 0

)(
E

H

) e (
E

H

)
(0) =

(
E0

H0

)
.De�nimos o operador A omo segue:

A : D(A ) ⊂ H −→ H

(E,H) −→ A (E,H) = (−ε−1σIE + ε−1∇×H,−µ−1∇×E),ou seja
A =

(
−ε−1σI ε−1∇×
−µ−1∇× 0

)
,onde

D(A ) = H0(rot,Ω)×
(
H0(div 0,Ω) ∩H(rot,Ω)

)
.Podemos reesrever o sistema (2.1)-(2.5) omo:

{
∂φ

∂t
= A φ

φ(0) = φ0,onde
φ =

(
E

H

) e φ0 =

(
E0

H0

)
.Provemos que este problema tem solução únia utilizando o Teorema de Lumer-Phillips.Para isto, provemos a seguinteProposição 2.1 São válidos os seguintes ítens:(a) D(A ) é denso em H ;



37(b) (Aφ, φ)H ≤ 0, ∀ φ ∈ D(A );() Im(I − A)=H .Demonstração: (a) Imediato, já que D(Ω)3 ⊂ H0(rot,Ω) ⊂ L2(Ω)3, D(Ω)3 = L2(Ω)3 e adensidade de (H0(div 0,Ω) ∩H(rot,Ω)
) em H0(div 0,Ω) foi provada pela Proposição 1.11.(b) Utilizando a de�nição do produto interno em H obtemos, para φ = (E,H) ∈ D(A ),

(A φ, φ)H =

((
−ε−1σE + ε−1∇×H

−µ−1∇×E

)
,

(
E

H

))

H

=

∫

Ω

[(−σE +∇×H) · E − (∇×E ·H)] dx

=

∫

Ω

[−σE ·E + (∇×H) · E − (∇×E) ·H ] dx

=

∫

Ω

[−σ|E|2 + (∇×H) · E − (∇× E) ·H ] dx.Como E ∈ H0(rot,Ω) e H ∈ H(rot,Ω) então, pela identidade (1.14) obtemos
∫

Ω

(∇×H) ·E dx−
∫

Ω

(∇× E) ·H dx = 0.Logo
(A φ, φ)H = −σ||E||2 ≤ 0, ∀ φ ∈ D(A ),o que mostra que A é um operador dissipativo.() Devemos mostrar que ∀ (f, g) ∈ H , existe (E,H) ∈ D(A ) tal que:

(I − A )

(
E

H

)
=

(
f

g

)
,isto é, devemos resolver o seguinte problema:

{
E + ε−1σE − ε−1∇×H = f

µ−1∇×E + H = g,onde f ∈ L2(Ω)3 e g ∈ H0(div 0,Ω) são funções dadas.Notando que
H = g − µ−1∇× E, (2.6)vemos que

E + ε−1σE + ε−1µ−1∇× (∇×E) = f + ε−1∇× g, (2.7)ou seja, resolvendo (2.7) obtemos a solução (E,H) do sistema.Para enontrar a solução E de (2.7), vamos onsiderar a formulação fraa de tal equação.



38De fato, tomando o produto interno em L2(Ω)3 de ambos os membros de (2.7) om ϕ ∈ D(Ω)3obtemos
∫

Ω

[(1 + ε−1σ)E · ϕ+ ε−1µ−1(∇× (∇× E)) · ϕ] dx

=

∫

Ω

[f · ϕ+ ε−1(∇× g) · ϕ] dx.Mas, pela identidade de Green (1.14),
∫

Ω

∇× (∇× E) · ϕ dx =

∫

Ω

(∇× E) · (∇× ϕ) dxe ∫

Ω

∇× g · ϕ dx =

∫

Ω

g · ∇ × ϕ dx.Assim,
∫

Ω

[(1 + ε−1σ)E · ϕ+ ε−1µ−1(∇×E) · (∇× ϕ)] dx

=

∫

Ω

[f · ϕ+ ε−1g · ∇ × ϕ] dx.Portanto, onsidera-se o problema de enontrar E ∈ H0(rot,Ω) tal que
∫

Ω

[(1 + ε−1σ)E ·W + ε−1µ−1(∇×E) · (∇×W )] dx

=

∫

Ω

[f ·W + ε−1g · ∇ ×W ] dx, ∀ W ∈ H0(rot,Ω).A�m de demonstrar a existênia de solução do problema aima, onsideremos a formabilinear a : H0(rot,Ω)×H0(rot,Ω) → R, de�nida por
a(E,W ) =

∫

Ω

[(1 + ε−1σ)E ·W + ε−1µ−1(∇× E) · (∇×W )] dx, ∀ E,W ∈ H0(rot,Ω),e a forma linear F : H0(rot,Ω) → R, dada por
F (W ) =

∫

Ω

[f ·W + ε−1g · (∇×W )] dx, ∀ W ∈ H0(rot,Ω).O problema equivale, agora, a enontrar E ∈ H0(rot,Ω) tal que
a(E,W ) = F (W ) ∀ W ∈ H0(rot,Ω).Mostremos que valem os seguintes ítens:



39(a) |a(E,W )| ≤ c1||E||H0(rot,Ω)||W ||H0(rot,Ω), ∀ E,H ∈ H0(rot,Ω);(b) a(E,E) ≥ c2||E||2H0(rot,Ω), ∀ E ∈ H0(rot,Ω);() |F (W )| ≤ c3||W ||H0(rot,Ω), ∀ W ∈ H0(rot,Ω),onde c1, c2, c3 são onstantes reais positivas a serem de�nidas.(a)Temos, utilizando a Desigualdade de Hölder, que
|a(E,W )| =

∣∣∣∣
∫

Ω

[(1 + ε−1σ)E ·W + ε−1µ−1(∇× E) · (∇×W )] dx

∣∣∣∣

≤ (1 + ε−1σ)

∫

Ω

|E.W | dx+ ε−1µ−1

∫

Ω

|(∇× E).(∇×W )| dx

≤ (1 + ε−1σ)||E|| ||W ||+ ε−1µ−1||∇ ×E|| ||∇ ×W ||
≤ c1

(
||E|| ||W ||+ ||∇ × E|| ||∇ ×W ||

)
,onde c1 = max{(1 + ε−1σ), ε−1µ−1}.Mas, utilizando a desigualdade de Young, segue que

||E|| ||W ||+ ||∇ ×E|| ||∇ ×W || ≤
(
||∇ × E||2 + ||E||2

) 1
2
(
||∇ ×W ||2 + ||W ||2

) 1
2

= ||E||H0(rot,Ω)||W ||H0(rot,Ω).Portanto
|a(E,W )| ≤ c1||E||H0(rot,Ω)||W ||H0(rot,Ω).(b)Vemos que, ∀ E ∈ H0(rot,Ω),

a(E,E) =

∫

Ω

[
(1 + ε−1σ)E · E + ε−1µ−1(∇× E) · (∇× E)

]
dx

=

∫

Ω

[(1 + ε−1σ)|E|2 + ε−1µ−1|∇ × E|2] dx

= (1 + ε−1σ)||E||2 + ε−1µ−1||∇ × E||2

≥ c2(||E||2 + ||∇ × E||2)
= c2||E||2H0(rot,Ω),onde c2 = min{(1 + ε−1σ), ε−1µ−1}.



40() Basta notar que, pela Desigualdade Hölder,
|F (W )| =

∣∣∣∣
∫

Ω

[f ·W + ε−1g · ∇ ×W ] dx

∣∣∣∣

≤
∫

Ω

|f ·W |dx+ ε−1

∫

Ω

|g · ∇ ×W | dx

≤ ||f || ||W ||+ ε−1||g|| ||∇ ×W ||
≤ ||f ||

(
||W ||2 + ||∇ ×W ||2

) 1
2 + ε−1||g||

(
||∇ ×W ||2 + ||W ||2

) 1
2

≤ c3
(
||W ||2 + ||∇ ×W ||2

) 1
2

= c3||W ||H0(rot,Ω),onde c3 = max{||f ||, ε−1||g||}.Como a forma bilinear a é ontínua e oeriva e a forma linear F é ontínua, segue, peloTeorema de Lax-Milgran, que existe um únio E ∈ H0(rot,Ω) tal que
a(E,W ) = F (W ), ∀ W ∈ H0(rot,Ω),ou seja

∫

Ω

[(1 + ε−1σ)E ·W + ε−1µ−1(∇×E) · (∇×W )] dx

=

∫

Ω

[f ·W + ε−1g · (∇×W )] dx, ∀ W ∈ H0(rot,Ω). (2.8)Seja
H = g − µ−1∇× E.Notemos, de imediato, que
µ−1∇× E +H = g.Além disso, H ∈ H0(div 0,Ω). Com efeito, g ∈ H0(div 0,Ω) e, omo E ∈ H0(rot,Ω)temos, pela Proposição 1.9, que ∇× E ∈ H0(div 0,Ω).Voltando a identidade (2.8), obtemos

∫

Ω

(1 + ε−1σ)E · ϕ dx+

∫

Ω

ε−1(µ−1∇×E − g) · (∇× ϕ) dx =

∫

Ω

f · ϕ dx, ∀ ϕ ∈ D(Ω)3,ou seja,
∫

Ω

[
(1 + ε−1σ)E · ϕ− ε−1H · (∇× ϕ)

]
dx =

∫

Ω

f · ϕ dx, ∀ ϕ ∈ D(Ω)3,



41isto é,
〈(1 + ε−1σ)E − ε−1∇×H,ϕ〉 = 〈f, ϕ〉, ∀ ϕ ∈ D(Ω)3,já que

〈H,∇× ϕ〉 = 〈∇ ×H,ϕ〉.Portanto,
(1 + ε−1σ)E − ε−1∇×H = f, em D

′(Ω)3.Sendo E, f ∈ L2(Ω)3, onlui-se que ∇ × H ∈ L2(Ω)3 e, portanto, H ∈ H(rot,Ω).Assim, H ∈ H(rot,Ω) ∩H0(div 0,Ω), E ∈ H0(rot,Ω),
E + ε−1σE − ε−1∇×H = fe

µ−1∇× E +H = g.Portanto, para todo para todo (f, g) ∈ H , existe um únio (E,H) ∈ D(A ) tal que:
(I − A )

(
E

H

)
=

(
f

g

)
.

Em resumo, vimos que A é um operador linear m-dissipativo e om domínio D(A )denso em H . Portanto, pelo Teorema de Lumer-Phillips, o operador A gera um semigrupo deontrações T (t) de lasse C0, ou seja,
d

dt
T (t) = A T (t).Assim, de aordo om a Proposição 1.15, temos o seguinte resultado de existênia:Teorema 2.1 Para todo (E0, H0) ∈ H , o sistema (2.1)-(2.5) tem uma solução fraa (E,H) ∈

C
(
[0,∞);H

) dada por
(E,H) = T (t)(E0, H0).Se, além disso, (E0, H0) ∈ D(A ), o sistema (2.1)-(2.5) tem uma solução forte (E,H) ∈

C
(
[0,∞);D(A )

)
∩ C1

(
[0,∞);H

).Nos interessa agora obter solução de (2.1)-(2.5) ainda mais regular que a do teoremaanterior. Como veremos, é su�iente restringir o espaço onde se toma os dados iniiais. Essasolução mais regular será utilizada na próxima seção, quando faremos uma análise sobre adeomposição ortogonal de E e H .



42Introduziremos, então, o seguinte espaço:
H1(Ω) = H(rot 0,Ω) ∩H0(div 0,Ω),isto é,

H1(Ω) = {y ∈ L2(Ω)3;∇× y = 0,∇ · y = 0 e y · ν|Γ = 0}.Consideremos também
MH = H⊥

1 (Ω),o omplemento ortogonal de H1(Ω) em L2(Ω)3.De�nimos
SH = L2(Ω)3 ×MHe provemos o seguinteTeorema 2.2 Se (E0, H0) ∈ D(A )∩SH , então existe um únio (E,H), solução de (2.1)-(2.5),tal que (E(t), H(t)

)
∈ D(A ) ∩ SH , ∀ t > 0.Demonstração: Já sabemos do teorema anterior que (E,H) ∈ D(A ), resta-nos provar que

H ∈ MH .Considerando h1 ∈ H1 qualquer, e utilizando (2.2) obtemos:
(µHt, h1) + (∇×E, h1) = 0, ∀ t > 0.Mas, usando a identidade de Green (1.14), vemos que
(∇×E, h1) =

∫

Ω

(∇× E) · h1 dx

=

∫

Ω

E · (∇× h1) dx

= 0,já que h1 ∈ H1 e E ∈ H0(rot,Ω).Assim obtemos
d

dt
(µH(t), h1) = 0, ∀ t > 0,donde

µ(H(t), h1) = µ(H0, h1) = 0, ∀ t > 0,ou seja
(H, h1) = 0, ∀ h1 ∈ H1(Ω), ∀ t > 0.



43Isto mostra que H ∈ H⊥
1 (Ω) = MH .E assim onluímos a existênia e uniidade de solução do sistema (2.1)-(2.5). O próximopasso deste trabalho é estudar o omportamento assintótio da solução. Mas para isso, devemosutilizar uma deomposição ortogonal adequada, que será obtida na próxima seção.2.2 Deomposição ortogonal da soluçãoA partir de agora suporemos que o aberto Ω ⊂ R3 é limitado, simplesmente onexo eom fronteira Γ de lasse Cr(r ≥ 2).Valem, obviamente, todos os resultados de existênia obtidos anteriormente para o sis-tema (2.1)-(2.5), onde �xamos hipóteses menos restritivas sobre Ω.Observação 2.1 Se Ω ⊂ R3 é aberto e limitado om fronteira Γ regular (de lasse C2), então

H1(Ω) ⊂ H1
ν0(Ω)

3 := {v ∈ H1(Ω)3, γν(v) = 0} ⊂ H1(Ω)3,onforme [5℄, página 209.Observação 2.2 Se Ω ⊂ R3 é simplesmente onexo om fronteira Γ de lasse C2, então
L2(Ω)3 = grad H1(Ω)⊕H1(Ω)⊕ rot H1

τ0(Ω)
3

= grad H1(Ω)⊕H0(div 0,Ω),onde grad H1(Ω) = {∇p; p ∈ H1(Ω)}e
rot H1

τ0(Ω)
3 = {∇ × v; v ∈ H1(Ω)3 e γτ(v) = 0}.Assim, (

H0(div 0,Ω)
)⊥

= grad H1(Ω) ⊂ H(rot 0,Ω)e (
rot H1

τ0(Ω)
3
)⊥

= grad H1(Ω)⊕H1(Ω) = H(rot 0,Ω).Mais sobre isso pode ser enontrado em [5℄, página 226 ou tabela página 314.No que segue, denotaremos (onforme [5℄) o seguinte espaço
H2(Ω) = H0(rot 0,Ω) ∩H(div 0,Ω) = {u = ∇ϕ;ϕ ∈ H1(Ω);△ϕ = 0;ϕ|Γ = onstante}.Os teoremas a seguir serão de fundamental importânia no restante do nosso trabalho.Suas demonstrações podem ser enontradas em [5℄.



44Teorema 2.3 Seja Ω ⊂ R3 um aberto, simplesmente onexo e om fronteira Γ de lasse C2.Então, ada elemento u ∈ L2(Ω)3 tem deomposição únia
u = ∇p+ h1 +∇× w,om p ∈ H1(Ω) (únio a menos de uma onstante aditiva), h1 ∈ H1(Ω), w ∈ H1(Ω)3 e γτ(w) =

w × ν|Γ = 0. Além disso,
∇ · w = 0 e 〈γν(w), 1〉

H
−

1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

=

∫

Γ

w · ν dΓ = 0.Teorema 2.4 Seja Ω ⊂ Rn um onjunto aberto e onexo om fronteira Γ lipshitziana. Então
L2(Ω)n = grad H1

0 (Ω)⊕H(div 0,Ω),onde grad H1
0 (Ω) = {∇p; p ∈ H1

0 (Ω)}.Usando os teoremas aima, obtemos o seguinte resultado de deomposição ortogonal dasolução (E,H):Teorema 2.5 Se (E0, H0) ∈ D(A ) ∩ SH , então existem únios p, h2 e A, om(
p(t), h2(t), A(t)

)
∈ H1

0 (Ω) × H2(Ω) × H1(Ω)3, ∀ t > 0, tal que a solução (E,H) do problema(2.1)-(2.5) satisfaz:(a) E = −∇p−At + h2, ∀ t > 0;(b) µH = ∇× A, ∀ t > 0;() ∇ · A = 0, γτ(A) = A× ν|Γ = 0 e 〈γν(A), 1〉
H−

1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

=
∫
Γ
A · ν dΓ = 0.Além disso,

||E||2 = ||∇p||2 + ||At||2 + ||h2||2 (2.9)e existe onstante c > 0 tal que
||A||2 ≤ c||∇ × A||2. (2.10)Demonstração:Como H ∈ L2(Ω)3 então, pelo Teorema 2.3, podemos esrever H omo uma deomposi-ção únia da forma:

µH = ∇q + h1 +∇× A, (2.11)em que q ∈ H1(Ω), h1 ∈ H1(Ω), A ∈ H1(Ω)3 e A× ν|Γ = 0 e tais que
∇ ·A = 0 e ∫

Γ

A · ν dΓ = 0.



45Assim está provado o ítem ().Do fato de H ∈ H0(div 0,Ω), temos
0 = ∇ · (µH)

= ∇ · (∇q) +∇ · h1 +∇ · (∇× A)

= ∇ · (∇q),pois h1 ∈ H1(Ω) e ∇ · (∇× A) = 0. Ou seja,
△q = 0.Por outro lado, observemos que, em Γ,

0 = µH · ν
= ∇q · ν + h1 · ν +∇× A · ν
= ∇q · ν,pois H ∈ H0(div 0,Ω), h1 ∈ H1(Ω) e, pela Proposição 1.9, ∇× A ∈ H0(div 0,Ω).Portanto, temos {

△q = 0 em Ω
∂q

∂ν
= 0 em Γonsequentemente, ∇q = 0. De fato,

0 =

∫

Ω

△q q dx

=

∫

Ω

∇ · (∇q) q dx

=

∫

Γ

∂q

∂ν
q dΓ−

∫

Ω

|∇q|2 dx

= −||∇q||2L2(Ω)3 .Logo,
∇q = 0.Além disso, omo H ∈ MH = H⊥

1 (Ω), tem-se para w ∈ H1(Ω) que
0 = (µH,w) = (∇q, w) + (h1, w) + (∇× A,w)

= (h1, w) + (A,∇× w)

= (h1, w),



46pois ∇× w = 0 e A ∈ H0(rot,Ω). Logo
(h1, w) = 0, ∀ w ∈ H1(Ω),om h1 ∈ H1(Ω).Portanto h1 = 0 e a expressão (2.11) pode ser expressa omo

µH = ∇× A, (2.12)desta forma está provado o ítem (b).Por outro lado, omo E ∈ L2(Ω)3 então, pelo Teorema 2.4, podemos esrever E daseguinte maneira:
E = −∇p+ w,om p ∈ H1

0 (Ω) e w ∈ H(div 0,Ω).Utilizando (2.12) na equação (2.2) obtemos
∂

∂t
(∇×A) +∇×E = 0,donde
∇× (At + E) = 0.Segue, lembrando que ∇× (∇p) = 0, que

∇× (At +∇p+ E) = 0.Além disso,
∇ · (At +∇p+ E) =

∂

∂t
∇ · A+∇ · (∇p+ E)

=
∂

∂t
∇ · A+∇ · w

= 0,já que ∇ · A = 0 e w ∈ H(div 0,Ω).Temos também que,
ν × (At +∇p+ E) = ν ×At + ν ×∇p+ ν × E

=
∂

∂t
(ν ×A) + ν ×∇p+ ν × E

= ν ×∇p,já que ν ×A|Γ = 0, ν ×E|Γ = 0 e, onforme Proposição 1.10, ν ×∇p|Γ = 0.



47Assim,
ν × (At +∇p + E) = 0.Como temos 




∇× (At +∇p+ E) = 0

∇ · (At +∇p+ E) = 0

ν × (At +∇p+ E) = 0onluímos que (At +∇p+ E) ∈ H2(Ω) = H0(rot 0,Ω) ∩H(div 0,Ω).Portanto
At +∇p + E = h2, om h2 ∈ H2(Ω).E assim onluímos a demonstração dos ítens (a)-().Vamos agora mostrar que é válida a identidade (2.9). Notemos que

||E||2 = (E,E) = (−∇p− At + h2,−∇p−At + h2).Ou seja,
||E||2 = ||∇p||2 + ||At||2 + ||h2||2 + 2 (∇p, At)︸ ︷︷ ︸−2 (∇p, h2)︸ ︷︷ ︸−2 (At, h2)︸ ︷︷ ︸ . (2.13)Mostremos que os ítens aima destaados são todos nulos. De fato, usando (1.10), vemosque

(∇p, At) =

∫

Ω

∇p · At dx

= −
∫

Ω

p ∇ · At dx+ 〈γν(At), p〉
H−

1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

= −
∫

Ω

p
∂

∂t
∇ · A dx

= 0, (2.14)pois p ∈ H1
0 (Ω) e ∇ · A = 0.Também, de (1.10),

(∇p, h2) = 〈γν(h2), p 〉
H

−
1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

−
∫

Ω

p ∇ · h2 dx

= 0, (2.15)



48já que p ∈ H1
0 (Ω) e ∇ · h2 = 0. Por último, temos que

(At, h2) =

∫

Ω

At · h2 dx

=

∫

Ω

At · ∇ϕ dx,pois h2 ∈ H2(Ω) e, então, h2 = ∇ϕ om ϕ ∈ H1(Ω),△ϕ = 0 e ϕ|Γ = k, onde k é onstante.Utilizando a identidade de Green (1.10), vemos que
(At, h2) =

∫

Ω

At · ∇ϕ dx

= 〈γν(At), ϕ〉
H−

1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

−
∫

Ω

ϕ ∇ · At dx

= 〈γν(At), k〉
H−

1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

−
∫

Ω

ϕ
∂

∂t
(∇ · A) dx

= k〈γν(At), 1〉
H

−
1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

= 0, (2.16)já que 〈γν(At), 1〉
H−

1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

=
∫
Γ
A · ν dΓ = 0 e ∇ · A = 0.Utilizando as igualdades dadas em (2.14), (2.15) e (2.16) na expressão (2.13), segue que

||E||2L2(Ω)3 = ||∇p||2L2(Ω)3 + ||At||2L2(Ω)3 + ||h2||2L2(Ω)3 .Para �nalizar a demonstração do Teorema 2.5, provaremos por absurdo (2.10). Se adesigualdade não for válida, então para ada n ∈ N, existe Ãn ∈ H1(Ω)3 om




∇ · Ãn = 0

Ãn × ν|Γ = 0∫
Γ
Ãn · ν dΓ = 0e tal que

||Ãn|| > n||∇ × Ãn||.Ponhamos An = Ãn

||Ãn||
. Então, ||An|| = 1 e, além disso,

||∇ × An|| =

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∇×
(

Ãn

||Ãn||

)∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

=
||∇ × Ãn||

||Ãn||

<
1

n
→ 0 quando n → ∞,



49daí (||∇ ×An||) é limitada. Ainda,
∇ ·An =

1

||Ãn||
∇ · Ãn = 0e

An × ν =
1

||Ãn||
Ãn × ν = 0 em Γ.Ou seja, existe sequênia (An)n∈N ∈ H1(Ω)3 tal que





||An|| = 1

lim
n→∞

||∇ ×An|| = 0

∇ · An = 0

Anν|Γ = 0.Sabemos, onforme Teorema 1.3, que
H1(Ω)3 →֒

c
L2(Ω)3.Assim, existe subsequênia (Anj) de (An) e A ∈ L2(Ω)3 tal que

Anj → A em L2(Ω)3.Então ||Anj|| → ||A|| e, assim,
||A|| = lim

n→∞
||Anj|| = 1.Sabemos também que

∇× Anj → 0 em L2(Ω)3e
∇ · Anj → 0 em L2(Ω).Mas, por outro lado,

∇×Anj → ∇× A em D
′(Ω)3e

∇ ·Anj → ∇ · A em D
′(Ω),já que

Anj → A em D
′(Ω)3.



50Daí, ∇× A = 0 e ∇ · A = 0. Ainda obtemos
A× ν|Γ = lim

n→∞
Anj × ν|Γ = 0,pela ontinuidade da apliação traço.Ou seja, omo A ∈ L2(Ω)3, ∇× A = 0, ∇ · A = 0 e A× ν|Γ = 0, então A ∈ H2(Ω).Ainda, ∀ h2 ∈ H2, tem-se

(A, h2) = (limAnj, h2)

= lim
n→∞

(Anj,∇ϕ)

= − lim
n→∞

(∇ · Anj, ϕ) + lim
n→∞

〈γν(Anj), k〉
H−

1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

= 0 + lim
n→∞

k〈γν(Anj), 1〉
H

−
1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

= 0. (2.17)Em partiular, se h2 = A, ||A|| = 0, o que é um absurdo, já que ||A|| = 1.



Capítulo 3
COMPORTAMENTO ASSINTÓTICODA SOLUÇ�O

Neste apítulo, iremos estudar o deaimento da energia assoiada ao sistema (2.1)-(2.5)através do método da perturbação da energia ou de Lyapunov. Supomos, aqui, que o domínio
Ω ⊂ R3 é aberto, limitado, simplesmente onexo e om fronteira Γ de lasse Cr(r ≥ 2). São,portanto, as hipóteses �xadas na seção 2.2.Como vimos na introdução, a energia do sistema é dada pela expressão:

E (t) =
1

2

∫

Ω

[
ε|E(x, t)|2 + µ|H(x, t)|2

]
dx. (3.1)Com efeito, formalmente, utilizando (2.1) e (2.2) obtemos

εEt · E − (∇×H) · E + σE · E = 0e
µHt ·H + (∇× E) ·H = 0,onde tomamos o produto interno em R3 de ambos os membros de (2.1) om E e de (2.2) om

H . Integrando ambas as expressões em Ω segue que
ε

2

d

dt

∫

Ω

|E|2dx+

∫

Ω

[−(∇×H) · E + σ|E|2] dx = 0e
µ

2

d

dt

∫

Ω

|H|2dx+

∫

Ω

(∇× E) ·H dx = 0.



52Somando e utilizando a Proposição 1.5 vem que
1

2

d

dt

∫

Ω

[
ε|E|2 + µ|H|2

]
dx+

∫

Ω

[
∇ · (E ×H) + σ|E|2

]
dx = 0.Pela identidade de Green (1.13) e por (2.5) obtemos

1

2

d

dt

{∫

Ω

[
ε|E|2 + µ|H|2

]
dx

}
+

∫

Ω

σ|E|2 dx = 0,ou seja
1

2

d

dt

{∫

Ω

[
ε|E|2 + µ|H|2

]
dx

}
= −

∫

Ω

σ|E|2 dx.Portanto a equação da energia do sistema é dada pela expressão:
E (t) =

1

2

∫

Ω

[
ε|E(x, t)|2 + µ|H(x, t)|2

]
dx.Temos, dos álulos anteriores, o seguinteLema 3.1 Seja (E0, H0) um par iniial de D(A ) ∩ SH e (E(t), H(t)) solução do problema(2.1)-(2.5). Então a derivada da energia assoiada ao sistema, de�nida em (3.1), é dada por

d

dt
E (t) = −

∫

Ω

σ|E|2 dx. (3.2)Conlui-se aqui que a energia é deresente e abe-nos estudar de que forma oorre seudeaimento. Isto será feito no próximo teorema.Teorema 3.1 Seja (E0, H0) ∈ D(A ) ∩ SH e (E,H) a solução de (2.1)-(2.5) orrespondente.Então existem onstantes α, β > 0 tais que
E (t) ≤ αE (0)e−βt, ∀ t > 0.Demonstração: Sabemos pelo Teorema 2.5 que a solução (E,H) se deompõe da forma

E = −∇p−At + h2e
µH = ∇× A,om p ∈ H1

0 (Ω), h2 ∈ H2, A ∈ H1(Ω)3,∇ ·A = 0 e A× ν|Γ = 0.Ponhamos
F (t) =

∫

Ω

εE · A dx.



53Temos, usando a equação (2.1), a identidade de Green (1.13) e o fato que γτ(A) = 0 que
d

dt
F (t) = ε

∫

Ω

[Et · A+ E ·At] dx

= ε

∫

Ω

[(ε−1∇×H − σε−1E) · A+ E ·At] dx

=

∫

Ω

(∇×H) · A dx−
∫

Ω

σE · A dx+ ε

∫

Ω

E · At dx

=

∫

Ω

H · (∇× A) dx−
∫

Ω

σE · A dx+ ε

∫

Ω

E · At dx.Mas, omo sabemos, ∇× A = µH , donde segue que
d

dt
F (t) =

∫

Ω

µ|H|2 dx−
∫

Ω

σE · A dx+ ε

∫

Ω

E · At dx.De�nimos agora
G(t) = E (t)− δF (t),onde δ é um parâmetro positivo a ser �xado. Temos

d

dt
G(t) =

d

dt
E (t)− δ

d

dt
F (t)

= −
∫

Ω

σ|E|2 dx− δ

(∫

Ω

µ|H|2 dx−
∫

Ω

σE · A dx+ ε

∫

Ω

E · At dx

)

= −
∫

Ω

σ|E|2 dx− δ

∫

Ω

µ|H|2 dx

+ δ

∫

Ω

σE · A dx− δε

∫

Ω

E · At dx. (3.3)Da desigualdade de Hölder e de (2.10) obtemos
∫

Ω

σE · A dx ≤
∫

Ω

|σE · A| dx

≤ σ||E|| ||A||
≤ σc||E|| ||∇ ×A||
= σc||E|| ||µH||.



54Utilizando a Observação 1.1, segue que
∫

Ω

σE · A dx ≤ σc||E|| ||µH||

= (
√
µσc||E||)

(
1√
µ
||µH||

)

≤ c(ε1)(
√
µσc||E||)2 + ε1

(
1√
µ
||µH||

)2

=
µσ2c2

4ε1

∫

Ω

|E|2 dx+
ε1

µ

∫

Ω

|µH|2 dx

=
µσ2c2

4ε1

∫

Ω

|E|2 dx+ ε1

∫

Ω

µ|H|2 dx, (3.4)onde ε1 é onstante positiva a ser esolhida posteriormente.Ainda,
∫

Ω

E · At dx =

∫

Ω

(−∇p−At + h2) · At dx

= −
∫

Ω

∇p · At dx−
∫

Ω

|At|2 dx+

∫

Ω

h2 · At dx. (3.5)Vimos em (2.14) e (2.16) que
−
∫

Ω

∇p · At dx = 0 e ∫

Ω

h2 · At dx = 0.Segue, de (3.5), (2.9) e das duas identidades anteriores que
−
∫

Ω

E ·At dx = ||At||2 ≤ ||E||2 =
∫

Ω

|E|2 dx. (3.6)Substituindo (3.4) e (3.6) na expressão (3.3) obtemos:
d

dt
G(t) ≤ −

∫

Ω

σ|E|2 dx− δ

∫

Ω

µ|H|2 dx+
δµσ2c2

4ε1

∫

Ω

|E|2 dx

+ δε1

∫

Ω

µ|H|2 dx+ δε

∫

Ω

|E|2 dx

=

(
−σ +

δµσ2c2

4ε1
+ δε

)∫

Ω

|E|2 dx+ (ε1 − 1)δ

∫

Ω

µ|H|2 dx

= −
(
σ

ε
− δµσ2c2

4ε1ε
− δ

)∫

Ω

ε|E|2 dx− (1− ε1)δ

∫

Ω

µ|H|2 dx.Vamos, agora, esolher ε1 > 0 tal que
ε1 < min

{
1,

1

2µ

}



55e δ > 0 tal que
σ

ε
− δ

(
µσ2c2

4ε1
− 1

)
> 0 e

c2δ2ε

2ε1
< 1.Daí, om estas esolhas, vemos que

d

dt
G(t) ≤ −c1E (t), (3.7)onde

c1 = min

{(
σ

ε
− δµσ2c2

4ε1ε
− δ

)
, (1− ε1)δ

}
.Por outro lado, pela desigualdade (2.10),

|G(t)− E (t)| = | − δF (t)|

=

∣∣∣∣−δε

∫

Ω

E · A dx

∣∣∣∣

≤ δε

∫

Ω

|E · A| dx

≤ δε||E|| ||A||
≤ cδε||E|| ||∇ ×A||
= cδε||E|| ||µH||.Pela desigualdade de Young segue que

|G(t)− E (t)| ≤ c2δ2ε2

4ε1
||E||2 + ε1||µH||2

=
c2δ2ε

4ε1

∫

Ω

ε|E|2 dx+ ε1µ

∫

Ω

µ|H|2 dx,donde
−
(
c2δ2ε

4ε1

∫

Ω

ε|E|2 dx+ ε1µ

∫

Ω

µ|H|2 dx
)
+ E (t) ≤ G(t)e

G(t) ≤ +

(
c2δ2ε

4ε1

∫

Ω

ε|E|2 dx+ ε1µ

∫

Ω

µ|H|2 dx
)
+ E (t).Segue que

−c2δ2ε

4ε1

∫

Ω

ε|E|2 dx− ε1µ

∫

Ω

µ|H|2 dx+
1

2

∫

Ω

ε|E|2 dx+
1

2

∫

Ω

µ|H|2 dx ≤ G(t)e
G(t) ≤ +

c2δ2ε

4ε1

∫

Ω

ε|E|2 dx+ ε1µ

∫

Ω

µ|H|2 dx+
1

2

∫

Ω

ε|E|2 dx+
1

2

∫

Ω

µ|H|2 dx.



56Ou seja
1

2

(
1− c2δ2ε

2ε1

)∫

Ω

ε|E|2 dx+
1

2
(1− 2ε1µ)

∫

Ω

µ|H|2 dx ≤ G(t) (3.8)e
G(t) ≤ 1

2

(
1 +

c2δ2ε

2ε1

)∫

Ω

ε|E|2 dx+
1

2
(1 + 2ε1µ)

∫

Ω

µ|H|2 dx. (3.9)Das esolhas de ε1 e δ feitas anteriormente, vemos que
0 < 1− 2ε1µ e 0 < 1− c2δ2ε

2ε1
.Segue, pois, de (3.8) e (3.9) que

c2E (t) ≤ G(t) ≤ c3E (t), (3.10)onde
c2 = min

{(
1− c2δ2ε

2ε1

)
, (1− 2ε1µ)

}
> 0e

c3 = max

{(
1 +

c2δ2ε

2ε1

)
, (1 + 2ε1µ)

}
> 0.Portanto, de (3.7) e (3.10) obtemos

d

dt
G(t) ≤ −c1E (t) ≤ −c1

c3
G(t),ou seja,

G(t) ≤ G(0) e
−

c1
c3

t
. (3.11)Finalmente, de (3.10) e (3.11), vem

E (t) ≤ 1

c2
G(t) ≤ 1

c2
G(0) e

−
c1
c3

t ≤ c3

c2
E (0) e

−
c1
c3

t
.Logo

E (t) ≤ αE (0) e−βt, onde α =
c3

c2
e β =

c1

c3
.Portanto a energia assoiada ao sistema (2.1)-(2.5) deai exponenialmente na medidaem que vai passando o tempo.



CONCLUS�O
Após o desenvolvimento deste trabalho, podemos enumerar diversos pontos positivos.Iniialmente, para a busa da solução do sistema num espaço funional adequado, oCapítulo 1 das Preliminares foi de grande importânia. Nele estava todo o embasamento teó-rio para o prosseguimento dos estudos. Podemos destaar os teoremas de Lax-Milgran e deLumer-Phillips, sendo estes fundamentais para hegarmos na existênia e uniidade do sistemaonsiderado. Destaa-se também os espaços lássios na teoria do eletromagnetismo, sendoeles, H(rot,Ω) e H(div,Ω). Naquela oportunidade, utilizamos o operador projeção na busade resultados de densidade no espaço H0(div 0,Ω) ∩H(rot,Ω).No que onerne o Capítulo 2, após enontrarmos a existênia e uniidade de solução dosistema em eletromagnetismo, é feito um estudo para obtenção de solução ainda mais regular.Para isso vimos que é su�iente restringir o espaço onde se toma os dados iniiais e então adeomposição ortogonal da solução foi de extrema relevânia. Tal deomposição ortogonal éutilizada também para analisar o omportamento assintótio da solução, o que foi feito noúltimo apítulo.Para trabalhos futuros, destaa-se a utilização de diferentes ondições iniiais e de fron-teira bem omo trabalhar os parâmetros ε, µ e σ omo funções esalares não onstantes naregião Ω.
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