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RESUMODissertação de MestradoPrograma de Pós-Graduação em MatemátiaUniversidade Federal de Santa MariaESTABILIDADE QUASE UNIFORME PARA UMPROBLEMA TERMOELÁSTICO SEMI LINEARAUTOR: LORENS ESTEVAN BURIOL SIGÜEN�SORIENTADORA: CELENE BURIOLData e Loal da Defesa: Santa Maria, 27 de fevereiro de 2012.Consideraremos o problema de Cauhy que desreve a dinâmia de vibrações de vigas(não linear) de um modelo quase linear em Rn. Conentraremos nossa atenção na análise doomportamento assintótio das soluções.Na primeira parte provaremos a existênia e uniidade de solução global para o modelotermoelástio




utt +∆2u+ u−M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
∆u− θ +∆θ = 0 em Rn × (0,+∞)

θt + θ −∆θ + ut −∆ut = 0 em R
n × (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θ0(x) em Rnonde M é uma função real não deresente que satisfaz as ondições
M ∈ C1(R+) e M(s),M ′(s) > 0, ∀s > 0.Na segunda parte enontraremos uma taxa de deaimento exponenial para a soluçãodo modelo desrito aima.Palavras-have: Existênia e uniidade de solução, Modelo termoelástio, Deaimentoexponenial.



ABSTRACTDissertationGraduate Program in MathematisFederal University of Santa MariaEXISTENCE AND UNIQUENESS OF SOLUTION FORA NONLINEAR THERMOELASTIC MODELAUTHOR: LORENS ESTEVAN BURIOL SIGÜEN�SGUIDIN: CELENE BURIOLDate and Loation of Defense: Santa Maria, February 27nd, 2012.We onsider Cauhy problem desribing nonlinear dynamial of vibrations of beams of aquasi linear model in Rn. We onentrate our attention on the study of asymptoti behaviourof the solution.In the �rst part, we prove existene and uniqueness of a global solution for the thermo-elasti model




utt +∆2u+ u−M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
∆u− θ +∆θ = 0 in Rn × (0,+∞)

θt + θ −∆θ + ut −∆ut = 0 in R
n × (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θ0(x) in Rnwhere M is the non dereasing real valued funtion satisfying the onditions
M ∈ C1(R+) and M(s),M ′(s) > 0, ∀s > 0.In the seond part, we �nd exponential deay rates the model desribed above.Keywords: Existene and uniqueness of solution, Thermoelasti model, Exponential deay.
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INTRODUÇ�O
O estudo de modelos de evolução desritos por equações difereniais pariais em domíniosnão limitados vem sendo abordado por vários autores nas últimas déadas.Estudaremos neste trabalho um modelo não linear em domínio ilimitado om a seguintenão linearidade
M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
∆u onde u = u(x, t) para x ∈ R

n, t ∈ R, t > 0 (1)e M ∈ C1(R+) e M(s),M ′(s) > 0, ∀s > 0. (2)Os asos n = 1 e n = 2 são signi�ativos. Nesses asos (1) é usualmente onheidaomo não linearidade do tipo Timoshenko e aparee numa variedade de modelos, na maioriadas vezes assoiada om vibrações não lineares de vigas e plaas [9℄.O presente trabalho é dividido em três apítulos. No primeiro apítulo apresentaremosa notação utilizada no deorrer de todo o trabalho e ainda destaaremos alguns oneitos eresultados básios sobre a teoria de semigrupos, espaços de Sobolev e de Análise Funional.No apítulo 2, utilizando teoria de semigrupos, estudaremos a existênia e uniidade desolução global do modelo termoelástio




utt +∆2u+ u−M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
∆u− θ +∆θ = 0 em Rn × (0,+∞),

θt + θ −∆θ + ut −∆ut = 0 em Rn × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θ0(x) em R
n,

(3)
onde M é uma função que satisfaz as ondições (2), u = u(x, t) é o desloamento ao tempo
t > 0 e x ∈ Rn, θ = θ(x, t) é a diferença de temperatura om relação a uma temperatura dereferênia �xa.Resultados de existênia e uniidade de solução global de alguns modelos similares a (3)



9sem efeitos térmios foram tratados em [18℄ e [3℄ que abordaram o seguinte modelo
utt +∆2u−M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
∆u = 0 em R

n × (0,+∞) (4)supondo que existe λ0 > 0 tal que M ∈ C1(0,+∞, [λ0,+∞)).Em [18℄ a existênia global foi obtida via transformada de Fourier om ondições iniiaisnos espaços de Sobolev usuais.Em [3℄, onsiderando-se n = 1,M ∈ C1(R+) e supondo que ∃ C0 > 0 tal que C0s 6M(s)para todo s > 0, foi mostrado usando omutadores, a existênia de uma lasse de soluções de(4) que são (loalmente) mais regulares que os dados iniiais.No apítulo 3, estudaremos o omportamento da energia total
E(t) =

1

2

∫

Rn

(u2t + |∆u|2 + u2 + θ2)dx+
1

2
M̂

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
, (5)om M̂(λ) =

∫ λ

0

M(s)ds, assoiada ao modelo (3) quando t→ +∞.Em (5), através de um álulo direto supondo regularidade su�ientes nas soluções u e
θ veri�amos que

d

dt
{E(t)} = −

∫

Rn

θ2dx−
∫

Rn

|∇θ|2dx 6 0 (6)o qual diz que E(t) é não resente ∀t > 0.Observe que o modelo (3) é um aoplamento entre a parte meânia e o efeito térmio.Em geral poderia ser onsiderada a lasse




utt +∆2u+ f(u, θ,∆θ,∇u,∆u) = 0 em Rn × (0,+∞),

θt −∆θ + g(θ, ut,∆ut) = 0 em R
n × (0,+∞)

(7)sendo f e g funções satisfazendo ondições apropriadas nas suas omponentes.Alguns modelos similares a (7) sem efeito térmio, que tratam da estabilidade da soluçãosão onsiderados em [15℄ e [19℄.Em [15℄ foi estudado o modelo em Rn dado por




utt +∆2u−M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
ut = 0 em R

n × (0,+∞),

u(x, 0) = u0, ut(x, 0) = u1, θ(x, 0) = θ0 para x ∈ Rn,

(8)om M ∈ C1(0,+∞, [1,+∞)), M(s) > 1 + s ∀s > 0.



10Usando a análise de Fourier e onsiderando
uo ∈ H

(n+9)
2 (Rn) ∩ L1(Rn), u1 ∈ H

(n+5)
2 (Rn) ∩ L1(Rn), û0 e ∆̂u1 ∈ L2(Rn) ∩ L1(Rn)em que û0 e ∆̂u1 representam as transformadas de Fourier de u0 e ∆u1 respetivamente, foimostrado que se obtém uma taxa de deaimento uniforme para a energia total

E(t) =
1

2

∫

Rn

(u2t + |∆u|2)dxassoiada a (8). Neste aso derivando E(t) em relação a t temos
d

dt
{E(t)} = −M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)∫

Rn

u2tdx (9)mostrando que a não linearidadeM (∫

Rn

|∇u|2dx
)
ut é responsável pelo aráter dissipativo domodelo (8).Em [19℄ os autores onsideraram o modelo quase-linear





utt +∆2u+ u−M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
∆u = 0 em R

n × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) θ(x, 0) = θ0(x) para x ∈ Rn,

(10)onde M é uma função real não deresente que satisfaz as ondições (2).A energia total assoiada a esse modelo é dada por
E(t) =

1

2

∫

Rn

(u2t + |∆u|2 + u2)dx+
1

2
M̂

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
, onde M̂(λ) =

∫ λ

0

M(s)ds.Derivando em t obtemos d

dt
{E(t)} = 0 mostrando que a energia total assoiada aomodelo é onservada.Usando multipliadores radiais foram obtidas algumas propriedades assintótias dasolução do problema (10). Em partiular foi mostrado que se u é solução de (10) om

(u0, u1) ∈ H4(Rn) × H2(Rn) e M satisfaz (2) então, para qualquer região limitada Ω do Rntem-se que
∫

Ω

u2dx→ 0 quando t→ +∞, se n > 6e
∫

Ω

|∇u|2dx→ 0 quando t→ +∞, se n > 5.



11Denk-Rake e Shibata [8℄ onsideraram a parte linear do modelo (3) sem os termos
u,−θ, θ, ut num domínio exterior a uma região limitada do Rn(n = 2, 3). Mais preisamente foionsiderado o problema





utt +∆2u+∆θ = 0 em Ω× (0,+∞),

θt −∆θ −∆ut = 0 em Ω× (0,+∞),

u|Γ = Dν |Γ = θ|Γ = 0 para x ∈ Ω,

(11)onde Ω é um domínio exterior de Rn(n = 2, 3); Γ é a fronteira de Ω, Dν =
n∑

j=1

νj
∂

∂xj
e

ν = (ν1, . . . , νn) é o vetor unitário normal exterior a Γ.Nesse aso temos que
d

dt
{E(t)} = −

∫

Ω

|∇θ|2dx 6 0; (12)onde
E(t) =

1

2

∫

Ω

(u2t + |∆u|2 + θ2)dx,é a energia total assoiada ao modelo (11).Em [8℄ os autores onsideram soluções fortes nos espaços funionais adequados e mostra-ram que (loalmente) as soluções possuem deaimento logarítmo no aso n = 2 e deaimentopolinomial no aso n = 3. Para obter a taxa de deaimento da solução assoiada ao modelo(11) foram utilizadas fórmulas de expansão assoiadas ao resolvente do semigrupo analítioassoiado ao modelo.Em nosso trabalho um dos objetivos é obter uma taxa de deaimento global para aenergia assoiada ao modelo (3). Para isso estamos propondo o aso espeial onde f = u −
θ + ∆θ − a(t)∆u e g = θ + ut − ∆ut om a(t) = M

(∫

Rn

|∇u|2dx
) o qual permite usar aoerividade do operador I −∆.É evidente que em (3) poderíamos onsiderar oe�ientes onstantes (positivos) nostermos de f e g, porém os álulos seriam essenialmente os mesmos.Poderia ser questionado a eliminação dos termos −θ em f e ut em g. Certamente paraobter a existênia de solução global não seria problema, no entanto, para o omportamentoassintótio nossos funionais teriam que ser modi�ados ou substituídos por outros que aindanão estudamos.No apítulo 3 determinaremos uma taxa de deaimento quase uniforme para E(t) dadaem (5). Para obter essa taxa de deaimento seguiremos as idéias ontidas em [4℄, [20℄ e [21℄ eonstruiremos um funional de Lyapunov adequado, o que é possível devido a propriedade de



12oerividade do operador I −∆.Mais preisamente, provamos que a energia total E(t) assoiado ao modelo (3) deaiexponenialmente, isto é, E(t) 6 3E(0)e−γt, ∀t > 0 onde γ é uma onstante positiva quedepende somente da energia iniial.



Capítulo 1
NOTAÇ�O E RESULTADOSPRELIMINARES

Neste apítulo apresentaremos os prinipais oneitos e resultados que serão utilizadosno deorrer do trabalho. Em muitos asos as demonstrações serão omitidas por se tratar deresultados onheidos, mas itaremos referênias onde tais resultados, junto om suas demons-trações, podem ser enontrados. Em todo esse apítulo, a menos que se menione o ontrário,o símbolo Ω representará um subonjunto aberto do Rn que poderá ser todo Rn.1.1 Notação1. K india o orpo dos números reais R ou o orpo dos números omplexos C.2. q.s - quase sempre.3. Cj j ∈ N denota uma onstante.4. | . | valor absoluto.5. Hs(Rn) = Hs espaços de Sobolev de ordem s ∈ R.6. (., .)Hs = (., .)Hs(Rn) produto interno em Hs(Rn).7. (., .) = (., .)L2(Rn) produto interno em L2(Rn).8. || . || = || . ||L2(Rn) norma em L2(Rn).9. C((0, T );X) espaço das funções ontínuas de [0, T ] em X .10. C((0,+∞);X) espaço das funções ontínuas de [0,+∞) em X .11. C1((0, T );X) espaço das funções ontínuas e derivadas primeiras ontínuas de [0, T ] em
X .



1412. C1((0,+∞);X) espaço das funções ontínuas e derivadas primeiras ontínuas de [0,+∞)em X .13. Se f : Ω ⊆ Rn → R é difereniável, então o gradiente de f que será denotado por ∇f , éde�nido omo o vetor de R
n dado por ∇f =

(
∂f

∂x1
, · · · , ∂f

∂xn

).14. ∆ =
n∑

i=1

∂2

∂x2i
operador de Laplae.15. ∆2 = ∆∆ =
n∑

i,j=1

∂4

∂x2i ∂x
2
j

operador Bilaplaiano.1.2 Resultados de Análise1.2.1 Desigualdade tipo GronwallLema 1.1 (Gronwall) Seja f : [0,+∞) → [0,+∞) uma função de lasse C1 satisfazendo
f

′

(t) 6 c0f(t), ∀t > 0 (1.1)onde c0 é uma onstante positiva. Então,
f(t) 6 f(0)ec0t ∀t > 0.Demonstração: Multipliando a desigualdade (1.1) por e−c0t obtemos
d

dt
{f(t)e−c0t} 6 0.Integrando a desigualdade obtida aima em (0, t) segue que

f(t)e−c0t 6 f(0) ∀t > 0,ou seja,
f(t) 6 f(0)ec0t ∀t > 0.



151.3 Noções Sobre Distribuições1.3.1 Espaços de Funções Testes e Derivada DistribuionalAntes de de�nirmos o espaço das funções testes, serão feitas algumas onsiderações sobreas notações.Por um multi-índie entendemos uma n-upla α = (α1, α2, . . . , αn) de números inteirosnão negativos e designamos por |α| = α1 + α2 + . . . + αn a ordem do multi-índie α. Sendo
x = (x1, x2, . . . , xn), o operador derivação é denotado por

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαn

n

.Para α = (0, 0, . . . , 0), temos D0u = u, isto é, o operador derivação neste aso é aidentidade.Seja u : Ω ⊆ Rn −→ K ontínua. O suporte de u, denotado por supp(u), é de�nidoomo sendo o feho em Ω do onjunto dos pontos x pertenentes a Ω em que u não se anula .Simboliamente tem-se:
supp(u) = {x ∈ Ω; u(x) 6= 0} emDe�nição 1.1 Representamos por C∞

0 (Ω) o onjunto das funções
u : Ω ⊆ R

n → K,ujas as derivadas de todas as ordens são ontínuas e que tem suporte ompato ontido em Ω.Os elementos de C∞
0 (Ω) são hamados de funções testes.Naturalmente, C∞

0 (Ω) é um espaço vetorial sobre K om as operações usuais de somade funções e de multipliação por esalar.Convergênia em C∞
0 (Ω)De�nição 1.2 Sejam {ϕk}k∈N uma sequênia em C∞

0 (Ω) e ϕ ∈ C∞
0 (Ω). Dizemos que ϕk → ϕse:i) ∃K ⊂ Ω, K ompato, tal que supp{ϕk} ⊂ K, para todo k ∈ N.ii) Para ada α ∈ Nn, Dαϕk(x) → Dαϕ(x) uniformemente em Ω.De�nição 1.3 O espaço vetorial C∞

0 (Ω) om a noção de onvergênia de�nida aima é deno-tado por D(Ω) e é hamado por espaços das funções testes.De�nição 1.4 Uma distribuição sobre Ω é um funional linear de�nido em D(Ω) e ontínuo



16em relação a noção de onvergênia de�nida em D(Ω). O onjunto de todas as distribuiçõessobre Ω é denotado por D ′(Ω).Desse modo, D ′(Ω) = {D(Ω) → K; T é linear e ontínuo}. Observamos que D ′(Ω) éum espaço vetorial sobre K. Se T ∈ D ′(Ω) e ϕ ∈ D(Ω) denotamos por 〈T, ϕ〉 o valor de Tapliado ao elemento ϕ.Convergênia em D ′(Ω)De�nição 1.5 Dizemos que Tk → T em D ′(Ω) se 〈Tk, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉, para toda ϕ ∈ D(Ω).De�nição 1.6 Sejam T ∈ D
′(Ω) e α ∈ N

n um multi-índie. A derivada distribuional deordem α de T é a distribuição DαT de�nida por:
〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ∀ ϕ ∈ D(Ω).1.4 Espaços de SobolevA seguir enuniaremos alguns dos prinipais resultados sobre espaços de Sobolev queserão úteis no desenvolvimento do trabalho.1.4.1 Os Espaços Lp(Ω)De�nição 1.7 Denotamos por Lp(Ω), 1 6 p < ∞, o espaço vetorial das (lasses de) funçõesmensuráveis à Lebesgue u : Ω → K tais que x → |u(x)|p é integrável em Ω, no sentido deLebesgue. A norma de u ∈ Lp(Ω) é dada por:

||u||Lp(Ω) =

(∫

Ω

|u(x)|pdx
)1/p

.No aso p = ∞, denotamos por L∞(Ω) o espaço vetorial das (lasses de) funções u : Ω −→ Kmensuráveis à Lebesgue e essenialmente limitadas em Ω, isto é, existe C > 0 tal que
|u(x)| 6 C q.s. em Ω.Cada onstante C é denominada majorante essenial de |u| e a norma de u ∈ L∞(Ω) é de�nidapor:

||u||L∞(Ω) = inf
x∈Ω

{C; |u(x)| 6 C q.s. em Ω} = sup
x∈Ω

ess|u(x)|.Sendo ||u||L∞(Ω) um dos majorantes esseniais de |u|, segue da de�nição que
|u(x)| 6 ||u||L∞(Ω), q.s. em Ω.



17Teorema 1.1 Os espaços Lp(Ω), om 1 6 p 6 ∞ são espaços de Banah.Demonstração: Ver [6℄.Observação 1.1 No aso em que p = 2 o espaço L2(Ω) é um espaço de Hilbert, uja norma eproduto interno serão denotados e de�nidos, respetivamente, por:
||u|| =

(∫

Ω

|u(x)|2dx
)1/2 e (u, v) =

∫

Ω

u(x)v(x)dx.Na teoria dos espaços Lp ressaltamos três desigualdades básias:Desigualdade de Young: Seja 1 < p <∞ e q o expoente onjugado de p, isto é, 1
p
+

1

q
= 1.Se a, b ∈ R são não negativos, então:

ab 6
ap

p
+
bq

q
.Desigualdade de Hölder: Sejam 1 6 p 6 ∞ e q o expoente onjugado de p. Se u ∈ Lp(Ω) e

u ∈ Lq(Ω) então:
uv ∈ L1(Ω) e ||uv||L1(Ω) 6 ||u||Lp(Ω)||v||Lq(Ω).Desigualdade de Minkowski: Se u e v ∈ Lp(Ω), 1 6 p 6 ∞, então:

||u+ v||Lp(Ω 6 ||u||Lp(Ω) + ||v||Lp(Ω).A demostrações destas desigualdades podem ser enontradas em [16℄.De�nição 1.8 Sejam X e Y dois espaços vetoriais om X ⊂ Y . Dizemos que X está imersoontinuamente em Y quando a apliação inlusão i : X → Y de�nida por i(x) = x, x ∈ X forontínua.Observação 1.2 Usaremos a notação X →֒ Y para designar que o espaço X está imersoontinuamente em Y .Teorema 1.2 Se 1 6 p 6 ∞ então e valem as seguintes adeias de injeções ontínuas e densas
D(Ω) →֒ Lp(Ω) →֒ L1lo(Ω) →֒ D

′(Ω).Demonstração: Ver [7℄.1.4.2 Os Espaços Wm,p(Ω), Wm,p
0 (Ω) e W−m,p(Ω)As demonstrações dos resultados dessa subseção podem ser enontrados em [1℄, [7℄, [13℄ou [17℄.



18De�nição 1.9 Sejam m ∈ N e 1 6 p 6 ∞ . Indiaremos por Wm,p(Ω) o onjunto de todasfunções u ∈ Lp(Ω), tais que para todo |α| 6 m, Dαu pertene a Lp(Ω), sendo Dαu a derivadadistribuional de u. Wm,p(Ω) é hamado de Espaço de Sobolev de ordem m relativo ao espaço
Lp(Ω).Simboliamente,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), |α| 6 m}.Para ada u ∈ Wm,p(Ω) tem-se que
||u||m,p =


∑

|α|6m

||Dαu||pLp(Ω)




1/p

=


∑

|α|6m

∫

Ω

|(Dαu)(x)|pdx




1/p

, se 1 6 p <∞e
||u||m,∞ =

∑

|α|6m

||Dαu||L∞(Ω), se p = ∞de�nem uma norma em Wm,p(Ω).Observação 1.31. (Wm,p(Ω), ||.||m,p) é um espaço de Banah.2. Quando p = 2 o espaço de Sobolev Wm,2(Ω) é um espaço de Hilbert separável, ontinuamenteimerso em L2(Ω), e denotado por Hm(Ω). Em símbolos, temos:
Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω);Dαu ∈ L2(Ω), ∀α, |α| 6 m}om a norma e produto interno dados respetivamente por

||u||Hm(Ω) =


∑

|α|6m

∫

Ω

|(Dαu)(x)|2dx




1/2

e
(u, v)Hm(Ω) =

∑

|α|6m

∫

Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx, u, v ∈ Wm,2(Ω).3. O espaço Wm,p(Ω) é re�exivo, se 1 < p <∞ e separável quando 1 6 p <∞.4. No aso partiular em que m = 0, temos H0(Ω) = L2(Ω).Proposição 1.1 Se n, s ∈ N ∪ {0} tais que n < s então Hs(Ω) é denso em Hn(Ω) e vale
Hs(Ω) →֒ Hn(Ω).De�nição 1.10 De�nimos o espaço Wm,p

0 (Ω) omo sendo o feho de C∞
0 em Wm,p(Ω).



19Observação 1.41. Quando p = 2, esreve-se Hm
0 (Ω) em lugar de Wm,p

0 (Ω).2. Se Wm,p
0 (Ω) = Wm,p(Ω) o omplemento de Ω em Rn possui medida de Lebesgue igual a zero.3. Vale que Wm,p

0 (Rn) = Wm,p(Rn).4. A apliação I −∆ : H2(Rn) → L2(Rn) é um isomor�smo isométrio.De�nição 1.11 Suponha que 1 6 p < ∞ e q > 1 são tais que 1

p
+

1

q
= 1. Representa-se por

W−m,q(Ω) o dual topológio de Wm,p
0 (Ω).O dual topológio de Hm

0 (Ω) é representado por H−m(Ω).Proposição 1.2 Se 1 6 p 6 ∞ então valem as seguintes adeias de injeções ontínuas edensas
D(Ω) →֒W

m,p
0 (Ω) →֒ D

′(Ω).Proposição 1.3 (Fórmulas de Green) Seja Ω ⊆ Rn um aberto limitado om fronteira delasse C2. Então valem as seguintes fórmulas:
∫

Ω

v(x)∆u(x)dx = −
∫

Ω

∇v(x).∇u(x)dx v ∈ H1
0 (Ω), u ∈ H2(Ω) (1.2)e

∫

Ω

v(x)∆u(x)dx =

∫

Ω

∆v(x)u(x)dx u, v ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω). (1.3)

Corolário 1.1 Se u ∈ H2(Rn) e v ∈ H1(Rn) então valem fórmulas similares a (1.2) e (1.3),isto é, valem as identidades:
∫

Rn

v(x)∆u(x)dx = −
∫

Rn

∇v(x).∇u(x)dx (1.4)e
∫

Rn

v(x)∆u(x)dx =

∫

Rn

∆v(x)u(x)dx. (1.5)Demonstração: Da proposição 1.2 sabemos que existem sequênias ϕν e ψν ∈ D(Rn) taisque
ϕν → u em H2(Rn) (1.6)



20e
ψν → v em H1(Rn). (1.7)Seja R > 0 tal que Supp(ϕν) ∪ Supp(ψν) ⊂ BR(0). Em BR(0) usando a proposição1.3 vale a fórmula

∫

BR(0)

ψν∆ϕνdx = −
∫

BR(0)

∇ψν .∇ϕνdx.Segue daí que
∫

Rn

ψν∆ϕνdx = −
∫

Rn

∇ψν∇ϕνdxe
lim

ν→+∞

(∫

Rn

ψν∆ϕνdx

)
= − lim

ν→+∞

(∫

Rn

∇ψν∇ϕνdx

)
. (1.8)Utilizando a desigualdade de Hölder obtemos:

∣∣∣∣
∫

Rn

ψν∆ϕνdx−
∫

Rn

v∆udx

∣∣∣∣ 6

∫

Rn

|ψν∆ϕν − v∆u|dx

6

∫

Rn

|ψν | |∆ϕν −∆u|dx+

∫

Rn

|∆u| |ψν − v|dx

6

(∫

Rn

|ψν |2dx
)1/2 (∫

Rn

|∆ϕν −∆u|2dx
)1/2

+

(∫

Rn

|∆u|2dx
)1/2(∫

Rn

|ψν − v|2dx
)1/2

.Da desigualdade aima e de (1.6) e (1.7) onluímos que
lim

ν→+∞

∫

Rn

ψν∆ϕνdx =

∫

Rn

v∆udx.De forma análoga, prova-se que
lim

ν→+∞

∫

Rn

∇ψν∇ϕνdx =

∫

Rn

∇v∇udx.De (1.8) e das duas últimas identidades segue a fórmula (1.4).Utilizando um raioínio similar ao utilizado na demonstração da identidade (1.4) prova-se a identidade (1.5).



211.4.3 Os Espaços Hs(Rn), s ∈ RNessa subseção daremos uma de�nição para os espaços de Sobolev Hs(Rn), s ∈ R.De�nição 1.12 Uma função f de�nida em R
n é dita ser rapidamente deresente no in�nitose f é in�nitamente difereniável e

pk(f) = sup
|α|6k

sup
x∈Rn

(1 + |x|2)k|(Dαf)(x)| <∞, ∀k ∈ N.Denotamos por S(Rn) o espaço das funções rapidamente deresentes no in�nito. Fa-ilmente veri�a-se que S(Rn) é um espaço vetorial om as operações de soma e produto poresalar de funções usuais.No espaço vetorial S(Rn), de�nimos a seguinte noção de onvergênia: uma sequên-ia {fv}v∈N de funções de S(Rn) onverge para zero, quando para todo k ∈ N a sequênia
{pk(fv)}v∈N onverge para zero em R. A sequênia {fv}v∈N onverge para f em S(Rn) se
{pk(fv − f)}v∈N onverge para zero em R para todo k ∈ R.As formas lineares de�nidas em S(Rn), ontínuas no sentido da onvergênia de�nida em
S(Rn) são denominadas distribuições temperadas. O espaço vetorial de todas as distribuiçõestemperadas om a onvergênia pontual de sequênias será representado por S ′(Rn).De�nição 1.13 Se f ∈ S(Rn) ou f ∈ L1(Rn), então a Transfomada de Fourier de f é dadapor

Ff = f̂(ξ) =
1

(2π)
n
2

∫

Rn

e−ixξf(x)dx.Observemos que F está bem de�nida pois
∫

Rn

e−ixξf(x)dx 6

∫

Rn

|e−ixξf(x)|dx 6

∫

Rn

|f(x)|dx < +∞.O funional F̃f = f∨(x) =
1

(2π)
n
2

∫

Rn

eixξf(ξ) dξ é onheido omo a Transformadainversa de Fourier de F .Dada uma distribuição temperada T , de�ne-se sua Transformada de Fourier do seguintemodo
〈FT, ϕ〉 = 〈T,Fϕ〉 ∀ ϕ ∈ S(Rn)〈
F̃T, ϕ

〉
=
〈
T, F̃ϕ

〉
∀ ϕ ∈ S(Rn)As demonstrações dos resultados abaixo podem ser enontradas em [10℄, [24℄ e [25℄.Proposição 1.4 Prova-se que S(Rn) →֒ L2(Rn).



22Proposição 1.5 (Linearidade) Se T e S forem distribuições temperadas então
F [αT + βS] = αF [T ] + βF [S] α, β ∈ R.Proposição 1.6 Mostra-se que F : S ′(Rn) → S ′(Rn) e F̃ : S ′(Rn) → S ′(Rn) são isomor�smosontínuos sendo F−1 = F̃ .Proposição 1.7 Se T ∈ S ′(Rn) então vale

F(Dαf) = i|α|xαFTe
Dα(FT ) = F((−i)αxαT ).Usando os resultados anteriores, prova-se que a apliação
F : L2(Rn) → L2(Rn)é um isomor�smo isométrio. Vejamos isso no teorema abaixo:Teorema 1.3 (Teorema de Planherel) As apliações F : L2(Rn) → L2(Rn) e F̃ :

L2(Rn) → L2(Rn) são isomor�smos tais que
(Fu,Fv) = (u, v) = (F̃u, F̃v).

Corolário 1.2 Para toda função f ∈ L2(Rn) tem-se ||f || = ||f̂ ||.Demonstração: De fato, temos
∫

Rn

|f |2 dx =

∫

Rn

f f dx

=

∫

Rn

F̃(F(f)) f dx

=

∫

Rn

F(f)F̃(f) dx

=

∫

Rn

F(f)F(f) dxde onde segue o resultado.Proposição 1.8 O espaço Hm(Rn), m ∈ N, oinide om o onjunto
{u ∈ S ′(Rn); Jm(ξ).û ∈ L2(Rn)}



23onde Jm é a função dada por Jm(ξ) = (1 + ||ξ||2)m
2 , ξ ∈ R

n. Além disso, a função |||.|||m :

Hm(Rn) → R+ de�nida por
|||.|||m = ||Jm(ξ).û||L2(Rn) =

(∫

Rn

(1 + ||ξ||2)m
2 |û(ξ)|2dx

)1/2

.é uma norma equivalente à norma de Sobolev ||u||m dada em L2(Rn)A proposição anterior motiva a seguinte de�nição:De�nição 1.14 Para s ∈ R+, indiamos por Hs(Rn) o onjunto
{u ∈ S ′(Rn); Js(ξ).û ∈ L2(Rn)}onde Js(ξ) = (1 + ||ξ||2) s

2 , ξ ∈ R
n.Proposição 1.9 Hs(Rn) é um espaço de Hilbert om o produto interno dado por

(u, v)Hs(Rn) = (Js(ξ)û, Js(ξ)v̂)L2(Rn).1.5 Operadores ElíptiosDe�nição 1.15 Um operador diferenial de ordem 2m,m ∈ N, da forma
Lu =

∑

|α|6m

Cα(x)D
2αu, x ∈ Ωé hamado operador elíptio se existe uma onstante C > 0, tal que

∑

|α|6m

Cα(x)ξ
2α

> C|ξ|2mpara todo ξ ∈ Rn e para todo x ∈ Ω.Teorema 1.4 (Teorema da Regularidade Elíptia) Sejam L um operador diferenialelíptio de ordem 2m, m ∈ R, de�nido em um aberto Ω do R
n e u ∈ D

′(Ω). Se u é solu-ção de Lu = f , no sentido das distribuições, om f ∈ L2(Ω) então u ∈ H2m(Ω).Demonstração: Ver [2℄.1.6 Operadores Lineares e LimitadosDe�nição 1.16 Sejam X e Y espaços de Banah. Um operador linear é uma apliação linear
A : D(A) ⊂ X → Y om D(A) o domínio do operador A. Diz-se que o operador linear é



24limitado se existe uma onstante C > 0 tal que
||Au||Y 6 C||u||X, ∀u ∈ D(A).Neste aso, se o domínio de A é denso em X então A pode ser estendido a todo X(omoé demonstrado em [14℄ pg 100).Representa-se por B(X, Y ) a família dos operadores lineares limitados de X em Y . Afunção real ||.||B(X,Y ) de�nida por

||A||B(X,Y ) = sup
x∈X:||x||X61

||Ax||Y <∞,é uma norma sobre B(X, Y ). Sabemos da teoria de análise funional (ver [14℄) que B(X, Y ) éum espaço de Banah. B(X) representa os operadores lineares limitados de X em X .1.7 O Teorema de Lax-MilgramDe�nição 1.17 Seja H um espaço de Hibert real. Um funional a : H × H → R é hamadouma forma bilinear se a(., v) é linear para ada v ∈ H e a(u, .) é linear para ada u ∈ H.De�nição 1.18 i)Diz-se que uma forma bilinear a(., .) : H × H → R é ontínua se existe
C > 0 tal que

|a(u, v)| 6 C||u||H ||v||H, para todo u, v ∈ H.ii) Uma forma bilinear a(., .) : H ×H → R é dita oeriva se existe K > 0 tal que
a(u, u) > K||u||2H, para todo u ∈ H.Teorema 1.5 (Lax-Milgram) Seja H um espaço de Hilbert e seja a(u, v) uma forma bilinearontínua e oeriva sobre H . Seja f ∈ H ′ (espaço dos operadores lineares e limitados sobre H).Então, existe únio u ∈ H tal que
a(u, v) = f(v), para todo v ∈ H.

Demonstração: Ver [6℄.A seguir, relaionaremos alguns tópios da teoria de semigrupos que serão utilizados noapítulo 2 desse trabalho.



251.8 Semigrupos de operadores linearesNesta seção apresentaremos a de�nição de semigrupos de lasse C0 e algumas proprieda-des dos semigrupos de lasse C0 em um espaço BanahX . Esses resultados e suas demonstraçõespodem ser vistas em [12℄ e [22℄.De�nição 1.19 Seja X um espaço de Banah e B(X) a álgebra dos operadores lineares limi-tados de X. Diz-se que uma apliação S : R+ → B(X) ou a família {S(t)}t>0 é um semigrupode operadores lineares limitados sobre X se:I) S(0) = I, onde I é o operador identidade de B(X);II)S(t+ s) = S(t)S(s) ∀t, s ∈ R+.Além disso, diz-se que o semigrupo {S(t)}t>0 é de lasse C0 seIII) lim
t→0+

||(S(t)− I)x||X = 0, ∀x ∈ X.Um exemplo de semigrupo de lasse C0 é a função exponenial S(t) = eAt que pode serde�nida quando A for um operador linear e limitado de um espaço de Banah X . No aso emque A é um operador linear não limitado, om propriedades adequadas, pode-se também de�nir
eAt. Isso é feito pela teoria de semigrupos ([12℄ e [22℄).No que segue, até o �nal desta seção, X representará um espaço de Banah.Proposição 1.10 Se {S(t)}t>0 é um semigrupo de lasse C0 sobre X, então ||S(t)||X é umafunção limitada em todo intervalo limitado [0, T ].Proposição 1.11 Todo semigrupo de lasse C0 sobre X é fortemente ontínuo em R+, ou seja,se t ∈ R

+ então
lim
s→t

S(x) = S(t)x, ∀x ∈ X.De�nição 1.20 Se ||S(t)||X 6 1, ∀t > 0, {S(t)}t>0 é dito semigrupo de ontrações sobre X.De�nição 1.21 Considere o onjunto
D(A) = {x ∈ X ; lim

h→0+

S(h)− I

h
x existe}.O operador A : D(A) ⊂ X −→ X de�nido por

Ax = lim
h→0+

S(h)− I

h
xé dito o gerador in�nitesimal do semigrupo {S(t)}t>0 sobre X .A próxima proposição é muito importante no estudo dos semigrupos de lasse C0 sobre

X . Ela trata da difereniabilidade assoiada a seu gerador in�nitesimal.



26Proposição 1.12 Seja {S(t)}t>0 um semigrupo de lasse C0 sobre X e A seu geradorin�nitesimal.i) Se x ∈ D(A), então
S(t)x ∈ D(A), ∀t > 0 e d

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.ii) Se x ∈ D(A), então

S(t)x− S(s)x =

∫ t

s

AS(τ)xdτ =

∫ t

s

S(τ)Axdτ.iii) Se x ∈ X e t ∈ R om t > 0, então
lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

S(τ)xd(τ) = S(t)x.iv) Se x ∈ X, então
∫ t

0

S(τ)xdτ ∈ D(A) e S(t)x− x = A

∫ t

0

S(τ)xdτ.Observação 1.5 Notamos que o item (i) da proposição (1.12) diz que se x ∈ D(A) então afunção u(t) = S(t)x é solução do problema de Cauhy




d

dt
u = Au, t > 0

u(0) = x
(1.9)om u ∈ C1((0,∞);X) ∩ C((0,∞);D(A)).Assim, uma das maneiras de determinar uma solução de um problema do tipo (1.9) emalgum espaço de Banah X , é veri�ar se A é gerador de algum semigrupo de lasse C0 sobre

X .Proposição 1.13 i) O gerador in�nitesimal de um semigrupo de lasse C0 sobre X é umoperador linear fehado e seu domínio é denso em X .ii) Um operador linear A sobre X, fehado e om domínio denso em X, é o gerador in�nitesimalde, no máximo, um semigrupo de lasse C0 sobre X.1.9 Teorema de Lumer-PhillipsNesta seção vamos enuniar o teorema de Lumer-Phillips, o qual arateriza geradoresde semigrupos de ontrações lasse C0 sobre um espaço de Banah X .Antes de apresentar tal teorema, preisamos de alguns resultados preliminares, omo os



27que seguem. Nas seguintes de�nições e resultados, a menos que seja menionado o ontrárioonsideraremos X um espaço de Banah, e X ′ o dual de X .Notação: Seja A um operador linear sobre X. O operador linear λI − A om λ ∈ C serádenotado por λ − A, por simpliidade de esrita. Também Im(λ − A) denotará a imagem de
λ−A.Observação 1.6 Para failitar a linguagem, usaremos a expressão A ∈ G(M,ω) para indiarque A é gerador de um semigrupo de operadores lineares limitados de lasse C0 sobre X, digamos
{S(t)}t>0, que satisfaz a ondição ||S(t)||X 6Meωt, t > 0.De�nição 1.22 Para ada x ∈ X, de�nimos o onjunto dualidade J(x) ⊂ X ′ por

J(x) = {x′ ∈ X ′; 〈x, x′〉 = ||x||2X = ||x′||2X}.Pelo Teorema de Hahn-Banah (ver [6℄ pg 3), J(x) 6= ∅, ∀x ∈ X .De�nição 1.23 Uma apliação dualidade é uma apliação j : X −→ X ′ tal que j(x) ∈
J(x), ∀x ∈ X. Pela de�nição de j, imediatamente vê-se que ||j(x)||X = ||x||X .De�nição 1.24 Diz-se que um operador linear A : D(A) ⊂ X −→ X é dissipativo sobre X se,para alguma apliação dualidade j,

Re 〈Ax, j(x)〉 6 0, ∀x ∈ D(A).

Teorema 1.6 (Lumer-Phillips) Seja X um espaço de Banah e A : D(A) ⊂ X → X umoperador linear. Se A ∈ G(1, 0) entãoi) A é dissipativo para qualquer apliação dualidade eii) Im(λ− A) = X, λ > 0.Reiproamente, seiii) D(A) é denso em X;iv) A é dissipativo para alguma apliação dualidade ev) Im(λ0 −A) = X, para algum λ0 > 0,então A ∈ G(1, 0).Demonstração: Ver [12℄ ou [22℄.



281.10 Problema Semi linear AbstratoNessa seção onsideraremos o problema de valor iniial
{
ut(t) + Au(t) = F (u(t)); t > 0

u(0) = u0
(1.10)onde −A (om domínio D(A)) é gerador in�nitesimal de um semigrupo de lasse C0, {S(t)}t>0sobre um espaço de Banah X , F é uma apliação não linear e u0 é um valor iniial dado.Observamos que fazendo onsiderações adequadas sobre F podem-se obter resultadosde existênia de solução para o problema de valor iniial (1.10). Para maiores eslareimentossobre esse assunto onsultar [22℄.Com propósito de obter solução global para o modelo (3) onsideraremos o aso em que

F : D(A) → D(A) é loalmente lipshitz ontínua de aordo om a de�nição abaixo;De�nição 1.25 Seja X um espaço vetorial normado e F : D(A) → D(A). Dizemos que Fé loalmente Lipshitz ontínua sobre onjuntos limitados, se para ada onstante positiva Mexiste uma onstante positiva LM = L(M) tal que




||F (u)− F (v)||X + ||A(F (u)− F (v))||X 6 LM (||v − u||X + ||Au− Av||X)
para todo u, v ∈ D(A),

tal que ||u||X + ||Au||X 6 M e ||v||X + ||Av||X 6M.

(1.11)Com as onsiderações anteriores temos que vale o seguinte resultado uja demosntraçãopode se enontrada em [22℄.Teorema 1.7 Seja F : D(A) → D(A) satisfazendo a ondição (1.11). Para todo u0 ∈ D(A),existe um Tmax 6 +∞ e uma únia solução u de (1.10) tal que
u ∈ C1([0, Tmax);X) ∩ C([0, Tmax);D(A)).Além disso temos que valem as seguintes alternativas:

i)Tmax = +∞ ou

ii)Tmax < +∞ e lim
t→Tmax

(||u(t)||X + ||Au(t)||X) = +∞.



Capítulo 2
EXISTÊNCIA E UNICIDADE DESOLUÇ�O PARA O MODELO (3)

Neste apítulo será obtido existênia e uniidade de solução global para o problema deCauhy (3), desrito por




utt +∆2u+ u−M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
∆u− θ +∆θ = 0 em Rn × (0,+∞)

θt + θ −∆θ + ut −∆ut = 0 em Rn × (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θ0(x) em R
nonde M(., .) é uma função real não deresente que satisfaz as ondições (2), isto é, M ∈

C1(R+) e M(s),M ′(s) > 0, ∀s > 0.Este apítulo é omposto por duas seções. Na seção 2.1 mostraremos a existênia euniidade de solução loal do modelo termoelástio aima. Para isso utilizaremos a teoria desemigrupos juntamente om os teoremas 1.4 e 1.5.Na seção 2.2, usaremos estimativas a priori para prolongar a solução loal ao intervalo
[0,+∞) e o lema de Gronwall para obter a uniidade da solução global.Observe que no modelo (3), para efeito da demonstração da existênia e uniidade desolução global nos espaços funionais naturais, não é neessário inluir os termos u, −θ, θ e ut,porém o resultado prinipal desse trabalho (apítulo 3) é o omportamento assintótio e nesseaso esses termos terão um papel importante nos funionais de Lyapunov que iremos onstruir.É laro que poderíamos inluir oe�ientes (positivos) em todos os termos do modelo,porém isso não altera em nada nosso resultado.Antes de iniiar a demonstrações dos resultados de�niremos o que entendemos por so-lução.



30De�nição 2.1 Dizemos que {u, θ} é solução forte de (3) se está na lasse
{u, θ} ∈ C([0,+∞);H4(Rn)×H2(Rn)) ∩ C1([0,+∞);H2(Rn)× L2(Rn)),e satisfaz o modelo (3) quase sempre (q.s).2.1 Existênia e uniidade de solução loalIniialmente fazendo a mudança de variável ut = v podemos esrever o modelo (3) omoum sistema de primeira ordem em t;





ut = v

vt = (−∆2 − I)u+ a(t)∆u + (I −∆)θ

θt = (∆− I)θ + (∆− I)vonde a(t) =M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
.Notemos que o sistema aima pode ser representado pelo seguinte modelo de primeiraordem dado por

d

dt
U = AU + ÑU (2.1)onde U(t) =  u(t)

v(t)

θ(t)


, Ñ =




0 0 0

N 0 0

0 0 0


 om N dada por

N(u) = a(t)∆u e A =




0 I 0

−∆2 − I 0 I −∆

0 ∆− I ∆− I


.Introduziremos agora o espaço de Hilbert H = H2(Rn) × L2(Rn) × L2(Rn) om oseguinte produto interno






u

v

θ


 ,



ũ

ṽ

θ̃







H

= (u, ũ)H2 + (v, ṽ) + (θ, θ̃).sendo (u, v, θ), (ũ, ṽ, θ̃) ∈ H.O teorema 1.4 da regularidade elíptia garante que o domínio natural de A é dado por:
D(A) = H4(Rn)×H2(Rn)×H2(Rn).



31Com as notações aima, provaremos o seguinte resultado que será de fundamental im-portânia para a obtenção de existênia de solução de (3).Teorema 2.1 A parte linear de (2.1), d

dt
U = AU , om A dado anteriormente, é governadapor um semigrupo de ontrações de lasse C0 sobre H.Demonstração: De aordo om o teorema Lumer-Phillips 1.6 é su�iente provar que

D(A) é denso em H e A é um operador m-dissipativo sobre H. Neste aso vamos onsiderar
λ0 = 1. A seguir provaremos esses fatos.(i) D(A) é denso em H.De fato, para mostrarmos a densidade entre espaços artesianos basta mostrar que asrespetivas omponentes dos espaços são densas, ou seja, devemos mostrar a densidade doespaço H4(Rn) em H2(Rn) e a densidade do espaço H2(Rn) em L2(Rn) mas isto é imediatograças a proposição 1.1.(ii) Re(AU,U)H 6 0, ∀U ∈ D(A).Seja [u, v, θ] ∈ D(A), temos

Re(AU,U)H =







v

−∆2u− u+ θ −∆θ

∆v − v +∆θ − θ


 ,



u

v

θ







H

= (v, u)H2 + (−∆2u− u+ θ −∆θ, v) + (∆v − v +∆θ − θ, θ)

= (v, u) + (∆v,∆u)− (∆2u, v)− (u, v) + (θ, v)− (∆θ, v)

+ (∆v, θ)− (v, θ) + (∆θ, θ)− (θ, θ)

= (v, u) + (∆v,∆u)− (∆u,∆v)− (u, v) + (θ, v)− (∆θ, v)

+ (∆v, θ)− (v, θ)− (∇θ,∇θ)− (θ, θ)

= −(∇θ,∇θ)− (θ, θ)

= −||∇θ||2 − ||θ||2 6 0provando que A é um operador dissipativo sobre H. Falta mostrar que dado [f, g, h] ∈ H,existe um elemento [u, v, θ] ∈ D(A) tal que
(I − A)



u

v

θ


 =



f

g

h


 . (2.2)



32A equação (2.2) implia que


u

v

θ


−




v

−∆2u− u+ θ −∆θ

∆v − v +∆θ − θ


 =



f

g

h


 .

Desta igualdade onluímos que




u− v = f

v +∆2u+ u− θ +∆θ = g

θ −∆v + v −∆θ + θ = h.Substituindo v = u− f na segunda e tereira equação do sistema aima, obtemos
{

2u+∆2u− θ +∆θ = g + f

2θ + u−∆θ −∆u = h+ f −∆f.
(2.3)Assim, resolver (2.2) é equivalente resolver o sistema (2.3), que será resolvido apliandoo teorema de Lax-Milgran 1.5.A seguir faremos alguns álulos formais que nos darão uma idéia de omo onstruir oselementos neessários para a utilização de tal teorema.Multipliando a primeira equação de (2.3) por ϕ ∈ C∞

0 (Rn), a segunda por ψ ∈ C∞
0 (Rn),e integrando (formalmente) em Rn temos:





∫

Rn

(2uϕ+∆2uϕ− θϕ+∆θϕ)dx =

∫

Rn

(g + f)ϕdx

∫

Rn

(2θψ + uψ −∆θψ −∆uψ)dx =

∫

Rn

(f −∆f + h)ψdxou ainda




2

∫

Rn

uϕdx+

∫

Rn

∆u∆ϕdx−
∫

Rn

θϕdx+

∫

Rn

θ∆ϕdx =

∫

Rn

(g + f)ϕdx

2

∫

Rn

θψdx+

∫

Rn

uψdx−
∫

Rn

∆uψdx+

∫

Rn

∇θ.∇ψdx

=

∫

Rn

(f −∆f)ψdx+

∫

Rn

hψdx.

(2.4)
Baseados nos álulos formais aima, de�nimos a forma bilinear sobre o espaço de Hilbert

H2 ×H1

a : [H2 ×H1]2 → R



33dada por
a

([
u

v

]
,

[
ϕ

ψ

])
= 2(u, ϕ) + (∆u,∆ϕ)− (θ, ϕ) + (θ,∆ϕ)

+ 2(θ, ψ) + (u, ψ)− (∆u, ψ) + (∇θ,∇ψ)e a forma linear
T : H2 ×H1 → R

[ϕ, ψ] 7−→ T ([ϕ, ψ])om
T ([ϕ, ψ]) =

∫

Rn

(g + f)ϕdx+

∫

Rn

(f −∆f)ψdx+

∫

Rn

hψdx.Imediatamente veri�amos que o sistema (2.4) pode ser esrito omo
a

([
u

θ

]
,

[
ϕ

ψ

])
= T ([ϕ, ψ]).Agora vamos veri�ar algumas propriedades de a(., .) e T (., .) que nos possibilitarãoutilizar o teorema 1.5. Iniialmente a�rmamos que a(., .) é ontínua e oeriva.De fato, usando a desigualdade de Hölder,

∣∣∣∣∣a
([

u

θ

]
,

[
ϕ

ψ

])∣∣∣∣∣ 6 2|(u, ϕ)|+ |(∆u,∆ϕ)|+ |(θ, ϕ)|+ |(θ,∆ϕ)|

+ 2|(θ, ψ)|+ |(u, ψ)|+ |(∆u, ψ)|+ |(∇θ,∇ψ)|
6 2||u|| ||ϕ||+ ||∆u|| ||∆ϕ||+ ||θ|| ||ϕ||+ ||θ|| ||∆ϕ||
+ 2||θ|| ||ψ||+ ||u|| ||ψ||+ ||∆u|| ||ψ||+ ||∇θ|| ||∇ψ||
6 2(||u||+ ||∆u||+ ||θ||+ ||∇θ||)(||ϕ||+ ||∆ϕ||
+ ||ψ||+ ||∇ψ||)
6 8(||u||H2 + ||θ||H1)(||ϕ||H2 + ||ψ||H1).Logo a(., .) é ontínua.



34Além disso para todo [u, θ] ∈ H2 ×H1 tem-se
a

([
u

θ

]
,

[
u

θ

])
= 2(u, u) + (∆u,∆u)− (θ, u) + (θ,∆u)

+ 2(θ, θ) + (u, θ)− (∆u, θ) + (∇θ,∇θ)
> (u, u) + (∆u,∆u) + (θ, θ) + (∇θ,∇θ)
= ||u||2 + ||∆u||2 + ||θ||2 + ||∇θ||2

= ||u||2H2 + ||θ||2H1,provando que a(., .) é oeriva.Consideramos agora a forma linear T .Temos que para todo [ϕ, ψ] ∈ H2 × H1 a formalinear T satisfaz
|T ([ϕ, ψ])| 6

∣∣∣∣
∫

Rn

(g + f)ϕdx

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫

Rn

(f −∆f)ψdx

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫

Rn

hψdx

∣∣∣∣
6 ||f + g|| ||ϕ||+ (||f ||+ ||∆f ||+ ||h||) ||ψ||
6 2C(||ϕ||+ ||ψ||)
6 2C(||ϕ||H2 + ||ψ||H1)onde C = max{||f + g||, ||f ||+ ||∆f || + ||h||}, já que f ∈ H2, g ∈ L2, h ∈ L2. Com isso T éontínua em H2 ×H1 e dai garantimos que T ∈ (H2 ×H1)′.Como a(., .) : (H2 × H1)2 → R é ontínua e oeriva e T ∈ (H2 × H1)′ o teorema deLax-Milgran garante que existe um únio [u, θ] ∈ H2 ×H1 que é solução de:

a

([
u

θ

]
,

[
ϕ

ψ

])
= (f + g, ϕ) + (f, ψ)− (∆f, ψ) + (h, ψ) (2.5)para todo [ϕ, ψ] ∈ H2 ×H1.Tomando ϕ = 0 em (2.5) temos

2(θ, ψ) + (u, ψ)− (∆u, ψ) + (∇θ,∇ψ) = (f, ψ)− (∆f, ψ) + (h, ψ) ∀ψ ∈ H1assim
(2θ −∆θ, ψ) = (f −∆f + h− u+∆u, ψ) ∀ψ ∈ H1o que implia, em partiular, que θ é solução da equação
2θ −∆θ = f −∆f + h− u+∆u em D

′

(Rn).Visto que ∆θ = 2θ − f +∆f − h + u−∆u ∈ L2(Rn), a apliação do teorema 1.4 da



35regularidade elíptia garante que θ ∈ H2(Rn).Agora se, ψ = 0 em (2.5), temos
2(u, ϕ) + (∆u,∆ϕ)− (θ, ϕ) + (θ,∆ϕ) = (f + g, ϕ) ∀ϕ ∈ H2.Assim

(2u+∆2u, ϕ) = (f + g + θ −∆θ, ϕ) , ∀ϕ ∈ H2o que implia que u é solução da equação
2u+∆2u = f + g + θ −∆θ em D

′

(Rn).Daí ∆2u = −2u+ f + g + θ −∆θ ∈ L2(Rn). Novamente pelo teorema da regularidadeelíptia vemos que u ∈ H4(Rn).Como v = u − f , resulta que v ∈ H2. Isto garante a existênia de um únio elementoem D(A) que veri�a (2.2). Consequentemente A é um operador m-dissipativo sobre H. Isso�naliza a demonstração do teorema 2.1.Estudaremos agora a parte não linear do modelo (3). Para isso onsideramos o seguinteresultado:Lema 2.1 Sejam N = N(u) de�nida anteriormente e M satisfazendo (2). Então a apliação
N : Hm+2(Rn) → Hm(Rn) m > 0, satisfaz a seguinte ondição.

||N(u)−N(v)||Hm 6 LC1 ||u− v||Hm+2sempre que
||u||Hm+2 6 C1 e ||v||Hm+2 6 C1, com C1 > 0 e LC1 = L(C1) > 0.

Demonstração: Usando a norma equivalente à norma de Sobolev, temos
||N(u)−N(v)||2Hm =

∫

Rn

(1 + |ξ|2)m|N̂(u)− N̂(v)|2dξonde N̂ é a transformada de Fourier de N e ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn.Utilizando a desigualdade triangular obtemos que
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|N̂(u)− N̂(v)| =

∣∣∣∣−M
(∫

Rn

|∇u|2dx
)
|ξ|2û+M

(∫

Rn

|∇v|2dx
)
|ξ|2v̂

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣−M
(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
|ξ|2û+M

(∫

Rn

|ξ|2|v̂|2dξ
)
|ξ|2v̂

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣−M
(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
|ξ|2û+M

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
|ξ|2v̂

− M

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
|ξ|2v̂ +M

(∫

Rn

|ξ|2|v̂|2dξ
)
|ξ|2v̂

∣∣∣∣

6 M

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)∣∣− |ξ|2û+ |ξ|2v̂

∣∣

+

∣∣∣∣−M
(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
+M

(∫

Rn

|ξ|2|v̂|2dξ
)∣∣∣∣ |ξ|2|v̂|

6 M

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
|ξ|2|û− v̂|

+

∣∣∣∣−M
(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
+M

(∫

Rn

|ξ|2|v̂|2dξ
)∣∣∣∣ |ξ|2|v̂|.Como por hipótese M ∈ C1(R+), o teorema do Valor Médio nos garante que existe

χ ∈ (0, C1) tal que
−M

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
+M

(∫

Rn

|ξ|2|v̂|2dξ
)

=M ′(χ)

∫

Rn

(
|ξ|2|v̂|2 − |ξ|2|û|2

)
dξ.Logo

∣∣∣∣−M
(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
+M

(∫

Rn

|ξ|2|v̂|2dξ
)∣∣∣∣ 6 max

06s6C1

|M ′(s)|
∣∣∣∣
∫

Rn

(
|ξ|2|û|2 − |ξ|2|v̂|2

)
dξ

∣∣∣∣ .Segue das estimativas anteriores que
|N̂(u)− N̂(v)| 6 M

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
|ξ|2|û− v̂|

+ max
06s6C1

|M ′(s)|
∣∣∣∣
∫

Rn

(
|ξ|2|û|2 − |ξ|2|v̂|2

)
dξ

∣∣∣∣ |ξ|2|v̂|.Utilizando a desigualdade de Hölder e a desigualdade triangular obtemos
∣∣∣∣
∫

Rn

(
|ξ|2|û|2 − |ξ|2|v̂|2

)
dξ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

Rn

(|ξ||û|+ |ξ||v̂|) (|ξ||û| − |ξ||v̂|) dξ
∣∣∣∣
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6

(∫

Rn

(|ξ||û|+ |ξ||v̂|)2dξ
)1/2(∫

Rn

(|ξ||û| − |ξ||v̂|)2dξ
)1/2

6

(∫

Rn

(|ξ||û|+ |ξ||v̂|)2dξ
)1/2(∫

Rn

|ξ|2|û− v̂|2dξ
)1/2

6

(∫

Rn

2
(
|ξ|2|û|2 + |ξ|2|v̂|2

)
dξ

)1/2(∫

Rn

(1 + |ξ|2)m+2|û− v̂|2dξ
)1/2

6
√
2

{(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)1/2

+

(∫

Rn

|ξ|2|v̂|2dξ
)1/2}

(∫

Rn

(1 + |ξ|2)m+2|û− v̂|2dξ
)1/2

6
√
2

{(∫

Rn

(1 + |ξ|2)2|û|2dξ
)1/2

+

(∫

Rn

(1 + |ξ|2)2|v̂|2dξ
)1/2}

(∫

Rn

(1 + |ξ|2)m+2|û− v̂|2dξ
)1/2

=
√
2(||u||H2 + ||v||H2)||u− v||Hm+2

6
√
2(C1 + C1)||u− v||Hm+2

= 2
√
2C1||u− v||Hm+2.Usando os fatos anteriores, vemos que

||N(u) −N(v)||2Hm =

∫

Rn

(1 + |ξ|2)m|N̂(u)− N̂(v)|2dξ

6

∫

Rn

(1 + |ξ|2)m
(
M

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
|ξ|2|û− v̂|

+ max
06s6C1

|M ′(s)|2
√
2C1||u− v||Hm+2 |ξ|2|v̂|

)2

dξ

6 2

(
max

06s6C1

M(s)

)2 ∫

Rn

(1 + |ξ|2)m|ξ|4|û− v̂|2dξ

+ 16C2
1

(
max

06s6C1

|M ′(s)|
)2

||u− v||2Hm+2

∫

Rn

(1 + |ξ|2)m|ξ|4|v̂|2dξ

6 2

(
max

06s6C1

M(s)

)2 ∫

Rn

(
1 + |ξ|2

)m+2 |û− v̂|2dξ

+ 16C2
1

(
max

06s6C1

|M ′(s)|
)2

||u− v||2Hm+2

∫

Rn

(
1 + |ξ|2

)m+2 |v̂|2dξ

= 2

(
max

06s6C1

M(s)

)2

||u− v||2Hm+2

+ 16C2
1

(
max

06s6C1

|M ′(s)|
)2

||u− v||2Hm+2 ||v||2Hm+2

6 2

(
max

06s6C1

M(s)

)2

||u− v||2Hm+2

+ 16C4
1

(
max

06s6C1

|M ′(s)|
)2

||u− v||2Hm+2 .



38Logo
||N(u)−N(v)||Hm 6

√
2

(
max

06s6C1

M(s)

)
||u− v||Hm+2

+ 4C2
1

(
max

06s6C1

|M ′(s)|
)
||u− v||Hm+2.Consideremos

C2 = max

{√
2

(
max

06s6C1

M(s)

)
, 4C2

1

(
max

06s6C1

|M ′(s)|
)}

.Segue que
||N(u)−N(v)||Hm 6 C2||u− v||Hm+2 + C2||u− v||Hm+2

= C2(1 + C2
1)||u− v||Hm+2

= LC1 ||u− v||Hm+2onde LC1 = C2(1 + C2
1 ) > 0. Isto onlui a demonstração do lema 2.1.Lema 2.2 (Solução Loal) Sejam A e Ñ de�nidas anteriormente, onde M satisfaz a ondi-ção (2). Então se {u0, u1, θ0} = Uo ∈ H4×H2×H2 existe uma únia U(t) = {u(t), ut(t), θ(t)}e Tmax > 0, tal que

U ∈ C([0, Tmax), H
4 ×H2 ×H2) ∩ C1([0, Tmax), H

2 × L2 × L2)e U(t) satisfaz (3).Demonstração: Iniialmente observamos que D(A) = H4 ×H2 ×H2. Sabemos do teorema2.1, que A é um gerador in�nitesimal de um semigrupo de ontrações, digamos {S(t)}t>0 delasse C0 em H2 × L2 × L2.Provemos que a apliação F : H4×H2×H2 → H4×H2×H2 de�nida por F (U) = ÑU ,om U(t) =




u(t)

v(t)

θ(t)


 é loalmente Lipshitiziana.Com efeito, sejam U = [u, v, θ], V = [ũ, ṽ, θ̃] ∈ H4×H2×H2 tais que ||U ||H4×H2×H2 6 C3e ||V ||H4×H2×H2 6 C3 onde C3 > 0. Então usando o lema 2.1 (om m=2) obtemos
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||F (U)− F (V )||H4×H2×H2 = ||ÑU − ÑV ||H4×H2×H2

= ||N(u)−N(ũ)||H2

6 LC3 ||u− ũ||H4

6 LC3(||u− ũ||H4 + ||ut − ũt||H2 + ||θ − θ̃||H2)

= LC3 ||U − V ||H4×H2×H2onde LC3 é uma onstante positiva.A apliação do teorema 1.7, (om X = H2×L2×L2 e D(A) = H4×H2×H2) onluia demonstração do lema 2.2.
2.2 Existênia e uniidade de solução globalTeorema 2.2 (Solução Global) Suponhamos que M satisfaz a ondição (2). Se
{u0, u1, θ0} = U0 ∈ H4 × H2 × H2, então o problema (3) admite uma únia solução forte
U = {u, ut, θ} satisfazendo

U ∈ C([0,+∞);H4 ×H2 ×H2) ∩ C1([0,+∞);H2 × L2 × L2).

Demonstração: Segue do lema 2.2 que existe um par de funções {u, θ}, om u ∈ H4, ut ∈
H2, utt ∈ L2, θ ∈ H2 e θt ∈ L2 que é solução de (3) em [0, Tmax), para algum Tmax > 0. Emoutras palavras, temos existênia loal no intervalo maximal [0, Tmax).Queremos mostrar que Tmax = +∞. Suponhamos que Tmax < +∞.Nesse aso, pelo item (ii) do teorema 1.7 devemos ter

lim
t→Tmax

(||U(t)||H4×H2×H2) = +∞. (2.6)Seja 0 6 t < Tmax. Utilizando as equações de (3) temos que
d

dt

{
1

2

∫

Rn

(u2t + |∆u|2 + u2 + θ2)dx+
1

2
M̂

(∫

Rn

|∇u|2dx
)}

= −
∫

Rn

θ2dx−
∫

Rn

|∇θ|2dxonde M̂(λ) =

∫ λ

0

M(s)ds > 0. Disto segue que
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E(t) 6 E(0) ∀t ∈ [0, Tmax)onde

E(t) =
1

2

∫

Rn

(u2t + |∆u|2 + u2 + θ2)dx+
1

2
M̂

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
.Da estimativa aima garantimos que

||u||2H2 6 2E(0), ||ut||2 6 2E(0) e ||θ||2 6 2E(0). (2.7)Apliaremos a transformada de Fourier em (3), para obter as demais estimativas.Da primeira e segunda equações do modelo (3) temos, respetivamente que
F(utt +∆2u+ u− a(t)∆u − θ +∆θ) = F(0)e

F(θt + θ −∆θ + ut −∆ut) = F(0)onde F representa a transformada de Fourier da respetiva função.Observemos que da de�nição e do orolário 1.2 vale a identidade
F(a(t)∆u) = a(t)F(∆u) =M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
|ξ|2û =M

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
|ξ|2û.Da observação aima e das duas identidades anteriores obtemos

ûtt + |ξ|4û+ û+M

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
|ξ|2û− θ̂ − |ξ|2θ̂ = 0

θ̂t + θ̂ + |ξ|2θ̂ + ût + |ξ|2ût = 0.Onde û e θ̂ são as transformadas de Fourier das funções u e θ respetivamente.Multipliando a primeira equação por ût, a segunda por θ̂ tomando a parte real e so-mando as equações resultantes temos que
Re

{
ûttût + (1 + |ξ|4)ûût + θ̂tθ̂ + (1 + |ξ|2)|θ̂|2 +M

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
|ξ|2ûût

}
= 0. (2.8)Observamos que

1

2

d

dt
{|û|2} = Re{û ût}
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d

dt

{
M

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
|ξ|2|û|2

}
= M ′

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
d

dt

{∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
}
|ξ|2|û|2

+ M

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
|ξ|2 d

dt
{|û|2}.Resulta das duas últimas identidades que

Re

{
M

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
|ξ|2ûût

}
=

1

2

d

dt

{
M

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
|ξ|2|û|2

}

− Re

{
M ′

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)(∫

Rn

|ξ|2ûût dξ
)
|ξ|2|û|2

}
.Combinando a identidade anterior e a equação (2.8), obtemos

1

2

d

dt

{
|ût|2 + (1 + |ξ|4)|û|2 + |θ̂|2 +M

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
|ξ|2|û|2

}

= Re

{
M ′

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)(∫

Rn

|ξ|2ûût dξ
)
|ξ|2|û|2 − (1 + |ξ|2)|θ̂|2

}
.Multipliando a identidade aima por |ξ|4 segue que

d

dt

{
1

2
|ξ|4

(
|ût|2 + (1 + |ξ|4)|û|2 + |θ̂|2 + µ(t)|ξ|2|û|2

)}

= η(t)

(∫

Rn

|ξ|2Re{û ût}dξ
)
|ξ|6|û|2 − |ξ|4(1 + |ξ|2)|θ̂|2 (2.9)onde

µ(t) =M

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
) e η(t) =M ′

(∫

Rn

|ξ|2|û|2dξ
)
.Consideramos o funional dado por

ζ(ξ, t) =
1

2
|ξ|4

(
|ût|2 + (1 + |ξ|4)|û|2 + |θ̂|2 + µ(t)|ξ|2|û|2

)
.Provemos que o funional aima é limitado.A�rmação 2.1 ζ(ξ, t) 6 ζ(ξ, 0)eKTmax, onde K > 0 e t ∈ [0, Tmax).Com efeito, usando o fato de que M ∈ C1(R+) juntamente om (2.7) vemos que

µ(t) =M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)

6 C e η(t) =M ′

(∫

Rn

|∇u|2dx
)

6 C, C > 0.Segue de (2.9), da apliação do orolário 1.2 e das estimativas dadas em (2.7) que
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d

dt
{ζ(ξ, t)} 6 η(t)

(∫

Rn

|ξ|2Re{û ût}dξ
)
|ξ|6|û|2 − |ξ|4|θ̂|2

6 η(t)

(∫

Rn

|ξ|2|û| |ût|dξ
)
|ξ|6|û|2 + |ξ|4|θ̂|2

6 η(t)

[(∫

Rn

|ξ|4|û|2dξ
)
+

(∫

Rn

|ût|2dξ
)]

|ξ|6|û|2 + |ξ|4|θ̂|2

6 η(t)

[(∫

Rn

(1 + |ξ|2)2|û|2dξ
)
+

(∫

Rn

|ut|2dξ
)]

|ξ|6|û|2 + |ξ|4|θ̂|2

6 η(t)
(
||u||2H2 + ||ut||2L2

)
|ξ|6|û|2 + |ξ|4|θ̂|2

6 4CE(0)|ξ|6|û|2 + |ξ|4|θ̂|2

6 K|ξ|4|(|ξ|2|û|2 + θ̂|2)

6 K|ξ|4
{
|ût|2 + (1 + |ξ|4)|û|2 + |θ̂|2 + µ(t)|ξ|2|û|2

}
,isto é, d

dt
{ζ(ξ, t)} 6 Kζ(ξ, t), onde K = max{4CE(0), 1}. Segue do lema de Gronwall 1.1que

ζ(ξ, t) 6 ζ(ξ, 0)eKt
6 ζ(ξ, 0)eKTmax (2.10)demonstrando a a�rmação.Integrando a desigualdade (2.10) sobre Rn segue que

∫

Rn

1

2
|ξ|4
{
|ût|2 + (1 + |ξ|4)|û|2 + |θ̂|2 + µ(t)|ξ|2|û|2

}
dξ

6 eKTmax

∫

Rn

1

2
|ξ|4
{
|ût(ξ, 0)|2 + (1 + |ξ|4)|û(ξ, 0)|2 + |θ̂(ξ, 0)|2 + µ(t)|ξ|2|û(ξ, 0)|2

}
dξ

6 eKTmax
1

2

∫

Rn

{
(1 + |ξ|2)2|ût(ξ, 0)|2 + (1 + |ξ|2)4|û(ξ, 0)|2 + (1 + |ξ|2)2|θ̂(ξ, 0)|2

+ (1 + |ξ|2)4µ(t)|ξ|2|û(ξ, 0)|2
}
dξ.Como {u0, u1, θ0} ∈ H4 × H2 × H2, tem-se a existênia de uma onstante

C = C(Tmax) satisfazendo
∫

Rn

|ξ|4|ût|2dξ 6 C(Tmax)
∫

Rn

|ξ|4|û|2dξ +

∫

Rn

|ξ|8|û|2dξ 6 C(Tmax)
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∫

Rn

|ξ|4|θ̂|2dξ 6 C(Tmax).Das estimativas aima onluímos que
∫

Rn

|∆̂ut|2dξ 6 C(Tmax)
∫

Rn

|∆̂u|2dξ +

∫

Rn

|∆̂2u|2dξ 6 C(Tmax)
∫

Rn

|∆̂θ|2dξ 6 C(Tmax).Apliando o orolário 1.2 obtemos
||∆ut||2 6 C(Tmax), ||∆u||2 + ||∆2u||2 6 C(Tmax) e ||∆θ||2 6 C(Tmax).Combinando as estimativas aima om (2.7), vamos obter

||u||2H4 6 C(Tmax), ||ut||2H2 6 C(Tmax) e ||θ||2H2 6 C(Tmax),ou seja, {u, ut, θ} é limitada na norma H4 × H2 × H2, ∀ 0 6 t < Tmax. Mas isso ontraria(2.6), logo Tmax = +∞ provando a existênia de solução global para o modelo (3).Para �nalizarmos este apítulo resta-nos mostrar a uniidade da solução. Suponhamosque (3) tenha duas soluções {u, ut, θ} e {ũ, ũt, θ̃} om os mesmos dados iniiais no tempo t = 0,isto é, 



utt +∆2u+ u−M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
∆u− θ +∆θ = 0

θt + θ −∆θ + ut −∆ut = 0

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θ0(x)e 



ũtt +∆2ũ+ ũ−M

(∫

Rn

|∇ũ|2dx
)
∆ũ− θ̃ +∆θ̃ = 0

θ̃t + θ̃ −∆θ̃ + ũt −∆ũt = 0

ũ(x, 0) = u0(x), ũt(x, 0) = u1(x), θ̃(x, 0) = θ0(x).
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wtt +∆2w + w − z +∆z = r(t)∆u− s(t)∆ũ

zt + z −∆z + wt −∆wt = 0

w(x, 0) = 0, wt(x, 0) = 0, z(x, 0) = 0

(2.11)
onde r(t) =M

(∫

Rn

|∇u|2dx
) e s(t) =M

(∫

Rn

|∇ũ|2dx
)
.Em (2.11) multipliando a primeira equação por wt, a segunda por z e integrando em

Rn, obtem-se




∫

Rn

(wttwt +∆2wwt + wwt − zwt +∆zwt)dx =

∫

Rn

r(t)∆uwtdx−
∫

Rn

s(t)∆ũwtdx

∫

Rn

(ztz + z2 −∆zz + wtz −∆wtz)dx = 0.Somando as equações aima tem-se
1

2

d

dt

{∫

Rn

(w2
t + |∆w|2 + w2 + z2)dx

}
=

−
∫

Rn

z2dx−
∫

Rn

|∇z|2dx+ r(t)(∆u, wt)− s(t)(∆ũ, wt)ou ainda,
1

2

d

dt

{∫

Rn

(w2
t + |∆w|2 + w2 + z2)dx

}
6 r(t)(∆u, wt)− s(t)(∆ũ, wt). (2.12)Agora, observamos que por (2.7), E(t) 6 E(0), ∀t > 0. Disto segue que

∫

Rn

|∆u|2dx 6 E(0) e ∫

Rn

|∇u|2dx 6 E(0) ∀t > 0.Como M ∈ C1(R+) e da desigualdade anterior temos que;
M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)

6 C e M ′

(∫

Rn

|∇u|2dx
)

6 C, ∀t > 0.Usando as observações aima, o teorema do Valor Médio e a desigualdade de Hölderobtemos (usar idéia análoga ao lema 2.1) que
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∣∣∣∣M
(∫

Rn

|∇u|2dx
)
(∆u, wt)−M

(∫

Rn

|∇ũ|2dx
)
(∆ũ, wt)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣M
(∫

Rn

|∇u|2dx
)
(∆u, wt)−M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
(∆ũ, wt)

+M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
(∆ũ, wt)−M

(∫

Rn

|∇ũ|2dx
)
(∆ũ, wt)

∣∣∣∣

6M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
|(∆w,wt)|+

∣∣∣∣M
(∫

Rn

|∇u|2dx
)
−M

(∫

Rn

|∇ũ|2dx
)∣∣∣∣ |(∆ũ, wt)|

6 C|(∆w,wt)|+ C

∣∣∣∣
∫

Rn

|∇u|2dx−
∫

Rn

|∇ũ|2dx
∣∣∣∣ |(∆ũ, wt)|

6 C|(∆w,wt)|+ C

∣∣∣∣
∫

Rn

(|∇u|+ |∇ũ|)(|∇u|+ |∇ũ|)dx
∣∣∣∣ |(∆ũ, wt)|

6 C|(∆w,wt)|+ C

∫

Rn

||∇u|+ |∇ũ|| ||∇u|+ |∇ũ||dx |(∆ũ, wt)|

6 C|(∆w,wt)|+ C

(∫

Rn

(|∇u|+ |∇ũ|)2dx
)1/2(∫

Rn

(|∇u| − |∇ũ|)2dx
)1/2

|(∆ũ, wt)|

6 C|(∆w,wt)|+
√
2C

(∫

Rn

|∇u|2 + |∇ũ|2dx
)1/2(∫

Rn

|∇u−∇ũ|2dx
)1/2

|(∆ũ, wt)|

6 C||∆w||||wt||+
√
2C

{(∫

Rn

|∇u|2dx
)1/2

+

(∫

Rn

|∇ũ|2dx
)1/2

}(∫

Rn

|∇w|2dx
)1/2

||∆ũ||||wt||

6 C||∆w||||wt||+ 2
√
2C(E(0))||∇w||||wt ||

6 C̃(||∆w||2 + ||∇w||2 + ||wt||2)onde
C̃ = max

{
C, 2

√
2C(E(0)), C + 2

√
2C(E(0))

}
= C + 2

√
2C(E(0)).Segue de (2.12) que

1

2

d

dt

{∫

Rn

(w2
t + |∆w|2 + w2 + z2)dx

}
6 C̃

∫

Rn

(|∆w|2 + |∇w|2 + w2
t )dx. (2.13)A idéia é apliar o lema de Gronwall em (2.13), para isso notemos que, da identidade de Green

∫

Rn

|∇w|2dx =

∫

Rn

∇w∇wdx

= −
∫

Rn

∆wwdx

6

(∫

Rn

|∆w|2dx
)1/2(∫

Rn

|w|2dx
)1/2

= ||∆w||||w||

6

∫

Rn

|∆w|2dx+

∫

Rn

|w|2dx.Combinando esta desigualdade om (2.13), temos
1

2

d

dt

{∫

Rn

(w2
t + |∆w|2 + w2 + z2)dx

}
6 C̃

∫

Rn

(w2
t + 2|∆w|2 + w2)dx

6 2C̃

∫

Rn

(w2
t + |∆w|2 + w2 + z2)dx.
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∫

Rn

(w2
t + |∆w|2 + w2 + z2)dx

6 e4C̃t

(∫

Rn

(wt(x, 0)
2 + |∆w(x, 0)|2 + w(x, 0)2 + z(x, 0)2)dx

)
, ∀t > 0.Como w(x, 0) = 0, wt(x, 0) = 0 e z(x, 0) = 0 garantimos que

∫

Rn

(w2
t + |∆w|2 + w2 + z2)dx 6 0.Logo w = z = 0 q.s, o que implia u = ũ, ut = ũt e θ = θ̃, ∀t > 0.Isso mostra que a solução global do modelo (3) é únia.



Capítulo 3
DECAIMENTO EXPONENCIAL

Neste apítulo, temos omo objetivo prinipal mostrar o seguinte resultado:Teorema 3.1 Seja U = {u, ut, θ} a solução do problema (3) obtida no teorema 2.2, om
{u0, u1, θ0} = U0 ∈ H4 × H2 × H2. Considerando que M satisfaz (2), então a energia total asso-iada ao problema (3)

E(t) =
1

2

∫

Rn

(u2t + |∆u|2 + u2 + θ2)dx+
1

2
M̂

(∫

Rn

|∇u|2dx
)satisfaz

E(t) 6 3E(0)e(−γt), ∀t > 0onde M̂(λ) =

∫ λ

0
M(s)ds e γ é uma onstante positiva dependendo somente da energia iniial.A idéia para demonstrar o teorema aima é onstruir um funional de Lyapunov H = H(t),satisfazendo
d

dt
{H(t)} 6 −cE(t) e c1E(t) 6 H(t) 6 c2E(t) c, c1 e c2 > 0.Tal funional H(t) é uma pertubação da energia E(t) e será obtida utilizando ténias multi-pliativas que serão mostradas nos seguintes lemas ténios.3.1 Lemas téniosLema 3.1 Seja E(t) =

1

2

∫

Rn

(u2t + |∆u|2+u2+θ2)dx+ 1

2
M̂

(∫

Rn

|∇u|2dx
) om M̂(λ) =

∫ λ

0
M(s)ds,a energia assoiada ao modelo (3) onde U = {u, ut, θ} é solução global obtida no teorema 2.2 . Então

d

dt
{E(t)} = −

∫

Rn

θ2dx−
∫

Rn

|∇θ|2dx.



48Demonstração: Temos que
d

dt
{E(t)} =

1

2

{∫

Rn

(2ututt + 2∆u∆ut + 2uut + 2θθt) dx

+
1

2
M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
.

(∫

Rn

|∇u|2 dx
)′ }

=

∫

Rn

(ututt +∆u∆ut + uut + θθt) dx

+ M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)∫

Rn

∇u∇ut dx.Das equações do modelo (3) vemos que
utt = −∆2u− u+ a(t)∆u+ θ −∆θe
θt = ∆θ − θ − ut +∆ut.Substituindo essas identidades na derivada anterior obtemos

d

dt
{E(t)} =

∫

Rn

ut(−∆2u− u+ a(t)∆u+ θ −∆θ)dx+

∫

Rn

∆u∆utdx+

∫

Rn

uutdx

+

∫

Rn

θ(∆θ − θ − ut +∆ut) + a(t)

∫

Rn

∇u∇utdx. (3.1)Usando as fórmulas (1.4) e (1.5) em (3.1) onluímos que
d

dt
{E(t)} = −

∫

Rn

θ2dx−
∫

Rn

|∇θ|2dx.Lema 3.2 Sejam ε > 0 e U = {u, ut, θ} a solução do problema (3) obtida no teorema 2.2. De�nimos
R(t) = εS(t) +

ε

2
T (t)onde

S(t) =

∫

Rn

ut(I −∆)−1θdx e T (t) =

∫

Rn

uutdx.
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d

dt
{R(t)} = −ε

2

∫

Rn

u2tdx− ε

∫

Rn

∆2u(I −∆)−1θdx

− ε

∫

Rn

u(I −∆)−1θdx+ εa(t)

∫

Rn

∆u(I −∆)−1θdx

+ ε

∫

Rn

θ(I −∆)−1θdx− ε

∫

Rn

∆θ(I −∆)−1θdx

− ε

2

∫

Rn

|∆u|2dx− ε

2

∫

Rn

u2dx− ε

∫

Rn

utθdx

− ε

2
a(t)

∫

Rn

|∇u|2dx+
ε

2

∫

Rn

uθdx− ε

2

∫

Rn

u∆θdx.Aqui (I−∆)−1 denota a inversa do operador I−∆ : H2(Rn) → L2(Rn) e omo de�nimos anteriormente
a(t) =M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
.Demonstração: Temos que

d

dt
{S(t)} =

d

dt

{∫

Rn

ut(I −∆)−1θdx

}

=

∫

Rn

utt(I −∆)−1θdx+

∫

Rn

ut
d

dt
{(I −∆)−1θ}dx. (3.2)Da segunda equação de (3) temos que

θt = −θ − ut +∆θ +∆ut

= −(θ + ut) + ∆(θ + ut)

= −(I −∆)(θ + ut)logo
d

dt
{(I −∆)−1θ} = −θ − ut. (3.3)Multipliando a primeira equação de (3) por (I −∆)−1θ e integrando sobre R

n obtemos
∫

Rn

utt(I −∆)−1θdx = −
∫

Rn

∆2u(I −∆)−1θdx−
∫

Rn

u(I −∆)−1θdx

+ a(t)

∫

Rn

∆u(I −∆)−1θdx

+

∫

Rn

θ(I −∆)−1θdx−
∫

Rn

∆θ(I −∆)−1θdx. (3.4)



50Substituindo (3.3) e (3.4) em (3.2), onluímos que
d

dt
{S(t)} = −

∫

Rn

∆2u(I −∆)−1θdx−
∫

Rn

u(I −∆)−1θdx

+ a(t)

∫

Rn

∆u(I −∆)−1θdx+

∫

Rn

θ(I −∆)−1θdx

−
∫

Rn

∆θ(I −∆)−1θdx−
∫

Rn

utθdx−
∫

Rn

u2tdx. (3.5)Agora observe que, multipliando a primeira equação de (3) por u e integrando em R
n, tem-se

∫

Rn

uuttdx = −
∫

Rn

u∆2udx−
∫

Rn

u2dx+ a(t)

∫

Rn

u∆udx

+

∫

Rn

uθdx−
∫

Rn

u∆θdx

= −
∫

Rn

|∆u|2dx−
∫

Rn

u2dx− a(t)

∫

Rn

|∇u|2dx

+

∫

Rn

uθdx−
∫

Rn

u∆θdx.Desta observação segue que
d

dt
{T (t)} =

∫

Rn

u2tdx+

∫

Rn

uuttdx

=

∫

Rn

u2tdx−
∫

Rn

|∆u|2dx−
∫

Rn

u2dx

− a(t)

∫

Rn

|∇u|2dx+

∫

Rn

uθdx−
∫

Rn

u∆θdx. (3.6)Combinando (3.5) e (3.6), onluímos que
d

dt
{R(t)} = ε

d

dt
{S(t)}+ ε

2

d

dt
{T (t)}

= −ε
2

∫

Rn

u2tdx− ε

∫

Rn

∆2u(I −∆)−1θdx

− ε

∫

Rn

u(I −∆)−1θdx+ εa(t)

∫

Rn

∆u(I −∆)−1θdx

+ ε

∫

Rn

θ(I −∆)−1θdx− ε

∫

Rn

∆θ(I −∆)−1θdx

− ε

2

∫

Rn

|∆u|2dx− ε

2

∫

Rn

u2dx− ε

∫

Rn

utθdx

− ε

2
a(t)

∫

Rn

|∇u|2dx+
ε

2

∫

Rn

uθdx− ε

2

∫

Rn

u∆θdx.

Lema 3.3 Sejam ε > 0, U = {u, ut, θ} a solução do problema (3) obtida no teorema 2.2 e R(t)



51de�nida no lema anterior. Então existe uma onstante k = k((E(0)), tal que
d

dt
{R(t)} 6 −ε

4

∫

Rn

u2tdx− ε

8

∫

Rn

|∆u|2dx− ε

8

∫

Rn

u2dx

− ε

2
a(t)

∫

Rn

|∇u|2dx+ kε

∫

Rn

θ2dx, ∀t > 0.

Demonstração: Sabemos do lema anterior
d

dt
{R(t)} = −ε

2

∫

Rn

u2t dx− ε

∫

Rn

∆2u(I −∆)−1θdx

− ε

∫

Rn

u(I −∆)−1θdx+ εa(t)

∫

Rn

∆u(I −∆)−1θdx

+ ε

∫

Rn

θ(I −∆)−1θdx− ε

∫

Rn

∆θ(I −∆)−1θdx

− ε

2

∫

Rn

|∆u|2dx− ε

2

∫

Rn

u2dx− ε

∫

Rn

utθdx

− ε

2
a(t)

∫

Rn

|∇u|2dx+
ε

2

∫

Rn

uθdx− ε

2

∫

Rn

u∆θdx

= −ε
2

∫

Rn

u2t dx− ε

2

∫

Rn

|∆u|2dx− ε

2

∫

Rn

u2dx

− ε

2
a(t)

∫

Rn

|∇u|2dx+A1(t) +A2(t) +A3(t) +A4(t) (3.7)onde
A1(t) = −ε

∫

Rn

∆2u(I −∆)−1θdx− ε

∫

Rn

∆θ(I −∆)−1θdx

A2(t) = εa(t)

∫

Rn

∆u(I −∆)−1θdx

A3(t) = −ε
∫

Rn

u(I −∆)−1θdx+ ε

∫

Rn

θ(I −∆)−1θdx

A4(t) =
ε

2

∫

Rn

uθdx− ε

2

∫

Rn

u∆θdx− ε

∫

Rn

utθdx.



52O próximo passo é limitar os termos Aj(t), 1 6 j 6 4. De fato, utilizando a desigualdade deHölder
A1(t) 6 |A1(t)| =

∣∣∣∣− ε

∫

Rn

∆2u(I −∆)−1θdx− ε

∫

Rn

∆θ(I −∆)−1θdx

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣− ε

∫

Rn

∆u∆(I −∆)−1θdx− ε

∫

Rn

θ∆(I −∆)−1θdx

∣∣∣∣

6

∣∣∣∣− ε

∫

Rn

∆u∆(I −∆)−1θdx

∣∣∣∣+
∣∣∣∣− ε

∫

Rn

θ∆(I −∆)−1θdx

∣∣∣∣

6 ε

∫

Rn

|∆u||∆(I −∆)−1θ|dx+ ε

∫

Rn

|θ||∆(I −∆)−1θ|dx

6 ε

(∫

Rn

|∆u|2dx
)1/2(∫

Rn

|∆(I −∆)−1θ|2dx
)1/2

+ ε

(∫

Rn

|θ|2dx
)1/2(∫

Rn

|∆(I −∆)−1θ|2dx
)1/2

= ε||∆u||||∆(I −∆)−1θ||+ ε||θ||||∆(I −∆)−1θ||
6

ε

4
||∆u||2 + ε||∆(I −∆)−1θ||2 + ε

2
||θ||2 + ε

2
||∆(I −∆)−1θ||2

=
ε

4
||∆u||2 + 3ε

2
||∆(I −∆)−1θ||2 + ε

2
||θ||2

6
ε

4
||∆u||2 + 3ε

2
||(I −∆)−1θ||2H2 +

ε

2
||θ||2.Usando a identidade

||(I −∆)−1θ||2H2 = ||θ||2, ∀θ ∈ L2. (3.8)Segue que
A1(t) 6

ε

4
||∆u||2 + 2ε||θ||2. (3.9)Para estimar A2(t), observamos que ∫

Rn

|∇u|2dx 6 2E(0) e omo M ∈ C1(R+) podemosa�rmar que
a(t) =M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)

6 max
06s6E(0)

M(s) =M(E(0)) = d ∈ R
+.



53Usando a majoração anterior e (3.8) deduzimos que
A2(t) 6

∣∣∣∣εa(t)
∫

Rn

∆u(I −∆)−1θdx

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣εa(t)
∫

Rn

u∆(I −∆)−1θdx

∣∣∣∣

6 εa(t)

∫

Rn

|u||∆(I −∆)−1θ|dx

6 εa(t)

(∫

Rn

|u|2dx
)1/2(∫

Rn

|∆(I −∆)−1θ|2dx
)1/2

= εa(t)||u||||∆(I −∆)−1θ||
6 εd||u||||∆(I −∆)−1θ||
6

ε

8
||u||2 + 2εd2||∆(I −∆)−1θ||2

6
ε

8
||u||2 + 2εd2||(I −∆)−1θ||2H2

=
ε

8
||u||2 + 2εd2||θ||2 (3.10)No aso de A3(t) usando (3.8), deduzimos que

A3(t) 6

∣∣∣∣− ε

∫

Rn

u(I −∆)−1θdx+ ε

∫

Rn

θ(I −∆)−1θdx

∣∣∣∣

6 ε

∫

Rn

|u||(I −∆)−1θ|dx+ ε

∫

Rn

|θ||(I −∆)−1θ|dx

6 ε

(∫

Rn

|u|2dx
)1/2(∫

Rn

|∆(I −∆)−1θ|2dx
)1/2

+ ε

(∫

Rn

|θ|2dx
)1/2(∫

Rn

|∆(I −∆)−1θ|2dx
)1/2

= ε||u||||∆(I −∆)−1θ||+ ε||θ||||∆(I −∆)−1θ||
6

ε

8
||u||2 + 2ε||∆(I −∆)−1θ||2 + ε

2
||θ||2 + ε

2
||∆(I −∆)−1θ||2

=
ε

8
||u||2 + 5ε

2
||∆(I −∆)−1θ||2 + ε

2
||θ||2

6
ε

8
||u||2 + 5ε

2
||(I −∆)−1θ||2H2 +

ε

2
||θ||2

=
ε

8
||u||2 + 5ε

2
||θ||2 + ε

2
||θ||2

=
ε

8
||u||2 + 3ε||θ||2. (3.11)



54Finalmente da desigualdade de Hölder vemos que
A4(t) 6

∣∣∣∣
ε

2

∫

Rn

uθdx− ε

2

∫

Rn

u∆θdx− ε

∫

Rn

utθdx

∣∣∣∣

6
ε

2

∫

Rn

|u||θ|dx+
ε

2

∫

Rn

|∆u||θ|dx+ ε

∫

Rn

|ut||θ|dx

6
ε

2

(∫

Rn

|u|2dx
)1/2(∫

Rn

|θ|2dx
)1/2

+
ε

2

(∫

Rn

|∆u|2dx
)1/2

(∫

Rn

|θ|2dx
)1/2

+ ε

(∫

Rn

|ut|2dx
)1/2(∫

Rn

|θ|2dx
)1/2

=
ε

2
||u||||θ||+ ε

2
||∆u||||θ||+ ε

2
||ut||||θ||

6
ε

8
||u||2 + ε

2
||θ||2 + ε

8
||∆u||2 + ε

2
||θ||2 + ε

4
||ut||2 + ε||θ||2

=
ε

8
||u||2 + 2ε||θ||2 + ε

8
||∆u||2 + ε

4
||ut||2. (3.12)Combinando (3.7), e as desigualdades (3.9)-(3.12) temos

d

dt
{R(t)} 6 −ε

2

∫

Rn

u2tdx− ε

2

∫

Rn

|∆u|2dx− ε

2

∫

Rn

u2dx

− ε

2
a(t)

∫

Rn

|∇u|2dx+
ε

4
||∆u||2 + 2ε||θ||2 + ε

8
||u||2 + 2εd2||θ||2

+
ε

8
||u||2 + 3ε||θ||2 + ε

8
||u||2 + 2ε||θ||2 + ε

8
||∆u||2 + ε

4
||ut||2

= −ε
4

∫

Rn

u2tdx− ε

8

∫

Rn

|∆u|2dx− ε

8

∫

Rn

u2dx

− ε

2
a(t)

∫

Rn

|∇u|2dx+ kε

∫

Rn

|θ|2dxonde k = 7 + 2d2, o que ompleta a demonstração do lema.Lema 3.4 Sejam 0 < ε 6 1/3 e H(t) = E(t) + R(t), om E(t) e R(t) de�nidos nos lemas 3.1 e3.2, respetivamente. Então
1

2
E(t) 6 H(t) 6

3

2
E(t), ∀t > 0.



55Demonstração: Usando a desigualdade de Hölder e Young obtemos
|S(t)| =

∣∣∣∣
∫

Rn

ut(I −∆)−1θdx

∣∣∣∣

6

∫

Rn

|ut||(I −∆)−1θ|dx

6

(∫

Rn

|ut|2dx
)1/2(∫

Rn

|(I −∆)−1θ|2dx
)1/2

6
1

2

∫

Rn

|ut|2dx+
1

2

∫

Rn

|(I −∆)−1θ|2dx

=
1

2

∫

Rn

|ut|2dx+
1

2
||(I −∆)−1θ||2

6
1

2

∫

Rn

|ut|2dx+
1

2
||(I −∆)−1θ||2H2

=
1

2

∫

Rn

|ut|2dx+
1

2
||θ||2

6 E(t). (3.13)Além disso,
|T (t)| =

∣∣∣∣
∫

Rn

uutdx

∣∣∣∣

6

∫

Rn

|u||ut|dx

6

(∫

Rn

|u|2dx
)1/2(∫

Rn

|ut|2dx
)1/2

6
1

2

∫

Rn

|u|2dx+
1

2

∫

Rn

|ut|2dx

6 E(t). (3.14)A desigualdade triangular juntamente om (3.13) e (3.14) garante que
|R(t)| =

∣∣∣∣εS(t) +
ε

2
T (t)

∣∣∣∣

6 ε|S(t)|+ ε

2
|T (t)|

6 εE(t) +
ε

2
E(t)

=
3ε

2
E(t).Consequentemente,

−3ε

2
E(t) 6 R(t) 6

3ε

2
E(t).Somando E(t) nas desigualdades anteriores obtemos

E(t)− 3ε

2
E(t) 6 E(t) +R(t) 6 E(t) +

3ε

2
E(t).



56Como H(t) = E(t) +R(t), segue da estimativa anterior que
(1− 3ε

2
)E(t) 6 H(t) 6 (1 +

3ε

2
)E(t).Portanto, para 0 < ε 6 1/3 garantimos que

1

2
E(t) 6 H(t) 6

3

2
E(t), ∀t > 0.Lema 3.5 Sejam ε > 0 e H(t) de�nida no lema anterior, então

d

dt
{H(t)} 6 −ε

8
E(t), ∀t > 0,para algum ε > 0, satisfazendo εk 6 1/2 onde k é a onstante de�nida no lema 3.3.Demonstração: Do lema 3.1 e do lema 3.3 vemos que

d

dt
{H(t)} =

d

dt
{E(t)} + d

dt
{R(t)}

6 −
∫

Rn

θ2dx−
∫

Rn

|∇θ|2dx− ε

4

∫

Rn

u2tdx− ε

8

∫

Rn

|∆u|2dx

− ε

8

∫

Rn

u2dx− ε

2
a(t)

∫

Rn

|∇u|2dx+ kε

∫

Rn

|θ|2dx

= (−1 + εk)

∫

Rn

θ2dx−
∫

Rn

|∇θ|2dx− ε

4

∫

Rn

u2t dx− ε

8

∫

Rn

|∆u|2dx

− ε

8

∫

Rn

u2dx− ε

2
a(t)

∫

Rn

|∇u|2dx.Usando a hipótese εk 6 1/2 resulta que
d

dt
{H(t)} 6 −1

2

∫

Rn

θ2dx−
∫

Rn

|∇θ|2dx− ε

4

∫

Rn

u2t dx− ε

8

∫

Rn

|∆u|2dx

− ε

8

∫

Rn

u2dx− ε

2
a(t)

∫

Rn

|∇u|2dx

6 −1

2

∫

Rn

θ2dx− ε

4

∫

Rn

u2tdx− ε

8

∫

Rn

|∆u|2dx

− ε

8

∫

Rn

u2dx− ε

2
a(t)

∫

Rn

|∇u|2dx. (3.15)Como M é uma função não deresente e a(t) > 0 podemos a�rmar que
∫
∫

Rn

|∇u|2dx

0
M(s)ds 6M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)(∫

Rn

|∇u|2dx− 0

)
.



57Disto segue que
−a(t)

∫

Rn

|∇u|2dx 6 −
∫
∫

Rn

|∇u|2dx

0
M(s)ds.Substituindo a desigualdade anterior em (3.15) e observando que ε 6 1

2
obtemos

d

dt
{H(t)} 6 −1

2

∫

Rn

θ2dx− ε

4

∫

Rn

u2t dx− ε

8

∫

Rn

|∆u|2dx

− ε

8

∫

Rn

u2dx− ε

2
a(t)

∫

Rn

|∇u|2dx

6 −ε
∫

Rn

θ2dx− ε

4

∫

Rn

u2t dx− ε

8

∫

Rn

|∆u|2dx

− ε

8

∫

Rn

u2dx− ε

2

∫
∫

Rn

|∇u|2dx

0
M(s)ds

6 −ε
8
E(t). (3.16)

3.2 Resultado prinipalApliando os resultados obtidos nos lemas da seção 3.1 estamos em ondições de demonstrar oteorema 3.1. Com efeito, de aordo om os lemas 3.4 e 3.5 temos
d

dt
{H(t)} 6 −ε

8
E(t) e H(t) 6

3

2
E(t), ∀t > 0.Daí,

d

dt
{H(t)} 6 − ε

12
H(t). (3.17)Apliando a lema de Gronwall em (3.17) onluímos que

H(t) 6 H(0)e

(
−

( ε

12

)
t

)

, ∀t > 0.Da desigualdade aima e do lema 3.4 vemos que
1

2
E(t) 6 H(t)

6 H(0)e

(
−

( ε

12

)
t

)

6
3

2
E(0)e

(
−

( ε

12

)
t

)

,



58ou seja,
E(t) 6 3E(0)e

(
−

( ε

12

)
t

)

, ∀t > 0.Considerando γ =
ε

12
onluímos a demonstração do teorema 3.1.



CONCLUS�O E CONSIDERAÇÕESFINAIS
Ao término desse trabalho podemos destaar alguns pontos relevantes, tais omo para a busada solução do sistema num espaço funional adequado, o apítulo 1 dos resultados preliminares foi degrande importânia. Nela estava todo o embasamento teório para o prosseguimento dos estudos, emdestaque os teoremas de Lax-Milgran e de Lumer-Phillipis, sendo eles fundamentais para hegarmosna existênia e uniidade da parte linear do sistema onsiderado.No apítulo 2 foi determinada a existênia e uniidade de solução do modelo termoelástioonsiderado. Como o modelo é não linear foi feito um estudo das propriedades da não linearidadeespeí�a. Primeiramente enontrou-se a solução loal e através de estimativas à priori prolongou-seessa solução mostrando a existênia de uma solução global únia.No que segue o apítulo 3, após enontrarmos a existênia e uniidade de solução do modelo,foi feito um estudo para analisar o omportamento assintótio da solução.Para trabalhos futuros, destaa-se o estudo dos modelos de termoelástiidade similares aoestudado onforme desritos abaixo:





utt +∆2u−M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
∆u+∆θ = 0 em R

n × (0,+∞),

θt −∆θ −∆ut = 0 em R
n × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θ0(x) em R
n

(3.18)e 



utt −∆u−M

(∫

Rn

|∇u|2dx
)
∆u+∆θ = 0 em R

n × (0,+∞),

θt −∆θ −∆ut = 0 em R
n × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θ0(x) em R
n.

(3.19)É importante destaar que no modelo de termoelástiidade estudado nesse trabalho, bem omoos modelos (3.18) e (3.19), diferentes ondições sobre a não linearidade podem ser explorados, resul-tando assim em novos modelos a serem estudados.
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