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RESUMO

Dissertacao de Mestrado
Programa de Pos-Graduagao em Matemaética

Universidade Federal de Santa Maria

ESTABILIDADE QUASE UNIFORME PARA UM
PROBLEMA TERMOELASTICO SEMI LINEAR

AUTOR: LORENS ESTEVAN BURIOL SIGUENAS
ORIENTADORA: CELENE BURIOL
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 27 de fevereiro de 2012.

Consideraremos o problema de Cauchy que descreve a dinamica de vibracoes de vigas
(ndo linear) de um modelo quase linear em R". Concentraremos nossa atencao na analise do
comportamento assintético das solugoes.

Na primeira parte provaremos a existéncia e unicidade de solugao global para o modelo
termoelastico

utt+A2u+u—M<
R?’L

9t+0—A9+ut—Aut:0 em RnX(O,+OO)

|Vu|2dx) Au—6+ A0 =0 em R” x (0, +00)

u(z,0) = ug(x), ulx,0)=ui(x), 6(x,0)=6b)(x) em R"
onde M é uma funcao real nao decrescente que satisfaz as condicoes

Mec C'R"Y) e M(s),M'(s) >0, Vs=0.

Na segunda parte encontraremos uma taxa de decaimento exponencial para a solugao
do modelo descrito acima.

Palavras-chave: Existéncia e unicidade de solucao, Modelo termoeléastico, Decaimento

exponencial.
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We consider Cauchy problem describing nonlinear dynamical of vibrations of beams of a
quasi linear model in R™. We concentrate our attention on the study of asymptotic behaviour
of the solution.

In the first part, we prove existence and uniqueness of a global solution for the thermo-
elastic model

utt+A2u+u—M(
R?’L

9t+0—A9+Ut—AUt:0 ln RnX(0,+OO)

|Vu|2dx) Au—6+ A0 =0 in R" x (0,+00)

u(z,0) = ug(x), w(z,0) =ui(x), O(x,0)=0y(z) in R™
where M is the non decreasing real valued function satisfying the conditions

M c CY(RY) and M(s), M'(s) >0, Vs>0.

In the second part, we find exponential decay rates the model described above.

Keywords: Existence and uniqueness of solution, Thermoelastic model, Exponential decay.
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INTRODUCAO

O estudo de modelos de evolucao descritos por equacoes diferenciais parciais em dominios

nao limitados vem sendo abordado por varios autores nas ultimas décadas.

Estudaremos neste trabalho um modelo nao linear em dominio ilimitado com a seguinte

nao linearidade

M (/ |Vu\2d:c) Au  onde u=wu(z,t) para x€R" teR, t>0 (1)

e McC'R") e M(s),M'(s) >0, Vs=0. (2)

Os casos n = 1 e n = 2 sao significativos. Nesses casos (Il é usualmente conhecida
como nao linearidade do tipo Timoshenko e aparece numa variedade de modelos, na maioria

das vezes associada com vibragoes nao lineares de vigas e placas [9].

O presente trabalho é dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo apresentaremos
a notacao utilizada no decorrer de todo o trabalho e ainda destacaremos alguns conceitos e

resultados bésicos sobre a teoria de semigrupos, espacos de Sobolev e de Analise Funcional.

No capitulo 2, utilizando teoria de semigrupos, estudaremos a existéncia e unicidade de

solucao global do modelo termoeléastico

(
utt+A2u—|—u—M(/ |Vu\2da:) Au—60+ A0 =0 em R x (0, +00),

0, + 60— A0+ uy, — Auy = 0 em R™ x (0, +00), (3)

| u(@,0) = uo(z), w(z,0)=w(z), O(z,0)=0(z) em R",

onde M é uma funcdo que satisfaz as condigoes (2), u = wu(z,t) é o deslocamento ao tempo
t>0exeR" 0 =0(xt) é a diferenca de temperatura com relagdo a uma temperatura de

referéncia fixa.

Resultados de existéncia e unicidade de solucao global de alguns modelos similares a (3]



sem efeitos térmicos foram tratados em [I8] e [3] que abordaram o seguinte modelo

Uy + A%u — M ( |Vu|2dx) Au=0 em R" x (0,4+00) (4)

R?’L
supondo que existe Ao > 0 tal que M € C(0, 400, [Ag, +00)).

Em [I8] a existéncia global foi obtida via transformada de Fourier com condigoes iniciais

nos espacos de Sobolev usuais.

Em [3], considerando-se n = 1, M € C'(R") e supondo que 3 Cyy > 0 tal que Cos < M (s)
para todo s > 0, foi mostrado usando comutadores, a existéncia de uma classe de solucoes de

(4) que sao (localmente) mais regulares que os dados iniciais.

No capitulo 3, estudaremos o comportamento da energia total

1 1~
E(t) = 5/ (uf + |Aul® + u® + 6%)dz + 5 M ( i |vu\2dx) : (5)

A
com M(A\) = / M (s)ds, associada ao modelo ([B]) quando t — +o0.
0

Em (), através de um célculo direto supondo regularidade suficientes nas solugoes u e

0 verificamos que

GO =~ [ #an— [ vopas <o (6)

o qual diz que E(t) é ndo crescente V¢ > 0.
Observe que o modelo ([B]) é um acoplamento entre a parte mecénica e o efeito térmico.
Em geral poderia ser considerada a classe
g + A%u + f(u,0, A0, Vu, Au) =0 em R" x (0, +00),

0y — A0+ g(0, uy, Auy) = 0 em R™ x (0, +00)

sendo f e g funcoes satisfazendo condicoes apropriadas nas suas componentes.

Alguns modelos similares a (7]) sem efeito térmico, que tratam da estabilidade da solugao

sao considerados em [15] e [19].

Em [I5] foi estudado o modelo em R™ dado por

uy + AN2u— M ( |Vu|2dx) uy =0 em R™ x (0, +00),

Rn

u(x,0) =ug, uz,0) =wuy, 0(z,0) =40, para z € R",

com M € C'(0, 400, [1,400)), M(s)=>1+s Vs=>0.
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Usando a andlise de Fourier e considerando

(n49) (n+5)

u, € H'z (RMYNLY(R),u € H 2 (RN L'(R™), Gy e Auy € L2(R") N LY(RY)

em que Uy e Awu; representam as transformadas de Fourier de ug e Auy respectivamente, foi

mostrado que se obtém uma taxa de decaimento uniforme para a energia total

E(t) = %/n(uf + |Aul?)dz

associada a (). Neste caso derivando E(t) em relagao a t temos

%{E(t)} — M (/Rn \Vu|2d:c) /Rn wlda 9)

mostrando que a nao linearidade M ( /
modelo (8)).

|Vu|2dx) uy é responsavel pelo carater dissipativo do

n
Em [19] os autores consideraram o modelo quase-linear

uy + AN2u+u— M (/ |Vu|2dx) Au =0 em R" x (0, 4+00),
Rn
u(z,0) = ug(x), w(z,0) =ui(x) 6(z,0) =0y(x) para x € R™,

onde M é uma fun¢ao real ndo decrescente que satisfaz as condicoes (2)).

A energia total associada a esse modelo é dada por

1 1~ —~ A
E(t) = 5/ (uf + |Au\2+u2)d:c+§M (/R \vu|2dx), onde M () :/0 M (s)ds.

d
Derivando em ¢ obtemos a{E(t)} = 0 mostrando que a energia total associada ao

modelo é conservada.

Usando multiplicadores radiais foram obtidas algumas propriedades assintoticas da
solugdo do problema (I0). Em particular foi mostrado que se u é solugdo de (I0) com
(ug,u1) € H*(R™) x H?*(R") e M satisfaz () entdo, para qualquer regido limitada  do R™

tem-se que

/ude—>O quando t — 400, se n =6
Q

/ |Vu|?dx — 0 quando ¢ — +o00, se n > 5.
0
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Denk-Racke e Shibata [8] consideraram a parte linear do modelo (3] sem os termos
u, —0, 0, u; num dominio exterior a uma regiao limitada do R"(n = 2, 3). Mais precisamente foi

considerado o problema

g + A%u+ A0 =0 em Q x (0, +00),
0, — A0 — Auy = 0 em 2 x (0, +00), (11)
ulp = D,|r = 0|r =0 para z € Q,

onde © é um dominio exterior de R"(n = 2,3); I' é a fronteira de Q, D, = > v;— e
v=(v1,...,V,) € o vetor unitario normal exterior a I'.

Nesse caso temos que

d 2 .
B0} = _/Q|ve| dx < 0; (12)

onde

1
B0 = 5 [ (1P + )

é a energia total associada ao modelo (LT)).

Em [8] os autores consideram solugoes fortes nos espagos funcionais adequados e mostra-
ram que (localmente) as solugoes possuem decaimento logaritmo no caso n = 2 e decaimento
polinomial no caso n = 3. Para obter a taxa de decaimento da solu¢ao associada ao modelo
() foram utilizadas formulas de expansdo associadas ao resolvente do semigrupo analitico

associado ao modelo.

Em nosso trabalho um dos objetivos é obter uma taxa de decaimento global para a

energia associada ao modelo ([3]). Para isso estamos propondo o caso especial onde f = u —

0+ A0 —a(t)Au e g = 0 + u, — Auy com a(t) = M (/ |Vu|2dx) 0 qual permite usar a
R?’L

coercividade do operador I — A.

E evidente que em (B) poderiamos considerar coeficientes constantes (positivos) nos

termos de f e g, porém os calculos seriam essencialmente os mesmos.

Poderia ser questionado a eliminacao dos termos —6 em f e u; em g. Certamente para
obter a existéncia de solucao global nao seria problema, no entanto, para o comportamento
assintotico nossos funcionais teriam que ser modificados ou substituidos por outros que ainda

nao estudamos.

No capitulo 3 determinaremos uma taxa de decaimento quase uniforme para F(t) dada
em (0. Para obter essa taxa de decaimento seguiremos as idéias contidas em [4], [20] e [21] e

construiremos um funcional de Lyapunov adequado, o que é possivel devido a propriedade de
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coercividade do operador I — A.

Mais precisamente, provamos que a energia total E(t) associado ao modelo ([B]) decai
exponencialmente, isto é, F(t) < 3FE(0)e™, Vt > 0 onde 7 é uma constante positiva que

depende somente da energia inicial.



Capitulo 1

NOTACAO E RESULTADOS
PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos os principais conceitos e resultados que serao utilizados
no decorrer do trabalho. Em muitos casos as demonstracoes serao omitidas por se tratar de
resultados conhecidos, mas citaremos referéncias onde tais resultados, junto com suas demons-
tracoes, podem ser encontrados. Em todo esse capitulo, a menos que se mencione o contrario,

o simbolo {2 representard um subconjunto aberto do R™ que podera ser todo R".

1.1 Notacao

1. K indica o corpo dos nimeros reais R ou o corpo dos niimeros complexos C.
2. .s - quase sempre.

3. C; j € N denota uma constante.

4. | .| valor absoluto.

5. H*(R™) = H® espacos de Sobolev de ordem s € R.

6. (-,-)ms = (-, -)msrny  produto interno em H*(R").

7. (-,.) = (., )r2@n produto interno em L*(R™).

8. |- I[=1l- lz2rny norma em L*(R").

9. C((0,T); X) espaco das fun¢oes continuas de [0,7] em X.
10. C((0,400); X) espago das fungoes continuas de [0, +0c) em X.

11. C'((0,7T); X) espago das fungdes continuas e derivadas primeiras continuas de [0, 7] em
X.
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12. C'((0,400); X) espago das fungdes continuas e derivadas primeiras continuas de [0, +00)
em X.

13. Se f: Q2 C R"™ — R é diferenciavel, entao o gradiente de f que sera denotado por Vf, é

0
definido como o vetor de R™ dado por Vf = —f, cee of .
oy ox,
n 62
14. A =3 —5 operador de Laplace.
i=1 0z;
n 64
15. A2=AA = Y ——— operador Bilaplaciano.

29,.2
i,j=1 8:70@ a:Ej

1.2 Resultados de Analise

1.2.1 Desigualdade tipo Gronwall
Lema 1.1 (Gronwall) Seja f : [0,4+00) — [0, +00) uma fungdo de classe C' satisfazendo
Ft)<coft), ¥t=0 (1.1)
onde ¢y € uma constante positiva. Entao,
f(£) < f(0)e*" VE=0.
Demonstragao: Multiplicando a desigualdade (L)) por e~ " obtemos
Sy <o
dt
Integrando a desigualdade obtida acima em (0, ) segue que
f)e™ ™ < f(0) vt=0,

ou seja,

f(t) < f(0)e™" Vvt >0.
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1.3 Nocoes Sobre Distribuicoes

1.3.1 Espacos de Funcoes Testes e Derivada Distribucional

Antes de definirmos o espaco das funcoes testes, serao feitas algumas consideragoes sobre

as notagoes.

Por um multi-indice entendemos uma n-upla o = (g, s, ..., a,) de nimeros inteiros

nao negativos e designamos por |a| = a3 + as + ... + @, a ordem do multi-indice o. Sendo

x = (x1,%9,...,%,), 0 operador derivagao é denotado por
lal
D* = 0
o (%) °
0x{* 03 ... Oxon
Para o = (0,0,...,0), temos D% = u, isto é, o operador derivagio neste caso é a
identidade.

Seja u : © € R® — K continua. O suporte de u, denotado por supp(u), é definido

como sendo o fecho em 2 do conjunto dos pontos z pertencentes a {2 em que u nao se anula .

Simbolicamente tem-se:

supp(u) = {z € Q;u(zr) # 0} em
Definicao 1.1 Representamos por C§°(§2) o conjunto das fung¢oes
u:QCR" =K,

cujas as derivadas de todas as ordens sao continuas e que tem suporte compacto contido em ).

Os elementos de C°(Q2) sao chamados de fungoes testes.

Naturalmente, C§°(£2) é um espaco vetorial sobre K com as operagoes usuais de soma

de func¢oes e de multiplicacao por escalar.

Convergéncia em C5°(Q2)

Definicao 1.2 Sejam {¢g ey uma sequéncia em C§(2) e o € C°(52). Dizemos que v, — ¢
se:

i) AK C Q, K compacto, tal que supp{pr} C K, para todo k € N.

ii) Para cada o € N, D%pp(x) — DYp(z) uniformemente em Q.

Definigao 1.3 O espago vetorial C3°(€2) com a nogao de convergéncia definida acima € deno-

tado por 2(Q) e é chamado por espagos das fungoes testes.

Definicao 1.4 Uma distribui¢cao sobre Q é um funcional linear definido em Z()) e continuo
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em rela¢ao a nogao de convergéncia definida em 2(). O conjunto de todas as distribui¢oes
sobre Q) € denotado por 2'().

Desse modo, 2'(Q2) = {Z(2) — K; T é linear e continuo}. Observamos que Z'(f2) é
um espaco vetorial sobre K. Se T € 2'(Q2) e ¢ € Z(Q2) denotamos por (T, ) o valor de T

aplicado ao elemento .
Convergéncia em 2'(Q)
Defini¢ao 1.5 Dizemos que Ty — T em 2'(Q) se (Tx, p) — (T, ), para toda ¢ € 2(Q).

Definicao 1.6 Sejam T € 7'(?) e a € N* um multi-indice. A derivada distribucional de
ordem « de T € a distribuicao DT definida por:

<DaT7 ()0> = (_1)\a| <T7 Da@) ) v pE 9<Q)

1.4 Espacos de Sobolev

A seguir enunciaremos alguns dos principais resultados sobre espacos de Sobolev que

serao uteis no desenvolvimento do trabalho.

1.4.1 Os Espagos LP(12)

Defini¢ao 1.7 Denotamos por LP(2), 1 < p < 00, o espago vetorial das (classes de) fungoes
mensurdveis a Lebesque u : Q@ — K tais que © — |u(z)[P € integrdavel em 2, no sentido de

Lebesgue. A norma de uw € LP(Q) € dada por:

1/p
all ooy = ( / \u<x>|pd:c) .

No caso p = 00, denotamos por L>(Q2) o espago vetorial das (classes de) fungoes u : Q — K

mensurdveis o Lebesque e essencialmente limitadas em €, isto €, existe C' > 0 tal que
lu(z)] < C ¢s. em Q.

Cada constante C' é denominada majorante essencial de |u| e a norma de u € L () é definida
por:

||| Loo @) = irelsg{C; lu(z)| < C qs. em Q} = sug ess|u(x)|.
T re

Sendo ||u| ) um dos majorantes essenciais de |u|, seque da defini¢ao que

lu(z)] < ||ullpe(@), ¢.s. em €



17
Teorema 1.1 Os espagos LP(2), com 1 < p < 00 sao espagos de Banach.

Demonstragao: Ver [6]. ]

Observacgao 1.1 No caso em que p =2 o espa¢o L*(2) € um espaco de Hilbert, cuja norma e

produto interno serao denotados e definidos, respectivamente, por:

i = ( \u<x>|2dx)1/2 e ()= [ el

Na teoria dos espacgos L ressaltamos trés desigualdades basicas:
1 1
Desigualdade de Young: Seja 1 < p < oo e ¢ o expoente conjugado de p, isto é, — + — = 1.
p q

Se a,b € R sao nao negativos, entao:

ab b
ab < — + —.
p q

Desigualdade de Hoélder: Sejam 1 < p < 0o e ¢ o expoente conjugado de p. Se u € LP(Q) e
u € L1(2) entao:

w € L'Q) e |uvl|pye) < l|ull @l |v]] o).

Desigualdade de Minkowski: Se u e v € LP(Q2), 1 < p < o0, entao:
[lutollr@ < lullze@) + [|v][Lr9)-

A demostragoes destas desigualdades podem ser encontradas em [16].

Definicao 1.8 Sejam X eY dois espacos vetoriais com X C Y. Dizemos que X estd imerso
continuamente em 'Y quando a aplica¢ao inclusao i : X — 'Y definida por i(z) =x, x € X for

continua.

Observacgao 1.2 Usaremos a notagcao X — Y para designar que o espago X estd imerso

continuamente em Y .

Teorema 1.2 Se 1 < p < 0o entao e valem as seguintes cadeias de injecoes continuas e densas

D(Q) — LP(Q) — L, .(Q) — Z'(Q).

loc

Demonstragao: Ver [7]. ]

1.4.2 Os Espagos W"?(Q), W;""(2) e W™P(Q)

As demonstragoes dos resultados dessa subse¢do podem ser encontrados em [1], [7], [13]
ou [17].
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Defini¢ao 1.9 Sejam m € N e 1 < p < oo . Indicaremos por W™P(Q) o conjunto de todas
fungoes u € LP(QY), tais que para todo |o] < m, D%u pertence a LP(S)), sendo D*u a derivada
distribucional de w. W™P(Q) é chamado de Espaco de Sobolev de ordem m relativo ao espago
LP(Q).

Simbolicamente,

WmP(Q) = {u € LP(Q); DY € LP(Q), |a| < m}.

Para cada u € W™P(Q)) tem-se que

1/p 1/p

llog = [ S 1Dy | = Z/wa DPd| L sel<p<oo

la|<m |a|<m

lullmee = Y [1D%llz(@), se p=oo

|a)l<m

definem uma norma em W™?(Q2).

Observacgao 1.3

1. (W™P(Q), ||.|lmp) € um espago de Banach.
2. Quando p = 2 o espaco de Sobolev W™?(Q) é um espaco de Hilbert separdvel, continuamente

imerso em L*(Q)), e denotado por H™(Q). Em simbolos, temos:
H™(Q) = {u € L*(Q); Du € L*(Q), Ya, |a| <m}

com a norma e produto interno dados respectivamente por

1/2
ul ey = | 3 /| (D%u)(2) P
|a|<m
e
(u,v)gm /Da z)D(z)dx, u,v € W™*(Q).

lal<m

3. 0 espago W™P(Q) € reflexivo, se 1 < p < oo e separdvel quando 1 < p < 0o.
4. No caso particular em que m = 0, temos H°(Q) = L*(Q).

Proposicao 1.1 Se n,s € NU {0} tais que n < s entao H*(2) é denso em H"(S2) e vale
H*(Q) — H"(Q).

Definigao 1.10 Definimos o espago Wi"?(2) como sendo o fecho de C5° em W™P(Q).
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Observagao 1.4

1. Quando p = 2, escreve-se HJ*(Q) em lugar de Wy ().

2. Se WP (Q) = W™P(Q) o complemento de @ em R™ possui medida de Lebesgue igual a zero.
3. Vale que WP (R™) = W™P(R™).

4. A aplicagao I — A : H*(R™) — L*(R"™) é um isomorfismo isométrico.

1 1

Definicao 1.11 Suponha que 1 < p < oo e g > 1 sao tais que — + — = 1. Representa-se por
p g

W=4(Q) o dual topoldgico de W' (Q).

O dual topologico de HJ'(2) é representado por H ™™ ().

Proposicao 1.2 Se 1 < p < oo entao valem as sequintes cadeias de injegoes continuas e

densas

D(Q) = WP (Q) — 2'(Q).

Proposicao 1.3 (Férmulas de Green) Seja Q@ C R"™ um aberto limitado com fronteira de

classe C?. Entdao valem as sequintes formulas:

/Qv(x)Au(:L’)d:c = — /Q Vou(z).Vu(z)der v e Hy(Q), ue H*(Q) (1.2)
/Qv(x)Au(:L’)d:c = /S)Av(a:)u(x)d:c u,v € Hy () N H*(K). (1.3)

Corolério 1.1 Seu € H*(R") e v € HY(R") entio valem férmulas similares a (1.2) e (1.3),

isto €, valem as identidades:

/R v(@)Au(a)dr = — /R Vo(2)-Vu(w)dz (1.4)

/ v(e)Au(a)de = / Av()u(a)de, (1.5)

Demonstracao: Da proposicao sabemos que existem sequéncias ¢, e 1, € Z(R") tais

que

0, —u em H*R") (1.6)
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Y, v em H'(R™). (1.7)

Seja R > 0 tal que Supp(p,) U Supp(y,) C Br(0). Em Bg(0) usando a proposigao

.3l vale a férmula

v, Ap,dr = — Vi, Vo,dr.
Br(0) Br(0)
Segue dai que
Y, Ap,dr = — Vi, V,dx
R?’L R?’L
e
lim ( wyAgoydx) = — lim ( V@bVV@de) : (1.8)
v—-+00 R™ v——+00 R™

Utilizando a desigualdade de Hélder obtemos:

wVAgo,,dx—/ vAudx
Rn n

< / [y Ay, — vAuldx
Rn

< |7;Z)V| |ASDV - AU|d$ + |AU| |1/),, — U|d$
R™ Rn

1/2 1/2
([ 1wkas) ™ ([ 180, - aupa)
RTL RTL
1/2 1/2
( |Au|2dx> (/ |, — v|2daz> .
Rn Rn

Da desigualdade acima e de (IL6) e (IL7) concluimos que

N

+

lim ’QZJVAQDVd:L‘:/ vAudz.

v—400 Rn n

De forma analoga, prova-se que

v—+400 Rn R

VoVudz.

De (L) e das duas ultimas identidades segue a formula (L4).

Utilizando um raciocinio similar ao utilizado na demonstragao da identidade (L)) prova-
se a identidade (L3). n
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1.4.3 Os Espagos H*(R"),s € R

Nessa subse¢ao daremos uma defini¢do para os espagos de Sobolev H*(R™), s € R.

Definicao 1.12 Uma funcao [ definida em R™ € dita ser rapidamente decrescente no infinito

se [ € infinitamente diferencidvel e

pr(f) = sup sup (1 + |z|)F|(D*f)(2)] < 0o, VEk €N.

|a|<k z€R™

Denotamos por S(R") o espaco das fungoes rapidamente decrescentes no infinito. Fa-
cilmente verifica-se que S(R™) é um espago vetorial com as operagdes de soma e produto por

escalar de funcoes usuais.

No espago vetorial S(R™), definimos a seguinte nogao de convergéncia: uma sequén-
cia {f,}ven de fungoes de S(R™) converge para zero, quando para todo & € N a sequéncia
{pr(fs)}ven converge para zero em R. A sequéncia {f,},en converge para f em S(R") se

{pr(fo — f)}ven converge para zero em R para todo k € R.

As formas lineares definidas em S(R"), continuas no sentido da convergéncia definida em
S(R™) sdo denominadas distribui¢oes temperadas. O espago vetorial de todas as distribuigoes

temperadas com a convergéncia pontual de sequéncias sera representado por S’(R™).

Defini¢ao 1.13 Se f € S(R") ou f € L'(R"), entio a Transfomada de Fourier de f ¢ dada

por
~ 1

Ff=f) = (27)F /n e f(x)d.

Observemos que F esta bem definida pois

/eix5f(x)dx</ |e”£f(:c)|d:c</ 1f(2)|dz < +o.

Rn

~ 1 A
O funcional Ff = fY(z) = / e f(&) d¢ & conhecido como a Transformada

(2m)}

inversa de Fourier de F.

Dada uma distribuicao temperada 7', define-se sua Transformada de Fourier do seguinte

modo

(FT,p) = (T, Fp) V¥V peSR"
<ffT, <p> _ <T, fgo> Vo € S(RY)

As demonstragoes dos resultados abaixo podem ser encontradas em [10], [24] e [25].

Proposigao 1.4 Prova-se que S(R") — L*(R").
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Proposicao 1.5 (Linearidade) Se T e S forem distribui¢oes temperadas entao
FlaT + pS] = aF[T| + BF[S] «a,B €R.

Proposicio 1.6 Mostra-se que F : §'(R") — S'(R") e F : §'(R") — S'(R™) sio isomorfismos

continuos sendo F~ 1 = F.

Proposicao 1.7 Se T' € S'(R") entdo vale

F(Df) =iz FT

D*(FT) = F((—1)%z°T).
Usando os resultados anteriores, prova-se que a aplicacao
F: L*(R") — L*(R")
¢ um isomorfismo isométrico. Vejamos isso no teorema abaixo:

Teorema 1.3 (Teorema de Plancherel) As aplicagies F : L2(R") — L*R") e F :
L*(R™) — L*(R™) sdo isomorfismos tais que

(Fu, Fv) = (u,v) = (fu,j-:v)

Corolario 1.2 Para toda funcio f € L*(R") tem-se || f|| = ||f]|.

Demonstracgao: De fato, temos

[fI? de = ffde
Rn Rn

= | FFW) S da

= [ FDF() e

= F(NF(f) dx

Rn

de onde segue o resultado. [

Proposigao 1.8 O espago H™(R™),m € N, coincide com o conjunto

{u € S"(R"); J,,(&).1 € L*(R™)}
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onde J,, € a fungio dada por J,(€) = (1+||¢]|)7,¢ € R™ Além disso, a funcio |||.|||m :

H™R™) — R* definida por

1l = 1@ e, = ([ 1+ DT 0P
¢ uma norma equivalente & norma de Sobolev ||u||,, dada em L?(R™)
A proposicao anterior motiva a seguinte defini¢ao:
Defini¢ao 1.14 Para s € RT, indicamos por H*(R™) o conjunto
{ue S'(R"); Jy(€)-u € L*(R")}
onde Jy(€) = (1 + [I€]]*)2, € € R™

Proposicao 1.9 H*(R") € um espaco de Hilbert com o produto interno dado por

(1 0) ey = (T ()T, o ()8) 2z

1.5 Operadores Elipticos

Definicao 1.15 Um operador diferencial de ordem 2m,m € N, da forma

Lu = Z C,(z)D*u, z € Q

|a|l<m

€ chamado operador eliptico se existe uma constante C > 0, tal que

Y Cal@)6> = ClEPm

lal<m
para todo £ € R™ e para todo x € Q.

Teorema 1.4 (Teorema da Regularidade Eliptica) Sejam L um operador diferencial
eliptico de ordem 2m, m € R, definido em um aberto  do R™ e u € 2'(2). Se u € solu-
¢io de Lu = f, no sentido das distribuicoes, com f € L*(Q) entao u € H*™(Q).

Demonstragao: Ver [2]. ]

1.6 Operadores Lineares e Limitados

Definicao 1.16 Sejam X e Y espacos de Banach. Um operador linear € uma aplicacao linear

A: D(A) € X =Y com D(A) o dominio do operador A. Diz-se que o operador linear é
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limitado se existe uma constante C' > 0 tal que

[ Aully < Cllullx,  Vu € D(A).

Neste caso, se 0 dominio de A é denso em X entao A pode ser estendido a todo X (como

¢ demonstrado em [I4] pg 100).
Representa-se por B(X,Y) a familia dos operadores lineares limitados de X em Y . A

funcao real ||.||p(x,y) definida por

|Allpx,yy= sup  [|Az|ly < oo,
reX:||x||x <1

¢ uma norma sobre B(X,Y’). Sabemos da teoria de anélise funcional (ver [14]) que B(X,Y) é

um espago de Banach. B(X) representa os operadores lineares limitados de X em X.

1.7 O Teorema de Lax-Milgram

Definicao 1.17 Seja H um espacgo de Hibert real. Um funcional a : H x H — R é chamado

uma forma bilinear se a(.,v) € linear para cada v € H e a(u,.) € linear para cada u € H.

Defini¢ao 1.18 i)Diz-se que uma forma bilinear a(.,.) : H x H — R € continua se existe
C > 0 tal que
la(u,v)| < C|lul|g ||v||g, para todo u,v € H.

ii) Uma forma bilinear a(.,.): H x H — R ¢€ dita coerciva se existe K > 0 tal que
a(u,u) > K||ul||3, para todo u € H.

Teorema 1.5 (Lax-Milgram) Seja H um espago de Hilbert e seja a(u,v) uma forma bilinear
continua e coerciva sobre H. Seja f € H' (espago dos operadores lineares e limitados sobre H ).

Entao, existe 1inico uw € H tal que

a(u,v) = f(v), para todo v € H.

Demonstragao: Ver [6]. ]

A seguir, relacionaremos alguns topicos da teoria de semigrupos que serao utilizados no

capitulo 2 desse trabalho.
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1.8 Semigrupos de operadores lineares

Nesta secao apresentaremos a definicao de semigrupos de classe C e algumas proprieda-
des dos semigrupos de classe Cy em um espaco Banach X. Esses resultados e suas demonstracoes

podem ser vistas em [12] e [22].

Definicao 1.19 Seja X um espaco de Banach e B(X) a dlgebra dos operadores lineares limi-
tados de X. Diz-se que uma aplicagao S : RT™ — B(X) ou a familia {S(t)}=0 € um semigrupo
de operadores lineares limitados sobre X se:
I) S(0) =1, onde I € o operador identidade de B(X);
IT)S(t+s) = S(t)S(s) Vt,s € RT.
Além disso, diz-se que o semigrupo {S(t)}+=0 € de classe Cy se
IIT) lim ||(S(t) — D)z||x =0, Vze X.
t—0+

Um exemplo de semigrupo de classe C é a funcdo exponencial S(t) = e que pode ser
definida quando A for um operador linear e limitado de um espaco de Banach X. No caso em
que A é um operador linear nao limitado, com propriedades adequadas, pode-se também definir

elt. Tsso & feito pela teoria de semigrupos ([12] e [22]).
No que segue, até o final desta secao, X representara um espaco de Banach.

Proposigao 1.10 Se {S(t)}i=0 € um semigrupo de classe Cy sobre X, entao ||S(t)||x € uma

funcao limitada em todo intervalo limitado [0,T].

Proposicao 1.11 Todo semigrupo de classe Cy sobre X € fortemente continuo em R, ou seja,
set € RT entao
limS(z) = S(t)z, Vre X.

s—t

Definigao 1.20 Se ||S(t)||x < 1, ¥t =0, {S(t)}i=0 € dito semigrupo de contragées sobre X.

Definicao 1.21 Considere o conjunto

D(A)={zr e X; lim %x eriste}.

h—0t

O operador A : D(A) C X — X definido por

Azx = lim sz
h—0t

é dito o gerador infinitesimal do semigrupo {S(t)}+=o sobre X.

A préxima proposicao é muito importante no estudo dos semigrupos de classe Cj sobre

X. Ela trata da diferenciabilidade associada a seu gerador infinitesimal.
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Proposigao 1.12 Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy sobre X e A seu gerador
infinitesimal.
i) Se x € D(A), entao
d
S(t)x € D(A), ¥Vt >0 e £S(t):p = AS(t)x = S(t)Ax.
ii) Se x € D(A), entao

S(t)z — S(s)z = / t AS(r)zdr = / t S(7) Azdr.

iii) Sex € X e teR com t >0, entdo

fm > [ S(red(r) = Sty

h—0h J,

i) Se x € X, entao

/t S(t)xdr € D(A) e S{t)r —z = A/t S(T)xdr.

Observagao 1.5 Notamos que o item (i) da proposicao (1.12) diz que se x € D(A) entdo a
fungao u(t) = S(t)x € solugao do problema de Cauchy

d
%u:Au, t>0 (1.9)
u(0) =z

com u € C*((0,00); X)NC((0,00); D(A)).

Assim, uma das maneiras de determinar uma solugido de um problema do tipo (L9) em
algum espaco de Banach X, é verificar se A é gerador de algum semigrupo de classe Cy sobre
X.

Proposicao 1.13 i) O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy sobre X ¢é um
operador linear fechado e seu dominio é denso em X.

ii) Um operador linear A sobre X, fechado e com dominio denso em X, € o gerador infinitesimal

de, no mdzximo, um semigrupo de classe Cy sobre X.

1.9 Teorema de Lumer-Phillips

Nesta secao vamos enunciar o teorema de Lumer-Phillips, o qual caracteriza geradores

de semigrupos de contracoes classe Cy sobre um espaco de Banach X.

Antes de apresentar tal teorema, precisamos de alguns resultados preliminares, como os
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que seguem. Nas seguintes defini¢oes e resultados, a menos que seja mencionado o contrario

consideraremos X um espaco de Banach, e X’ o dual de X.

Notacao: Seja A um operador linear sobre X. O operador linear \I — A com A € C serd

denotado por A\ — A, por simplicidade de escrita. Também Im(\ — A) denotard a imagem de

A— A

Observagao 1.6 Para facilitar a linguagem, usaremos a expressio A € G(M,w) para indicar
que A € gerador de um semigrupo de operadores lineares limitados de classe Cy sobre X, digamos
{S(t) }+>0, que satisfaz a condigao ||S(t)||x < Me*t, t > 0.

Defini¢ao 1.22 Para cada x € X, definimos o conjunto dualidade J(x) C X' por

J(x) = {2’ € X' (z,2) = ||2|[x = [l2'lX}-

Pelo Teorema de Hahn-Banach (ver [6] pg 3), J(z) # 0, Vz € X.

Defini¢ao 1.23 Uma aplicacio dualidade é uma aplicagio j : X — X' tal que j(z) €
J(x), Yo € X. Pela defini¢ao de j, imediatamente vé-se que ||j(z)||x = ||z||x-

Defini¢ao 1.24 Diz-se que um operador linear A : D(A) C X — X € dissipativo sobre X se,

para alguma aplicacao dualidade 7,

Re (Az,j(z)) <0, Vo e D(A).

Teorema 1.6 (Lumer-Phillips) Seja X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um
operador linear. Se A € G(1,0) entao

i) A € dissipativo para qualquer aplicagcao dualidade e

ii) Im(A — A) = X, A > 0.

Reciprocamente, se

iii) D(A) € denso em X;

iv) A € dissipativo para alguma aplicagcao dualidade e

v) Im(Xo — A) = X, para algum Xg > 0,

entio A € G(1,0).

Demonstragao: Ver [12] ou [22]. ]
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1.10 Problema Semi linear Abstrato

Nessa secao consideraremos o problema de valor inicial

(1.10)

{ w(t) + Au(t) = F(u(t)); t >0
u(0) = ug

onde —A (com dominio D(A)) é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, {S(t)}i=0

sobre um espaco de Banach X, I’ é uma aplicacao nao linear e uy é um valor inicial dado.

Observamos que fazendo consideracoes adequadas sobre F' podem-se obter resultados
de existéncia de solu¢ao para o problema de valor inicial (LI0). Para maiores esclarecimentos

sobre esse assunto consultar [22].

Com proposito de obter solugao global para o modelo (3)) consideraremos o caso em que

F: D(A) — D(A) é localmente lipshitz continua de acordo com a defini¢ao abaixo;

Definigao 1.25 Seja X um espago vetorial normado e F : D(A) — D(A). Dizemos que F
¢ localmente Lipschitz continua sobre conjuntos limitados, se para cada constante positiva M

existe uma constante positiva Ly = L(M) tal que

[|F'(u) = F(u)|[x + [[A(F(w) = F(0)l|x < Lu([[o = ullx +[|Au — Av[|x)
para todo wu,v € D(A), (1.11)
tal que ||ul|x +[[Aul[x < M e ||v[[x +[|Av][x < M.

Com as consideragoes anteriores temos que vale o seguinte resultado cuja demosntragao

pode se encontrada em [22].

Teorema 1.7 Seja F : D(A) — D(A) satisfazendo a condigao (LI1). Para todo ug € D(A),

existe um Ty < +00 e uma tnica solug¢ao u de (LI0) tal que
u € CH[0, Thnax); X) N C([0, Thnax); D(A)).

Além disso temos que valem as sequintes alternativas:
1) Tmax = +00 ou

1) Tinax < F00 € (Ilu(@)]lx + [[Au@)]|x) = +oo.

li
t—Timax



Capitulo 2

EXISTENCIA E UNICIDADE DE
SOLUCAO PARA O MODELO (3)

Neste capitulo sera obtido existéncia e unicidade de solucao global para o problema de

Cauchy (B]), descrito por

(

utt+A2u+u—M(/ |Vu\2da:) Au—60+ A0 =0 em R" x (0, +00)
Rn

O +60 — A0+ uy — Auy = 0 em R™ x (0, +00)

| u(@,0) = uo(z), w(z,0)=wi(z), 0(z,0)=0(z)em R

onde M(.,.) é uma fungdo real ndo decrescente que satisfaz as condigoes (2)), isto é, M €
C'RT) e M(s),M'(s) >0, Vs=>0.

Este capitulo é composto por duas secoes. Na secao 2.1 mostraremos a existéncia e
unicidade de solucao local do modelo termoeléstico acima. Para isso utilizaremos a teoria de

semigrupos juntamente com os teoremas [1.4] e

Na secao 2.2, usaremos estimativas a priori para prolongar a solucao local ao intervalo

[0,4+00) e o lema de Gronwall para obter a unicidade da solugao global.

Observe que no modelo (B)), para efeito da demonstragao da existéncia e unicidade de
solucao global nos espacos funcionais naturais, nao é necessério incluir os termos u, —6, 6 e wuy,
porém o resultado principal desse trabalho (capitulo 3) é o comportamento assintotico e nesse

caso esses termos terao um papel importante nos funcionais de Lyapunov que iremos construir.

E claro que poderiamos incluir coeficientes (positivos) em todos os termos do modelo,

porém isso nao altera em nada nosso resultado.

Antes de iniciar a demonstracoes dos resultados definiremos o que entendemos por so-

lugao.



30

Definigao 2.1 Dizemos que {u,0} é solugao forte de (3) se estd na classe
{u,0} € C([0, +o0); HY(R™) x HA(R")) 1 CL([0, -+o0); HE(R") x L*(R™),

e satisfaz o modelo (3) quase sempre (q.s).

2.1 Existéncia e unicidade de solucao local

Inicialmente fazendo a mudancga de variavel u; = v podemos escrever o modelo (3) como

um sistema de primeira ordem em t;

vy = (=A% = Du+a(t)Au+ (I — A)6
b =(A—-10+ (A —1I)v

onde a(t) = M ( |Vu|2dx) :

R?’L
Notemos que o sistema acima pode ser representado pelo seguinte modelo de primeira

ordem dado por

%U: AU + NU (2.1)
u(?) 000
onde U(t) = | v(t) |, N=| N 0 0 | com N dada por
a(t) 000
0 I 0
Nu)=at)Au e A= -A>-T 0 I-A

0 A—-T A-1T

Introduziremos agora o espago de Hilbert H = H?*(R") x L*(R") x L*(R™) com o

seguinte produto interno

I

T 2
Il
—~
s
<
S~—
g
+
—~
u@
=
+
5
=

sendo (u,v,0), (@,7,0) € H.

O teorema [1.4l da regularidade eliptica garante que o dominio natural de A é dado por:

D(A) = H*R™) x H*(R") x H*(R").
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Com as notacoes acima, provaremos o seguinte resultado que serd de fundamental im-

portancia para a obtengao de existéncia de solucao de (3).

Teorema 2.1 A parte linear de (21), @U = AU, com A dado anteriormente, é governada

por um semigrupo de contracoes de classe Cy sobre H.

Demonstracao: De acordo com o teorema Lumer-Phillips ¢ suficiente provar que
D(A) ¢ denso em H e A é um operador m-dissipativo sobre . Neste caso vamos considerar

Ao = 1. A seguir provaremos esses fatos.

(i) D(A) é denso em H.

De fato, para mostrarmos a densidade entre espacos cartesianos basta mostrar que as
respectivas componentes dos espacos sao densas, ou seja, devemos mostrar a densidade do
espaco H*(R") em H?*(R") e a densidade do espaco H?(R") em L?*(R™) mas isto ¢ imediato
gracas a proposicao [I.11

(ii) Re(AU,U)y < 0,YU € D(A).
Seja [u,v, 0] € D(A), temos

Re(AU,U)y = “ANu—u+60—-—A0 |,| v
Av—v+ A0 -0 0 -
= (v,u)g2 + (=A% —u+0 — AO,v) + (Av— v+ A0 —0,0)
= (v,u) + (Av, Au) — (A%u,v) — (u,v) + (0,v) — (A0, v)
+ (Av,0) — (v,0) + (A0,0) — (0,0)
= (v,u) + (Av, Au) — (Au, Av) — (u,v) + (0,v) — (Af,v)
+ (Av,0) — (v,0) — (VO,V80) — (0,0)

= —(V0,V0) — (6,0)
= —[[VO[* — 10| <0

provando que A é um operador dissipativo sobre H. Falta mostrar que dado [f,g,h] € H,

existe um elemento [u, v, 0] € D(A) tal que
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A equagao (2.2) implica que

U v f
v|—| —Alu—u+0-A0 | =g
0 Av—v+Af—0 h

Desta igualdade concluimos que

u—v=f
v+ Autu—0+A0=g
0—Av+v—A0+60=h.

Substituindo v = v — f na segunda e terceira equacao do sistema acima, obtemos

(2.3)

2u+ Au—0+A0=g+ f
2+ 1u— A —Au=h+f—Af

Assim, resolver (2.2)) é equivalente resolver o sistema (2.3)), que sera resolvido aplicando
o teorema de Lax-Milgran [1.5]

A seguir faremos alguns calculos formais que nos darao uma idéia de como construir os

elementos necessarios para a utilizacao de tal teorema.

Multiplicando a primeira equagao de (2.3) por ¢ € C3°(R™), a segunda por ¢ € C§°(R™),

e integrando (formalmente) em R" temos:

/ (2uep + A?up — 0p + Abp)dr = / (9+ f)pdx

Rn

/(29w+uw—A6w—Auw)d:c:/ (f = Af + h)yde

n

ou ainda

( 2/ ucpdx+/ AuAgodx—/ egde/R QAgodx:/ (g+ fpde

2 / Bydz + / wipd — / N A (2.4)
:/ (f—Af)zpd:ch/ hpde.

" e R

Baseados nos calculos formais acima, definimos a forma bilinear sobre o espago de Hilbert
H? x H*
a:[H*x H')* - R
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dada por

<[“”“)D = 2(u,p) + (Au, Ap) — (6,9) + (6, M)

e a forma linear

T: H>xH' — R
ol — T(p,¥])

com

(f - Af)¢dx+/ hipdz.

n

T(lp, o) = / (0+ fode + /

n n

Imediatamente verificamos que o sistema (24]) pode ser escrito como

(2]

Agora vamos verificar algumas propriedades de a(.,.) e T(.,.) que nos possibilitarao

utilizar o teorema Inicialmente afirmamos que a(.,.) é continua e coerciva.

De fato, usando a desigualdade de Holder,

'a ([ . ] , [ ., D' 211 0)| + (A, )] + [(0.0)| +1(6. D)
21(6,)] 41, )| + (A, )| +](V6, V)

2ful lell + l1Aull [l + 61l Tell + 1181 l1 Al
201611 11+ Tl 111+ 1Awl] ]|+ (191 V]
2(]ull 41180+ 11011+ 961 llel | + 1Al
il + 1192)

8(I[ullr + 1101 ) (Nl |2 + [ a1)-

N

N+ N+ N+

Logo af(.,.) é continua.
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Além disso para todo [u, 0] € H* x H' tem-se

a([ 0 ] , [ ) ]) = 2(u,u) + (Au, Au) — (0,u) + (6, Au)

+2(0,6) + (u,0) — (Au,8) + (V6, V)
(u,u) + (Au, Au) + (60,0) + (V6,V0)
= [[ul* + [|Aul]* +[10]* + [|VO]]*

= lullz2 + 101l

provando que af(.,.) é coerciva.

Consideramos agora a forma linear 7. Temos que para todo [¢,?] € H? x H' a forma

/(f—Af)zpd:c /hwd:c
e .

< gl el + LI+ AL+ AL Tl

< 20(llell + [111)

< 20(llellme + 9] )

linear T satisfaz

T ([0, ¥])]

N

+ +

/n(g+f)sodx

onde C' = max{[[f + g|. [[fIl + IAf[| + [[Pl[}, j& que f € H? g € L*,h € L*. Com isso T ¢

continua em H? X H' e dai garantimos que T' € (H? x H')'.

Como a(.,.) : (H* x H')? — R & continua e coerciva e T € (H* x H')' o teorema de

Lax-Milgran garante que existe um tnico [u, 0] € H?> x H' que é solugao de:

(2] [e]) o rmmrmaernn e

para todo [p, 9] € H* x H'.

Tomando ¢ = 0 em (2.5) temos

assim

(20 — A0, ) = (f — Af + h— u+ Au,¥) Vo € H*

o que implica, em particular, que 6 é solucao da equacao

260 —-AN0=f—Af+h—u+Au em Z'(R").

Visto que A0 =20 — f+ Af —h+u— Au € L*(R"), a aplicagao do teorema [I.4] da
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regularidade eliptica garante que 8 € H*(R™).
Agora se, ) = 0 em (23], temos

2(u, ) + (Au, Ap) — (0, 0) + (0, Ap) = (f + g,¢) Vo € H?.

Assim
(2u+ A%u,p) = (f+g+60—A0,0) Vo € H?

o que implica que u é solucao da equacao

2u+Au=f+g+60—-A0 em Z'(R").

Dai A%u = —2u+ f+g+0—Af € L>(R"). Novamente pelo teorema da regularidade
eliptica vemos que u € H*(R™).

Como v = u — f, resulta que v € H2. Isto garante a existéncia de um tinico elemento
em D(A) que verifica (Z2]). Consequentemente A ¢ um operador m-dissipativo sobre H. Isso

finaliza a demonstracao do teorema [2.11 [

Estudaremos agora a parte nao linear do modelo (B]). Para isso consideramos o seguinte

resultado:

Lema 2.1 Sejam N = N(u) definida anteriormente e M satisfazendo (3). Entao a aplicag¢ao
N : H"™(R") — H™(R") m > 0, satisfaz a sequinte condigao.

IN(u) = N(v)||lam < Loy lu = vl gme
sempre que

||u||Hm+2 < 01 e HU||Hm+2 < Cl, com Cl >0 e LCl = L(Cl) > 0.

Demonstracao: Usando a norma equivalente a norma de Sobolev, temos

IN(w) = N(©)|4m = / (1+ €)™ N (u) — N(v)[?dg

n

onde N ¢ a transformada de Fourier de N e €= (&,8&,...,&,) € R

Utilizando a desigualdade triangular obtemos que
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IN(u) — N(v)| = M( |Vu|2dx)|§|2ﬁ+M(/ |Vv|2dx)|§|26
Rn

_ M( |§|2|a|2d5)|s|Qa+M< |§|2|6|2ds)|f|26'

Af(/ MHUM%)KFQ+A4</ MHM%K)MPA

Y 2 2%\ 5124 2
([ veriaras ) teio o ( [ 1ePiopa) e

u
M

N

[ tetiapac) | - ePa-+ e

R

+] ( \&\\U\d§)+M(/ \mmds)'w
R

/ Pl |2ds) €Pfa— 7]

R

; ] M( |§|2|a|2d5)+M( / |§|2|6|2d5)'|5|2|6.
R?’L R?’L

Como por hipotese M € C'(RT), o teorema do Valor Médio nos garante que existe
€ (0,C) tal que

—M( |§|2|a|2d5)+M( / |§|2|6|2d§):M'<x> [ (et - i) ae
R" R" R™

Logo

N

'—M( |5|2|a|2d5)+M( |s|2|@|2d5)]\max M/(s)
R" R"

0<s<C

[ (lPrar - igpror) .

Segue das estimativas anteriores que

~ ~

S -l < v ( [ eprarac) ePa -

+  max |M'(s)

0<s<Cy

[ (leprar - o) de el
Utilizando a desigualdade de Holder e a desigualdade triangular obtemos

[ Geriar - 16Pr) de| = | [ qelal-+ el (el - el ae|
R R



N

llal + 1€lo)) d&)

(L
(/R (I€lial + l¢]1a1) dg)
(2

1/2
llal - |£||6|>2d£)

(L
(L.

1/2
|s|2|a— m?dg)

1/2
2 (1ePal? + ePloP) d&) ( L+ eP)™+2a W&)

ﬂ{(w|§|2|a|2ds) +(/ € st) }

n

A~
.

1/2
(L+ [eP)™+fa - aﬁd&)

\/5{ (/n(l + |g|2)2|a|2d§> - (/Rn(l - |§|2)2|6|2d§) " }

VRS

1/2
/ 1+ |§|2>m+2|a—a|2ds)

V(|2 + [0]] ) [ = o] | s
V2(Cy + C)||u — vl gme
2v2C |[u — v|| 2.

Usando os fatos anteriores, vemos que

[N (u)

= N(v)[[fm

N

N

N

SRR IOE R

[ aierr (ar ([ 1eprarac)epia-a

2
max |M/(s >|2x/§cl||u—v||Hm+z|£|2|a|) gt

0<s<Cy

2
2 (o 21)) [ (1+lePymlelta - obas

0<s<Cy

2
160¢ (o I9)]) = ol [ (0 62 P

<s<(Ch

2
2 ( max M(s)> / (1+ |£|2)m+2 |u — o]2d¢
Rn

0<s<Cy

2
m—+2 |~
160%<max M (s >|> =l [ (112 e

0<s<C

2
2( max M(s)> [t — V| [Fymee

0<s<Cy

2
160¢ ( ma 1/G)]) I = ol ol

0<s<Cy

2
_ 2
2 (g ) = ol

2
161 ma 1/9)]) = ol

37
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Logo
NG = Nl < VE (e 2105)) = ol
2 / _ ,
+ 4C; (0222’51 | M (3)\) l|u — || gm+e.
Consideremos
Cy = max{\/ﬁ ( max M(s)) LACE ( max \M’(s)\) }
0<s<(Cy 0<s<(Cy
Segue que
IN(u) = N)|[zm < Collu = vl[gmez + Collu = v]|gm+
= Oy(1+C)||u — v||gme+2
= LCIHU‘ — 'UHHWH—Q
onde L¢, = Cy(1 + CF) > 0. Isto conclui a demonstragao do lema 2.1 ]

Lema 2.2 (Solugao Local) Sejam A e N definidas anteriormente, onde M satisfaz a condi-
cao (3). Entao se {ug,ui,00} = U, € H* x H? x H? existe uma tinica U(t) = {u(t), u(t),0(t)}
€ Tmax > 0, tal que

U € C([0, Tax), H* x H? x H*) N CY([0, Tax), H* x L? x L?)
e U(t) satisfaz (3.

Demonstragao: Inicialmente observamos que D(A) = H* x H? x H?. Sabemos do teorema
2.1 que A é um gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes, digamos {S(t)}:>0 de

classe Cy em H? x L? x L2.

Provemos que a aplicacio F : H4 x H? x H?> — H*x H? x H? definida por F(U) = NU,

com U(t) = | wv(t) | élocalmente Lipschitiziana.

Com efeito, sejam U = [u, v, 0], V = [, 0,0] € H*x H*x H? tais que ||U|| gax g2z < Cs

e ||V||maxmzxmz < Cs onde C3 > 0. Entdo usando o lema [2.7] (com m—=2) obtemos
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IINU = NV|| sz 122
[N (u) — N(u)||g

||F(U) - F(V)||H4><H2><H2

Leg||lu — al[gs

NN

Loy (|[u— @l s + e = Tl 2 + 116 = 6] 1)

LCSHU - V||H4><H2><H2

onde L¢, é uma constante positiva.

A aplicacio do teorema [I.7) (com X = H?x L?x L? e D(A) = H*x H? x H?) conclui
a demonstracao do lema [

2.2 Existéncia e unicidade de solucao global

Teorema 2.2 (Solugao Global) Suponhamos que M satisfaz a condicao (2). Se
{ug,us, 0} = Uy € H* x H*> x H?, entio o problema (3) admite uma tinica solugio forte
U = {u,uy, 0} satisfazendo

U e C([0,4+00); H* x H? x H*) N C*([0, +00); H* x L* x L?).

Demonstracao: Segue do lema que existe um par de fungoes {u,0}, com u € H* u; €
H? uy € L?,0 € H? e 0; € L? que é solugao de [B) em [0, Trax), para algum o > 0. Em

outras palavras, temos existéncia local no intervalo maximal [0, Tiax)-
Queremos mostrar que Ty, = +00. Suponhamos que T}, < +00.

Nesse caso, pelo item (ii) do teorema [I.7] devemos ter

lim (||U(t)||H4><H2><H2) = +00. (26)

t—Tmax

Seja 0 < t < Thax. Utilizando as equagoes de ([3]) temos que

d|1 1~
— —/ (u? + |Auf* +u? + 0H)dx + =M / |Vul?dz

:—/ 92da:—/ IVO|*dx
R™ R™

A
onde M(X) = / M (s)ds > 0. Disto segue que
0
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E(t) < E(0) Vt €0, Tmax)

onde ) .
E(t) = 5/ (u? 4 |Aul? + u? + 6*)dx + 5]\7 (/ |Vu|2d:p) .
Da estimativa acima garantimos que
lul[f2 < 2B(0), |lw|* <2E(0) e [|6]* < 2E(0). (2.7)
Aplicaremos a transformada de Fourier em (), para obter as demais estimativas.
Da primeira e segunda equagoes do modelo (B) temos, respectivamente que
F(ug + A%+ u — a(t)Au — 0 + Af) = F(0)

e

onde F representa a transformada de Fourier da respectiva funcao.

Observemos que da definicao e do corolario vale a identidade

Flatt)30) = at)730) = 3 ( [ 19upas ) i =or ([ rarac) e

Da observacao acima e das duas identidades anteriores obtemos
Gatlea+ e ( [ 1ePapae) -7 g -0
]RTL

O, + 0+ |<1%0 + @ + €0 = 0.

Onde u e 0 sao as transformadas de Fourier das fungoes u e 6 respectivamente.

Multiplicando a primeira equacio por 4, a segunda por 9 tomando a parte real e so-

mando as equagoes resultantes temos que

R{m* L+ €T+ B8+ (1+ €A + M ( / \smar?ds) \sm} 0. (28
]Rn

Observamos que
1d

~121 _ ~ =
S AP} = Re{@ @)
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d . . p - d ~ ~
o ([ 1epmpac)iepar} = o ([ wepiara) £ [ 1epapacieiar

N d, .
M ([t ) 6 (a2,

_l’_

Resulta das duas tltimas identidades que

~ = d ~ ~
re o ([ weprarac)epam ) — 3o {or ([ ieriapa) ieerar
= refar ([ weprarac) ([ 1epam ae) P

Combinando a identidade anterior e a equacao (2.8)), obtemos
1+ (iP5 -+ or ([ jeiaras ) leplar

=R4@r( mmmmg(/|a%£@)m%W—u+mﬁ@ﬁ.
R" R™
Multiplicando a identidade acima por |[£|* segue que
d (1 N - ~ ~
{31 (1 + iR + 52+ wtolePiaP) |
=00 ([ IRt Ty ) Il ~ el + i) (29)

onde
)= ( [ 1ePiarae) o wo = or ([ jeiaras).
R"™ R

Consideramos o funcional dado por
1 ~ ~ ~ ~
C(&,t) = slel (12 + (L + gl + 8 + u(e) €af?)

Provemos que o funcional acima é limitado.
Afirmagao 2.1 ((&,t) < ¢(&,0)efT™> onde K > 0et € [0, Thax)-

Com efeito, usando o fato de que M € C'(R™) juntamente com (7)) vemos que
u(t) =M (/ \Vu|2da:) <C e nit)y=M ( |Vu\2da:) <C, C>0.
R™ Rn

Segue de (2.9)), da aplica¢ao do corolario e das estimativas dadas em (27) que
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(/ (€ Re{u @}df) €[l — Jg]* 1912
o) ([ 16l 1) lal + el
o) ([ vertarac) « ([ jade) | ieera + e
([
n(t) (

L1 eP) |u\2d§) " ( |ut\2d§)] PP + (€14
e+ s 22) [ 1P + (€Y7

ACEO)[eP[aP + |e[*P

Kl (ePlaP + )

K|€V‘{|@|2 +(L+ €)@ + 167 + M(t)ISIQWIQ},

d
SAcEn} <

N N

INCINCIN N

N

isto é, %{C({,t)} < K((&,t), onde K = max{4CE(0),1}. Segue do lema de Gronwall [1.1]

que

G 1) < C(&,0)e™ < (&, 0)e T (2.10)

demonstrando a afirmacao.

Integrando a desigualdade (2.I0) sobre R™ segue que

/ n 5@4{\@2 +(1+ M aP + 16 +u<t>|£|2|m2} dg
< KT / ) %\fﬁ{@(aow + (1+ [¢[)]a(e, 0 + [8&, 0)* + M<t>|f|2|a<f,o>|2} 3
. K; / n {<1 + €)@ (E, 0 + (1 + [ [a(E, 0)2 + (1+ |€[2)2[B(E, 0)

Loae |s|2>4n<t>|s|2|a<§,o>|2} .

Como {ug,uq,600} € H* x H*> x H? tem-se a existéncia de uma constante
C' = C(Thmax) satisfazendo

€@ *de < C(Tmax)

€[ alrde + [€[%|@*de < C(Tinax)
R

R
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[l < O,
R?’L
Das estimativas acima concluimos que

/ A Pde < C(Tomax)

]Rn

/\&m i / |A2u[2d¢ < C(Tina)
n Rn

IAO)2dE < C(Toma).

R
Aplicando o corolario obtemos
[1Au][* < C(Tmax), [1Au]]® +[[A%]* < C(Thax) e [|A0]]* < C(Thna).
Combinando as estimativas acima com (7)), vamos obter

[lullis < C(Tmax), Muellzzz < C(Tinax) @ 1101172 < C(Thnax),

ou seja, {u,uy, 0} é limitada na norma H* x H?> x H?, V 0 < t < Tyax. Mas isso contraria

(2.6)), logo Tiax = 400 provando a existéncia de solucao global para o modelo (B]). n

Para finalizarmos este capitulo resta-nos mostrar a unicidade da solu¢ao. Suponhamos

que ([B) tenha duas solugoes {u, u;, 0} e {w, uy, 5} com os mesmos dados iniciais no tempo ¢t = 0,

isto é,
p
utt+A2u+u—M( |Vu\2da:)Au—9+A6:O
Rn
0t+9—A0+Ut—AUt:O
\ U(l‘,O) = Uo(l'), Ut(IL',O) = ul(x)7 9(1‘,0) = QO(:E)
e

]Rn
0, +0— A0+ — A, =0

u(z,0) = up(x), w(x,0)=u(z), 0(x,0)=0(z).
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Entao, a diferenca w =u —ue z =10 — 0 satisfaz
wy + A%w 4w — 2+ Az = r(t)Au — s(t)Au
24+ z—Az+w, —Aw, =0 (2.11)

w(z,0) =0, wz,0)=0, 2(z,0)=0
onde r(t) = M ( |Vu\2da:) e s(t)=M ( \Vﬂ\Qd:c) :
R™ R

Em (2I1) multiplicando a primeira equacdo por wy, a segunda por z e integrando em

R™, obtem-se

/ (wpwy + Aww; + wwy — 2wy + Azw)dx = / r(t) Avwydr — / s(t) Auwdz

/ (zz + 22— Azz 4wz — Awz)dz = 0.

Somando as equacoes acima tem-se

1
5% {/Rn(wt2 + | Aw|* + w? + zz)dx}

—/ 22dr — \Vz|?dx + r(t)(Au, wy) — s(t) (AT, wy)
R R”

ou ainda,

1d

2dt {/Rn (Wi + |Aw]* + w® + zQ)d:p} < r(t)(Au, wy) — s(t)(Au, wy). (2.12)

Agora, observamos que por (27), E(t) < E(0), Vt > 0. Disto segue que

/\Au|2da:< /\Vu|2da: E(0) vt > 0.
Rn

Como M € C'(R") e da desigualdade anterior temos que;

( |Vul dx) Ce M (/ \Vu|2d:c) <C, Vt=0.
Rn

Usando as observagoes acima, o teorema do Valor Médio e a desigualdade de Holder

obtemos (usar idéia andloga ao lema [2.1)) que
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'M ( s |Vu\2d:c) (Au,wy) — M < s \Vﬂ\Qd:c) (AT, w,)

_ 'M ( 3 \Vu|2d:c) (Au,wy) — M (/

R

\Vu|2d:c) (AU, wy)

M ( |Vu|2dx) (AT, w;) — M (/ |Va|2da:) (Au, wt)‘

R

n

< M( |Vu|2dx) |(Aw, wy)| + ’M( |Vu|2dx) - M( |Vﬂ|2dx) [(Aw, wy)|
R™ R” Rn

< C)(Aw, wy)| + C' |Vul*dz — / |V€Z|2da:’ [(Aw, wy)|
Rn

Rn

< Cl(Aw,w)| +C ' / (Vul + [V Val + [Val)de| [(AT w)|

<C\(Aw,wt)\+c’/ IVul + |Val| [[Vu] + [Vaul|de [(Au, w)]
Rn

< claww)l+c ([ v+ vapa) " ([ avul- wapa) " i w)

n

1/2 1/2
< Ol(Aw, wy)| + V20 ( |Vul* + |Va|2da;) ( |Vu — va|2dx> |(AT, wy)|
Rn R”

1/2 1/2 1/2
<C||Aw||||wt||+\/§c{(/ |Vu|2dx> +(/ |va|2dx> }(/ |Vw|2dx) 1A |
R R R

CllAw|l[[wel + 2v2C(E(0)||Vewl[||we |
C(|Aw][? +[[Vuwl[? + [Jw][?)

onde

<
<

¢ = max {C, 2v/2C(E(0)), C + 2\/§C(E(O))} = C +2V2C(E(0)).

Segue de (212) que

1d

e {/ (w2 + |Aw|* + w? +z2)dm} < 5/ (|Aw? 4+ |[Vw|* + w?)dz. (2.13)

A idéia é aplicar o lema de Gronwall em (2.13]), para isso notemos que, da identidade de Green

|Vw|?de = VwVwdx
Rn Rn

= - Awwdzx
R’ﬂ

1/2 1/2
< < ]Aw[de> </ \w\%lx)
R7 R7

= [[Awl[[[wl]|
< / \Aw\Qdﬂv—i—/ \w|?dz.
R" R"

Combinando esta desigualdade com (2.13]), temos

1d

—— {/ (w? + |Aw|?* + w?® + 22)dx} < CN'/ (w? + 2|Aw|* + w?)dx

< 25/ (0} + |Aw|? + w?® + 2%)dz.
RTL
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Logo pelo lema de Gronwall [1.1]
/ (w? 4+ |Aw|* + w?® + 2?)dzx
R
< el (/ (wy(z,0)% + |Aw(z,0)|* + w(z,0)* + z(x,0)2)dx> , Vt=0.
Como w(z,0) = 0,w(z,0) =0 e z(z,0) =0 garantimos que
/ (wi + |Aw|* + w? + 2?)dz < 0.
Rn

Logo w = z =0 q.s, 0 que implica u = u,us = Uz € 0:5, vt > 0.

Isso mostra que a soluc¢ao global do modelo (3] ¢ unica. [



Capitulo 3

DECAIMENTO EXPONENCIAL

Neste capitulo, temos como objetivo principal mostrar o seguinte resultado:

Teorema 3.1 Seja U = {u,u;,0} a solugao do problema (3) obtida no teorema [2.Z, com
{ug,u1,00} = Uy € H* x H?> x H?. Considerando que M satisfaz (@), entio a energia total asso-
ciada ao problema (3)

1 1~
E(t) = —/ (u? + |Aul® +u? + 6?)dz + =M (/ |Vu|2dx>
satisfaz

E(t) < 3E0)e, vt >0
/\ A
onde M(\) = / M (s)ds e~y é uma constante positiva dependendo somente da energia inicial.
0

A idéia para demonstrar o teorema acima é construir um funcional de Lyapunov H = H(t),

satisfazendo

%{H(f)} <—cE(t) e E(t)<H(t)<cE(t) c¢cqeco>0.

Tal funcional H(t) é uma pertubagdo da energia F(t) e sera obtida utilizando técnicas multi-

plicativas que serao mostradas nos seguintes lemas técnicos.

3.1 Lemas técnicos

1 1~ —~ A
Lema 3.1 Seja E(t) = 5/ (uf +|Aul® +u?+6?)dz + §M< \Vu]%ix) com M(X) :/ M(s)ds,
Rn R™ 0

a energia associada ao modelo (3) onde U = {u,us, 8} € solugao global obtida no teoremalZ.2 . Entdio

i{E(t)}:—/ 9%—/ |VO|*dz.
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Demonstracao: Temos que

d
AE@®)} = { /]R (Qupg + 28uluy + 2y + 206,) de

1
2
1

: </R |Vu|2dx> . </R IVl d:n>/ }

= / (upug + Auluy + uuy + 06;) dx

M (/ ]Vu\zdx>/ VuVu dx.
R™ R™

Das equagoes do modelo (B]) vemos que
g = —A%u —u+ a(t)Au+ 0 — Af
e
0y = AO — 0 — up + Auy.

—+

_l’_

Substituindo essas identidades na derivada anterior obtemos

%{E(t)} = / ug(— A% — u + a(t)Au + 0 — Af)dx + AulAupdx + / uugde

n

R

+ O(AG — 0 — up + Auyg) + a(t) VuVudz. (3.1)
R7 Rn

Usando as formulas (L4) e (TT) em (31 concluimos que

4 E(t)}:—/ 92dx—/ |VO|2da.

Lema 3.2 Sejame >0 eU = {u,us, 0} a solugio do problema (3) obtida no teorema[Z.2. Definimos

R(t) = £S(t) + %T(t)

onde

S(t):/nut(I—A)ledx e T(t):/nuutdx.
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FEntao

di{R(t)} = —5/ wdr —e | A%u(l — A)~'9dx

- 5/ u(l — A)"10dx + ca(t) Au(I — A)"tode
n ]Rn

+ e I —-A)"Y9dz—<c | AOI—A)lodx
R™ R™

- E/ |Au|2dx—i/ u2dx—6/ utfdx
- Ea(t)/ |Vu|2dx+§/ u9dﬂ:—§/ uAfdzx.
2N Jan 2 Jan 2 Jan

Aqui (I—-A)~1 denota a inversa do operador I—A : H*(R™) — L%(R™) e como definimos anteriormente

a(t)=M </Rn |Vu|2dx> .

Demonstracao: Temos que

d d _
_ d _

Da segunda equagao de () temos que

915 = —H—Ut+A9+AUt
= —(0+u)+A0+u)
= —(I—A)0+u)

logo

% (I—A)"'0)=—6—u,. (3.3)

Multiplicando a primeira equacio de (@) por (I — A)~!'6 e integrando sobre R” obtemos

[ atr 8 00 A%u(r = 8) Yods — [ (- ) ods

Rn n
+ a(t) Au(I — A)~10dz
Rn
+ O(I — A)10dx — [ AT — A)'0dz. (3.4)

R™ R



20

Substituindo (B3] e (3.4) em (3.2), concluimos que

%{S(f)} = — [ A*u(l—A)"'odx - / u(l — A)"1dx
]RTL n
+ at) [ Au(I —A)9dz+ [ (I —A)l0dx
Rn Rn
— AO(I — A) " t9dx —/ ugfda —/ uldz. (3.5)
Rn n n

Agora observe que, multiplicando a primeira equacao de (3) por u e integrando em R"™, tem-se

/ uugdr = —/ uA2udx—/ u2dx+a(t)/ uAudz
+ / ué?dx—/ uAfdx
= —/ |Au|2daz—/ uzdx—a(t)/ \Vul|?dx
R™ R™ R™
+ / ué?dx—/ uAfdz.

Desta observagao segue que
d 2
—{T@®)} = uydr + uudx

= /ufdx—/ ]Au\zdx—/ ulda
Rn Rn n

- a(t)/ |Vu|2dx+/ u9dﬂ:—/ uAfdx. (3.6)
Rn n n

Combinando (B.5) e B.8]), concluimos que

d d ed
RO} = e 4SO} + 5 AT)}
€ _
= -3 /nu?dx —€ - Au(I — A)'oda
- E/ u(l — A)710dx + ca(t) Au(I — A)~tode
n R”

+ e I -A)"Y9dz—<c [ AOI—A)"lodx
R™ R™

- %/ |Au|2dx—g/ u2dx—6/ utfdx
R n n

- Ea(t)/ ]Vu\de—i—i/ ué?dx—i/ uAfdz.
2 Jen 2 Jan 2 Jan

Lema 3.3 Sejam ¢ > 0, U = {u,u,0} a solugio do problema ({3) obtida no teorema e R(t)



definida no lema anterior. Entao existe uma constante k = k((E(0)), tal que

d 3 2 e 2 93 2
- < — J— — —

— Ea(t)/ \Vul|?de + ke | 6%dx, Vt>0.
2 Rn Rn

Demonstragao: Sabemos do lema anterior
d € 2 2 -1
—{R(t)} = —= updr — ¢ Afu(l — A)" 0dx
— 5/ u(l — A)Y0dx + ea(t) Au(I — A)"10dx

R

+ e/ O —A)Y0de —¢ | AT — A)10dx
n ]Rn

- E/ |Au|2dx—§/ u2d:v—6/ utfdx
— Ea(t)/ \Vu]%lx—i—i/ ufdx — E/ uAfOdx
2 Jan 2 Jan 2 Jan

€ 9 € 9 € 9
- — = - = A - =
= 2/nutdx 5 /n\ ul“dx 5 /nu dx

— S0 [ 1VuPde+ A+ A0+ A5(0) + A1)
Rn

onde
Af(t)=—e | Au(I —A)"'0de —c [ AOT — A)l0da
R™ R™
As(t) = aa(t)/ Au(I — A '0dx
Rn
As(t) = —e/ u(l — A)"'0dx + e/ O(I — A) " 'oda
Rn n

Ayt) = %/R" ubdzr — % /nuAde - e/Rn utfdx.

ol

(3.7)
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O proximo passo é limitar os termos A;(t), 1 < j < 4. De fato, utilizando a desigualdade de

Holder

Ar(t) < [AL(t)]

Usando a identidade

Segue que

N

N

N

I +

N

N

(1 = 8)710113= = (|01, Vo e L

Au(I — A)Y0dx — ¢
R” R”

AuA(I — A)  dx — 6/

—¢ AO(I — A)~t0dx

—¢ OA(I — A) " '0dx

n

R

— &

AuA(T — A) " dx
Rn

OA(I — A)"10dx
Rn

v

s/ |Au||A(I—A)_19|da:+e/ 0]|AI — A)~10|dx
R» R™

. (/ ]Au\2dm> v (/ = A)10\2dm> v
£ (/Rn |9|2daz> v (/Rn |A(T — A)_19|2dx> v

el | Aul[[| AT — A) 0] + el || AT — A)7H]]

g _ g £ _
1wl + AT — A) 0] + Z[6] + S[IA(L — A) o)
€ 3e €

1A 2 ZUA(T — A -1 2 < 2

laulP + ZIAT - )0l + 1o

€ 3e
“Au|]? + =
AUl + =]

_ £
(= )76 + ZIIoI1.

Au(t) < S| Al + 226 (3.9)

Para estimar As(t), observamos que / |Vul*dz < 2E(0) e como M € CY(R*) podemos
R”

afirmar que

a(ty=M (/Rn yvm%m) <

M(s) = M(E(0)) =d e R™T.
o (s) (E(0))
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Usando a majoracao anterior e (B.8)) deduzimos que

As(t) < eal(t) Au(l — A)"Lodz

Rn

ea(t) /n uA(I — A) " 9dx

N

ea(t) /R || AL — A)19]d

ea(t) </R |u|2da:)1/2 </R IA(I - A)_19|2da:)1/2

= ca(®)|[ull[|A(I - A)~'0)
ed|[ul[[|A(I — A)~'0]]

£ _
Sllull? + 2ed||A(T — &) Mol

N

NN

N

£
Slull® + 2ed?[|(1 = A) 716l

=l + 22|01 (3.10)
No caso de A3(t) usando ([B.8), deduzimos que

As(t)

N

' —¢ /n u(l — A) " Ydx + ¢ /n O(I — A) " 'oda

N

g/ \uu(I—A)ledeg/ 1011 = A)~10]dz
R™ R™

£ </n |u|2dx> v (/n |A(T — A)_19|2dx> "
. (/R ym%m)m (/R N A)*@;%) v

ellul [|AT = 8)7101| + || A = A)~'o)]
9 _ 9 S _
gl + 2e[|AT = A) U011 + S11611° + SIIAT - &) 0|

N

i+

N

€ 9  OE 1.2 €lian2
= = —I||A(I —-A)""0 =@
glhull” + S lIA( )OI + 5 116]]
€ oe _ €
< Sl + S = )70l + 5101
21 %2 1 Enpl2
= llull? + 116112 + 16l

g
= gHuH2—%3€H0H2. (3.11)
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Finalmente da desigualdade de Holder vemos que

Ag(t) < %/ u9dﬂ:—g/ uAHdﬂ:—e/ utfdx
€ €
< —/ ]uHH\dw—i——/ ]AuHH\dw—i—a/ g 6] da
2 Rn 2 Rn Rn
1/2 2 1/2
< </ |u|2daz) (/ |9|2daz> + - (/ |Au|2dx>

1/2 1/2 1/2
/\e;%m) +a</ M%m) (/ ym%m)
R Rn Rn

9 9
= gllulllol + l[Aulllle]] + Fllulllle]

€ 2 € 2 € 2 € 2 € 2 2
< = —11@ —|A —10 - 0
8HuH + 5111l +8H ul[7 4+ SO + o [uel " +ell6]]

[ ——~_ NI,

9 9
= gllell® + 2e[101 + ZllAul + ] (3.12)

c
8
Combinando (B.7), e as desigualdades (8.9)-(B.12) temos

d € 9 € 9 € 9
4 < £ 2 AuPde - £
dt{R(t)} 5 /nutdaﬂ 5 /]R"‘ ul*dx 5 /nu dx

£ £ 9
5@@)/ [Vul*dz + || Aul* + 2[1011% + Slull* + 2ed?||6]}*
Rn

/

€ € € €
+ 2l 3ell6]7 + Sl + 21611 + 2l Aul® + 7]
8 8 8 4
= —E/ uldx — E/ |Au|?dz — E/ u?dx
4 Jrn 8 Jpn 8 Jrn
- fa(t)/ |Vu|2da:+ke/ 16)2dx
onde k = 7+ 2d?, o que completa a demonstracao do lema. [

Lema 3.4 Sejam 0 < e < 1/3 e H(t) = E(t) + R(t), com E(t) e R(t) definidos nos lemas [31] e

[Z.2 respectivamente. Entdao



Demonstragao: Usando a desigualdade de Hélder e Young obtemos

BlOIE

<

N

N

Além disso,

()]

/ u(I — A)~0dx
/ lug||(I — A)~10|da
]RTL

</Rn |ut|2dx)1/2 </Rn (I - A)_19|2dx) v

1 1
—/ \uty2dx+—/ (1= A)012de

1 1
—/\w%w%wu—m*wz
2 Jan 2

1 2 1 —1 2
LT wPde + Ly - ay o2,
2 Jan 2

1 2 1 2
— d —||0

5 | lfds+ 561
E(t).

/ uurdr
/ |u)|ue|da
Rn

1/2 1/2
</ ]u\2dx> (/ ]ut\de>

R” R"

1 2 1 2
§/Rn‘“’ dx+§/Rnyut\ do

< E(t).

N

N

N

A desigualdade triangular juntamente com (B3] e (B.14) garante que

Consequentemente,

ROI = [eso +570)
< eS|+ SIT)]
< 6E(t)+%E(t)
0

—%E(t) <R() < %E(t).

Somando E/(t) nas desigualdades anteriores obtemos

3e 3e

B(t) - SE() < E(t) + R() < B(t) + SE(®).

2

95

(3.13)

(3.14)
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Como H(t) = E(t) + R(t), segue da estimativa anterior que

(1- %)E(t) <H() < (1+ %)E(t).

Portanto, para 0 < ¢ < 1/3 garantimos que

Lema 3.5 Sejam e > 0 e H(t) definida no lema anterior, entao
Ly <—SB@W), vi>0
dt I
para algum e > 0, satisfazendo €k < 1/2 onde k é a constante definida no lema [3.3.

Demonstracio: Do lema 3.l e do lema B.3] vemos que
d d d
Sy = Sy + R0)
— Hde—/ VO dx — Z/ u?dw—%/ |Au|?dz
R Rn Rn Rn
- %/ wldx — %a(t)/ |Vu|2dx+k:6/ 10)?dax
Rn Rn Rn
= (—1+¢ T — T — — uydr — = u|“dx
k) [ 6% VOP2de — S | wlde—S | |Aufd
— E/ ulde — Ea(t)/ |Vu|?da.
8 Rn 2 Rn

Usando a hipotese ek < 1/2 resulta que

a 1 2 2 e 2 3 2

1
——/ 6%dx — E/ uldx — E/ |Au|?dz

- E/ u2dx—§a(t)/ |Vul|?dz. (3.15)
8 Jun DR .

N

/

N

Como M é uma fungdo nao decrescente e a(t) > 0 podemos afirmar que

/O/n Vuf'da M(s)ds < M (/Rn \Vu]de> (/Rn |Vu|dz — 0) .



Disto segue que

/ \Vu|*dx
—a(t)/ |Vul*dz < —/ " M (s)ds.
R" 0

Substituindo a desigualdade anterior em (B.I3]) e observando que € <

1

d 15 €
—{H®)} < —-= 0%dx — = 2d ——/ Aul?d
AACk 2 o 4/n“t”€ 3 Rn‘ ul*de

I - :

S/nu dx 2a(t)/Rn |Vu|“dx

u?dm—i/ |Au|?dz
8 Jan

Vul?dz

€ 9 € / |

_ _ . n

3 / u“dz 5 /0 M(s)ds

n
|
™
T
>
no
U
8
|
|
T

3.2 Resultado principal

o7

(3.16)

Aplicando os resultados obtidos nos lemas da secao 3.1 estamos em condi¢oes de demonstrar o

teorema [3.971 Com efeito, de acordo com os lemas [3.4] e temos

%{H(t)}é—%E(t) e H(t) <

Dai,

d €
pn H(t)} < _EH(t)'

Aplicando a lema de Gronwall em (B.I7) concluimos que

3

H(t) < H(O)e(_(ﬁ)t), Wt > 0.

Da desigualdade acima e do lema [B.4] vemos que

SE() < H{t)

E(t), Vt>0.

(3.17)



ou seja,

E(t) < 3E(O)e(_(1_€2)t), vt > 0.

. € ~
Considerando v = T3 concluimos a demonstracao do teorema 3.1

o8



CONCLUSAO E CONSIDERACOES
FINAIS

Ao término desse trabalho podemos destacar alguns pontos relevantes, tais como para a busca
da solucdo do sistema num espaco funcional adequado, o capitulo 1 dos resultados preliminares foi de
grande importancia. Nela estava todo o embasamento tedrico para o prosseguimento dos estudos, em
destaque os teoremas de Lax-Milgran e de Lumer-Phillipis, sendo eles fundamentais para chegarmos

na existéncia e unicidade da parte linear do sistema considerado.

No capitulo 2 foi determinada a existéncia e unicidade de solucao do modelo termoelastico
considerado. Como o modelo é ndo linear foi feito um estudo das propriedades da nao linearidade
especifica. Primeiramente encontrou-se a solucao local e através de estimativas & priori prolongou-se

essa solugao mostrando a existéncia de uma solugao global dnica.

No que segue o capitulo 3, apds encontrarmos a existéncia e unicidade de solu¢ao do modelo,

foi feito um estudo para analisar o comportamento assintético da solucao.

Para trabalhos futuros, destaca-se o estudo dos modelos de termoelésticidade similares ao

estudado conforme descritos abaixo:

ug + A%u— M (/ ]Vu\%lx) Au+ A0 =0 em R" x (0,+00),
0 — A0 — Auy =0 em R"™ x (0, 400), (3.18)

u(z,0) = up(z), ui(z,0) =ui(x), 0(x,0)=~6y(z) em R"

uy — Au — M (/ |Vu|2dx> Au+ A6 =0 em R" x (0,+00),
0, — AG — Auy = 0 em R™ x (0, +00), (3.19)
u(z,0) = ug(z), w(x,0) =uy(x), 0(x,0)=60y(zr) em R™.

E importante destacar que no modelo de termoelésticidade estudado nesse trabalho, bem como
os modelos ([B.I8) e (3.19), diferentes condigbes sobre a ndo linearidade podem ser explorados, resul-

tando assim em novos modelos a serem estudados.
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