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RESUMO
Dissertacao de Mestrado
Programa de Pés-Graduacao em Matematica

Universidade Federal de Santa Maria

EFEITOS DE RUIDOS SOBRE A FORMACAO DE PADROES

EM UM SISTEMA PRESA-PREDADOR DISCRETO
AUTORA: JOICE CHAVES MARQUES
ORIENTADORA: DIOMAR CRISTINA MISTRO
Santa Maria, 13 de agosto de 2015

A formagao de padroes de Turing em dinamica de populagoes se caracteriza pela desestabi-
lizacao do estado de equilibrio homogéneo causada pela movimentagao por difusao dos individuos,
o que leva a uma distribuigao espacial heterogénea das espécies. As condigbes sobre os parametros
para que ocorra formacao de padroes sao apresentadas tanto para modelos continuos como para
modelos discretos do tipo Redes de Mapas Acoplados.

As condicoes de instabilidade difusiva para modelos discretos sao aplicadas a um sistema
presa-predador espacialmente estruturado em Redes de Mapas Acoplados (RMA) em que as presas
sao afetadas por um Efeito Allee. Os diferentes padrdes espaciais resultantes deste modelo séo
ilustrados através de simulagoes numéricas.

Como o crescimento populacional pode estar sujeito a variacoes estocasticas, introduzimos
um ruido demografico branco, dependente da densidade, na populacao presas e analisamos, através
de simulagoes numéricas, seus efeitos sobre a formacao de padroes espaco-temporais das espécies.

Encontramos diferentes resultados dependendo dos parametros da dinadmica e de movi-
mentagao. De maneira geral, observamos que os padroes obtidos para parametros na regiao em que
o equilibrio de coexisténcia é instdavel sao mantidos para amplitudes suficientemente pequenas do
ruido.

Palavras-chave: Formacao de padroes, Ruido, RMA e Dinamica Populacional.



ABSTRACT
Masters dissertation
Graduate Program in Mathematics

Federal University of Santa Maria

EFFECTS OF NOISE ON FORMATION PATTERNS IN A

DISCRETE PREY-PREDATOR SYSTEM
AUTHOR: JOICE CHAVES MARQUES
ADVISOR: DIOMAR CRISTINA MISTRO
Santa Maria, August 13, 2015

The Turing pattern formation in population dynamics is characterized by the destabili-
zation of the homogeneous equilibrium distribution by the diffusive movement of the individuals,
which leads to a heterogeneous distribution of the species in the space. The conditions on the
model parameters for the pattern formation are presented for continuous as well as for Coupled
Map Lattice discrete models.

The conditions for diffusive instability for discrete models are applied to a spatially structu-
red predator-prey model. In this model the prey population presents an Allee effect. The patterns
resulting from this dynamics are illustrated through numerical simulations.

Since the population growth can be affected by stochastic fluctuations, we introduced a
density dependent demographic white noise in the prey population and analyzed its effects on the
spatio-temporal distribution of the populations.

We found different results depending on the movement and dynamical parameters. In
general, we observed that the patterns obtained in the parameters region where the coexistence
equilibrium is unstable are kept for amplitude sufficiently small.

Keywords: Formation of Patterns, Noise, Couppled Map Lattice and population dynamics
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INTRODUCAO

O matematico inglés Alan Turing, em seu trabalho de 1952, sugeriu que, sob certas
condigoes, dois quimicos que reagem e difundem podem produzir padroes espaciais hete-
rogéneos da concentracao dos quimicos. Suas ideias levaram a um enorme nimero de tra-
balhos ilustrando a, entao chamada, instabilidade difusiva de Turing em diversos tipos de
sistemas, Malchow et al. (2008), Okubo and Levin, (2001); Murray, (2002).

Em 1972, Segel e Jackson aplicaram as ideias de Turing a dinamica de populacoes
e apresentaram condigoes sob as quais um sistema presa-predador pode apresentar distri-
buigoes espaciais heterogéneas das espécies. De fato, muitos ecologistas tedricos tém enfa-
tizado que para compreender a estabilidade e diversidade dos ecossistemas ¢ fundamental
conhecer os processos de auto-organizacao através dos quais, as espécies assumem uma dis-
tribuicao espacial heterogénea. Mesmo em ambientes onde as condi¢oes sao homogéneas é
possivel ocorrer alternancia de areas com alta densidade populacional e areas onde a espécie
¢ praticamente ausente.

No entanto, a dinamica das populagoes estd sujeita a perturbagoes estocasticas de-
mogréficas e/ou ambientais. Um surto de doenca em um determinado periodo causando
a mortalidade de muitos individuos da espécie, fatores climaticos extremos, decréscimo na
taxa de natalidade, dentre outros sao exemplos de tais mudancas. De acordo com Mendéz
et al. (2014), a combinacao de aspectos deterministicos e estocdsticos pode ser usada para
compreender o equilibrio entre ordem e desordem tipicamente observadas na natureza.

Muitos autores tém se dedicado a estudar os efeitos de ruidos sobre a dinamica po-
pulacional. Os resultados variam de acordo com o modelo e com o tipo de ruido. O tipo
de funcao de crescimento (Ricker, Beverton-Holt, etc) bem como o parametro afetado pelo
ruido (taxa de crescimento ou capacidade de suporte) podem produzir resultados diferentes.
Além disso, ruidos correlacionados ou nao correlacionados (cor do ruido) também podem in-
fluenciar os resultados (Ripa and Lundberg, 1996; Morales, 1999). Ripa e Lundberg (1996)
mostraram que a autocorrelagdo do ruido modifica as estimativas de risco de extingao de
uma populagao que cresce de acordo com o modelo de Ricker. Se o ruido for positivamente
correlacionado, o risco de extingao decresce com aumentos do fator de correlagao. Melbourne
e Hastings (2008), por outro lado, defendem que o risco de extingao depende da combinagao
de fatores que contribuem para a estocasticidade. Destacam, a importancia dos fatores de-
mogréficos (ver capitulo 3) para o risco de extingao de populagdes naturais.

Nesse trabalho vamos propor um modelo presa-predador discreto espacialmente es-
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truturado para analisar os efeitos de ruido demografico branco dependente da densidade
sobre a formacao de padroes heterogéneos das populacoes. O modelo sera descrito via Rede
de Mapas Acoplados (RMA) e considera Efeito Allee para as presas e predador especialista.

O trabalho esta organizado da seguinte forma. No capitulo I apresentamos uma breve
descrigao de RMA. O capitulo II é dedicado a descrigao do mecanismo de instabilidade de
Turing tanto em modelos continuos de Equagoes Diferenciais Parciais como em modelos
discretos do tipo RMA. O modelo presa-predador proposto por Rodrigues et al. (2012) é
também apresentado neste capitulo e a formacao de padroes é analisada e ilustrada com
simulacoes. No capitulo III introduzimos ruido demografico dependente da densidade ao
modelo presa-predador estudado e analisamos seus efeitos sobre a formacao de padroes es-
paciais através de simulagoes numéricas. Reservamos o capitulo IV para a discussao dos

resultados e conclusoes finais.



Capitulo 1

Rede de mapas acoplados

O reconhecimento da varidvel espacial como “ingrediente”essencial na descricao da
dinamica de populacoes tem sido enfatizado nas ultimas décadas. Hassell et al. (1991) e
Comins et al. (1992) ao incluirem espac¢o no modelo discreto parasitoide hospedeiro de Ni-
cholson Bailey, cujo equilibrio de coexisténcia ¢ instavel para todos os valores dos parametros,
observaram, nao sé a persisténcia das espécies, mas também a formacao de padroes depen-
dentes dos coeficientes de difusao de cada espécie.

Como alternativa aos modelos de reacao-difusao que consideram tempo e espaco
continuos, Redes de Mapas Acoplados (RMA), que sao definidas como sistemas dinamicos
com tempo e espago discretos e densidade continua, tem sido utilizadas para modelar siste-
mas em que as populacoes exibem crescimento em etapas bem definidas de tempo. O fisico
japonés Kunihiko Kaneko foi o primeiro a introduzir RMA através de um de seus estudos
que objetivava investigar o caos espago temporal. Apareceram pela primeira vez em proble-
mas de Ecologia com os trabalhos de Hassel e colaboradores (1991) e atualmente tém sido
utilizadas em diferentes contextos (White and White, 2005; Mistro et al., 2009; Rodrigues
et al., 2011, 2012; de-Camino-Beck and Lewis, 2009).

Em um modelo bidimensional do tipo RMA, o habitat é subdividido em regices cha-
madas sitios organizadas em uma grade ou rede. A cada ponto da rede, representado por
coordenadas inteiras e localizado no centro do sitio, é associado a densidade média da po-
pulacao no sitio. O sistema apresenta duas fases distintas: dispersao e reagao.

Na fase de dispersao uma fragao de individuos permanece no sitio em que se encontra
e o restante se desloca para os sitios vizinhos de acordo com alguma regra determinada de
modo a representar o comportamento dos individuos. A movimentacao pode ser representada

pela seguinte equacao:

Nyy=N,— > S+ Y E., (1.1)

(r,8)eVz,y (r,5)€Vz,y

/ ~ . . . s ~ .
onde N;y e N, , sao as densidades populacionais da espécie N na geragao ¢, antes e depois
da dispersao, respectivamente. S, ; representa a densidade de individuos que sai de (z,y)

para o sitio (r,s) e E, 4, a densidade de individuos que migra para (z,y) vindos dos sitios de



Vi, a vizinhanca do sitio (z,y) considerada.

Podemos considerar diferentes maneiras de conectar um sitio e seus vizinhos. A
vizinhanga de Neumann (figura 1.1) estabelece conexao entre o sitio central e os quatro
vizinhos mais préximos enquanto a vizinhanga de Moore conecta cada sitio aos oito vizinhos
mais proximos. Se a espécie em estudo apresentar dispersao de longo alcance, vizinhancas
maiores devem ser consideradas. No caso limite, a vizinhanca pode ser constituida de todos

os sitios da rede.

Il

Figura 1.1: A vizinhanca de Von Neumann: sitio central (z,y) e seus 4 vizinhos.

De acordo com Rodrigues et al. (2013) diferentes tipos de comportamento de dis-
persao podem ser descritos por RMA, como por exemplo, difusao, conveccao e taxia. Em
sua versao mais simples, a movimentagao por difusao classica considera que uma fragao cons-
tante A\ de individuos deixa seu sitio em cada geracao e se distribui equitativamente entre os

quatro (ou oito) vizinhos. Dessa forma a equagao (1.1) fica:

/ A
Ny = (1= NNoye+ 5 > N, (1.2)

(T’,S)Evz,y

uma vez que saem 3 N! | para cada sitio de V,, = {(z+1,9), (x—1,9), (z,y+1), (z,y —1)}.

Devemos considerar regras de movimentacao especiais para os individuos que estao
localizados nas bordas da rede ou habitat. Estas regras, chamadas condigoes de fronteira ou
de contorno, devem ser escolhidas de acordo com o problema em questao. Os trés tipos de

condigoes de fronteira comumente utilizados em dinamica de populagoes sao:

e Reflexiva: os individuos que chegam a borda nao atravessam a fronteira e permanecem
no dominio, quer seja por uma barreira ou pela percepcao de que o habitat exterior é

inéspito.

e Absorvente: nesse caso os individuos podem atravessar a borda e, desse modo nao sao

mais contabilizados.

e Periddica ou ciclica: a fronteira norte (leste) é ligada a fronteira sul (oeste) de modo

que os individuos nao saem do dominio.

No estagio de reacao ocorrem, em cada sitio, as interacoes intra e inter especificas

como crescimento, competigao ou predacao. A densidade da populacdo no sitio (z,y) na
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geracao t + 1 é dada por:

/

Noyiri = F(N,,) . (1.3)

m7y

onde F' é uma funcao que captura a dinamica populacional.
As equagoes (1.1) e (1.3), juntamente com as regras especiais para os sitios da fron-
teira, sao aplicadas simultaneamente a todos os sitios do dominio, a partir de uma distri-

buigao inicial das populacoes.



Capitulo 2

Formacao de Padroes em Dinamica de

Populacoes

A difusao é frequentemente associada a um processo homogeinizador que elimina gra-
dientes e leva a distribuigoes espacialmente uniformes. Por este motivo, a proposicao feita por
Alan Turing, matematico inglés, em seu artigo “The chemical basis of morphogenesis” (1952)
causou grande impacto na comunidade cientifica. Turing sugeriu que, sob certas condicoes,
a difusao pode produzir gradientes e desta forma, levar a criagao de “padroes” heterogéneos.

Neste capitulo, vamos inicialmente apresentar o mecanismo de formacao de padroes
de Turing, também chamado instabilidade difusiva, para um modelo de Equacgoes Diferenci-
ais Parciais. Em seguida apresentaremos as condigoes sobre os parametros para que em um
modelo discreto, do tipo RMA, ocorra formagao de padroes. Finalmente, aplicaremos estes

critérios a um modelo presa-predador com Efeito Allee para as presas.

2.1 Condicoes de Instabilidade Difusiva em Modelos

Continuos

Inicialmente proposto para substancias quimicas, o mecanismo de Turing mostra
como duas ou mais substancias que se difundem e reagem entre si podem gerar padroes

heterogéneos estaveis. Os elementos chave necessarios para formacao de padroes sao:
e Dois ou mais quimicos que interagem;
e Diferentes taxas de difusao das substancias.

Com o propésito de obter condigoes para a formagao de padroes heterogéneos, Turing
considerou um sistema de Equagoes Diferenciais Parciais (EDP) de reagao-difusao e supos

que:

* Na auséncia da difusao, o sistema exibe um estado estaciondrio uniforme estével;
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* Na presenca da difusao, o estado estaciondrio uniforme ¢é instdvel a perturbacoes e o

sistema evolui, via instabilidade difusiva, a padroes heterogéneos.

Em analogia a substancias quimicas que reagem, Segel e Jackson (1972) foram os
primeiros a demonstrar que os padroes podem ocorrer via instabilidade difusiva em Ecologia,
para espécies que interagem em certos sistemas presa-predador. Consideremos, por exemplo,

o sistema abaixo que descreve a interacao entre duas espécies:

% = D\VC, + Fi(Ch, Cy) (2.1)
% = D2V2C2 + F2<Cl7 02) ) |
onde V2 = aa—; + 87227 D1 e Dy sao os coeficientes de difusao e Fi e F; descrevem as interagoes

entre as espécies. Assume-se a existéncia de um estado homogéneo estaciondrio (C}, C3),

isto ¢, constante no espaco e no tempo, de modo que
F,(Cy,C5)=0,i=1,2.

Para examinar a estabilidade do estado homogéneo estacionario a pequenas per-
turbagoes, escrevemos
Ci(z,y,t) = C + ¢i(z,y, 1),

onde ¢;(z,y,t) sdo perturbagoes suficientemente pequenas. Substituindo no sistema (2.1) e

linearizando, obtém-se

o] 2

St = anc +anc+ D1V, (2.2)
o] 2 .
% a21C1 + Q92Co + DQV Co ,

onde a;; = g—gj( ¥, C5). A equagao linear fornecerd a tendéncia evolutiva da perturbacao
¢i(z,y,t) enquanto Ci(x,y,t) = Cf + ¢;(z,y,t) estiver suficientemente préxima de C;.
Através do comportamento das solugoes do sistema linearizado, que iremos considerar
da forma
ci(z,y,t) = ay cos(kix + kay) exp|At] , (2.3)

onde o4, k; e A sao constantes, é possivel decidir quando o estado homogéneo perde a esta-
bilidade.
Substituindo (2.3) no sistema (2.2) e dividindo as equagoes resultantes por e cos(k;z+

koy) obtemos o seguinte sistema de equagoes algébricas

{ (an — D1k2 — )\)Oél + Aoy = 0 s (24)

as o + (ag — Dok? — Nag = 0,

onde k* = k? + k2.

Para que existam perturbacoes nao nulas, o determinante dos coeficientes deve ser
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igual a zero
ain — D1]€2 - A Q12
=0 (2.5)

921 929 — ngz - A

ou seja

N

1, R 1 . . .
A= §(CL11 +a9) £ 5[(%1 + CL22)2 — 4(G11G22 — a12a21)]2 ,

onde (AI” = Q4; — Dzk2
A estabilidade é garantida se Re(A\) < 0 e o decaimento das perturbagdes com o

tempo ocorre se, € somente se,
aiq + ase — (Dl + Dg)k’2 <0, (26)

(an — D1k2)(a22 — ngz) — 12021 > 0. (27)
A condigao k£ = 0 corresponde a desprezar a difusao e, por hipétese, o estado ho-
mogeneo estaciondrio é estavel na auséncia da difusao. Isto requer

ay; + ags <0 s (28)

a11Q9o9 — Q12a91 > 0. (29)

Analisemos agora as condigoes (2.6) e (2.7).
A condigao (2.6) sempre é verdadeira, pois aj; + a9y < 0.

A reversao da desigualdade (2.7), que ¢é equivalente a
H(/{Z2) = D1D2]{74 — <D1a22 —+ Dgan)/{?2 + a9 — aaay; < 0 ,

significa que o estado homogéneo sera instavel e o sistema migrara para outro estado.
Observamos que H(k?) é uma funcao quadrética de k2, cujo grafico é uma parabola

com valor minimo em
(Dyage + Doary)

k2. = >0
mwn 2D1D2 ?
dado por
Diagy + Dsayy)?
H(K:. )= — |
( mm) 11022 — (12021 4D, D,
Mas

(D1ags + Doayp)?
4D, D,

<0

2
H(kmin) = Q11022 — A12021 —

é equivalente a
(D1a22 + D2Cl11)2 - 4D1D2(CL11G22 - CL12CL21) >0.

Portanto, as condigoes necessédrias e suficientes para a Instabilidade Difusiva ou

instabilidade de Turing sao:
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1. ay +axn <0,
2. ajaz — appayn >0,
3. (D1G22 + Dzan)2 - 4D1D2(a11a22 - a12a21) > 0.

Fazendo a interpretacao das condicoes de instabilidade temos:

A. De aj1+ag < 0 concluimos que pelo menos a1 < 0 ou ass < 0. Digamos agy = g—gz < 0.

Nesse caso a espécie 2 inibe sua propria taxa de formagao, Cy é um inibidor.

oF
oCh

ativa sua propria formacao, portanto Cy é um ativador.

B. De Diasy + Dyaq; > 0 concluimos ay; = > 0. Portanto a espécie 1 promove ou

C. (A) e (B) implicam que ajjaz < 0.

D. Como ajiass — ajpas; > 0 e ajjazgn < 0 temos ajpas; < 0. Portanto, ha somente duas
_'_ i
L)
( . )

E. De Djasy + Doay; > 0, escrevemos agy + g—fan > 0. Isto implica D; # Dsy. Os

opcoes para o sistema linearizado.

a) Ativador- inibidor

b) Realimentagao Positiva

coeficientes de difusao das espécies 1 e 2 devem ser diferentes. Além disso, temos

f;zz > % ou g—f > ‘Z—ff‘ pois | a1 |<| aze |. A difusibilidade da espécie 2 deve ser

maior que a difusibilidade da espécie 1. (Segel and Jackson, 1972)

2.2 Condicoes de Instabilidade Difusiva em Redes de
Mapas Acoplados

Vamos apresentar as condigoes para formacao de padroes em um sistema presa-
predador discreto espacialmente distribuido obtidas em Rodrigues et al. (2011). As mesmas
condigoes foram encontradas por White and White (2005) relacionando RMA a equacoes
integrais. Consideramos uma rede retangular bidimensional e a cada sitio associamos uma
densidade de presas e outra de predadores.

As equagoes para a fase de dispersao sao dadas por:

! /’LN
Nyyi = (1= pn)Noye + Z TN:%,g,t ) (2.10)
(‘i'v:g)ﬁvz,y
’ /’I’P
Prye =0 = pp)Poy+ Z Zpi,g),t ; (2.11)

(Z,9)eVa,y
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onde N, , e P, sdo as densidades de presas e predadores, respectivamente, no sitio (z,y)

!

PR ~ / . . . ~ .
no inicio da geragao t, P, ,. as densidades depois da dispersao. Os coeficientes de

z,y,t e
dispersao uy e pp correspondentes a fragao da populagao de presas e predadores, respecti-
vamente, que migra para os quatro sitios vizinhos, isto é, V,,, = {(z —1,y), (z+1,y), (z,y —
), (5,y+ D}

A fase de reagao é descrita por:

! !

Nx,y,t-}—l = f(Nm,y,m Px,y,t) 3 (212)

! ’

nyyvt‘i’l = g<Nx,y7t7 Px,ygﬁ) ) (213)

onde f e g descrevem as caracteristicas especificas da dinamica das populagoes.

Da mesma forma que no caso continuo, vamos supor que o estado espacialmente
homogéneo, N, ,; = N* e P, ,, = P*, ¢ estavel na auséncia da difusao. Isto é, (N*, P*) é
um equilibrio estéavel da dinamica local.

O seguinte teorema apresenta as condigoes para que o equilibrio de um sistema de

equagoes a diferencas seja localmente estavel:

Teorema 1 (Estabilidade) Sejam f(x,y) e g(x,y) funcdes com derivadas parciais de pri-
meira ordem continuas em x ey em algum conjunto aberto de R* que contém o ponto (T,7).

Assim, o ponto de equilibrio (T,7y) do sistema nao linear

Tiy1 = f('rhyt)u Yt+1 = g<xtayt> )

€ localmente assintoticamente estavel se os autovalores da matriz Jacobiana J satisfazem

| \i |< 1. Isto €, se, e somente se,
| Tr(J) |< 1+det(J) < 2. (2.14)

O equilibrio € instdavel se algum | \; |> 1, isto €, se qualquer uma das desigualdades

for satisfeita,
Tr(J)>14det(J), Tr(J)<-—-1—det(J) ou det(J)>1. (2.15)

A demonstracao pode ser encontrada nos textos classicos de Biomatematica, em
particular, em Edelstein-Keshet (1988) e Allen (2007).

Procederemos, agora, de modo a obter os principais resultados que serao utilizados
na préoxima secao para determinar os parametros para os quais o sistema presa-predador
apresenta formacao de padroes.

Consideramos pequenas perturbagoes do estado do equilibrio do sistema (2.10)-(2.13)

Nx,yﬂg = N* —+ g:v,y,t s Px,yﬂg = pP* + 5:v,y,t s (216)
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onde €, € 0,4+ 520 pequenas perturbacoes diferentes em cada sitio.
Substituindo (2.16) em (2.10)-(2.11) obtemos:

Na,;7y,t = N* + E;‘,yﬂf = N* + (]- - MN)Ex,y,t + %(Ex—l,y,t + Ex-i—l,y,t + Ex,y—l,t + gm,y-i-l,t) ) (217)

le,y,t =P+ 5;3,y,t =P 4+ (1= pp)0sys + %<5mfl,y,t + 0yttt + Ouy—14+ O0pyr1e) , (2.18)
e para a fase de reagao (2.12)-(2.13)

Noyir1 = N+ epyin = F(N* + ey, P40y y101) (2.19)

Pryir1 =P+ 0,001 =g9(N" + E;c,y,t-i—lv P+ 5;07y,t+1) : (2.20)

Expandindo f e g em Série de Taylor em torno de (N*, P*) e retendo somente os

termos lineares com respeito a d e € obtemos

Ezyt+1 = A11 ((1 - ,UN)Ex,y,t + HTN(gx—l,y,t + Ex+1,y,t + Exy—1,t + 51},y+1,t)>+

rp

‘I‘(llg ((1 — ,UP)(SJ;,y,t + A

(5x—1,y,t + 5a;+1,y,t + 5x,y—1,t + 5x,y+1,t)) ) (221)

5a},y,t+1 = a21 ((]- - ,UN)Ex,y,t + uTN(Ex—l,y,t + Ex+1,y,t + Exy—1,t + 5x,y+1,t))+

i

4

onde a;; sao elementos da matriz Jacobiana calculada em (N*, P*).

+as9 ((1 — 1p)dgyt + (Op—1,yt + Out1yt + O0py—14+ 5;c,y+1,t)) ) (2.22)

Vamos considerar uma solucao do sistema de equagoes a diferenca da forma:

[ Eayit ] — [ a1 ] M cos g1 cos qay, (2.23)

5x,y,t (&%)

onde A, aq, as, q1 € ¢ devem ser determinados.

Substituindo (2.23) em (2.21) e (2.22)

a1\t cos g cos qay = a1 ((1 — pn).cn A cos g1 cos goy + B (al)\t cos q1(z — 1) cos qay
+ A cos qi(x + 1) cos goy + o A cos gz cos ga(y — 1) 4+ ar A cos grz cos go(y + 1))

+ a12((1 — pp)agA! cos g1z cos gay + L2 (agAf cos g1 (z — 1) cos goy+

asAt cos q1(z + 1) + cos gay + aoA! cos g1z cos go(y — 1) + agA! cos g1z cos qo(y + 1))) ,

A cos g cos qay = a1 ((1 — pn).cn Al cos g cos goy + “TN-OQ)\t cos q1(z — 1) cos gay
+ ar N cos qp(x + 1) cos qay + ar A cos qrz cos g2(y — 1) + ag A cos qra cos go(y + 1))

+ a22((1 — pp).cg ! cos 12 cos goy + EE. (ag)\t cos q1(x — 1) cos qay + ag\ cos q1(x + 1)
cos oy + o\l cos g1 cos ga(y — 1) + ao ! cos g1 cos go(y + 1))) .
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Usando as relagoes trigonométricas, cos(a +b) = cosacosb —sinasinb e cos(a —b) =

cosacosb + sin asin b temos:

o X cos qra cos qoy = a11 (1 — pn).ar A cos g cos gy + 2. (g X (cos q1. cos g1 +

sin g1 sin qp ) cos qay + ap A (cos g1z cos g1 — sin g sin qq) cos qay + a N cos 1o

(cos qay cos gz + sin goy sin g2) + a1 N cos g1 (cos qay cos gz — sin goy sin go) )—i—

+ a12((1 — pp)as At cos g1 cos qoy + EE. (ag)\t (cos g1 cos g1 + sin g1 sin q1) cos qay+
ap ! (cos qrx cos g1 — singix sin qp) cos qay + s\ cos g1 (cos gay cos g2 + sin gay sin ga) +

s\t cos q17 (cos gay cos gz — sin goy sin qg))) .

Nt cos g1 cos qoy = a1 (1 — pun ). A cos g1 cos qay + B (al)\t(cos Q1rcos gt

sin g1 sin q1 ) cos qay + ap A (cos g1z cos g1 — sin g sin qq) cos qay + a N cos g1

(cos qay cos qa + sin goy sin qa) + a1 A cos g1 (cos gy cos qa — sin gay sin ¢s) )—1—

+ a2 ((1 — pp)as At cos g1 cos qoy + EE. (ag)\t (cos g1 cos g1 + sin g1 sin q1) cos qay+
s\ (cos g1z cos g1 — singix sin qp) cos qay + as A cos g1 (cos gay cos g2 + sin gay sin ga) +

as A cos g1 (cos gay cos ga — sin gy sin qg))) .

Apos algumas simplificagoes:

ard = ai [1—py + pn (cos LE2 cos LTL2) ] oy 4+ ara [1 — pp + pp (cos LF2 cos L5L2)] o
@A = ag [1—pn + pw (cos % cos L52)] ay 4 ags [1 — pp + pp (cos @ cos L52) ] ay

Fazendo z; = % e zp = 458 e escrevendo o sistema acima em forma matricial

obtemos:

[ a1 ] _ [ ap [1 — pn (1 —cos zy cos z2)]  aa [l — pp(1 — cos 21 cos z3)] ] ' [ o ]

agA as [1 — pn (1 — cos zy cos z2)]  aga [l — pp(1 — cos 21 cos z3)] Qg

com a1 # 0 e ag # 0.

ap [1 — pn (1 — cos z1 cos z3)] — A a2 [1 — pp(1 — cos 21 cos z3)] ar | |0
as [1 — pn (1 — cos 21 cos z3)] ag [1 — pp(1 — cos 21 cos z2)] — A .

Impondo que o estado de equilibrio seja estavel na auséncia da difusao, isto é, que
os autovalores da matriz jacobiana tenham mddulo menor que um, obtemos as seguintes

condicoes de estabilidade do estado estacionario homogeneo
| TrJ |< 1+ detJ, (2.25)

det J < 1, (2.26)
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onde J = (a;;) é a Jacobiana calculada no equilibrio (N*, P*).
Se os individuos se movimentam por difusao, isto é, uy # 0 e up # 0, entao o estado
de equilibrio homogéneo sera estavel se os autovalores da primeira matriz em (2.24) tiverem

modulo menor do que um. Isto é, se
‘ /{ZNCLH -+ kpa22 |< 14 /{ZN/{ZP det J y (227)

onde ky = ky(21,22) =1 — (1 —coszy coszy) iy € kp = kp(21,29) =1 — (1 — cos 21 cos z2) iup
sao chamadas funcoes caracteristicas.

Esta desigualdade pode ser dividida em duas:
1+ knkpdet J > kyayy + kpass e —1—kykpdetJ < kyay; + kpags . (2.28)

A quebra de estabilidade do estado homogéneo faz com que o sistema assuma um
padrao heterogéneo. Dependendo da forma como a estabilidade ¢ violada podemos ter
bifurcacao “mais um”se o maior autovalor for maior que 1 ou bifurcacao “menos um”se o
menor autovalor for menor que -1.

A bifurcagdo “mais um”ocorre quando mantemos as desigualdades (2.25) e (2.26) e

invertemos a primeira desigualdade em (2.28). Isto é,
1— (/{ZNCLH + /{ZPCLQQ) + knykpdet J < 0. (229)

Analogamente, a bifurcacao “menos um”ocorre quando mantemos as desigualdades

(2.25) e (2.26) e invertemos a segunda desigualdade em (2.28). Isto ¢,
1+ (]CNU/H + kp(lgg) + knkpdet J < 0. (230)

Substituindo kp

= kn(z1,22) = 1 — (coszicosz)uny e kp = kp(z1,29) = 1 —
(cos z1 cos zo)pup em (2.29) obtemos a seguinte desigualdade quadratica

Q(z1, 2) = A(cos z1 cos 23)* + B(cos 2, cos zp) + C < 0 (2.31)

onde
A= pnppdet J
B = (1—pn)ppdet J 4 (1 — pp)uy det J — pyan — ppags
C=1—(1—-pn)ann — (1 —pp)ags + (1 — py)(1 — pp)det J.
O ponto (z7,23) onde Q(z1,22) toca o plano (z1,2;) deve satisfazer as seguintes

condigoes:

Q(Zfa Z;) =0, (2'32)
0
8—2(2’{, 23) =0, (2.33)
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A solugao de (2.32) é dada por:

(21, 22) = 0. (2.34)

—B +VB? —4AC

= 2.35
COS 21 COS 2o 54 (2.35)
Resolvendo a equagao (2.33) obtemos:
2A(cos 21 €OS z2).(—sin 21 cos z2) — Bsin z1 cos zo = 0
que ocorre se, e somente se,
. —-B
sinz; =0 ou coszy =0 ou oSz COS 2y = SA (2.36)
Por sua vez (2.34) é vélida se
2A(cos 21 €os z2).(cos z; — sin z5) — B cos z; sin 2o = 0.
Isto é, se:
: -B
sinzs =0 ou cosz; =0 ou oSz COS 29 = SA (2.37)

Com base nessas solucoes chegamos aos seguintes critérios de instabilidade difusiva
em Rede de Mapas Acoplados bidimensional.
1. Se | 52 |< 1, entao cos z; cos o = 52 e (2.33) e (2.34) sdo satisfeitas. Logo, existe algum

(27, 23) de modo que (2.32) é satisfeita se
B* —4AC = 0. (2.38)

2. Se | 52 |> 1, entdo cos z; cos 23 = £ nao é possivel e a fronteira do dominio de Turing ¢

dado por (sinz; =0 ou coszy =0) e (sinzg =0 oucosz; =0). Sesinz; =0 esinz =0
temos (cosz; = 1 ou coszy = —1) ou (cosz; = —1 ou coszy = 1). Como z; # 25 s6 pode
ocorrer:

cosz = 1 e coszy = —1Jou cosz = —1 e coszy = 1J
M) 2)
Em qualquer dos casos (1) ou (2) a igualdade (2.32) torna-se

Q(z5,25) = A(-1)* + B(~1)+C =0

de onde obtemos:
A-B+C=0. (2.39)

Se (sinz; =0 e cosz; =0)ou (coszy =0 e sinzy =0) ou (coszy =0 e cosz =0)
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a igualdade (2.32) torna-se Q(z}, z5) = A(0)*> + B(0) + C = 0 de onde obtemos:
C=0. (2.40)

Para a bifurcagao “menos-um”os resultados sao similares. As condigoes de bifurcagao
menos um correspondentes a (2.31) também podem ser escritas como uma desigualdade

quadratica em relacao as varidveis cos z; e cos 2s:

Q(z1,2) = A(cos 21 cos 23)* + B(cos 21 cos z3) + C < 0, (2.41)

onde
A= MNMPdet Ja

B = (1—pn)ppdet J+ (1 — pp)puy det J + pyay + ppags,
C=1+(1—px)a + (1 —pp)ag + (1 — pux)(1 — pp)det J.

Usando os mesmos critérios (2.38), (2.39) e (2.40) porém com as mudangas de B para
B e C para C a tnica condigao possivel é | g |> 1 portanto (2.38) nao tem efeito nos
parametros do dominio de bifurca¢ao menos um.

Observamos que as condigoes (2.38)-(2.40) estabelecem uma relagao entre os parametros
de reacao e os de movimentacao para que ocorra formagao de padroes. Assim, uma vez es-
colhidos os parametros de reacao, utilizamos (2.38)-(2.40) para determinar os parametros de

movimentacgao para os quais ocorrera formagao de padroes.

2.3 Formacao de padroes em um modelo presa-predador

discreto

Nesta secao vamos analisar a formacao de padroes espaciais em um sistema presa-
predador espacialmente distribuido, descrito via Redes de Mapas Acoplados. O modelo que
vamos apresentar foi proposto e analisado por Mistro et al. (2011). Supomos que a po-
pulagao de presas apresenta Efeito Allee forte e os predadores sao especialistas.

Inicialmente consideramos as propriedades da dinamica local do modelo presa preda-

dor para o qual as equagoes (2.12)-(2.13) sao reduzidas a
Niy1 = f(NmPt) ) (2-42)

P = 9<Nt7 Pt) . (2-43)

Assumimos que os efeitos da densidade de presas e predadores no crescimento das

presas podem ser separados, ou seja, a funcao f poder ser escrita da seguinte maneira:

f(N,P) = fi(N).f2(P) , (2.44)
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onde a funcao f; descreve a dinamica inerente as presas e a fungao f, considera especifica-
mente o impacto do predador. As fungoes f1, f2 e g precisam ser escolhidas de forma a refletir
as propriedades tipicas de interacoes inter e intra-especificas que ocorrem no sistema. Para

a fungao que descreve o crescimento da populacao de presas escolhemos a parametrizagao

a(N;)?

fl(N) = TQ(M)Q )

(2.45)

onde « ¢ a taxa de crescimento intrinseca de presas e % ¢ a densidade de presas na qual
essa taxa de crescimento per capita atinge o maximo. fo(P) descreve a fracdo de presas
que escapa da predacao. Esta funcao decresce monotonicamente de 1, em P = 0 a 0 em
P — co. Escolhemos entao fo(P) = exp[—rP], onde r representa a eficiéncia do predador
em capturar presas.

Para a dinamica de predadores, restringimos ao caso em que o predador ¢ especialista,
ou seja, nao sobrevive na auséncia das presas. Supomos que o nimero de predadores cresce
linearmente com o nimero de presas. Assim, o sistema presa-predador que vamos considerar

é

a(Ny)?
Nt = ax oxp[-7 P (2.46)
P = 0N,

onde 9 é o fator de conversao de presas em predadores.

A compreensao dos parametros envolvidos no modelo matematico é imprescindivel
para a andlise do problema, porém, muitas vezes, o grande nimero de parametros invia-
biliza os célculos aumentando a complexidade da analise. Dessa forma percebe-se entao a
importancia da adimensionalizacao que, além de reduzir o niimero de parametros, mostra a
dependéncia do sistema de agrupamentos de parametros, (Lin e Segel, 1994).

Além disso, cabe salientar que nao existe uma tnica maneira de adimensionalizar um
sistema. Um mesmo problema pode ser adimensionalizado de diferentes formas de acordo
com a mudanca de varidveis escolhida.

Procederemos agora de forma a adimensionalizar o modelo (2.46).

Consideramos a mudanga de varidveis:
NtzéNt €pt:”}/Pt s (247)
que, substituida no sistema (2.46), fornece

T t2
Nipn = %GXP[_R&]

(2.48)
Pt+1 = NP,
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Para simplificar a notagao omitimos os tis. Os novos parametros r e b sao agrupa-

mentos adimensionais dos parametros originais:

2
r:geb—ﬁ

seb=1 . (2.49)

Por conveniéncia faremos referéncia a r e b como parametros de reacao ja que as

equagoes do sistema (2.48) correspondem a fase de reagao da dinamica.

2.3.1 Solucgoes de equilibrio
Os pontos de equilibrio do sistema (2.48) sao obtidos tomando:
{ Ny1 = Ny=N°

Pt+1 - Pt:P*

Da segunda equagao de (2.48) N* =1 ou P* = 0.

Com P* = 0 na primeira equagao do sistema (2.48) temos:

r V1?2 —4b

Ny, =
1,2 2b

Para a existéncia de N e Nj reais e distintos devemos ter r > 2v/b. Para r = 2v/b
temos | = Nj.

Substituindo N* = 1 na primeira equacao do sistema (2.48) obtemos P* = In (1L+b)’

o qual é possivel (bilogicamente vidvel) para

b+1<r. (2.50)

Assim, o sistema adimensionalizado admite os seguintes pontos de equilibrio:
e Extingao de ambas espécies: (0,0).
e Extingao dos predadores: (Ny,0) = (@,0) e (N3,0) = (@,0).
e Coexisténcia: (N*, P*) = (1,In[%]).

b+1

2.3.2 Estabilidade

Aplicaremos o Teorema 1 para determinar os parametros para os quais cada um dos
equilibrios é estavel.

A matriz jacobiana do sistema (2.48) é
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Jov,p

)

- N3 N2
)= (1ib%2 - (1245?1)%2)2) exp(—P) _(m)%) exp(—P) _
P N

Substituindo equilibrio de exting¢ao na jacobiana obtemos:

00
J(O’O’:<0 0)

De acordo com o Teorema 1 observamos que (0,0) é sempre estavel.

A matriz jacobiana calculada nos pontos (N;,0) para i =1,2 ¢é

2rN; - r(N;)?2
J(NZ.*,O) _ ( (14b(N;)?)? (14+b(NF)?) ) )

0 Ny

)

Através das condi¢oes do Teorema 1, obtemos as desigualdades

2r(N7)? )

2rN; LN gy (BN
S (1+b(N7)?)?

L+ (N7 )

e
2r(N;)?
& < 1.
(1+b(N7)?)?
Das quais temosao:
(N7,0) é sempre instdvel enquanto (N3, 0) é estavel para 2 <r < b+ 1.
Calculada no equilibrio de coexisténcia (N*, P*) = (1, ln[#b}) a jacobiana é dada
por:
2 1
J(N*,P*) = ( 1+$ .
Aplicando as condigoes do Teorema 1, obtemos as desigualdades
2 2 r
—+1 <1 — +1
‘1+b+ ) * <1+b+ n[1+bD
e

De onde obtemos:
b—1

r <7 =(b+1)exp <b+—1> : (2.51)

Na figura 2.1 podemos ver a estrutura do plano de parametros b e r. O equilibrio de
coexisténcia existe nas regioes I, Il e 111 e é estavel para os parametros do dominio 7. A
curva azul na figura 2.1 corresponde a r = 7., conforme a desigualdade (2.51). (N*, P*)
perde a estabilidade e surgem ciclos-limite. Sobre esta curva, o determinante da matriz
Jacobiana para o equilibrio de coexisténcia ¢ igual a um. Dentro do dominio /7, a dinamica

¢ oscilatéria de acordo com um ciclo limite. Para parametros do dominio /11, os ciclos
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limite desaparecem e o tinico atrator nessa regiao é o equilibrio de extin¢ao. A linha verde
corresponde a curva r = b+ 1. Portanto para os dominios IV, V e VI o equilibrio de
coexisténcia nao existe. Em particular, no dominio V', somente hé o equilibrio (0,0) e no
dominio IV e VI também ha os equilibrios (N7,0) e (N3,0). O ponto de equilibrio (N7, 0)
nunca é estavel enquanto (N3, 0) é estdvel para parametros dentro da regiao V' I. Portanto,
nas regioes [ e VI o sistema exibe biestabilidade, ou seja, ha dois pontos de equilibrio

estaveis. Finalmente dentro da regiao I'V somente o equilibrio de extincao é estavel.

10

Figura 2.1: Regioes de estabilidade para os diferentes pontos de equilibrio do sistema (2.48).

Uma vez determinados os parametros de reagao para os quais a dinamica local é

estavel, vamos considerar o modelo de RMA dado pelas equagoes de movimentagao

/ MN
Nyt = (1 = pn) Nay e + Z TNi‘,Qﬂf ; (2.52)
(jvg)ﬁvz,y
/ MN
Prye == pp)Prys+ Z Tpi,g,t ) (2.53)
(2,9)Va,y

onde N, ,; e P, sdo as densidades de presas e predadores, respectivamente, no sitio (z,y)
7 ~ / / . . . ~ .

no inicio da geragao t, N, , e P, , as densidades depois da dispersao. Os coeficientes de

dispersao uy e pp correspondentes a fragao da populagao de presas e predadores, respecti-

vamente, que migra para os quatro sitios vizinhos, isto é, V., = {(z —1,y), (x +1,y), (z,y —
1), (z,y+ 1)}
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As equagoes da fase de reagdo que completam o modelo sao dadas por

7(Nag,y,t)?
Neyirr = % eXp|—=Pry] (2.54)
Pa},y,t—l—l - Nx,y,t : Pa},y,t .

2.4 Simulacoes

Vamos analisar a formagao de padroes no modelo (2.52)-(2.54) escolhendo parametros
de reacao nas regioes I, I1 e I'11 da figura 2.1, determinando os parametros de movimentagao
através das condigoes (2.38)-(2.40) para a bifurca¢do mais um. Com os parametros esco-
lhidos, aplicaremos as equagoes (2.52)-(2.54) em um dominio 50 x 50, utilizando fronteiras
reflexivas e vizinhanca de Neumann. A distribuicao inicial de presas e predadores serd uma
perturbacao aleatéria de até 10% do valor do equilibrio de cada populagao, em cada sitio.
Isto é,

Nypyo = N*+0,1e, ,N*,
Py y0 = P*+0,18,,P",

onde ¢, , € 6., sao numeros (pseudo) aleatérios uniformemente distribuidos em [-1,1].

Os resultados serao mostrados nessa secao através de dois tipos de graficos:

(a) Densidade em 2D onde as diferentes cores correspondem a densidades populacionais
distintas (conforme escala);
(b) Série temporal da densidade populacional total.

O primeiro ilustra as propriedades do padrao espacial e o segundo, a existéncia e
regularidade de oscilagoes populacionais.

Consideramos inicialmente os parametros de reacao r = 8 e b = 6 localizados no
dominio I (fig. 2.1). Para o caso em que ocorre bifurcagdo mais um. Escolhendo por
exemplo uy = 0,87 e up = 0,01, o sistema converge para uma distribuicao estacionaria
mostrada nas figuras 2.2(d) e 2.2(e). O padrao em forma similar a um tabuleiro de xadrez
formado depois da bifurcacgao menos um, obtida com uy = 0,18 e pp = 0,99, figuras 2.2(a)
e 2.2(b), oscilagoes locais em cada sitio de acordo com ciclo de periodo 2. Em ambos os casos
a densidade populacional total converge, no decorrer do tempo, para um valor constante (fig.
2.2(c) e 2.2(f), respectivamente).

Se os coeficientes de dispersao uy e pp forem escolhidos fora do dominio de Turing,
para os mesmos parametros de reagao e as mesmas condicoes iniciais, o sistema evolui para

uma distribuicao espacial homogénea e nenhum padrao emerge.
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Figura 2.2: (a) Distribuicao espacial de presas. (b) de predadores, parar =8, b =6, uy = 0,18 e
up = 0,99 em ¢t = 1000. (c) A correspondente populagao total de presas (vermelho) e de predadores
(azul). (d) Distribuigao espacial de presas e (e) de predadores para r = 8, b = 6, uy = 0,87 e
pup = 0,01 em ¢ = 1000. (f) A correspondente populacao total de presas (vermelho) e de predadores
(azul).
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Os padroes formados tém relacao direta com os valores dos parametros de reacao.
Para parametros onde o equilibrio de coexisténcia é estavel, ou seja, dentro do dominio [
(fig. 2.1), os padroes que surgem como um resultado da instabilidade difusiva sao semelhan-
tes aqueles mostrados na figura 2.2.

A dinamica espago-temporal do sistema muda significativamente quando os parametros
ainda estao dentro do dominio I mas proximo a fronteira entre o dominio I e o dominio 11
(ver curva azul na fig. 2.1). Na figura 2.3 podemos ver os resultados obtidos para r = 4,15
e b= 2,05 (que ainda estd em [ mas muito préximo a I]) e os coeficientes de dispersao no
dominio de Turing. Claramente os padroes da distribuicao populacional sao muito diferentes
daqueles observados para parametros 7 = 8 e b = 6 (comparar figuras 2.2 e 2.3). Na figura
2.3(c) e (f), podemos ver que a densidade populacional total exibe oscilagbes irregulares.
Os padroes espaciais sao dinamicos e nao se aproximam de uma distribuicao estacionaria ao
longo do tempo, nem mesmo no caso da bifurcacao mais um, puy = 0,87 ¢ up = 0,01, do

que foi observado nos resultados mostrados na figura 2.2.
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Figura 2.3: (a) Distribuicao espacial de presas. (b) de predadores, para r = 4,15, b = 2,05,
un = 0,87 e up = 0,01 em ¢ = 3000. (c) A correspondente populagao total de presas (vermelho)
e de predadores (azul). (d) Distribuicao espacial de presas e (e) de predadores para r = 4,15,
b=2,05 puny =0,18 e up = 0,99 em ¢t = 3000. (f) A correspondente populacao total de presas
(vermelho) e de predadores (azul).

Analisemos agora a dinamica local oscilatéria do dominio 7. A figura 2.4 mostra os
resultados obtidos para r =4 e b = 1,85. Semelhante ao que acontece nos casos anteriores,

o surgimento de padroes depende dos valores dos coeficientes de dispersao. As figuras 2.4
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(a)-(b) mostram as simulagoes obtidas usando uy = 0,87 e up = 0,01. Ou seja, no caso da
bifurcacao mais um, o sistema evolui para um padrao cadtico. A distribuicao populacional
total oscila irregularmente o que indica uma dinamica caética (fig. 2.4 (c¢)). Para coeficientes
de dispersao correspondentes a bifurcagao menos um, py = 0,18 e up = 0,99, fig. 2.4(d)-(f),
também observamos padroes espaco-temporais dinamicos.

Vale enfatizar que para parametros do dominio /7, surgem padroes heterogéneos fora
do dominio de Turing. A terceira linha da figura 2.4 mostra a distribuigdo populacional
espacial obtida para uy = 0,3 e up = 0,5. A populacao total exibe oscilagoes regulares com
amplitude variavel (figura 2.4 (i)).

O passo seguinte é considerar a mudanca da dinamica do sistema tomando parametros
de reacao na regiao I11. O ciclo limite desaparece quando atravessamos a curva preta na
figura 2.1, e para parametros do dominio /71, o tnico atrator é o equilibrio de extingao. A
persisténcia das populagoes nao é possivel na dinamica local. Com a inclusao do espaco, essa
situacao muda e a persisténcia das espécies ¢ observada. Tais resultados podem ser vistos
nas figuras 2.5 e 2.6, obtidas para r = 4 e b = 1,2. Observamos que para uy e pup tanto
dentro como fora do dominio de Turing, surgem padroes espaciais heterogéneos.

Dependendo dos valores de puy e pp os padroes podem apresentar propriedades dis-
tintas. A figura 2.5 mostra os padroes obtidos para uy = 0,01 e up = 0,98 (Figs. 2.5(a)
e (b)) e para uy = 0,95 e up = 0,2 (Figs. 2.5(d) e (e)). Em ambos os casos, apesar da
diferenca de comportamento, a distribuicao espacial da populagao ¢ nao estacionaria. Em
(a) e (b) o padrao espacial é bastante irregular e a populacao total apresenta oscilagoes de
pequena amplitude. No segundo caso podemos perceber formas de espirais onde as manchas
de alta densidade se movimentam de maneira irregular pelo dominio e a populacao total

exibe oscilagoes regulares (fig. 2.5(f)).
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Figura 2.4: (a) Distribuicao espacial de presas. (b) de predadores, parar =4, b= 1,85, uy = 0,87
e up = 0,01 em ¢ = 1000. (c) A correspondente populacao total de presas (vermelho) e de
predadores (azul). (d) Distribuicao espacial de presas e (e) de predadores para r = 4, b = 1,85,
un =0,18 e pp = 0,99 em ¢t = 1000. (f) A correspondente populacao total de presas (vermelho) e
de predadores (azul). (g) Distribuicao espacial de presas. (h) de predadores, para r = 4, b = 1, 85,
un = 0,3 e up = 0,5 em ¢t = 1000. (i) A correspondente populacao total de presas (vermelho) e
de predadores (azul).
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Figura 2.5: (a) Distribuigao espacial de presas. (b) de predadores, parar =4,b=1,2, uy = 0,01 e
pup = 0,98 em ¢t = 1000. (c) A correspondente populagao total de presas (vermelho) e de predadores
(azul). (d) Distribuicao espacial de presas e (e) de predadores para r =4, b = 1,2, uy = 0,95 e
up =0,2 em t =1000. (f) A correspondente populagao total de presas (vermelho) e de predadores
(azul).

A figura 2.6 mostra os padroes obtidos para uy = 0,87 e up = 0,01 ((a) e (b)) e uy =
0,18 e up = 0,99 ((d) e (e)). Nos dois casos, as manchas de alta densidade movimentam-se
irregularmente pelo dominio e a densidade populacional total exibe oscilagoes irregulares,

aparentemente cadticas (fig. 2.6(c) e (f)).



31

Distribuigéo Espacial de Pres Distribuigéo Espacial de Predado
T T T T
4000+ 1
2
e
8
& 2000 4
]
g 1 . N
& M it e b M B e e
i "AJVV"J \';Mm Py 'w‘ﬂuu\wﬂ;vu“jv‘“ Ih VA;‘,VJW«\WWM ““\"y i
i ¥ ¥
1000p 4 B
0 . . . .
[ 200 400 600 800 100
t
(a) (b) (c)
Distribuicao Espacial de Pres Distribuicao Espacial de Predado
T T T T
3
2500
2000
2
@
s
=
8 1500|
g
; :
& 1000
i
500f it o i
0 it} T T ! i
A R I I PIRTNIOR iy
L e e RN Y S TN Mg
A M A
0 . ol h LA
[} 200 400 600 800 100
t
(e) (f)

Figura 2.6: (a) Distribuigao espacial de presas. (b) de predadores, parar =4,b=1,2, uy = 0,87
e up = 0,01 em ¢ = 1000. (c) A correspondente populacao total de presas (vermelho) e de
predadores (azul). (d) Distribuigao espacial de presas e (e) de predadores para r = 4, b = 1,2,
un =0,18 e pp = 0,99 em ¢t = 1000. (f) A correspondente populacao total de presas (vermelho) e
de predadores (azul).

As figuras 2.7a e 2.7b obtidas para puy = 0,3 e up = 0,5 mostram manchas em forma
de cobras e a densidade populacional total exibe oscilagoes irregulares para ambas espécies
(fig. 2.7(c)).

Um padrao diferente é obtido para uy = 0,05 e up = 0,6 (fig. 2.7(d) e (¢)). A
populagao total também exibe oscilagoes irregulares porém de pequenas amplitudes (fig
2.7(f)).
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Figura 2.7: (a) Distribuigao espacial de presas. (b) de predadores, parar =4,b=1,2, uy =0,3 e
up =0,5em t =1000. (c) A correspondente populagao total de presas (vermelho) e de predadores
(azul). (d) Distribuicao espacial de presas e (e) de predadores para r =4, b = 1,2, uy = 0,05 e
pup = 0,6 em ¢t = 1000. (f) A correspondente populagao total de presas (vermelho) e de predadores
(azul).




Capitulo 3

Efeitos de Ruidos sobre a Formacao
de Padroes em Sistemas

Presa-Predador

Equagoes a diferengas do tipo N;11 = f(IV;) e equagoes diferenciais ‘Z—]j = f(N) per-
tencem a uma classe de modelos chamados deterministicos. Isto significa que se o estado
do sistema for conhecido para um certo tempo ¢, entao é possivel determinar todos os estados
futuros resolvendo-se a equacao correspondente. No entanto, em algumas situacoes, efeitos
estocasticos sao importantes e podem ser relevantes para a persisténcia das espécies.

O acaso pode surgir de variagoes do ambiente como tempestades, inundagoes, secas,
etc. Mesmo em condigoes ambientais “estaveis”, o crescimento de uma populagao biolégica
estd sujeito a variagoes aleatorias, resultantes de fatores inerentes a populacao como va-
riacoes na taxa de crescimento, mortalidade, entre outras. Estas variagoes fazem com que
as séries temporais de densidades populacionais parecam “desordenadas”.

Melbourne e Hastings (2008) afirmam que os primeiros modelos estocésticos mostra-
ram que populagoes podiam se tornar extintas mesmo se os modelos deterministicos con-
clufssem que iriam persistir indefinidamente. Isto significa que as variagoes estocasticas
podem ser relevantes em algumas situagoes.

Consideremos, por exemplo, a equacao a diferengas

Tpy1 = Ty exXp [r (1 — %)} , (3.1)

que descreve o crescimento, dependente da densidade, de uma populagao biolégica com taxa
de crescimento intrinseco r e capacidade de suporte K. A curva vermelha na figura 3.1
ilustra a solucao da equacao (3.1) parar = 1,2 e K = 10 . Se agora considerarmos que as
condigoes ambientais influenciam a capacidade de suporte de uma maneira que nao pode ser
prevista, podemos descrever estas flutuagoes em K através de uma perturbacao estocastica
e considerar

Kt - K(] + (I)t ; (32)
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onde K ¢ a capacidade de suporte média e ®;, que carrega a imprevisibilidade ao modelo,

¢ chamado ruido de acordo com Ripa e Lundberg (1996). O novo modelo

Tt
= 11— 3.3
T41 Tt €XP |i'l° ( Kt+1 ):| ( )

¢ um exemplo de uma classe de modelos que combinam aspectos deterministicos e estocasticos

do fenomeno e podem contribuir para a compreensao das complexas estruturas dos sistemas
naturais que surgem do equilibrio entre ordem e desordem (Méndez et al., 2014).

De acordo com Méndez e colaboradores (2014) o ruido pode ser interpretado como um
conjunto de variaveis aleatérias colocado em algum tipo de ordem especifica. Vamos chamar
de “ruido” as variagoes aleatérias que podem provir de diferentes mecanismos e afetar varios
aspectos da dinamica populacional. Assim, para caracterizar o ruido é necessario estabelecer
a func@o densidade de probabilidade (f.d.p.) (Ver Apéndice A.3) que fornece as informagoes
estocasticas que caracterizam a variavel aleatoria em questao.

Para o modelo (3.3) podemos, por exemplo, considerar ®; como
(I)t = BEt s (34)

onde g; é uma variavel aleatéria distribuida de acordo com a distribui¢ao normal com média
0 e variancia 1 (Apéndice A.4) e § é um parametro que determina a intensidade ou amplitude
do ruido. Para um mesmo valor inicial xq dado, o modelo ira fornecer diferentes sequéncias
de valores da densidade para realizagoes distintas do modelo. A figura 3.1 ilustra os resul-

tados obtidos em cinco aplicagoes da equagao (3.3) comr = 1,2, kg = 10, 5 =0,2exy =0, 2.

10; A\{\ A

Figura 3.1: Gréfico obtido das simulac¢oes do modelo (3.3) com r = 1,2, kg = 10, § = 0,2
e rg = 0,2. A curva em vermelho representa o modelo deterministico e as demais curvas as
cinco diferentes aplicagoes.

A estocasticidade e, portanto, o ruido, pode ser classificada de acordo com o processo
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biolégico que esta sujeito as flutuagoes e da correlacao que apresenta com relagao ao tempo.
De acordo com Melbourne e Hastings (2008), estocasticidade pode ser dividida em

duas grandes categorias:
a) Estocasticidade demografica;
b) Estocasticidade ambiental.

Estocasticidade demografica esta relacionada a probabilidade natural de nascimentos
e mortes dos individuos. Tal aleotaridade se deve ao fato de que nem sempre é possivel pre-
ver esses acontecimentos. O numero de descendentes, por exemplo, pode ser distinto mesmo
para individuos idénticos em sua probabilidade de reproducao.

Determinacao estocastica do sexo e heterogeneidade demografica também sao con-
sideradas, atualmente, fontes de estocasticidade e podem ser vistas como componentes da
estocasticidade demogréfica.

Em uma populagao qualquer, o sexo de um individuo ¢ determinado aleatoriamente
fazendo com que a proporcao entre o numero de féemeas e machos dessa espécie seja uma
variagao estocastica. KEsses nuimeros contribuem para a regulacao da populacao pois se o
nimero de machos for muito pequeno pode reduzir o sucesso de acasalamento.

A heterogeneidade demografica refere-se a variagao na taxa de natalidade ou mor-
talidade entre individuos numa populacao podendo ocorrer entre individuos de diferentes
tamanhos. Contrasta com a definicao de estocasticidade demografica que considera para
cada individuo um valor fixo para taxa de nascimento ou morte.

A estocasticidade demografica, razao sexual estocéstica e heterogeneidade demogréfica
contribuem para variacao demografica total.

Variacoes em fatores externos ao ambiente como temperatura, nivel de preciptacao,
entre outros sao fontes de estocasticidade ambiental e podem afetar as taxas de natalidade
e mortalidade de uma populacao. O risco de extingao, nesse caso, pode ser maior uma vez
que a populacao inteira é afetada simultaneamente.

Os ruidos podem ainda ser classificados quanto a auto correlacao, o que se estabeleceu
como sendo a cor do ruido (Ripa e Lundberg, 1996). Quando os valores do ruido nao apre-
sentam nenhuma relacao com resultados anteriores, ou seja, sao independentes, classificamos
como “ruido branco”. O ruido branco exemplifica muitos modelos encontrados em Fisica e
Eletronica. Em dinamica de populacoes esta mais relacionado a estocasticidade demogréfica
uma vez que as flutuacoes sofridas pelos individuos nao tém correlacao.

Se os valores sucessivos do ruido estao auto correlacionados positivamente chamamos
“ruido vermelho”. Nesse caso temos uma série temporal dominada por variacoes de baixa
frequéncia. A cor vermelha é atribuida a esse tipo ruido em analogia a luz vermelha visivel
que apresenta o mesmo tipo de série temporal.

Séries temporais dominadas por variagoes de alta frequéncia apresentam autocor-

relacao negativa e, nesse caso, denominamos “ruido azul.”
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Se, por exemplo, na expressao (3.4) para o ruido considerarmos
Pri1 = a® + ey, (3.5)

o parametro a determina a for¢a da autocorrelagao do ruido. Se o = 0 nao ha correlacao e
o ruido é branco. Para 0 < a < 1 o ruido esta positivamente autocorrelacionado e o ruido é
vermelho. Para —1 < a < 0 o ruido esta negativamente autocorrelacionado e o ruido é azul.
O intervalo —1 < a < 1 contempla o intervalo com todas as possibilidades de autocorrelagao
de ruidos.

Vérios autores (Halley (1996), Pimm (1991) e Powel & Steele (1995)) apud KAITALA
et al., 1997, p. 943) tém defendido que o ruido ambiental ndao deve ser ruido branco e sim
ruido “colorido” uma vez que as flutuagoes ambientais sao correlacionadas em alguma escala
de tempo.

Brannstrom e Sumpter (2006) propdem que o modelo estocéstico andlogo ao modelo

discreto de crescimento de uma populagao

N1 = ntg(nt)

seja da forma

(Se)

2 9
ney1 = neg(ng) exp [gst — T} (3.6)

onde &; é uma variavel aleatoria distribuida de acordo com a normal com média 0 e variancia
o e ¢ é a intensidade do ruido. Dizemos, neste caso, tratar-se de um ruido multiplicativo
log-normalmente distribuido uma vez que o logaritmo da expressao

2 02}

o - 22

; (3.7)

¢é distribuido de acordo com a normal.

O fator exp[—#] garante que a média da exponencial do ruido seja 1 (Ver apéndice
AT).

3.1 Modelo com ruido

Nesta secao vamos estudar os efeitos de um ruido demografico, dependente da den-
sidade, sobre a formacao de padroes em um modelo presa-predador. Vamos considerar o
modelo presa-predador com Efeito Allee para as presas, apresentado no capitulo 3, e modelar
flutuacoes estocésticas introduzindo um ruido branco multiplicativo na taxa de crescimento

da populagao de presas.
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Propomos a seguinte dinamica local

T t 2
Niyyw = explexp[—yNy|&a1 — 0,5 exp|—27V]] % exp[—P] (3.8)
Py = NP,
onde o ruido
Ny = exp [exp[—7Ny|& — 0,5 exp[—27Ny]] (3.9)

¢ lognormalmente distribuido, isto ¢, & ¢ uma variavel aleatoria distribuida de acordo com a
distribui¢do normal com média 0 e variancia 1. O fator exp[—0, 5 exp[—27v1V;]] garante que 7,
tenha média 1 (Ver Apéndice A.7) uma vez que a amplitude do ruido é dada por exp[—~V],
onde 7 é o fator de decaimento. Observamos que a amplitude decresce com a densidade da
populacao. De fato, as espécies sujeitas ao Efeito Allee devem ser mais suscetiveis a flu-
tuacgoes estocasticas em baixas densidades do que em densidades altas, quando a amplitude

do ruido é, entao, pequena.

3.1.1 Risco de extingao da dinamica local

Inicialmente vamos analisar o risco de exting¢ao das populagoes quando o ruido branco
dependente da densidade (3.9) é considerado na dinamica local. Para isso, fixamos 7 e re-
alizamos 1000 simulacoes, cada uma com uma sequéncia de ruidos determinada por uma
raiz « (estabelecida através do comando SeedRandom/ja]). Este comando gera a mesma
sequencia de numeros pseudo-aleatérios. Desse modo, podemos repetir todos os experimen-
tos e analisar os efeitos da intensidade do ruido () para as mesmas sequéncias de ruidos.
Quantificamos, entao, o numero de simulagoes em que a populacao foi a extingao, 7., para

t < 500, e assim determinamos o risco de extingao dado por

Ne
- _ 1
"= 7000 (3.10)

Consideramos diferentes valores dos parametros de reacao r e b de acordo com as
regioes de estabilidade do equilibrio de coexisténcia (Ver figura 2.1): regiao I onde o equilibrio
de coexisténcia ¢é estavel; na regiao /I, onde o equilibrio de coexisténcia ¢ instavel com o
surgimento de ciclos limite e regiao I11 em que apenas o equilibrio de extingao é estavel.

Na regiao I, escolhemos dois conjuntos de parametros: o primeiro, r = 8 e b = 6, para
0s quais a convergeéncia para o equilibrio ¢é rapida e o segundo, r = 4,15 e b = 2,05, em que
a convergencia ¢ mais lenta e oscilatéria uma vez que estes parametros estao préximos dos
valores que produzem ciclos-limite. Na regiao de ciclos-limite, consideramos r =4e¢b = 1,85
e finalmente, para parametros na regiao /11, fixamos r =4 e b = 1,2. Os resultados estao
ilustrados na Fig. 3.2.

Com excecao de parametros na regiao 11, em que a probabilidade de extingao é

1 independente do valor de v, observamos que o risco de extin¢ao decai a medida que



38

aumenta. Isto é, para amplitude alta do ruido (7 suficientemente pequeno, dependendo de
r e b) o risco de extingao é 1. A medida que a amplitude do ruido se torna menor (maio-
res valores de ), o risco de extingao diminui até tornar-se nulo. Variando os parametros
da regiao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia, para a regiao de ciclos, observamos
uma translacao a direita da curva do risco de extingcao. Isto é, quanto mais proximos os
parametros estiverem da regiao 11, menor deve ser a amplitude do ruido para que haja
diminuicao do risco de extin¢ao. Portanto, podemos dizer que populagoes de presas e preda-
dores que se encontram em regime oscilatorio, apresentam maior risco de extingao decorrente
de flutuagoes demogréficas (para uma mesma amplitude do ruido) do que aquelas que se en-

contram em regime de equilibrio estavel.

1.0+
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Figura 3.2: Probabilidade de extin¢ao para diferentes valores dos parametros de reacéo, indicados
na figura.

3.1.2 Modelo presa-predador espacialmente estruturado com ruido

Vamos considerar uma populagao de presas e predadores que interagem de acordo
com a dinamica com ruido (3.8) e estao espacialmente distribuidas de modo que o modelo

de RMA que estudaremos é dado pelas equagoes de movimentacao

/

Naz,y,t - (1 - MN)NJ%Z/J + Z uTNNiygvt

(2,9)eVa,y (311)
Px,y,t = (1 - NP)Paay,t + Z uTPPi’vat ’
(ivg)evz,y
com as equagoes da etapa de reacao dadas por
rNg
Nyyir1 = exp [exp[—7Nyy oy i1 — exp[—27Ny ]| HT%/;,& exp[—Pr,y.¢] (3.12)

P$7y7t+1 = vayﬁp%yvt :
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3.1.3 Simulacgoes

Nesta segao vamos desenvolver simulagoes do modelo (3.11)-(3.12) para estudar os
efeitos do ruido demografico (3.9) sobre a formacao de padroes no modelo presa-predador
com Efeito Allee para as presas.

As simulagoes foram feitas com o software Mathematica. Conforme feito no modelo
sem ruido, consideramos a vizinhanca de Neummann e fronteiras reflexivas. Os parametros
de reagao foram escolhidos nas regioes I, I e I11 (figura 2.1) e os coeficientes de dispersao,
dentro e fora da regiao Turing.

Para cada conjunto de valores r, b, pux e pp, simulamos o modelo (3.11)-(3.12) para
trés valores de 7y correspondentes a um risco de exting¢ao baixo (r, = 0,01), médio (r. = 0, 3)
e alto (r. = 0,95), estimados a partir da Figura (3.1).

A distribuigao inicial de presas e predadores consiste de uma perturbacao aleatoria

em torno do valor do equilibrio, em cada sitio do dominio, de 10% do seu valor. Isto é,
Nyyo=(1+0,1e,,)N™,

Pryo = (1+0,16,,)P",

onde €, € 0., sao nimeros pseudo-aleatérios gerados pelo Mathematica. Uma raiz ¢ usada
para cada um deles de modo que as simulagoes possam ser repetidas.

Uma vez escolhidos os valores r, b, uy, ftp € v, implementamos o modelo (3.11)-(3.12)
para dez sequéncias diferentes de ruido. Em cada uma delas efetuamos ¢ = 1000 iteragoes,
sendo que, em cada iteragao t o programa gerou um numero aleatério normal &, ., para
cada sitio (z,y) do dominio. Todas estas sequéncias foram geradas usando-se o comando
SeedRandom de modo a serem repetidas para os outros valores de . Desse modo, podemos
observar os efeitos da amplitude de uma mesma sequéncia de ruido. Da mesma forma, foram
usadas as mesmas sequéncias de ruido para os outros conjuntos de parametros r, b, py, fp
e .

Para cada conjunto de parametros r, b, uy, pp € v, calculamos a média da populacao
total em cada tempo, das dez simulagoes diferentes realizadas.

Apresentaremos os resultados em dois tipos de graficos:

(a) Densidade no reticulado onde as diferentes cores correspondem a densidades populacio-
nais distintas (conforme escala);
(b) Séries temporais da densidade populacional total que serao apresentadas em diferentes

cores:

e Cores cinza, preta e vermelha. As curvas cinzas (ao todo dez) representam séries
temporais da populagao total resultantes de diferentes sequéncias de perturbacoes. A
cor preta representa a média dos valores das curvas cinzas e a cor vermelha, a dinamica

sem ruido, isto é, deterministica.

e Cores rosa, verde e azul representam médias de dez realizagoes porém cada cor repre-
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senta um valor diferente de ~.

Inicialmente analisamos a regiao I escolhendo r = 8 e b = 6. Para os coeficientes de
dispersao puy = 0,87 e pup = 0,01 (bifurcagdo mais um), a distribuigao espacial de presas
correspondente a dinamica deterministica apresenta um padrao heterogéneo estavel.

Por outro lado, nao ha formacao de padroes com este conjunto de parametros, inde-
pendente do valor de v (ver fig. 3.3). A distribuicdo espacial de predadores resultante da
dinamica estocastica com v = 3 apresenta um padrao muito similar aquele mostrado pela

dindmica deterministica (comparar 1* e 2* colunas figura 3.4).

Determinfstico =3
t =10 .
t =100 .
t =500 .
t = 1000 .

Figura 3.3: Distribuigao espacial de presas parar =8, b =6, uy = 0,87 e up = 0,01 e diferentes
valores de «
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Deterministico vy=1
- |
t =10
. |
t =100
t =500
t = 1000

Figura 3.4: Distribuigao espacial de predadores para r = 8, b = 6, uy = 0,87 e up = 0,01 e
diferentes valores de ~y

Quanto a populagao total, notamos que para v = 1,7 e v = 1 a densidade de pre-
sas referente ao modelo estocastico é maior em comparacao a dinamica deterministica. O
contrario ocorre com a populacao total de predadores uma vez que apresenta valores menores
do que aqueles obtidos com a dinamica sem ruido (ver figura 3.5, 2* e 3* colunas (paineis
inferiores)). Quanto menor o valor de 7, isto é, quanto maior é a amplitude do ruido, maior
¢ o impacto sobre as populacoes totais. Em v = 1, por exemplo, a populacao total de pre-
dadores atinge valores bem menores do que aqueles apresentados no modelo deterministico
enquanto para v = 3, na mesma populacao, a série temporal correspondente a dinamica com

ruido estd muito proxima da dinamica deterministica.
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Figura 3.5: Populacao total de presas nos paineis superiores e de predadores nos inferiores, para
parametros r = 8, b =6, uy = 0,87 e up = 0,01 e diferentes valores de . As curvas em cinza
representam as realizacoes para diferentes sequéncias de ruidos. A cor preta representa a média em
cada tempo e a cor vermelha o resultado do modelo deterministico.

Através da figura 3.6 é possivel perceber que quanto maior o valor de v maior a

proximidade entre a dinamica deterministica e estocastica.
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Figura 3.6: (a) Média da populagao total de presas, (b) Média da populagao total de predadores
parar =8, b =06, uxy = 0,87, up = 0,01 e trés valores de v: v = 3 (cor rosa), v = 1,7 (cor azul) e
v =1 (verde). A curva em vermelho corresponde ao resultado do modelo deterministico.

Consideramos, agora, a regiao de bifurcagdo menos um aindaem r =8 e b = 6. A dis-
tribuicao espacial das presas para uy = 0,18 ¢ up = 0,99 comportamento semelhante aquele
apresentado em puy = 0,87 e up = 0,01. Isto é, o ruido, mesmo de pequena amplitude, evita
a formagao de padroes estaveis, como pode ser observado na figura 3.7. Para a distribuicao
espacial de predadores observa-se em v = 3 o surgimento de um padrao semelhante ao

deterministico.
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Determz'n{stz’co vy=3
t=10 .
t =100 .
t = 500 .
t = 1000 .

Figura 3.7: Distribuigao espacial de presas parar =8, b =6, uy = 0,18 e up = 0,99 e diferentes
valores de «
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Deterministico
t=10
t =100
t =500
t = 1000

Figura 3.8: Distribuig¢ao espacial de predadores para r = 8, b = 6, uy = 0,18 e up = 0,99 e
diferentes valores de ~y

As populagoes totais se comportam de forma similar a regiao de bifurcacao mais
1, ou seja, a densidade total de presas apresenta valores acima daqueles obtidos para o
modelo deterministico enquanto a populacao de predadores mostra valores abaixo do deter-

ministico.(Ver figura 3.9).
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Figura 3.9: Populacao total de presas nos paineis superiores e de predadores nos inferiores, para
parametros r = 8, b =6, uy = 0,18 e up = 0,99 e diferentes valores de v. As curvas em cinza
representam as realizacoes para diferentes sequéncias de ruidos. A cor preta representa a média em
cada tempo e a cor vermelha o resultado do modelo deterministico.
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Figura 3.10: (a) Média da populacao total de presas, (b) Média da populacao total de predadores
parar =8, b=6, uy = 0,18, up = 0,99 e trés valores de v: v =3 (cor rosa), v = 1,7 (cor azul) e
~v =1 (verde). A curva em vermelho corresponde ao resultado do modelo deterministico.
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Para os coeficientes de movimentagao fora da regiao de Turing (de formacao de
padroes), uy = 0,3 e up = 0,5, ainda em r = 8 e b = 6, observamos padroes espago
temporais (aparentemente) caéticos como ilustrado nas figuras 3.11 e 3.12. As distribuigoes
espaciais obtidas com o modelo deterministico apresentaram-se de forma homogénea e, por

este motivo, nao foram apresentadas.

v=3 vy=1,7 vy=1
t=10
t =500
t = 1000

Figura 3.11: Distribuicao espacial de presas para r =8, b =06, uy = 0,3 e up = 0,5 e diferentes
valores de ~
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t=10
t = 500
t = 1000

Figura 3.12: Distribuicao espacial de predadores para r =
diferentes valores de ~y

As curvas referentes a dinamica deterministica e estocastica da populacao total de
presas apresentam valores muito préximos (Ver fig. 3.14a). Porém a populagao total de
predadores mostrou uma diferenca significativa, para valores baixos de v, entre a dinamica

com auséncia de ruido e as respectivas curvas estocdsticas (Fig. 3.13 e 3.14b).
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Figura 3.13: Populagao total de presas nos paineis superiores e de predadores nos inferiores, para
parametros r = 8, b = 6, uy = 0,3 e up = 0,5 e diferentes valores de . As curvas em cinza
representam as realizacoes para diferentes sequéncias de ruidos. A cor preta representa a média em
cada tempo e a cor vermelha o resultado do modelo deterministico.
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Figura 3.14: (a) Média da populacao total de presas, (b) Média da populacao total de predadores
parar =8, b=6, uy = 0,3, up = 0,5 e trés valores de v: v = 3 (cor rosa), v = 1,7 (cor azul) e
~v =1 (verde). A curva em vermelho corresponde ao resultado do modelo deterministico.
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Na regiao I proximo a regiao I'l, r = 4,15 e b = 2,05, utilizamos a amplitude do ruido
~v =5 (correspondente a um risco de extingao local r, = 0,01), v = 2,4 (correspondente a
re = 0,3) e v = 1 (correspondente a r. = 0,95). Para os parametros de movimentacao na
regiao de bifurcagao mais um, uy = 0,87 e up = 0,01, observamos uma mudanca no padrao

espacial a medida que vy diminui (Figs. 3.15 e 3.16).

t =500

t = 1000

v=2,4 y=1

t = 3000

Figura 3.15: Distribuigao espacial de presas para r = 4,15, b = 2,05, uy = 0,87 e up = 0,01 e
diferentes valores de ~y
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Deterministico

t =60
t =500
t = 1000
t = 3000

Figura 3.16: Distribuicao espacial de predadores para r = 4,15, b = 2,05, uy = 0,87 e up = 0,01
e diferentes valores de y

As populagoes totais oscilam com amplitudes maiores do que as do correspondente
deterministico, como mostra a figura (3.17). Observamos que ruido de intensidade v = 2,4
provoca maiores amplitudes de oscilagoes nas densidades totais de ambas populagoes. Em
v =>5e~v =2,4mesmo as curvas cinzas mostrando maiores oscilacoes em relacao a dinamica

deterministica, a média apresenta picos menores do que este (Figura 3.18).
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Figura 3.17: Populagao total de presas nos paineis superiores e de predadores nos inferiores, para
parametros r = 4,15, b = 2,05, uy = 0,87 e up = 0,01 e diferentes valores de 7. As curvas em
cinza representam as realizacOes para diferentes sequéncias de ruidos. A cor preta representa a
média em cada tempo e a cor vermelha o resultado do modelo deterministico.
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Figura 3.18: (a) Média da populacao total de presas, (b) Média da populacao total de predadores
para r = 4,15, b= 2,05, uy = 0,87, up = 0,01 e trés valores de v: v =5 (cor rosa), v = 2,4 (cor
azul) e v =1 (verde). A curva em vermelho corresponde ao resultado do modelo deterministico.
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Na regiao de bifurcacdo menos um (uy = 0,18 e up = 0,99), para os mesmos
parametros de reacao r = 4,15 e b = 2,05, percebemos uma similaridade com os padroes

obtidos do modelo deterministico (figuras 3.19 e 3.20) para valores altos de 7 .

Determin{stico Yy=25
t =60
t =200
t = 1000
t = 3000

Figura 3.19: Distribuigao espacial de presas para r = 4,15, b = 2,05, uy = 0,18 e up = 0,99 e
diferentes valores de ~y
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Deterministico

t =60
t =200
t = 1000
t = 3000

Figura 3.20: Distribuicao espacial de predadores para r = 4,15, b = 2,05, uy = 0,18 e up = 0,99
e diferentes valores de y

As populagoes totais de presas e predadores oscilam ao redor dos valores obtidos com
o modelo deterministico para v =5 e v = 2,4. Para v = 1, isto é, para grande amplitude

do ruido, ambas populacoes totais assumem valores mais baixos do que aqueles obtidos sem
ruido (Ver fig. 3.21).
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parametros r = 4,15, b = 2,05, uy = 0,18 e up = 0,99 e diferentes valores de 7. As curvas em

cinza representam as realizacOes para diferentes sequéncias de ruidos.
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Figura 3.22: (a) Média da populacao total de presas, (b) Média da populacao total de predadores

parar =4,15, b= 2,05, uy = 0,18, up

= 0,99 e trés valores de v: v =5 (cor rosa),

v =2,4 (cor

azul) e v =1 (verde). A curva em vermelho corresponde ao resultado do modelo deterministico.
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Fora da regiao de Turing, com coeficientes de dispersao pg = 0,2 e up = 0,5,
nao ha formacao de padroes estaveis. Observamos um comportamento cadtico para valores
menores de 7, ou seja, ruidos de maior intensidade. Em v = 5 ocorre o mesmo que no caso

deterministico em que a distribuicao espacial se da de forma homogénea.

Determin{stico vy=95
t =60 | .
t =500 .
t = 1000 | .

Figura 3.23: Distribuigao espacial de presas para r = 4,15, b = 2,05, uy = 0,2 e up = 0,5 e
diferentes valores de ~y

Deterministico y=25
N 1 |
t = 1000 .

Figura 3.24: Distribuigao espacial de predadores para r = 4,15, b=2,05, uy =0,2 e up =0,5 ¢
diferentes valores de ~y
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A densidade total de ambas populacoes assume valores abaixo dos valores deter-
ministicos para vy = 1. Em v = 2,4 os valores da dinamica estocastica aproximam-se daque-
les encontrados na dinamica deterministica. Ja para v = 5 as populacoes totais resultantes

dos modelos deterministico e estocdstico sdo muito préximas (Figuras 3.25 e 3.26).
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Figura 3.25: Populagao total de presas nos paineis superiores e de predadores nos inferiores, para
parametros r = 4,15, b = 2,05, uy = 0,2 e up = 0,5 e diferentes valores de . As curvas em cinza
representam as realizacoes para diferentes sequéncias de ruidos. A cor preta representa a média em
cada tempo e a cor vermelha o resultado do modelo deterministico.
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Figura 3.26: (a) Média da populacao total de presas, (b) Média da populacao total de predadores
para r = 4,15, b = 2,05, uy = 0,2, up = 0,5 e trés valores de v: v = 5 (cor rosa), v = 2,4 (cor
azul) e v =1 (verde). A curva em vermelho corresponde ao resultado do modelo deterministico.

Na regiao I, r =4 e b= 1,85, a distribuicao espacial tanto de presas quanto de pre-
dadores independente do valor de v nao formou padroes estaveis, mas é interessante observar
que as distribuigoes espaciais sao todas muito similares (ha presenga de manchas irregulares)

mesmo com a inclusao do ruido (Figuras 3.27 e 3.28).
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Deterministico vy=29
t=10 . .
t = 500 . .

Figura 3.27: Distribuigao espacial de presas para r = 4, b = 1,85, uy = 0,87 e up = 0,01 e
diferentes valores de ~y
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Deterministico
t=10
t =60
t =500
t = 1000

Figura 3.28: Distribuicao espacial de predadores para r =4, b = 1,85, uy = 0,87 ¢ up = 0,01 e
diferentes valores de ~y

A densidade total deterministica de ambas populagoes diferencia-se da dinamica es-
tocéastica pela amplitude das oscilacoes. Esse comportamento acontece nas duas regioes de

Turing, bifurcagdo mais um e menos um (Ver figuras 3.29 - 3.30).
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Figura 3.29: Populagao total de presas nos paineis superiores e de predadores nos inferiores, para
parametros r =4, b= 1,85, uy = 0,87 e up = 0,01 e diferentes valores de . As curvas em cinza
representam as realizacoes para diferentes sequéncias de ruidos. A cor preta representa a média em
cada tempo e a cor vermelha o resultado do modelo deterministico.
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Figura 3.30: (a) Média da populacao total de presas, (b) Média da populacao total de predadores
parar =4, b = 1,85, uy = 0,87, up = 0,01 e trés valores de v: v = 5 (cor rosa), v = 3,2 (cor
azul) e v = 2 (verde). A curva em vermelho corresponde ao resultado do modelo deterministico.
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Determin{stico vy=29
t=10 .
t =60 .
t = 500 .
t = 1000 .

Figura 3.31: Distribuigao espacial de presas para r = 4, b = 1,85, uy = 0,18 e up = 0,99 e
diferentes valores de ~y
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Deterministico

t =10

t =60

t = 500
t = 1000

Figura 3.32: Distribuicao espacial de predadores parar =4, b= 1,85, uy = 0,18 e up = 0,99 e
diferentes valores de ~y
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Figura 3.33: Populagao total de presas nos paineis superiores e de predadores nos inferiores, para
parametros r =4, b= 1,85, uy = 0,18 e up = 0,99 e diferentes valores de . As curvas em cinza
representam as realizacoes para diferentes sequéncias de ruidos. A cor preta representa a média em
cada tempo e a cor vermelha o resultado do modelo deterministico.
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Figura 3.34: (a) Média da populacao total de presas, (b) Média da populacao total de predadores
parar =4, b= 1,85, uy = 0,18, up = 0,99 e trés valores de v: v = 5 (cor rosa), v = 3,2 (cor
azul) e v = 2 (verde). A curva em vermelho corresponde ao resultado do modelo deterministico.

Para coeficientes de movimentagao uy = 0,3 e up = 0,5 é possivel perceber a
formacao de padroes heterogéneos dinamicos, em ambas as populacoes. A medida que
diminui, a partir de v = 5, as manchas observadas no modelo deterministico tornam-se cada

vez mais “borradas”até perder a forma original em ~ = 2(Figuras 3.35 e 3.36).

t =500

2
Il
)

t = 1000

Figura 3.35: Distribuigdo espacial de presas para r = 4, b = 1,85, uy = 0,3 e up = 0,5 e
diferentes valores de ~y
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Deterministico Y=25
t=10 . . |
t =500 . .

Figura 3.36: Distribuicao espacial de predadores para r =4, b = 1,85, uy = 0,3 e up = 0,5 e
diferentes valores de ~y

A populacao total exibe oscilagoes de diferentes amplitudes na presenca do ruido
sendo estas visivelmente maiores comparadas com a densidade total resultante do modelo

deterministico (figura 3.37).
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Figura 3.37: Populagao total de presas nos paineis superiores e de predadores nos inferiores, para
parametros r = 4, b = 1,85, uy = 0,3 e up = 0,5 e diferentes valores de . As curvas em cinza
representam as realizacoes para diferentes sequéncias de ruidos. A cor preta representa a média em
cada tempo e a cor vermelha o resultado do modelo deterministico.
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Figura 3.38: (a) Média da populacao total de presas, (b) Média da populacao total de predadores
parar =4, b= 1,85 uy = 0,3, up = 0,5 e trés valores de v: v =5 (cor rosa), v = 3,2 (cor azul)
e v =2 (verde). A curva em vermelho corresponde ao resultado do modelo deterministico.
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Apresentamos agora os resultados das simulagoes numéricas para parametros de
reagao na regiao de extingao local (regiao 111 da Fig. 2.1). Consideramos r =4 eb=1,2¢
tomamos v =5, v =3 e v = 1 para a amplitude do ruido.

Usando coeficientes de dispersao puy = 0,87 e up = 0,01 observamos um padrao
heterogéneo dinamico com v = 5 e v = 3, das populagoes de presas, muito similar ao padrao

resultante do modelo deterministico (Ver fig. 3.39).

t=10
t =60
t =500
t = 1000

Figura 3.39: Distribuicao espacial de presas para r = 4, b = 1,2, uy = 0,87 e up = 0,01 e
diferentes valores de ~y
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t =10

t =60
t =500
t = 1000

Figura 3.40: Distribuigao espacial de predadores parar =4, b = 1,2, uy = 0,87 e up = 0,01 e
diferentes valores de ~y

Na populacao total, para qualquer valor de 7, as séries temporais da populagao de pre-
sas e predadores nao apresentam diferenca significativa em comparacao com a dinamica de-
terministica (Figura 3.41). Na figura 3.42 podemos observar que a populagao deterministica

atinge picos maiores enquanto a densidade estocastica oscila entre valores menores.



67

H

2
g
§

3000f

Populagdo Total de Pres
8

Populagéo Total de Pres

Populagéo Total de Pres
g

g
3

2000

] 200 400 600 800 1000

20001 | 2000

Populago Total de Predado
Populagéo Total de Predado
Populagéo Total de Predado

1000} Jf 1000{1"

] 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Figura 3.41: Populagao total de presas nos paineis superiores e de predadores nos inferiores, para
parametros r =4, b= 1,2, uy = 0,87 e up = 0,01 e diferentes valores de . As curvas em cinza
representam as realizacoes para diferentes sequéncias de ruidos. A cor preta representa a média em
cada tempo e a cor vermelha o resultado do modelo deterministico.
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Figura 3.42: (a) Média da populacao total de presas, (b) Média da populacao total de predadores
parar =4,b=1,2, uy = 0,87, up = 0,01 e trés valores de y: v =5 (cor rosa), v = 3 (cor azul) e
v =1 (verde). A curva em vermelho corresponde ao resultado do modelo deterministico.
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Para o conjunto de parametrosr =4,b= 1,2, ug = 0.18 e up = 0.99, as distribuicoes
espaciais referentes a dinamica estocéstica e deterministica (Figs. 3.43 e 3.44) sao bastante

similares.

t =200

t =500

t = 1000

Figura 3.43: Distribuicao espacial de presas para r = 4, b = 1,2, uy = 0,18 e up = 0,99 e
diferentes valores de ~y
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Deterministico vy=1
t=10
t =200
- Ij
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- |
t = 1000

Figura 3.44: Distribuigao espacial de predadores parar =4, b= 1,2, uyy = 0,18 e up = 0,99 e
diferentes valores de ~y

Para essa regiao notamos que o ruido promove um aumento na densidade de presas

e predadores sendo maior na populagao de presas (Ver figuras 3.45 e 3.46).
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Figura 3.45: Populagao total de presas nos paineis superiores e de predadores nos inferiores, para
parametros r =4, b= 1,2, uy = 0,18 e up = 0,99 e diferentes valores de . As curvas em cinza
representam as realizacoes para diferentes sequéncias de ruidos. A cor preta representa a média em

cada tempo e a cor vermelha o resultado do modelo deterministico.
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Figura 3.46: (a) Média da populacao total de presas, (b) Média da populacao total de predadores
parar =4, b=1,2, uy = 0,18, up = 0,99 e trés valores de v: v =5 (cor rosa), v = 3 (cor azul) e
~v =1 (verde). A curva em vermelho corresponde ao resultado do modelo deterministico.
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Fora da regiao de Turing obtivemos diferentes cenarios. Para os coeficientes de dis-
persao uy = 0,6 e up = 0,7, (figuras 3.47 e 3.48) os padroes heterogéneos dinamicos
presentes na distribuicao espacial resultante do modelo sem ruido nao sofrem mudancas

significativas havendo apenas uma modificacao das manchas.

Determz'm’stz’co vy=25
t=10
t =200
t =500
t = 1000

Figura 3.47: Distribuigao espacial de presas parar =4,b=1,2, uy = 0,6 e up = 0,7 e diferentes
valores de ~y
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Deterministico
t=10
t =200
t =500
t = 1000

Figura 3.48: Distribuicao espacial de predadores para r = 4, b = 1,2, uy = 0,6 e up = 0,7 e
diferentes valores de ~y

A densidade total de presas e predadores referente a dinamica estocastica é muito

similar a deterministica, porém com amplitudes ligeiramente maiores, figuras 3.49 e 3.50.
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Figura 3.49: Populagao total de presas nos paineis superiores e de predadores nos inferiores, para
parametros r = 4, b = 1,2, uy = 0,6 e up = 0,7 e diferentes valores de . As curvas em cinza
representam as realizacoes para diferentes sequéncias de ruidos. A cor preta representa a média em
cada tempo e a cor vermelha o resultado do modelo deterministico.
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Figura 3.50: (a) Média da populacao total de presas, (b) Média da populacao total de predadores
parar =4,b=1,2, uxy = 0,6, up = 0,7 e trés valores de y: v =5 (cor rosa), v = 3 (cor azul) e
v =1 (verde). A curva em vermelho corresponde ao resultado do modelo deterministico.

Para o conjunto de parametros r =4, b = 1,2, uy = 0,05, up = 0,6 a distribuicao
espacial de presas e predadores em 7 = 5 assemelha-se a distribuicao deterministica. Em
v = 3 ocorre uma aglomeracao e um maior nimero de individuos tanto para presas quanto
para predadores (figuras 3.51 e 3.52). Por outro lado em v = 1 podemos perceber (em ambas

as espécies) uma modificagdo no padrao espacial (figuras 3.51 e 3.52).
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t =200
t =500
t = 1000

Figura 3.51: Distribui¢ao espacial de presas para r = 4, b = 1,2, uy = 0,05 e up = 0,6 e
diferentes valores de ~y



75

Deterministico
t=10
t =200
t =500
t = 1000

Figura 3.52: Distribuicao espacial de predadores para r =4, b = 1,2, uy = 0,05 ¢ up = 0,6 e
diferentes valores de ~y

Os graficos correspondentes as populagoes totais de presas e predadores, para v = 1
apresentam decrescimento com extingao, no caso dos predadores, para tempos longos. Para
outros valores de v as densidades totais assumem valores maiores do que aqueles obtidos

com a dinamica deterministica (Figura 3.54).
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Figura 3.53: Populagao total de presas nos paineis superiores e
parametros r =4, b= 1,2, uy = 0,05 e up = 0,6 e diferentes
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representam as realizacoes para diferentes sequéncias de ruidos. A cor preta representa a média em
cada tempo e a cor vermelha o resultado do modelo deterministico.
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Figura 3.54: (a) Média da populacao total de presas, (b) Média da populacao total de predadores
parar =4,b=1,2, uy = 0,05, up = 0,6 e trés valores de v: v =5 (cor rosa), v = 3 (cor azul) e
v =1 (verde). A curva em vermelho corresponde ao resultado do modelo deterministico.

Para o conjunto de parametros »r =4, b = 1,2, uy = 0,95 e up = 0,2, os padroes

heterogéneos dinamicos em forma de espirais se preservam mesmo para ruidos de maior

intensidade (v = 1), como pode ser observado nas figuras 3.55 e 3.56.
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t =500

t = 1000

Figura 3.55: Distribuigao espacial de presas para r = 4, b = 1,2, uy = 0,95 e up
diferentes valores de ~y
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t = 500

t = 1000

Figura 3.56: Distribuicao espacial de predadores para r =4, b = 1,2, uy = 0,95 e up = 0,2 e
diferentes valores de ~y

Observamos que a populacao total deterministica apresenta ciclos limite mesmo com-
portamento da densidade total correspondente a dinamica estocastica em v = 5 (Figura
3.57, 17coluna). Para os outros valores de 7 ocorrem oscilagoes de amplitudes maiores do

que a do modelo deterministico.
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Figura 3.57: Populacdo total de presas nos paineis a esquerda e de predadores nos paineis da
direita, para parametros r =4, b= 1,2, uy = 0,95 e up = 0,2 e diferentes valores de . As curvas
em cinza representam as realizacoes para diferentes sequéncias de ruidos. A cor preta representa a
média em cada tempo e a cor vermelha o resultado do modelo deterministico.
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Figura 3.58: (a) Média da populacao total de presas, (b) Média da populacao total de predadores
parar =4,b=1,2, uy = 0,95, up = 0,2 e trés valores de v: v =5 (cor rosa), v = 3 (cor azul) e
v =1 (verde). A curva em vermelho corresponde ao resultado do modelo deterministico.
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A distribuigao espacial de ambas as populagoes para uy = 0,01 e uy = 0,98 apre-
senta mudancas para valores pequenos de v onde é possivel perceber um espalhamento dos

individuos no dominio (Figuras 3.59 e 3.60).

t = 500

t = 1000

Figura 3.59: Distribuicao espacial de presas para r = 4, b = 1,2, uy = 0,01 e up = 0,98 e
diferentes valores de ~y



81

Deterministico vy=1
t =10
t =60
t =500
t = 1000

Figura 3.60: Distribuigao espacial de predadores parar =4, b= 1,2, uy = 0,01 e up = 0,98 e
diferentes valores de ~y

Em ~ = 3 a densidade total de presas e predadores é assume valores maiores do que
a populacao total resultante do modelo deterministico. Para v = 1 é interessante observar
que a populagao total de predadores diminui tornando-se quase extinta enquanto para esse
mesmo valor de v a densidade total de presas se mantém proxima da dinamica deterministica
(Figuras 3.61 e 3.62).



82

& 3000
i,
25004/

2000 2000

g
8

Populagéo Total de Pres

Populagéo Total de Pre:
8 8
Populagéo Total de Pre:

] 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

1500},

1000t |

SDTK&;

0 200 400 600 800 1000

Populago Total de Predado
Populagéo Total de Predado
Populagéo Total de Predado

0 200 400 600 800 1000

Figura 3.61: Populagao total de presas nos paineis superiores e de predadores nos inferiores, para
parametros r =4, b= 1,2, uy = 0,01 e up = 0,98 e diferentes valores de . As curvas em cinza
representam as realizacoes para diferentes sequéncias de ruidos. A cor preta representa a média em
cada tempo e a cor vermelha o resultado do modelo deterministico.
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Figura 3.62: (a) Média da populacao total de presas, (b) Média da populacao total de predadores
parar =4,b=1,2, uy = 0,01, up = 0,98 e trés valores de y: v =5 (cor rosa), v = 3 (cor azul) e
v =1 (verde). A curva em vermelho corresponde ao resultado do modelo deterministico.
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A distribuicao espacial de presas e predadores da dindmica com ruido para os parametros

r=4,b=1.2, uy = 0.3 e up = 0.5 apresenta poucas alteragoes (Figuras 3.63 e 3.64).

t =300

t =500

t = 1000

Figura 3.63: Distribuigao espacial de presas parar =4,b=1,2, uy = 0,3 e up = 0,5 e diferentes
valores de ~y
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t =60
t = 300
t = 500
t = 1000

Figura 3.64: Distribuicao espacial de predadores para r = 4, b = 1,2, uy = 0,3 e up = 0,5 e
diferentes valores de ~y
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Figura 3.65: Populagao total de presas nos paineis superiores e de predadores nos inferiores, para
parametros r = 4, b = 1,2, uy = 0,3 e up = 0,5 e diferentes valores de . As curvas em cinza
representam as realizacoes para diferentes sequéncias de ruidos. A cor preta representa a média em
cada tempo e a cor vermelha o resultado do modelo deterministico.
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Figura 3.66: (a) Média da populacao total de presas, (b) Média da populacao total de predadores
parar =4,b=1,2, uxy = 0,3, up = 0,5 e trés valores de y: v =5 (cor rosa), v = 3 (cor azul) e
v =1 (verde). A curva em vermelho corresponde ao resultado do modelo deterministico.



Capitulo 4
Conclusoes

Consideramos nesse trabalho um sistema presa-predador discreto espacialmente es-
truturado em Redes de Mapas Acoplados (RMA) em que as presas sao afetadas por um Efeito
Allee forte e os predadores sao especialistas. Apds apresentar, na secao 2.2 as condi¢oes
para instabilidade difusiva em modelos discretos do tipo RMA, encontramos as regioes dos
parametros da dinamica e de movimentacao para os quais podemos obter padroes espaci-
ais heterogéneos de presas e predadores no modelo proposto. Os resultados das simulagoes
mostram que, para parametros da dinamica na regiao em que o equilibrio de coexisténcia é
instavel, padroes heterogéneos podem ser obtidos mesmo que os parametros de movimentagao
estejam fora do dominio de Turing (Rodrigues et al., 2012).

Em seguida, incluimos um ruido demogréfico branco com amplitude dependente da
densidade na populacao de presas para analisar seus efeitos na distribuicao espacial das
espécies.

Primeiro analisamos os efeitos do ruido sobre a dinamica local e concluimos que o risco
de extincao das espécies aumenta com a intensidade do ruido. Este resultado vai na direcao
oposta aos resultados encontrados por Petrovskii et al. (2005) em que o ruido branco pode
aumentar a persisténcia da populacao e invasoes de sitios. Em particular, para parametros
da dinamica na regiao 11, nenhuma intensidade de ruido altera a previsao de extingao ob-
tida com o modelo deterministico.

Nossos resultados mostram que a influéncia do ruido branco para o modelo espacial-
mente estruturado proposto, depende da regiao onde foram considerados os parametros de
reacao e os coeficientes de dispersao.

Na regiao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia, r = 8 e b = 6, para co-
eficientes de movimentacao na regiao de Turing, a populacao de presas mostrou-se mais
sensivel aos efeitos do ruido pois os padroes espago-temporais antes observados na dinamica
deterministica nao foram preservados. Além disso nao houve surgimento de novos padroes,
independente da amplitude do ruido. As distribuicoes espago-temporais de predadores, por
outro lado, apresentam padroes muito parecidos aos do modelo deterministico para ruidos
de baixa intensidade. A medida que a intensidade do ruido aumenta, a densidade total de

presas assume valores maiores em comparacao a dinamica sem ruido. A densidade total
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de predadores, por sua vez, assume valores maiores do que aqueles obtidos com a dinamica
deterministica. Para v = 3 ambas as densidades totais, de presas e predadores, sao muito
proximas da dinamica deterministica.

As distribuigbes espaciais correspondentes aos parametros 7 = 4,15 e b = 2, 05, regiao
I proxima a I, apresentaram comportamento semelhante ao deterministico, para coeficien-
tes de dispersao dentro da regiao de Turing. Essa semelhanga ¢ mais notavel para valores
altos de 7. Para o valor v = 1, isto ¢, com ruido de grande intensidade, nao percebemos
formacao de padroes espaciais. As densidades totais, de um modo geral sao oscilatérias e
permanecem proximas a deterministica.

Na regiao II, r = 4 e b = 1,85, as distribuicoes espaciais resultantes da dinamica
deterministica e estocastica sao bastante similares. Mesmo fora da regiao de Turing os
padroes heterogéneos dinamicos, de ambas populacoes, obtidos no modelo deterministico
mantiveram-se na presenca do ruido de baixa intensidade. As populagoes totais de presas
e predadores apresentam oscilacoes em ambas as dinamicas. No entanto, em alguns casos
(uy = 0,3 e up =0,5) a populacao das duas espécies ou apenas a de predadores oscila entre
valores menores do que no caso deterministico.

Com parametros onde apenas o equilibrio de extingao ¢é estavel, isto ¢, na regiao III,
r=4eb=1,2, os padroes espaco-temporais resultantes da dinamica deterministica nao
sofrem alteracoes significativas com a influéncia do ruido.

Observamos que para coeficientes de dispersao em que as presas movimentam-se mais
lentamente que os predadores, uy = 0,05 e up = 0,6 ¢ uy = 0,01 e pup = 0,98, as distri-
buigoes sao muito parecidas. A populacao total de predadores, para v = 1, em ambos os
conjuntos de coeficientes de dispersao (uy = 0,05 ¢ pup =0,6) e (uy = 0,01 e pup = 0,98))
vai a extingao.

Nossos resultados indicam que os efeitos do ruido sobre a dinamica espaco-temporal
do modelo proposto sao menos intensos na regiao dos parametros em que o equilibrio de
coexistencia é instavel. Este resultado esta de acordo com os resultados obtidos por Kaitala
e colaboradores (1997), que consideraram um ruido ambiental na dinamica local de Moran
Ricker e concluiram que a dinamica populacional é menos sensivel a cor do ruido na regiao
caotica.

H&a muitas possibilidades para continuidade do trabalho. Podemos considerar uma
combinacao de fatores estocasticos, demograficos e ambientais, analisar os efeitos de ruidos
vermelhos e azuis, e considerar outros tipos de interagoes. Uma anélise dos resultados para
uma distribui¢ao inicial dos individuos a partir do centro do dominio, nos permitiria estudar
os efeitos do ruido em um processo de invasao populacional, problema de grande importancia

tanto do ponto de vista economico como ecoldgico.
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Apeéendice A
Apéndices

Neste apéndice vamos apresentar conceitos e resultados essenciais sobre Teoria de
Probabilidade, necessarios a compreensao das ideias contidas nesta dissertacao.

Seja S um conjunto ou colegao de elementos ao qual faremos referéncia como espaco
amostral, que consiste de todos os resultados possiveis de um experimento que apresenta
alguma imprevisibilidade. O espago amostral pode ser, por exemplo, S = {cara, coroa},
S=1{1,2,..}, S ={s/s € [0,00)}. Cada elemento de S é chamado ponto amostral e cada
subconjunto de S é denominado evento.

Assim, para especificar um modelo probabilistico para um experimento ou fenémeno
que envolva um elemento casual, é necessario estabelecer um espaco amostral S, que pode
ser discreto ou continuo, e uma probabilidade Px(z) para cada ponto amostral de modo que

seja possivel determinar a probabilidade de um evento aleatoério.

A.1 Variaveis aleatorias e Probabilidade

O termo variavel aleatéria diz respeito a algo que nao pode ser determinado exa-
tamente como se faz ao resolver uma equagao. Sabemos, por exemplo, que é impossivel
determinar exatamente a quantidade de chuva (em mililitros) que ird cair num determinado
local amanha. Este ¢ um exemplo de um evento aleatério devido a sua imprevisibilidade.
Assim, uma variavel aleatoria estd relacionada a eventos que nao podem ser determinados

exatamente mas que tém certa probabilidade de ocorrer.

Definicao 1 Uma varidvel aleatoria X € uma funcgao real definida no espaco amostral S, X :
S — R = (—o0,0), juntamente com uma fun¢ao Px(x) que estabelece uma probabilidade a

cada elemento v € S. A fun¢do Px(x), para ser bem definida, deve satisfazer duas condigies:
i) positividade: Px(x) >0 em todo espago amostral S;
it) normalizacao: >, Px(x) =1, com a soma sobre S.

Se o conjunto X ¢ finito ou infinitamente enumeravel, entao X ¢ dito ser uma varidvel

aleatoria discreta. Por exemplo, se X representa a resposta a pergunta “Amanha ird cho-
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ver?”ou “Quantos dias ira chover essa semana?”Para a primeira pergunta temos duas res-
postas possiveis enquanto para a segunda, o nimero de resultados possiveis ¢ 7. Diremos,
entao, que a variavel estocastica X ¢é discreta e uma probabilidade P pode ser associada a

cada um dos possiveis resultados.

Por outro lado, se X representa a resposta a pergunta “Quantos mililitros de dgua ira
chover amanha?”Neste caso o nimero de resultados possiveis varia num intervalo continuo.
Entao, dizemos que X é dito ser uma waridvel aleatdria continua e Px(x) é denominada
funcao densidade de probabilidade de X (f. d. p.).

A.2 Funcao distribuicao cumulativa

Definicao 2 A funcdo distribuicdo cumulativa (f.d.c.) de uma varidvel aleatdria
X € a funcao F definida em R com valores em [0,1], F : R — [0, 1], satisfazendo

T

F(z) = Px((—o0,z]) = / Px(x)dx.

—00

A distribuicdo cumulativa descreve como as probabilidades se acumulam, isto é, a

probabilidade de encontrar X no intervalo (—oo, z].

Exemplo 1 Considere A = {1,2,3,4,5} o espaco da varidvel aleatoria X e f(x) = 1/5
para x € A. A fd.c. F(x) de X satisfaz

(

0, r <1,

1/5, 1<z <2,
F(x)=1< 2/5, 2< 2 <3,

1, 5K

A.3 Funcao densidade de probabilidade

Definicao 3 Suponha que X é uma varidvel aleatéria continua com fungao distribuicao

cumulativa F e existe uma fun¢ao integravel nao negativa f, f: R — [0,00) tal que

F(z) = / " Fy)dy.

Entao a funcao f € chamada de fungdGo densidade de probabilidade (f.d.p.) de X.

A f.d.p. de uma varidvel aleatéria continua pode ser usada para calcular a probabi-
lidade associada com um resultado ou evento. Suponha que A é o espago de X e B C A é

um evento. Entao

Py(X € A) = /Af(:c)d:c - /_: fla)de =1
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e
Px(X € B) :/ f(z)dz. (A.1)
B
Em particular,
b
Pxla<X <) = [ fla)do = F(b) - Fla)
fornece a probabilidade de que o resultado esteja no intervalo (a,b) Além disso, se a

funcao distribuicao cumulativa ¢ diferenciavel, entao

dF(z)
dx

= f(x).

A.3.1 Momentos

Todas as informacoes estatisticas de uma varidvel aleatéria X podem ser obtidas a
partir de sua f.d.p. As informacoes contidas em uma f.d.p. podem ser reveladas através de

quantidades chamadas momentos.

Definicao 4 O momento de ordem n de uma varidvel aleatoria X € definido por

Assim, o momento de 1* ordem E(X) = pux é chamado valor médio, média ou esperanga de

X . A variancia ou dispersao
0% = Var(X) = B(IX — jux]?) = B(X?) — i

corresponde ao quadrado do chamado desvio padrao.
A definicao de média ou esperanca de uma variavel aleatéria pode ser estendida a
esperanca de uma funcao de uma varidvel aleatoria.

Conforme define Allen (2003):

Definicao 5 A esperanca de uma variavel aleatoria pode ser estendida a esperanca de uma
fungcao de wma variavel aleatoria. Suponha X uma varidvel aleatoria continua. Entdo a

esperanca de u(X) €

E(u(X)) :/Ru(a:)f(a:)dx : (A.2)

A seguir, apresentamos algumas f.d.p. importantes que frequentemente sao utilizadas

nas aplicacgoes e, em particular, em Biomatematica.
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A.4 Distribuicao Normal

Definicao 6 Uma varidvel aleatdria continua é dita sequir uma distribui¢ao normal (também

chamada distribuicio Gaussiana) se a fungao densidade probabilidade tem a forma

1

o\ 2w

N2
Cot] crcn
g

fz) =

exp [—

onde pu e o sio constantes (Ver fig. A.1). A nota¢ao usada para a distribuicdo normal é

N(p,0?) e para o modelo normal N(0,1) onde p =0 e 0% = 1.

A.5 Distribuicao exponencial

Definicao 7 Uma distribuicao exponencial é caracterizada pela fungao

f(a) = S expl-A |

onde \ € uma constante positiva (Ver fig. A.1).

A.6 Distribuicao Uniforme

Definigao 8 A distribuicao uniforme € a base para gerar um nimero aleatorio, que € usado

extensiwvamente em simulacoes numéricas de modelos estocdsticos:

ra o<z <D,
flx) = o
0, caso contrario,

onde a b sao constantes. A distribuicao uniforme é denotada como U(a,b).



Figura A.1: Curva vermelha pontilhada corrresponde a distribui¢io Normal (pu =
variando no intervalo [-4,4])e a curva azul corresponde a distribuicdo Exponencial (
variando no intervalo -4,4])

95
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A.7 Célculo do fator exp[sZ

S

Counsideramos:

u(z) = explsz] (A.3)
uma funcao de uma variavel aleatéria x em (A.2) e

flz) = - 127T exp [_(962;2”)2} ,—00 < T < 00 (A.4)

a funcao densidade de probabilidade normal com média p e variancia o. Assim, substituindo

em (A.4) p por 0 e mantendo, por conveniéncia, o temos:

o) = ——exp |22 ] —so < < (A.5)
I’—O- 27reXp 20_2 ,OO €T o . .

Substituindo (A.5) e (A.3) em (A.2) obtemos:

O_\/_ {;ﬂ dz.

Inicialmente resolvemos a integral indefinida:

E(explsa]) = / explsal.

2

/ [ ] 1 —x? d -z d
explcx ex T = explsz]. exp | =— | dz
pPIS o p By o pls p 552

1 —x? 1 x?
exp[&x].amexp 52 dx:a\/% eXp ST — 5 dx

1 2 1 22 22 202
exp[gx].m/%exp 52 da::m/% OXD | T — o5 = | eXp |~ dx

2
/exp[g:c] ! exp [_IQ} dr = L exp [802} /eXp— & Yo dx
oV2m 20?2 oV 2T 2 20 2

Assim, temos:




e observando que

du = —— = dz = o\/2du

Tr— —00 = U —» —00 e Tr — +00 = U — +00 ,

a integral do lado direito de (A.6) fica

1

oV exp{ 222} [ el au
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Blesplsa]) = —= exp [ﬁ] / " exp [—u] du + = exp {ﬁ} [ o)

VT

> |/ . N

Como exp [—u?] é uma fungio par

1

<2 0.2

e {T} / Z exp [—u?] du = %exp {?} /O " exp [~ du.

/00 exp [—uz} du = 2 /00 exp [—uz} du.
0

—00

Usando a fungao erro, definida como

2 [ 9
erf(u) = ﬁ/@ exp [—s°] ds

a integral a direita de (A.7) fica

Assim,

pois lim, o erf(u) =

U—r 00

252
exp [T] lim er f(u).

E(exp[sz]) = exp {g} :

1 (FIGUEIREDO, 2012, p.243).

(A7)



