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RESUMODissertação de MestradoPrograma de Pós-Graduação em MatemátiaUniversidade Federal de Santa MariaESPAÇOS FUNCIONAIS E OPERADORES LINEARESEM ELETROMAGNETISMOAUTOR: MARCOS TEIXEIRA ALVESORIENTADOR: DR. MARCIO VIOLANTE FERREIRALoal e Data da Defesa: Santa Maria, 29 de fevereiro de 2012.Neste trabalho, araterizamos os espaços funionais H(div,Ω) e H(rot,Ω) que surgemna teoria matemátia do eletromagnetismo e obtemos resultados de traços para as funçõesdestes espaços. Além disso, usamos as ténias desritas em [14℄ para mostrar resultados dedensidade nos subespaços H(div 0,Ω) e H0(div 0,Ω) de [L2(Ω)]3. O desfeho desse estudoenontra-se nas apliações a problemas de origem eletromagnétia que envolvem as equaçõesde Maxwell. Para obtermos existênia e uniidade de solução para estes modelos, reorremos ateoria de semigrupos de operadores lineares.Palavras-have: Espaços funionais em eletromagnetismo. Operador de Maxwell. Equaçõesde Maxwell. Semigrupos de operadores lineares.
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L(X, Y ) onjunto dos operadores T : X → Y lineares e limitados;
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|| · || norma em L2(Ω) ou [L2(Ω)]3;supp(u) suporte da função u;
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0 (Ω) espaço das funções difereniáveis até ordem k e om suporte ompato em Ω;

D(Ω) C∞
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D(Ω) {ϕ|Ω; ϕ ∈ D(Rn)};
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Hm(Ω) Wm,2(Ω);
H1/2(Ω) W 1/2,2(Ω);
Wm,p

0 (Ω) feho de C∞
0 (Ω) em Wm,p(Ω);

E, H ampo elétrio e ampo magnétio, respetivamente;
D, B indução elétria e indução magnétia, respetivamente;
γη(v) v · η|Γ;
γτ (v) v × η|Γ;
H(div,Ω) {v ∈ [L2(Ω)]3; ∇ · v ∈ L2(Ω)};
H(rot,Ω) {v ∈ [L2(Ω)]3; ∇× v ∈ [L2(Ω)]3};
H0(div,Ω) [D(Ω)]3

H(div,Ω);
H0(rot,Ω) [D(Ω)]3

H(rot,Ω);
H(div 0,Ω) {u ∈ [L2(Ω)]3; ∇ · u = 0};
H0(div 0,Ω) {u ∈ [L2(Ω)]3; ∇ · u = 0 e η · u|Γ = 0};
H(rot 0,Ω) {v ∈ [L2(Ω)]3; ∇× v = 0};
H0(rot 0,Ω) {v ∈ [L2(Ω)]3; ∇× v = 0 e η × v|Γ = 0};
C([0,∞), X) espaço das funções ontínuas de [0,∞) em X ;
C1([0,∞), X) espaço das funções de lasse C1 de [0,∞) em X ;
C onstante positiva que pode assumir valores diferentes em lugares diferentes.
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INTRODUÇ�O
Em 1873, James Clerk Maxwell (físio e matemátio britânio) fundou a teoria modernado eletromagnetismo om a publiação de sua obra Treatise on Eletriity and Magnetism,reunindo um onjunto de equações que atualmente levam seu nome.Estas equações são o suporte matemátio para os fen�menos eletromagnétios, estabe-leendo equações difereniais que relaionam os ampos elétrio e magnétio e suas respetivasinduções. Representaremos por E, H , D e B, os ampos elétrio, magnétio e as induçõeselétria e magnétia, respetivamente. Nas apliações tratadas neste trabalho, onsideramos osampos que variam no tempo. Desse modo,

E = E(x, t), H = H(x, t), D = D(x, t) e B = B(x, t)são funções vetoriais que dependem da posição espaial x = (x1, x2, x3) ∈ R3 e do tempo t ∈ R,
t ≥ 0. Os ampos apresentados anteriormente são gerados por dois tipos de fontes: argaselétrias estátias e �uxos de argas elétrias variáveis hamadas orrentes. A distribuição deargas é dada por uma função esalar ρ que representa a densidade de arga elétria, enquantoque as orrentes são desritas por uma função vetorial de densidade de orrente J .A relação existente entre os ampos E, H , D e B e as fontes ρ e J é sintetizada porum onjunto de equações que, em geral, são apliadas a uma região do espaço R3 oupada porum ampo eletromagnétio. Estas equações, denominadas equações de Maxwell, em sua formadiferenial são as seguintes:

∂D

∂t
−∇×H = −J, (1)

∂B

∂t
+∇× E = 0, (2)

∇ ·D = ρ, (3)
∇ ·B = 0. (4)Desrevemos agora ada uma das equações listadas aima.A equação (1) é a Lei de Ampère-Maxwell. Esta lei oinide om a Lei de Ampère salvo



10pela adição do termo ∂D
∂t

introduzido por Maxwell.A equação (2) é hamada Lei de Faraday. Ela fornee o efeito da variação da induçãomagnétia no ampo elétrio.A equação (3), onheida omo Lei de Gauss, estabelee que o �uxo de indução elétriaatravés de uma superfíie fehada é dado pela arga líquida dentro da superfíie, o que signi�aque as linhas de argas elétrias omeçam e terminam om argas elétrias.A Lei de Gauss para o magnetismo aparee na equação (4) e a�rma que o �uxo daindução magnétia ao longo de qualquer superfíie fehada é nulo.A partir das equações (1) e (3), relaionamos as densidades ρ e J através da equação
∂ρ

∂t
+∇ · J = 0onheida omo equação da onservação da eletriidade.Dada a omplexidade do sistema (1)-(4), juntaremos a estas leis universais ertas leisonstitutivas que inorporam, de forma su�ientemente simples, interações eventualmente om-plexas e que traduzam araterístias partiulares dos materiais sem omprometer, dentro dedeterminados limites, a adequação entre o modelo e a realidade físia.Uma das leis onstitutivas aqui onsideradas é a Lei de Ohm, que destaa uma relaçãode proporionalidade entre o ampo elétrio E e a densidade de orrente J , ou seja,
J = σE, (5)onde σ representa a ondutividade do material. Além dessa, dado nosso interesse por modelosde Maxwell apliados em ondutores perfeitos 1, tomamos as leis de magnetização e polarizaçãodo meio da forma

D = εE e B = µH, (6)em que ε representa a onstante dielétria ou apaidade indutiva e µ representa a permeabili-dade magnétia do meio.De posse das equações (5) e (6) e onsiderando J = 0, ρ = 0 (ampo eletromagnétio nováuo om ausênia de argas), reesrevemos o sistema (1)-(4) omo segue
∂(εE)

∂t
−∇×H = 0,

∂(µH)

∂t
+∇× E = 0,

∇ · (εE) = 0,

∇ · (µH) = 0.1Um ondutor perfeito é um meio �tíio tal que σ → +∞. No interior de um ondutor perfeito o ampo énulo. Metais são materiais que aproximam-se deste oneito.



11Neste trabalho, adotaremos ε = µ = 1. Desse modo, abordaremos o seguinte sistema deequações de Maxwell
∂E

∂t
−∇×H = 0, (7)

∂H

∂t
+∇× E = 0, (8)

∇ · E = 0, (9)
∇ ·H = 0. (10)No instante t = 0, iremos supor que o ampo elétrio E(x, 0) = E0(x) e o ampomagnétio H(x, 0) = H0(x) sejam onheidos e satisfaçam as relações:

∇ · E0 = 0 e ∇ ·H0 = 0. (11)Aresentamos às ondições iniiais, as ondições de fronteira do meio em estudo. Paraesse propósito, seja Ω uma região do espaço R3 representando um ondutor perfeito e Γ sua fron-teira. Fisiamente, diante dessas ondições, faz sentido onsiderarmos as seguintes ondiçõesde fronteira
E × η|Γ = 0 e H · η|Γ = 0, (12)em que η(x) = (η1(x), η2(x), η3(x)) denota o vetor normal unitário a x ∈ Γ exterior a Ω.Sob essas hipóteses, um de nossos objetivos nesse texto será disutir questões relaiona-das a existênia e uniidade de solução para o sistema de equações de Maxwell (7)-(10) sujeitoàs ondições iniiais em (11) e às ondições de fronteira em (12).Os trabalhos assentes neste modelo linear usam um onjunto de ténias que passampela formulação fraa das equações a resolver, permitindo enontrar soluções om menor regu-laridade do que aquela que é exigível a soluções das equações dos modelos enontrados, referidovulgarmente por formulação forte do problema.Observamos que nos problemas de eletromagnetismo intervêm essenialmente os opera-dores difereniais vetoriais de primeira ordem: divergente e rotaional. Assim, torna-se naturaladotarmos os espaços das funções de [L2(Ω)]3 ujo divergente ou rotaional são funções de

L2(Ω) e [L2(Ω)]3, respetivamente, omo quadro funional para o estudo desses fen�menos.Estes espaços são designados por H(div,Ω) e H(rot,Ω).Com este espírito, o foo deste trabalho onsiste na araterização destes espaços e emsuas apliações em modelos eletromagnétios espeí�os. Organizamos, então, este estudo omosegue. No Capítulo 1, enumeramos alguns resultados básios para a ompreensão do restantedo texto. Daremos destaque para a teoria dos espaços Lp, das distribuições, dos espaços deSobolev, dos semigrupos lineares e de resultados da análise funional de nosso interesse.



12No Capítulo 2, trataremos dos espaços H(div,Ω) e H(rot,Ω) do ponto de vista desuas propriedades topológias e demonstraremos resultados de densidade. Enalteemos nesteapítulo a araterização dos traços das funções de H(div,Ω) e H(rot,Ω); passo fundamentalpara dispormos de uma fórmula de integração por partes. Em sua última seção, de�niremosos subespaços H(div 0,Ω) e H0(div 0,Ω) de [L2(Ω)]3. Estudaremos propriedades de densidadenestes espaços esseniais para o desenrolar do texto.O desfeho deste trabalho oorre no Capítulo 3 om algumas apliações dos espaçosfunionais estudados anteriormente. Como primeira apliação, estudamos o sistema de equaçõesde Maxwell om uma ondição de fronteira dada por η × E = 0. Na segunda apliação,preoupamo-nos om o sistema de Maxwell no váuo e ondição de fronteira η × E = 0.Finalizamos este apítulo obtendo um resultado de existênia e uniidade de solução para umsistema de equações de Maxwell num meio ondutor perfeito.A onlusão e as referênias utilizadas enerram a dissertação.



Capítulo 1
PRELIMINARES

As ferramentas primordiais de que neessitamos para o desenvolvimento dos apítulos2 e 3 são apresentadas neste apítulo. Basiamente exibimos resultados de interesse da teoriados espaços Lp, das distribuições, dos espaços de Sobolev, dos semigrupos lineares e da AnáliseFunional. Salientamos que estes fatos são tomados omo onheidos e, por sua vez, não osdemonstraremos neste trabalho. Entretanto, as referênias para um estudo ompleto destesfatos são indiadas no deorrer do texto.1.1 Os espaços LpNesta seção, e ao longo de todo trabalho, utilizaremos a integral de Lebesgue.De�nição 1.1 Sejam 1 ≤ p < ∞ e Ω ⊂ Rn. O espaço Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, é o onjunto dasfunções mensuráveis f em Ω tal que
∫

Ω

|f(x)|p dx <∞.Para p = ∞, denotamos por L∞(Ω) o espaço vetorial de todas funções mensuráveis essenial-mente limitadas2 em Ω.Um norma em Lp(Ω) é dada por
||f ||Lp(Ω) = ||f ||p =

(∫

Ω

|f(x)|p dx
)1/p

, 1 ≤ p <∞e, para p = ∞,
||f ||∞ = ess sup

x∈Ω
|f(x)|.2Uma função u, mensurável em Ω, é dita essenialmente limitada em Ω se existe uma onstante K tal que

|u(x)| ≤ K quase sempre em Ω. A maior das otas inferiores de tais onstantes K é hamada de supremoessenial de |u| e é denotado por ess sup
x∈Ω

|u(x)|.



14A função ||.||p de�ne uma norma que faz de Lp(Ω) um espaço de Banah. No aso emque p = 2, munindo este espaço om o produto interno
(u, v)L2(Ω) =

∫

Ω

u(x)v(x) dx,temos um espaço de Hilbert.Observação 1.1 Nos apítulos 2 e 3, utilizaremos om frequênia os espaços L2(Ω) e [L2(Ω)]3.Assim, preoupados em tornar a esrita menos arregada, denotaremos simplesmente por || · ||a norma tanto em L2(Ω) omo em [L2(Ω)]3 e por ( , ) o produto interno nestes espaços.Enumeramos agora alguns fatos onheidos que serão usados posteriormente. Sugerimosque o leitor onsulte [3℄, [8℄ e [11℄ para melhor se familiarizar om os espaços Lp(Ω), bem omopara uma demonstração dos resultados que seguem.Proposição 1.1 Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e q seu expoente onjugado, isto é,
1

p
+

1

q
= 1.Então vale a desigualdade de Hölder: se f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), então fg ∈ L1(Ω)satisfazendo ∫

Ω

|fg| dx ≤
(∫

Ω

|f |p
)1/p (∫

Ω

|g|q dx
)1/q

.Observação 1.2 Os elementos de Lp são, na verdade, lasses de equivalênia, pois a integralnão se altera se mudarmos a função num onjunto de medida nula. Assim, quaisquer doisrepresentantes de uma mesma lasse oinidem em quase todo ponto (q.t.p.).De�nição 1.2 Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e Ω um subonjunto aberto do Rn. Diremos que f : Ω → Ré loalmente integrável em Ω, e denotaremos f ∈ Lp
loc(Ω), se f for uma função mensurável epara qualquer ompato K ⊂ Ω, tivermos

∫

K

|f(x)|p dx <∞.Como onsequênia da desigualdade de Hölder, obtemos o seguinte resultado:Proposição 1.2 Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Então Lp
loc(Ω) ⊂ L1

loc(Ω).O resultado seguinte é onheido omo Teorema da Convergênia Dominada de Lebesgue.Teorema 1.1 Suponha que (fn)n∈N seja uma sequênia de funções de L1(Ω) tal que
f(x) = lim

n→+∞
fn(x)



15existe para quase todo x ∈ Ω. Se existe g ∈ L1(Ω) tal que para todo n ∈ N,
|fn(x)| ≤ |g(x)|, quase sempre em Ω,então f ∈ L1(Ω) e ||fn − f ||L1(Ω) −→ 0, n→ +∞.1.2 DistribuiçõesAs prinipais referênias que utilizamos nesta seção são [1℄, [4℄ e [12℄.Um multi-índie é uma n-upla de inteiros não-negativos

α = (α1, α2, . . . , αn).Denotamos o onjunto de todos os multi-índies por Nn
0 . Assoiamos a um multi-índie ossímbolos

|α| = α1 + α2 + · · ·+ αn e Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαn

n

,sendo que para α = (0, 0, . . . , 0), de�nimos D0u = u para toda função u. Por Di, para
i = 1, 2, . . . , n, representamos a derivada parial ∂/∂xi.De�nição 1.3 Seja u uma função ontínua3 de�nida em Ω ⊂ Rn. O suporte de u, o qual serádenotado por supp(u), é de�nido omo o feho em Ω do onjunto {x ∈ Ω; u(x) 6= 0}. Se esteonjunto for um onjunto ompato, diremos que u possui suporte ompato em Ω.De�nição 1.4 Seja Ω um aberto do Rn. Denotamos por Ck

0 (Ω) o onjunto das funções dife-reniáveis até ordem k e om suporte ompato em Ω. O onjunto C∞
0 (Ω) denota o onjuntodas funções in�nitamente difereniáveis e om suporte ompato em Ω, isto é,

C∞
0 (Ω) = C∞(Ω) ∩ C0(Ω).Observação 1.3 O onjunto C∞

0 (Ω) é um espaço vetorial sobre R e hamamos seus elemen-tos de funções testes. Ademais, dizemos que uma sequênia de funções (un)n∈N de C∞
0 (Ω) éonvergente para zero quando umprem as seguintes ondições:(i) existe K ⊂ Ω ompato tal que supp(un) ⊂ K, para todo n ∈ N;(ii) para todo α ∈ Nn

0 , Dαun −→ Dαu uniformemente sobre K.De�nição 1.5 O espaço vetorial C∞
0 (Ω) om a noção de onvergênia aima é denominado oespaço das funções testes e é representado por D(Ω).3ADe�nição 1.3 não é adequada quando se trabalha om funções de Lp. No entanto, é possível de�nir osuporte para funções deste espaço trabalhando-se om suas lasses de equivalênia. Uma abordagem detalhadasobre este tema pode ser enontrada em [3℄.



16Oportunamente, iremos apliar os proessos de trunamento e regularização em espaçosde funções de�nidos no Capítulo 2. Com este objetivo, de�nimos o produto de onvolução ea sequênia que estabelee a regularização em D(Rn).De�nição 1.6 Sejam u ∈ L1(Rn) e v ∈ Lp(Rn) om 1 ≤ p ≤ ∞. O produto de onvolução de
u por v, denotado por u ∗ v, é dado por

(u ∗ v)(x) =
∫

Rn

u(x− y)v(y) dy.Pode-se provar que (u ∗ v) ∈ Lp(Rn) e vale a desigualdade:
||u ∗ v||Lp(Rn) ≤ ||u||L1(Rn)||v||Lp(Rn).Além disso, é de nosso interesse as duas proposições seguintes:Proposição 1.3 Se u e v são funções para os quais o produto de onvolução está bem de�nido,então supp(u ∗ v) ⊂ supp(u) + supp(v).Proposição 1.4 Sejam u ∈ Ck
0 (R

n) e v ∈ L1
loc(R

n) om k ∈ N. Então u ∗ v ∈ Ck(Rn) e vale afórmula de derivação
Dα(u ∗ v) = (Dαu) ∗ v, ∀ α om |α| ≤ k.Em D(Rn), utilizaremos uma sequênia (ρn)n∈N de funções om as seguintes proprieda-des: supp(ρn) ⊂ B(0; 1/n),

∫

Rn

ρn(x) dx = 1 e ρn ≥ 0,em que, �xado n ∈ N, B(0; 1/n) denota o onjunto {x ∈ Rn; |x| < 1/n}.À toda sequênia satisfazendo as propriedades aima, denominamos sequênia regulari-zante.Exemplo 1.1 Consideremos a apliação ρ : Rn → R de�nida por
ρ(x) =

{
exp (1/(|x|2 − 1)) se |x| < 1

0 se |x| ≥ 1
.De�nimos

C =

(∫

Rn

ρ(x) dx

)−1e onsideremos, para todo ν ∈ N, a sequênia de funções
ρν(x) = Cνnρ(νx),



17ou seja,
ρν(x) =

{
Cνn exp (1/(|νx|2 − 1)) se |x| < 1/ν

0 se |x| ≥ 1/ν
.Prova-se que, para todo ν ∈ N,

ρν ≥ 0, ρν ∈ C∞
0 (Rn), supp(ρν) = B(0; 1/n) e ∫

Rn

ρν(x) dx = 1.Assim, (ρν) é uma sequênia regularizante de�nida em Rn.A relação entre o produto de onvolução e a sequênia regularizante é estabeleida napróxima proposição.Proposição 1.5 Seja u ∈ Lp(Rn) om 1 ≤ p <∞. Então
ρn ∗ u −→ u em Lp(Rn).Como onsequênia desta proposição, temos o seguinte resultado de densidade:Corolário 1.1 Seja Ω ⊂ Rn um aberto qualquer. O onjunto C∞

0 (Ω) é denso em Lp(Ω) para
1 ≤ p <∞.Chamamos de distribuição sobre Ω, em que Ω é um subonjunto aberto do Rn, à todofunional linear T sobre D(Ω) que é ontínuo no sentido da onvergênia sobre D(Ω) dada naObservação 1.3. Isso signi�a que para toda sequênia (ϕn)n∈N de D(Ω) onvergente parazero, no sentido dado pela Observação 1.3, temos que a sequênia (< T, ϕn >)n∈N onvergepara zero em R (< T, ϕn > denota o valor de T apliado em ϕn).O onjunto de todas as distribuições sobre Ω é um espaço vetorial o qual representamospor D′(Ω). Seja (Tn)n∈N uma sequênia em D′(Ω) e T ∈ D′(Ω). Diremos que Tn −→ T em
D′(Ω) se

< Tn, ϕ >−→< T, ϕ >, ∀ ϕ ∈ D(Ω).Dada u ∈ L1
loc(Ω), a apliação Tu de�nida por

< Tu, ϕ >=

∫

Ω

u(x)ϕ(x) dx, ∀ ϕ ∈ D(Ω)é uma distribuição sobre Ω. Veri�a-se que Tu é univoamente determinada por u sobre Ω,quase sempre, no seguinte sentido: se u, v ∈ L1
loc(Ω), então Tu = Tv se e somente se u = v quasesempre em Ω. Por esta razão, identi�amos u om a distribuição Tu por ela de�nida e dizemosa �distribuição u� ao invés de dizer a distribuição Tu.



18Proposição 1.6 Seja (un)n∈N uma sequênia de funções em Lp(Ω) tal que
lim

n→+∞
un = u em Lp(Ω).Então resulta que

lim
n→+∞

un = u em D′(Ω).Em nossa próxima de�nição, apresentamos a derivada de ordem α ∈ Nn
0 de uma distri-buição.De�nição 1.7 Consideremos uma distribuição T e α ∈ Nn

0 . A derivada de ordem α de T édada por
< DαT, ϕ >= (−1)|α| < T,Dαϕ >, ∀ ϕ ∈ D(Ω).Mostra-se que DαT ∈ D′(Ω) e, então, uma distribuição T ∈ D′(Ω) possui derivada detodas as ordens em D′(Ω). Como onseqüênia, as funções em L1

loc(Ω) possuem derivadas detodas as ordens no sentido das distribuições.Suponhamos agora que Ω e U são subonjuntos abertos do Rn tais que Ω ⊂ U . Paraada ϕ ∈ D(Ω), onsideremos ϕ̃ a extensão de ϕ a U por zero fora de Ω, isto é,
ϕ̃(x) =

{
ϕ(x) se x ∈ Ω

0 se x ∈ U\Ω
.Temos ϕ̃ ∈ D(U) e maisa) Dαϕ̃ = D̃αϕ para todo α ∈ Nn

0 ;b) se lim
n→+∞

ϕn = 0 em D(Ω), segue-se que lim
n→+∞

ϕ̃n = 0 em D(U).Observamos também que se T ∈ D′(U), o funional linear T |Ω de�nido em D(Ω) por
< T |Ω, ϕ >=< T, ϕ̃ > para todo ϕ ∈ D(Ω) é uma distribuição sobre Ω denominada a res-trição de T a Ω. Deorre do item a) aima que (DαT |Ω) = (DαT )|Ω para todo α ∈ Nn

0 e
T ∈ D′(U).Outro resultado importante a ser menionado é que a derivada de uma função de L1

loc(Ω)não é, em geral, uma função de L1
loc(Ω) (vide [12℄, Exemplo 4 da página 15). Tal fato motivaráa de�nição de uma lasse signi�ativa de espaços de funções, onheidos sob a denominação deEspaços de Sobolev. Os resultados nestes espaços de que neessitamos serão apresentados naseção seguinte.



191.3 Espaços de SobolevPara um estudo ompleto dos resultados expostos nesta seção, aonselhamos a leiturade [1℄, [4℄ e [12℄. O subonjunto Ω de Rn é tomado omo um aberto qualquer e denotaremospor Γ sua fronteira.De�nição 1.8 Seja m ≥ 0 um número inteiro e 1 ≤ p ≤ ∞. O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) éde�nido por
Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), para todo |α| ≤ m}.Segue da de�nição anterior que W 0,p(Ω) = Lp(Ω) e Wm2,p(Ω) ⊂Wm1,p(Ω), se m1 ≤ m2.Além disso, para 1 ≤ p <∞, Wm,p(Ω) torna-se um espaço de Banah om a norma dada por

||u||Wm,p(Ω) =


 ∑

|α|≤m

||Dαu||pLp(Ω)




1/p

e Wm,∞(Ω) é um espaço de Banah om a norma
||u||Wm,∞(Ω) = max

|α|≤m
||Dαu||L∞(Ω).Quando p = 2, denotamos Wm,p(Ω) por Hm(Ω). Ressaltamos que Hm(Ω) é um espaçode Hilbert om o seguinte produto interno

(u, v)Hm(Ω) =
∑

|α|≤m

∫

Ω

DαuDαv dx.Sabemos que C∞
0 (Ω) é denso em Lp(Ω), mas não é verdade que C∞

0 (Ω) é denso em
Wm,p(Ω) para m ≥ 1. Motivados por esta razão, de�nimos o espaço Wm,p

0 (Ω) omo sendo ofeho de C∞
0 (Ω) em Wm,p(Ω), isto é,

C∞
0 (Ω)

Wm,p(Ω)
=Wm,p

0 (Ω).Usaremos seguidamente a notação W 1,2
0 (Ω) = H1

0 (Ω).Proposição 1.7 Seja u ∈ Wm,p
0 (Ω) e ũ a extensão a Rn de u por zero fora de Ω. Então(i) ũ ∈ Wm,p(Rn).(ii) Dαũ = D̃αu para todo |α| ≤ m.(iii) ||u||Wm,p(Ω) = ||ũ||Wm,p(Rn).No próximo teorema, desrevemos as funções de W 1,p

0 (Ω) em termos da fronteira Γde Ω. Antes de enuniá-lo, neessitamos araterizar Γ. A de�nição que segue suprirá essa



20neessidade e está intimamente relaionada om a geometria dos problemas eletromagnétiosde nosso interesse. Para maiores eslareimentos nesse aspeto, o leitor deve onsultar asreferênias [5℄ e [9℄.De�nição 1.9 Dizemos que Γ é ontínua (respetivamente Lipshitz; de lasse Cm para alguminteiro m > 0) se para todo x ∈ Γ existir uma vizinhança O de x em Rn e um sistema deoordenadas ortogonais y = (y′, yn), onde y′ = (y1, y2, . . . , yn−1), tais que(i) O é um hiperubo nestas oordenadas, isto é,
O = {y; −aj < yj , < aj, 1 ≤ j ≤ n}.(ii) Existe uma apliação ϕ ontínua (respetivamente Lipshitz; de lasse Cm) de�nida em

O′ = {y′; −aj < yj < aj , 1 ≤ j ≤ n− 1}que satisfaz
|ϕ(y′)| ≤ an

2
, ∀ y′ ∈ O′, Ω ∩O = {y; yn < ϕ(y′)} e Γ ∩O = {y; yn = ϕ(y′)}.Em alguns momentos, a �m de simpli�ar a esrita, diremos que Ω é um onjunto delasse Cm (Ω é Lipshitz) quando sua fronteira Γ é de lasse Cm para algum inteiro m > 0(respetivamente, Γ é Lipshitz).A de�nição aima sugere que loalmente Ω está abaixo do grá�o de alguma função ϕ;também que a fronteira Γ é representada pelo grá�o de ϕ e a regularidade de Γ é determinadapela apliação ϕ.Eis, então, um resultado de araterização para funções de W 1,p

0 (Ω):Teorema 1.2 Suponhamos que Ω é de lasse C1. Seja u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω) om 1 ≤ p < ∞.Então as a�rmações abaixo são equivalentes:(i) u = 0 em Γ;(ii) u ∈ W 1,p
0 (Ω).O próximo fato mostra que o espaço das funções su�ientemente regulares é denso em

Wm,p(Ω). O onjunto D(Ω) que aparee em seu enuniado é de�nido por
D(Ω) = {ϕ|Ω; ϕ ∈ D(Rn)}.Teorema 1.3 Seja Ω um subonjunto aberto Lipshitz de Rn.(i) O espaço D(Ω) é denso em Wm,p(Ω) para todo inteiro m ≥ 0 e para todo p ∈ R om

1 ≤ p <∞.



21(ii) Sejam u ∈ Wm,p(Ω) e ũ sua extensão a Rn por zero fora de Ω, ou seja,
ũ =

{
u(x) se x ∈ Ω

0 se x ∈ Rn\Ω
.Se ũ ∈ Wm,p(Rn), então u ∈ Wm,p

0 (Ω).O teorema seguinte mostra que, onquanto uma função u seja su�ientemente regular,é possível de�nir o valor de u na fronteira Γ de Ω, sendo hamado traço de u em Γ. É laroque se u ∈ D(Ω), então o valor que u assume em Γ está bem de�nido e, neste aso, de�nimoso operador traço γ0 para tal função omo
γ0(u) = u|Γ.Teorema 1.4 Seja Ω um aberto do Rn tal que sua fronteira Γ é limitada e Lipshitz. Então,se 1/p < m ≤ 1, a apliação γ0 de�nida anteriormente em D(Ω) possui uma únia extensãoomo uma apliação linear de Wm,p(Ω) em Wm−1/p,p(Γ). Além disso,

W 1,p
0 (Ω) = {u ∈ W 1,p(Ω); γ0(u) = 0} = ker(γ0).Os espaços de traço de maior interesse em nosso trabalho serão H1/2(Γ) = W 1/2,2(Γ) e seuespaço dual H−1/2(Γ). A norma neste último espaço é a norma dual usual, ou seja,

||f ∗||H−1/2(Γ) = sup
f∈H1/2(Γ)

f 6=0

< f ∗, f >

||f ||H1/2(Γ)

,onde <,> denota o par dualidade entre H−1/2(Γ) e H1/2(Γ). Também observamos que <,>é uma extensão do produto interno de L2(Γ) no sentido de que quando f ∗ ∈ L2(Γ), podemosidenti�ar < f ∗, f > om ∫

Γ

f ∗(x)f(x) dΓ.Enerramos esta seção apresentando um resultado básio de existênia de solução paraum problema de Neumann. Um estudo mais detalhado desse problema pode ser enontrado em[12℄.Teorema 1.5 Sejam Ω um domínio om fonteira Γ Lipshitz e η a normal unitária a Γ exteriora Ω. Sejam µ ∈ H1/2(Γ) e f ∈ H−1(Ω) = ([H1
0 (Ω)]

′). Então existe uma únia solução fraa
ϕ ∈ H1(Ω) do problema 




−∆u+ u = f em Ω,
∂u

∂η

∣∣
Γ
= µ em Γ.



22Além disso, existe uma onstante C tal que
||ϕ||H1(Ω) ≤ C(||µ||H−1/2(Γ) + ||f ||H−1(Ω)).1.4 Resultados de Análise FunionalNesta seção, assumiremos que o leitor tenha familiaridade om as noções de espaçosnormados de dimensão in�nita. Todos os fatos aqui apresentados podem ser enontrados em[3℄ e [10℄.Teorema 1.6 Se H é espaço de Hilbert e Y é subespaço fehado de H, então

H = Y ⊕ Y ⊥,em que Y ⊥ = {z ∈ H ; < z, y >= 0, ∀ y ∈ Y } é o omplemento ortogonal de Y .Como onsequênia desse teorema, obtemos o seguinte resultado:Corolário 1.2 Seja H um espaço de Hilbert e M 6= ∅ um subonjunto de H. Então span(M)é denso em H se e somente se M⊥ = {0}.Este fato é de extrema importânia no momento que queremos garantir que um subes-paço Y ⊂ H é denso em H . Para isso, onsideramos z ∈ H tal que < z, y >= 0 para todo
y ∈ Y e tratamos de mostrar que z = 0. Como span(Y ) = Y , obteremos deste orolário que
Y = span(M) = H .Sejam agora E e F espaços de Banah e A : D(A) ⊂ E → F um operador linear omdomínio D(A) denso em E. De�niremos um operador A∗ : D(A∗) ⊂ F ′ → E ′ omo segue (E ′e F ′ denotam os espaços duais de E e F , respetivamente). Ponhamos

D(A∗) = {v ∈ F ′; ∃ C ≥ 0 tal que | < v,Au > | ≤ C||u||, ∀ u ∈ D(A)}.Observamos que D(A∗) é um subespaço vetorial de F ′. Para todo v ∈ D(A∗), onsideremos aapliação g : D(A) → R de�nida por
g(u) =< v,Au >, u ∈ D(A).Claramente, temos |g(u)| ≤ C||u|| para todo u ∈ D(A). Logo, g é uma apliação linear limitadae portanto ontínua. Graças ao Teorema de Hahn-Banah, g pode ser estendida a uma apliaçãolinear f : E → R om
|f(u)| ≤ C||u||, ∀ u ∈ E.Assim, f ∈ E ′. Além disso, a extensão de g a todo espaço E é únia, uma vez que f é ontínuasobre E e D(A) é denso. De posse dessa breve disussão, estabeleemos a de�nição do operador



23adjunto de A.De�nição 1.10 O operador linear A∗ : D(A∗) ⊂ F ′ → E ′ de�nido por A∗v = f , em que
f : E → R é a apliação linear desrita anteriormente, é denominado operador adjunto de A.Desse modo, obtemos a seguinte relação fundamental entre A e A∗:

< v,Au >F ′,F=< A∗v, u >E′,E, ∀ u ∈ D(A), ∀ v ∈ D(A∗).Observação 1.4 No aso em que A : D(A) ⊂ H → H é um operador linear om D(A) densoem H, onde H é espaço de Hilbert om produto interno ( , )H , araterizamos, via teorema derepresentação de Riez, o adjunto A∗ de A por
(Au, v)H = (u,A∗v)H , ∀ u ∈ D(A), ∀ v ∈ D(A∗) (1.1)onde D(A∗) = {v ∈ H ; ∃ yv ∈ H om (Au, v)H = (u, yv)H , ∀ u ∈ D(A)}.Em resumo, o operador A∗ : D(A∗) ⊂ H → H é de�nido por

A∗v = yv, ∀ v ∈ D(A∗).Finalizamos esta seção om a noção de operadores simétrio, auto-adjunto e unitário.De�nição 1.11 Seja A : D(A) ⊂ H → H um operador linear om D(A) = H. Dizemos que
A é simétrio se

(Au, v)H = (u,Av)H, ∀ u, v ∈ D(A).O operador A é dito auto-adjunto se A∗ = A e é denominado unitário quando A∗ = A−1.1.5 Teoria de SemigruposNesta seção, trataremos de introduzir a teoria de semigrupos lineares. Para maioreseslareimentos dos resultados aqui apresentados, sugerimos ao leitor onsultar a referênia[15℄. Sejam X e Y espaços de Banah. Denotamos por L(X, Y ) o onjunto dos operadores
T : X → Y lineares e limitados.De�nição 1.12 Seja X um espaço de Banah e L(X) a álgebra dos operadores lineares elimitados de X. Uma família {S(t)}t≥0 é um semigrupo de operadores lineares e limitados de
X se satisfaz as seguintes ondições:(i) S(0) = I, em que I é o operador identidade de X;(ii) S(t + s) = S(t)S(s), ∀ t, s ∈ R+.



24Além destas, se {S(t)}t≥0 umpre(iii) lim
t→0+

||
(
S(t)− I

)
x|| = 0, ∀ x ∈ X,dizemos que o semigrupo {S(t)}t≥0 é de lasse C0.Abaixo listamos as prinipais propriedades de semigrupos que serão utilizadas no deor-rer deste trabalho, mais preisamente no Capítulo 3.Proposição 1.8 Se {S(t)}t≥0 é um semigrupo de lasse C0, então ||S(t)|| é uma função limi-tada em todo intervalo limitado [0, T ].Corolário 1.3 Todo semigrupo de lasse C0 é fortemente ontínuo em R+, isto é, se t ∈ R+,temos

lim
s→t

S(s)x = S(t)x, ∀ x ∈ X.É a partir do orolário anterior que os semigrupos de lasse C0 são também onheidospor semigrupos fortemente ontínuos.Dizemos ainda que {S(t)}t≥0 é um semigrupo de ontrações de lasse C0 se ||S(t)|| ≤ 1para todo t ≥ 0.De�nição 1.13 Seja X espaço de Banah e seja {S(t)}t≥0 semigrupo de lasse C0. O operadorlinear A : D(A) ⊂ X → X, de�nido por
D(A) = {x ∈ X ; lim

h→0+

S(h)− I

h
x existe} e Ax = lim

h→0+

S(h)− I

h
x, ∀ x ∈ D(A),é hamado gerador in�nitesimal ou simplesmente gerador do semigrupo {S(t)}t≥0.A próxima proposição trata da difereniabilidade de um semigrupo assoiado a seugerador in�nitesimal.Proposição 1.9 Seja A o gerador do semigrupo de lasse C0, {S(t)}t≥0. Temos que(i) se x ∈ D(A) e t ≥ 0, então S(t)x ∈ D(A) e a função R+ → X om t 7−→ S(t)x édifereniável e

dS(t)

dt
x = AS(t)x = S(t)Ax, ∀ x ∈ D(A);(ii) se x ∈ D(A), então

S(t)x− S(s)x =

∫ t

s

AS(τ)x dτ =

∫ t

s

S(τ)Ax dτ ;



25(iii) se x ∈ X e t ∈ R om t ≥ 0, então
lim
h→0

∫ t+h

t

S(τ)x dτ = S(t)x;(iv) para x ∈ X, temos ∫ t

0

S(τ)x dτ ∈ D(A) e, além disso,
S(t)x− x = A

∫ t

0

S(τ)x dτ.Suponhamos U0 ∈ D(A) e {S(t)}t≥0 o semigrupo de ontrações de lasse C0 gerado por
A : D(A) ⊂ X → X , om X espaço de Hilbert. Graças à Proposição 1.9, mostra-se queexiste uma únia função

U ∈ C([0,+∞), D(A)) ∩ C1([0,+∞), X)que satisfaz o problema de valor iniial
dU

dt
(t) = AU(t),

U(0) = U0.O teorema seguinte é de grande utilidade para as apliações do Capítulo 3. É onheidoomo Teorema de Stone. O mesmo oferee ondições neessárias e su�ientes para que umoperador A seja gerador de um grupo unitário de lasse C0 - garante, em partiular, quandoum operador A é gerador de um semigrupo de ontrações de lasse C0.Teorema 1.7 A é o gerador de um grupo de operadores unitários de lasse C0 se e somente se
A∗ = −A.



Capítulo 2
ESPAÇOS FUNCIONAIS EMELETROMAGNETISMO

Neste apítulo, introduziremos os espaços de funções que surgem no momento que es-tudamos problemas de origem eletromagnétia. Iniiaremos apresentando os operadores di-fereniais lineares: gradiente, divergente e rotaional e suas propriedades de nosso interesse.Em seguida, de�niremos os espaços de Hilbert H(div,Ω) e H(rot,Ω) onsistindo de funções
u ∈ [L2(Ω)]3 tais que ∇ · u ∈ L2(Ω) e ∇ × u ∈ [L2(Ω)]3, respetivamente, e demonstraremosresultados de traço para estes espaços.A última seção é dediada aos subespaços H(div 0,Ω) e H0(div 0,Ω) de [L2(Ω)]3. Utili-zaremos o operador projeção de�nido de [L2(Ω)]3 sobre estes espaços a �m de obter resultadosde densidade esseniais para o desenvolvimento do Capítulo 3.2.1 Operadores gradiente, divergente e rotaionalSeja Ω um aberto do R3. Para todo v ∈ D′(Ω), de�nimos o operador diferenial linear

∇v =

(
∂v

∂x1
,
∂v

∂x2
,
∂v

∂x3

)hamado gradiente de v.Dado v = (v1, v2, v3) ∈ [D′(Ω)]3, de�nimos o operador diferenial linear
∇ · v =

3∑

i=1

∂vi
∂xihamado divergente de v.



27Além destes, o operador diferenial linear rotaional é dado por
∇× v =

(
∂v3
∂x2

− ∂v2
∂x3

,
∂v1
∂x3

− ∂v3
∂x1

,
∂v2
∂x1

− ∂v1
∂x2

)para todo v = (v1, v2, v3) ∈ [D′(Ω)]3.Proposição 2.1 Os operadores gradiente, divergente e rotaional satisfazem as seguintes pro-priedades:a) ∇× (∇v) = 0, ∀ v ∈ D′(Ω);b) ∇ · (∇× v) = 0, ∀ v ∈ [D′(Ω)]3;) < ∇ · v, ϕ >=< v,−∇ϕ >, ∀ v ∈ [D′(Ω)]3 e ∀ ϕ ∈ D(Ω);d) 〈∇ × v, ϕ〉 =< v,∇× ϕ >, ∀ v ∈ [D′(Ω)]3 e ∀ ϕ ∈ [D(Ω)]3;e) ∇ · (ϕu) = (∇ϕ) · u+ ϕ(∇ · u), ∀ ϕ ∈ D(Ω) e ∀ u ∈ [D′(Ω)]3;f) ∇× (ϕu) = ϕ · (∇× u) + (∇ϕ)× u, ∀ ϕ ∈ D(Ω) e ∀ u ∈ [D′(Ω)]3;g) ∇ · (u× v) = v · (∇× u)− u · (∇× v), ∀ u, v ∈ [D′(Ω)]3.Demonstração:a) Para todo v ∈ D′(Ω), temos
∇v =

(
∂v

∂x1
,
∂v

∂x2
,
∂v

∂x3

)
∈ [D′(Ω)]3.Por de�nição,

∇× (∇v) =





∂

∂x2





∂v

∂x3



−

∂

∂x3





∂v

∂x2



,

∂

∂x3





∂v

∂x1



−

∂

∂x1





∂v

∂x3



,

∂

∂x1





∂v

∂x2



−

∂

∂x2





∂v

∂x1









=





∂2v

∂x2∂x3

−

∂2v

∂x3∂x2

,

∂2v

∂x3∂x1

−

∂2v

∂x1∂x3

,

∂2v

∂x1∂x2

−

∂2v

∂x2∂x1





= 0.Com isso, observamos que Im(∇) ⊂ Ker(∇×).b) Seja v = (v1, v2, v3) ∈ [D′(Ω)]3. Então
∇ · (∇× v) =

∂

∂x1

(
∂v3
∂x2

− ∂v2
∂x3

)
+

∂

∂x2

(
∂v1
∂x3

− ∂v3
∂x1

)
+

∂

∂x3

(
∂v2
∂x1

− ∂v1
∂x2

)

=
∂2v3
∂x1∂x2

− ∂2v2
∂x1∂x3

+
∂2v1
∂x2∂x3

− ∂2v3
∂x2∂x1

+
∂2v2
∂x3∂x1

− ∂2v1
∂x3∂x2

= 0.Isto é, Im(∇×) ⊂ Ker(∇·).



28) Sejam v = (v1, v2, v3) ∈ [D′(Ω)]3 e ϕ ∈ D(Ω). No sentido das distribuições, temos
< ∇ · v, ϕ > =

〈
∂v1
∂x1

+
∂v2
∂x2

+
∂v3
∂x3

, ϕ

〉

=

〈
∂v1
∂x1

, ϕ

〉
+

〈
∂v2
∂x2

, ϕ

〉
+

〈
∂v3
∂x3

〉

= −
〈
v1,

∂ϕ

∂x1

〉
−

〈
v2,

∂ϕ

∂x2

〉
−

〈
v3,

∂ϕ

∂x3

〉

= −
〈
(v1, v2, v3),

(
∂ϕ

∂x1
,
∂ϕ

∂x2
,
∂ϕ

∂x3

)〉

= < v,−∇ϕ > .d) Dados v = (v1, v2, v3) ∈ [D′(Ω)]3 e ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ [D(Ω)]3, obtemos
< ∇× v, ϕ > =

〈(
∂v3

∂x2
− ∂v2

∂x3
,
∂v1

∂x3
− ∂v3

∂x1
,
∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2

)
, (ϕ1, ϕ2, ϕ3)

〉

=

〈
∂v3

∂x2
− ∂v2

∂x3
, ϕ1

〉
+

〈
∂v1

∂x3
− ∂v3

∂x1
, ϕ2

〉
+

〈
∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2
, ϕ3

〉

=
〈

∂v3

∂x2
,ϕ1

〉

−

〈

∂v2

∂x3
,ϕ1

〉

+

〈

∂v1

∂x3
,ϕ2

〉

−

〈

∂v3

∂x1
,ϕ2

〉

+

〈

∂v2

∂x1
,ϕ3

〉

−

〈

∂v1

∂x2
,ϕ3

〉

= −

〈

v3,
∂ϕ1

∂x2

〉

+

〈

v2,
∂ϕ1

∂x3

〉

−

〈

v1,
∂ϕ2

∂x3

〉

+

〈

v3,
∂ϕ2

∂x1

〉

−

〈

v2,
∂ϕ3

∂x1

〉

+

〈

v1,
∂ϕ3

∂x2

〉

=

〈
v1,

∂ϕ3

∂x2
− ∂ϕ2

∂x3

〉
+

〈
v2,

∂ϕ1

∂x3
− ∂ϕ3

∂x1

〉
+

〈
v3,

∂ϕ2

∂x1
− ∂ϕ1

∂x2

〉

=

〈
(v1, v2, v3),

(
∂ϕ3

∂x2
− ∂ϕ2

∂x3
,
∂ϕ1

∂x3
− ∂ϕ3

∂x1
,
∂ϕ2

∂x1
− ∂ϕ1

∂x2

)〉

= < v,∇× ϕ > .e) Fixemos u = (u1, u2, u3) ∈ [D′(Ω)]3. Então, ϕu = (ϕu1, ϕu2, ϕu3) e vale
∂(ϕui)

∂xi
=
∂ϕ

∂xi
ui + ϕ

∂ui
∂xi

, ∀ i = 1, 2, 3.Desse modo, obtemos
∇ · (ϕu) =

3∑

i=1

∂(ϕui)

∂xi
=

3∑

i=1

(
∂ϕ

∂xi
ui + ϕ

∂ui
∂xi

)

=
3∑

i=1

(
∂ϕ

∂xi
ui

)
+ ϕ

3∑

i=1

∂ui
∂xi

= (∇ϕ) · u+ ϕ(∇ · u).f) Segue do item anterior que
∂(ϕui)

∂xi
=
∂ϕ

∂xi
ui + ϕ

∂ui
∂xi

, ∀ i = 1, 2, 3.Com isso,
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∇× (ϕu) =

(
∂(ϕu3)

∂x2
− ∂(ϕu2)

∂x3
,
∂(ϕu1)

∂x3
− ∂(ϕu3)

∂x1
,
∂(ϕu2)

∂x1
− ∂(ϕu1)

∂x2

)

=

(
∂ϕ

∂x2
u3 −

∂ϕ

∂x3
u2,

∂ϕ

∂x3
u1 −

∂ϕ

∂x1
u3,

∂ϕ

∂x1
u2 −

∂ϕ

∂x2
u1

)
+ ϕ(∇× u)

= (∇ϕ)× u+ ϕ(∇× u).g) Consideremos u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) ∈ [D′(Ω)]3. Por de�nição,
u× v = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1).O resultado é obtido via derivação parial da função vetorial u × v e das de�nições dosoperadores divergente e rotaional.

Observação 2.1 O item ) da proposição anterior garante que o transposto de ∇· é o operador
−∇. O item d), por sua vez, a�rma que o operador ∇× é seu próprio transposto.2.2 Os espaços funionais H(div,Ω) e H(rot,Ω)Visando obter resultados de existênia e uniidade de solução para ertos sistemas deequações que envolvem os operadores divergente ou rotaional, faz-se neessário introduzir umonjunto de funções de [L2(Ω)]3 ujo divergente ou rotaional, no sentido das distribuições, sãofunções de L2(Ω) ou [L2(Ω)]3, respetivamente. Nosso intuito agora será então apresentar estesespaços e dotá-los de produtos internos adequados de modo a torná-los espaços de Hilbert.De�nição 2.1 O espaço vetorial real das funções v ∈ [L2(Ω)]3 tais que ∇·v ∈ L2(Ω) é denotadopor H(div,Ω), isto é,

H(div,Ω) := {v ∈ [L2(Ω)]3; ∇ · v ∈ L2(Ω)}.Proposição 2.2 O espaço H(div,Ω) é de Hilbert om o produto interno
(u, v)H(div,Ω) = (u, v) + (∇ · u,∇ · v), ∀ u, v ∈ H(div,Ω).Demonstração: O espaço H(div,Ω) é normado om a norma induzida pelo produto interno

||v||H(div,Ω) = (||v||2 + ||∇ · v||2)1/2.Mostremos, pois, que este espaço é ompleto.



30Seja (vn)n∈N uma sequênia de Cauhy em H(div,Ω). Logo, (vn)n∈N e (∇ · vn)n∈N sãosequênias de Cauhy em [L2(Ω)]3 e L2(Ω), respetivamente. Uma vez que [L2(Ω)]3 e L2(Ω)são espaços de Banah, garantimos que
vn −→ v ∈ [L2(Ω)]3 e ∇ · vn −→ g ∈ L2(Ω),quando n→ +∞. Iremos mostrar que g = ∇ · v.Como onsequênia da onvergênia ∇ · vn −→ g em L2(Ω) quando n → +∞, obtemos

∇ · vn −→ g em D′(Ω), n→ +∞. Assim,
< ∇ · vn, ϕ >−→< g, ϕ >, ∀ ϕ ∈ D(Ω). (2.1)Analogamente, visto que vn −→ v em [L2(Ω)]3, temos vn −→ v em [D′(Ω)]3 e então
< vn, ϕ >−→< v, ϕ >, ∀ ϕ ∈ [D(Ω)]3. (2.2)Para todo n ∈ N,

< ∇ · vn, ϕ >=< vn,−∇ϕ >, ∀ ϕ ∈ D(Ω)(Proposição 2.1, item )). Como (−∇ϕ) ∈ [D(Ω)]3, segue de (2.2) que
< ∇ · vn, ϕ >=< vn,−∇ϕ >−→< v,−∇ϕ > .Com isso,

< ∇ · vn, ϕ >−→< v,−∇ϕ >=< ∇ · v, ϕ >, ∀ ϕ ∈ D(Ω)e, por (2.1), onluímos que
< ∇ · v, ϕ >=< g, ϕ >, ∀ ϕ ∈ D(Ω).Logo, no sentido das distribuições, g = ∇ · v. Temos, portanto,

v ∈ H(div,Ω) e ||vn − v||H(div,Ω) −→ 0 quando n→ +∞,donde onluímos que H(div,Ω) é ompleto.De�nição 2.2 O espaço vetorial real das funções v ∈ [L2(Ω)]3 tais que ∇ × v ∈ [L2(Ω)]3 édenotado por H(rot,Ω), isto é,
H(rot,Ω) := {v ∈ [L2(Ω)]3; ∇× v ∈ [L2(Ω)]3}.Proposição 2.3 O espaço H(rot,Ω) é de Hilbert om o produto interno

(u, v)H(rot,Ω) = (u, v) + (∇× u,∇× v), ∀ u, v ∈ H(rot,Ω).



31Demonstração: A demonstração é análoga à Proposição 2.2, usando naturalmente o itemd) da Proposição 2.1.Denotamos por H0(div,Ω) o feho de [D(Ω)]3 em H(div,Ω) e por H0(rot,Ω) o feho de
[D(Ω)]3 em H(rot,Ω). Simboliamente, esrevemos

H0(div,Ω) = [D(Ω)]3
H(div,Ω) e H0(rot,Ω) = [D(Ω)]3

H(rot,Ω)
.Usamos também a seguinte notação

[D(Ω)]3 := {ϕ|Ω; ϕ ∈ [D(R3)]3}.De�nidos estes espaços, iremos provar na próxima seção que [D(Ω)]3 é denso tanto em
H(div,Ω) quanto em H(rot,Ω) (om suas respetivas normas) e apresentaremos uma arate-rização alternativa para as funções de H0(div,Ω) e H0(rot,Ω).2.3 Teoremas de Traço em H(div,Ω) e H(rot,Ω)Resultados lássios de traço são onheidos em espaços de Sobolev, omo por exemplo,em H1(Ω) (vide Teorema 1.4). Entretanto, estes resultados não podem ser apliados nos es-paços H(div,Ω) e H(rot,Ω), uma vez que [H1(Ω)]3  H(div,Ω) tal qual [H1(Ω)]3  H(rot,Ω).Assim, tendo em vista a neessidade de de�nir a apliação traço em H(div,Ω) e H(rot,Ω) (porexemplo, devido as ondições de fronteiras em eletromagnetismo disutidas na Introdução) ebusando generalizar a fórmula de Green nestes espaços, destaamos esta seção omo funda-mental na obtenção de resultados de traços nos espaços funionais de origem eletromagnétia.Iremos então araterizar os traços de funções de H(div,Ω) e H(rot,Ω), apresentarresultados de densidade nestes espaços e generalizar a fórmula de Green (passo ruial paradispormos de uma fórmula de integração por partes).Teorema 2.1 (do Traço para H(div,Ω)) Seja Ω um onjunto aberto do R3 om fronteira Γlimitada e Lipshitz. Então(i) [D(Ω)]3 é denso em H(div,Ω);(ii) A apliação traço, γη : v 7→ v · η|Γ de�nida em [D(Ω)]3, estende-se por ontinuidade auma apliação linear, ontínua e sobrejetiva, ainda denotada por γη, de H(div,Ω) sobre

H−1/2(Γ) (aqui η(x) denota a normal exterior unitária em x ∈ Γ);(iii) É válida a seguinte igualdade:
∫

Ω

(∇·v)ϕ dx+
∫

Ω

v · (∇ϕ) dx =< γη(v), ϕ >H−1/2(Γ),H1/2(Γ), ∀ v ∈ H(div,Ω), ϕ ∈ H1(Ω),onheida omo �fórmula generalizada de Green� para o espaço H(div,Ω);



32(iv) O núleo ker(γη) da apliação γη é o espaço H0(div,Ω).Demonstração:(i) Seja w ∈ H(div,Ω) tal que w ∈ {[D(Ω)]3}⊥, isto é,
(w, v)H(div,Ω) = (w, v) + (∇ · w,∇ · v) = 0, ∀ v ∈ [D(Ω)]3. (2.3)Tratemos de provar que w = 0. Ponhamos w0 = ∇ · w e denotemos por w̃ a extensãode w (a R3) por zero fora de Ω e w̃0 a extensão de w0 (a R3) por zero fora de Ω. Daí

w̃ ∈ [L2(R3)]3, w̃0 ∈ L2(R3) e por (2.3) obtemos
(w̃, ϕ)[L2(R3)]3 + (w̃0,∇ · ϕ)L2(R3) =

∫

R3

w̃ · ϕ dx+

∫

R3

w̃0(∇ · ϕ) dx

=

∫

Ω

w · ϕ dx+

∫

Ω

w0∇ · ϕ dx

= (w, ϕ) + (∇ · w,∇ · ϕ) = 0, ∀ ϕ ∈ [D(R3)]3.Assim,
< w̃, ϕ >= − < w̃0,∇ · ϕ >, ∀ ϕ ∈ [D(R3)]3.Com isso, w̃ = ∇w̃0, já que < w̃0,∇ · ϕ >= − < ∇w̃0, ϕ >, ∀ϕ ∈ [D(R3)]3. Como

w̃ ∈ [L2(R3)]3, garantimos que w̃0 ∈ H1(R3).Notemos que w0 ∈ L2(Ω) e, por (2.3), para todo ϕ ∈ [D(Ω)]3 ⊂ [D(Ω)]3, temos
(w, ϕ) = −(∇ · w,∇ · ϕ) = −(w0,∇ · ϕ) = − < w0,∇ · ϕ >=< ∇w0, ϕ >,o que mostra que

∇w0 = w em [D′(Ω)]3,ou seja,
∇w0 ∈ [L2(Ω)]3.Em resumo, �amos om

w0 ∈ H1(Ω) e w̃0 ∈ H1(R3),donde, pelo Teorema 1.3, onluímos que w0 ∈ H1
0 (Ω).Visto que D(Ω) é denso emH1

0 (Ω) (om respeito à norma de H1(Ω)), existe uma sequênia
(ϕn)n∈N em D(Ω) tal que ϕn −→ w0 em H1(Ω) quando n → +∞. Como onsequênia,
ϕn −→ w0 = ∇ · w em L2(Ω) e ∇ϕn −→ ∇w0 = w em [L2(Ω)]3. Logo, para todo
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v ∈ H(div,Ω), obtemos

(w, v)H(div,Ω) = (w, v) + (∇ · w,∇ · v)
= (∇w0, v) + (w0,∇ · v)
= (lim∇ϕn, v) + (limϕn,∇ · v)
= lim[(∇ϕn, v) + (ϕn,∇ · v)]
= lim[− < ∇ · v, ϕn > + < ∇ · v, ϕn >]

= 0,devido ao item ) da Proposição 2.1.Portanto, w = 0 em H(div,Ω) e pelo Corolário 1.2, onluímos que [D(Ω)]3 é denso em
H(div,Ω).(ii) Claramente, γη é uma apliação linear. Mostremos que γη é limitada.Dados v ∈ [D(Ω)]3 e ϕ ∈ D(Ω), segue da Fórmula de Green que

∫

Ω

v · (∇ϕ) dx+
∫

Ω

(∇ · v)ϕ dx =

∫

Γ

(v · η)ϕ dΓ.Devido a densidade de D(Ω) em H1(Ω) (item (i) do Teorema 1.3), a fórmula aimaontinua válida quaisquer que sejam v ∈ [D(Ω)]3 e ϕ ∈ H1(Ω). Desse modo, dados
v ∈ [D(Ω)]3 e ϕ ∈ H1(Ω), via desigualdade de Hölder (Proposição 1.1), obtemos

∣∣∣∣
∫

Γ

(v · η)ϕ dΓ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

Ω

v · ∇ϕ dx+

∫

Ω

(∇ · v)ϕ dx

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫

Ω

v · ∇ϕ dx

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∫

Ω

(∇ · v)ϕ dx

∣∣∣∣
≤ ||v||||∇ϕ||+ ||∇ · v||||ϕ||
≤ (||v||2 + ||∇ · v||2)1/2(||ϕ||2 + ||∇ϕ||2)1/2.Logo,

∣∣∣∣
∫

Γ

(v · η)ϕ dΓ

∣∣∣∣ ≤ ||v||H(div,Ω)||ϕ||H1(Ω), ∀ v ∈ [D(Ω)]3 e ∀ ϕ ∈ H1(Ω). (2.4)Dada uma função ϕ ∈ H1(Ω), o seu traço, µ := ϕ|Γ, é uma função de H1/2(Γ). Alémdisso, o operador traço de H1(Ω) → H1/2(Γ) é linear, ontínuo e sobrejetivo, possuindoinverso direito ontínuo. Com isso, dado µ ∈ H1/2(Γ), existe ϕµ ∈ H1(Ω) tal que
µ = ϕµ|Γ e ||ϕµ||H1(Ω) ≤ C||µ||H1/2(Γ),om C > 0 independente de µ.Assim, de posse dessa última desigualdade e observando que o primeiro membro de (2.4)



34depende apenas do traço de ϕ em Γ, garantimos que
∣∣∣∣
∫

Γ

(v · η)µ dΓ
∣∣∣∣ ≤ C||v||H(div,Ω)||µ||H1/2(Γ), ∀ v ∈ [D(Ω)]3 e ∀ µ ∈ H1/2(Γ). (2.5)Sendo H−1/2(Γ) o dual de H1/2(Γ), munido da norma dual, resulta de (2.5) que
||γη(v)||H−1/2(Γ) = sup

µ∈H1/2(Γ)
µ6=0

∣∣∣∣
∫

Γ

γη(v)µ dΓ

∣∣∣∣
||µ||H1/2(Γ)

= sup
µ∈H1/2(Γ)

µ6=0

∣∣∣∣
∫

Γ

(v · η)µ dΓ
∣∣∣∣

||µ||H1/2(Γ)

≤ C||v||H(div,Ω), ∀ v ∈ [D(Ω)]3.Como onsequênia, a apliação linear γη : v 7→ v · η|Γ de�nida em [D(Ω)]3 é limitadae, portanto, ontínua. Como [D(Ω)]3 é denso em H(div,Ω) (item (i) anterior), podemosestender por ontinuidade a uma apliação linear, ainda denotada por γη, de H(div,Ω)em H−1/2(Γ).Mostremos agora que apliação traço de�nida em H(div,Ω), tomando valores em
H−1/2(Γ), é sobrejetiva.Seja µ ∈ H−1/2(Γ). Então, pelo Teorema 1.5, existe uma únia função u ∈ H1(Ω) queé solução fraa do problema de Newmann





−∆u+ u = 0 em Ω,
∂u

∂η

∣∣
Γ
= µ em Γ.A função v = ∇u é tal que

∇ · v = ∇ · (∇u) = ∆u = u ∈ L2(Ω),ou seja, v ∈ H(div,Ω). E, além disso, o traço γη(v) de v é µ. Com efeito,
γη(v) = v · η|Γ = ∇u · η|Γ =

∂u

∂η
|Γ = µ.Logo, γη é uma apliação sobrejetiva.(iii) A fórmula de Green

∫

Ω

v · (∇ϕ) dx+
∫

Ω

(∇ · v)ϕ dx =

∫

Γ

(v · η)ϕ dΓ =< γη(v), ϕ >H−1/2(Γ),H1/2(Γ)é válida quaisquer que sejam v ∈ [D(Ω)]3 e ϕ ∈ H1(Ω). Devido a densidade de [D(Ω)]3



35no espaço H(div,Ω) e a ontinuidade de γη, garantimos a fórmula generalizada de Green
∫

Ω

v · (∇ϕ) dx+
∫

Ω

(∇·v)ϕ dx =< γη(v), ϕ >H−1/2(Γ),H1/2(Γ), ∀ v ∈ H(div,Ω), ϕ ∈ H1(Ω).(iv) Mostremos que ker(γη) = H0(div,Ω).Como [D(Ω)]3 é um subespaço fehado do espaço de Hilbert H(div,Ω), esrevemos
H(div,Ω) = [D(Ω)]3 ⊕ {[D(Ω)]3}⊥(em que o feho aima é om respeito à norma de H(div,Ω)). Seja v ∈ ker(γη), v 6= 0.Suponhamos v ∈ {[D(Ω)]3}⊥. Então
(v, u)H(div,Ω) = 0, ∀ u ∈ [D(Ω)]3,isto é,

(v, u) + (∇ · v,∇ · u) = 0, ∀ u ∈ [D(Ω)]3.Fazendo w = ∇ · v, a igualdade aima implia v = ∇w em [D′(Ω)]3, uma vez que
(v, u) = −(∇ · v,∇ · u) = −(w,∇ · u) = − < w,∇ · u >=< ∇w, u >, ∀ u ∈ [D(Ω)]3.Com isso, w ∈ H1(Ω). Segue da Fórmula generalizada de Green para H(div,Ω) (item(iii) anterior), om ϕ = w, que

∫

Ω

v ·(∇w) dx+
∫

Ω

(∇·v)w dx =< γη(v, )w >H−1/2(Γ),H1/2(Γ)= 0 ⇒ (v, v)+(∇·v,∇·v) = 0,ou seja,
||v||2H(div,Ω) = 0,donde obtemos v = 0.Vimos assim que

v ∈ ker(γη), v ⊥ [D(Ω)]3 =⇒ v = 0.Portanto,
v ∈ ker(γη), v ⊥ [D(Ω)]3 =⇒ v = 0.Como onsequênia, dado v ∈ ker(γη), temos v ∈ [D(Ω)]3 = H0(div,Ω). Assim,

ker(γη) ⊂ H0(div,Ω).Suponhamos agora v ∈ H0(div,Ω) = [D(Ω)]3. Logo, existe uma sequênia de funções
(ϕn)n∈N em [D(Ω)]3 tal que ϕn −→ v quando n→ +∞.



36Para todo ξ ∈ H1(Ω), via fórmula de Green, �amos om
< γη(v), ξ >H−1/2(Γ),H1/2(Γ) =

∫

Ω

v · (∇ξ) dx+
∫

Ω

(∇ · v)ξ dx

= lim
n→+∞

[∫

Ω

ϕn · (∇ξ) dx+
∫

Ω

(∇ · ϕn)ξ dx

]

= lim
n→+∞

[< ξ,∇ · ϕn > + < ∇ξ, ϕn >] = 0,em que na última igualdade aima utilizamos o item ) da Proposição 2.1.Desse modo, < γη(v), ξ >H−1/2(Γ),H1/2(Γ)= 0 para todo ξ ∈ H1(Ω) e então
||γη(v)||H−1/2(Γ) = 0.Portanto, γη(v) = 0, donde onluímos que v ∈ ker(γη).

Observação 2.2 Segue, diretamente do teorema anterior, a �fórmula de integração por partes�:
∫

Ω

v · (∇ϕ) dx = −
∫

Ω

(∇ · v)ϕ dx, (2.6)para todos v ∈ H0(div,Ω) e ϕ ∈ H1(Ω).Perguntamo-nos agora se existe um resultado de traço para funções em H(rot,Ω). Comoveremos, a resposta a esta questão é positiva. Para isso, neessitaremos araterizar as funçõesde H(rot,Ω) que pertenem ao espaço H0(rot,Ω). Este é o objetivo do próximo teorema.Teorema 2.2 Seja Ω um onjunto aberto do R3 om fronteira Γ limitada e Lipshitz. Se
u ∈ H(rot,Ω) é tal que

(u,∇× ϕ)− (∇× u, ϕ) = 0, ∀ ϕ ∈ [D(Ω)]3, (2.7)então u ∈ H0(rot,Ω).Lembremos que para mostrar que u ∈ H0(rot,Ω), devemos garantir a existênia de umasequênia de funções (ϕk)k∈N de [D(Ω)]3 tal que ϕk −→ u em H(rot,Ω). Equivalentemente,mostraremos que dado ζ > 0 qualquer, existe ϕ ∈ [D(Ω)]3 tal que ||u− ϕ||H(rot,Ω) < ζ .Para a prova deste teorema, faremos uso de alguns lemas.Lema 2.1 Seja u ∈ H(rot,Ω) satisfazendo (2.7). Sejam u0 = ∇× u e
ũ =

{
u, em Ω

0, em R3\Ω
e ũ0 =

{
u0, em Ω

0, em R3\Ω
.Então ũ ∈ H(rot,R3) e supp(ũ) ⊂ Ω.



37Demonstração: Da de�nição de ũ, temos supp(ũ) ⊂ Ω. Além disso, ũ, ũ0 ∈ [L2(R3)]3, já que
u, u0 ∈ [L2(Ω)]3. Resta-nos mostrar que ∇× ũ ∈ [L2(R3)]3.Com efeito, uma vez que u satisfaz (2.7), temos, para todo ϕ ∈ [D(R3)]3, que

< ∇× ũ, ϕ > = < ũ,∇× ϕ >=

∫

R3

ũ · (∇× ϕ) dx =

∫

Ω

u · (∇× ϕ) dx

= (u,∇× ϕ)
(2.7)
= (∇× u, ϕ) = (u0, ϕ) =

∫

Ω

u0 · ϕ dx

=

∫

R3

ũ0 · ϕ dx =< ũ0, ϕ > .Vimos assim que
< ∇× ũ, ϕ >=< ũ0, ϕ >, ∀ ϕ ∈ [D(R3)]3,donde ũ0 = ∇× ũ em [D′(R3)]3. Daí, ∇× ũ ∈ [L2(R3)]3 e, portanto, ũ ∈ H(rot,R3).Na prova do Teorema 2.2, utilizaremos o proesso de trunamento (aso Ω não sejalimitado) e regularização. O trunamento será realizado omo no Lema 2.2.Lema 2.2 Seja ũ ∈ H(rot,R3) om supp(ũ) ⊂ Ω (onforme Lema 2.1). Considere umafunção ϕ ∈ D(R3) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1 e

ϕ(x) =

{
1, se |x| ≤ 1,

0, se |x| ≥ 2.Para ada n ∈ N, de�nimos
ϕn(x) = ϕ

(x
n

)
=

{
1, se |x| ≤ n,

0, se |x| ≥ 2n.Então ϕnũ tem suporte ompato em Ω, ϕnũ ∈ H(rot,R3) e ϕnũ −→ ũ em H(rot,R3).Demonstração: Para todo n ∈ N, vemos que supp(ϕnũ) ⊂ B(0; 2n) ∩ Ω e, então, ϕnũ possuisuporte ompato em Ω. Notemos também que ϕnũ ∈ [L2(R3)]3 e
||ϕnũ||2 =

∫

R3

|ϕnũ|2 dx ≤
∫

R3

|ũ|2 dx = ||ũ||2,já que 0 ≤ ϕn ≤ 1.Mostremos agora que ∇× (ϕnũ) ∈ [L2(R3)]3. Para todo ψ ∈ [D(R3)]3, obtemos:
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< ∇× (ϕnũ), ψ > = < ϕnũ,∇× ψ >=

∫

R3

ϕnũ · (∇× ψ) dx =

∫

R3

ũ · (ϕn∇× ψ) dx

=

∫

R3

ũ · [∇× (ϕnψ)− (∇ϕn)× ψ] dx

=

∫

R3

ũ · [∇× (ϕnψ)] dx−
∫

R3

ũ · [(∇ϕn × ψ)] dx

= < ũ,∇× (ϕnψ)︸ ︷︷ ︸
∈[D(R3)]3

> +

∫

R3

(∇ϕn × ũ) · ψ dx

= < ∇× ũ, ϕnψ > + < ∇ϕn × ũ, ψ >,onde usamos as identidades vetoriais: a × b = −b × a, a · (b × c) = (a × b) · c, para quaisquer
a, b, c ∈ R3, e o item f) da Proposição 2.1.Sabemos do Lema 2.1 que ∇ × ũ ∈ [L2(R3)]3. Com isso, para todo ψ ∈ [D(R3)]3,podemos esrever

< ∇× (ϕnũ), ψ > =

∫

R3

(∇× ũ) · (ϕnψ) dx+ < ∇ϕn × ũ, ψ >

=

∫

R3

(ϕn∇× ũ) · ψ dx+ < ∇ϕn × ũ, ψ >

= < ϕn∇× ũ, ψ > + < ∇ϕn × ũ, ψ >

= < ϕn∇× ũ+∇ϕn × ũ, ψ >,donde resulta que ∇× (ϕnũ) = ϕn∇× ũ+∇ϕn × ũ em [D′(R3)]3. Como ϕn∇× ũ e ∇ϕn × ũsão funções em [L2(R3)]3, garantimos que ∇ × (ϕnũ) ∈ [L2(R3)]3. Assim, para todo n ∈ N,onluímos que ϕnũ ∈ H(rot,R3).Provemos agora que ϕnũ −→ ũ em H(rot,R3).Iniialmente, observamos que
||ϕnũ− ũ||2 =

∫

R3

|ϕnũ− ũ|2 dx =

∫

R3

|ũ|2|ϕn − 1|2 dx.Mas |ũ(x)|2|ϕn(x)−1|2 −→ 0 quase sempre em R3 (pois (ϕn(x)) onverge pontualmentepara ϕ ≡ 1) e |ũ(x)|2|ϕn(x)− 1|2 ≤ |ũ(x)|2 quase sempre em R3 om |ũ(x)|2 ∈ L1(R3). Deorredo Teorema da Convergênia Dominada de Lebesgue (Teorema 1.1) que
∫

R3

|ũ|2|ϕn − 1|2 dx −→ 0, isto é, ||ϕnũ− ũ||2 −→ 0.Logo, obtemos que
ϕnũ −→ ũ em [L2(R3)]3. (2.8)Estudemos agora a onvergênia do termo ||∇ × (ϕnũ − ũ)||. Para isso, usando o item f) da



39Proposição 2.1, vemos que
∇× (ϕnũ− ũ) = ϕn(∇× ũ) +∇ϕn × ũ−∇× ũ

= (ϕn − 1)∇× ũ+∇ϕn × ũ.Utilizando-se dos mesmos argumentos apresentados aima, mostra-se que
(ϕn − 1)∇× ũ −→ 0 em [L2(R3)]3. (2.9)Iremos, pois, empregar esforços para mostrar que ∇ϕn × ũ −→ 0 em [L2(R3)]3. De posse dade�nição das funções ϕn, obtemos
∇ϕn(x) =

{
0, se, |x| < n

0, se, |x| > 2n.Com isso, ∇ϕn −→ 0 pontualmente. Desse modo, |∇ϕn(x)× ũ(x)| −→ 0 quase sempre em R3e
|∇ϕn(x)× ũ(x)|2 ≤ |∇ϕn(x)|2|ũ(x)|2 ≤ C|ũ(x)|2quase sempre em R3, om C|ũ(x)|2 ∈ L1(R3). Segue do Teorema da Convergênia Dominadade Lebesgue que

∫

R3

|∇ϕn × ũ|2 dx −→ 0, isto é,∇ϕn × ũ −→ 0 em [L2(R3)]3. (2.10)Resulta de (2.9) e (2.10) que
∇× (ϕnũ) −→ ∇× ũ em [L2(R3)]3 (2.11)e, portanto, (2.8) e (2.11) nos forneem ϕnũ −→ ũ em H(rot,R3).Observação 2.3 Do lema anterior, obtemos que ϕnũ −→ ũ em H(rot,Ω), já que supp(ũ) ⊂ Ωe supp(ϕnũ) ⊂ Ω. Assim, se ũ é omo no Lema 2.1 (extensão de u ∈ H(rot,Ω) a R3 por zerofora de Ω), então

ϕnu −→ u em H(rot,Ω).Observação 2.4 No Lema 2.2, provamos que o onjunto das funções de H(rot,Ω) om su-porte ompato é denso em H(rot,Ω).De fato, dado u ∈ H(rot,Ω), tomemos (ϕn)n∈N de�nida no Lema 2.2. Logo, vemos que
ϕnu ∈ [L2(Ω)]3 e, quaisquer que sejam ψ ∈ [D(Ω)]3, temos

< ∇× (ϕnu), ψ >=< ϕn(∇× u) +∇ϕn × u, ψ >,



40ou seja,
∇× (ϕnu) = ϕn(∇× u) +∇ϕn × u ∈ [L2(Ω)]3.Consequentemente, ϕnu ∈ H(rot,Ω), supp(ϕnu) ⊂ Ω ∩ B(0; 2n) e ϕnu −→ u em H(rot,Ω).A seguir, estabeleemos mais alguns resultados preliminares que serão utilizados nademonstração do Teorema 2.2.Lema 2.3 Se v ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p < ∞ e (am)m∈N, am > 0, é uma sequênia numéria queonverge para 1, então a sequênia vm(x) := v(amx) quase sempre em Rn, ∀ m ∈ N, onvergepara v em Lp(Rn).Demonstração: Seja ε > 0 qualquer. Como D(Rn) é denso em Lp(Rn), existe ϕ ∈ D(Rn) talque ||v − ϕ||pp <

ε

3.2n
.Fazendo ϕm(x) = ϕ(amx), obtemos(i) ||vm − ϕm||p

p
=

∫

Rn

|v(amx)− ϕ(amx)|p dx =
1

an
m

∫

Rn

|v(y)− ϕ(y)|p dy =
1

an
m

||v − ϕ||p
p
<

1

an
m

ε

3.2n
;(ii) Como ϕ ∈ C∞(Rn) e am −→ 1, temos ϕm(x) = ϕ(amx) −→ ϕ(x), ∀ x ∈ Rn.Queremos mostrar, usando o Teorema da Convergênia Dominada de Lebesgue, que

ϕm −→ ϕ em Lp(Rn). Para isso, neessitamos de uma função g ∈ Lp(Rn) que seja umalimitante para (ϕm)m∈N.Uma vez que am −→ 1, existe m0 ∈ N tal que
m ≥ m0 =⇒

1

2
< ame sendo ϕ ∈ D(Rn), existe R > 0 tal que ϕ(x) = 0 se |x| > R. Desse modo,

ϕm(x) = ϕ(amx) = 0 quando |x| > R

am
.Em partiular, para todo m ≥ m0, resulta que ϕm(x) = 0 se |x| > 2R, pois

m ≥ m0 =⇒
1

am
< 2 =⇒ R

am
< 2R.Esolhemos M = max

x∈Rn
|ϕ(x)| < +∞ e de�nimos a função
g(x) =

{
M, se |x| < 2R

0, se |x| > 2R
.Assim, para todo m ≥ m0, |ϕm(x)| ≤ g(x) qualquer que seja x ∈ Rn.



41Em resumo, para todo m ≥ m0, temos
|ϕm(x)|p −→ |ϕ(x)|p, ∀ x ∈ Rn (item (ii) anterior)e
|ϕm(x)|p ≤ |g(x)|p, ∀ x ∈ Rn, om g ∈ Lp(Rn).O Teorema da Convergênia Dominada implia que ϕm −→ ϕ em Lp(Rn). Com isso, existe

m1 ∈ N, m1 > m0, tal que
||ϕm − ϕ||p <

ε

3
, se m > m1. (2.12)Portanto, para todo m ∈ N, m ≥ m1, segue de (i), (ii) e (2.12) que

||vm − v||p ≤ ||vm − ϕm||p + ||ϕm − ϕ||p + ||ϕ− v||p
<

1

anm

ε

3.2n
+ ||ϕm − ϕ||p +

ε

3.2n

< 2n
ε

3.2n
+
ε

3
+

ε

3.2n

< ε,donde garantimos que vm −→ v em Lp(Rn).Observação 2.5 Sob as mesmas ondições do lema anterior, prova-se de modo análogo que,para x0 ∈ Rn �xado e vm := v(x0 + am(x − x0)) quase sempre em Rn, tem-se vm −→ v em
Lp(Rn).Lema 2.4 Seja (ρε), ε > 0, uma sequênia regularizante, isto é,

ρε ∈ D(R3), ρε ≥ 0, ρε = 0 para |x| ≥ ε e ∫

R3

ρε(x) dx = 1.Se v ∈ H(rot,R3), então ρε ∗ v ε→0−→ v em H(rot,R3).Demonstração: Seja v ∈ H(rot,R3). Logo, v ∈ [L2(R3)]3 e da Proposição 1.5 segue que
ρε ∗ v ε→0−→ v em [L2(R3)]3.Mostremos, pois, que ∇× (ρε ∗ v) −→ ∇× v em [L2(R3)]3.Para esta �nalidade, a�rmamos que ∇× (ρε ∗ v) = ρε ∗ (∇× v) em [D′(R3)]3.



42De fato, para todo ϕ ∈ [D(R3)]3,
< ∇× (ρε ∗ v), ϕ > = < ρε ∗ v,∇× ϕ > (lembrando que ρε ∗ v ∈ C∞

0 (R3))

=

∫

R3

(ρε ∗ v) · (∇× ϕ) dx

=

∫

R3

(∫

R3

ρε(x− y)v(y) dy

)
· ∇ × ϕ(x) dx

=

∫

R3

∫

R3

ρε(x− y)v(y) · ∇ × ϕ(x) dydx

=

∫

R3

∫

R3

ρε(y)v(x− y) · ∇ × ϕ(x) dydx

=

∫

R3

∫

R3

ρε(y)v(x− y) · ∇ × ϕ(x) dxdy

=

∫

R3

ρε(y)

(∫

R3

v(x− y) · ∇ × ϕ(x) dx

)
dy

=

∫

R3

ρε(y)

(∫

R3

∇× v(x− y) · ϕ(x) dx
)
dy

=

∫

R3

∫

R3

ρε(y)∇× v(x− y) · ϕ(x) dydx

=

∫

R3

∫

R3

ρε(x− y)∇× v(y) · ϕ(x) dydx

=

∫

R3

(ρε ∗ ∇ × v)(x) · ϕ(x) dx

= < ρε ∗ (∇× v), ϕ > .Como onseqüênia, vale que ∇× (ρε ∗ v) = ρε ∗ (∇× v) −→ ∇× v em [L2(R3)]3, já que
∇× v ∈ [L2(R3)]3, donde onluímos que ρε ∗ v −→ v em H(rot,Ω).Lema 2.5 Seja v ∈ H(rot,R3) e, para ada θ ∈ (0, 1), de�nimos

vθ(x) := v
(x
θ

) quase sempre em R3.Então vθ ∈ H(rot,R3) e vθ θ→1−−→ v em H(rot,R3).Demonstração: Provaremos iniialmente que vθ ∈ H(rot,R3) para todo θ ∈ (0, 1).



43Qualquer que seja ϕ ∈ [D(R3)]3, veri�amos que
< ∇× vθ, ϕ > = < vθ,∇× ϕ >

=

∫

R3

vθ(x) · ∇ × ϕ(x) dx

=

∫

R3

v
(x
θ

)
· ∇ × ϕ(x) dx

= θ3
∫

R3

v(x) · (∇× ϕ)(θx) dx

= θ2
∫

R3

v(x) · ∇ × ( ϕ(θx)︸ ︷︷ ︸
∈[D(R3)]3

) dx

= θ2
∫

R3

∇× v(x) · ϕ(θx) dx

=
1

θ

∫

R3

(∇× v)(θx) · ϕ(x) dx

=
1

θ
< (∇× v)θ, ϕ >,ou seja, ∇× vθ =

1
θ
(∇× v)θ ∈ [L2(R3)]3. Com isso, vθ ∈ H(rot,R3) e via Lema 2.3 obtemos

vθ −→ v ∈ [L2(R3)]3 quando θ → 1−.Agora observemos que
||∇ × vθ −∇× v|| =

∣∣∣∣
∣∣∣∣
1

θ
(∇× v)θ −∇× v

∣∣∣∣
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∣∣∣∣
(
1

θ
− 1

)
(∇× v)θ + (∇× v)θ −∇× v

∣∣∣∣
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
1− θ

θ

∣∣∣∣ ||(∇× v)θ||+ ||(∇× v)θ −∇× v||.Novamente pelo Lema 2.3 sabemos que
||(∇× v)θ −∇× v|| −→ 0, se θ → 1−.Por outro lado, omo ||(∇× v)θ|| = θ3/2||∇ × v||, �amos om

|1− θ|
θ

||(∇× v)θ|| = θ1/2(1− θ)||∇ × v|| −→ 0, θ → 1−.Assim, ∇× vθ −→ ∇× v em [L2(R3)]3 e provamos então que vθ −→ v em H(rot,R3).Vamos agora à demonstração do Teorema 2.2. Reordemos aqui seu enuniado: �Seja
Ω um onjunto aberto do R3 om fronteira Γ limitada e Lipshitz. Se u ∈ H(rot,Ω) é tal que

(u,∇× ϕ)− (∇× u, ϕ) = 0, ∀ ϕ ∈ [D(Ω)]3, (2.13)



44então u ∈ H0(rot,Ω).�Demonstração: Fixemos u ∈ H(rot,Ω). Suponhamos iniialmente que Ω ⊂ R3 é um onjuntoaberto limitado e estrelado em relação à origem, ou seja,
θΩ ⊂ Ω, ∀ θ ∈ [0, 1) e Ω ⊂ wΩ, ∀ w > 1, em que θΩ = {θx; x ∈ Ω} ⊂ R3.Seja ũ a extensão a R3 de u por zero fora de Ω, isto é,

ũ =

{
u em Ω,

0 em R3\Ω.
.Do Lema 2.1, ũ ∈ H(rot,R3) e supp(ũ) ⊂ Ω. Para ada θ ∈ (0, 1), ponhamos

ũθ(x) = ũ
(x
θ

)
.Como onsequênia do Lema 2.5, obtemos

ũθ ∈ H(rot,R3) para todo θ ∈ (0, 1) e ũθ −→ ũ em H(rot,R3), se θ → 1−.A�rmamos que supp(ũθ) ⊂ Ω qualquer que seja θ ∈ (0, 1).Com efeito, notemos que se θ ∈ (0, 1), então 1
θ
> 1. Daí,

x /∈ Ω =⇒ 1

θ
x /∈ Ω =⇒ ũθ(x) = ũ

(x
θ

)
= 0,já que ũ = 0 em R3\Ω. Logo, ũθ = 0 em R3\Ω.Na verdade, vale a seguinte adeia de inlusões: supp(ũθ) ⊂ Ωθ = θΩ ⊂ Ω, para todo

θ ∈ [0, 1).De fato, se x /∈ Ωθ = θΩ, então 1
θ
x /∈ Ω e assim ũθ(x) = ũ

(
x
θ

)
= 0.Vimos até aqui que supp(ũθ) ⊂ Ω, supp(ũ) ⊂ Ω e ũθ −→ ũ em H(rot,R3). Então

ũθ|Ω −→ u em H(rot,Ω),ou seja, obtemos uma sequênia (ũθ) de H(rot,Ω), om suporte ompato em Ω, que onvergepara u em H(rot,Ω). Resta-nos agora regularizar esta sequênia.Seja (ρε) uma sequênia regularizante omo no Lema 2.4. Para ada θ ∈ [0, 1) temos,por este mesmo lema, que
ρε ∗ ũθ ε→0−→ ũθ em H(rot,R3).AProposição 1.3 garante que supp(ρε∗ũθ) ⊂ B(0; ε)+θΩ. Desse modo, para ε su�ientementepequeno, supp(ρε ∗ ũθ) ⊂ Ω. Como ρε ∗ ũθ ∈ [C∞(R3)]3, onluímos que ρε ∗ ũθ|Ω ∈ [D(Ω)]3,para ε su�ientemente pequeno.



45Podemos agora �nalizar a demonstração deste teorema no aso em que Ω é estreladoom relação à origem.De fato, seja ζ > 0 qualquer. Então existe θ ∈ (0, 1) tal que
||ũθ − u||H(rot,Ω) <

ζ

2
.Também existe ε > 0 satisfazendo

||ρε ∗ ũθ − ũθ||H(rot,Ω) <
ζ

2
, om ρε ∗ ũθ ∈ [D(Ω)]3.Portanto,

||ρε ∗ ũθ − u||H(rot,Ω) ≤ ||ρε ∗ ũθ − ũθ||H(rot,Ω) + ||ũθ − u||H(rot,Ω) < ζ,isto é, obtemos uma sequênia (ρε ∗ ũθ) em [D(Ω)]3 que onverge para u ∈ H(rot,Ω). Logo,
u ∈ H0(rot,Ω).No aso em que Ω é estrelado em relação a x0 ∈ Ω (que não a origem), onsidera-mos a sequênia ũθ = ũ(x0 + θ(x − x0)) e então, por translação, reduzimos ao aso disutidoanteriormente (vide observação após Lema 2.3).Suponhamos agora o aso em que Ω ⊂ R3 é uma onjunto limitado qualquer. Logo,existe uma obertura de Ω por uma família �nita de onjunto abertos: Ω ⊂

⋃

1≤i≤N

Oi tais que
Ωi = Ω ∩ Oi, para i = 1, . . . , N , é um onjunto estrelado om fronteira Lipshitz (resultadoretirado da referênia [2℄).Seja (αi)1≤i≤N uma partição da unidade de Ω subordinada à esta obertura, ou seja,

αi ∈ D(Oi), 0 ≤ αi(x) ≤ 1 e N∑

i=1

αi(x) = 1, x ∈ Ω.Para ada i = 1, . . . , N , de�nimos ui = u|Ωi
. Daí, ui ∈ H(rot,Ωi) om Ωi estrelado.Em deorrênia do primeiro aso estudado nesta prova, garantimos, para todo i = 1, . . . , N , aexistênia de subsequênia (uim) de [D(Ωi)]

3 tal que
uim −→ ui em H(rot,Ωi), quando m→ +∞.Representemos por vim o prolongamento de uim a Ω por zero fora de Ωi. Desse modo,

vim ∈ [D(Ω)]3. De�nimos vm :=

N∑

i=1

αiv
i
m ∈ [D(Ω)]3. Mostraremos que (vm) onverge para uem H(rot,Ω).



46Iniialmente, observamos que
||vm − u|| =

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

N∑

i=1

αiv
i
m −

N∑

i=1

αiu

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

≤
N∑

i=1

∣∣∣∣αi(v
i
m − u)

∣∣∣∣

=

N∑

i=1

∣∣∣∣αi(u
i
m − ui)

∣∣∣∣
[L2(Ωi)]3

,já que supp(αi|Ω) ⊂ Ωi. Assim, ||vm − u|| ≤
N∑

i=1

∣∣∣∣uim − ui
∣∣∣∣
[L2(Ωi)]3

, pois 0 ≤ αi ≤ 1.Por outro lado, temos
||∇ × vm −∇× u|| = ||∇ × (vm − u)|| =

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∇×
[

N∑

i=1

αi(v
i
m − u)

]∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

N∑

i=1

∇× [αi(v
i
m − u)]

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

≤
N∑

i=1

∣∣∣∣∇× [αi(v
i
m − u)]

∣∣∣∣ =
N∑

i=1

∣∣∣∣αi∇× (vim − u) +∇αi · (vim − u)
∣∣∣∣

≤
N∑

i=1

∣∣∣∣αi∇× (uim − ui)
∣∣∣∣
[L2(Ωi)]3

+

N∑

i=1

∣∣∣∣∇αi · (uim − ui)
∣∣∣∣
[L2(Ωi)]3

≤
N∑

i=1

∣∣∣∣∇× (uim − ui)
∣∣∣∣
[L2(Ωi)]3

+C

N∑

i=1

∣∣∣∣uim − ui
∣∣∣∣
[L2(Ωi)]3

,em que C = max{|∇αi(x)|, x ∈ Ω, i = 1, . . . , N}.Conseqüentemente,
||vm − u||H(rot,Ω) ≤ ||vm − u||+ ||∇ × vm −∇× u||

≤ (C + 1)
N∑

i=1

∣∣∣∣uim − ui
∣∣∣∣
[L2(Ωi)]3

+
N∑

i=1

∣∣∣∣∇× (uim − ui)
∣∣∣∣
[L2(Ωi)]3

→ 0, m → ∞,visto que uim −→ ui em H(rot,Ωi), i = 1, . . . , N .Portanto, vm −→ u em H(rot,Ω) om vm ∈ [D(Ω)]3.Enerremos a prova desse teorema onsiderando o aso em que Ω é não limitado.Como nos asos anteriores, seja ũ a extensão da função u ∈ H(rot,Ω) a R3 por zero forade Ω. Sabemos do Lema 2.1 que ũ ∈ H(rot,R3) e supp(ũ) ⊂ Ω. Tomemos ϕ ∈ D(R3) om
0 ≤ ϕ ≤ 1 satisfazendo ϕ(x) = {

1, se |x| ≤ 1

0, se |x| ≥ 2
.Para ada n ∈ N, de�nimos

ϕn(x) = ϕ
(x
n

) e ũn = ϕnũ.



47Então, pelo Lema 2.2, para todo n ∈ N, ũn tem suporte ompato em Ω e ũn −→ ũ em
H(rot,R3).Seja ζ > 0 qualquer. Da onvergênia obtida anteriormente, garantimos a existênia de
n0 ∈ N tal que ||ũ − ũn0||H(rot,R3) <

ζ
2
. Denotemos por Ω0 um subonjunto limitado do R3 talque supp(ũn0) ⊂ Ω0 (este subonjunto existe, haja visto que ũn tem suporte ompato em Ω).Do que vimos anteriormente, existe w ∈ [D(Ω0)]

3 om a propriedade ||w − ũn0||H(rot,Ω0) <
ζ
2
.Designemos por v a extensão de w a Ω por zero fora de Ω0. Teremos

v ∈ [D(Ω)]3 e ||v − ũn0||H(rot,Ω) <
ζ

2
,já que supp(v) ⊂ Ω0 e supp(ũn0) ⊂ Ω0.Portanto,

||v − u||H(rot,Ω) ≤ ||v − ũn0||H(rot,Ω) + ||ũn0 − u||H(rot,Ω)

≤ ζ

2
+ ||ũn0 − ũ||H(rot,R3)

< ζ,om v ∈ [D(Ω)]3, donde onluímos a prova deste teorema.Com auxílio deste último teorema, iremos agora obter resultados de traço para funçõesde H(rot,Ω).Teorema 2.3 (do Traço para H(rot,Ω)) Seja Ω um onjunto aberto do R3 om fronteira Γlimitada e Lipshitz. Então(i) [D(Ω)]3 é denso em H(rot,Ω);(ii) A apliação traço, γτ : v 7→ v × η|Γ de�nida em [D(Ω)]3, estende-se por ontinuidadea uma apliação linear e ontínua, ainda denotada por γτ , de H(rot,Ω) em [H−1/2(Γ)]3(aqui η(x) denota a normal exterior unitária em x ∈ Γ);(iii) Para todo v ∈ H(rot,Ω) e para todo ϕ ∈ [H1(Ω)]3, vale a seguinte igualdade:
∫

Ω

v · (∇× ϕ) dx−
∫

Ω

(∇× v) · ϕ dx =< γτ(v), ϕ >[H−1/2(Γ)]3,[H1/2(Γ)]3 ,onheida omo �fórmula generalizada de Green� para o espaço H(rot,Ω);(iv) O núleo ker(γτ ) da apliação γτ é o espaço H0(rot,Ω).Demonstração:(i) Fixemos w ∈ H(rot,Ω) tal que w ∈ {[D(Ω)]3}⊥. Mostraremos que w = 0.



48Para todo v ∈ [D(Ω)]3, temos
(w, v)H(rot,Ω) = (w, v) + (∇× w,∇× v) = 0. (2.14)Ponhamos w0 = ∇× w. Para todo ϕ ∈ [D(Ω)]3 ⊂ [D(Ω)]3, segue de (2.14) e do item (d)da Proposição 2.1 que

< ∇× w0, ϕ >=< w0,∇× ϕ >= (w0,∇× ϕ) = (∇× w,∇× ϕ) = −(w, ϕ),ou seja, ∇× w0 = −w ∈ [L2(Ω)]3. Com isso, w0 ∈ H(rot,Ω) e satisfaz
(w0,∇× v)− (∇× w0, v) = 0, ∀ v ∈ [D(Ω)]3.Como onsequênia do Teorema 2.2, garantimos que w0 ∈ H0(rot,Ω). Agora, omo

H0(rot,Ω) = [D(Ω)]3
H(rot,Ω), existe uma sequênia (ϕn)n∈N em [D(Ω)]3 tal que ϕn −→ w0em H(rot,Ω). Desse modo, para todo v ∈ H(rot,Ω), temos

(w, v)H(rot,Ω) = (w, v) + (∇× w,∇× v)

= (−∇× w0, v) + (w0,∇× v)

= (− lim∇× ϕn, v) + (limϕn,∇× v)

= lim[− < v,∇× ϕn > + < ∇× v, ϕn >]

= 0,graças ao item (d) da Proposição 2.1. Assim, w ∈ H(rot,Ω) e w ⊥ H(rot,Ω), dondeonluímos que w = 0 em H(rot,Ω). Como onsequênia do Corolário 1.2, garantimosque [D(Ω)]3 é denso em H(rot,Ω).(ii) Mostremos que γτ é uma apliação limitada.Dados v ∈ [D(Ω)]3 e ϕ ∈ [D(Ω)]3, segue da fórmula de Green e do item (g) da Proposição2.1 que
∫

Ω
(∇× v) · ϕ dx−

∫

Ω
v · (∇× ϕ) dx =

∫

Ω
∇ · (ϕ× v) dx =

∫

Γ
(ϕ× v) · η dΓ =

∫

Γ
(v × η) · ϕ dΓ,isto é,

∫

Ω

(∇× v) · ϕ dx−
∫

Ω

v · (∇× ϕ) dx =

∫

Γ

(v × η) · ϕ dΓ. (2.15)Usando a densidade de [D(Ω)]3 em [H1(Ω)]3 e a ontinuidade da apliação traço de
[H1(Ω)]3 em [H1/2(Γ)]3, onluímos que a equação (2.15) é também válida para todo
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ϕ ∈ [H1(Ω)]3. Assim, devido a desigualdade Hölder (Proposição 1.1), �amos om

∣∣∣∣
∫

Γ

(v × η) · ϕ dΓ

∣∣∣∣ ≤ ||v|| ||∇ × ϕ||+ ||∇ × v|| ||ϕ||

≤ (||v||2 + ||∇ × v||2)1/2(||ϕ||2 + ||∇ × ϕ||2)1/2

≤ ||v||H(rot,Ω)||ϕ||[H1(Ω)]3 , ∀ v ∈ [D(Ω)]3 e ∀ ϕ ∈ [H1(Ω)]3,isto é,
∣∣∣∣
∫

Γ

(v × η) · ϕ dΓ

∣∣∣∣ ≤ ||v||H(rot,Ω)||ϕ||[H1(Ω)]3 , ∀ v ∈ [D(Ω)]3 e ∀ ϕ ∈ [H1(Ω)]3. (2.16)Dada uma função ϕ ∈ [H1(Ω)]3, o seu traço, µ := ϕ|Γ, é uma função de [H1/2(Γ)]3.Além disso, o operador traço de [H1(Ω)]3 → [H1/2(Γ)]3 é linear, ontínuo e sobrejetivo,possuindo inverso direito ontínuo. Com isso, dada µ ∈ [H1/2(Γ)]3, existe ϕµ ∈ [H1(Ω)]3tal que
µ = ϕµ|Γ e ||ϕµ||[H1(Ω)]3 ≤ C||µ||[H1/2(Γ)]3 ,om C > 0 independente de µ.Assim, de posse dessa última desigualdade e observando que o primeiro membro de (2.16)depende apenas do traço de ϕ em Γ, garantimos que

∣∣∣∣
∫

Γ
(v × η) · µ dΓ

∣∣∣∣ ≤ C||v||H(rot,Ω)||µ||[H1/2(Γ)]3 , ∀ v ∈ [D(Ω)]3 e ∀ µ ∈ [H1/2(Γ)]3. (2.17)Sendo [H−1/2(Γ)]3 o dual de [H1/2(Γ)]3, munido da norma dual, resulta de (2.17) que
||γτ(v)||[H−1/2(Γ)]3 = sup

µ∈[H1/2(Γ)]3

µ6=0

∣∣∣∣
∫

Γ

γτ(v) · µ dΓ
∣∣∣∣

||µ||[H1/2(Γ)]3

= sup
µ∈[H1/2(Γ)]3

µ6=0

∣∣∣∣
∫

Γ

(v × η) · µ
∣∣∣∣

||µ||[H1/2(Γ)]3

≤ C||v||H(rot,Ω), ∀ v ∈ [D(Ω)]3.Em resumo, onluímos que existe C > 0, independente de v ∈ [D(Ω)]3, tal que
||γτ(v)||[H−1/2(Γ)]3 ≤ C||v||H(rot,Ω), ∀ v ∈ [D(Ω)]3.Vemos então que γτ é uma apliação linear limitada e, portanto, ontínua. Uma vezque [D(Ω)]3 é denso em H(rot,Ω), podemos estender ontinuamente γτ a uma apliaçãolinear, que ainda denotaremos por γτ , de H(rot,Ω) no espaço [H−1/2(Γ)]3.(iii) A fórmula de Green apresentada em (2.15), válida para quaisquer funções v ∈ [D(Ω)]3



50e ϕ ∈ [H1(Ω)]3, pode ser generalizada, por densidade e ontinuidade de γτ , a funções
v ∈ H(rot,Ω) da seguinte forma:

∫

Ω

v · (∇× ϕ) dx−
∫

Ω

(∇× v) · ϕ dx =< γτ (v), ϕ >[H−1/2(Γ)]3,[H1/2(Γ)]3 , (2.18)para todo ϕ ∈ [H1(Ω)]3.(iv) Provemos que ker(γτ ) = H0(rot,Ω).Seja v ∈ ker(γτ). Segue de (2.18) que (v,∇×ϕ)− (∇× v, ϕ) = 0 para todo ϕ ∈ [D(Ω)]3.Logo, pelo Teorema 2.2, v ∈ H0(rot,Ω) e então ker(γτ ) ⊂ H0(rot,Ω).Mostremos agora a inlusão ontrária. Dado v ∈ H0(rot,Ω), existe uma sequênia (ϕn)n∈Nde funções de [D(Ω)]3 tal que ϕn −→ v em H(rot,Ω). Utilizando a ontinuidade daapliação γτ em H(rot,Ω) estabeleida no item (ii) anterior, segue que
γτ (v) = lim

n→+∞
γτ (ϕn) = lim

n→+∞
(η × ϕn)|Γ = 0,ou seja, v ∈ ker(γτ ).

Observação 2.6 Deorre do item g) da Proposição 2.1 e da fórmula de Green (2.18) que
∫

Ω

∇ · (ϕ× v) dx =< γτ(v), ϕ >[H−1/2(Γ)]3,[H1/2(Γ)]3 (2.19)para todos v ∈ H(rot,Ω) e ϕ ∈ [H1(Ω)]3.Observação 2.7 Vimos que se w ∈ H0(rot,Ω), então
(w,∇× ϕ)− (∇× w, ϕ) = 0, ∀ ϕ ∈ [D(Ω)]3.Da densidade de [D(Ω)]3 em H(rot,Ω), onluímos que
(w,∇× v)− (∇× w, v) = 0, ∀ v ∈ H(rot,Ω), (2.20)ou seja, ∫

Ω

∇ · (w × v) dx = 0, se w ∈ H0(rot,Ω) e v ∈ H(rot,Ω), (2.21)ou ainda, vale a �fórmula de integração por partes�
∫

Ω

w · (∇× v) dx =

∫

Ω

(∇× w) · v dx, se w ∈ H0(rot,Ω) e v ∈ H(rot,Ω). (2.22)



512.4 Os subespaços funionais H(div 0,Ω) e H0(div 0,Ω) de
[L2(Ω)]3Tratemos agora de estudar os subespaços funionais H(div 0,Ω) e H0(div 0,Ω) de

[L2(Ω)]3 de utilidade na tereira apliação do Capítulo 3. Essenialmente, iremos utilizaro operador projeção sobre estes espaços a �m de obter resultados de densidade.Estes subespaços são de�nidos omo segue
H(div 0,Ω) = {u ∈ [L2(Ω)]3; ∇ · u = 0},
H0(div 0,Ω) = {u ∈ [L2(Ω)]3; ∇ · u = 0 e η · u|Γ = 0}.Mostraremos que H(div 0,Ω) e H0(div 0,Ω) são espaços de Hilbert quando os munimosom o produto interno oriundo de [L2(Ω)]3. Para isso, mostraremos que estes são subespaçosfehados de [L2(Ω)]3.Proposição 2.4 H(div 0,Ω) é subespaço fehado de [L2(Ω)]3.Demonstração: Seja u ∈ H(div 0,Ω)

[L2(Ω)]3 . Logo existe uma seqüênia de funções (un)n∈Nde H(div 0,Ω) tal que
un −→ u em [L2(Ω)]3 quando n→ +∞.Nosso objetivo é então mostrar que u ∈ H(div 0,Ω).Observamos que para todo ϕ ∈ D(Ω),

< ∇ · u, ϕ > = < u,−∇ϕ >= −
∫

Ω

u · ∇ϕ dx

= − lim
n→+∞

∫

Ω

un · ∇ϕ dx = − lim
n→+∞

< un,∇ϕ >

= lim
n→+∞

< ∇ · un, ϕ >= lim 0 = 0,onde usamos o item (c) da Proposição 2.1 e o fato de que ∇·un = 0, para todo n ∈ N. Comoonsequênia, obtemos que ∇ · u = 0 e portanto u ∈ H(div 0,Ω).Proposição 2.5 H0(div 0,Ω) é subespaço fehado de [L2(Ω)]3.Demonstração: Fixemos uma seqüênia (un)n∈N em H0(div 0,Ω) tal que
un −→ u em [L2(Ω)]3.Visto que un ∈ H0(div 0,Ω), temos ∇ · un = 0 e η · un|Γ = 0 para todo n ∈ N. Como nademonstração da Proposição 2.4, ∇ · u = 0.



52Por outro lado, o item (iii) da Teorema 2.1 garante que a apliação traço
γη : H(div,Ω) → H−1/2(Γ)é ontínua. De posse desse resultado e sabendo que un −→ u em H(div,Ω) (uma vez que

un −→ u em [L2(Ω)]3 e ∇ · un = ∇ · u = 0), onluímos que
γη(u) = lim γη(un) = lim un · η|Γ = 0, (2.23)donde u ∈ H0(div,Ω) (item (iv) do Teorema 2.1). Daí, u · η|Γ = 0 e u ∈ H0(div 0,Ω).Vimos na Proposição 2.4 que H(div 0,Ω) é subespaço fehado de [L2(Ω)]3. Com isso,podemos esrever

[L2(Ω)]3 = H(div 0,Ω)⊕ [H(div 0,Ω)]⊥.Assim, se u ∈ [L2(Ω)]3, temos
u = u1 + u2 om u1 ∈ H(div 0,Ω) e u2 ∈ [H(div 0,Ω)]⊥.Consideremos o operador projeção Pd de [L2(Ω)]3 sobre H(div 0,Ω), isto é,

Pd : [L2(Ω)]3 −→ H(div 0,Ω)

u 7−→ Pdu = u1.Com auxílio deste operador projeção provemos o seguinte resultado:Proposição 2.6 Se u ∈ H0(rot,Ω), então Pdu ∈ H0(rot,Ω). Em outras palavras,
Pd(H0(rot,Ω)) ⊂ H0(rot,Ω) ∩H(div 0,Ω).Demonstração: Seja u ∈ H0(rot,Ω). Por de�nição, Pdu ∈ H(div 0,Ω) ⊂ [L2(Ω)]3 e vale

< ∇× (Pdu), ϕ >=< Pdu,∇× ϕ >=

∫

Ω

Pdu · (∇× ϕ) dx, ∀ ϕ ∈ [D(Ω)]3. (2.24)Segue do item b) da Proposição 2.1 que ∇· (∇×ϕ) = 0 para todo ϕ ∈ [D(Ω)]3. Logo,
∇× ϕ ∈ H(div 0,Ω) e

∫

Ω

u · (∇× ϕ) dx = (u,∇× ϕ) = (Pdu+ u2,∇× ϕ)

= (Pdu,∇× ϕ) + (u2,∇× ϕ)

= (Pdu,∇× ϕ) =

∫

Ω

Pdu · (∇× ϕ) dx, (2.25)em que (u2,∇× ϕ) = 0, uma vez que u2 ∈ [H(div 0,Ω)]⊥ e ∇× ϕ ∈ H(div 0,Ω).



53Usando (2.24) e (2.25), �amos om
< ∇× (Pdu), ϕ >=

∫

Ω

u · (∇× ϕ) dx, ∀ ϕ ∈ [D(Ω)]3.Segue do item (d) da Proposição 2.1 que
< ∇× (Pdu), ϕ >=

∫

Ω

(∇× u) · ϕ dx, ∀ ϕ ∈ [D(Ω)]3,o que mostra que
∇× (Pdu) = ∇× u em [D′(Ω)]3 (2.26)e, portanto, ∇× (Pdu) ∈ [L2(Ω)]3 e Pdu ∈ H(rot,Ω).Nosso objetivo agora é garantir que (Pdu) × η = 0 em Γ. Para isso, reorreremos afórmula generalizada de Green dada no item (iii) do Teorema 2.3:

∫

Ω

∇× (Pdu) · ϕ dx =

∫

Ω

Pdu · (∇× ϕ) dx− < γτ (Pdu), ϕ >[H−1/2(Γ)]3,[H1/2(Γ)]3 , (2.27)para todo ϕ ∈ [H1(Ω)]3.Agora, omo ∇× ϕ ∈ H(div 0,Ω) para todo ϕ ∈ [H1(Ω)]3, obtemos
∫

Ω

Pdu · (∇× ϕ) dx = (Pdu,∇× ϕ) = (u,∇× ϕ)

=

∫

Ω

u · (∇× ϕ) dx =

∫

Ω

(∇× u) · ϕ dx,onde na última igualdade aima usamos a �fórmula de integração por partes� dada em (2.22).Como onsequênia, reesrevemos (2.27) omo segue
∫

Ω

∇× (Pdu) · ϕ dx =

∫

Ω

(∇× u) · ϕ dx− < γτ(Pdu), ϕ >[H−1/2(Γ)]3,[H1/2(Γ)]3 ,para todo ϕ ∈ [H1(Ω)]3. Deorre de (2.26) que
< γτ (Pdu), ϕ >= 0, ∀ ϕ ∈ [H1(Ω)]3,donde γτ(Pdu) = (Pdu)× η = 0 em Γ, isto é, Pdu ∈ H0(rot,Ω), omo queríamos.Observação 2.8 Se u ∈ H0(rot,Ω), então u = Pdu+u2 om u2 ∈ [H(div 0,Ω)]⊥. A proposiçãoanterior garante que ∇× u = ∇× (Pdu). Logo, ∇× u2 = 0. Fazendo uso da notação

H(rot 0,Ω) = {v ∈ [L2(Ω)]3; ∇× v = 0},



54temos u2 ∈ H(rot 0,Ω) o que mostra que
[H(div 0,Ω)]⊥ ⊂ H(rot 0,Ω).Mais que isso, podemos mostrar
[H(div 0,Ω)]⊥ ⊂ H0(rot 0,Ω),em que H0(rot 0,Ω) = {v ∈ [L2(Ω)]3; ∇× v = 0 e η × v|Γ = 0}.De fato, suponhamos u2 ∈ [H(div 0,Ω)]⊥. Temos, para todo ϕ ∈ [D(Ω)]3, que

< ∇× u2, ϕ >=< u2,∇× ϕ >=

∫

Ω

u2 · (∇× ϕ) dx = (u2,∇× ϕ) = 0,já que ∇× ϕ ∈ H(div 0,Ω). Logo, ∇× u2 = 0 e assim u2 ∈ H(rot 0,Ω). Segue da fórmula deGreen do Teorema 2.3 que
∫

Ω

(∇× u2) · ϕ dx =

∫

Ω

u2 · (∇× ϕ) dx− < γτ (u2), ϕ >[H−1/2(Γ)],[H1/2(Γ)], ∀ ϕ ∈ H1(Ω).Daí,
< γτ (u2), ϕ >[H−1/2(Γ)],[H1/2(Γ)]= 0, ∀ ϕ ∈ H1(Ω),donde obtemos que γτ (u2) = 0, ou seja, u2 ∈ H0(rot 0,Ω).Em nossa próxima proposição, usaremos o operador projeção de [L2(Ω)]3 sobre

H0(div 0,Ω). Este operador será denotado por P0, isto é,
P0 : [L2(Ω)]3 −→ H0(div 0,Ω)

u 7−→ P0u = u1,onde u = u1 + u2 om u1 ∈ H0(div 0,Ω) e u2 ∈ [H0(div 0,Ω)]⊥ (lembremos que H0(div 0,Ω) ésubespaço fehado de [L2(Ω)]3 onforme Proposição 2.5).Proposição 2.7 Se u ∈ H(rot,Ω), então P0u ∈ H(rot,Ω), ou seja,
P0(H(rot,Ω)) ⊂ H(rot,Ω) ∩H0(div 0,Ω).Demonstração: Seja u ∈ H(rot,Ω). Vemos que P0u ∈ H0(div 0,Ω) ⊂ [L2(Ω)]3. Assim, paratodo ϕ ∈ [D(Ω)]3, obtemos

< ∇× (P0u), ϕ > = < P0u,∇× ϕ >=

∫

Ω

P0u · (∇× ϕ) dx = (P0u,∇× ϕ)

= (u,∇× ϕ) =

∫

Ω

u · (∇× ϕ) dx =< u,∇× ϕ >

= < ∇× u, ϕ >,



55visto que ∇× ϕ ∈ H0(div 0,Ω) para todo ϕ ∈ [D(Ω)]3.Desse modo, ∇× (P0u) = ∇× u em [D′(Ω)]3, donde ∇× (P0u) ∈ [L2(Ω)]3 e, portanto,
P0u ∈ H(rot,Ω).Observação 2.9 Se u2 ∈ [H0(div 0,Ω)]⊥, então

< ∇× u2, ϕ >=< u2,∇× ϕ >=

∫

Ω

u2 · (∇× ϕ) dx = (u2,∇× ϕ) = 0,para todo ϕ ∈ [D(Ω)]3. Isso aontee pois ∇× ϕ ∈ H0(div 0,Ω). Dessa disussão, onluímosque ∇× u2 = 0, isto é, u2 ∈ H(rot 0,Ω). Portanto,
[H0(div 0,Ω)]⊥ ⊂ H(rot 0,Ω).Observação 2.10 Vimos na observação anterior que [H0(div 0,Ω)]⊥ ⊂ H(rot 0,Ω). Segue daía seguinte indagação: É válida esta inlusão em H0(rot,Ω)? Não onseguimos obter esse fatoimediatamente, pois quando apliamos a fórmula de Green, temos ∇ × ϕ ∈ H(div 0,Ω), paratodo ϕ ∈ [H1(Ω)]3, no entanto não podemos a�rmar que ∇× ϕ ∈ H0(div 0,Ω).Nas proposições seguintes, apresentamos dois resultados de densidade que serão utiliza-dos no Capítulo 3.Proposição 2.8 H0(rot,Ω)∩H(div 0,Ω) é denso em H(div 0,Ω) (om a norma de [L2(Ω)]3).Demonstração: Via Proposição 2.6, obtemos as inlusões abaixo:

Pd([D(Ω)]3) ⊂ H0(rot,Ω) ∩H(div 0,Ω) ⊂ H(div 0,Ω).Com isso, observamos que é su�iente provar que Pd([D(Ω)]3) é denso em H(div 0,Ω).Seja v ∈ H(div 0,Ω) qualquer. Exibiremos uma sequênia (vn)n∈N em Pd([D(Ω)]3) talque
vn −→ v em H(div 0,Ω) (na norma de [L2(Ω)]3).Como v ∈ H(div 0,Ω) ⊂ [L2(Ω)]3, existe uma sequênia (ϕn) de [D(Ω)]3 tal que

ϕn −→ v em [L2(Ω)]3.Usando a ontinuidade do operador projeção, obtemos
Pd(ϕn) −→ Pdv = v em H(div 0,Ω).Logo, a sequênia (Pd(ϕn))n∈N é a sequênia em Pd([D(Ω)]3) prourada.Proposição 2.9 H(rot,Ω) ∩H0(div 0,Ω) é denso em H0(div 0,Ω).



56Demonstração: Deorre da Proposição 2.7 que
P0([D(Ω)]3) ⊂ H(rot,Ω) ∩H0(div 0,Ω) ⊂ H0(div 0,Ω).Assim, é su�iente mostrar que P0([D(Ω)]3) é denso em H0(div 0,Ω).Dado v ∈ H0(div 0,Ω), temos v ∈ [L2(Ω)]3 e então existe uma sequênia de funções

(ϕn)n∈N em [D(Ω)]3 tal que ϕn −→ v. A ontinuidade do operador projeção P0 implia
v = P0(v) = P0(limϕn) = limP0(ϕn)donde obtemos o resultado desejado onsiderando a sequênia (P0(ϕn))n∈N de P0([D(Ω)]3).



Capítulo 3
APLICAÇÕES

Como apliação dos espaços funionais estudados no apítulo anterior, busaremos ga-rantir existênia e uniidade de solução para ertos sistemas de equações de Maxwell.3.1 Equações de Maxwell om ondição de fronteira dadapor η × E = 0Nesta seção, estabeleemos um resultado de existênia e uniidade de solução para osistema de equações de Maxwell om ondição de fronteira dada por η × E = 0.Seja Ω ⊂ R3 um subonjunto aberto om fronteira Γ limitada e Lipshitz. Consideremoso sistema de equações de Maxwell:
Et −∇×H = 0 em Ω× (0,+∞) (3.1)
Ht +∇×E = 0 em Ω× (0,+∞) (3.2)

E(x, 0) = E0(x) e H(x, 0) = H0(x) em Ω (3.3)
η × E = 0 em Γ× (0,+∞) (3.4)em que E(x, t) = (E1(x, t), E2(x, t), E3(x, t)) e H(x, t) = (H1(x, t), H2(x, t), H3(x, t)) denotam,respetivamente, o ampo elétrio e o ampo magnétio e

η(x) = (η1(x), η2(x), η3(x))a normal unitária exterior a Ω em x ∈ Γ.Consideremos o espaço X = [L2(Ω)]3 × [L2(Ω)]3 munido do produto interno
(u, v)X =

∫

Ω

(u1 · v1 + u2 · v2) dx,



58em que u = (u1, u2), v = (v1, v2) ∈ X. Segue então que X é um espaço de Hilbert.Para o problema (3.1)-(3.2), de�nimos o operador linear não-limitado
A : D(A) ⊂ X → Xom domínio

D(A) = {w = (w1, w2) ∈ X ; (∇× w2,−∇× w1) ∈ X e w1 × η|Γ = 0}de�nido por
Aw = (∇× w2,−∇× w1), ∀ w ∈ D(A). (3.5)O item (iv) do Teorema 2.3 garante que

H0(rot,Ω) = ker(γτ)

= {v ∈ H(rot,Ω); v × η|Γ = 0}.Em deorrênia dessa igualdade, reesrevemos D(A) omo segue
D(A) = H0(rot,Ω)×H(rot,Ω). (3.6)Observação 3.1 O operador A : D(A) → X de�nido em (3.5) e om domínio dado por (3.6)é hamado operador de Maxwell.De posse do operador de Maxwell, o problema (3.1)-(3.2) sujeito às ondições iniiaisem (3.3) pode ser esrito na forma

dU

dt
(t) = AU(t) (3.7)

U(0) = U0 (3.8)em que U(t) = (E(t), H(t)) e U0 = (E0, H0).Com isso, a partir de agora, estaremos interessados em garantir existênia e uniidadede solução do problema de valor iniial (3.7)-(3.8). Para este �m, estudaremos as propriedadesdo operador A de nosso interesse.Lema 3.1 D(A) é denso em X (om a norma de X).Demonstração: Da adeia de inlusões
[D(Ω)]3 × [D(Ω)]3 ⊂ D(A) ⊂ X,obtemos D(A) = X, já que D(Ω) é denso em L2(Ω).



59Segue do lema anterior que o operador A∗ está bem de�nido.Lema 3.2 D(A) = H0(rot,Ω)×H(rot,Ω) ⊂ D(A∗).Demonstração: Seja v = (v1, v2) ∈ D(A). Conforme Observação 1.4, a �m de mostrar que
v ∈ D(A∗), devemos garantir a existênia de g = (g1, g2) ∈ X tal que

(Aw, v)X = (w, g)X, ∀ w ∈ D(A)e, neste aso, g = A∗v.Com efeito, para todo w = (w1, w2) ∈ D(A) = H0(rot,Ω)×H(rot,Ω), temos
(Aw, v)X =

∫

Ω

(∇× w2) · v1 dx−
∫

Ω

(∇× w1) · v2 dx. (3.9)Segue da fórmula de integração por partes dada em (2.22) que
∫

Ω

(∇× w2) · v1 dx =

∫

Ω

w2 · (∇× v1) dx, (3.10)uma vez que v1 ∈ H0(rot,Ω) e w2 ∈ H(rot,Ω). Analogamente, visto que w1 ∈ H0(rot,Ω) e
v2 ∈ H(rot,Ω), �amos om

∫

Ω

(∇× w1) · v2 dx =

∫

Ω

w1 · (∇× v2) dx. (3.11)Assim, usando (3.9), (3.10) e (3.11), obtemos
(Aw, v)X =

∫

Ω

w2 · (∇× v1) dx−
∫

Ω

w1 · (∇× v2) dx

= ((w1, w2), (−∇× v2,∇× v1))X

= (w,−Av)X, ∀ v ∈ D(A).Vimos assim que se v ∈ D(A), então existe g = (−∇× v2,∇× v1) = −Av tal que
(Aw, v)X = (w, g)X, ∀ w ∈ D(A),donde garantimos que v ∈ D(A∗), ou seja, D(A) ⊂ D(A∗). Além disso,

A∗v = −Av, ∀ v ∈ D(A).Em nosso próximo lema, mostraremos que é válida a inlusão ontrária.Lema 3.3 D(A∗) ⊂ H0(rot,Ω)×H(rot,Ω) = D(A).



60Demonstração: Fixemos v = (v1, v2) ∈ D(A∗). Logo, existe g = (g1, g2) ∈ X tal que
(Aw, v)X = (w, g)X, ∀ w = (w1, w2) ∈ D(A), (3.12)ou seja,

∫

Ω
(∇×w2) ·v1 dx−

∫

Ω
(∇×w1) ·v2 dx =

∫

Ω
w1 ·g1 dx+

∫

Ω
w2 ·g2 dx, ∀ w = (w1, w2) ∈ D(A). (3.13)Esolhendo w = (0, w2) om w2 ∈ [D(Ω)]3, obtemos de (3.13) que

∫

Ω

∇× w2 · v1 dx =

∫

Ω

w2 · g2 dx, ∀ w2 ∈ [D(Ω)]3e via Proposição 2.1 item (d),
g2 = ∇× v1 em [D′(Ω)]3.Como g2 ∈ [L2(Ω)]3, ∇× v1 ∈ [L2(Ω)]3 e assim v1 ∈ H(rot,Ω).Tomemos agora w1 ∈ [D(Ω)]3 e ponhamos w = (w1, 0) ∈ D(A). Segue de (3.13) que

−
∫

Ω

(∇× w1) · v2 dx =

∫

Ω

w1 · g1 dx, ∀ w1 ∈ [D(Ω)]3.Novamente pelo item d) da Proposição 2.1, temos g1 = −∇ × v2 ∈ [L2(Ω)]3. Desse modo,
v2 ∈ H(rot,Ω).Até este momento, vimos que se v ∈ D(A∗), então v ∈ H(rot,Ω)×H(rot,Ω) e o elemento
g ∈ X que satisfaz (3.12) é dado por g = (−∇× v2,∇× v1), isto é,
∫

Ω
(∇×w2)·v1 dx−

∫

Ω
(∇×w1)·v2 dx = −

∫

Ω
w1·(∇×v2) dx+

∫

Ω
w2·(∇×v1) dx, ∀ w = (w1, w2) ∈ D(A).Observamos que a igualdade aima é válida para todo w = (0, ϕ) om ϕ ∈ [D(Ω)]3, ou seja,

∫

Ω

(∇× ϕ) · v1 dx =

∫

Ω

ϕ · (∇× v1) dx, ∀ ϕ ∈ [D(Ω)]3, (3.14)em que v1 ∈ H(rot,Ω). O Teorema 2.2 implia que v1 ∈ H0(rot,Ω). Logo, onluímos que
v = (v1, v2) ∈ H0(rot,Ω)×H(rot,Ω) = D(A), omo queríamos demonstrar.Em resumo, os lemas 3.2 e 3.3 garantem que D(A∗) = D(A) e A∗ = −A. Assim, oTeorema de Stone (Teorema 1.7) estabelee que A é gerador de um grupo C0 de operadoresunitários {T (t)}. Com ajuda dele, obtemos o seguinte resultado de existênia e uniidade desolução:Teorema 3.1 Dado (E0, H0) ∈ D(A), o problema (3.1) − (3.4) admite únia solução global



61forte
(E,H) ∈ C([0,+∞), D(A)) ∩ C1([0,+∞), X).Demonstração: Como (E0, H0) ∈ D(A), temos que T (t)(E0, H0) ∈ D(A). De�nimos

U(t) = T (t)(E0, H0).Daí,
d

dt
U(t) =

d

dt
T (t)(E0, H0) = AT (t)(E0, H0) = AU(t)e

U(0) = T (0)(E0, H0) = I(E0, H0) = (E0, H0).Além disso, η × E = 0, pois (E,H) ∈ D(A).3.2 Equações de Maxwell no váuo om ondição de fron-teira η × E = 0Nesta seção, estabeleemos um resultado de existênia e uniidade de solução para osistema de equações de Maxwell om ondição de fronteira dada por η ×E = 0 e ondições dotipo: ∇ · E = ∇ ·H = 0 em Ω× (0,+∞).Seja Ω ⊂ R3 um subonjunto aberto om fronteira Γ limitada e Lipshitz. Consideremoso sistema de equações de Maxwell:
Et −∇×H = 0 em Ω× (0,+∞) (3.15)
Ht +∇×E = 0 em Ω× (0,+∞) (3.16)

E(x, 0) = E0(x) e H(x, 0) = H0(x) em Ω (3.17)
η × E = 0 em Γ× (0,+∞) (3.18)

∇ · E = ∇ ·H = 0 em Ω× (0,+∞), (3.19)em que η(x) = (η1(x), η2(x), η3(x)) denota a normal unitária exterior a Ω em x ∈ Γ.Vimos na seção anterior que se (E0, H0) ∈ H0(rot,Ω) × H(rot,Ω), então o problema(3.1)-(3.4) admite únia solução
(E,H) ∈ C([0,+∞);D(A)) ∩ C1([0,+∞);X),em que X = [L2(Ω)]3 × [L2(Ω)]3. Falta-nos apenas analisar a ondição (3.19).Para isso, onsideremos as notações utilizadas na Seção 3.1, onde sabemos que o ope-rador A é gerador in�nitesimal de um grupo unitário de lasse C0, {T (t)}, em X .Designemos por M = ker(A∗) = {v ∈ D(A∗); A∗v = 0}.



62Observação 3.2 O núleo ker(A∗) do operador A∗ é o espaço
ker(A∗) = ker(A) = {(E,H) ∈ X ;∇×E = 0, ∇×H = 0 e η × E = 0 em Γ}

= H0(rot 0,Ω)×H(rot 0,Ω).Notemos que M 6= {(0, 0)}, pois todo elemento da forma (∇ϕ1,∇ϕ2) om ϕ1, ϕ2 ∈ H2
0 (Ω) é talque (∇ϕ1,∇ϕ2) ∈ D(A∗) e satisfaz

A∗(∇ϕ1,∇ϕ2) = −A(∇ϕ1,∇ϕ2)

= −(∇× (∇ϕ1),−∇× (∇ϕ1))

= (0, 0),devido ao item a) da Proposição 2.1. Logo, (∇ϕ1,∇ϕ2) ∈ H0(rot 0,Ω)×H(rot 0,Ω) e então
(∇ϕ1,∇ϕ2) ∈M pela Observação 3.2.Seja M⊥ o omplemento ortogonal de M em X . Na próxima proposição, mostraremosque D(A) ∩M⊥ é estável pelo grupo {T (t)}.Proposição 3.1 {T (t)} aplia D(A) ∩M⊥ em D(A) ∩M⊥.Demonstração: A Proposição 1.9 garante que T (t) apliaD(A) em D(A). Resta-nos provarentão que se v ∈ D(A) ∩M⊥, então T (t)v ∈M⊥.Com efeito, sejam (u, v) ∈M e (ũ, ṽ) ∈M⊥ ∩D(A). Observamos que

d

dt
(T (t)(ũ, ṽ), (u, v))X =

(
d

dt
T (t)(ũ, ṽ), (u, v)

)

X

= (AT (t)(ũ, ṽ), (u, v))X
= (T (t)(ũ, ṽ),A∗(u, v))X

= 0,já que (u, v) ∈M = ker(A∗) ⊂ D(A∗). Como onsequênia,
∫ t

0

d

dξ
(T (ξ)(ũ, ṽ), (u, v))X dξ = 0,donde obtemos

((T (t)(ũ, ṽ), (u, v))X = (T (0)(ũ, ṽ), (u, v))X

= ((ũ, ṽ), (u, v))X

= 0,



63uma vez que (u, v) ∈M e (ũ, ṽ) ∈M⊥. Logo, garantimos que
T (t)(ũ, ṽ) ∈M⊥,omo queríamos demonstrar.Veremos agora que tomando (u, v) ∈ D(A) ∩M⊥, teremos (u, v) satisfazendo (3.19).Proposição 3.2 Se v = (v1, v2) ∈ D(A) ∩M⊥, então ∇ · v1 = ∇ · v2 = 0.Demonstração: Se v = (v1, v2) ∈ D(A) ∩M⊥, então

((v1, v2), (ṽ1, ṽ2))X = 0 para todo (ṽ1, ṽ2) ∈M. (3.20)Qualquer que seja ϕ1 ∈ D(Ω), temos w = (∇ϕ1, 0) ∈ ker(A∗) = M . Usando (3.20),obtemos
0 = (v, w)X =

∫

Ω

v1 · (∇ϕ1) dx, ∀ ϕ1 ∈ D(Ω).Segue do item c) da Proposição 2.1 que
< ∇ · v1, ϕ1 >= − < v1,∇ϕ1 >= 0, ∀ ϕ1 ∈ D(Ω),o que mostra que ∇ · v1 = 0.Analogamente, para todo ϕ2 ∈ D(Ω) vale

< ∇ · v2, ϕ2 >= − < v2,∇ϕ2 >= −
∫

Ω

v2 · (∇ϕ2) dx = −((v1, v2), (0,∇ϕ2))X = 0,já que (0,∇ϕ2) ∈M . Assim, ∇ · v2 = 0.Finalizamos esta seção om o seguinte teorema de existênia e uniidade do problema(3.15)-(3.19):Teorema 3.2 Dado (E0, H0) ∈ D(A) ∩ M⊥, o problema (3.15)-(3.19) possui únia soluçãoglobal forte (E,H) tal que
(E,H) ∈ C([0,+∞), D(A)) ∩ C1([0,+∞), X).Demonstração: Como (E0, H0) ∈ D(A) ∩ M⊥, deorre, via Proposição 3.1, que

T (t)(E0, H0) ∈ D(A) ∩M⊥. De�nimos (E(t), H(t)) = T (t)(E0, H0). Temos então que(i) d

dt
(E(t), H(t)) = AT (t)(E0, H0) = A(E(t), H(t));(ii) (E(0), H(0)) = T (0)(E0, H0) = (E0, H0);



64(iii) ∇ ·E = ∇ ·H = 0, pois (E,H) ∈ D(A) ∩M⊥ (Proposição 3.2);(iv) η × E = 0, já que (E,H) ∈ D(A) ∩M⊥,omo desejávamos.3.3 Equações de Maxwell num meio ondutor perfeitoComo última apliação, estaremos interessados em obter um resultado de existênia euniidade de solução para o sistema de equações de Maxwell om ondições de fronteira dadaspor η × E = η ·H = 0 e ondições do tipo: ∇ · E = ∇ ·H = 0 em Ω× (0,+∞).Seja Ω ⊂ R3 um subonjunto aberto om fronteira Γ limitada e Lipshitz. Consideremoso sistema de equações de Maxwell:
Et −∇×H = 0 em Ω× (0,+∞) (3.21)
Ht +∇×E = 0 em Ω× (0,+∞) (3.22)

E(x, 0) = E0(x) e H(x, 0) = H0(x) em Ω (3.23)
η ·H = 0, η × E = 0 em Γ× (0,+∞) (3.24)
∇ · E = ∇ ·H = 0 em Ω× (0,+∞), (3.25)em que η(x) = (η1(x), η2(x), η3(x)) denota a normal unitária exterior a Ω em x ∈ Γ.Consideremos o espaço de Hilbert X = [L2(Ω)]3 × [L2(Ω)]3 munido do produto internoapresentado na Seção 3.1 e

H = {(E,H) ∈ X ; ∇ · E = 0, ∇ ·H = 0, η ·H|Γ = 0}
= H(div 0,Ω)×H0(div 0,Ω),em que, por de�nição,

H(div 0,Ω) = {u ∈ [L2(Ω)]3; ∇ · u = 0},
H0(div 0,Ω) = {u ∈ [L2(Ω)]3; ∇ · u = 0 e η · u|Γ = 0}.Vimos na Seção 2.4 queH(div 0,Ω) eH0(div 0,Ω) são espaços de Hilbert om o produtointerno oriundo de [L2(Ω)]3. Com isso, H é espaço de Hilbert.As onsiderações anteriores nos levam a de�nição do operador AH, restrição de A aoespaço H, dado por

AH : D(AH) ⊂ H −→ H
AHv = Av, ∀ v ∈ D(AH),



65em que
D(AH) = D(A) ∩H

= {(E,H) ∈ X; ∇× E,∇×H ∈ [L2(Ω)]3, ∇ ·E = ∇ ·H = 0, η × E|Γ = η ·H|Γ = 0}
= [H0(rot,Ω) ∩H(div 0,Ω)] × [H(rot,Ω) ∩H0(div 0,Ω)].Na proposição seguinte mostramos que, de fato, o operador AH : D(AH) → H está bemde�nido, isto é, o operador A aplia D(A) ∩ H em H.Proposição 3.3 H é um subespaço de X = [L2(Ω)]3 × [L2(Ω)]3 �estável� para o operador A,ou seja,

v ∈ D(A) ∩ H =⇒ Av ∈ H.Demonstração: Segue das observações 2.8, 2.9 e 3.2 que
H⊥ = [H(div 0,Ω)]⊥ × [H0(div 0,Ω)]⊥

⊂ H0(rot 0,Ω)×H(rot 0,Ω)

= ker(A) = ker(A∗).Fixemos v ∈ D(A) ∩H. Então, para todo w ∈ ker(A), temos
(Av, w)X = (v,A∗w)X = (v,−Aw)X = (v, 0)X = 0,o que mostra que Av ⊂ [ker(A)]⊥ ⊂ H.Como onsequênia da proposição anterior, vemos que é natural a de�nição dada ante-riormente para o operador AH.Proposição 3.4 D(AH) é denso em H.Demonstração: Segue omo onsequênia das proposições 2.8 e 2.9.Devido a Proposição 3.4, notemos que A∗

H, o operador adjunto de AH, está bemde�nido. Nossa meta agora onsiste em estabeleer a araterização de A∗
H.Lema 3.4 D(AH) ⊂ D(A∗

H).Demonstração: Já sabemos do Lema 3.3 que
(Au, v)X = (u,−Av)X , ∀ u, v ∈ D(A) = D(A∗).Em partiular, vale
(Au, v)X = (u,−Av)X, ∀ u, v ∈ D(AH) ⊂ D(A),



66ou seja,
(AHu, v)H = (u,−AHv)H, ∀ u, v ∈ D(AH).Daí, se v ∈ D(AH), temos
(AHu, v)H = (u,−AHv)H, ∀ u ∈ D(AH).A igualdade aima garante que v ∈ D(A∗

H) e A∗
Hv = −AHv, isto é,

D(AH) ⊂ D(A∗
H) e A∗

Hv = −AHv, ∀ v ∈ D(AH).

Lema 3.5 D(A∗
H) ⊂ D(AH).Demonstração: Consideremos v = (v1, v2) ∈ D(A∗

H) ⊂ H. Logo, existe g = (g1, g2) ∈ H talque
(AHu, v)H = (u, g)H, ∀ u ∈ D(AH). (3.26)Em partiular, obtemos

(AHu, v)H = (u, g)H, ∀ u ∈ Pd([D(Ω)]3)× P0([D(Ω)]3), (3.27)visto que Pd([D(Ω)]3)× P0([D(Ω)]3) ⊂ D(AH) (proposições 2.6 e 2.7).Observamos que se ϕ ∈ [D(Ω)]3, então (0, P0ϕ) ∈ D(AH) e, por (3.27), temos
(AH(0, P0ϕ), v)H = ((0, P0ϕ), g)H, ∀ ϕ ∈ [D(Ω)]3,ou seja, ∫

Ω

∇× (P0ϕ) · v1 dx =

∫

Ω

P0ϕ · g2 dx, ∀ ϕ ∈ [D(Ω)]3. (3.28)Devido a Proposição 2.7,
∇× (P0ϕ) = ∇× ϕ e (P0ϕ, g2) = (ϕ, g2),uma vez que g2 ∈ H0(div 0,Ω). Usando esse fato e (3.28), �amos om

∫

Ω

(∇× ϕ) · v1 dx =

∫

Ω

ϕ · g2 dx, ∀ ϕ ∈ [D(Ω)]3,donde obtemos que g2 = ∇ × v1 em [D′(Ω)]3. Haja visto que g2 ∈ [L2(Ω)]3, garantimos que
v1 ∈ H(rot,Ω).Por outro lado, dado qualquer ϕ ∈ [D(Ω)]3, temos u = (Pdϕ, 0) ∈ D(AH). Consequen-



67temente, por (3.27), teremos
(AH(Pdϕ, 0), v)H = ((Pdϕ, 0), g)H, ∀ ϕ ∈ [D(Ω)]3,isto é,

∫

Ω

−∇× (Pdϕ) · v2 dx =

∫

Ω

Pdϕ · g1 dx, ∀ ϕ ∈ [D(Ω)]3,ou ainda, reordando que g1 ∈ H(div 0,Ω) e ∇× (Pdϕ) = ∇× ϕ,
∫

Ω

−(∇× ϕ) · v2 dx =

∫

Ω

ϕ · g1 dx, ∀ ∈ [D(Ω)]3.Desta última equação deorre que g1 = −∇× v2 em [D′(Ω)]3 e, omo g1 ∈ [L2(Ω)]3, onluímosque v2 ∈ H(rot,Ω).Em resumo, vimos até agora que se v = (v1, v2) ∈ D(A∗
H), então

v ∈ [H(rot,Ω) ∩H(div 0,Ω)]× [H(rot,Ω) ∩H0(div 0,Ω)]e, além disso,
(AHu, v)H = (u, (−∇× v2,∇× v1))H, ∀ u ∈ D(AH). (3.29)Para onluir a demonstração deste lema, devemos mostrar que v1× η|Γ = 0. Com este intuito,usaremos (3.29).Se ϕ ∈ [D(Ω)]3, então P0ϕ ∈ H(rot,Ω) ∩ H0(div 0,Ω) (Proposição 2.7). Assim,

u = (0, P0ϕ) ∈ D(AH). Desse modo, de posse de (3.29), esrevemos
(AH(0, P0ϕ), (v1, v2))H = ((0, P0ϕ), (−∇× v2,∇× v1))H, ∀ ϕ ∈ [D(Ω)]3,ou seja, ∫

Ω

∇× (P0ϕ) · v1 dx =

∫

Ω

(P0ϕ) · ∇ × v1 dx.Sabemos que ∇× (P0ϕ) = ∇× ϕ e também ∇× v1 = g2 ∈ H0(div 0,Ω). Com isso,
(P0ϕ,∇× v1) = (ϕ,∇× v1).Assim,

∫

Ω

(∇× ϕ) · v1 dx =

∫

Ω

ϕ · (∇× v1) dx, ∀ ϕ ∈ [D(Ω)]3,donde onluímos que v1 ∈ H0(rot,Ω) graças ao Teorema 2.2.Em deorrênia dos lemas 3.4 e 3.5, obtemos D(A∗
H) = D(AH) e A∗

H = −AH. Logo,o Teorema de Stone (Teorema 1.7) estabelee que AH é gerador de um grupo de operadores



68unitários {T (t)} de lasse C0. Com auxílio deste, obtemos o seguinte resultado de existênia euniidade de solução:Teorema 3.3 Dado (E0, H0) ∈ D(AH), existe uma únia solução
(E,H) ∈ C([0,+∞), D(AH)) ∩ C1([0,+∞),H)do problema (3.21)− (3.25).Demonstração: Como (E0, H0) ∈ D(AH), T (t)(E0, H0) ∈ D(AH). De�nindo

(E(t), H(t)) = T (t)(E0, H0)e usando as propriedades de semigrupos (Seção 1.5), obtemos o resultado desejado.



CONCLUS�O
Durante a elaboração deste trabalho, enalteemos diversos pontos positivos.Iniialmente, tentamos exibi-lo de maneira mais didátia possível. Para tanto, prepara-mos o apítulo de preliminares, ujo objetivo foi forneer as ferramentas fundamentais para aleitura dos apítulos seguintes. Além disso, nesta exposição, insistimos na itação da bibliogra�autilizada a �m de proporionar ao leitor o desenvolvimento dos fatos enuniados.No que tange ao Capítulo 2, preoupamo-nos, sobretudo, om o rigor matemátio naaraterização dos espaços funionaisH(div,Ω) e H(rot,Ω), busando sempre torná-lo aessívela futuros interessados neste assunto. Embora os teoremas deste apítulo, tidos omo augedeste texto, estão demonstrados em [5℄, nossa meta fora de detalhar os aspetos dessas provas,elaborando lemas auxiliares quando neessário. Destaamos também a utilização do operadorprojeção na busa de resultados de densidade nos subespaços H(div 0,Ω) e H0(div 0,Ω) de

[L2(Ω)]3. Para este �m, reorremos ao artigo [14℄.No Capítulo 3, seleionamos algumas apliações para os espaços funionais abordadosanteriormente. O objetivo entral desse apítulo foi de aproximar toda teoria desenvolvidaem modelos de origem eletromagnétia. A busa por existênia e uniidade de solução nestessistemas deu-se pela araterização do operador de Maxwell A. Dada suas propriedades ealmejando uma forma elegante de garantir existênia e uniidade, optamos pelo uso do Teoremade Stone, do qual requer um estudo do operador adjunto de A.Para enerrar, apontamos outras metas que podem ser traçadas omo, por exemplo, aaraterização dos espaços
H1

τ0 = {u ∈ [H1(Ω)]3; u× η|Γ = 0} e H1
η0 = {u ∈ [H1(Ω)]3; u · η|Γ = 0}e suas relações om o espaço de Sobolev [H1

0 (Ω)]
3 e, também o estudo das deomposiçõesortogonais desritas em [5℄ (p. 216). Para este propósito, exige-se o estudo de resultadosnão-lássios da Geometria e da Análise Funional. O estudo dessas araterizações e dasdeomposições itadas é tido omo objetivo futuro do autor.
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