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RESUMO

Monografia de Graduagdo
Departamento de Fisica
Universidade Federal de Santa Maria

INTRODUCAO A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

AUTOR: Pablo Fernando Carlesso
ORIENTADORA: Maria Emilia Xavier Guimaraes
Data e local da defesa: Santa Maria, 08 de Janeiro de 2010

Esta monografia aborda a construcdo da Teoria Geral da Relatividade. Para isto, ¢ feita uma
revisdo de célculo tensorial com a apresentacdo dos principais conceitos de Geometria
Diferencial envolvidos, como geodésicas, tensor de curvatura, tensor métrico e conexao métrica.
Também ¢ feita uma revisdo sobre a Teoria da Relatividade Restrita, com a apresentagdo das
transformagdes de Lorentz e dos quadrivetores no espago-tempo de Minkowski. Entdo, através do
principio da equivaléncia é apresentada uma nova interpretagdo para a gravidade e se chegam as
equacdes de campo de Einstein, que constituirdo em uma nova teoria para a gravitacdo. A partir
dessas equagdes, damos um exemplo de solugdo bem conhecida na literatura: a solucdo de

Schwarzschild.

Palavras-chave: Geometria Diferencial; Relatividade Restrita; Gravitagdo; Métrica de

Schwarzschild.



ABSTRACT

Graduation thesis
Departamento de Fisica
Universidade Federal de Santa Maria

INTRODUCTION TO THE GENERAL THEORY OF RELATIVITY

AUTHOR: Pablo Fernando Carlesso
ORIENTATOR: Maria Emilia Xavier Guimaraes
Place and date: Santa Maria, January 08, 2010.

This manuscript deals with the construction of the General Relativity Theory. To achieve this
goal, we first review the basic mathematical tools, namely: Differential Geometry, Geodesics,
Curvature Tensor, Metric Tensor, and Affine Connection. In the same sense, we review the basic
concepts of the Special Relativity Theory and present the Minkowski spacetime as a Riemann
Manifold. Thus, through the Equivalence Principle, we introduce a new interpretation of the
gravitational phenomena. In this manner, we find the Einstein’s Field Equations and solve them
for a particular case: a spherical and static distribution of matter which mimics a star. That is, we
find the Schwarzschild Solution. Then we conclude that this new approach of the gravitational
phenomena is more complete and satisfactory than the Newtonian Gravitation Theory for a strong

gravitational field.

Keywords: Differential Geometry; Special Theory of Relativity; Gravitation; Schwarzschild
Metric.
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1 INTRODUCAO

Newton desenvolveu sua mecanica com base nas constatagdes experimentais conhecidas
em sua época e que foram fornecidas principalmente por Galileu e Kepler. Desta forma, ele
chegou a sua mecanica que unificou as leis de movimento dos corpos na Terra € no Sistema
Solar. Estas leis funcionaram muito bem, mas entdo surgiu um problema ao tentar relaciona-las
com o Eletromagnetismo de Maxwell. As leis de Newton sdo construidas em fun¢do das
transformagdes de Galileu — que relacionam todos os referenciais inerciais. Ja o
Eletromagnetismo ¢ construido em funcdo das transformagdes de Lorentz que tém por principio
o fato de a velocidade da luz ser uma constante universal. Este problema foi resolvido por
Einstein, através da Teoria da Relatividade Restrita, quando ele considerou que os conceitos de
espago e tempo utilizados por Newton ndo deveriam ter carater absoluto.

Foi entdo que surgiu outro problema — que sera o problema abordado nesta monografia: a
Teoria da Gravitagdo Universal de Newton ndo especifica um limite de velocidade para as
interagcdes gravitacionais ocorrerem, tratando o espaco € o tempo como independentes e
absolutos; mas ndo podemos simplesmente definir o limite da velocidade da luz e passar a aplicar
as transformagdes de Lorentz para os campos gravitacionais, como ocorre no Eletromagnetismo.
Isso porque a propria Relatividade Restrita deixa de fazer sentido quando se leva em
consideragdo a existéncia de campos gravitacionais. As razdes para isto serdo expostas no
decorrer deste texto.

Nosso universo, obviamente, possui campos gravitacionais, assim, buscamos uma teoria
que generalize a relatividade de modo que ela ndo seja mais restrita para universos onde nao
existem interagdes gravitacionais.

Como veremos, serd util tratar as trés dimensdes espaciais mais a dimensdo temporal
como coordenadas de um espaco-tempo quadridimensional, neste sentido a utilizagdo de
Algebra Tensorial e conceitos de Geometria Diferencial, além de simplificar os calculos,
evidenciara as caracteristicas do espago-tempo necessdrias para chegar a Teoria da Relatividade

Geral. Em posse desta teoria, poderemos entdo descrever satisfatoriamente a gravidade.



2 GEOMETRIA DIFERENCIAL

2.1 Tensores

Tensores podem ser basicamente definidos como quantidades matematicas que obedecem

certas regras quando submetidos a uma transformagdo de coordenadas. Assim, dados dois

conjuntos distintos de sistemas coordenados em um espaco de n dimensdes :

x® = x%(xt, x?,...,x™)

x'* = x"(x", %%, ™)

Podemos definir dois tipos de tensores:

® Tensores Covariantes:

, dxb
X a — axla
® Tensores Contravariantes:
dx'?
X'e =
dxb

Xp

b

2.1)

2.2)

(2.3)

(2.4)

Aqui, como em todo o restante desta monografia ¢ utilizada a notagdo de Einstein, na qual

consideram-se termos que possuem indices repetidos como sendo um somatorio sobre as

dimensdes. Obviamente, deve-se definir o nimero de dimensdes # do espago no qual os tensores

sdo tratados para que esta notacdo faca sentido. Um tensor pode possuir tanto indices covariantes

quanto contravariantes, neste caso ele sera um fensor misto.

2.2 Derivacio covariante



Ao aplicarmos uma diferenciagdo parcial a um tensor covariante X',

obtemos:

, o, 0 (0x®

Ko = e (5m) X
Sendo:

5 = d _axd d

€T 9x’¢ 0x'¢ 9xd

Temos entao:

0x€ dx% 9 02x¢

Xy = ——— X, +—————X
A oxegxcox2T¢  ox'“ox'a®

dado por (2.3)

2.5)

(2.6)

2.7)

Vemos entdo que esta operacdo ndo ¢ tensorial, pois ndo se comporta como (2.3) frente a

uma transformag¢do de coordenadas devido ao segundo termo do lado direito

. Mas podemos

definir uma derivacdo de carater tensorial reescrevendo (2.7) da seguinte maneira:

0%x¢ 0x'P
dx'“0x'a 0xe

_ 0x°® x4

a,CX,a b — dx'a ax,c dXe

Com isso, definimos a seguinte operagao:

cha aCXa - Fcll)ch

Esta ¢ a derivada covariante de um vetor X,. O fator ['f. ¢ denominado

conexdo que faz com que a derivacdo covariante tenha carater tensorial.

(2.8)

(2.9)

conexdo. E esta

No caso de um escalar ¢, a derivagdo covariante nada mais ¢ do que a propria derivada

convencional;
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Vep = 0.9 (2.10)

A partir desse fato, podemos obter uma relacdo para a derivagdo covariante de tensores

contravariantes, definindo um produto escalar entre dois tensores como:
XY, =g (2.11)
Utilizando esta relagdao em (2.10), temos:
Ve = 0.0 = Y,0.X* + X%0.Y, (2.12)
Fazendo a derivacdo covariante no termo do lado esquerdo de (2.11), temos:
V.(X9Y,) = Y,V.X% + X9V, Y, 2.13)
Assim, substituindo (2.12) e (2.13) em (2.10), obtemos:
Y,V X%+ X%8,Y, —TL.Y,) = Y,0,X% + X%3,Y, (2.14)

Como no segundo termo entre parénteses os indices a e b definem somatodrios (pois estdo
repetidos), ndo faz diferenga reescreve-lo da seguinte forma: X4T2.Y, - X’T2Y,. Podemos

entdo eliminar Y, da equagdo, de modo que (2.14) se torna:
V. X% =0, X% +TLxb (2.15)

Que ¢ a derivada covariante para um tensor contravariante. Agora podemos generalizar a

derivagdo covariante para o caso de um vetor misto arbitrario T :
Vel = 0cTy + TgeTyp + - = T T — - (2.16)
A operacao (2.15) obedece as regras de transformagao de um tensor:

o' x4 gy = X 9%
¢ be dx'c 0x4

(8,X¢ + T Xx°) 2.17)
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Efetuando uma mudanga de coordenadas no primeiro termo da equagdo acima:

dxf ax'@ 0%x'® 9xf
! vra — d .y xd (2.18)
0’ cX dx'c 0x4 X dxqoxf dx'c

Podemos re-escrever (2.17) assim:

f ra 2./a f
ra xib = 0x7 0x* 4 o 0°X" 0X7 (2.19)
¢ dx'c dxa ¢f dx4dxf ox'c

Novamente, podemos eliminar os vetores X'?, X¢ e X4 efetuando uma mudanca nos seus
b
indices repetidos, de modo que obtemos:

ox’ 9x'® dxe® 0%x'® oxf ox?

a =0 9% 9% pa (2.20)
be 7 9x'c 9x 9x'P " ¢F  9xddxS dx'c 0x'P

Simplificando o segundo termo, obtemos:

“ dxf 9x'® 9xe ra _ 02x%  9x'® 221)
be ™ ax'c 9xd x'd ¢ 9x'PIx’C 0xd

Assim fica evidente que a conexdo ndo ¢ um tensor. Mas podemos formar um tensor a
partir da diferenga entre duas conexdes — pois ai o segundo termo de (2.21) ird se anular, neste
caso o tensor resultante serd diferente de zero apenas para conexdes antissimétricas — nas quais os

indices covariantes da conexdo nao comutam. O tensor assim definido ¢ denominado Tor¢do.

2.3 Transporte paralelo

Dado um espago coberto por um sistema de coordenadas x¢, podemos definir uma curva

nesse espaco vinculando todas as suas coordenadas com um parametro u:
x(w) = x*(xt(w), x*(u), ..., x™(w)) (2.22)

Assim também ¢ possivel definir um campo verorial tangente a essa curva como:
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dx*(u)

2.23
ey (2.23)

X% (u) =

Podemos representar um campo vetorial arbitrario T¢ num ponto Q dado por x¢ + dx?

por uma expansdo em série de Taylor de primeira ordem em torno do ponto x% em P:
T*(x + dx) = T*(x) + dx"0,T*¢ (2.24)

Que ¢ a propria definicdo de derivagdo:

a

dxb

T x +dx) —T%x) = dx? (2.25)
Mas como foi visto anteriormente, esta operagdo ndo tem carater tensorial e isso pode ser
explicado da seguinte maneira: apesar da soma ou diferenca de tensores também resultar em um

tensor, isso sO6 ¢ valido para tensores avaliados em um mesmo ponto, pois nas definigdes de

. axb ~ ~ .
tensores (2.3) e (2.4) as quantidades ax% sdo fun¢do do ponto em que os tensores sdo avaliados

na transformacao de coordenadas, assim, no caso de (2.25), a subtragdao nao resulta em um tensor
porque sao dois tensores avaliados em pontos distintos.

Ja no caso da derivagdo covariante, o fator [y “transporta” o vetor T*do ponto P para Q
de forma que ele tenha suas componentes modificadas para T® + §T¢. Subtraindo os dois

vetores, temos:
[T2(x) + dx?0,T%] — [T* + 6T*] = dx?9,T* — 6T* (2.26)

Que ¢ a propria derivagdo covariante. Assim, comparando com a defini¢do (2.15), tiramos

que:
6T = —TATbdx¢ (2.27)

Que ¢ definido como o Transporte Paralelo do ponto P ao ponto Q. E o vetor resultante

de um transporte paralelo ndo s6 depende desses pontos como também da curva que os conecta.
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2.4 Geodésicas

Dado um campo vetorial arbitrario T% no caso de ele se propagar paralelamente ao longo
de uma curva x%(u) entdo o transporte paralelo dele ao longo da curva do ponto u até u + du

devera ser proporcional ao campo avaliado em u + du com um fator de proporcionalidade do

tipo:
T%(u+du) = [1+ A(u)dul[T* + 6(T%)] (2.28)
Sendo:
c
T*(u+du) =T%*+0,T%dx*=T*+9.T* oy du (2.29)
E o transporte paralelo dado por (2.27):
dx®
T%+ §(T%) = T¢ —TATPdx® =T —TE&T? =—du (2.30)

du

Substituindo os dois ultimos resultados em (2.28) e desprezando o termo proporcional a

(du)?, obtemos entao:

c c

0T ——+ raTb

= T9A(u) (2:31)

Podemos reparametrizar a curva por um parametro s tal que A(u) se anule e neste caso

teremos:
X°V.T*=0 (2.32)

Assim, sempre que a expressdo acima ¢ satisfeita para um campo vetorial ao longo de
uma curva com uma dada parametrizagdo, significa que ele se propaga paralelamente ao longo
desta. Uma geodésica, ¢ uma curva tal que seu campo vetorial tangente (2.23) se propaga

paralelamente ao longo dela, de modo que temos — através de (2.23) e (2.32):
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d%x? . dx? dx¢ B

S a2t O (2.33)
ds? The ds ds

2.5 Tensor de curvatura

Como vimos, o transporte paralelo de um vetor ndo s6 depende de seus pontos inicial e
final, mas também da curva pela qual ele ¢ transportado. Existe um caso particular, que ¢ quando
0 espago em que a curva esta inserida possui curvatura nula, neste caso o transporte paralelo de
um ponto P a um ponto Q resultard em um tensor que serd independente da curva escolhida para
transporta-lo. Quando isto ocorre, significa que a derivada covariante comuta neste espaco. Ou

seja, teremos:
V.V X% —V,V.X4=0 (2.34)
Mas, desenvolvendo o lado esquerdo da equacao acima, temos que:
Ve VX% =V V X4 = 3, TLXP — 9,TLXP + TE,TAXP — TE. TS XP (2.35)
Ou:
V.V X% —V,V.X% = RE ,XP (2.36)
Onde Rj.; ¢ denominado fensor de curvatura, ou tensor de Riemann:
Rpca = 0cTpq — 0alpe + Tpalee — Tpeleq (2.37)

E ele que define a curvatura de um espago, ¢ se ele for nulo entdo a expressio (2.36)
indica que a derivada covariante comuta neste espago e portanto o espago ¢ plano. Através da

definicdo (2.37), podemos ver que ele ¢ antissimétrico nos dois tltimos indices covariantes:

Rpca = —Rpac (2.38)
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Usando este fato podemos tirar a seguinte identidade algébrica:
Rpcq + Rgpe + Regp =0 (2.39)

E também uma identidade diferencial que serd importante na obten¢do das equacdes de

campo da Relatividade Geral, chamada identidade de Bianchi:

VeRabea + VeRapae + VaRapec =0 (2.40)

2.6 Geometria Riemanniana

Qualquer espago que possa ser caracterizado por um intervalo do tipo:
ds? = gg,(x)dx*dx? (2.41)

Com ds? = (ds)2. E denominado Espaco de Riemann, quando ds? > 0, ja quando o
intervalo ds? assume valores nulos ou negativos, o espaco ¢ chamado pseudoriemanniano — que
¢ o caso dos espagos definidos pelas relatividades restrita e geral.

O fator g,;, ¢ denominado tensor métrico; ele € sempre um tensor covariante de segunda
ordem simétrico (g,p = gpa) € nele estdo contidas todas as propriedades geométricas do espaco.
E uma fungdo do sistema de coordenadas utilizado.

Em um espaco provido de um tensor métrico ¢ possivel transformar indices
contravariantes em covariantes e vice-versa e definir operacdes como o produto escalar; por

exemplo, na expressdo da identidade de Bianchi (1.37) temos:

Rabea = GaeRpea (2.42)

No caso do usual espago euclidiano, por exemplo, podemos aferir a distancia entre dois

pontos, sendo o tensor métrico dada por:
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100
dep=({0 1 O (2.43)

0 0 1

Aqui os indices gregos representam o espago euclidiano tridimensional e portanto variam

de 1 a 3 e equagdo (2.41) se torna:

ds = \/(dxl)z + (dx?2)? + (dx3)2 (2.44)

2.6.1 A conexd@o em espagos riemannianos

Em um espago provido de um tensor métrico, ¢ possivel definir o médulo de um vetor

arbitrario X% como:
X = gopXOXP (2.45)

Podemos chegar a uma expressao para a conexao em espacos riemannianos considerando

que o médulo de um vetor serd invariante frente a um transporte paralelo:

9ar(P)X(P)X(P) = gap(Q)X*(Q)X?(Q) (2.46)

Sendo que P e Q distam de um intervalo infinitesimal dx®; com o transporte paralelo

definido por (2.27), temos:

X(Q) = X*(P) —T¢.x%dx° 04

X?(Q) = X°(P) — ra.x%dx¢ '
Expandindo g,,(Q) em uma série de Taylor de primeira ordem:

YGap (Q) = Jdab (P) + acgabdxc (2.48)

Agora substituindo o lado direito de (2.46) por (2.47) e utilizando (2.48) temos:
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9ar(P)X*(P)XP(P) =

(2.49)
[9ap(P) + 8.gapdxCI[X*(P) — TEX4dxC][ XP(P) — Th, X%dx€]

Considerando que os termos que tém dependéncia com (dx¢)? e (dx€)3 desaparecem

sendo que esta ¢ uma quantidade infinitesimal que tende a zero, chegamos a:
(gadrlgic + gdbrgc - acgab)XadexC =0 (2-50)
Sendo que o fator X2X?dx¢ ndo é necessariamente nulo, temos:

gadrlgic + gdbrgc - aCgab =0 (2.51)

Esta expressdo mostra que a derivada covariante do tensor métrico ¢ nula. Fazendo duas

permutacdes nos indices: a < b, depois ¢ < a, obtemos:

gbdrcda + gdcrlgia - aagbc =0 (2.52)

Fazendo as mesmas permutagdes novamente na equagdo acima, obtemos:

gcdrgb + gdarc%y - abgca =0 (2.53)

Agora, somando (2.52) e (2.53) e subtraindo (2.51), chegamos a:

chdrgb = aagbc + abgca - acgab (2.54)

Agora, multiplicando a equagdo pela forma contravariante da métrica: g/¢, definida por:
g = 5], 39
Chegamos finalmente a:
Fc{b = %gfc(aagbc +0p9ca — 0cYan) (2.56)

Vemos entdo que a conexdo pode ser definida completamente pelo tensor métrico em

espagos riemannianos e, consequentemente, 0 mesmo ocorre com o tensor de curvatura (2.37). O
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que demonstra que toda informacdo a respeito da geometria de um espago estd contida no seu

tensor métrico.
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3 RELATIVIDADE RESTRITA

A relatividade restrita ¢ embasada em dois principios béasicos: a constancia da velocidade
da luz no vécuo e a invariancia das leis da fisica na mudanca entre referenciais inerciais. Como
consequéncia desses principios, o espaco e o tempo ndo podem ser mais tratados como absolutos
e sdo interdependentes e as relagdes entre as coordenadas de dois referenciais inerciais se
deslocando com velocidade (v*) = (vl,vZ,v3) um em relacio ao outro, ¢ dada pelas

transformagdes de Lorentz:
X = y(x* —v%t)
SapX VP 3.1
vy (1: _ Sap ) (3.1

c2

O fator y ¢ dado por:

1
SapVivh 2 v\ 2 3.2
yz(l——cz ) :<1—C—2 (32)

As transformagdes de Lorentz também implicam que uma particula se deslocando com
velocidade v em relacdo a um dado referencial terd sua massa medida por observadores em

repouso neste referencial dada por:
m =ym, (3.3)

Onde m ¢ a massa de repouso da particula.
Assim, no caso limite para baixas velocidades, podemos expandir o fator y em uma série

binomial, desprezando os termos de ordem muito alta:

1
2\ "3 2
y:<1_z_> w14i? (3.4)

E (3.3) fica:
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me2 =~ myc2 + Zmov2 (3.5)

Vemos que o segundo termo do lado direito desta equacdo ¢ a energia cinética da

particula em relacdo ao seu referencial. Fica evidente entdo a equivaléncia entre massa e energia:
F = mc2 (3.6)

Sendo o momento de uma particula de massa de repouso m, e velocidade v® definido

por:
p* = mv®* = ymyv® (3.7)
Através desta relacdo e de (2.6), podemos chegar a seguinte relagio:

E 2
(Z) =Pt —p3—p2 = (mecy2 39

c

Com:
8apP%pP = (p1)2 + (p?)2 + (p®)? = p2 + p2 + p2 (3.9)

Se multiplicarmos a equagdo (3.8) por ¢ vemos que ela implica em conservacao da
energia total da particula, e como a massa inercial m, independe do sistema de referéncia

utilizado, a quantidade do lado direito deve ser um invariante de Lorent:z.
3.1 Espaco-tempo de Minkowski

Na mecanica newtoniana tinhamos uma métrica dada por (2.43), esta era invariante frente
as transformagdes de Galileu e portanto servia para descrever o espago no qual as leis de Newton
atuam. Mas na relatividade restrita, estas transformacdes ja ndo se mostram mais adequadas e

qualquer mudanga entre dois referenciais inerciais deve obedecer as regras de transformagao de
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Lorentz. Ao aplicarmos estas transformagdes ao intervalo (2.44) vemos que ele depende do
referencial escolhido e portanto ndo serve para caracterizar o espaco-tempo. Surge entdo a

necessidade de uma nova métrica, e esta ¢ definida pelo intervalo espaco-temporal:
ds? = c2dt? — dx? — dy? — dz? (3.10)

Esta quantidade ndo depende do referencial adotado, ou seja: ¢ um invariante de Lorentz.
Representando a varidvel temporal por x° = ct, o intervalo pode ser escrito como:
ds2 = 1y, dx*dxP?
E o tempo passa a ser representado como uma nova coordenada num espago-tempo de

quatro dimensdes denominado espago-tempo de Minkowski cuja métrica ¢ dada por:
Nap = diag(l,-1,—-1,-1) (3.11)

Vemos que o espaco-tempo de Minkowski ¢ pseudo-riemanniano (o tensor métrico possui
determinante negativa) e que 74, tem suas componentes constantes e portanto tem curvatura
nula. Esse tensor métrico serve entdo para definir operagdes (como produto escalar) e manipular

o indice de tensores no espagco de Minkowski.

3.1.1 Tempo proprio e quadrivetores

Na cinematica pré-relativistica a trajetoria de uma particula pode ser representada por trés
equacdo de vinculo que relacionam as coordenas do espago tridimensional com um pardmetro: o
tempo. Mas ao analisarmos o movimento de uma particula no espaco de Minkowski fica
complicado parametrizar as coordenadas pelo tempo do referencial utilizado, sendo que o tempo
medido pela particula depende do seu estado de movimento. Assim, nesse caso ¢ conveniente
utilizar o tempo proprio (7) para parametrizar a trajetoria de uma particula no espago-tempo, que

¢ o tempo medido por relogios que se deslocam juntamente com a particula. Ele ¢ definido por:
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dt? = —ds2 (3.12)

Ou, no espaco de Minkowski:

/2
1 dx\*> 1 zdy\? 1 /dn\%\ V2
=(1-=(2Z) - = (X)) ——(= = [1-= 3.13
dT_<1 c2<dt) 02<dt) 02<dt)> e= 1=zt o

No caso de esta particula estar em repouso, por exemplo, o tempo proprio da particula
sera o tempo do referencial.

Sendo x“(7) a trajetoria da particula, definimos entdo sua quadrivelocidade:
v (1) = ixa(r) (3.14)
dt

E o quadrimomento serd o produto da quadrivelocidade pela massa de repouso da

particula. Se analizarmos o produto escalar do quadrimomento por ele mesmo:

NapPP” = (pe)?2 — (p1)? — (p2)% — (p3)? (3.15)

Mas o termo do lado esquerdo desta equacdo se relaciona com a definicdo de tempo

proprio (3.12), assim temos:

dx® dx?
NapD*P” = M§Map dr di = mjc2 (3.16)
Logo,
(Po)?2 — (p1)?2 — (p)? — (P3)2 = méc2 (3.17)

Comparando com (3.8), temos uma relagdo entre as componentes do quadrimomento e do

momento relativistico de uma particula, e temos que p, ¢ relacionado com a energia da particula:

(3.18)

_E
Po—c
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Assim, o quadrimomento fornece uma informagdo completa a respeito do momento e da

energia de uma particula.
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4 TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

4.1 Principio da equivaléncia

Na mecanica newtoniana, a forca devido a gravidade atuando sobre um corpo ¢
proporcional & sua massa gravitacional. A prorpiedade de inérica dos corpos também define uma
massa que ¢ chamada massa inercial. Mas a massa da Teoria da Gravitagdo Universal de
Newton, ndo tem nenhuma relagdo com a massa presente na Segunda Lei de Newton. Apesar
disso, inimeros experimentos desde Galileu indicam que estas massas sdo equivalentes. Esta
igualdade ¢ vista apenas como uma coincidéncia sendo por esta razdo, por exemplo, que o
movimento de corpos em queda livre sob um campo gravitacional independe de suas massas.

No principio da equivaléncia, ndo se pode distinguir entre sistemas de referéncia inerciais
e ndo-inerciais na presenca de campos gravitacionais. Nao havendo nenhuma distingdo fisica,
por exemplo, entre um objeto em queda livre em um campo gravitacional ou este objeto no
espago livre de campos gravitacionais. E, reciprocamente, ndo havendo como distinguir entre
referenciais acelerados e referenciais em repouso em campos gravitacionais.

Mas a Relatividade Restrita s6 ¢ valida para referenciais inerciais, € isso ¢ um problema
se levarmos em consideracdo o fato de ndo poder fazer distingdes fisicas entre referenciais
acelerados e ndo-acelerados. A solug@o aqui é considerar que a métrica do espaco de Minkowski
se modifica na presenca de campos gravitacionais, de modo que a gravidade seja uma mudanca
nas caracteristicas do espaco: g, = YJab

Considerando entdo o movimento de uma particula livre neste espaco-tempo, dada a

equagdo de Euler-Lagrange com o parametro de tempo proprio:

oL d ;oL o wn
9x¢ dr(f)xc)_ '

A lagrangeana para uma particula livre serd apenas sua energia cinética:
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m
L= Egabfcafcb (4.2)
De forma que a equacdo de Lagrange se torna:

1
gacjéa + abgacxaxb - Zacgabxaxb =0 (4.3)

Utilizando (2.50) e (2.52), temos:

>a d d 1 d 1 d ca.b —
Jacx™ + <gcdrab + gdarcb - Egadrbc - ngbrac)x x°=0 (4.4)

Os trés ultimos termos dentro dos parénteses se cancelam, pois os indices a e b podem ser

trocados livremente sendo que eles sdo repetidos em cada termo:

1 1
gdarc%yxaxb - Egadrgcxaxb - ngbrgcxaxb = gdarc%yxaxb - gdarg)xaxb =0 (4.5)

Assim, (4.4) se torna:
Jack® + gealgpX2” = 0 (4.6)
Multiplicando a equagdo por g chegamos entdo a:
88k + §eTd x%%P =0 4.7)
Ou:

d%x® . dx? dx¢ _

ax e ax _ 4.8)
dt? *lap dt drt

Que ¢ a equagdo de uma curva geodésica (2.33). Ou seja: particulas livres no espago-
tempo se deslocam em trajetorias geodésicas. Esse espaco-tempo serd caracterizado por um
tensor métrico g,, que determinard sua geometria. Assim, corpo massivo no espago-tempo,

como a Terra por exemplo, deforma o espaco de Minkowski alterando sua métrica. No caso de
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ndo haver nenhuma perturbagdo, a métrica volta a ser a de Minkowski, e a conexdo em (4.8) se

anula, de modo que a trajetoria de uma particula sera dada por:

d?x®
dt?

=0 4.9

Que ¢ a usual equagdo para uma particula livre em espacos planos. Entdo, simplesmente
nao existe forca de atragdo gravitacional entre os corpos na relatividade generalizada. Assim,
qualquer particula que ndo se desloque sobre a geodédica do espago-tempo, sentird a gravidade
como sendo uma forga de inércia, e particulas em queda livre em um campo gravitacional nao
sentirdo qualquer efeito pois se deslocardo sobre a geodésica. Por exemplo, um objeto parado
sobre a superficie da Terra ndo esta se deslocando sobre a geodédica do espago-tempo, assim
sente uma forca inercial, que na Lei da Gravitagdo de Newton era chamada de for¢a de atracdo
gravitacional. Além disso, ndo faz mais sentido falar em referenciais inerciais, seja qual for o
referencial utilizado, as leis da fisica deverdo ser igualmente validas, bastando apenas determinar

a métrica do espago-tempo.

4.2 Equagdes de campo de Einstein

O problema agora ¢ determinar de que forma a presenga de corpos no espago-tempo altera
a sua geometria. Ou seja: dada uma distribui¢do de matéria, temos que achar o tensor métrico g,
adequado para descrever a deformacdo causada por ela. Este problema ¢ resolvido pelas equagdes
de campo de Einstein — que relacionam a geometria do espago-tempo com a distribuicdo de
matéria e energia contidas nele. Esta equacdo foi postulada por Einstein através de uma série de
argumentos intuitivos. E possivel utilizar alguns argumentos para se convencer de sua
consisténcia. Em todo caso, as equacdes de Einstein foram corroboradas por diversos
experimentos desde que foi publicada, em 1915.

Posteriormente, foi possivel obter as mesmas equacdes a partir da Teoria Classica de
Campos, utilizando o Principio Variacional. Mesmo assim, por esse método variacional ha uma

quantidade postulada através de consideragdes heuristicas, que ¢ a lagrangeana de Einstein.
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4.2.1 Aproximagdo para campos fracos

Apesar de tudo a Teoria da Gravitacdo Universal de Newton funciona muito bem para
descrever a gravidade em casos em que a velocidade dos corpos envolvidos ¢ bem menor que a
da luz e em que os corpos ndo sdo excessivamente massivos. Assim, a teoria da relatividade geral
deve coincidir com as previsdes newtonianas nestas condigoes.

Ao considerarmos o caso de uma particula livre se deslocando com velocidades muito
menores que a da luz em um campo gravitacional “fraco” podemos escrever a métrica do espago-

tempo como sendo a métrica de Minkowski acrescida de uma pequena perturbagao:

9ab = Nap + hap (4.10)

Sabemos que o movimento de uma particula no espago-tempo ¢ dada pela equagdo de

uma geodésica (4.8). E a equagdo da geodésica fica:

d?x?
dt?

dt\’
+ c2re (E) —0 (4.11)

Pois, para velocidades muito menores que c:

dx®  dt _ dx“®
dr  dt dt (4.12)

Com o indice a representando as coordenadas espaciais. E o conector métrico dado por

(2.56) — considerando que o campo ¢é aproximadamente estatico (dyg,p = 0) fica:

1 1
oo = Zgab(aogbo +0p90p — pgoo) = —Zgababgoo (4.13)

Considerando que h,, < 1, podemos inverter a métrica dada em (4.10) para achar sua

forma contravariante, pela relagio (2.55):
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gab — nab _ hab (4'14)
E a conexdo fica:
1
Igo = _Enababhoo (4.15)

Como dyhyy = 0, a equagdo pode ser escrita como:

a — — 1 ap — 1
FOO - FOO - 55 aﬁhoo - Zaahoo (416)
E (4.11) fica:
d?x* 1 dt\?
e L ) w7

2
oy d «
Dividindo ambos os lados por (d—z) , obtemos entao:

d?x® c2
w7 = — 5 daho (4.18)

Comparando com a segunda lei de Newton para uma forca gravitacional descrita por um

potencial ¢, temos:

2¢
hoo =— (4.19)
Ou, através de (4.10):
2
Joo =1+ C_(zp (4.20)

Ou seja: podemos considerar a métrica do espaco-tempo como sendo o andlogo do
potencial da gravitagdo newtoniana.
Na teoria da gravitacdo universal, temos a Equagao de Poisson, que quando resolvida para

uma dada distribuicdo de massa nos da o potencial gravitacional:
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Vip = 4nGp (4.21)

Onde G ¢ a constante gravitacional de Newton e p a densididade de massa.

4.2.2 Tensor energia-momento

Precisamos entdo de um andlogo para a densidade de matéria. Mas ao se representar a

gravidade como a geometria do espago-tempo qualquer coisa contida nele obedecera as leis da
gravitagdo — ndo sO corpos que possuem massa como era na gravitagdo newtoniana. Entdo
qualquer coisa que transporte alguma forma de energia no espago-tempo afetara sua geometria.
Isso faz sentido pela Relatividade Restrita, onde qualquer coisa que possua massa tem associada
uma “energia de repouso”.
Assim, dada uma distribuicdo de energia no espago-tempo, queremos achar uma relagdo para
definir como esta distribui¢do o afeta. Isto implica em uma equag¢do que relacione o tensor
métrico do espaco-tempo com um outro tensor que descreverd tal distribuicdo. Este tensor ¢
denominado tensor energia-momento — Ty, € assim como o tensor métrico deve ser um tensor de
segunda ordem simétrico.

Como foi visto anteriormente, o quadrimomento para uma particula d4& uma descrigao
completa de sua energia, e essa descricdo ¢ valida qualquer que seja o referencial utilizado.
Assim qualquer perturbacdo causada por uma particula no espago-tempo devera estar
relacionada com o quadrimomento.

No caso de um conjunto de particulas, cada uma terad sua energia associada. E a energia
total serd o somatorio da energia de todas as particulas. Para um conjunto de particulas com
mesma massa se deslocando em conjunto (sem que haja variagdo na posi¢ao das particulas umas
em relagdo as outras). Podemos falar em densidade de energia ao associar a um quadrivolume
uma densidade de particulas n, medido em um referencial em repouso em relagdo ao volume. O

fluxo nesse quadrivolume dependera da velocidade de deslocamento do conjunto:
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N% = nv® (4.22)
E a densidade de energia (para o referencial do conjunto) no quadrivolume sera:
g = pc? = nmyc? (4.23)

Mas as quantidades m, e n aqui definidas nos dar@o apenas a densidade de energia para
referenciais em repouso com relagdo ao conjunto de particulas; nos quais (v*) = (1,0,0,0) ou,
consequentemente, onde (N¢) = (1,0,0,0) e (¢p®) = (myc?,0,0,0). Assim, para um referencial

harbitrario, a densidade de energia serd dada por:
Tab = CpaNa = anCZUan = Czpvavb (4.24)

Este ¢ o tensor-energia momento para este conjunto de particulas. No caso de uma
distribuicao continua podemos mesmo assim considerar uma por¢ao infinitesimal desse continuo,
contribuindo com uma quantidade infinitesimal de energia. Se este meio continuo for um fluido,
por exemplo, ¢ preciso levar em consideragdo que estas porcoes infinitesimais estdo vinculadas
entre si (ha forgas internas como pressdo, tensdo, etc..). Em todo caso, no limite para baixas

velocidades, a densidade de energia da particula se reduzird sempre a:
Too = pc? (4.25)

Pois ndo havera diferenca significativa na densidade de energia na troca de um referencial
para outro.
Entdo, analogamente a equag¢do de Poisson, devemos ter um tensor construido das

derivadas segundas da métrica que estara relacionado com o tensor energia-momento:
Gap = KTgp (4.26)

Quando ndo ha gravidade em um local do espaco, o gradiente do potencial ¢ nulo. Agora
locais sem campo gravitacionais sdo aqueles com curvatura nula, ou seja: quando o tensor de

Riemann ¢ zero:
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R, =0 (4.27)

Mas o tensor que procuramos deve ter as mesmas caracteristicas que o tensor energia-
momento — ser covariante de segunda ordem e simétrico. O tensor de Ricci tem estas

caracteristicas, ele ¢ construido da contragao de dois indices do tensor de curvatura:
Rya = RE 44 (4.28)
Entretanto, pela conservagao de ennergia, devemos ter:
VeT,, = (4.29)

Mas o tensor de Ricci ndo tem derivada covariante necessariamente nula em qualquer
regido do espago, sendo que ele ¢ construido a partir da contracdo do tensor de curvatura. Para
obtermos uma relagdo para a derivacdo do tensor de Ricci utilizamos a identidade de Bianchi

(2.40) multiplicando-a por g?¢g%?, chegamos a:

2V,R. —V.R=0 (4.30)
Onde R ¢ o escalar de Ricci:
R = g®Ry (4.31)
Sendo:
R = g%R,, (4.32)
Chegamos a:
VAR, = %VCR (4.33)

Que mostra que a derivagdo covariante do tensor métrico ndo ¢ nula sempre, como requer
a conservagdo de energia. Mas podemos reescrever V.R como g,.V*R, de modo que (4.33) se

torna:
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1
ve (Rac -3 gaCR) =0 (4.34)

Podemos fazer isso porque a que a derivada covariante da métrica ¢ nula. Concluimos
entdo que este ¢ o tensor que satisfaz todas as condi¢cdes que procuramos, sendo covariante de
segunda ordem, simétrico, construido das derivadas do tensor métrico e que satisfaz a

conservacgdo de energia. Ele ¢ denominado tensor de Einstein:
1
Gab = Rab - ZgabR (4.35)

Ao fazermos a aproximagdo para campos fracos, e velocidades muito menores que a da

luz, como vimos, a inica componente ndo nula do tensor energia-momento sera T, devemos ter:
V2900 = KTo (4.36)

Sendo o tensor métrico para campos fracos dado por (4.20), temos:

V2 = (4.37)

Comparando com a equagdo de Poisson (4.21), obtemos entdo um valor para a constante

de acoplamento:

_ 8nG

K= (4.38)

E temos entdo as equagdes de campo de Einstein:

1 8nG
Rab - ZgabR = c4 Tab (4.39)
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5 SOLUCAO DE SCHWRZSCHILD

As equagdes de campo relacionam a distribuicdo de matéria com a geometria do espago-
tempo. Mas o problema ¢ que estas equacdes sdo ndo-lineares: tanto a matéria afeta o espaco
tempo quanto o espaco tempo afeta a distribuicdo de matéria. Assim ¢ muito complicado achar
solucdes para as equagdes de campo dada uma distribuicdo de massa. Mas quando se considera
certas propriedades de simetria, é entdo possivel achar solugdes exatas das equagdes. A solugdo
mais importante neste caso € a solugdo de Schwarzschild — que resolve as equagdes de campo
para o vacuo ao redor de objetos estaticos que possuem simetria esférica.

Como a fonte possui uma distribuicdo estatica, e sendo que ¢ esta distribuicdo que define como
sera a métrica do espago-tempo ao seu redor, entdo a métrica deve ser também independente do

tempo. Podemos reescrever o intervalo espago-temporal (2.41) da seguinte maneira:
ds? = goo(dx®)? + 2godx°dx® + g,pdx“dxF (5.1)

Lembrando que as letras gregas representam apenas os indices das coordenadas espaciais.
Como estamos considerando um espaco-tempo estatico, entdo ndo pode haver diferengas entre
passado e futuro assim podemos fazer a transformacdo: x° - —x°, sem que a métrica sofra

alteragdes, neste caso (5.1) fica:
ds? = goo(dx®)? — 2godx°dx® + g,pdx*dxF (5.2)

Comparando estas duas equagdes e sendo que g, ndo muda com a reversao temporal,
por ndo depender do tempo, chegamos a conclusdo que estas componentes da métrica devem ser

nulas. Entdo, no caso de solugdes estaticas o intervalo deve ser dado por:
ds? = goo(dx®)? + gopdx*dxF (5.3)

Ou seja: o intervalo pode ser completamente separado em parte temporal e parte espacial.
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Agora levando em consideracdo a distribuicdo esférica da fonte também ¢ razoavel supor
que a métrica terd simetria esférica — isto significa que: dado um ponto qualquer no espaco-
tempo, ao efetuarmos uma rotacdo qualquer, mantendo constante a distancia a origem, a métrica
permanecera invariante.

Assim, para ressaltar essa simetria, ¢ conveniente adotar o seguinte sistema de

coordenadas esféricas:
(x° x', x%,x%) = (t,1,6, ¢) (54)
Que se relacionam com o sistema cartesiano da seguinte maneira:

x = rsenfcos¢
y =rsenfseng,(0< 60 <m),(0< ¢ <2nm) (5.5)
zZ =rcosf

Centrado sobre a origem da distribuicdo esférica, onde 6 ¢ o angulo azimutal medido em
relagdo ao eixo z e ¢ ¢ o angulo axial medido em relagdo ao eixo x. De modo que, o intervalo

(5.3) fica:
ds? = goo(r)c2dt?® — gy, (r)dr2 — r?(d6* + sen*6d¢p?) (5.6)

Agora precisamos determinar as fungdes goo(7) € g11(r), que ndo devem ter dependéncia
com os angulos pela condicdo de simetria esférica e nem com o tempo, pela condicdo de a

meétrica ser estatica. Para isso € conveniente escrevé-los como:

Joo(r) = eV 57
911 (r) = 24" G
Assim, o tensor métrico fica:
ap = diag(e?,—e?** —r? —r?sen?6 (5.8)
g g

E como g, s6 contém elementos ndo-nulos em sua diagonal, a forma contravariante da

métrica definida por (2.55) sera:
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g% =diag(e ™, —e™*, —r72,—r 2sen~20) (5.9)

Assim, temos que achar estas duas fungdes (v e 4) através da solucdo das equagdes de
campo. Em posse dos valores das componentes covariantes e contravariantes da métrica,

podemos achar os valores das componentes da conexdo métrica, através de (2.56):

o =Ty =V
FOO = yle2v-24
My =4

Iy, =—rve 2

Iy = —rsen?fe=?* ( G10
I35 = —senBcosbO

— — — — -1

=T == =r

I3, = T3, = cotgh J

Com todas as demais componentes sendo nulas, e sendo aqui a derivada em relacdo a

x1 = r denotada por:

v
’ (5.11)

,v=—=v

or

Agora, com estas componentes, podemos calcular as componentes do tensor de Ricci,

dado por (2.37) e (4.28). obtemos entdo:

2v'
Ryo = <—V” +v'A - V’Z — T e2v—24 (5.12)

21
Ry = v —v'A+ V’Z — T (5.13)

Ry =@ +7rv —rl)e -1 (5.14)
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Ry3 = [(1 +rv —rd)e 2 — 1]sen29 (5.15)

Sendo todas as demais componentes nulas.
Agora considerando que queremos a solucdo das equagdes de campo para o espago ao
redor de um objeto — ou seja: para o espago vazio — entdo temos Ty, nulo. E a equagdo de campo

fica:

1
Rap — EgabR =0 (5.16)

Multiplicando esta equagdo por g¢? temos:

RE = 5¢R (5.17)
O que implica em:

Ry =0 (5.18)

Ou seja: todas as componentes ndo-nulas do tensor de Ricci obtidas acima devem ser

igualadas a zero. Assim, reescrevemos as equagoes (5.12), (5.13) e (5.14):

, 2V
V" + Y = _T =0 (5.19)
, 2N
VI =V A+ = — =0 (5.20)
QL+rv' —rAi)e 22 —-1=0 (5.21)

Somando (5.19) com (5.20) chegamos a:
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0
v’+/1’:a(v+/1)20=>v+/126 (5.22)

Onde C ¢ uma constante. Mas levando em consideragdo que a perturbagdo causada pela
fonte deve diminuir a medida que r aumenta, a métrica deve se aproximar da métrica de
Minkowski para r — oo, entdo v e A devem tender a zero nesta condi¢cdo. Assim a constante C

deve ser nula e temos:

v=-1 (5.23)
Usando essa relacdo, (5.21) fica:
1+2rv)e? =1 (5.24)
Ou:
9]
a(rew) =1 (5.25)
Integrando esta equagdo, obtemos:
re?¥ =r—2m (5.26)

Onde —2m ¢ a constante de integracao.

Entdo, através de (5.7) e (5.23) e (5.26), chegamos finalmente a:

2m
goo =€ =1 B )
_ 5.27)
2m 1} (
i1 = —e2r = _p2v :<1_ - ) J

Mas, como vimos, no limite para campos fracos a componente g,, deve ser dado por
(4.20) como o potencial gravitacional newtoniano de uma distribuicdo esférica de massa M dada

por:
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- 5.28
@ - (5.28)

Com G a constante gravitacional de Newton. Comparando entdo (5.27) com (4.20) e

utilizando a relacdo acima, chegamos a um valor para a constante de integracao:

GM
m=— (5.29)
C2
Chegamos entdo ao elemento de linha de Schwarzschild:
2GM 2GMy\
ds? = (1 — )czdt2 — (1 — ) dr2 — r2(d6? + sen?0d¢?) (5.30)
c?r c?r

E vemos que no limite para r muito grande esta expressdao se reduz ao intervalo de
Minkowski.

Em posse dessa métrica, podemos entdo determinar a equacdo de movimento para corpos
se deslocando nos arredores de uma distribuigao esférica de massa M. No caso de nao haver
forcas externas atuando, basta resolver a equagdo da geodésica com o tensor métrico definido

pelo elemento de linha de Schwarzschild.
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6 CONCLUSAO

Como vimos a Teoria da Relatividade Geral (RG) ¢ uma teoria capaz de descrever o
universo na presenga de campos gravitacionais ampliando e generalizando os conceitos
envolvidos na Teoria da Relatividade Restrita ao interpretar os campos gravitacionais como uma
deformacado no espaco-tempo de Minkowski causada por distribui¢des de matéria. E sabendo qual
a distribuicdo de matéria podemos também aferir qual serd a geometria do espaco-tempo, atraves
das equagdes de campo de Einstein.

Neste sentido obtemos a solu¢do das equagdes de campo para um objeto de simetria
esférica, estatico e com massa definida — a solucdo de Schwarzschild — que apesar de simples
teve importancia crucial na validacdo da teoria, por ser capaz de descrever muito bem o espago-
tempo proximo ao Sol, por exemplo, e sendo capaz de prever e descrever fendmenos que a
gravitacdo de Newton foi incapaz de explicar, como o desvio na trajetoria na luz das estrelas
devido a presenca do sol (lentes gravitacionais) e o calculo mais preciso do perié¢lio de Mercurio.
A RG também tem papel fundamental para a cosmologia e com ela foi possivel descrever o nosso
universo em expansao.

Neste texto foram englobados os principais aspectos para a compreensdo da RG. A partir
daqui abrem-se caminhos para a solu¢do de problemas mais complexos que o descrito pela

Solugdo de Schwarzschild.
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