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RESUMO

O PROBLEMA DE DIRICHLET PARA A EQUACAO DOS GRAFICOS
MINIMOS COM DADO NO BORDO LIPSCHITZ CONTINUO

AUTORA: Caroline Maria Assmann
ORIENTADOR: Ari Joao Aiolfi

Neste trabalho estudamos existéncia e nao existéncia do problema de Dirichlet para a equacao
dos graficos minimos em dominios nao convexos do plano. Procuramos por condigoes sobre
o dado no bordo que sejam as menos restritivas possiveis para que o problema de Dirichlet

em questao tenha solucao.

Palavras-chave: Método de Perron. Problema de Dirichlet. Gréaficos Minimos. Dominio

nao Convexo.



ABSTRACT

THE DIRICHLET PROBLEM FOR THE MINIMAL GRAPH EQUATION
WITH LIPSCHITZ CONTINUOUS BOUNDARY DATA
AUTHOR: Caroline Maria Assmann
ORIENTATOR: Ari Joao Aiolfi

In this work, we study existence and non existence for the Dirichlet problem for the minimal
graph equation in non convex domains of the plane. We search for conditions on the boundary

data which be the less restricted possible for the solubility of the Dirichlet problem.

Keywords: Perron Method. Dirichlet Problem. Minimal Graphic. Nonconvex Domains.
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INTRODUCAO

O problema de Dirichlet para a equacao dos graficos minimos em um dominio
Q C R™ de classe C%, n > 2, consiste em encontrar uma funcao u € C*(Q) N C° () que

satisfaca

M(u) = div(L>:0, em €

V1+|Vul|?

u|8Q - f

onde f € C°(99) é dada a priori.

Este é um problema classico que vem sendo investigado ha mais de um século.

Relativamente a dominios limitados 2 C R?, sabemos desde os trabalhos pioneiros
de Radé (1930) e Finn (1954, 1965), que o problema (1) tem solugao tnica para qualquer
f € C%(09) se e somente se §) é convexo.

Quando € é limitado e nao convexo em média, isto é, 92 tem ao menos um ponto
onde a curvatura média é negativa, um classico resultado foi dado por Jenkins & Serrin
(1968). Eles mostraram que se o dado no bordo f é restringido de alguma forma, o problema
(1) pode ser resolvido, conforme Teorema 2 de Jenkins & Serrin (1968). Mais precisamente,

eles provaram que se f € C*(09Q) e
osc(f) :==supf —inff <B(|Df],|D*f|,Q),
o0 9

onde B tem uma forma explicita dada na se¢ao 3 de Jenkins & Serrin (1968, p. 179), entao o
problema (1) tem solugdo. Em particular, mostraram que 8 = oo se (2 é convexo em média.
Observamos que, convexo em média, para n = 2, equivale a ser convexo.

No entanto, tal restricao sobre o dado no bordo nao é a melhor possivel, como sera
visto ao longo de nossa explanacao nos proximos capitulos e é justamente este o objetivo
desta dissertacao.

Nos concentraremos em dominios nao convexos em média, buscando condigoes que
sejam as menos restritivas possiveis sobre o dado no bordo. Nosso interesse estara nas

condigoes dadas por Williams (1984) no Teorema 1. Williams (1984) mostrou que, para {2



limitado e nao convexo em média e f € C%' (9Q) com constante de Lipschitz

Lip(f) = K € [Oﬁ)

o problema (1) tem solugao se osc (f) é pequena o suficiente, menor que uma certa constante
que depende de n, K e Q, i.e, osc(f) < e (n, K,Q). Mostrou que, sem uma hipdtese sobre
osc (f), pode-se encontrar dado no bordo f, com Lip (f) tdo pequena quanto se queira, tal

que o problema (1) nao tem solu¢do. Também provou que, se K > \/nIT’ existe um dado

no bordo f nao negativo tal que o problema (1) nao tem solu¢ao (Teorema 4 de Williams
(1984)).

Estudaremos aqui o Teorema 1 (existéncia) e Teorema 4 (ndo existéncia) de Williams
(1984) no contexto do R?, sendo que, para o teorema de existéncia, optamos por um resultado
de Ripoll & Tomi (2014), valido tanto para dominios limitados como nao limitados (sendo
que para este ultimo caso, buscamos solugoes limitadas), o qual exibe a condigdo sobre a
constante de Lipschitz dada por Williams (1984) de uma forma mais explicita.

Quanto a dominios nao limitados e solugoes ilimitadas do problema (1), exploraremos
o resultado de existéncia devido a Kutev & Tomi (1998) o qual leva em consideracao a
mesma hipétese sobre a constante de Lipschitz de Williams (1984). Também exploraremos
um resultado de nao existéncia para dominios nao limitados dos mesmos autores.

Os teoremas de existéncia para o problema de Dirichlet (1) estdo concentrados no
Capitulo 2.

Provamos inicialmente o Teorema E de Kutev & Tomi (1998). A escolha por comegar
por este resultado ficara clara no decorrer da dissertacao.

Seja 0~ o conjunto dos pontos nao convexos de 02, R (z) o raio do disco de maior

raio contido em R*\€) que tangencia OQ em z € 9~ e
R:=inf{R(z);z € 0~ Q}. (2)

Com esta notagao, no que tange a solugoes nao limitadas vimos o seguinte resultado
de Kutev & Tomi (1998):

Teorema A (Teorema E, Kutev & Tomi (1968)) Seja Q C R? um dominio de classe
C? tal que R* \ Q € limitado e seja f € C°(0N). Dados p € (—R,R), § > 0 e K €
[0,v/1—|ul/R), existe e = e(p, 0, K,Q) > 0 tal que, se f satisfaz

fly) = f2)| < Kly — x|,z € 0-Q,y € 0Q,|ly — x| <6 (3)



osc(f) < e (4)

o0N

o problema de Dirichlet (1) possui solugio u € C*(Q) N C°(Q) satisfazendo

u(x) = pln|z|+ O(1), quando |z| — oco. (5)

Em seguida, mostraremos o Teorema 2 de Ripoll & Tomi (2014), qual seja:

Teorema B (Teorema 2, Ripoll & Tomi (2014)) Seja Q C R? um dominio de classe
C? e tal que R como em (2) seja positivo. Seja K € [0,1) tal que o dado no bordo f satisfaz

a condicao de Lipschitz

Se
cosh™ (1 ++/2)

42 +6

entdo defina o pardmetro p € (0,+/2] pela equagio

K> Ky = ~ 0, 44771

cosh™ (1 + p)

=K
NV EETEN:

Se K < K, entao defina j1 = \V/2'. Entdo o Problema de Dirichlet (1) tem solugao limitada
u para qualquer f € C°(0R) desde que, adicionalmente a (6), satisfaca

(7)

W
+

osc(f) = sup f(y) —inf f(y) < { Reosh™ (1 + ). (8)

O método utilizado para a prova de ambos os resultados acima serd o Método de
Perron, o qual esta descrito no Capitulo 1. Observamos que, relativamente ao Teorema A,
Kutev & Tomi (1998) mostram ainda que a solugao u obtida é unica satisfazendo a condicao
assintotica (5). Também Ripoll & Tomi (2014), relativamente ao Teorema B, mostram a
unicidade da solucao, que decorre, se €2 é limitado, do Principio do Maximo para a diferenga
de duas solugoes (ver p. 17). Porém para dominios nao limitados nao é tao evidente. Estas
questoes relativas a unicidade nao serao tratadas aqui pois seriam necessarios uma série de

outros resultados, o que fugiria um pouco de nosso objetivo.



No Capitulo 3. estao concentrados os resultados de nao existéncia para o problema
de Dirichlet (1). Comecamos pelo Teorema 4 de Williams (1984), o qual é relativo a dominios
limitados de classe C*®. Faremos sua demonstracao no contexto do R2.

Considere um dominio Q C R? que tenha curvatura negativa (em relagdo a normal
interior) em um ponto zy € 9. Dado isto, note que existe &, > 0 tal que koq(z) < ko < 0
para todo = € By, (z9) N 0. Tendo por base essa notagao, o resultado de nao existéncia de

Williams (1984) para dominios limitados é dado por:

Teorema C (Teorema 4, Williams (2014)) Seja Q C R? um dominio limitado de classe
C?% ¢ seja 1y € 0~N. Sejam e > 0 e K > 1 dados. Suponha f : 00 — R tal que emiste
d € (0,00) tal que

(i) f(x) = Klz1|, se x = (x1,22) € Bs(x) N OLY,
(i) f(x) >e, se x € 0N\ Bs(zo).

Entdo ndo existe u € C?(Q) N C%Q) tal que M(u) =0 em Q e ulosg = f.
Observamos que este resultado é necessario para a prova do resultado de nao existéncia
devido a Kutev & Tomi (1998), que exploraremos na sequéncia e o qual é relativo a dominios

de classe C%° quaisquer.

Teorema D (Coroldrio 3.3, Kutev & Tomi (1968)) Seja Q C R? um dominio tal
que O contém um segmento I' de classe C* que tenha curvatura negativa em relagcdo d
normal interior. Entdo, para qualquer € > 0 e K > 1 existe dado no bordo f € Lip(I") com
Lip(f) = K, osc (f) < € tal que o Problema de Dirichlet (1) ndo possui solu¢do em 2 para
qualquer dado no bordo g sobre 09) tal que g |r= f.

Quanto ao Capitulo 1, elaboramos um resumo da teoria de EDP elipticas que neces-
sitamos para visualizar o método de Perron, bem como um resumo do método de Perron em

si. Ao longo do texto a notacao utilizada ¢ baseada no livro de Gilbart & Trudinger (2001).



Capitulo 1

PRELIMINARES

Apresentaremos, neste capitulo, algumas ferramentas necesséarias para obtencao dos
proximos resultados. Nossa referéncia para este capitulo é o classico livro de Gilbart &
Trudinger (2001).

1.1 ESPACOS DE HOLDER

Seja €2 C R™ um dominio limitado. Sejam zg € 2 e f : @ — R uma funcao. Dado
0 < a < 1, dizemos que f é Holder continua com expoente a em x( se
|/ (@) — f(zo)]

e = < 00. 1.1
[flaz S p——T 00 (1.1)

Chamamos [f]a,z, 0 coeficiente de Holder com expoente o de f em 1z, referente a 2. Além
disso, quando a expressao (1.1) é védlida para o = 1, a fungao f é dita Lipschitz continua em
x.

Podemos extender a no¢ao de Holder continuidade a todo conjunto €2 (ndo necessa-
riamente limitado). Chamamos f uniformemente Holder continua, com expoente a € (0, 1]

em {2, se a quantidade

[fla,o = sup M

ewen T —yl®
T#Y

(1.2)

é finita e, dizemos que f é localmente Holder continua com expoente o em ), se f é unifor-
mente Holder continua com expoente o em todo compacto de €2. Note que se €2 for compacto
esses conceitos coincidem.

Sejam k um inteiro e  C R™ um dominio. Denotamos por C*%(Q) o conjunto de
todas as fungoes f : 2 — R cujas as derivadas parciais de ordem k sao uniformemente

Hélder continuas com expoente 0 < o < 1 em 2. Note, ainda, que o conjunto C**(2) é um



subespaco de C*(9).
Em nosso problema de Dirichlet (1), estamos supondo 0f) com certa regularidade.
Na proxima definicao, levando-se em conta as definigoes vistas anteriormente colocamos o

que entendemos por isso.

Definicao 1.1 Seja Q C R™ um dominio limitado. Dizemos que 0 € de classe C*<, com
k€ NU{0} e a € (0,1}, se para todo x € 02 existe uma bola B C R™ de centro z, um aberto
W em R™ e uma aplicagao bijetora 1 : B — W tal que

i) Y(QNB) CRY ={yeR"; y, >0};
i) (0N B) C ORY ={y € R"; y, =0} =R"!
iii) ¢ € C*(B), ¢t € CF(W).
Quando 0) for de classe C**, dizemos que o dominio ) é de classe C*.

Ainda, podemos definir em espagos C*(€2), com 0 < o < 1, a norma

k

[ llema@) = | flran = Z 1D floo + [D* fla

=0
one D f(x) — D*f(y)|
D¥f(x) — D" f(y , :
[D* flo = sup = e |D?floo =sup|D’ f(x)]
z,yeN |$ - y| zeN
TH£Y
com J
. ol
Dif(a) = — IO
o1 0xy .0z
para todo 7 = (J1,...,Jn), onde j; é um inteiro positivo, j é um multi-indice com |j| =
o o e i 6w it o it .

J1 + jo + ... + jn. Observamos que o espago C**(Q), quando 2 é limitado, munido com a

respectiva norma, ¢ espaco de Banach.

1.2 ALGUMAS CONSIDERACOES SOBRE OPERADORES ELIPTICOS
DE 22 ORDEM

Seja 2 C R™ um dominio e n > 2. Um operador diferencial linear de 2* ordem é
definido por
L:C*Q) — C%Q)
u +— L(u)

onde
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L(u) =Y aj 6:6,893] ;b axz (z)u. (1.3)

ij=1

Dizemos que L é um operador eliptico se a matriz dos coeficientes (a;;) é positiva
definida em (2, isto é, a;; = aj; e todos os autovalores da matriz (a;;) sdo positivos. Ainda,
dado z € Q e sejam A = A(x) e A = A(x), respectivamente, o minimo e méximo dos au-
tovalores de (a;j(x)), podemos classificar L a partir de seus autovalores como: estritamente

eliptico se existe §y > 0 tal que dg < igf A; fortemente eliptico se existem g > 0 e d; tal que

A
0o < igf A < supA < 4, e uniformemente eliptico se Y é limitado em €2, ou seja, existe 6; > 0
Q

A
tal que 1 < 3 < 41, para todo x € €.
Um operador diferencial quase-linear e eliptico de 2* ordem ¢é da forma

Q:CQ) — Q)
u — Q(u)

com ,
. 0%

= E : ij V 1.4

Q(U) = GZJ(IL',U7 CU) 61‘181'] + b(:v,u, u) ( )

onde = € Q, a;; = aj; e (a;;) possui autovalores positivos.
Observemos que o operador 9t dado em (1), é um operador quase-linear eliptico, o
qual é chamado de operador de curvatura média nula. Note que neste caso, para 0 C R? que

¢ onde trabalharemos, 9 pode ser definido, equivalentemente, por

1+ u 2u,u, 1+u?

M(u) = Uy Uay y,
= V(L +[Vul?)3? \/(1+ |Vu[2)3/2 + VI + [VuP)32

e vemos entdo que a matriz dos coeficientes (a;;) ¢ dada por

1+u — Uy Uy
)= | VOFIVUEPE E VR
Y — Uy Uy 1+u?

VL Va2 /(1 +[Vul2)32
Efetuando os célculos, obtemos os autovalores da matriz acima

1 1

A= e A=—
1+ [Vu]2)32 © 1+ [Vup)/z’
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0s quais sao positivos, o que caracteriza a elipticidade do operador 9t em ().
Observemos que o grafico de uma funcao u € C*(2), Q C R?, que satisfaz M(u) = 0

é uma superficie minima do R3.

1.2.1 Principio do Maximo

Estabelecemos aqui alguns resultados, como o principio do maximo e o principio da
comparagao, relacionado a operadores lineares elipticos e, em seguida, os utilizaremos para
estabelecer um importante resultado relativo ao operador 91 que sera muito utilizado nos

proximos capitulos.

Teorema 1.1 Seja Q) C R™ um dominio limitado e seja L um operador linear eliptico de 2
ordem com ¢ =0 e u € C*(Q) N C%Q) satisfazendo Lu > 0 (< 0) em Q. Entdo

supu = supu (infu = inf u).
Q o9 o8

Consequentemente, se L(u) = 0, entdo

inf u < < .
infu < u(z) < S;qu

Demonstragao: Gilbart & Trudinger (2001, p. 32).

Teorema 1.2 Sejam 2 C R™ um dominio limitado e L operador eliptico com ¢ < 0. Sejam
u,v € C2(Q) N C°Q) satisfazendo Lu = Lv em Q, u = v em 9Q, entdo u = v em Q. Além
disso, se L(v) > L(u) em Q ev < u em 0N, entio v < u em Q.

Demonstragao: Gilbart & Trudinger (2001, p. 33).

Pelo Teorema 1.2 dados u, v, w € C?(Q) N C%Q), se Lu =0, Lv > 0e Lw <0
com vy = ulgn = wlsa, temos que v < u < w em .

Dizemos que v, w € C%(f) sao, respectivamente, sub e supersolugoes relativamente
alu=0em Qse Lw <0< L.

Nos préximos resultados estabeleceremos uma importante relagao entre o operador
M e um operador linear eliptico L que satisfaca as hipoteses do Teorema 1.1. Este resul-
tado nos permitird trabalhar com o Principio do Maximo e Principio da Comparacao em
algumas situagoes relacionadas ao nosso operador 9. Para isso, precisamos de um resultado

preliminar.
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Lema 1.1 Sejam Q C R™ um dominio limitado, u, v € C*(Q) e o operador M : C*(Q) —
C°(Q) dado em (1). Entdo, vale a igualdade

D), (v) = Z ai;vi; + Z biv, (1.5)

i,j=1

onde a;;(Vu) = (1+|Vul?)dy; — uu; e bj(Vu, D*u) = (2Au)u; — 2> uju;j, e M € de classe
=1
Ct.

Demonstragio: Dados u,v € C%(Q) podemos considerar D(9M),(v) = Eim(u +
tv)|s=0, assim obtemos

d
—tﬁﬁ(u + tv) |t:0 =

d n
= % [(1 + |V(u + tv)|2)A<u + tl)) — ijl(uz + tvi)(uj + tvj)(uij + tvij)] |t:0

d n

= [(1+ |Vul? + 2| Vo|? + 26(Vu, Vo)) (Au + tAv) — 3 (u; + tv;) (u; + tv;) (ug; + tvig)]i=o

i,j=1
= [(2t|Vo]? + 2(Vu, Vo)) (Au + tAv) + (1 + [Vul? 4+ 2| Vo|? + 26(Vu, Vo)) (Av)] |i=o

2 2
- ‘21 [2uvjui; + 2tvvju; + 2tuvjvy 4 2620005 4wy + 2tuvs 5 + o005 i=o
Z7j:

= 2(Vu, Vo)) Au + (1 + |Vul|*)Av — 2 Z UV UG — Z Ui U5V

i,7=1 i,7=1

Ainda, note que

2(Vu, Vo)) Au —2 > wojuy; = 208w Y, uv; —2 ) wvjug;
ig=1 ig=1 ij=1

]:

i=1

1+ |VulP)vy — > wujvy

™=

1+ |Vul)Av — > wujv; =

i,j=1 i=1 i,j=1
= j=

Assim, obtemos

Z a;jVi; + Z biv;,

i,7=1
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onde a;;(Vu) = (1 + |Vul?)d;; — wu; e bi(Vu, D*u) = 2(Auu; — Y uju;j). Basta, agora,
=1

mostrarmos que D (M), (v) é continuo. Sabemos que operadores lineares em espagos norma-
dos sao continuos se, e somente se, eles sao limitados. Nesse sentido, precisamos mostrar que
existe ¢ tal que

[DEN)u(v)]oq < clvlygn-

De fato, como u € C2(Q), temos que ay;(Vu) e b;(Vu, D*u) sio continuos no com-

pacto €2, logo ambos sao limitados por uma constante ¢(|ul,q). B, assim

D) (v)]og = | ,Zl aiVij + ;bivi‘o,ﬁ

17]:

n n
Y Jaivig|yq + X [bivil g
i,j=1 i=1

n n
o 2 Joilon + X [vilon)
2,7=1 =1

= |D*log + Vuloa) < cvhg

IN

IN

O

Com isso, podemos mostrar a proposi¢cao seguinte.

Proposigao 1.1 Seja Q C R™ um dominio limitado . Dadas u,v € C*(Q) tal que M(u) >
M(v) em Q. Entao existe um operador eliptico L como em (1.3), com coeficiente ¢ = 0, tal
que

0 < L(u—v) em Q.
Demonstragio: Denotemos w = u — v e considere o caminho ¥ : [0,1] — C%(Q2), definido
por ¥(t) = tu + (1 — t)v. Note que

Além disso,

Com essas notagoes, segue do Teorema Fundamental do Célculo e de (1.5) que

(0t = [ DO (O

0 <M(u) —Mw) =

S

o o .

N
M=

> ay(Vo(t))w + ébi(Vﬁ(t), Dz(ﬁ(t))wi) dt

: "

a;; (VO(t))dt)wi; + 3 ( Ofl bi(VO(t), D2(O(t))dt)w;

=1

Se—

=

<
I
—_

Il
ﬁM:
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_ 1
Dessa forma, para quaisquer u,v € C?(QQ) fixados, denotando A;; = [ a;;(VI(t))dt
0

1
e B; = [b;(VI(t), D*(9(t))dt, temos que os coeficientes A;; e B; dependem apenas de x € Q

0
e, portanto, o operador

Z Ajjwi; + Z Bw;,

i,j=1

é linear e L(w) > 0. Precisamos, agora, mostrar que L ¢ eliptico. Observe que

n

Z Aij (37)5152 =

1,j=1

a;;(VI(t)(x))&&;dt

.

Il
$M:50= 51
— o

R (L + [VO) (@) *)diy — wi(z)u;(x)]€:&;dt

(L + [Vu(@)[)di; — ui(w)u; ()€,

1

(1 + [Vu(@)?) — uf ())& — 32 wilx)u; ()€,

Z

7,

I
™=

= Y@+ Y E(Vul@) - @) — X wle)uy @)
iy
= 231512 + Z (5 2u ujg’tfj 2)
= Z%;é:jl

Logo,

> Ai@ag = X&+ X (G- Gu)’

2,7=1 i,j=1

i#j
> [¢)

para todo & = (£1,&,...,&,) € R" e todo # € Q. Além disso, como u € C?(Q) segue do
Teorema de Schwarz que a matriz (A;;) é simétrica. Portanto, L ¢ eliptico. O
A partir deste resultado podemos fazer uso do Teorema 1.1 e Teorema 1.2 para

obtermos o seguinte resultado relativo ao operador 1.

Corolario 1.1 Sejam Q C R™ um dominio limitado e u,v € C%(Q) N C°(Q) tal que M(u) >
M(v) em Q. Entio

sup(u — v) = sup(u — v).
Q 09
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Em particular, se u < v em 0%, entdo u < v em .

Demonstracao: Da Proposicao 1.1 temos que existe operador linear eliptico L, como dado
em (1.3), com ¢ = 0 tal que
0<L(u—v) em Q.

Logo, pelo Teorema 1.1, temos

sgp(u —v) = s;lﬂp(u —v), (1.6)

Se u < v em 99, de (1.6) temos v — v < 0 em Q. Portanto, o resultado segue. [

Proposigao 1.2 Seja Q C R™ limitado. Suponha que u € C*(Q)NCH(Q) satisfaz M(u) = 0.
Entao

sup |Vu| = sup |Vul.
0 B

A prova deste resultado encontra-se em Gilbart & Trudinger (2001, p. 362) e,
também, pode ser vista de forma mais detalhada em Bonow (2007, p. 40).

Como ressaltamos na introducao, estaremos envolvidos com dominios nao convexos
em média. No decorrer de algumas demonstragoes do préximo capitulo, no entanto, faremos
uso de resultados ja classicos relativos a dominios convexos do plano. Em particular, nos
envolveremos com o problema de Dirichlet (1) quando o dominio 2 em R? é limitado e
convexo, nao necessariamente C2, pois poderd, em nosso caso, conter um nimero finito de
arcos regulares. Neste sentido, veremos a definicao de curvatura exterior, a qual sera utilizada

no proximo resultado.

Definigao 1.2 Seja Q um dominio de classe C' por partes. Dado p € 09, definimos a
curvatura exterior do bordo em p como o supremo das curvaturas de todas as curvas C?
passando por p e que nao interceptam €2, sendo o sinal das curvaturas baseado na normal

apontando para Q.
Com isto, podemos agora enunciar o resultado devido a Serrin (1970).

Teorema 1.3 Seja 2 C R? um dominio limitado. Entdo o problema de Dirichlet (1) em Q
para equacao de curvatura média constante H > 0 tem solucao para qualquer dado no bordo

f continuo se, e somente se, a curvatura exterior k satisfizer
k>2H

em cada ponto do bordo. A solucao € unica se ela existe.
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Em alguns casos, neste trabalho, ao invés de usarmos diretamente o operador 9

faremos uso do operador alternativo 9, dado no lema a seguir.

Lema 1.2 Sejam Q C R"™ um dominio, u € C*(Q) e seja M operador dado em (1). Entio

M(u) = 0 se, e somente se,
Mo (u) := Au— (14 |Vul?) 2| Vul(V(|Vu|), Vu) = 0.

Demonstragdo: Primeiramente, observamos que se f € C*(€) e se X um campo de vetores

em {2, temos que

div(fX) = fdiv(X) + (Vf, X).

Além disso, observamos que
div(Vu) = Au.

Assim, segue que

M) = d(\/%) - d(\/ﬁ—vmVu)

1 L
L Gn(Vu) + (VL + [Vu) 2,V
(V) + (V{1 [T 7)
= b A L vep s V), v
V14 |Vul? 2 ’
(1.7)
Au 1
_ _ V|V (V) ¥
Trver ey VAV ¥
Au |Vul

S Ve O v Ve Ve

Au(l+ |Vul?) = [Vul[{V(|Vul|), Vu)
(1+ |[Vul?)’/2

Entéo, note que se M(u) = 0 temos que (1 + |Vul?) /290 (u) = 0. Por outro lado,
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temos

0 = (1+|Vul>) /20 (u)

Au(l+ |Vu]2)3/2 — |Vu|(1 + |Vu|2)1/2<V(]Vu|), Vu>
(1+ |Vu|2)3/2

= Au—|Vul[(1+ |Vul>)"2(V(|Vu]), Vu) = Mo (u)

1.3 0 METODO DE PERRON

Para resolver o problema de Dirichlet utilizaremos o método das subsolucoes, co-
nhecido como Método de Perron. Esta técnica trabalha com sub e supersolucoes associadas
ao operador 1.

Inicialmente, veremos que operador 91 satisfaz algumas condigoes, as quais sao im-
prescindiveis a aplicagao do método que pretendemos utilizar. Posteriormente, detalharemos

a técnica usada para garantir a existéncia de solugao para o problema de Dirichlet (1).
1.3.1 Condigoes necessarias para aplicabilidade do Método de Perron
Observamos, inicialmente, que o operador 9 satisfaz as seguintes condigoes:

I) Principio do Maximo para diferenca de duas solugoes:

Sejam 0 C R™ limitado e u,v € C%(Q) N C°(Q) tais M(u) = M(v) = 0, entdo

sup (u — v) = sup (u — v).
Q o0

De fato, isto é imediato do Corolario 1.1.

IT) Existéncia de Solugoes em dominio pequenos:

Seja Q C R", 2 € Q e B, uma bola aberta tal que B, C 2. Dado f € C°(0B,), existe
u € C%(B,) N C°(B,) que satisfaz

{ M(u) =0 (1.8)

u |aBz: f
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Este resultado é bem conhecido, pois desde o trabalho de T. Radé (1930) para R?
sabemos que, para dominios limitados de classe C? e convexos em média com dado no

bordo continuo, o problema de Dirichlet (1) tem tnica solugao.

III) Compacidade:

Sejam © C R” limitado e B um subdominio de Q com B C €. Dada uma sequéncia de
solugoes uniformemente limitada {u,} C C?(B) satisfazendo M(u,,) = 0 em B, existe
subsequéncia {u,, } C {u,} que converge uniformemente para uma solucao u € C?*(B)

que satisfaz M(u) = 0 em B.

A demonstragao deste resultado foge um pouco do escopo desta dissertacao e vamos
assumi-lo. A demonstracao pode ser vista em Gilbart & Trudinger (2001), capitulo 4.

Para R?, pode ser visto também em Buriol (1995).

Um problema de Dirichlet, como dado em (1), onde o operador é tal que satisfaz

estas trés condigoes, pode-se aplicar o Método de Perron, o qual ¢ descrito abaixo.

1.3.2 O Método de Perron

Considere o operador 9 e o problema de Dirichlet (1). O Método de Perron faz
uso, principalmente, do conceito de sub e supersolucoes associadas ao operador 901 e relativas

ao dado no bordo f e basea-se exclusivamente nos itens I, II e I11 da subsecao anterior.

Definigao 1.3 Seja Q C R™ um dominio. Uma funcio v (w) € C%(Q) € dita subsolugdo
(supersolucdo) relativa ao operador 9 em Q se para todo subdominio D limitado, com D C
e cada u € C*(D) N C°(D) satisfazendo M(u) = 0 em D com ulap > vlap (ulap < wlap),

tem-se que u > v (u < w) em D.
Com base nesta definigdo, podemos considerar os seguintes resultados:

Lema 1.3 Seja Q2 C R™ um dominio e sejam v uma subsolucdo relativa a M em Q, x € Q e
B, uma bola centrada em x, com B, C Q. Denote por Ugy € C?*(B,)N C’O(B_x) a funcao que

satisfaz M(uy,) =0 em B, e € tal que u,, =v em 0B,. Entao a fungdo definida em 0 por

_ o ux,v(y) , Sy € Bac
= { v(y) . sey€Q\ B, (19)

€ uma subsolucao em €.
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Demonstragao: Inicialmente, como u,, € v sdo continuas e u, ,|sp, = v|op, temos que v é
continua. Agora, considere uma bola arbitraria V C Q tal que V C Q. Como o operador
M satisfaz a condigao (I1) da segdo anterior, existe h € C2(V) N C°(V) tal que Mh = 0 em
V satisfazendo v < h em 0V, por exemplo h = Sup . Note que, como T > v em V, temos
v < h em JV. Ainda, como v é subsolucao em {2 sdevgue que v < h em V. Consequentemente,
tem-se v < hem V '\ B,.

Além disso, como v satisfaz M(T) = 0 em B, e v < h em I(V N B,). Segue
do Principio da Comparacao, Corolario 1.1, que v < hem V N B,. Consequentemente,

v < hem V. Assim, como V é arbitréario, segue que v é subsolucao em (2. O

Lema 1.4 Seja 2 C R™ um dominio e sejam vy, va, vs, ..., v, subsolugoes relativas ao

operador M em ). Entdo a funcao

v(z) = max{vi(z), va(x), v3(x),..., vu(x)}
¢ também subsolucdao relativa a M em Q.

Demonstracao: Visto que a fungao v; é continua, para cada i = 1,...,p, obtemos que v, pela
defini¢ao acima, também serd continua (ver Lema 1.5 adiante). Agora, considere uma bola
arbitraria V' C Q tal que V C Q. Como o operador 9t cumpre a condicio (II) e v é continua,
existe fungao h € C2(V) N C°(V) satisfazendo Mh = 0 em V com v < h em 9V.

Assim, como v < h em 0V, temos que
v; < h em IV,

para todo i € {1, 2,..., p}. Como cada v; é subsolugao relativa a M em Q, i € {1, 2, ..., p},

da definicao de subsolucao, segue que v; < h em V. Logo

max {v;(z)} = v(x) < h(z), x € V.

1<i<p

Portanto, como V' é arbitrario, v é subsolucao em (2. 0]

Observacao 1.1 Analogamente mostra-se que se wy,...,w, sio supersolugoes relativas ao
operador M, entao

w(x) = min{w;(x), ..., wy(z)}

¢ supersolugao relativa ao operador 9 em €.
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Definigao 1.4 Seja Q C R™ um dominio e seja f € C°(0Q). Uma subsolugdo v associada

ao operador M é dita subsolugao relativa ao dado no bordo f se

lim sup v(y) < f(x)
y—x
para todo x € 0 . Similarmente, uma supersolucao w associada ao operador M € dita

supersolu¢ao relativa ao dado no bordo f se liminf w(y) > f(z) para todo x € OS).
y—T

Observe que, se () for limitado, obtemos que cada subsolugao relativa a f é me-
nor ou igual a cada supersolucao relativa a f. Note que as fungoes constantes menores ou
iguais (maiores ou igual) ao infimo (supremo) da f em 02 sdo consideradas subsolugdes
(supersolugoes) relativas a f.

Como trabalharemos com dominios tanto limitados quanto nao limitados, usaremos

a notagao dada na definicao a seguir para ambos casos.

Definicao 1.5 Dada uma supersolug¢ao w relativa ao dado no bordo f, denotamos por Fy,,

o conjunto de todas as subsolugoes v relativas a f tal que v < w em €.
Com essas defini¢oes e notacoes podemos agora demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 1.4 Seja Q C R™ um dominio e seja f € C°(0R). Suponha w uma supersolugdo

relativa a f e suponha que Fy,, seja ndo vazio. Entao
u(z) := sup{v(z); v € Ft,, v € Q} (1.10)

estd bem definido, u € C*(Q) e M(u) =0 em Q.

Demonstrag¢ao: Como o conjunto Fy,, é nao vazio e limitado superiormente por w, entao

u(z) = sup v(z), x € Q
VEF;
estd bem definida.
Mostremos agora que u satisfaz o operador M(u) = 0 em 2. Seja x um ponto
arbitrario fixado de ) e seja vy € F,. Da definicao de u, temos que existe uma sequéncia
(vn) C Fy tal que

Sem perda de generalidade, pode-se considerar v, = max{v,,vo}, 0 que implica que a
sequéncia v, é limitada pontualmente, pois

v < v, <w
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para todo n € N.

Seja B, uma bola centrada em z tal que B, C €. Defina a sequéncia

V ( ) o ul‘yvn(y) y S€ y € BZ‘
" ony) , sey€Q\ B,

onde u,,, € C%(B,)NC%B,) é solugio de (1) em B, que satisfaz u,,, = v, em dB,. Note
que M(V,,) =0 em B, e, pelo Lema 1.3, temos que V;, € Fy,, para todo n € N. Além disso,
por (III), (V) possui uma subsequéncia (V,,,) que converge uniformemente em compactos de
B, a uma fungao u € C*(B,) satisfazendo M(u) = 0 em B, e u(x) = u(z). Como V,, € F},,
u < w em B, e, entao, segue da definicao de u, que u < u em B,.

Queremos mostrar que u = u em B, e, para isto, usaremos um argumento de redugao
ao absurdo. Suponha que exista algum z € B, tal que u(z) < u(z). Entao, pela defini¢ao
de supremo, existe alguma fungao v € Fy,, tal que u(z) < v(z). Defina vy, = max{v, V,, } e

considere

Suly) = { Uz, (Y) , sey € B,
v(y) , sey € Q\ B,.
onde u,,, € C?(B,)N C°B,) satisfaz M(u,,,) = 0 com u,,, = vy em OB,. De forma
andloga ao exposto acima, temos que existe uma subsequéncia da sequéncia (Sy) que converge
uniformemente em compactos de B, a uma funcio s € C?*(B,) tal que Ms = 0 em B,,
comu < s <wuem B, e u(r) = s(x) = u(xr). Logo, como M(u) = 0 = M(s) em B, e
Ulop, = S|op,, segue do Corolario 1.1 que @ = s em B,, o que contradiz o fato de u(z) < v(z).
Consequentemente, temos u = u em B,. Como B, é qualquer segue o resultado. 0
A solugao u dada em (1.10) é conhecida como a solu¢do de Perron. O préximo

resultado garante a unicidade de solu¢ao em dominios limitados.

Teorema 1.5 Seja Q@ C R™ um dominio limitado. Se o Problema de Dirichlet (1) possui

solucgao, entao esta solucao € idéntica a solucao de Perron u.
Demonstragao: Segue direto da definicao da solugao de Perron.

Caso o dominio seja ilimitado nao podemos garantir a existéncia de solugao tnica
para o problema de Dirichlet (1). Por exemplo, considere o dominio Q = R?\ D, onde D C R?

é um disco de raio r > 0 centrado em z. Entdo, existe u € C2(2) N C°(Q) satisfazendo o

Mu) = 0
{ . (1.11)

Ulpn =

problema
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De fato, além do plano, o catendide

u,(z) = rcosh™! (M), com |x — xo| >,

r
satisfaz o problema de Dirichlet (1.11). Agora, note que

T — Xo|

uq(z) = a cosh™ (‘ ) — bq, com |z — xo| > 7,

a

onde b, = a cosh™! <C>, serd solucao de (1.11) diferente de u,(x) para todo a € (0,r).
a

Figura 1.1: Possiveis solugdes para o problema (1.11)

Fonte: Da autora.

Agora, sejam 2 C R” um dominio nao limitado e uma fungao limitada f € C°(09).

Se procurarmos por solugao limitada de (1), como vy = ié%f f e wg = sup f sao sub e super-
o0

solugoes relativas a f, respectivamente, com vy < wp em €2, temos que F¥,,, ¢ nao vazio e a

solucao de Perron u sera limitada, ja que neste caso temos
Vo < u < wy.

Observe que nao temos garantia sobre o comportamento da solucao no bordo, isto é,
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nao podemos concluir, em principio, que a solugao de Perron u seja tal que u € C%(2) e ulsg =
f. Com as hipdteses do resultado a seguir, no entanto, podemos garantir que a solucao de

Perron satisfaca o problema de Dirichlet (1).

Proposigao 1.3 Sejam Q2 C R" um dominio de classe C?, f € C°(0) e w uma supersolugdo
relativa a f. Suponhamos que para todo y € 092 existam vy, w, € C%(Q) sub e supersolucdes

relativas a f, respectivamente, tais que v, € Fy,, v, < w, em Q com

Entéo, a funcdo u dada pelo Método de Perron € continua em Q e ulpq = f.

Demonstragao: Dado y € 012, seja (x,) C £ uma sequéncia convergindo para y e seja
u € C*(Q) solugao de Perron satisfazendo 9MM(u) = 0, qual seja, dado pelo Teorema 1.4,
que existe pois Ffy,, # 0. Como v, e min{w,, w} sao sub e supersolucoes relativas a f,

respectivamente, v, € Fy,, e v, < w, em Q temos que
v, < u < min{w,,w} em Q.
Logo, restringindo estas desigualdades aos valores da sequéncia (z,,), teremos
vy(z,,) <ulxy,) < min{wy(x,), w(x,)}.

Uma vez que

Jon, vy () = Jim {0, (@), w(z.)} = £(0)

temos que o limite de u(x,) quando n — oo existe e, além disso,

lim u(z,) = f(y).

n—o0

Consequentemente, segue que u é continua em y e u(y) = f(y). Como y € 98 arbitrério,
temos, portanto, que u é solugao de (1). O
As fungoes v, e w, como dadas na Proposicao 1.3 é o que entendemos por barreiras

relativas ao dado no bordo f.

1.4 OUTROS RESULTADOS PRELIMINARES E NOTACOES

Lema 1.5 (Lema da Colagem) Se X = AUB, onde A e B sdo simultineamente fechados
em X ef:A—=Y eg: A—Y sao continuas e tal que f(x) = g(x) para todo x € AN B.
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Entao h: X — Y dada por

(1.12)

¢ continua.
Demonstracao: Pode ser vista em Munkres (1975, p. 108).

Tendo como base o trabalho de Bruijn (1961), discutiremos, agora, algumas ideias
sobre a notagao O. Essa notacao foi introduzida por Paul Bachmann, em 1894, e nos anos

subsequentes foi popularizada por Edmund Landau.

Definicao 1.6 Seja D C R™ um dominio e sejam f,p: D — R. Entao a férmula
f(z) = O(p(x)), x € D, (1.13)
significa que existe A > 0, com A nao dependendo de x, tal que
|f(z)] < Alp(x)|, para todo x € D.

Em particular, se p(x) # 0 para todo x € D, entao (1.13) significa simplesmente que

é limitado em D. Também, seja I = (a,+o0) e sejam f, ¢ : [ — R. A férmula

B
f(@) = O(p(a)), 7 — +0c
significa que existe b > a e A > 0 tal que

|f(z)] < Alp(x)| sempre que b < z < +00.

A definicao de O nos permite suprimir detalhes sem importancia e nos concentrar-
mos em caracteristicas relevantes de uma fungao. Dizemos que a notagao O nao suprime
uma funcao, mas apenas um nimero, isto é, ele substitui o conhecimento de um ntmero
com certas propriedades pela informacao de que tal nimero existe. Com isto podemos es-
crever explicitamente os termos mais significativos e, entao, os termos menos relevantes sao
resumidos utilizando-se a notacao O.

Durante este trabalho, também faremos uso do seguinte resultado abaixo:

Teorema 1.6 Seja Q2 C R™ um dominio. Sejamu,v € C*(Q) e D C Q um dominio compacto

com fronteira reqular. Entao valem as sequintes identidades:



Primeira identidade de Green:

/ [uAv + (Vu, Vo)]de = / w5

D oD

Sequnda identidade de Green:

onde n € o campo normal unitdrio a 0D que aponta para o exterior de D.

Demonstragao: Pode ser encontrada em Figueiredo (1963, p. 47).
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Capitulo 2

TEOREMAS DE EXISTENCIA

2.1 SOLUCOES NAO LIMITADAS

Nesta secao trataremos da prova do Teorema A. Para prova-lo faremos uso do
Método de Perron descrito no capitulo anterior. Entao, devemos construir barreiras ade-
quadas baseadas no conceito de sub e supersolugoes. Nosso objetivo inicial é encontrar uma
solugao de Perron nao limitada da forma (5). Entdo devemos, inicialmente, encontrar sub e
supersolucao s e w da forma (5), obtendo F},, # 0. Seguird disto que u(x) = sup{s(z);s €
Fp ., x € Q} satisfaz M(u) = 0 da forma desejada.

Inicialmente, vamos demonstrar alguns resultados que irao nos auxiliar na resolucao
do Teorema A. No primeiro lema poderemos garantir, sob certas condigoes, a existéncia de
uma solucao u da forma desejada para os pontos nao convexos.

Utilizaremos a seguinte notagao. Seja Q C R? tal que R?\ Q ¢ limitado e denote por

0~ () a parte nao convexa de 0f2, isto é

0~ Q= {x € 09Q; k(x) <0}

Dado z € 97, seja R(x) o raio do disco de maior raio contido em R? —Q e tal que seu bordo
tangencia 02 em z. Considere R = inf{R(x); = € 0~Q} e denote por v(z) o vetor normal

unitario a 0€) em = que aponta para o exterior de ).

Lema 2.1 Dadox € 07 ¢ 0 < u < R, considere a fung¢ao

Yua(y) = pcosh™! (w—;d) Y €Q, (2.1)
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onde z = x + pv(x). Se, para algum 1 € (u, R), f satisfaz

|f<$> - f(y)l S wﬁ,m(y)v VS 8_97 Yy e an (22)

entao existe u € C*(Q) N CY(QU I Q) satisfazendo M(u) = 0 em Q, u(z) = f(x) para
x € 0-Q e com a condigdo assintdtica (5).

Além disto, u satisfaz a mesma condi¢ao Holder local sobre QU 0~ que 1y, 5.

Demonstracao: Seja p € 0~ um ponto arbitrario fixado. Defina
m = inf f —sup,, e M =sup f.
o0 G19) BI)
Segue que

m+ YY) < fly) <M +,,(y), ye . (2.3)

Com isto, obtém-se que v = m+1,, e w = M +1,, sao sub e supersolucao relativas
ao dado no bordo f, respectivamente e, além disso, segue que v € Fy,,. Portanto, Fl,, é

nao-vazio. Assim, do Teorema 1.4, obtemos

uw(y) =sup{v(y); 7 € Qeve Fpw}

solugao de Perron em (2 e satisfazendo

m+Y,, <u< M+,

Além disto, note que, como cosh~'(|y|) = In(Jy| + /[y]> — 1" ) para |y| > 1, segue
que, quando |y| — oo, y € €, temos que u(y) = pln |y| + O(1).

Observe que, além de garantirmos a existéncia de uma fungao u € C?(Q) N C°(Q)
tal que M(u) = 0 em €, precisamos ainda garantir que u € CO(QU I~ Q) e que u |5-o= f.

Como 1 > u, segue a validade da desigualdade

wy = [(2) + Pra(y) > M+ Pup(y) = w(y) (2.4)

para todo z € 972 e todo y contido no exterior de um disco de raio suficientemente grande.
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Figura 2.1: Desigualdade 2.4

M + Qp,u,,p E f(él?) +¢ﬁ,x

Fonte: Da autora.

Seja Ay = {y € Qw,(y) = f(x) + Ya.(y) < M +9,,(y)}. Como A, é limitado,
v(y) < fly) < w,(y) paratodoy € 0N e wy(y) = M +1,,(y) para y € 0A, \ 09, segue do
Principio do Méximo do Coroldrio 1.1, da definicdo de subsolucdo e da condigao (2.2), que
se v € Fy,, entao v(y) < w,(y) em A, e, consequentemente, em 2.

Fazendo uso do Coroldrio 1.1, obtemos da condigao (2.2) que toda subsoluc¢ao v €

Fy,, satisfaz
v(y) < f(@) + ¥ualy), v€d™Q ye

Consequentemente, como u(y) = sup{v(y);y € Q, v € Fy,,}, entdo
u(y) < f(@) +vue(y), 2€0°Q, ye (2.5)

Além disto, de (2.2) segue que v,(y) := f(x) — Yu.(y) < f(y) para todo z € 0~ Q ey € 01,

o que implica que v, € F},,. Assim, do Corolario 1.1, temos que

ve(y) <uly) z€0°Q, ye. (2.6)
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Portanto, w, e v, sao as barreiras desejadas para o ponto x € 07€). Entao, segue
da continuidade de f e de 95, e das desigualdades (2.5) e (2.6), que conseguimos garantir,
pela Proposigao 1.3, que u € C°(QU O™ Q) e u(x) = f(x), para todo x € 9~Q. Ainda, como

a fungdo 15, é localmente Holder continua com expoente ! /5, temos de (2.5) que
u(y) —w@)] < [f(2) + Ya(y) — (F(2) + Yre@)] = [¥aa(y) — Yr=@)] =

u(y) —u@)| _ [Ypa(y) — ¥pa(0)]

= - < -
ly —g|'/2 ly — 7'/

< 0

paratodoy, 7 € QUI Qy #7 e x € 0. Logo a fungao u satisfaz a mesma condigao
Holder local sobre €2 U 0. OJ

Lema 2.2 Dado x € 07 e 0 < u < R, a fung@o 1, 5, como definida em (2.1), satisfaz

Yusy) 2 (/1= 5y —al + O(ly — al), y € 90 (2.7)

Demonstracao: Seja «: [0,1] — 92 uma parametrizagdo por comprimento de arco
de 02, com «(0) = z el = [(a) o comprimento total da curva fechada dado por 0f2. Considere
a aplicagao d : [0,{] — R, definida por

d(s) = |a(s) — 2> — 1%,

onde z = x + pv(x). Note que

d'(s) = 2(/(s),a(s) — 2)

d" =2[(a"(s), a(s) = z) + (a/(s), o/(s))].

Ainda, temos que d(0) = d'(0) = 0 e d"(0) = 2uk + 2, onde k = k(z) é a curvatura
de 9 em z, ja que k(0) = (a”(0),7(0)), onde n(0) é um vetor normal unitdrio na direcao de
a"(0). Por outro lado, expandindo d em Série de Taylor em s = 0, obtemos

d"(0) ,

d(s) =d(0)+d'(0)s + — 5

ou seja,
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2uk + 2
als) — 22— 2 = (“; )

= (1+ pk)s*

(2.8)

Pondo y = a(s), como a curva é parametrizada por comprimento de arco, note que

s> d(y,x) = |y — x|. Além disto, de (2.8) segue que

ly — 2| = V(1 + pk)s® + 2

e, entao, para y € 052,

Ypaly) = pcosh™ (@)

I
1 k)52 2’
= /,LCOShl(\/( +'UN)S s ) (2.9)
S Mcosh_l(\/(l +pk)ly —al* + ;P)
- [
Tome |y — z| = o e considere a fungao real
olo) = Mcosh‘1<\/ L)
i
Para o > 0, temos
p(1 + pk)

¢'(0) =

VI + pk)[(1+ pk)o® + 1]

e, entao,

oy (L pk)
(lylg(l]c,o(a)—m—\/l—i- k.

Usando a expansao em Série de Taylor para a fungao ¢ em 0 < 7, obtemos

(o) = (@) + ¢'(@)(0 —7) +r(0 —0).

Logo, como ¢(0) = 0,

lim p(0) = /14 pko+r(o),

c—0
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r(o)

com lim,_,o — = 0. Segue que
o

Vua(y) = 1+ pkly — 2|+ O(ly — x|), para y € 9.

1 1
Como |k(z)| < R(o) < T segue que
Yusy) 2 (1= 5y =2l + O(ly — al), para y € 90 (2.10)
Como queriamos demonstrar. O

Estamos agora em condigoes de demonstrar o principal resultado desta secao.

Demonstracao do Teorema A
Dado x € 07 Q e p € (0, R), defina ¢, , como em (2.1). Assuma, inicialmente, que
existe T € (i, R) tal que f satisfaz

1f(@) = f(y)] < Ypaly), ©€07Q, yc o

Entdo, do Lema 2.1, existe u € C?*(Q2) N C°(Q U 0~Q) satisfazendo M(u) = 0 em
Q, u(z) = f(z), x € 07, com a condigao assintética (5).

Olhamos, agora, para os pontos convexos do bordo. Observamos que para os pontos
convexos do bordo nao precisamos nenhuma condi¢ao a mais, além da continuidade do dado
no bordo f. De fato, seja p um ponto fixo mas arbitrario de 9-Q. Dado x € 9Q \ 01,
escolhemos p > 0 suficientemente pequeno tal que o disco B,(z) de raio p e centro x seja tal
que QN B,(x) é convexo. Note que (2N B,(x)) ndo necessariamente C?, mas composto
de dois arcos regulares. Usando barreiras logaritmicas pode-se mostrar que o problema de
Dirichlet tem solucao em 2N B,(x) para qualquer dado continuo no 9(2 N B,(x)), ja que
Q1N B,(x) é convexo e se enquadra nas hipéteses do Teorema 1.3. No que segue levaremos
isto em consideracao.

Considere fungoes g € C°(9(Q2 N B,(z))) satisfazendo

(a) gy (z) = f(z),
() gr(y) > f(y) e g5 (y) < f(y), paray € 90N B,(z),

(¢) g2 (y) > M +up(y) e g5 (y) <m+Yu,(y), paray € QN IB,(z),

onde 9, ,,m e M sao como definidas no Lema 2.1. Assim, podemos garantir a existéncia de
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solugdo w¥ para o problema de Dirichlet em © N B,(z), com
wE € C*(QN B,(x))NC*(QN B,(z))

e de modo que w¥|pnp, @) = 9. Consequentemente,

(i) wi(y) = f(y) e wy(y) < f(y), paray € 92N B,()
(iii) wi(y) > M +v,,(y) e w, (y) <m+1,,(y), para y € QN IB,(z).

Seja v € Fy,, qualquer. Temos de (ii) e (iii) que v(y) < w (y) paray € 9(Q2NB,(z)).

Logo, do Corolario 1.1, segue que
v(y) Swi(y), ye€QNB, ().
Consequentemente, como u(y) = sup{v(y); v € Fr.,, y € Q}, segue que
u(y) S wi(y), y € QN By(x), (2.11)
Seja 1) = TBp(x) ey = W, defina

Wy) = 4 Pl W) M+ (v)), se y e
M+ Pup(y), se y €y

Segue que v(y) < WiH(y) < w em Q.
Agora defina

(y) = maz{w; (y), m + Yup(y)}, se y €y
m+ up(y), se y e

Note que a continuidade de W, e W, em  segue da condigao (iii) e do Lema 1.5.

Da definigao de W e W temos que

W (y) < fly) < Wi (y),y € 0Q.

Logo a fungao W é uma subsolugao relativa ao dado no bordo f em (2 e, além disso,

Ww— € Fﬁw.
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Consequentemente obtemos W, (y) < u(y) < W, (y) para y € Q e, em particular,

W, (y) <uly) < Wi (y), paray € QN B,(x). (2.12)

xT

Da defini¢ao de W, das desigualdades (2.11) e (2.12) segue que u(z) = f(x) nos
pontos convexos do bordo e, portanto, da Proposi¢ao 1.3 a fungao u é continua em QU {z}.

Para concluir, observamos entdo que a validade de (2.2) garante a existéncia de
solugao para o problema de Dirichlet com a condi¢do assintética (5). Portanto, é suficiente
agora, exibirmos uma quantidade € = e(u, 0, K, 2) tal que (3) e (4) implicam em (2.2).

Do Lema 2.2 obtemos que é vélida a desigualdade (2.7), ou seja dado = € 9-Q

Uuly) 2 (1= G 1y —al + Olly — ), y € 00

Entao, dado p € [0,R) e K € [0,4/1 — lad ), podemos escolher @ € (u, R) tal que

R
7
K <\y/1-—=.
R
Deste modo, de (2.7) segue que
Ve > Kly—z|, v€0°Q, yeo, |y—az|<o, (2.13)

para algum 0 < § < 6 tal que § serve para todo z € 9. Defina entéo
e =inf{Yu.(y); 1 €0 Q, y €I, |y—a| >3}

Note que podemos garantir € > 0, pois 1 < R e, por isto, o disco de raio i, que
tangencia algum ponto x € 9~ {2 nao possui nenhum ponto em comum com 0f2 além de z.

Portanto, conclui-se de (2.13) e da definigdo de € que, se osc(f) < e, entao
\f(y) — f(x)] < Yus(y), paratodo x € 078, y € .

Assim, segue a validade da afirmacao (2.2), garantindo a existéncia de solugao para
o problema de Dirichlet (1). O
Note que W, € C%(Q). Isso decorre do fato de w, € C*(Q2N B,(z)) e

m+ ., € C*(Q),
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o que implica que a norma do gradiente das funcoes w, e m + 1, , ¢ limitado nos pontos
y € QN B,(x) tal que wy (y) =m + ¢,,(y).

2.2 SOLUCOES LIMITADAS

Como mencionado na Introducao, para 2 C R? pode-se exibir de forma mais
explicita a condicao sobre a constante de Lipschitz. Em principio, nada impediria de termos
feito isto ja no Teorema A da secao anterior. Porém a técnica usada na prova do Teorema
A pode ser estendida para variedades, por exemplo, enquanto a técnica que permite obter
de forma mais explicita a condi¢ao sobre a constante de Lipschitz dificilmente é aplicavel a
ambientes diferentes do R2.

De forma analoga a secao anterior utilizamos o Método de Perron e, além disso,
consideramos barreiras semelhantes aquelas utilizadas na prova do Teorema A, com algumas

adaptacoes.

Demonstracao do Teorema B:

Ponha wy = S;Qp fewvy = iglﬂf f. Entao vy, wy sao sub e supersolucao relativas ao
dado no bordo f, respectivamente. Com isto, temos que o conjunto F,,, é nao vazio. Logo,
a solugdo de Perron dada por u(z) := sup{v(z); v € Fj,,, v € Q} fica bem definida e é
limitada.

Precisamos, agora, garantir que u seja continua em Q e que u |go= f. Para isto, é
suficiente construirmos barreiras de forma adequada para os pontos ndo convexos (pois para
os pontos convexos, basta proceder como na prova do Teorema A).

Seja x € 0. Por hipdtese, existe um disco aberto Dr(z) = {y € R?; |y —z |< R}
contido em R? \ Q tal que # € ODg(z). Podemos assumir que z e z sdo pontos do eixo real,
com coordenadas = = (A,0) e z = (—s,0) onde A\, s > 0 com s + A = R (Ver Figura 2.2).

Posteriormente, escolheremos A, s de forma adequada. Nosso objetivo é mostrar que

b(y) = f(x) + ¥ax(y),

onde 9, estd definido como (2.1), é uma barreira superior relativa ao dado no bordo f em
x.

Considere um ponto y € 092, com y # z. Como y nao estd contido em Dg(z),
temos que y nao estd contido em Dy(0), donde | y |= A 4 & para algum § > 0. Podemos
assumir que A + 0 < A + 2s, isto é, § < 2s e, com isto, conseguimos garantir que o circulo

de raio | w |= A+ 0 e centro (0,0) intercepta o circulo de raio R em dois pontos, digamos

¢ = (& +n).
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Figura 2.2: Disco Dr(z) tangenciando 02

gy (0,5)

Fonte: Ripoll & Tomi (2014).

Vamos fazer alguns calculos de modo que possamos encontrar os valores de £ e 7.

Considere a equagao
E+n’=(A+6)? (2.14)

que representa a circunferéncia de centro (0,0) passando por y, com raio A + J e a circun-

feréncia centrada em z, com raio A + s = R e tangenciando 02 em x, cuja a equagao é

(E+9)°+17° =R (2.15)

Isolando &2, em ambas equacoes, pode-se escrever

E=A+06>—n

£ =R* —n* — 265 — 5%

Assim, obtemos

E=N+0)’—-n*=R—n" —2s— 5,

donde,
2s=R?—n? —26s — s>+ 12 — (A4 6)?,
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ou seja,
25 =M+ 25+ 5> —n? — 52— A2 —2\6 — 62 + 1%

Segue que
¢ = 2\s — 2X\6 — 62 ) Ao 62

2s s 2s

Logo, substituindo £ na primeira equagao, temos

¢ =407 -’

DY Rk
A= 20 9% 22
T
- T
o= S 2s
DL VR 1)
= I s (2.16)
5 S s
o e o
52 252 25 252 4s2
2025 N6 N2 N o
2 _ 2 AT
= n® =2\ +0° + . + . 32 32 152
2025 A2 A292 N\ ot
= n :i\/2A5+52+ 5+i——5————,
S s 52 52 452

e, consequentemente,
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=z = [(§&+n)—(X0)
= (= En), (€= A, £n))
(€= + (£n)?

B )\252+)\_(53+§+2/\5+52 2)\2(5+)\_(52 A262 N\ 54
g2 52 452 S S 52 52 452

2025 \6?
_l’_ _

s S
_ m(uh%ﬂ).
A s s

Observe que | y — z |<| ¢ — = |. Logo, notando que |y| = A + &, podemos obter a

= 2\ + 0% +

seguinte estimativa:

bly) — fx) o bly) — f(@)
ly—z| —  [(—x]

2 1
\/)\(5(2+é+—)\—|—§> (2.18)
A S s
)

Dado p > 0 satisfazendo a inequac¢ao A + 6 < A + p. Pelo fato de a(t) = %\/}(IH),

t > 0 ser uma funcao decrescente entao, para p > ¢, como & > %, temos

A

cosh™! <1 + ;) N cosh™! (1 + g)

0
A

>



38

e, como
5§ 2\ 4 o0 2\ p
\/“x*?*x V“x*?*x’
segue que
cosh™1 1+é cosh™1 1+p
A A
) 5§ 2\ 6 p\/ 0 2\ p
A Y S R T Eofor B 220 F
)\\/+)\+s+)\ A +)\+s+)\

Seja U = {y € R* X < |y| < A+ p}. Agora, note que se tomarmos y' € U tal que
Y| = A+ < A+ 4, temos que § < § e, consequentemente, vale a desigualdade ‘%/ < g.
Aplicando um raciocinio anédlogo ao feito acima, com ¢’ ao invés de §, vemos que

-1 5—, cosh™! é
o) - fa) (1+3) N o (1+5)

]y’—a:\ N il 24_6_/4_%4_5_/‘ - é\/2+é+g_|_é
VA A5 A A Aos oA

cosh™! (1 + £>

A

Iy p L 2x  p
ooy P22 F
A\/ TS T

Assim, para U N Q vale

y (2.19)

De posse desta estimativa, podemos escolher A, s e p de modo que possamos obter o

resultado desejado. Neste sentido, dado p > 0, determinamos A e p pelas relagoes

donde obtemos
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f 1
uz—ipZ,u(—)RiP:

Ainda, da definicao de pu, temos

pr <2 = ps<2s

A
= ,u)\§2s:>'u—<2
S

= B§2:>p§23.
s

Logo § < p < 2s. Segue de (2.19) e das relagoes acima que

by) = f@) . cosh(14p) -
P zﬁm_.g(u), yeQnuU (2.20)

e, observando que a fungao cosh™' é monétona nao-decrescente, que |y| > A+ p, paray ¢ U

A
e que A = ﬁ}% e li)\| > % > 1+ pu, segue da definigao de b(y) que
b(y) — f(z) > ﬁR cosh™ ' (1+p), y € Q\ (UNQ) (2.21)

Figura 2.3: Gréfico da fungao ¢

~—

Fonte: Da autora, gerado no GeoGebra 5.0.286.0-3D.

Observe que
lim /(p) = 1.

n—0
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Defina
Ko = ((V/?2).

Portanto, dado K € [Kj, 1) existe um tnico p € (0,1/2) com £(u) = K. Consequen-
temente, segue de (6) e (2.20) que

lf(y) = f(z)| < K|y — x| <by) — f(x), paraye€dQnU
e, (8) e (2.21) implicam que

If(y) — f(x)] < ﬁR cosh™ (1 +p) < b(y) — f(x), paray e N\ U.

Com isso obtemos que b(y) > f(y) para todo y € 9. Logo b é uma barreira superior
no caso K € [Ky, 1).
Para o caso 0 < K < Kj podemos substituir K em (6) por Ky e assim conseguimos

a desigualdade
[f(y) = f(@)| < Kly — 2| < Koly — = < by) — f(z), paray € 0QNU.

Usando a hipdtese sobre osc(f) e a desigualdade (2.21), para os pontos y € 992\ U, segue
que

|f(y) = f(x)] < b(y) — f(z)

e, assim, obtém-se a mesma conclusdo, isto é, f(y) < b(y), paray € 9. De forma seme-

lhante, pode ser mostrado que

o(y) = f(z) — X cosh™ (%)

¢ uma barreira inferior relativa ao dado no bordo f em .

Deste modo, obtemos barreiras adequadas para cada ponto nao convexo do bordo.
Para os pontos convexos de 0f) procedemos como segue. Dado = € 9 \ 0 €2, escolhemos
r > 0 suficientemente pequeno tal que o disco B,.(x) de raio r e centro x seja tal que QNB,(x) é
convexo. Com isso, como sabemos que o problema de Dirichlet (1) tem solucao para qualquer
dado continuo sobre (2N B,.(x))(ver Teorema 1.3), podemos garantir a existéncia de solucao
w para o problema de Dirichlet (1) em QN B,(z), com wE € C*(QNB,(z))NC°(Q N B,(z)),

satisfazendo
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(i) wi(y) > f(y) e wy (y) < f(y), para y € 90N B,(z);
(i) wi (y) > wo(y) e wy (y) < wvo(y), paray € QN IB,(z).

Assim, defina

W (y) = max{w, (y),vo(y)} , sey€ QN B.(z)
vo(y) , sey e\ B.(x)

Observe que W, € C°(Q). Além disso, temos que

W, (y) < f(y), paratodoyec dQe W, (z)= f(x)

W_ (y) < wy, para todo y € Q.

Logo, do Lema 1.4, W, é uma subsolucdo relativa ao operador 9 em 2 com W, € Fy .

Analogamente vé-se que

() = { min{w; (y), wo(y)} . sey€ QN B,(z)
wo(y) , seyeQ\ (2N B,(x))

é supersolugao relativa ao dado no bordo f, com w; (x) = f(z). Assim, obtemos para cada
ponto x € JS), barreiras adequadas para o problema de Dirichlet (1) e, entdo, da Proposic¢ao
1.3 a solugao de Perron u(y) := sup{v(y); v € Fiuy,y € Q} estd bem definida em (,
u € C%(Q)NCYQ) com ulsg = f. O



Capitulo 3

RESULTADOS DE NAO
EXISTENCIA

Neste capitulo, mostraremos resultados de nao existéncia para o problema (1). Ini-
cialmente, destacaremos o resultado de nao existéncia relativo a dominios limitados nao
convexos, obtido no Teorema 4 de Williams (1984) e, posteriormente, utilizaremos este resul-
tado para provar um resultado de nao existéncia relativo a dominios ilimitados nao convexos,

o qual foi mostrado por Kutev & Tomi em (1998).

3.1 NAO EXISTENCIA PARA O PROBLEMA DE DIRICHLET PARA
DOMINIOS NAO CONVEXOS LIMITADOS

Mostraremos que a limitacao sobre a constante de Lipschitz K encontrada nos
resultados do capitulo anterior é a melhor possivel. Primeiro, mostraremos que uma restricao
somente sobre a constante de Lipschitz nao é suficiente para garantir a existéncia de uma
solugao para o problema de Dirichlet. Em seguida, demonstremos que se K > 1, existe dado
no bordo f com osc(f) tao pequena quando queiramos, para o qual o problema de Dirichlet
(1) nao tem solugao.

Observamos que o resultado desta secao tem validade para dimensao n > 2, mas
como anteriormente obtivemos os resultados para dimensao n = 2, faremos a prova para R2.
A prova para n > 2 é essencialmente a mesma.

Dados p, R € R, 0 < p < R, considere o anel
Qor={r€R? p<|z| <R}

e, dado C' > 0, seja f € C°(99, r) dada por
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C , selz|=p

f(:c):{ 0, se|:z:|:R.

Sabemos que o problema de Dirichlet (1) tem solugao em (2, p somente se

R+\/W)
; .

C <Cyp,R):=p ln(

Tal resultado é classico e pode ser encontrado, por exemplo, em Giusti (1984, p. 149) ou
Espirito-Santo & Ripoll (2001).

Figura 3.1: Funcao f definida sobre 092, r

Fonte: Da autora.

Tome C' = 2Cy(p, R) e, entdo, para tal C' o problema de Dirichlet (1) nao possui
solugao. Note ainda que Cy(p, R) — 0 quando p — 0. Por outro lado, como R — p < |z — y

para x,y € 080, g com |z| = R e |y| = p, segue que

C
7@) - fW) <O < -

|z =y
P
e, com isso, obtemos que a constante de Lipschitz de f é K < . Segue que
C 2Cy(p, R) 2p R+ /1% — p?
R—p R—p R—p p p—0

Desta forma, podemos obter uma constante de Lipschitz K arbitrariamente pequena,
de forma que o problema de Dirichlet nao possui solucao.

Tendo em vista o Teorema A e o Teorema B, que provamos no capitulo anterior,
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verificaremos agora que, para dominios limitados nao convexos do R?, a limitacio 0 < K < 1,
sobre a condicao de Lipschitz, é a melhor possivel.

Para o que segue nesta secao, levaremos em consideracao o exposto a seguir.

Seja 2 C R? de classe C%¢, limitado e ndo convexo e seja o € 0. Consideramos
um sistema de coordenadas tendo xy como origem e a normal unitaria a 02, em xy, que
aponta para o interior de €2, denotada por ey e x := (1, 75) denotard entdo um ponto de R?

neste sistema de coordenadas, com xy = (0, 0).

Figura 3.2: Sistema de Coordenadas para o 02

Fonte: Da autora.

Ainda, como 99 é de classe C*“, podemos obter uma vizinhanca I = (—dy,dp),

0 <d <1,euma fungao w : I C R = R, w = w(x;), w € C*(I), tal que w(0) =

—(0) = &'(0) = 0 e cujo o grifico G(w) seja tal que G(w) C IS, ou seja, IS na
1

dx
dw
vizinhanga de xy é dado pelo grafico de w. Além disto, ja que T é continua e temos
T
dw :
—(0) = 0 podemos assumir que
d$1
d
il <1, paratodo z; € I.
dﬂfl
Ainda, note que podemos assumir
2 dw 2
w(z1)] < L(z1)7, (@) < Llzi| e [[D°w|loa < L, (3.1)
1
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para algum L > 0.
Dada uma funcao f € C°(99), consideremos o cilindro 9 x R numa vizinhanga de
(w0, f(z0)). Do fato de 9 ser de classe C?, podemos obter d; < dy e uma fungao W € C?(R?),
com W = W (zy, x3), satisfazendo
ow

W(0,0) =0, VW(0,0) = (0,0) e — (z1,23) =0,
8[E3

para todo (x1,z3) tal que

(89 X R) N {(.131,372,333); ’$1| < (51} = {(x1,$2,:1:3); To = W(%l,x3> e |l’1| < (51}

Note ainda que, como kgq(zo) < 0, onde kg indica a curvatura do 0€2, da continui-

dade kyn podemos assumir que I é tal que

kig(w) < —ky <0, em I,

para algum kg > 0.

No restante desta segao, teremos por base as notacgoes e consideragoes acima.

Passaremos a prova do Teorema C, o qual refere-se a dominios nao convexos limita-
dos.

Para a demonstracao deste teorema, precisaremos de alguns resultados preliminares
que descrevem o comportamento de possiveis solugoes quando o dado no bordo é do tipo
especificado no Teorema C.

Observe que os Lemas 3.1 e 3.2 e o Teorema 3.1 a seguir poderiam, em principio,
serem feitos sem nenhuma suposicao sobre a curvatura do bordo, ja que as suposicoes e de-
finicoes acima, relativamente a w e W, com excecao de k¢, podem ser feitas para qualquer
ponto de 99, pois IN é classe C2, e somente esta hipdtese é utilizada na definicao destas

funcoes.

Lema 3.1 Seja Q C R? um dominio limitado tal que O é de classe C* em uma vizinhanca
de 2o € 0~ Suponha que existam u € C*(Q)NC%(Q), § >0, € >0 e K > 1 satisfazendo

(1) u(x) > u(z) + K|z — x|, x € Bs(xo) N LY,
(ii) u(z) > u(zg) +¢, v € 0N\ Bs(xo)

(iii) M(u) =0, em Q.
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Entao, existe A > 0 tal que

u(z) > u(xg) + AV (v, x — zo)| em

onde v € a normal unitdria a OS2 em xo que aponta para 2.

Demonstragao: Como 0N é de classe C? préximo a g, entdo satisfaz a condicao da esfera
exterior nessa vizinhanca para algum Ry > 0. Assim, tomando 0 < R < Ry, podemos obter
uma bola B de raio R tal que B C (R?\ Q) e BNQ = {x}. Assuma zy = (0,0) e v = es.
Seja d(z) a distancia de z 4 OB. Para z € Q, note que

d(z) = |+ Res] — R

Defina agora

=+/2Rd(z) = V2R d(z

Com isto, temos

\/_

Vo(z) = 5 VIR d(r)"/+Vd(x) = N Ak

Observe que

|z + Reo| = \/(21)? + (2 + R)?.

Assim, obtemos

od(z) =
8351 N ’m + Reg‘
e
8332 N |.CE + R62| )
Segue que
r + Res
Vd
(z) |z + Res|
e
V()| =
para todo x € €. Ainda, note que de (3.2)
2R 4d(x) + 2R
1+ Vo =1+ —]Vd( )P = L.

4d(x) 4d(z)

Consequentemente,



- v = VUL(I)
Vi dd(z) + 2R 1d(x) + 2R
4d(x)
V2R Vd(z) 24/d(z)
2\/d(x) VZ\/2d(z) + R
B Vi (z1,72 + R)
V2d(@) + R |z + Res|
- Vi (21,22 + R)
\/(2|x + Res| — R) |z + Res|?
VR
) (T1, 22+ R
\/2((951)2 F (@2 + R2)P2 — R((z1)? + (22 + R)?) ( +R)

I $2+R
= \/ﬁ( 1/2>7

(g(z1,22))" /2" (g(21,22))

32

onde g(z1,22) := 2((z1)? + (z2 + R)?) R((z1)* 4 (z2 + R)?). Segue que

ag(xl,x2)1/2 1

o = 77 (3|z + Res| — R)

Oglan, ) _ ik 3z + Rea| — R)

0z \/?

donde,

a9(m) VT — BE 3]z + Rea| - R)
g

g — (21)*(3]z — Rey| — R)
99g

T 2
0 (1+R\ VT~ 70w+ Res| — R)
81'2 91/2 B g

g — (z2 + R)*(3|r — Res| — R)
ING '

47
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Portanto,

M(v)

o Vv
- ﬁdw(\/_;*’ NG )
(4 @) Gle + Resl ~ R) + g (23 + R*Ble + Res| - R))

VR "

R 2 2 _

— ¢<2g — [(21)* + (22 + R)*|(3|z + Res| R)>
R 9 B

— m(Zg— |z + Rey]*(3|x + Res| R)>

Mas, perceba que g = 2|z + Rey|> — R|x+ Res|?. Logo 2g = 4|z + Rey|>—2R|x+ Res|?.

Com isto,

VR

M) = ——=(29 — |z + Res*(3|z + Res| — R))

ING

R
- £(4|x + Res]® — 2R|z + Res|* — |o + Rea|*(3|z + Res| — R))

INVG
VR

= T+ Res|® — R|lx + Res?
gﬁ(l 2| | 2?)

R
— VR |z + Reg|2(|:c + Rey| — R).

IV

Logo, como d(z) > 0 em (, segue que |z + Res| > R. Além disto, pelo mesmo

argumento segue que g > 0, o que implica

M(v) = d(\/%) >0

Portanto, v é subsolucao relativa a 9t em €.

Considerando, agora, a fungao w descrita anteriormente (p. 44), cujo o gréfico G(w)

estd contido em 02, com xy € G(w) e satisfazendo as desigualdades dadas em (3.1). Assim, se

x e ) x=

(x1, z9) préoximo a zg e 1 € (—01,81) C I, como |z+Res| > Re|w(zy)| < Lz,



49

segue que

vi(z) = 2R(]x + Rey| —
= 2R |I+R€2|—R (

( R)
(|lx + Res| + R)
( ) (|x+R€2|+R))
= 2R(]z + Res| + R)~'(|z + Res|? — R?)
— 2R(|lz + Reo| + R)"Y((21)? + (22 + R)? — R?)
= 2R(|I+R€2|+R) 1(( ) ( )2+2RZL’2+R2—R2)
( )
( ) (
( ) (
R( )~

2R(|x + Res| + R)*(|x|* + 2Rx2)
2R(|x 4+ Res| + R)(|x]* + 2Rw(x1))

< 2R(|x + Res| + R)*(|z|* + 2RL|z1|?)
< |z + Res| + R)™!(|z|> + 2RL|z|?)
2R|z|?
= 14+ 2RL
(|]z + Res —i—R)( )
< |2[>(1+2RL).

Desta forma, temos que v(z) < |z|v/1 4+ 2LR para x = (x1,x2), x1 € (—01,91). Observe que
1 < +1+42LR paratodo R > 0. Entao, como podemos escolher R suficientemente pequeno,
obtemos 0 < R < Ry tal que

1<+vV1+2RL < K.

Como assumimos xy = (0,0), podemos concluir da continuidade de v que existe 0 < § < §;
tal que
v(z) < K|z — x|

para z € Bs(z9)N0Q. Ainda, como zo = (0,0), || < J, para z € Bs(x9)N0S2, obtemos v(x) <

Ko. Escolhendo R menor ainda se necessario for, podemos assumir v(z) < min{KJ, e} em

Q.
Assim, se u € C*(Q) N C°(Q) é tal que satisfaz (i), (ii) e (iii), temos que

u(z) > u(zg) + Kl|x — x| > u(zo) + v(z), para x € Bs(xg) N 0N

u(z) > u(xo) + & > u(xg) + v(x), para x € 09\ Bs(zo).

Defina o(x) = v(x) + u(zy), © € Q. Logo v satisfaz v(xr) < u(z) em 9Q com

U(zo) = u(zo) e, entdo, do Corolério 1.1, ja que T é subsolugao, obtemos
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Considere, agora, o conjunto F = {z = (21,42) € Q; d(z) < |72]}. Note que,
se F' é nao vazio, dado # € F obtém-se Az > 0 tal que (A4z)%|Z2| = d(z). Além disto,
note que existe r > 0 suficientemente pequeno tal que se x = (11, 75) € B.(x0) N Q, entdo
|zo| < d(x) e observe que B,(z9) N é aberto e 2 limitado, entdo V := Q — (B,.(x9) N Q) é
compacto. Restringindo a fungdo d ao conjunto V', como d|y é continua, existe ' € V tal
que d(z) < d(x), para todo x € V. Como F C V| segue 0 < d(z') < ;Iellg d(z). Assim, para
T € F, existe A >0, A= A(diam(R2), R, Ry — R), sendo A = inf{Az; T € F'}, de forma que
A?|Z,| < d(Z), para todo Z € F. Seja A = min{v/2R A,v/2R'}. Entéo, para todo z € ,
tem-se

A?|zy| < 2Rd(z),
isto é,
AV/Jwa| < V2Rd(x) = v(x).
Assim, temos que

AV |ws| = AV ez, 2)| = AV (v, x = w0)|,

pois tomamos v = ey e g = (0,0). Segue que
AV (v, x — zo)| + u(zo) < v(x) + u(z) < ulx),

para todo z € Q. O
Para demonstrarmos o Teorema C, precisaremos também de um resultado de Simon,
mencionado em Williams (1984, p. 136) e dado no Teorema 3.2 abaixo, o qual permite

escrever, numa vizinhanga de xg em €2, o grafico de u como grafico de uma funcao
u = u(xy, ).
Teorema 3.1 Suponha 2 e u como no Lema 3.1. Suponha, ainda, que
u(z) = u(zo) + K|(x — x0) — (v, — zo)V|, (3.3)
para x € Bs(zo) N OQ. Entdo existe uma vizinhanca N de xy e R > 0 tal que, em N NQ,

G(u) = {(xlvﬂ('xhxi’))alﬁ); K|371‘ < T3 < KR}
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onde u(xy,x3) satisfaz

Mu=0 , seKlr|<z3<KR
U(xy,x3) = Wi(zy,z3) , se Klzy| =23 < KR

onde W € a funcao descrita anteriormente nesta se¢ao.

Observe que, como estamos tomando zy = (0,0) e v = €5 a condicdo (3.3) torna-se
u(z) = u(xg) + Klz1| e, entdo, vé-se que estd em acordo com o Lema 3.1 e o esperado para

o Teorema C.
Com estes dois ultimos resultados, podemos, agora, usar um argumento de escalo-

namento, o qual nos daréd informacao sobre o crescimento da u préximo a xg.

Lema 3.2 Suponha Q de classe C*® numa vizinhanca de xy € 0~Q e seja u, u, R como

nos Lema 3.1 e Teorema 3.1. Entao existe uma constante ¢ > 0 tal que
IV(z1,23)| < cxs e |D*u(zy, z3)| < ¢
sempre que K|x1| < 3 < KR.
Demonstracao: Considere as fungoes
u, (21, 23) = v °(r (21, 23)),

W (xy,x3) = 7“_1W(7“(1:1, x3)).

Entao,

Vu, (1, z3) )

M(u(an,aq) = dw(¢1+|w<x1,xs>!2

i) )

( r Vu(rzy, ros) )
\/1 r=2|Vu(rzy, res)|? 7

donde,
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M (u,(z1,73)) =

Vu(rzy, ras) )
\/7"2 + |Vu(ray, ras)|?

2 ou(rxi,res) Ou(rei,res
\/T _'_‘ ox1 )

oxs

8u (rz1,rz3) Ou(rzi,rzs) )
ox1 ? Oxs
s >>\2>

Bu (rz1,rx3) 8ﬂ(rm1,r:c3))

ox1 ) ox3

7“2 ’ ou(rzy,rx3) Ou(rxi,res) ) |2 ‘
Ox1 ) Ox3

(au(m:l,m:;;) du(rey,res) )
— ( Oz ) Oxs )
Ou(rxy,res) Ou(rzy,rrs)) |2 ‘
\/1 + ‘ Ox1 ) oxs ) ‘

Como M (u) = 0 para K|z1| < 23 < KR, segue que
M(u,) =0
se Kr|zi| < rzs < KR, ou seja, se K|r| < r3 < KRr~'. Ainda, como
u(xy,x3) = W(xy,x3),

se K|ri| = 3 < KR, obtemos que u,(xy,x3) = W,(xy,23), se K|z = z3 < KRr'.
Lembramos que, para 0; > 0 (dado na definicao de W), u e w, temos para os pontos

(21,22, x3) € G(u|ag) com |z1| < d1, que
U(xy,23) = 29 = w(zy) e |w(x)| < Llxy|*.
Logo, se K|x| < x3 < r 'K R segue que
lu,(z1,23)] = |r~u(rzy,res)| = rHu(rey, ras)|

= r YHw(rz,)| < r7'Ljrz)?

= r 1 Lr?|x |2 = rL|x,)?
23\ 2 L
< TL<?3> < TE(ZU3>2 = crai
onde ¢ = &, ou seja,

lu (21, 23)| < cra;, para K|z < x5 <7 'KR. (3.4)
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De forma anéloga, podemos obter |W,(x1,z2)| < cra?, para K|zi| < 23 < r 'K R. Lembra-
mos que nesta vizinhanca 61 < z1 < d1, vale (x1, W(z1,23), x3) = (1,w(21), x3) € notamos,

ow
du:lfil) < Llzi| e =— =0, se r|z1| < d; segue que

8[E3

ainda que, como

VW, (z1,23)] = 7 HVW(r(xy,z3))] = r7r

<8W(r(x1,:c3)) 8W(r(:€1,$3)))‘

8:61 ’ 81'3
| oW (r (21, 23)) oW (r(zy,23)) | |dw(ra)
= il EREERI )] o =

axl 8(131 de’l

< Lirz| < Lr(%) = cruas,

onde ¢ = £. Portanto, |[VW, (21, 23)| < cras. Analogamente, como |D?wlgq < L se |z1| < 8
e K|zi| <3 < KRr—!, obtemos
|D*W,|o.o < cr. (3.5)

R
Suponha agora r < T Note que, se r3 < 4, como K > 1, temos
r3 <4< Rr' < KRr .
Assim, para x = (z1,72) € N'NQ, definimos

Dy = {(z1,23); K|z1] < 23,1 <3 <4}

Dy = {(z1,23) € D1;2 < z3 < 3}.

Entao, em D, temos
R
2 2
r\&1, = = -
|u(x :1:3)|<cm’3<c<4>4 4cR

e, como u,(z1,x3) = W,.(z1,x3) para x3 = K|z,

|\VW,| < cras <4ce(R/4) = cR

R
|D*W,| < er < ¢ em Dy,

tem-se que |u,| < C; em Dy, para algum C; > 0, isto é, |u,|o é limitado em Dj.
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Note que, como 0f) é C%“ ¢
(0QxR) N { (1, w2, x3); To = W1, 23), |21 < b0} = G(W),

temos W de classe C**. Ainda, note que, dado p € 9Dy, p = (z1,z3) com z3 = K|zy],
numa vizinhanca de p em D;. O grafico de u esta de um mesmo lado do plano tangente
a G(W) em (z1,u(xy,x3),x3). Assim, os valores de u, quando z3 = K|z;| também sdo
limitados na norma C?. Portanto, pela Proposicao 1.2, podemos concluir que |Vu,| e |u,|q
sao limitados sobre compactos de D;, independentemente de r. Entao, podemos aplicar a

Teoria de Schauder (GILBART & TRUDINGER, 2001, cap. 6) para concluir que
|Url2,0,00 < Cllurlo,p, + [Wel2a,0,) < Cr,

Consequentemente, como u,(z1,x3) = r 1 u(r(z1, x3)), segue da defini¢ao de Dy e de u, que
|D*U(xy, 23)| < C e |Vu(zy, z3)| < Curs,

sempre que 2r—! < x5 < 3r7 L. O

Demonstracao do Teorema C:
Observe que os resultados dados pelos Lema 3.1, Lema 3.2 e Teorema 3.1
se aplicam nas hipéteses do Teorema C. Assuma, em contradicao ao Teorema C, que existe
uma solucao u. Entao podemos concluir em decorréncia dos resultados citados acima que

existe uma funcao w e R > 0 tal que se
D = {(z1,73) € R?*; K|r,| < 23 < KR},

entao

i) M(u) =0, em D

ii) |Vu| < czxs, em D

iii) w(zy, z3) = W(x,x3), se K|z, =23 < KR,
iv) w(zy,x3) > W(xy,x3) em D.

ETAPA I:
Seja v = w — W. Vamos mostrar, inicialmente, que existe p > 0 tal que, pondo

A ={(x1,23); x3 < p}, tem-se Av > Ky >0 em DN A, para algum K.
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Temos, dos lemas anteriores,

dW
1

em D, z1 € (01,01). Tendo em vista (ii) e (3.6), podemos assumir |Va|+ |VIW| < 1. Seja M,

como no Lema 1.2. Note que, como @ satisfaz () = 0, pelo Lema 1.2 temos que My(u) = 0

em D. Note que

SUIO(W) =AW —

14+ VWA VW [(V(IVW]), VIV).

Entao, pondo v =u — W, como Myu = 0, Av = Au— AW e [VIW| <1 em D, temos

|9ﬁ0ﬂ— mo(W) — AU| =

+ IA

IN

IN

<

Mg — AT — (MW — AW)|

| = (L [Val) 2| val(v([val), va)+
L+ VW) VIV ([VIV]), VIV)

(L +[vaP)=|val|(v([val), Vi) |+
(1 +[Vap) VW[V (IVIV]), VIV)

[Val [(V(IVal), V)| + [VW ] [(V([VW]), VIV)|
[Vl [V([Val)| + [V [V([VIV])]

[Vl [V([Va)|+ VW] [V(VIV])].

Agora, como |Vu| < czs, |[VW| < cxs, |D*u| < c e |D*W| < ¢, segue que

1Mo — MW — Av| < a3 + Pag < C(as + 1)s,

onde C' > max{c?, ¢*}. Como Myu = 0, temos que |Av + MW | < C(z3 + 1)z3, ou seja

Av > =MW — C(x3 + 1)x3, em D

Lembramos que kg, < —ko <0, kg > 0, w = w(z1), 71| < 9, G(w) C 02 e uma

dire¢ao principal para G(W) é dado por ez donde, nesta dire¢ao, a curvatura é zero, sendo

que a outra direc¢ao principal é dada pelo vetor tangente a 02, ou seja, a G(w). Segue que a
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curvatura média H de G(W) em D, com relagao a normal N tal que (IV, e2) > 0 satisfaz
ko
H<-—<0
-2

Logo,
MW) < —Ky <0, para algum Ky > 0.

Ainda, como 9 (W) = M(W)(1 + |[VW|?)'/2, temos

Mo(W) = MW)(1 4 [VW|2)' /2 < =Ko (1 + VWD) /2 < =Ky < 0
j4 que —Ky < 0. Com isso obtemos 0 < Ky < —Mo(W). Logo,

Av = —mo(W) — C(l + LU3).723 > K(] — C(l + $3).T3

Figura 3.3: Dominio AN D.

AX
Kixi|

Fonte: Da autora.

Logo, existe p > 0 suficientemente pequeno tal que, pondo A = {(x1,z3); x3 < p},

em DN A tem-se

— — K
A’UZICO—C<1+ZE3)ZL’3ZKO—C(1+p>pZ7OI:’C0>O.

(Fim etapa I)
ETAPA II:
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Se mostrarmos que em algum ponto p € D N A tivermos v(p) < 0, teremos que
u(p) < W(p) em D, o que contraria o fato de w > W em D, conforme item (iv).

Utilizando a Etapa I, observamos primeiro que, como Av > Ky > 0ev =u— W,
se mostrarmos que v = IC_U é negativa em algum ponto de D teremos que v serd negativa

0
neste mesmo ponto e, neste caso

1

Ainda, considere o triangulo isésceles 7, cujos os lados sao

r
K

r r

"
{(z1, Kx1); 0 <y < g} U{(z1, —Kz1); —— <21 <0}U{(x1,7); <z < ?}

r r
A base deste triangulo é {(xy,7); % <z < ?}, cuja medida denotamos por [(r) e sua

altura ér, 0 <r < p.

Figura 3.4: Triangulo Isésceles

4%3
(0,r)
§ (%, Kx,)
(X“E-KX1) '
_i r VX1
K K
Fonte: Da autora.
Note que, como K > 1, temos
i(r)
— <
5 r
Ainda, temos que
I(r
o< _¢
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independentemente de r, ja que os triangulos 7, sao semelhantes. Assim, obtemos

l
0<€1:M<ﬂ:6; para todo 7,
2r r

com 0 <7 < p. Logo, existe v > 0 e existem ¢y, co > 0 tais que

l
¢ < ﬂ < ¢,
rYy

isto é, c1r7 < I(r) < eor?.
Estes fatos ja estao levados em conta no préximo Teorema e, com a prova deste,

concluimos a prova do Teorema C.

Teorema 3.2 Seja D um conjunto aberto em R* com (0,0) € 0D. Suponha que exista
K>1, p>0e~v>0 tal que

OD N {(x1,23); 0 <y < p} CH{(z1,23); K|z1| < 23 < p},
0D ¢€ de classe C por partes e que exista C; > 0 e Cy tal que
Cir? < U(r) = |DN{(x1,23) CR?* 23 =71} < Cor?, 0 <1 < p. (3.7)
Suponha v € C2(D) N CY(D) satisfazendo v =0 em 0D N {(x1,x3); 73 < p} e
Av>1em DN A{(x1,23); 23 < p}.

Entao eziste yo € D N {(x1,x3); x3 < p} tal que v(yo) < 0.

Demonstra¢ao: Suponha que v(xy,z3) > 0 para todo (z1,x3) € D N{(z1,x3); x5 < p}, com
p < 1. Defina

o(xy,x3) = x§ — :1:%

Note que
Ap(z1,23) = div(Ve) = 0.

Além disso, dado (z1,23) € DN {(x1,73); 23 < p}, do fato de K|z;| < x3 e K > 1 temos

2
1

)
332

1
Ogl—ﬁﬁl— 2

donde
0<az3(l - K?) < (xg,3).



Por outro lado temos

o(zy,x3) = :Eg — x% < :133

Ainda, note que
0<az3(1—-K?) <o(r,r3) <13

Definimos, agora, paraa >0e 0 <e <1,

905(361,333) = CLZ'ESO(%, 1’3)

99

onde a e € serao escolhidos posteriormente. Note que, para (z1,x3) € DN {(x1,z3); 3 < p},

temos
a(p(i . I3
8331 - a$390x1’
. A
= AT5Pz,0, = —20T3,
ox? .
8906 e—1
= acxsy Y+ axip,
ax3 3 90 3%0 3
e
62(705 e—2 e—1 e—1 €
O = ag(e — )23 "0 + agr3” pgy + AT Puy + AT Pry0y
3
= ae(e — 1)a§ > + 2aex§ + 2aex§ + 20
= ae(e — 1)a§ ¢ + 4aca§ + 2az5.
Logo,

Npe(r1,23) = —2axs + as(e — 1)a§ 20 + dasx§ + 2ax§
= ac(e — 1)a5 ¢ + dasz§
= as((e — Vp(x1, 23)(2577) + 4a5).

Como ¢ —1 < 0ex3 < p, vemos que

Ape(ar,x3) = as((e = Dp(ar, x3)(2577) + 4a5)
daexs

IA A

daegp®.

(3.9)
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Por outro lado, de (3.8) segue que

¢e(w1,m3) = axsp(Tr,T3)
— ari(e} - a?)

v

2 3.10
ars (:1:?,, — ﬁ) (3.10)

az3te (1 — K2).

Suponha que 0 < x3 = p < 1. Logo x%ﬁ > 73 donde

oo (z1,23) > axi(1 — K 2) = ap®(1 — K?). (3.11)

Agora, como assumimos v(x1,73) > 0 em D N {(x1,23); 23 < p}, escolhemos a
independente de ¢ tal que

e (x1,3) > v(21, 23)

para todo (x,x3) contido na fronteira de D N {(x1,x3); z3 < p}.
Agora, escolha € € (0,1) de forma que

Np. < dasp® < dae < 1.
Como por hipdétese Av > 1, temos
Ap. < Ao (3.12)

e, ainda,

(1, 23) > v(21, T3),

em O(D N {(x1,x3); x5 < p}). Considerando isto, o Teorema 1.2, a definigdo de ¢, e (3.8)

segue a seguinte desigualdade:
0 < v(xy,23) < 0oy, 73) < aws'® (3.13)

em D N{(xy,23); x3 < p}.
Note que, como Ap =0, ¢ >0e Av>1em DN{(xy,x3); 3 < p} temos que

oz, 23) < p(1,23) AV = (AU — vVAY) (21, T3).

Suponha, agora, 0 < r < pey = (z1,x3). Aplicando a segunda identidade de Green (Teo-

rema 1.6) para v e ¢ sobre D, = {(x1,z3); o3 < r} obtemos
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[edy < [(phv—vip)dy

D, Dy

= [(e(Vv,7) — v(Vp,i))dy (3.14)

ov 690)
= - — U= dS,
ag,. ((’D o 01

onde 77 é a direcao do vetor normal unitario que aponta para o exterior de D,.
Do fato de v = 0 em 0D N {(x1,23); x5 < p} e v > 0 em DN {(x1,23); x5 < p}
temos
(Vou, 1) = g—:;, <0, em 0D N{(xy1,x3); z3 < p}.

Ainda, como K > 1 e K|z1| < z3 em D, := D N {(z1,z3); x3 < p}, temos que

(w1, w3) = 25 — 21 > 0.

Assim, temos

9 9
P22 <0 e v22 =0, em DN D,
on o1

Portanto, como 0D, = (0D N {(z1,x3); z3 < r}) U {(z1,23); 3 = 1} e, sobre

{(z1,23); 3 =71}, 77 = ez temos

ov 8@) ( ov 8g0>
- — V=5 dS S - U5 dLC
agr (goan 677 Dn{zz=r} 90877 877 '
ov Do )
< o — v |dr 1
Dn{zz=r} ( 863 863 ' <3 5>

0
Mas, note que 8_90 =2r3 > 0ev > 0 e, entdo, das desigualdades (3.14) e (3.15)

T3
ov
< ——dx;.
/sO(y)dy_ / soaxgd:rl

D, D{z3=r}

segue

Integrando com relagao a r, de 0 a R < p, obtemos

R Ov

R
f(st(y)dy)dt < f( [ g@a—dx1>dt
0 \Dy 0 \Dn{zz=r} €3
= fcpaa—vdxldxg
Dpg

€3



Por outro lado, note que

d(pv) Oy ov
8ZE3 N 8$3U + s081’3’

o que implica que
dv  O(pv) O

908;1:3 N 6953 Uaxg‘

0
Comov>0e @ _ 2x3 > 0, segue

T3
R ov
J (fso(y)dy)dt < [ ea—dy
0 \Dy Dr (xg
0
— d _
Dj]; 83:3 f
d(pv)
< dy.
< DfR 90y Y

Note que, invertendo os limites limites integragao, obtemos

/ d(pv) dy = / pvdry,

81'3
DR Dﬁ{a:;),:R}
donde
R
/(/gp(y)dy)dt < / ovdry.
0 Dy DQ{I3=R}

Consequentemente, das equagoes (3.8) e (3.13) e do fato de ¢(z1, z3) < 2, segue

R
// $)a3)dy dt < // y)dy dt < / pudry < / z3(az3te)dzy,
0

Dy Dn{z3=R} Dn{z3=R}

donde

R
_2)//:B§dy dt <a / x5 ed,.
0 Dy

Dn{z3=R}
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Considerando g(t) = t*|D N {x3 = t}|, onde ¢t € [0, R], note que 0 < g(t) < g(R) e



entao, temos que

R Rt
[ [a3dy dt < [ [g(r)drdt
0 Dy 0o

< ——— [ aytdm

1— K2 Dn{zz=R} ’
= ca3|DN{x3 = R}|
R
S CR4+EM — CR2+ag(R)7

R2
para 0 < R < p. Mas, pela hipdtese (3.7), para 0 < r < p temos

cr? < |IDNA(zy,x3); 23 = 1} < cor?.

Com isso obtemos
ct’™ < g(t) < ept* ™.

Entao, de (3.13), segue que

Rt Rt
[ [ar*trdrdt < [ [g(r)drdt
00 00
< ¢ R*g(R)
S c R2+562R2+v
= cocy R4+E+’Y.
Por outro lado, note que
Rt . R y247+1
car ™ Vdr dt = ¢ | ——dt
{{1 1{2+7+1
¢ R3+’y+1
B 3+7<3+7+1)
_ ‘1 R
B+ +7)
Portanto,
R4+'y < (3 + 7)(4 + P)/)C Ca R4+’y+€’

C1
ou seja,
RY < ¢ R*Y™ " onde ¢ > 0.
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(3.16)

Como nosso R é qualquer, com 0 < R < p, chegamos a uma contradi¢cao, pois

para um R suficientemente pequeno, (3.16) ndo se verifica. Logo v(p) < 0 para algum

p € DN{(xy,23);23 < p}.

O
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3.2 NAO EXISTENCIA PARA O PROBLEMA DE DIRICHLET EM
DOMINIOS NAO CONVEXOS E ILIMITADOS

Na secao anterior obtemos um resultado de nao existéncia do problema de Dirichlet
para dominios limitados em R? assumindo que K > 1. Note que no Teorema C, decorre
do Corolario 1.1 que, para dominios limitados, a positividade do dado no bordo implica a
positividade da solucao. Este nao é o caso para dominios nao limitados, como os dominios
exteriores, por exemplo.

Notemos entao que, para estender o resultado de nao existéncia de Williams(1984)
para dominios nao limitados, faz-se necessario prescindir de qualquer hipétese adicional sobre
a positividade do dado no bordo. Este fato sera explorado na Proposigao 3.1. E, no entanto,
feita uma construgao um pouco mais complicada para o dado no bordo, a qual requer uma
sequéncia infinita de corners.

Como usamos um argumento topoldgico, a saber, o teorema da Curva de Jordan, a
extensao do resultado de nao existéncia de Williams (1984) sera também limitada a dimensao

2. Comecaremos com a seguinte proposicao.

Proposigao 3.1 (Teorema 3.2, Kutev & Tomi (1968)) Seja ' um arco de classe C*°
em R? com curvatura ndao nula, zo € I' e Ty o vetor unitdrio tangente a I' em xy. Para § > 0
suficientemente pequeno, denotamos Qs a componente de Bs(xo) \T' que nao é convexa e seja
s = I'N Bs(xg). Entdo para qualquer ¢ > 0 e K > 1, existe dado no bordo f € C%(T),
com osc(f) < e e Lip(f) = K, tal que ndo existe u € C*(Q5) N C°(Qs UT;s) satisfazendo
M(u) =0 eulp, = f.

Demonstracao: Para demonstrar este resultado usaremos um argumento de con-
tradicao.
Considere 7y : [0,l]] — I's uma parametrizacado de I's por comprimento de arco e

escolha uma sequéncia (s,) C [0,[], estritamente crescente, tal que
0=850<581 <8< ...<85 <1

onde

Seo = lim s; < [.

Dado K > 1 e e > 0, escolha ¢; suficientemente pequeno com ¢ € N, de forma que
0 < g; < € e que a componente conexa I's; do conjunto {z € I's/ | (7/(s:),z—~(s;)) |< ei/K}
que contém 7(s;) esteja contida em y((5(si—1 + i), 3(s; + Si+1))). Observe que os segmentos
de fronteira I's 1, s 2, ... sdo disjuntos, pois cada intervalo (%(si_l +5;), %(sZ +5i41)) ¢é disjunto

dos demais.
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Figura 3.5: Parametrizagao ~y

0 l

S, S,8,8, -
Vs 1}:‘ A>
féfl

Fonte: Da autora.
Ainda, note que g; pode sempre ser escolhido de forma que as fungoes lineares
©; - Pgﬂ' — ]R,

dadas por
pi(x) = K(¥(si), 2 — 7(s1)),

assumam valores €; e — ¢; nos dois pontos da extremidade de I's;, o que é possivel pois I's é

de classe C? e tem curvatura nao nula. Com isto, defina a funciao f sobre I's por

(- | pi(z) | +ei s se x € I's;, ¢ impar
| iz) | —&i se v € I's;, © par
. 1 1
f(x) = mm{] $—7(§S1) |,€} , sexEv([O,gsl])
min{|  —y(ss) €}, se x € y([s00,1])
L 0, para demais valores de x
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Figura 3.6: Gréfico da f

Fonte: Da autora.

Suponha a existéncia de uma solugao u € C?(25) N C°(Qs UTs) de M(u) = 0 em Q
que satisfaga u |r,= f. Note que o conjunto {y € Q5 UL's; wu(y) = 0} é diferente de vazio.
Denote por €s; as componentes conexas de (s UT's) \ u='(0) que contém o segmento de
bordo I's;, j = 1,2,3,.... Pode-se observar que os conjuntos €);; podem ser idénticos para
diferentes j’s. Agora juntamos um ponto x1 € ¥((0, 51)) com um ponto zs € ¥((Sws, ) por

um arco analitico mergulhado o contido em Q5 U {x, z2}.

Figura 3.7: Dominios Nodais

Fonte: Da autora.

Como u € C?%(Qs) e, ainda, u(z;) = f(z;) > 0 (i = 1,2), entao somente uma

quantidade finita de dominios nodais (subconjunto conexo de €2 onde u nao muda de sinal)
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25 ; podem ser interceptados por ¢ pois, do contrario como o é analitica e y(So) < 2 < (1),
terfamos que u nao seria de classe C'. De fato, neste caso existiria uma sequéncia (py,),
{pn} = G(u) N trago o, com subsequéncia (p,, ) convergindo para um ponto p € ¢ diferente
de 1 e x5, donde u nao seria diferenciavel em p. Assim, se existe uma quantidade infinita
de dominios nodais, infinitos deles devem estar contidos no subdominio de €25, dado por o e
pelo segmento de I' entre x; e x5.

Caso existam apenas finitos dominios nodais diferentes (25 ;, existe pelo menos um
(25,4, que contém varios segmentos de bordo I's;, digamos 7 = jo < ji < .... Neste caso,
segue do fato de f ser positiva (negativa) em I's ;, para j impar (par), que os nimeros jy € ji
devem ser ambos impares ou pares e, consequentemente, pelo Teorema da Curva de Jordan,
o dominio €; ;, envolve um dominio {25, onde k tem paridade diferente de jo. Em ambos os
casos, finitos ou infinitos dominios nodais {25 ;, obtemos a existéncia de algum 25 tal que

Qs C (s UTLs). Assim, ja que Qs ¢ um dominio nodal, temos que
u| (505, \r5) = 0
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que k£ é o menor nimero j com
Is; CQsp
e, desde que possamos assumir que a sequéncia €; é descrescente, segue que
0 <ulp,;;, <epou —ep <ulr,, <0,
para todo j > k com I's; C €25%. Logo, do Corolario 1.1, temos

O0<u<eg, ou —¢p<u<0

em (25, dependendo se k é par ou impar. Com isto, podemos definir v = g, —u ou v = u+¢y,
em uma vizinhanga do ponto v(sx) € I', dependendo da paridade de k. Como wu satisfaz
M(u) = 0 e ulp; = f, temos que v também ird satisfazer M(v) = 0 em Qs v|p;, = ep — f

ou v|ry, = f + &k, dependendo se k é par ou fmpar. Note que v > 0 e

v(x) = len()] = [K( (s), 2 —v(se))l, (3.17)

para © € I's;. Mas, isto contradiz o Teorema C de Williams ((1984) que garante que nao
existe solucao continua em Qs UI's; que no bordo possua comportamento semelhante ao dado

pela funcao v em (3.17). O
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Demonstragcao do Teorema D:
Note que, nas hipdteses do Teorema D, estd sendo considerado um dominio cujo
bordo contenha um segmento de arco I' que se encaixa nas condigoes da proposicao anterior.

Portanto este resultado é uma consequéncia imediata da Proposicao 3.1. 0



Capitulo 4

CONCLUSAO

Mostramos nesta dissertacao resultados de existéncia e nao existéncia de solugao
para o problema de Dirichlet com dado no bordo Lipschitz continuo em dominios nao convexos
do RR2.

E natural nos perguntarmos se os resultados como dos Teorema A, Teorema B,
Teorema C e Teorema D sao validos para dominios © de classe C? em uma variedade Rie-
manniana completa M qualquer. Neste contexto Riemanniano o problema de Dirichlet (1) é
dado como segue.

Sejam M™, n > 2, uma variedade Riemanniana completa, 2 C M um dominio C?

com bordo compacto e f € C° (99). Considere o seguinte problema de Dirichlet:

Qo (u) = div (ﬁ) =0em Q,ueC?(Q)NC°(Q)

(4.1)
ulgg = f

onde V e div sao o gradiente e divergente em M. Note que u é uma solugao de (4.1) se e
somente se o grafico de v é uma hipersuperficie minima na variedade Riemanniana M x R
com a métrica produto. O seguinte resultado de existéncia para dados C? no bordo foi obtido
recentemente em Aiolfi, Ripoll e Soret (2016):

Teorema 4.1 Seja M uma variedade Riemanniana completa n—dimensional, n > 2. Seja 2

um dominio limitado e C* em M e seja p € C?(9Q) tal que osc (@) < C (|Dy|,|D?p|,|Al|, Ricyr),

onde |A| denota a norma da seqgunda forma fundamental de 02 e C € uma fun¢ao que é dada
explicitamente'. Entao, o problema de Dirichlet (4.1) para a equagdo das hipersuperficies
minimas tem solugao. Além disso, a fung¢ao C = +00 nos pontos convexos em média de OS).

Seque que se 02 é convexo em média entdo (4.1) tem solugdo para qualquer dado continuo

LA fungdo C é descrita explicitamente em Aiolfi, Ripoll e Soret (2016).
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no bordo.

Este resultado estende o classico resultado de Jenkins & Serrin (1968) para varieda-
des.

No entanto é de se esperar que as condicoes dadas no teorema acima nao sejam
as melhores possiveis, como vimos para o caso Euclidiano. Como uma continuacao deste
trabalho, sugere-se estender para o contexto Riemanniano (o problema 4.1) o resultado de
existéncia descrito no Teorema A e o Teorema 1 de Williams (1984)(do qual fizemos a versao
dada no Teorema B) e, também, os resultados de nao existéncia como os obtidos para R" no
Teorema 3 de Jenkins & Serrin (1968) e os descritos no capitulo 4 (Teorema C e Teorema
D).

Estas questoes poderiam ser abordadas em trabalho futuro, pois pelo que temos

conhecimento, nenhum resultado nesta direcao existe na literatura atual.
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