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UNIDADE 1

INTRODUCAO AOS VETORES

A Algebra Linear fundamenta-se em duas operacdes bésicas en-
volvendo vetores: a adi¢do entre dois vetores e a multiplicacdo de
um ndmero, que chamamos de escalar, por um vetor. Assim, nesta
primeira unidade, estaremos estudando, primeiramente, vetores
em duas e trés dimensdes, tanto em termos algébricos como ge-
ométricos. A abordagem algébrica nos permitira estender nossa
percepcdo geométrica a muitos problemas fisicos para os quais,
normalmente, ndo poderiamos contar com o aspecto geométrico
(acima de trés dimensdes). Dessa forma, estaremos fundamentan-
do inicialmente conceitos em espacos bi e tridimensionais para,
naturalmente, passarmos para espacos "-dimensionais.

VETORES NO PLANO (2-DIM) E NO ESPACO (3-DIM)
Em diversas situagdes fisicas, usamos grandezas, como compri-
mento, massa, area e temperatura. Essas grandezas sdo chamadas
de GRANDEZAS ESCALARES, sendo que, para estas, bastam especi-
ficarmos as suas magnitudes. No entanto, outras grandezas como
deslocamento, velocidade, aceleragdo e forca exigem, além da
magnitude, uma direcdo e um sentido para estarem completamen-
te definidas, sendo denominadas de GRANDEZAS VETORIAIS.

Veremos, primeiro, sob o aspecto geométrico, a definicdo de
vetores no plano (bidimensional) e no espago (tridimensional).
Para isso vamos precisar de algumas definicdes preliminares en-
volvendo segmentos orientados.

DEFINICAO 1. Um segmento orientado é um par (A,B) de pontos do
plano (ou do espaco), denotado por AB, em que A éaorigem, e B
é a extremidade do segmento AB.

Figura 1.1 - Segmento orientado

DEFINICAO 2: Dois SEGMENTOS ORIENTADOS sdo ditos de mesmo
comprimento se 0s segmentos de reta correspondentes tém a
mesma medida.

,G SAIBA MAIS

Quer saber mais sobre grandezas
escalares e vetoriais?

Entdo, dé uma olhada nos enderecos:
http://www.novafisica.net/conteudo/

cont-1-3.htm

http://www.cepa.if.usp.br/e-fisica/meca-

nica/universitario/cap06/cap6_01.php

ATENgZ\o

Um segmento orientado é nulo se
tem origem e extremidade coinci-
dentes.
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DEFINICAO 3: Dois segmentos orientados sdao ditos de mesma di-
recdo, se os segmentos de reta correspondentes s3o paralelos.
Inclui-se, também, o caso em que os segmentos estdo contidos na
mesma reta suporte, veja figura 1.2 (b).

a) EM RETAS SUPORTES PARALELAS. b) EM UMA MESMA RETA SUPORTE.
B
/D
A 0 ¢
c A
Figura 1.2

Para a nogdo de sentido de um segmento orientado, considere-
mos dois segmentos orientados ABe CD . Inicialmente, suponha-
mos que ambos sejam paralelos e que os segmentos de reta AB e
CD estejam em retas distintas. Observe a proxima defini¢do.

DEFINICAO 4 Dois segmentos orientados ABe CD de mesma di-
recdo (representados na figura 1.3a), sdo denominados de mesmo
sentido, se os segmentos de reta AC e BD tém intersecdo vazia.
Caso contrario, se ACNBD =0, dizemos que os segmentos orien-
tados tém sentido contrario.

a) SEGMENTOS ORIENTADOS DE MESMO SENTIDO. b) SEGMENTOS ORIENTADOS DE
SENTIDO CONTRARIOS.

Figura 1.3

No caso em que AB e CD sejam segmentos de uma mesma
reta (representados na figura 1.4) consideremos entdo um segmen-
to orientado EF, fora da reta AB, tal que, AB e EF tenham o mesmo
sentido. Agora, que recaimos no caso anterior, podemos comparar
0 segmento orientado EF com o segmento orientado CD.
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a) SEGMENTOS ORIENTADOS DE
MESMO SENTIDO.

b) SEGMENTOS ORIENTADOS DE
SENTIDO CONTRARIOS.

Figura 1.4
Agora, sim podemos definir um vetor.

DEFINICAO 5: Um vetorno plano (ou no espaco) é um representante do
conjunto de segmentos orientados equivalentes, ou seja, segmen-
tos orientados que tém o mesmo comprimento, a mesma direcdo e
0 mesmo sentido. Escolhe-se, assim, um segmento orientado para
identificar todos os segmentos orientados que sdo equivalentes.

a) ALGUNS SEGMENTOS b) VETOR AB

ORIENTADOS EQUIVALENTES

Figura 1.5

NOTACAO

A partir de agora, representaremos um vetor através de letras minds-
culas com uma flecha, por exemplo, G,ve w ndo fazendo deste modo
referéncia ao segmento orientado representante. Sendo que a notagao
AB serd usada quando desejarmos indicar a sua origem e extremidade.

Aintroduc¢do de um sistema de coordenadas retangulares mui-
tas vezes simplifica problemas envolvendo vetores. Com isso, esta-
remos representando um vetor de forma algébrica. Vejamos entdo:

VETORES EM SISTEMAS DE COORDENADAS

Seja v qualquer vetor no plano ou no espaco e suponha que v
tenha sido posicionado com seu ponto inicial na origem de um sis-
tema de coordenadas retangulares, 0(0,0)(plano) ou 0(0,0,0)(es-
paco) e, com ponto final em P(x,y) (plano) ou P(x,y,z) (espaco); isto

ﬁcouTEODo RELACIONADO

ENTAO, DE ACORDO COM O QUE VIMOS...

Podemos concluir, que os segmen-
tos orientados AB e BA tém o mes-
mo comprimento, 3 mesma dire¢ao
e sentido contrario.
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=0P . Ent3o, as coordenadas (x,y) ou (x,y,z) do ponto final de
sdo chamadas componentes de V.

<l

é,
v

NOTACAO X
~o|x . - _
Escrevemos v={ } e v=|y|. ou ainda, v=(x,y) e V=(xv.2)
y
z

para vetores no plano e no espaco tridimensional, respectivamen-
te. Estes vetores podem ser visualizados no sistema de coordena-
das na figura 1.6.

a) REPRESENTAGAO DE UM VETOR NO SISTEMA DE b) REPRESENTAGAO DE UM VETOR NO SISTEMA DE

COORDENADAS RETANGULARES NO PLANO. COORDENADAS RETANGULARES NO ESPACO.

v 4

z
y P

P
v v
(0] 1) y
X X Y
X
X
Figura 1.6
ATENCAO

+ O conjunto R? =RxR={(x,y)/x,y e R} éinterpretado geometricamen-
te como sendo o sistema cartesiano do plano xOy . Assim, as compo-
nentes de qualquer vetor v =0P=(xy) do plano correspondem as
coordenadas de um Unico ponto deste plano (P =(x,y)), e esta corres-
pondéncia é biunivoca, ou seja, também a cada ponto (P =(x,y)) do

plano est4 associado um Unico vetor do plano v = 0P =(x,y).

+ O conjunto R® = RXRxR={(x,y,z)/x,y,z € R} éinterpretado geometri-
camente como sendo o sistema cartesiano do espaco tridimensional
Oxyz. Assim, as componentes de qualquer vetor v =0P =(x,y,z) do
espaco tridimensional correspondem as coordenadas de um Unico
ponto deste espago (P =(x,y,z)), e esta correspondéncia é biunivoca,
ou seja, também a cada ponto (P =(x,y,z)) do espago esta associado
um Unico vetor do plano vV =0P =(x,y,z).

* O vetor nulo denotado por 0 é o vetor que tem coordenadas nulas.

+ O vetor oposto de um vetor v=0P é o vetor —v=-0P, que tem o

mesmo comprimento e a mesma dire¢do, mas sentido contrario ao de
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V. Assim, em termos de componentes no plano e no espaco, respec-
tivamente, temos a representagao:

—V=(-x-y) ou -V=(-x-v,-z).

+ Se U e V sdo vetores quaisquer do plano ou do espaco, entdo a dife-
rengade U por V é definida por G-V =G+ (-V).

* Se um vetor Vé representado por um segmento orientado AB, onde
A=(a,b) e B=(c,d), entdo as componentes de v serdo dadas pela dife-
renca entre as coordenadas do ponto final B e do ponto inicial A, ou seja,

V=B-A=(c—ad-b).Isso vale de forma andloga para o espaco.

« Umvetor t=kv (k escalar real, v=0) tem a mesma direcdo de v, e
o sentido vai depender do sinal de k: k>0 mesmo sentido, e k<0

sentido contrario.

Exemplo 1

Na figura 1.7(a) podemos observar que os dois segmentos orienta-
dos representam o mesmo vetor e as coordenadas deste vetor s3o
V=0P=AB=(3,2) e,em 1.7(b), que -V =-0OP =0Q =(-3,-2).

a) v b)

<~

Q

~4

Figura 1.7

10
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Exemplo 2
Na figura 1.8 temos a representacdo geométrica do vetor v =(1,2,3)
no sistema cartesiano de coordenadas no espaco tridimensional.

=

Figura 1.8
Exemplo 3
Obtenha as componentes do vetor Vv=AB com ponto inicial

A=(4,-1,1) e final B=(7,2,-2).

De forma simples, calculamos V = AB=B—A =(7—-(4),2—(~1),-2—-(1)) = (3,3,-3)

VETORES EM R’

Primeiro... um pouco de histéria...
(Texto baseado no livro Algebra linear contemporanea, de ANTON e BUSBY, 2003.)

Ao final do século dezenove e inicio do século vinte, os matema-
ticos comecaram a reconhecer a importancia fisica de espacos de
dimensdes maiores. Na época, Einstein acrescentou uma compo-
nente temporal t as trés componentes espaciais (x,y,z) obtendo
uma quadrupla (x,y,z,t) que ele considerou como um ponto do
universo espago-tempo de dimensao quatro. Embora ndo possa-
mos visualizar um espaco de quatro dimensdes do modo como
podemos representar geometricamente espagos de duas e trés di-
mensodes, mesmo assim as propriedades geométricas validas para
2 e 3 dimensdes podem ser estendidas para 4 dimensdes através
de propriedades algébricas aplicadas em quadruplas. Einstein de-
senvolveu a teoria da relatividade geral através de uma geometria
apropriada do universo espago-tempo de dimensdo quatro.

Agora... em termos matematicos...
Vamos definir um espaco n-dimensional.

11
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DEFINICAO 6: Sendo " um nUmero inteiro positivo, entdo uma énu-
pla ordenada é uma sequéncia de " nimeros reais (v,,v,,..,V,). O
conjunto de todas as énuplas ordenadas é denominado o espago
n-dimensional, denotado por R".

Decorre naturalmente que qualquer vetor neste espago serd
denotado por v =(v,,v,,...v,) e que o vetor nulo serd representado
por 0=(0,0,..,0) .

VETORES E COMBINA(s'aES LINEARES

Definiremos a seguir as opera¢oes de adi¢ao entre vetores e a mul-
tiplicagcdo por escalar na forma usual. Desenvolveremos em deta-
lhe para vetores no plano e no espaco tridimensional, no entanto,
estas operagdes sdo validas para vetores de dimensdes superiores
sendo que a manipulacdo algébrica é feita de forma analoga.

Adicao de Vetores no plano (2-dim)
Sejam u=(x,,y,) e V=(x,.,y,) vetores quaisquer do plano. A soma
de U com v é o vetor

U+V =0 +%,.Y, +V,)

ADICAO DE VETORES NO ESPACO (3-DIM)
Analogamente, para U=(x,,y,.z,) e V=(x,.vy,.z,) vetores quais-
quer do espaco, a soma de U com Vv corresponde ao vetor

U+V =0 +X,.Y, +V,.Z, +7,)

Geometricamente a soma U+Vv pode ser interpretada obser-
vando a construgdo através da regra do paralelogramo. Esta regra
consiste em escolher representantes de u e v, respectivamen-
te AB e AD, com origem em A e construir um paralelogramo
ABCD. O segmento orientado AC é um representante do vetor
U+Vv, ja que BC é um representante de v.Em outras palavras, a
soma U+V é a diagonal do paralelogramo formado pelos vetores
u e v, conforme mostra a figura 1.9.

Figura 1.9

12
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Podemos realizar a adicdo entre os vetores u e v utilizando
a regra do tridngulo. Ela consiste em escolhermos representantes
destes-vetores, AB e BC, respectivamente, tais que o ponto inicial
de v seja o ponto final de u, entdo a soma U+V é o vetor repre-
sentado pela seta desde o ponto inicial de U até o ponto terminal
de v.Observe a figura 1.10.

Figura 1.10

Exemplo 4

Vamos considerar na figura 1.11 duas situa¢des no plano. Sejam
U=(-1,2) e v=(3,2). Em (a) o vetor soma é obtido pela adi¢do
entre U e v, ou seja, U+V=(-1,2)+(3,2)=(2.4), e, na figura (b), a
operacdo subtracdo pode ser interpretada como a soma entre os

vetores U e —V, ou seja, U—V =U+(-Vv)=(-1,2)+(-3,-2) = (-4,0).

a) VETOR U+V (REGRA DO PARALELOGRAMO).

b) VETOR U-V (REGRA DO PARALELOGRAMO).

Y

4

34

Figura 1.11

Exemplo 5

No espaco tridimensional com u=(1,2,2) e v=(-1,2,1) resulta que
o vetor soma é U+v =(1,2,2)+(-1,2,1) = (0,4,3). A representacdo no

sistema cartesiano é apresentada na figura 1.12.

13

#*APLICAQT\O PRATICA

Para pensar e responder...

O paralelogramo da figura 11(a) tem
diagonal y+v.

Qual é sua outra diagonal?

Qual é a soma das duas diagonais?
Trace o vetor soma.
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Figura 1.12

VVamos ilustrar no proximo exemplo a adi¢cdo entre vetores em
dimensdes superiores.

Exemplo 6
Seja U=(-3,1,2,5,0) e v =(2,-1,3,0,—2), calculando a adicdo u+v,
obtemos:

U+v=(-31,250)+(2,-13,0,-2)=(-3+2,1+(-1),2+3,5+0,0 +(-2)) = (-1,0,5,5,-2)

Adicao de trés ou mais vetores
Podemos efetuar a soma de trés ou mais vetores de forma analo-
ga a adicdo de dois vetores, pois U+V+W = (U+V)+W=U+{V+W).
Observe o aspecto geométrico dessa igualdade em diferentes situ-
agdes mostradas na figura 1.13.

. v
U

U+V+W l —

sl

Figura 1.13

MULTIPLICAQRO DE UM ESCALAR REAL POR UM VETOR
Dado um vetor v e um ndmero real k, definimos a multiplicacdo
de kpelo vetor v, denotada por kv, como sendo o vetor tal que:
l. Sek=0o0uvV=0,entdo kv=0.
Il. Se k>0e v=0, entdo kv tem o comprimento k vezes o com-
primento de V, a mesma direcdo e sentido de v .
lIl. Se k<0 e v=0, entdo kv tem o comprimento k vezes o com-
primento de V, mesma direcdo e sentido contrdrio a v .

14
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Isso significa, em termos de coordenadas, que:
- sev=(xy) e keR, entdo kv =(kx,ky) para o plano;
- se v=(xy,z) e keR, entdo kv = (kx,ky,kz) para o espaco.

Exemplo 7
Se v=(2,-1), calcular 3v e %\7.

De acordo com o que foi visto, temos que:

3V =3(2-1)=(3-23(-1)=(6,-3)

e
1. 1 1 1
2 2 2
Geometricamente, temos a representacao na figura 1.14.
Y 4
14
1ol 2 3 4 5 6 7 X
2V T
1t
-2+
r 3V
_4--
Figura 1.14
Exemplo 8

Se v=(0,-1,3), calcular 2v e —3v.
De acordo com o que foi visto, temos que:
2V =2(0,-1,3)=(2-0,2-(—1),2-3)=(0,-2,6)

-3V =-3(0,-1,3) =((-3)-0,(-3)(-1).(-3)-3) =(0,3,-9)

Exemplo 9
Seja v=(2,—1) e u=(1,1), calcular a combinacdo linear 3v+2u.

De acordo com o que foi visto, temos que:

v+20=3(2,—1)+2(1,1) = (6,-3)+(2,2) = (8,—1) . Geometricamen-
te, temos a representacdo na figura 1.15.

15
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Em http://www.fisica.net/simulacoes/
java/walter/ph11br/resultant_br.php
vocé encontrard um applet que faz a
adi¢do entre vetores no plano a partir
da acdo de forgas sobre um corpo. A
abordagem dada é apenas geométri-
ca. Realize diferentes operagdes de
adi¢do entre os vetores e as analise.

Em http://www.phy.ntnu.edu.tw/
ntnujava/index.php?topic=51 vocé
encontrard dois applets um para
adicdo de vetores em 2 dimensoes
e outro em 3 dimensdes, sendo que
este Ultimo tem um applet demo
explicando como usé-lo. A aborda-
gem dada nestes, além da geomé-
trica, envolve também a algébrica.

Manipule-os para diferentes vetores.

ATENgﬂO

Podemos observar que, quando dois
vetores sao multiplos escalares um
do outro, irdo existir representantes
destes, tais que estardao em uma mes-
ma reta suporte e, assim, os vetores
sdo ditos colineares (veja a figura 14).
Contudo, se escolhermos outros veto-
res representantes dos dois, tais que
ndo estejam em uma mesma reta,
eles serdo denominados paralelos e
ndo mais colineares. Como um vetor
ndo muda ao transladarmos, e teria-
mos duas denominagoes diferentes,
vamos considerar que os termos
paralelos e colineares significam o
mesmo quando aplicados a vetores.

Quando combinamos estas operagdes,
formamos combinacdes lineares. As-
sim, definimos a soma de k,u e k, v,
com k, , k, escalares reais como uma

combinacdo linearde u e v.
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Figura 1.15

Exemplo 10
Seja v=(3,1,0), u=(1,2,1) e w=(-2,1,-1), calcular a combinacdo
linear —v+3u e a combinacao linear 2v—u+3w .

De acordo com o que foi visto, temos que: —v +2u=—(3,1,0)+3(1,2,1) = (-3,-1,0)+(3,6,3) = (0,5,3).
2V-U+3w=2(3,1,0)—(1,2,1)+3(-2,1,-1) = (6,2,0) +(~1,-2,-1) +(-6,3,-3) = (~1,3,-4),
o xQy, obtendo a medida do vetor u=(1,2,0). Depois, como este é
perpendicular ao vetor w =(0,0,3), temos outro tridngulo retangu-
lo cujos catetos sdo as medidas de U e w; a hipotenusa correspon-
de, neste triangulo, & medida do comprimento do vetor v .

16
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COMPRIMENTOS E PRODUTOS ESCALARES

VVamos definir agora uma nova operagdo entre vetores. Por simplici-
dade, vamos considerar, em detalhe, vetores no plano e no espago
tridimensional. No entanto, o produto escalar e suas propriedades
sdo validos também para espacos de dimensdes superiores.

VETORES NO PLANO
DEFINICAO 7: O produto escalar ou produto interno euclidiano de
dois vetores v=(x,,y,) e U=(x,,y,), representado por v-u, é um

ndmero real expresso por v-u=x,x, +V,Y, .

Exemplo 11
Dados os vetores v=(1,3) e u=(-2,1).0 produto escalar entre os
dois é dado por v-u=1(-2)+3.1=1.

Exemplo 12

Dados os vetores v =(2,—1) e U=(-2,-4), o produto escalar entre
0s dois é v-u=2.(-2)+(-1)(-4)=0. Observemos que o produto es-
calar para esses vetores ndo nulos resultou em zero. Geometrica-
mente estes vetores s3o perpendiculares entre si, isto é, 0 angulo
formado entre eles é de 90°, veja a figura 1.16.

Figura 1.16

Exemplo 13

Osvetores i=(1,0) e j=(0,1) contidos nos eixos do sistema de carte-
siano de coordenadas sdo perpendiculares entre si, veja a figura 1.17.
O produto escalar entre eles é nulo, vejamos: i.j=1.0+0.1=0.

17
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Figura 1.17
Vamos voltar a este assunto mais adiante.

Uma aplicacao ...
Suponha-se um peso de magnitude 4 no ponto x=-1 e um peso
de magnitude 2 no ponto x =2, sendo o eixo x uma alavanca (barra
rigida), tendo no ponto x=0 o ponto de apoio. Assim, haverd um
equilibrio dos pesos porque o produto interno é (4)(-1)+(2)(2)=0.
Esta situacdo € caracteristica de aplicagdes envolvendo
alavancas, conforme ilustra a figura 1.18. O vetor dos pesos é
w =(w,,w,)=(4,2). Os vetores da posicdo dos pesos em relacdo
ao ponto de apoio (bracos da alavanca) é v=(v,,v,)=(-1,2). A
forca peso vezes a distancia fornece o momento para cada uma
das particulas, Fd, e, havendo equilibrio na alavanca, temos que
Fd, =Fd,. Assim, F,d, —-F,d, =0 corresponde ao produto escalar
nulo w-v=0, 0uU seja, w,v, +W,Vv, =0.

" A =

VETORES NO ESPACO
DEFINICAO 8. O produto escalar ou produto interno usual de dois

Figura 1.18

vetores no espago v =(x,,Y,.z,) e u=(x,,y,.z,), representado por
V-U é um ndmero real expresso por v-U=x,X, +V,V, +Z,Z,.

Exemplo 14

Dados os vetores v =(0,1,1) e u=(-1,2,1), o produto escalar entre
os dois é dado por v-U=0.(-1)+1.2+1.1=3.

18
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Exemplo 15

Considerando os vetores contidos nos eixos 1=(1,0,0), j=(0,1,0)
e k=(0,0,1), o produto escalar entre quaisquer dois vetores dis-
tintos entre 1, j e k resulta em zero. Verifique analiticamente e
observe na figura 1.19 o angulo formado entre eles.

Figura 1.19

E, parao espaco R"...
Se Uu=(u;,U,,---,u) e V=(v,,V,,---,v,) 30 vetoresem R", entdo o
PRODUTO ESCALAR de Ue v é definido por 3z cLossirio

YRV (VARURRPRRTIO X (VARVARRR V) N TRVARNURVARETRVA Denota-se também o produto
escalar entre dois vetores v e u por
< V.G e"v lar g “
COMPRIMENTOS E VETORES UNITARIOS (v.u) ese ety escalary
Quando o produto escalar é aplicado em um vetor com ele mesmo,

sendo este vetor ndo nulo, o resultado do produto escalar também ATENCAO

sera ndo nulo, pois: O produto escalar w-v éigual a
« Em R? — seja v =(x,,y,) ndo nulo resulta, VoW
V-V = (XY, ) XLy, ) = X2 4y, # 0 Verifique!!!

« Em R® — seja v=(x,,y,,z,) ndo nulo resulta,
VR 2 2 2
VeV =X, Y02, ) (XY Z) =Xy,  + 2, # 0.

Seguindo este pensamento, definimos o comprimento de um
vetor.

DEFINICA0 9: O comprimento (ou norma) de um vetor v é a raiz quadra-
da do produto escalar de v-v. Assim, para vetores no plano, temos:

‘M‘ - \/ﬁ = \/(Xl,yl)~(>(1,y1) = \/Xlx1 +y,Y, = W _

E. no espaco:

HVH= VV:- =\/(X1,y1,21)'()(1,y1,21) =\/X1X1+yly1+2121 =VX12+y12+le
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CONCLUSAO

* Esta definicdo corresponde ao comprimento da “seta” que repre-
senta o vetor. Veja o proximo exemplo.

-+ Se v=(v,,V,,-,v,) €R", entdoocomprimentode V é

dado por ”V”=\/V-V =\/\/12 +V22 +"'+Vn2 )

Exemplo 16

A partir das figuras abaixo, verifique que, na figura 1.20(a), o com-
primento do vetor v=(12) é JE e observe que este valor corres-
ponde a medida da hipotenusa do triangulo definido pelos vetores
u=(0,2) e i=(1,0). E, na figura 1.20(b), verifique analiticamente
que o comprimento do vetor v=(1,2,3) é \/ﬂ Pense também em
termos de tridngulos retangulos, aplicando o teorema de Pitagoras,
primeiro no tridngulo definido no plano xOy, obtendo a medida
do vetor u=(1,2,0). Depois, como este é perpendicular ao vetor
w =(0,0,3), temos outro triangulo retdngulo cujos catetos sdo as
medidas de U e w; a hipotenusa corresponde neste triangulo 3
medida do comprimento do vetor V.

a) b)

003
| o) ) (003)

<

Figura 1.20
Vetores Unitarios

DEFINICAO 10: Um vetor v é dito unitario se seu comprimento é
igual a unidade, ou seja, “\7”:1.

Exemplo 17

. - 1 g - ~ s
Os vetores em 2-dim: u=(—=,—=); i=(1,0) e j=(0,1) sdo unita-

2

-

rios. Vejamos:
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i =o-s \/IJ‘+TT: Ty

k=(0,0,1) sdo unitarios. Vejamos:

-7 3 () e o

‘F“:\/ﬁzxfl.l-i-o.o+0.0 =J1=1;

M:\/ﬁzx/o.mluo.o —J1=1:

HR“:ﬁzx/o.oJro.ou.l =J1=1.

Um resultado disso ...

A partir de qualquer vetor ndo nulo v, é posswel obter um vetor
unitario. Consideremos v =(v,,v,), entdo: U=

“ “ é unitario pois:

2 2
=l | =
\ \

O mesmo vale para vetores no espaco tridimensional.

Estes vetores sdo denominados versor de um vetor. Observe
ainda que o versor de um vetor tem @ mesma dire¢do e 0 mesmo
sentido do vetor original, mudando apenas seu comprimento.

Exemplo 18

Dados os vetores v=(1,3) e u=(-1,1,2), determine um vetor uni-

tario no plano e no espaco a partir destes vetores.

Vot = ! (1 3)-# _[ 2 3
oz T 10 10 V10
0 1 1 1 2
Uypip = ————=(-1,1,2)=—=(-1,1,2) = ( ___j
N TIPS J_ J6 6 ' J6

21
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Importante saber ...

« Para duas dimensdes, os vetores i=(1,0) e j=(0,1) sdo
unitarios e encontram-se nos eixos coordenados. Assim,
observe que qualquer vetor v=(x,y)eR? pode ser es-
crito como combinacdo linear dos vetores i e j, isto &,
Vv =(%Yy)=x(1,0)+y(0,1) = xi+yj .

+ Analogamente, no espaco tridimensional, os vetores 1=(1,0,0),
7=(0,1,0) e k=(0,0,1) sdo unitarios e encontram-se nos eixos
coordenados.Assim,observeque qualquervetor v = (x,y,z) € R?
pode ser escrito como combinacao linear dos vetores i, j e
k,isto & v=(xY,z)=x(1,0,0)+y(0,1,0)+2(0,0,1) = xi+yj+zk .

« Os vetores i,j e k sdo denominados vetores unitdrios canéni-
cos do espaco tridimensional.

« Em R" os vetores unitdrios canénicos sdo denotados por
e, =(1,0,---,0), e, =(0,1,0,---,0), -, e =(0,---,0,1).

Exemplo 19

Observe os vetores a seguir:

v=(-1,2)=(-1)(1,0)+2(0,1) =—i+2j com v=(-1,2)eR? cujo com-
primento é J5.

v =(2,-2,3)=2(1,0,0) +(~2)(0,1,0) + 3(0,0,1) = 2i — 2j + 3k, com

v =(2,-2,3)e R*; sendo seu comprimento igual a J17.

Propriedades do Produto Escalar
Dados os vetores U,v e w quaisquer e ke R . Entdo, temos:
l. V-V>0e V-V=0« V=0 (positividade)
ll. v-i=0-v (prop. comutativa)
. w-(V+U)=w-Vv+w-U (prop. distributiva em relacdo a adi¢do
de vetores)
V. (kv)-U=k(v-U)=v-(ku) (homogeneidade)
V. G-a=|df

E com vocé ...
Verifique algebricamente estas propriedades para vetores em duas
e trés dimensdes.

Como consequéncia destas propriedades, resulta que:
o5 =[G+ 25-5+
pois,
[G+9]" = @+V)-@+V) =TG@+9)+9@+V) = [a+9]" = [ +25-v+ |
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E com vocé...
Da mesma forma, podemos mostrar que: ||G—\7||2 :||G||2 —20-\7+||\7||2 .

IMPORTANTE...
Estas propriedades sdo validas para vetores em R".

Angulo entre dois vetores

O angulo entre dois vetores U e v ndo nulos no plano (R*) ou no
espaco (R*) corresponde ao angulo definido pelos seus represen-
tantes, denotado por 6, tal que 0 <6< r. Observe a figura 1.21.

Figura 1.21

O angulo em geral definido por eles pode ser obtido pela ex-
4-v

Vejamos como chegar a esta expressdo. Considere a figura 1.22.

pressao: cos 0=

cl
<i

Figura 1.22

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo retangulo ABC, te-

mos que:
2

-2

+|v

N
[o-v[ = o

~2[d]|v[coso.
Mas vimos anteriormente que [u~+] pode ser escrito como
5~ = [ ~ 2] ¥ + ol
Assim, comparando as duas expressdes, temos que:
ST

Basta entdo calcularmos o valor de 6 a partir de cos®.
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Exemplo 20 4 1
Determinar o angulo entre os vetores 5:[2} eb= L} apresenta-
dos na figura 1.23.
\g
4L+
34
1+ /b
a
14
—4
0 1 2 3 4 X

Figura 1.23

comprimento dos vetores € ”5”:\/42+22:\/ﬁ
”b” J12+32 =410, o produto escalar entre eles é

a- =41+2.3=10.

ASSIm,

_ UV oo __ 10 1 V2o V2 e
cos 9—”0""\/" cos e—mm_ﬁ_ 5 arccos[ 5 J—AS
Entdo: 6 =45°.

OBSERVACOES o
Y

+ Como |cos 6|<1 resulta, a partir de cos 9:"0”| que

<

I
|d-v|<[d||V]. esta desigualdade é denominada desigualdade
de Schwarz.

* Embora a formula do angulo entre dois vetores tenha sido ob-
tida supondo-se que eles sao ndo nulos, ela é valida se um ou
outro vetor for o vetor nulo. Além disso, podemos concluir que,
se U e v sdo vetores ndo nulos, 0 angulo 0 entre eles sera:

- 0 agudo se, e somente se, U-V>0;
- 0 obtuso se, e somente se, U-V<O;
- 0 retose esomentese, U-v=0.

Comentamos anteriormente que, se dois vetores sdo perpen-
diculares entre si, o produto escalar entre eles é nulo. Agora vamos
provar este resultado.

"0 produto escalar entre dois vetores u e v perpendiculares entre si é nulo.”
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Dem: Quando U e v sdo perpendiculares, eles definem os catetos de
um tridangulo retdngulo. E a hipotenusa pode ser representada pelo ve-
tor v—u.Vejaafigura 1.24. Assim, pelo teorema de Pitdgoras, temos que,
o comprimento destes vetores satisfaz a expressao ”\7 ’ +”G = ”\7 -4 ’
Mas, pela definicao da norma de um vetor, temos:

s
<

Figura 1.24

Para duas dimensdes, em termos das componentes dos veto-
res u=(u,,u,) e v=(v,,v,), temos que esta relacdo resulta em:

(V2 +v,2 )+ (U +u2) = (v, —u ) +(v, -u,)

v12 —2ViUp +u12 + vzz —2V,yUy +uz2

2v1u1+2v2u2=0 = v1u1+v2u2=0 = v-u=0.

Em trés dimensodes, tem-se também o termo —2v3u3, resul-

tando em:

v1u1+v2u2+v3u3 =0 = v-u=0.

Observemos que este resultado é o mesmo obtido a partir
u-v
Sl

quentemente, como cos0=c0s90°=0, temos que: 4-Vv=0.

cos 0= sendo que o angulo 6, neste caso, é 90° e, conse-

Exemplo 21

Sejam os vetores U=(-1,2) e v=(4,2). Na figura 1.25, temos a re-
presentacdo geométrica destes vetores no sistema cartesiano, e o
seu produto escalar é v-U=(-1,2)-(4,2)=-4+4=0, sendo que 0
angulo formado por eles é de 90°.

|
=S|

Figura 1.25

25

ATENgﬂO

Generalizando a nog¢do de per-
pendicularidade para espagos de
dimensdo superior, dizemos que
dois vetores U e v em R" s3o
ditos ortogonais se u-v=0.Em
particular, para vetores Uevem
R? ou R?, estes sdo ditos ortogo-
nais se, e somente se, forem ndo
nulos e perpendiculares entre si,
ou, entdo, pelo menos um dos dois
vetores é nulo.
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Projecao Ortogonal

Em muitas aplicagdes, é necessario decompor um vetor U como
soma de outros dois vetores, um destes, paralelo a um vetor ndo
nulo especificado v, e outro perpendicular ao vetor v.Se v e i
sdo posicionados com seus pontos iniciais coincidindo, podemos
decompor o vetor U conforme mostra a figura 1.26.

a) b) )
— — —
. u —_ u u —_
u, u, u,
) — > — ) — > — — —
u, v "4 u, u, v
Figura 1.26

Observe que U, é paralelo com Vv nas trés situa¢des e que
U, é perpendicular a v. O vetor U, é denominado projecdo de U
sobre v (ou também denominado componente vetorial de U ao
longo do vetor V), o que denotamos por proj,u. E U, é denomina-
do o componente vetorial de U ortogonala v.

Vejamos uma férmula para o cdlculo de u, =proj,u e
U, =U0-proj,u.

ATENGAO
Este resultado é valido para vetores em 2-dim ou 3-dim.

Para o célculo de u, =proj,u: Como este vetor é paralelo a v,
entdo pode ser escrito como multiplo de v, ou seja, Ik e R, tal que
U, =kv.Assim, U=0, +U, =kv+0,. Aplicando o produto escalar de
v com ambos os lados desta igualdade, resulta:

UV=(V+0,)V = GV=k@-V)+0, Vv = GV=k[V| +G,-v

= (_||\7||2 (4,-v=0, pois U, é perpendicular a v). Como

proj,i=U, =kv , temos que:

u-v.

\%
[

proj,u=
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Exemplo 22
Dado o vetor U=(2,-1,1), determinar sua projecdo ortogonal na
direcdo de v=(1,1,2) e também o componente vetorial de U or-
togonala v.

.~ U-v.
Temos que pl’O]VU:WV ,em que:
\%
0v=(2-11)(112)=2-1+(-1)-1+1-2=3 e ||\7||2:(\/12+12+2ij6

-1 11
V=_(11112)= _:_:1 .
2 2 2

- - (11 ..
Logo, U, =proj.u=|—,—,1| e U, =u-u, =(2,-1,1)-| =,=,1 |=| =,-=,0
g0, U, =proj; [zzj 2 = )(zzj( j

Assim, proj,u=

oV | W

#*APLICAQT\O PRATICA

Em http://www.fisica.ufpb.br/prolicen/Applets/Applets1/Vetores/Prodint.html vocé
encontrard um applet que, a partir da constru¢do de dois vetores no plano,
calculard automaticamente a norma de cada vetor, o produto escalar e o angulo
entre eles. Este applet foi desenvolvido para vetores em R”.

Em http://www.falstad.com/dotproduct/ vocé encontrard um applet que, a partir
da construgdo de dois vetores no plano, calculard automaticamente a norma
de cada vetor, o produto escalar, o cosseno do angulo e o angulo entre eles. Sdo
abordados vetores em R”.

Em http://www.cs.brown.edu/exploratories/freeSoftware/repository/edu/brown/cs/
exploratories/applets/dotProduct/dot_product_guide.html vocé encontrard um ap-
plet que calcula o produto escalar entre dois vetores no plano. Isso é feito a par-
tir da construcdo de dois vetores na tela grafica, clicando sobre esta ou sobre a

entrada de valores das componentes. Para o applet rodar, é necessario escolher

a forma de visualizag¢do na lateral esquerda, clicando em Run with JavaWebStart.

Escolha um dos applets indicados e explore-o para diferentes
vetores.
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PRODUTO VETORIAL NO ESPACO

Na se¢do anterior, vimos que o produto escalar entre dois vetores
no plano (R?) e no espaco (R*) produz um ndmero (escalar) real.
Agora iremos definir um tipo de multiplicacdo entre vetores que
produzira, como resultado, um terceiro vetor, sendo aplicavel ape-
nas para o espaco tridimensional.

Em muitos problemas fisicos e de engenharia, ha a necessida-
de de se construir um vetor que seja perpendicular a outros dois
vetores dados.

DEFINICAO 11: Se U=(x,,y,,Z,) e V=(x,,y,,Z,) sd0 vetores no es-
paco, entdo o produto vetorial de U e v, denotado por uxv, é o
vetor definido por

uxv = (ylzZ _ZlyZ'le2 _xj.ZZ'xlyZ _y1x2) .

Ou, em notacdo de determinante:

DICA:

O produto vetorial entre U e v é mais facil de ser memorizado se
escrevermos as componentes destes vetores em uma matriz 2x3
dadapor{® Y1 %1 cuja primeira linha contém as componentes

XZ y2 ZZ

de U, e a segunda linha as componentes de v. Apds, para obter a
primeiro componente de Uxv, retiramos a primeira coluna e toma-
mos o determinante; para obter a segunda componente, retiramos
a segunda coluna da matriz e consideramos o determinante com o
sinal negativo; e, para obter a Ultima componente, excluimos a ter-
ceira coluna e tomamos o determinante.

Exemplo 23
Seja U=(4,-1,2) e v=(5,2,-3). Determinando o produto vetorial
entre U e v, temos:

-1 2
2 -3

4 -1

=(-1,22,1
. ||Fr2213

1

5 -3

‘42

NOTACAO
O produto vetorial entre dois vetores U e V pode também ser de-
notado por UAV.

28

,CSAIBA MAIS

Em http://www.mspc.eng.br/matm/
vetor130.shtml, encontramos uma
aplicagdo fisica envolvendo momen-
to mecanico.

Em http://ptwikipedia.org/wiki/Pro-
duto_vectorial, no item aplicagoes,
vocé encontrard alguns exemplos
em sua area.
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ALGUMAS RELAQ()ES ENTRE O PRODUTO ESCALAR E
O PRODUTO VETORIAL
Se U, Vv e W sdo vetores do espago, entdo:

a. U-(Uxv)=0 (ou seja, Uxv é ortogonala u);
b. v-(Uxv)=0 (ou seja, uxv é ortogonala v);
C. ||Gx\7||2 :||G||2 ||\7||2 —(G-V)? (Identidade de Lagrange).

Dem: Sejam U=(x,,y,.z,) e V=(x,,Vy,.Z,), entdo:
u '(ﬂ)(\7) = (xllyllzl)'(ylzz TZ1Y5. 2% =X 25,4 Y, _y1x2) =
= )(1(y1zz _Zlyz) + y1(21x2 _)(122)+21()(1y2 _y1x2) =0.
b. v '(G>(\7) = (xz'yzrzz)‘(y1zz ~Z1Y2. 2% = X234, _y1x2) =
=X, (ylzz _Zly2)+y2(zlx2 —)(122)+ Zz(xlyz _ylxz) =0.
C. Reescrevendo as duas expressdes, temos:
||GX\7||2 = (y1zz _Zlyz)z +(lez _xlzz)z +(X1y2 _y1x2)2 S
B P = @-9F = b2 +v22 42,7007 4,2 +2,7) =060, +V,y, 2,2,

o

Basta desenvolver os lados direitos das duas igualdades para
verificarmos a igualdade.

Propriedades do produto vetorial
Se U, Vv e w sdo vetores do espaco, e k é um escalar real qualquer,
entao:

a. Uxv=-vxu

b.  Ux(V+w) = (UxV) + (Uxw)
C. (U+v)xw = (Uxw) + (Vxw)
d. Kk{uxv)=(ka)xv = ux(kv)
e. Ux0=0xi=0

f. Uxi=0

E com vocé...
A verificacao dessas propriedades decorre facilmente das proprie-
dades de determinantes.

A partir destas propriedades, podemos mostrar mais outras
duas que relacionam o produto escalar e o produto vetorial.

Mais relacoes
d. Ux(vxw)=(G-w)v—(a-v)w
e.  (Uxv)xw =(U-w)v—(v-w)u

Dem: Sejam u=(x,,v,.z,), V=(x,.V,,Z,) € W=(x;,Y5,Z5), entao:

d. Vamos primeiro provar a validade desta propriedade para os
vetores 1, ] e k. Facamos:
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W=1=(1,0,0) = Ux(Wxi)=0¢,,V,,2,X(0.2,,—Y,) = (=Y,V, = 2,7, V,%, X, Z,)
@1V —(T-V)i = ()%, Y5.2,) = (X%, + V.Y, +2,7,)(1,0,0) = (=y,Y, —Z,Z,.%,Y, . %X, Z,)
Logo, Ux(Vx1)=(T- 1)V -(G-V)i

=j=(0,1,0) = UX(Vxj)=(x,.V,;.,Z,X(=2,,0,%,) = (Y, X,, =X, X, —=Z,Z,,Y,Z,)

=3

])\7 - (G ’ \7)] = (y1)(xz' yz,Zz)—()(l)(z +VY.Y, + lez)(o,l, O) = (y1x2' XK, — lezry1zz)

—
(gt}

Logo, Ux(vxj)=(G- )V —(G-V)] .
W=k=(0,0,1) = TX(VXK)=(%,, ;.2 (Y5, —%,,0) = (2,%,,Z,Y5, =X, X, —Y4Y,)

-R)\? —(G~\7)E =(z,)0%,.Y,.2,) = (X%, +V,V, +2,7,)(0,0,1) = (2,%,,Z,V,, =%, %X, —V,V,)

—_
cl

Logo, Ux(vxKk)=(G-Kk)v —(T-V)k .

Vimos anteriormente que qualquer vetor do R’ pode ser
escrito como combinacdo linear dos vetores unitarios candnicos
i,jek, ou seja, W=(X;Vs,Zs) =X, +Ys]+2,k. Assim, desenvol-
vendo cada lado da igualdade que queremos provar a validade,
resulta em:

UX(VXW) = Ux (\7)(()(37 + yj + ZBR)) =, ux (x3 (Vx1)+ Vs (\7)(]) + zB(VxE))
1@ for(a

(ax(vxT))+ v, (@x(9x3) Y 2, (Gx(0xk) )=
( —(G-v)i )+y3(u1 UVJ)+ (u )V uvl<)

(G-w)v—(a-v)w (u~(x31 +y3j+23k))7—(0~\7)(x31 +y3j+23l<)=

=]
A8{||

G

=Xy (G- TV A+ Y5 (T WV + 2, (G- RV =% (T-9)T + Y5 (G-V)] + 25T Vk =
=, (@ V=@ Yy, (@39 -9 2, (@07~ 0-9K).

Comparando as duas expressdes, concluimos que Gx(Vxw) = (G-w)v —(4-v)w
A demonstracdo da propriedade (e) é andloga.

Exemplo 24

Consideremos 0s vetores unitarios 1=(1,0,0), j=(0,1,0) e
k=(0,0,1). Lembre-se de que estes vetores estdo nos eixos coor-
denados (figura 1.19). Calculemos os produtos vetoriais entre eles:
i), kxi e jxk.
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== (lo o |1 oll1 o -

X] = i , =(0,0,1)=k
1 0 o oo 1

~ - (lo 1/ lo 1]/lo o -

kxi = - , =(0,1,0)=]j
oo |1 ot o

-~ (|11 o lo oo 1 .

Xk = - , =(1,0,0) =i
o 1" |o 1/lo o0

Da mesma forma, podemos verificar que:

ixi=0; ixk=—]; jxj=0; jxi=-k; kxk=0 e kxj=—1.

Para nos lembrarmos destes resultados, podemos recorrer a
figura 1.27. Observando dois vetores no sentido horario, o produto
vetorial destes serd o vetor seguinte e, se observarmos no sentido
anti-horario, serd o negativo do vetor subsequente.

Figura 1.27

NOTACAO
O produto vetorial também pode ser expresso como determinan-
te, envolvendo os vetores unitarios candnicos, pois ja vimos que
qualquer vetor v =(x,y,z) e R* pode ser escrito como combinagdo
linear dos vetores i, j e k, isto &,

Vv =(X,,2) = x(1,0,0)+V(0,1,0)+2(0,0,1) = Xi+yj+zk . Assim,

i3k

Como uxv é ortogonal aos vetores U e v, este resultado é
demonstrado supondo U e vV ndo nulos e observando que o sen-
tido de uxv pode ser determinado usando a regra da mao direita.
Conforme figura 1.28, devemos considerar: 6 é o angulo entre U e
v.Suponhamos que o vetor U é girado pelo angulo 6 até coincidir
com V. Se os dedos da mao direita se fecharem quando apontados
no sentido desta rotagdo, entdo o polegar indicard (aproximada-
mente) o sentido de Uxv.
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Ndo é valido em geral que:
UX(VXW) = (UXV)XW .
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Figura 1.28

INTERPRETAQRO GEOMETRICA DO PRODUTO VETORIAL
Se U e vV ndo sdo colineares, entdo a norma do vetor produto ve-
torial Uxv representa geometricamente o valor da drea do parale-
logramo definido pelos vetores U e v.

Vejamos:
Pela propriedade de Lagrange, temos:

[l = [l o] - -7

Sendo 6 o angulo definido entre U e v, temos que
G-V =[d||V| cos®, de modo que a expressdo acima pode ser rees-
crita como:

[l =" ¥ - (l¥lcosoF — [5x|" =[G |9 (1~ cos* 0) — [ox]” = [ [¥[] sene
Observando a figura 1.29, temos que a altura do paralelogra-

mo definido é h=|V|send, e a base corresponde a b =|d]. Assim, a
area do paralelogramo definido pelos vetores G e V é A= [[ixV].

Il

|7 lIsen6

A
ol

Figura 1.29

OBSERVACAO

Este resultado também é valido se os vetores G e v forem coline-
ares entre si, pois o paralelogramo definido por eles tem area nula
e também Uxv =0, j4 que 6=0°.

Este resultado em particular pode ser mostrado analiticamen-
te, vejamos:
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“xV=0 se, e somente se, U e V sdo paralelos.” Ya_

Y1z, =7,Y, =0
Dem: (—)Se Uuxv =0 — (y,Z, —Z,V,.Z,%, —=X,Z,, X, Y, =Y, %,)=0 = $Z,%, —=%,Z, =0 — —=
XY, =YX, =0

X z X .Y
S A N4

XZ y2 ZZ )(2 y2

Logo, as correspondentes componentes dos vetores U e V sdo
proporcionais entre si. Assim, 3k e R tal que u=kv .Portanto, U e v
possuem a mesma dire¢do, ou seja, sao representantes paralelos.
(«-)Se U e v sdo paralelos, entdo FkeR tal que u=kv. Assim,
resulta que U=(x,,y,.z,)=(kx,,ky, ,kz,). Logo,

X, kz
Uxv = ! !

X, kz,|

y, kz,
y, kz,

1

(multiplicidade nas colunas de cada um dos determinantes).

Da interpretacao geométrica decorre ...

Adreade um triangulo pode ser definida pelo produto vetorial entre
dois vetores, como podemos observar na figura 1.30, em que a area
do triangulo P,P,P, pode ser obtida a partir de A =% ﬁzxﬁ”

Figura 1.30

PRODUTO MISTO
DEFINICAO 12: Se U, V e W s3o vetores do espaco tridimensional
entdo u-(vxw) é denominado produto misto de U, v e w.

Dados U=(x,,y,.z,), V=(x,.V,.Z,) € W=(x;,y5,Z5), 0 produto
misto resulta em:

Y, 72,

G- (Vxw) = (x,,Y,.2,)- v, z,

X3 Y3
ATENgZ\o

Assim, pelas propriedades de determinantes, temos que:

X
U-(Vxw) = |x
X

1

2

3

Y1
Y,
Y3

33

O simbolo (z -V)xw ndo tem sen-
tido, pois o produto escalar resulta
em um escalar, e o produto vetorial
aplica-se apenas a dois vetores no
espaco tridimensional.
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PENSE E REPONDA...
Como podemos justificar a validade dessas igualdades?
U-(Vxw) = w - (Uxv) = v - (Wxa)

INTERPRETACAO GEOMETRICA DO PRODUTO MISTO
Veremos a seguir uma interpretacdo geométrica para determinan-
tes 2x2 e 3x3.

a. Dados dois vetores no plano, u=(x,,y,) e Vv=(x,,y,), temos
que o valor absoluto do determinante da matriz formada por
suas componentes corresponde 3 drea do paralelogramo por
eles definido, ou seja,

A=

g et[xl ylj
)(2 y2

Veja a representacdo na figura 1.31(a).

a) v b) 7

(%)

(x.y.)

<

Figura 1.31

Para mostrarmos este resultado, vamos utilizar o resultado visto
anteriormente a respeito da interpretacdo geométrica do produto ve-
torial. Para isso, devemos adaptar os vetores do espaco bidimensional
(plano) para o espago tridimensional. Assim, observe a figura 1.30(b) e,
basta que consideremos os vetores tridimensionais contidos no plano
xy . Assim, temos que a area do paralelogramo pode ser calculada por

( J det [xl yl J
XZ y2

b. Dados trés vetores no espaco tridimensional U=(x,,y,.z,),
V=(%,,Y,.2,) € W=(X;,y5,Z5), temos que o valor absoluto do
determinante da matriz formada por suas componentes corres-
ponde ao volume do paralelepipedo por eles definido, ou seja,

X, O
X, O

y: O
Yy, O

x1 yl
)(2 y2

X Yy

A = [[axvll =
o o

(0.0, )

I 1 - -
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xl yl Zl
V=|det|x, vy, z,

X3 VY5 Z3

Veja a representacdo na figura 1.32(a).

a) z b)

<

<\
/./\
<l sl

Y

Figura 1.32

Para mostrarmos este resultado, consideremos o paralelogra-
mo definido por v e w como sendo a base do paralelepipedo de-
terminado pelos vetores U, v e w. Assim o valor da 4rea da base
é dado por [vxw|, e altura do paralelepipedo corresponde ao valor
de h que corresponde a projecdo do vetor U sobre o vetor Vxw.
Assim, temos que h = [jproj,; ] . Logo, o volume & obtido por

TR 1) [ 1 Y
V:Abaseh:||vxw||||prokxwu||:||vxw||W:|u-(vxw)|: det| x, v,
X3 VY3

IMPORTANTE...

Esse ultimo resultado possibilita concluirmos que, se trés vetores es-
tdo contidos em um Unico plano, o produto misto entre eles serd nulo,
pois o volume do paralelepipedo definido por eles sera igual a zero.

#'&APLICAQRO PRATICA

Em http://suhep.phy.syr.edu/courses/java-suite/crosspro.html vocé encontrara
um applet que apresenta geometricamente o produto vetorial entre os vetores
Jeb. Manipule os vetores para responder as perguntas propostas no applet.

Em http://lectureonline.cl.msu.edu/~mmp/kap17/vector/vector.htm havera um applet
que permitird a vocé definir o comprimento dos vetores 3 e beos correspon-
dentes angulos que eles formam com o plano xy , gerando o vetor resultante do
produto vetorial entre os dois. Manipule-o e observe resultados vistos na teoria.

Em http://www.upscale.utoronto.ca/Generallnterest/Harrison/Flash/Vectors/CrossPro-
duct/CrossProduct.html é apresentado um applet que explora a dire¢do do vetor resul-
tante do produto vetorial entre dois outros vetores através da regra da mao direita.
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ATIVIDADES DA UNIDADE 1
ATIVIDADES 1

1. Dados os vetores U=(3,-2), V =(-2,5) e w=(1,1), encontrar as componentes dos seguintes vetores:
a. 2V+w
b. U—V+Ww

¢ Lo
3

3. Determinar as componentes do vetor v de ponto inicial A e ponto final B dados por:
- A(3,1).B(2,-1)

A(2,0),B(-3,-1)

. A(3,5,0),B(-2,-5,-4)

. A(-1,0,2),B(0,-1,0)

. A(0,0),B(x,.y,)

A(0,0,0).B(x,.y,.2,)

Sh D O N o w

Represente geometricamente, no sistema cartesiano, o sistema de coordenadas correspondente
aos vetores das letras (a) — (d).

4. Determinar a soma de AB e CD, onde A=(1,-1), B=(2,0), C=(-1,3) e D=(-2,2). Esboce esta
operacdo no sistema cartesiano de coordenadas.

5. Determinar as componentes do vetor V= OP, onde O é a origem e Pé o ponto médio do segmento

RS, sendo R=(2,-1) e S=(-4,3).

6. Sejam u=(-3,1,2), v=(4,0,-8) e w=(6,-1,-4). Determinar:
- As componentes dos vetores:

a. V—-w
b. 2G-17
3

C. —V+W+2U

- As componentes do vetor X que satisfacam a equagdo 20-V+X=7X+W.
- Os escalares ¢, ¢, e ¢, tais que c,U+C,V+C,w=(2,0,4).
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Para os exercicios 7 — 8, considere o cubo abaixo.

(00.1)

(1,00)

7. No cubo trace o vetor adicio entre os vetores i e j.
8. Trés arestas do cubo unitario sdo os vetores 1, j e k. Trés vértices sdo os pontos (0,0,0), (1,0,0),

(0,1,0). Quais sdo os cinco outros vértices e as coordenadas do ponto central ao cubo. Determine
as coordenadas dos pontos centrais das seis faces.

Para os exercicios 9 — 10, considere a figura abaixo.

.
<

- 1- 1-— - 11— - - - =
9. Afigura mostra u==v+=w. Marcar os pontos év+—W; —V+—W e V+Ww.
2 4 4 4 4

10. Marcar o ponto —v+2w e outra combinacdo k,v+k,w, com k, +k, =1. Tracar a linha que contém
todas as combinagdes que tém Kk, +k, =1.

11. Dados os vetores U=(-1,2,0,3,-1,2), V=(-2,1,0,-2,4,1) e Vv=(0,2,-2,1,3,3) ,determinar:
a. U+w
b. 3(2u-V)
C. (30-V)—(20+4w)
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ATIVIDADES 2

1. Dados os vetores a=(-1.6,2.1), b=(2,3) e c=(3,2).
a. Calcular os produtos escalares a-b, a-c e b-c.
b. Verificar a validade das desigualdades de Schwarz ‘56‘ < “5“”5” e ‘B-E < “B”“E“ .
c. Determinar os vetores unitarios nas direcdes de a e ¢ e o angulo por eles definido.

2. Determine a norma dos vetores V.
v=(2,-3)

(-5,0)

=(0,7,0)

=(-3,2,-1)

a N o o
< << <

3. Determine a distancia entre os pontos P, e P,.(Lembre-se: PP, e P,P, sdo vetores)
a. P, =(-3,6)e P, =(-1,-4)
b. P, =(6,0,-3)e P, =(2,2,-2)

4. Dados os vetores U=(2,-2,0), v=(1,-3,1) e w=(3,2,-4), calcule as expressdes:
a. “hﬂ“

o [v]+[d]
< |3v+3]v]
d ||2G —5W+ \7”

e.

1w
]

5. Seja a=(-1,2,5). Determine todos os escalares reais k tais que |||<é|| =4.

6. Mostre que as componentes do vetor G=(x,,y,) na figura sdo x, =[t|cos6 e y, = ||sens.

U=, v,)

7. Prove geometricamente que, se 3 e b s3o vetores do plano ou do espaco, entdo HS+B“ < ||5||+“B“
(esta desigualdade é denominada desigualdade triangular).
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10.

11.

12.

13.

Determinar o angulo 6 entre os vetores:

a. U= \E} e Wz{o}
_1 1
b. U= \E} e\fv:{ﬁ}
| -1 1
1 1
v=|-2lew=|1
|1 -2
Descreva:

W,

- . _ |2
3. Todos os vetores w :{ } perpendiculares ao vetor v :{ 1 } .

2
1

b. Em palavras, todos os vetores perpendiculares ao vetor w=|1.

1

Identifique se as afirmagdes sdo verdadeiras ou falsas. Caso sejam verdadeiras, justifique e, se
forem falsas, dé um contra-exemplo.

(a) Se veR? é perpendicular aos vetores G e w, entdo Uew sdo paralelos.

(b) Se v é perpendicular aos vetores U e w, entdo U é perpendiculara v+2w.

(c) Sempre existe uma combinacdo V+ki que é perpendiculara U.

Dados U=(1,1) e v=(1,5) escolha um escalar real k tal que v—ku é perpendicular a u. Apds,
determine uma expressdo que forneca este escalar k para qualquer UeV.

Utilizando a teoria de vetores:

a. Demonstre que os pontos A=(1,2,2), B=(3,3,4), C=(4,5,3) e D=(2,4,1) sdo vértices de um pa-
ralelogramo.

b. Determine os angulos do tridngulo cujos vértices sdo os pontos A=(3,2,1), B=(3,2,2) e C=(3,3,2).

Determine a proje¢do ortogonal de U sobre w e também o componente vetorial de U ortogonala w.

a. u=(-1,-2)ew=(-23)
b. G=(3-2.6)ewW=(12.-7).
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ATIVIDADES 3
3 0 2

1. Dados os vetores u=| 2 |, v=| 2 | e w=|6, calcular
-1 -3 7

a. VXW

b. Ux(Vxw)

C. (Uxv)xw

d. (Uxv)x(vxw)
e. (Uxv)—2w
f. ax(v—-2w)

2. Determinar um vetor que seja ortogonal aos vetores a e b.

-2 0
(a)d=|1|eb=|3
4 -1
5 1
b)3=|-3|eb=|-1
2 1
2 -1
3. Determinar a area do paralelogramo determinado por 3=|3| e b=| 2
0 -1

4. Determinar a area do tridngulo definido pelos pontos P,,P, e P, .
a. P, =(1,-1,2), P,=(0,3,4) e P, =(6,1,8).

5. Amedida em radianos do angulo entre G e V é g Sendo |[i] =1 e || =7, calcular [ixV] e %GX%V .
6. Se ABCD é um tetraedro regular de lado unitario, calcular “A@xﬂf”
-1
7. Determinar o momento em relacdo ao ponto O da forga f=| 3 |, aplicada ao ponto P, tal que
OP =(1,1,1) . (Momento é OPxf ). 4
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UNIDADE 2

SOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Sistemas lineares com milhares de varidveis ocorrem em diversas
areas do conhecimento, entre elas nas engenharias, em analise eco-
némica, em imagens de ressonancia magnética, analise do fluxo de
trafego, na previsdo do tempo, em circuitos eletrdnicos, na explora-
¢do de petréleo. Existem diversas técnicas numéricas para resolvé-
los, sendo que todas sao baseadas na teoria que veremos aqui.

Um dos principais assuntos em Algebra Linear é o estudo de sis-
temas de equagdes lineares. Assim, nesta unidade estaremos abor-
dando algumas situagdes que surgem os sistemas de equacdes linea-
res bem como maneiras de resolucao destes. Nesse sentido veremos
como as solu¢des podem ser interpretadas geometricamente.

VETORES E EQUA§6ES LINEARES
Vamos definir matematicamente uma equacado linear, para depois
chegarmos até o sistema de equacoes lineares e as suas solugoes.

DEFINICAO 1: Uma equacdo linear nas varidveis x,,x,,...x,, denomi-
nadas de incoégnitas, é uma equagdo da forma

3, X, +3,%, +---+3 X, =b, (1)

em que 3, 1<j<n e b sdo constantes reais (ou complexas) ndo
todas nulas.

DEFINICAO 2: Um sistema de equacdes lineares com m equagdes e n
incégnitas é um conjunto de equagdes do tipo

A X, +a,%, + 3%, =b,

n“*n
n

3,, %, +3,,%, ++-+4+3,. %, =b,

3 Xy + 35X, oo+ 3 X, =Dy, (2)

com a;,b, 1<i<m, 1<j<n, ndmeros reais (ou complexos) ndo

ij

todos nulos.

DEFINICAO 3: Uma solucdo de uma equacgdo linear do tipo apresen-
tado em (1) é uma n-upla de nimeros (x,,X,,..,x,) que satisfaz a
igualdade. Analogamente, uma solucdo de um sistema de equacgdes
lineares representado em (2) é uma "-upla de nimeros (x,,X,,...X,)
que satisfaz simultaneamente estas ™ equacdes.
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Vamos considerar um sistema de equacdes lineares com duas
equacgdes e duas incognitas no exemplo a seguir.

Exemplo 1

Dado o sistema de equacgdes lineares
2X+y =4
5x-y=3

A representacao geométrica de cada equacao no plano é de
uma reta, conforme podemos observar na figura 2.1.

5x-y=3

°

—
-

/
w
IS
x

Figura 2.1
Verificamos facilmente que o par ordenado que satisfaz simul-
taneamente o sistema é (1,2), ou seja, este ponto corresponde ao

ponto comum das duas retas, sendo x=1 e y=2.

Podemos considerar um sistema linear como sendo uma equa-
¢do vetorial. Retornando ao sistema linear do exemplo, podemos

reescrevé-lo como
y 2 . 1 3 4
517 <17 3]’

e encontrar a solugcdo desta equacgdo vetorial significa determinar a
S 2 1 4

combinacdo linear entre os vetores < e ) que resulta em 2|

Assim, os escalares que satisfazem esta combinacdo linear sdo

- 2 . 1
x=1ey=2. Logo, a soma de vetor v=1{5} e u=2{ J resulta

4 . . s
no vetor |:3:| . Vejamos isso, em termos geometricos, na ﬁgura 2.2.
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v (25)

(2.-2)

Figura 2.2

Podemos sistematizar o estudo de sistemas de equacoes linea-
res através da notagao matricial. Assim, podemos representar oslv -
tores da combinag¢do linear do exemplo em uma matriz,

sendo que suas colunas correspondem a estes vetores. Ela € deno-
minada matriz dos coeficientes do sistema.

O sistema pode ser representado pela equacdo matricial
2 1 /X 4 . ) ) -
{5 J{y} = [3} Logo, determinar a solucdo desta equagao matricial

- . X .
significa determinar as coordenadas do vetor { que a satisfazem.
Yy

N

colunal  coluna2

LEMBRE-SE

Vejamos mais um exemplo, agora um sistema com trés equa-
¢oes e trés incognitas.

Exemplo 2
Dado o sistema de equacgodes lineares

X+2y+32=06
2X+5y+272=4
6X—-3y+z=2

A representacdo geométrica de cada equagao no espaco é de
um plano, conforme podemos observar na figura 2.3.
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6x-3y+z=2
2x+5y+2z=4
y
Figura 2.3
1 2 3| x 6
Em termos matriciais, temos |2 5 2|y |=|4|.
6 -3 1|z 2

Resolver um sistema desse tipo significa encontrar valores
para x,y ez que satisfacam simultaneamente as trés equacoes.
Em termos geométricos é determinar a intersec¢do entre os trés
planos. Essa ja ndo se torna uma tarefa facil até mesmo através
de uma visualizacdo interativa da imagem. No entanto, podemos
verificar facilmente que o ponto (0,0,2) satisfaz as trés equacgoes,
basta substituir x=0,y =0 e z=2 nas equacdes do sistema.

Escrevendo o sistema como uma combinacdo linear de veto-
res, temos:

1 2 3 6
X[2+y| 5 [+zZ|2|=|4]|"
6 -3 1] |2

Como os escalares que satisfazem esta combinagdo linear sdo
x=0,y=0ez=2,temos que a soma dos vetores

1 0] 2 0 3 6 6
Vv=0[2|=|0]|,u=0| 5 |=|0|ew=2|2|=|4]|resultaem |4|.
6 0] -3 0 1 2 2

Vejamos isso, em termos geométricos, na figura 2.4.
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Figura 2.4

A IDEIA DA ELIMINA(;RO

O método de eliminagdo consiste em obter um sistema EQUIVA-
LENTE a0 sistema de equacdes original. No entanto, neste altimo,
deverdo ter sido eliminadas algumas incognitas do sistema. Isso
é feito através da adicdo de um mdltiplo de uma das equagdes a
uma outra equacado. Esta técnica se aplica tanto para sistemas com
mesmo nimero de equagdes e incégnitas (m=n), ou ndo (m>n ou
m<n). Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3

Consideremos o mesmo sistema do exemplo 1, dado por
2X+y =4
5x-y=3

Vamos eliminar, na primeira equacao, a incégnita x, subtrain-
do %5 da segunda equagdo na primeira, isto é,

2 2
5Xx—y=3 (x—=) > 2X——y =
y=3( 5) Y

;M)

Aequacdo 7y =14 ndo tem o termo x, pois este foi eliminado.
Assim, y = 2. Substituindo o valor encontrado para y, em qualquer
uma das equagbes do sistema, obtemos o valor correspondente
para x.Neste caso, x=1.

Logo, algebricamente, temos os sistemas de equag¢des equi-
valentes:

2X+y =4 N 7y =14
5x—-y=3 5x—-y=3

O significado geométrico pode ser observado na figura 2.5.
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5x-y=3 5x-y=3

7y=14

o
—
=
w
»~
=
[=}
—
[
N
w
&~

Figura 2.5

Exemplo 4
Seja o sistema de equacgdes lineares

X=2y=1
IX—6y=11"

Vamos eliminar, na segunda equacdo, a incdgnita vy, subtrain-
do trés vezes a primeira equagdo na segunda, isto &,

X—2y=1 (x3) = 3x—6y =3 — (3x—6y)—(3x—6y)=11-3 — Oy =8

A equagdo Oy =8 ndo faz sentido. Isto significa que o sistema
linear ndo possui solu¢do. Na figura 2.6, mostramos o significado
geométrico para este sistema, ou seja, as retas definidas pelas duas
equacdes sdo paralelas, ndo existindo, assim, ponto em comum.
Também podemos observar este resultado em termos dos vetores
da combinacao linear, eles possuem a mesma dire¢do, no entanto,
o vetor do lado direito, 111 , tem direcdo diferente.

y y

3 31 (1,3)
2.
1]
. 0

2 -1 1 2

/.
-1 “21
/ °]
Ix-6y=11 “
/z Y -51
(-21-6) .64

Figura 2.6
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Exemplo 5

Seja o sistema de equacdes lineares
X—=2y=3
3x-6y=9

Vamos eliminar, na segunda equacdo, a incdgnita x, subtrain-
do trés vezes a primeira equagdo na segunda, isto &,

X=2y=3 (x3) > 3x-6y =9 — (3x—6y)—(3x-6y)=9-9 — 0y =0

Da ultima equagdo, Oy =0, temos que qualquer valor para
a incoégnita y satisfaz a igualdade. Na realidade ha apenas uma
equacdo, ou seja, x—2y =3.Avaridvel y, neste caso, é denomina-
da livre, pois qualquer escolha atribuida a ela permitira determi-
narmos um valor correspondente para a outra incognita, x, a partir
de x=3+2y.Assim, teremos infinitas solu¢des, pois diferentes va-
lores para a varidvel y implicardo valores diferentes para x. Na fi-
gura 2.7 mostramos o significado geométrico para este sistema, ou
seja, a representacdo de uma Unica reta. E, como no exemplo ante-
rior, os vetores da combinacdo linear possuem a mesma direcdo.

(1.3)

(_21_6)

Figura 2.7

Exemplo 6
Seja o sistema de equacoes lineares com duas equacgdes e trés in-
cognitas dado por

X+2y—3z2=2
2X+y—-3z=-2

Para eliminar a incognita x, subtraimos duas vezes a primeira
equacdo da segunda equacao, isto &,

X+2y—32=2(x(=2)) = -2X—4y+6Z=-4 —> (<2x—L4y+62)+(2x+y—32)=(-4)+(-2) = —3y+32=—6 —> y=27+2.
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Substituindo, na primeira equagao, esta expressao para a incognita
y em fun¢do do termo z resulta que x+2(z+2)-3z2=2 —> x=z-2.
Assim, a solu¢do do sistema de equacgoes lineares é da forma x=z-2,
y =Z+2,0Useja, aincognita z é uma variavel livre. Isto significa que,
para cada valor atribuido a z, teremos uma nova solugdo para o siste-
ma de equacdes. Portanto, este sistema admite infinitas solucoes.

CONCLUSOES

* O método de eliminagdo, como vimos, consiste em efetuar re-
petidamente as seguintes operacdes:

* Mudanca de posicoes entre duas equagdes no sistema;

* Multiplicacdo de uma equag¢do por uma constante ndo nula
adequada;

+ Adicao de um multiplo de uma equacao a outra equacao.

+ Este método fornece outro sistema de equacdes lineares que
tem exatamente as mesmas soluc¢bes do sistema de equa-
¢des linear original, sendo que, este novo sistema podera ser
resolvido facilmente.

+ Através destes exemplos, podemos concluir que um sistema de
equacdes lineares podera ter uma Unica solu¢do, ndo admitir
solucdo ou, ainda, ter infinitas solugdes. Vamos resumir estes
€asos para sistemas de equacgodes lineares de duas equagdes e
duas incognitas. Para isso, consideremos o sistema linear

ax+by=c
a,x+by=¢,

O grafico de cada uma destas equagdes é representado por
uma reta, que denotaremos por r, e r,, respectivamente. Vejamos
0s trés casos possiveis e 0s seus respectivos significados geomé-
tricos na figura 2.8.

a. O sistema tem uma Unica solu¢do (compativel e determinado):
Se x=x, e y=Y, 5303 Unica soluc¢do do sistema, entdo o ponto
(x,y)=(x,,y,) estd sobre as duas retas r, e r,. Reciprocamen-
te, se o ponto (x,,y,) estd sobre ambas as retas, r, e r,, entdo,
X=X, e y=Y, 530 a solu¢do do sistema de equacdes lineares.
Geometricamente, as retas se interceptam em Unico ponto.

b. O sistema ndo tem solucdo (incompativel): Neste caso ndo
existe nenhum ponto (x,y) que satisfaca as duas equacgdes si-
multaneamente. Geometricamente, temos que asretas r, e r,
ndo se interceptam em nenhum ponto, sdo ditas paralelas.

c. O sistema tem infinitas solu¢des (compativel e indetermi-
nado): Neste caso, existem infinitos pontos (x,y) que satisfa-
zem simultaneamente as duas equacdes. Geometricamente,
as retas r, e r, coincidem.
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a) b)

\
/ N

c)

— \x N

Figura 2.8

UMA QUESTAO PARA PENSAR E RESPONDER...

Se considerarmos um sistema linear composto por trés equacoes e
trés incognitas teremos da mesma forma trés casos possiveis para a
solugdo: uma Unica solugdo, infinitas solu¢des e nenhuma solucao.

O que significa cada uma delas geometricamente?
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ATENgﬂO

E muito importante que vocé esteja,
neste momento, dominando o es-
tudo de matrizes ja visto no ensino
basico, em termos de definicdes,
tipos de matrizes, operagdes entre
matrizes e propriedades. Caso tenha
alguma dificuldade neste sentido,
busque reforgar seu conhecimento
sobre o assunto através do material
disponibilizado.



FisICA
ALGEBRA LINEAR

ELIMINAQRO USANDO MATRIZES

Quando temos sistemas lineares envolvendo um nimero maior de
equacdes e incognitas, a complexidade aumenta na utilizagdo do
método de eliminagdo tal como foi apresentado. Contudo, com o
auxilio da algebra matricial, poderemos resolvé-los de uma forma
muito pratica. Vejamos algumas defini¢bes que sdo generalizagbes
do que discutimos até agora.

DEFINICAO 4: O sistema de equacdes lineares (2) denotado ante-
riormente por

A X, +aX, +o 3%, =b;

3y, %, +3y,%, ++-+3,, X, =b, 3)
Ay Xy + 3%, o 3%, =D

mn“n m

pode ser escrito na forma matricial como

Au dn 0 Aw| X | |b:

da: da: 7 du || X2 _ bz , (4)
aml amz ”. amn Xn bm
ou na forma compacta por Ax=b, em que
di: 7 dn
A=| : | € denominada matriz dos coeficientes,
aml T amn
xl bl
x=| i | 0 vetordasincognitas,eb=| : |o vetordos termos independentes.
Xn bn
Exemplo 7

Retornando ao sistema do exemplo 2, em que o sistema de equa-
¢oes lineares é dado por

X+2y+32=6
2X+5y+2z2=4
6X—-3y+z=2

podemos reescrevé-lo em termos da equacgdo matricial. Assim, o
sistema torna-se

1 2 3|x 6
2 5 2|y|=|4
6 -3 1|z 2
[

A X b

50



FisICA
ALGEBRA LINEAR

E em termos da combinacdo linear

1 2 3|x 1 2 3 6
Ax=12 5 2|ly|=x |2]| +y |5| +z |2| =|4]|.
6 -3 1|z 6 -3 1 2
o~ = [

colunal coluna2 coluna3

sendo sua solu¢ao dado pela tripla ordenada (x,y,z) =(0,0,2), entdo

1 2 3 6
Ax=0[2|+0| 5 |+2]|2|=|4].
6 -3 1 2

No préoximo exemplo, a eliminagdo é feita em termos matriciais.

Exemplo 8
Seja o sistema linear de equac¢des dado por

X+2y=11
X=3y=—4

.. ) 1 2 ||x 11
Na forma matricial, este sistema torna-se Ax = = =b
1 -3y -4

Vamos eliminar, na segunda equacao, a incégnita x, subtrain-
do a primeira equagdo da segunda, ou seja,

(x=3y)—(x+2y)=0x—-5y=—-4—(11) = -5y=-15 = y=3.

Este procedimento, no lado esquerdo da equacao matricial,
corresponde a multiplicar a primeira componente por (-1) e adicio-
nar na segunda componente, isto & obtemos um novo vetor inde-
pendente dado por

o[t b 11 11
{—4} - {(—1)11+(—4)}{—15]

Na realidade, em termos matriciais. significa multiplicarmos
. 1 .
pela esquerda o vetor b pela matriz E={ N denominada MA-

TRIZ DE ELIMINACAO, Vejamos: mCONTEODO RELACIONADO

R e

O mesmo ocorre no lado esquerdo da equacdo matricial, a fim
de obtermos uma outra equacao matricial equivalente:

ol 3 26 2

que corresponde ao sistema equivalente

Retornaremos a falar com maior de-
talhe sobre matrizes de eliminacao

na secao 2.5.
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X+2y=11
Ox—5y =-15

sendo este sistema mais simples de resolver do que o sistema origi-
nal. Apés, com uma simples manipulac¢do algébrica na segunda equa-
¢do, obtemos o valor de y e, por substitui¢do deste valor na primeira
equacdo, obtemos o valor de x. Esta segunda etapa de procedimento
no sistema equivalente é denominada retrossubstituicdo (ou substi-
tuicdo back), pois parte da Ultima equacdo para a primeira.

SISTEMATIZAQRO DO METODO DE ELIMINAgZ\O
Podemos observar que as manipulacoes realizadas na matriz dos
coeficientes e no vetor dos termos independentes sdo as mesmas
(@ matriz de eliminagdo é a mesma em ambos os lados da equa-
¢do matricial Ax=b).

Assim, é interessante sistematizarmos os calculos a serem reali-
zados, em uma Unica matriz, denominada de matriz aumentada, que
corresponde a acrescentarmos o vetor dos termos independentes
apos a Ultima coluna de A, ou seja, dado um sistema de m equagdes
e n incégnitas do tipo (3) sua matriz aumentada correspondente é

du de 7 dm b1
a.z1 a.zz alzn b.zl

aml am2 amn bm

Por este motivo nos deteremos em estudar agora as operagoes
elementares sobre matrizes para ap6s aplicarmos em sistemas de
equacgoes lineares.

OPERA§6ES ELEMENTARES SOBRE LINHAS
Como ja vimos antes, para transformarmos um sistema de equacdes
lineares num outro mais simples e equivalente ao primeiro, basta
aplicar as seguintes operac¢des, chamadas operagdes elementares:
+ Multiplicar uma equagdo por uma constante diferente de zero;
+ Adicionar uma equagao multiplicada por uma constante a ou-
tra equacgado;
* Permutar duas equacgdes.

OBSERVACAO
As operacdes elementares s3o invertiveis, isto é, uma vez realiza-
das, elas podem ser desfeitas:
* Ao multiplicar uma equacdo por uma constante ¢ 0, para des-
fazé-la basta dividir a mesma equacao pela mesma constante;
* Ao permutar duas equagdes, para desfazé-la, basta permutar
novamente as duas equagoes;
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* E, ao adicionarmos uma equag¢do multiplicada por uma cons-
tante a uma outra equacgado, para desfazé-la, basta desfazer es-
sas operagoes.

Assim, definimos a seguir as operacdes elementares sobre as
linhas de uma matriz.

DEFINICAO 5: Existem trés tipos de opera¢des elementares sobre as
linhas de uma matriz, a saber:
* Permutagdo da i-ésima coma j-ésimalinha (L, < L;);
+ Multiplicacdo da i-ésima linha por um escalar ndo nulo k (L; <> kL));
+ Substituicdo da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vezes
a j-ésima linha (L, +kL; <> L,).

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 9
Dada a matriz, realizemos as seguintes operacoes elementares:

3. Permutar a primeira e terceira linha;

L, oL
-1 0 2 2 4
-3 10| > |-3 1 ;
2 4 3 -1 0

b. Multiplicar a segunda linha pelo escalar (-3);

(3L, —>L,
-1 0 2 -1 0 2
3 10|29 -3 0}
2 4 3 2 4 3

c. Substituicdo da primeira linha pela primeira linha adicionada a
segunda linha multiplicada pelo escalar 2.

L, +2L, »L,
10 2 -7 2 2
3 10| >|-31
2 4 3 2 4 3

DEFINICAO 6: Se A e B s3o matrizes de mesma ordem, dizemos que B
é linha equivalentea A se, e somente se, B for obtida de A através de
um ndmero finito de operacdes elementares sobre as linhas de A.
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Exemplo 10 1 0 10
Dadas as matrizes A=| 2 1|eB=|0 1|, podemos dizer que B
-5 2 (O}
é linha equivalente a matriz A, vejamos:
1 O 1 O 1 0 1 0
A=| 2 1|L+2, 5|0 1|5, 50 |0 1|2, 5L, |0 1]=B
-5 2 -5 2 0 2 00

UM RESULTADO DISSO...
Dois sistemas de equagoes lineares que possuem matrizes amplia-
das equivalentes sao equivalentes.

Agora veremos um exemplo envolvendo sistemas de equa-
¢oes lineares em que aplicaremos a teoria de operacdes elementa-
res sobre a matriz aumentada correspondente ao sistema a fim de
obter uma solu¢do para este.

Exemplo 11
Usar as operacdes elementares sobre linhas na matriz aumentada
do sistema de equac0es lineares

X+y+2z=9
2X+4y-3z=1
3x+6y—-52=0

até obter explicitamente a solugdo.

SISTEMA MATRIZ AUMENTADA
X+y+2z=9 11 2.9
2x+4y-3z=1 2 4 -311
I
3x+6y—-5z2=0 36 -5'0
Para eliminar a incégnita X na segunda equacao: Para zerar o valor da componente a,,: somar (-2)
somar (-2) vezes a primeira equacdo a segunda. vezes a primeira linha a segunda.
X+y+2z=9 11 2,9
2y-7z=-17 0 2 -7.1-17
I
3X+6y-52=0 36 510
Para eliminar a incognita X na terceira equacado: Para zerar o valor da componente a,;: somar (-3)
somar (-3) vezes a primeira equacao a terceira. vezes a primeira linha a terceira.
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X+y+2z2=9
2y-7z=-17
3y—-11z=-27

Preparacdo para eliminar aincoégnita y naterceira
equagdo: multiplicar a segunda equagao por %a.

X+y+2z=9

y_122_17
2 2

3y-11z=-27

Para eliminar a incégnita y na terceira equagado:
somar (-3) vezes a segunda a terceira.

X+y+22=9
y_ZZ:_ﬂ
2 2
1 3
—_——7 ==
2 2

Paraisolar o valor daincégnita z naterceira equa-
¢do: multiplicar a terceira equagdo por (-2).

X+y+22=9
y,ZZ:7£

2 2
z=3

Para eliminar a incégnita y na primeira equagao:
somar (-1) vezes a segunda a primeira.

11_ 35
X+—z="

2 2
y_ZZ:_ﬂ

2 2
z=3

Para eliminar a incégnita z na primeira equagao:
somar ——— vezes a terceira a primeira.
2

x=1
y_ZZ:_H

2 2
z=3

Para eliminar a incégnita y na segunda equagao:
somar /2 vezes a terceira a segunda.

N < X
Il
W N P

11 219
1

02 —7:-17

03 -11'-27

Preparagdo para zerar a componente a,,: multi-
plicar a segunda linha por 2.

11 2.9
1

o 1 -L1_17
21 2

0 3 -111-27

Para zerar a componente 3,,: somar (-3) vezes a
segunda linha a terceira.

1
1
11 2:9
1
01 1117
2, 2
1I
00 -f:2
2, 2

Para tornar a componente a, igual a unidade:
multiplicar por (-2) a terceira linha.

11 2,9
01 11 17

2, 2
00 1!3

Para zerar a componente a,,: somar (-1) vezes a
segunda linha a primeira.

10 1135

202

01_1:_£

20 2

0 0 1:3
1

11
Para zerar a componente a,;: somar ——— vezes a
o e 2
terceira linha a primeira.

10 0,1
I
O]__Z:_H
2, 2
00 1 '3

Para zerar a componente a,;: somar /2 vezes a
terceira linha a segunda.

Assim, a solugdo do sistema é dada por (x,y,z) =(1,2,3) . Geometricamente significa que os planos repre-
sentados pelas trés equacdes do sistema se intersectam em um Unico ponto no R?.
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Uma aplicacao...

Exemplo 12

Determinar se o vetor G=(9,1,0) pode ser escrito como combi-
nacao linear dos vetores v, =(1,2,3), v, =(1,4,6) e v, =(2,-3,-5).
Caso seja possivel, encontre-a.

Vejamos: queremos saber se existem escalares k,, k, e k; re-
ais tais que:

U=k,V, +k, v, +kv, = (9,1,0)=k,(1,2,3)+k,(1,4,6)+k,(2,-3,-5) =
9=k, +k, +2Kk,
= 1=2Kk, +4k, =3k, "
0 =3k, +6k, -5k,

Se observarmos, este sistema linear gerado é o mesmo do
exemplo anterior. Assim, podemos concluir que o vetor U pode ser
escrito como combinagdo linear dos vetores v,, v, e V,, cujos es-
calares serdao k; =1, k, =2 e k; =3.

ELIMINACAO DE GAUSS

Nesta secdo, com o auxilio da teoria vista sobre operac¢des elemen-
tares em linhas, vamos apresentar um procedimento sistematico
para resolver sistemas lineares de m equacdes e n incognitas.

No exemplo 11, resolvemos um sistema de equacdes lineares
1 0 01
reduzindo a matriz aumentada a forma |0 1 O 2| da qual po-
0 0 1 3
demos concluir diretamente os valores de cada uma das incogni-
tas. O exemplo ilustra a reducdo de uma matriz a forma escalonada
reduzida por linhas.

Vejamos a definicdo.
DEFINICAO 7: Uma matriz A de ordem mxn esta na forma escalonada
reduzida por linhas se as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

* O primeiro elemento n3o nulo de uma linha ndo nula é 1, o
qual denominamos de pivo;

+ Se existirem linhas totalmente nulas, elas aparecem abaixo de
todas as linhas ndo nulas;

* Em duas linhas quaisquer que n3do sdo totalmente constituidas
de zeros, o pivd da linha inferior ocorre mais a direita do que o
pivd da linha superior;

* (Cada coluna gue contém um pivd tem todos os seus outros
elementos iguais a zero.
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Uma matriz que satisfaz apenas as trés primeiras propriedades
é denominada forma escalonada por linhas.

Exemplo 13
As seguintes matrizes estdo em forma escalonada reduzida por li-

nhas: ol1 o 2

100 10 0 4 00_0313 1 0 -1

0|1 o ol1 0 7 o|l1 o
00 0 0O L

0 0]1 0 0|1 -1 00 O
00 0O 0O

As seguintes matrizes estdo em forma escalonada por linhas:

1 4 25 1 1 0 o/1 3 1 O

o1 2 1 0|1 O 0O 0|1 -2 O

0O 0|1 3 0O 0 O 0O 0 0 01
E COM VOCE...

Verifique, em cada matriz, a validade das propriedades descritas na
definicio 7. No primeiro grupo de matrizes, devem valer as quatro #§ conTeopo RELACIONADO

propriedades e, no segundo grupo, as trés primeiras. ENTAO, DE ACORDO COM O QUE
VIMOS...

Exemplo 14 Se uma matriz aumentada obtida a

Considerar as matrizes abaixo como matrizes aumentadas de um partir de um sistema de equacdes

lineares pode ser colocada em forma
escalonada reduzida por linhas, entao
0 conjunto solugao pode ser visto
3;,X+a,,y+3a,;,Z= b, diretamente, sem calculos adicionais.

sistema de equacdes lineares do tipo

3,,X+3,,y+a,52=b, .
35X +a5,Y +3557 =Dy

Estas devem ter sido transformadas a forma escalonada redu-
zida por linhas por operagdes elementares sobre as linhas. Deter-
minar a solucdo de cada sistema de equacgdes lineares associado
a estas matrizes.

1 00O 1 0 3 -1 1 51 4
a. |01 2 0 b. |0 1 -4 2 c. |0 0 0 O
0 0 01 00 O O 0 0 0O

Lembrando que a altima coluna da matriz aumentada corres-
ponde ao vetor dos termos independentes, temos:
a. A dltima linha corresponde a equagao Ox+0y+0z=1. Como
ndo existem valores para x,y ez que a satisfacam, dizemos
que o sistema é inconsistente (ndo admite soluc¢do).
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b. A Ultima linha corresponde a equagdo Ox+0y+0z=0. Esta
equacdo pode ser omitida j@ que ndo impde nenhuma con-
dicdo entre as incégnitas x,y e z. Portanto o sistema que cor-

. . . {x+32:—1 _
respondente a matriz aumentada é . Como as in-
y—4z=2

cégnitas x ey correspondem aos pivs na matriz aumentada,
dizemos que essas duas varidveis sao denominadas lideres, e
a varidvel z é dita varidvel livre do sistema, pois basta atri-
buirmos um valor diferente t para ela que teremos outro con-
junto de valores para as variaveis, ou seja,

X+3z=-1 X=-1-3z
{ = { = x=-1-3t,y=2+4tez=t = (xV,z)=(-1-3t,2+4t,1)

y—4z=2 y=2+47

Em termos vetoriais, podemos escrever o conjunto solu¢ao por
(x,y,2) =(~1,2,0)+(-3t,4t,t) =(-1,2,0) + t(-3,4,1) .

c. Omitindo as linhas nulas, resta-nos apenas uma linha ndo nula
que representa a equagdo x-5y+z=4, a qual representa
no R* um plano. Assim, o sistema de equagdes lineares as-
sociado a matriz aumentada possui infinitas solu¢des, sendo
que podemos considerar x como varidvel lider e y ez vari-
aveis livres do sistema. Em termos vetoriais, podemos escre-
ver a solucdo, considerando x=4+5t-s, y=tez=s, COMO
(%,y,z) =(4,0,0)+t(5,1,0)+5s(-1,0,1) .

Sobre o método de eliminacao...

* O método de Gauss consiste em reduzir @ matriz aumentada
associada ao sistema na forma escalonada por linhas. Se re-
duzirmos a forma escalonada reduzida por linhas, estaremos
aplicando o método de Gauss-Jordan.

* Mas vale comentar que, numa abordagem numérica de siste-
mas de equacgdes lineares, o método de Gauss também é assim
denominado se o escalonamento da matriz aumentada feito
em sistemas quadrados (m=n) reduzir a matriz dos coeficien-
tes a uma matriz triangular superior.

Vejamos estes dois procedimentos através de exemplos. Pri-
meiro o método de eliminacdo de Gauss.

Exemplo 15 2X+y+32=8

Resolver o sistema de equacdes lineares < 4x+2y+2z=4  atra-
vés do método de eliminacdo de Gauss.  |2x+5y+3z=-12
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2 1 3|x 8
Este sistema na forma matricial € dado por |4 2 2|y |=| 4
2 5 3]z -12

sendo a matriz aumentada associada a ele dada por

2138
42254
2 5 3-12

Passos:
1. Tornando o elementg a,, igual a unidade (pivd): através da
operacao elementar (5)_1 — L, ,obtemos

1%%54
L 2 2' 4
2 5 3,-12

2. Transformando os elementos a,, e a,; nulos: aplicando as ope-
ragoes elementares (-4)L, +L, »L, e (-2)L, +L; - L;, resulta

1 % % 4
0 0 —4'-12
0 4 0 ,-20

3. Obter um valor ndo nulo na posicao a,,: permutando-se as
linhas 2 e 3, temos

1%%54
0 4 0 '-20
0 0 -4.-12

4. Tornando o elemento a,, igual a unidade (pivo): através da ope-
racdo elementar [ZjLz —L, ,obtemos

1 % % 4
01 0!-5
0 0 —41-12

5. Tornando o elemento a,, igual a unidade (pivo): através da ope-
racao elementar (—ZJLB —L, ,obtemos

1 % %4
01 0!-5
00 1:3
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Assim, o sistema linear associado a esta matriz aumentada
equivalente a matriz aumentada original é

1 3
X+=y+=z2=4
2y 2
y=-5
z=3

Apés, resolvemos o sistema por substituicdo das incognitas,
de baixo para cima nas equagdes (substituicdo “"back”), o que re-
sulta na solugado

X=2
y=-5
z=3
Exemplo 16 a+2b-c+d=2
Resolver o sistema de equacgdes lineares 12a—-b+2c—d=2 usando
o0 método de eliminacdo de Gauss. a+b-2c+d=2
1 2 -1 1 @
Este sistema na forma matricial é dadopor |2 -1 2 -1 tz
1 1 -2 1
d

sendo a matriz aumentada associada a ele representada por

1 2 -1 1
2 -1 2 -1,2].
11 -2 112

Passos:
1. Transformando os elementos a,, e a,; nulos: aplicando as ope-
ragoes elementares 2L, +L, »L, e -1L, +L; —L;, resulta

1 2 -1 1.2
0 -5 4 -3'-2|.
0 -1 -1 010

2. Tornando o elemento a,, igual a unidade (pivo): através da ope-
f j obtemos

racao elementar _ELZ ->L,

1 2 -1 1 2
0 1 -4/5 3/5.2/5].
0 -1 -1 0:0

3. Transformando o elemento a,, nulo: aplicando a operagdo
elementar, L, +L; —L;, obtemos
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1 2 -1 1 2
0 1 —4/5 3/5'2/5].
0 0 -9/5 3/5:2/5

4. Tornando o elemento a,; igual a unidade (pivo): através da ope-
racao elementar [—§L3 - LJ , obtemos

12 -1 1 2
1 -4/5 3/5 ' 2/5
00 1 -1/31-2/9

Assim, o sistema linear associado a esta matriz aumentada
equivalente a matriz aumentada original é

a+2b - ¢+ d=2

b—éc+éd:z'
5 5 5

C_id:_g

3 9

Ap0s, resolvemos o sistema por substituicdo das incognitas, de
baixo para cima nas equagdes (substituicdo “back”), resulta na solucao

4
a

3
b2 1
9 3
c=—3+3d

9 3

cuja incoégnita d é uma varidvel livre da solucdo do sistema
e a bec varidveis lideres. Assim, para cada valor atribui-
do a d, temos uma solugdo distinta, logo o sistema tem infi-
nitas solu¢bes. Na forma vetorial, podemos expressa-la como

(a,b,c,d)=[i,3—1d,—3+1d,dj:(i,z,—3,0j+d(o,—l,l,1j.
39 3 9 3 39" 9 '3

Agora alguns exemplos utilizando o método de elimina¢do de
Gauss-Jordan.

Exemplo 17 X+2y—z+w=2

Resolver o sistema de equacgdes lineares {2x—y+2z—w =2 atra-
X+y—2Z4+W=2

vés do método de eliminacdo de Gauss-Jordan.
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Observe que este sistema € o mesmo do exemplo 16. Assim,
vamos continuar o procedimento a partir da matriz forma escalona-
da por linhas ja obtida. Consideremos,

1 2 -1 1 : 2
0 1 —4/5 3/5172/5
00 1 -1/31-2/9
|
Passos:
Vamos zerar os elementos das colunas que estdo acima do primeiro
elemento ndo nulo de cada linha (Gltima propriedade da definicdo 7).

1. Eliminando o elemento a,,: através da operacdo elementar
-2L, +L, -»L,, obtemos

1 0 3/5 —1/556/5
0 1 —% 3/5 ! 2/5

o0 1 -13'"2/9

2. Eliminando os elementos a,; e a,;: através das operagoes ele-

mentares ?BL3 +L, »L, e EL3 +L, —» L, resulta

100 0 143
ol1 0 13! 2/9
0 0]1 -1/31-2/9

Assim, temos a matriz forma escalonada reduzida por linhas, e
o sistema linear associado a esta matriz aumentada equivalente a
matriz aumentada original é

w qualquer

Na forma vetorial, podemos expressa-la por

(x,y,z,w)=[£,£—lw,—z+lw,wj=[£,£,—£,Oj+w[0,—l,l,1j.
39 3 9 3 9 33
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Exemplo 18 X+2y+3z2=9
Resolver o sistema de equacdes lineares 2x—-y+z=8 através do
método de eliminacdo de Gauss-Jordan. |3x—z=3

Este sistema, na forma matricial, é dado por

1 2 3x]| [9
2 -1 1 ||y|=|8]|.sendo a matriz aumentada associada a ele
3 0 -1)z] |3
1 2 319
representadapor |2 -1 1 ;8
3 0 -1:3

Passos:
1. Transformando os elementos a,, e a,; nulos: aplicando as ope-
racoes elementares (-2)L, +L, »L, e (-3)L, +L; —L;, resulta

1 2 3.9
0 -5 -5 '-10].
0 -6 -10.-24

2. Tornando o elemento a,, igual a unidade (pivd): através da ope-
racdo elementar —EjLz —L, ,obtemos

12 3.
o1 1 ' 2
0 -6 —105—24

3. Transformando o elemento a;, nulo: aplicando a operagdo
elementar 6L, +L; — L, resulta

12 319
01 1°'2
00—45—12

4. Tornando o elemento a,; igual a unidade (pivd): através da opera-
¢do elementar —ZJL3 —L, ,obtemos
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5. Eliminando o elemento a,,: através da operacdo elementar
(-2)L, +L, > L, resulta

0

6. Eliminando os elementos a,; e a,;: através das operagoes ele-
mentares —-L; +L, »>L, e -L; +L, > L, resulta

10 115
01 1'2/.
0 1:3

10052
ol1 o'-1].
0 0|1:3

Assim, a solu¢do do sistema linear associado a esta matriz au-
mentada equivalente a matriz aumentada original é Unica dada por

X=2
y=-1.
z=3

SISTEMAS LINEARES HOMOGENEOS
Vamos agora discutir um pouco sobre sistemas lineares homogéneos.

DEFINICAO 8. Um sistema linear da forma

A X, +a,X, +--+3, X, =0
3y X, +a%, +-o+a, X, =0

A Xy FA X, Foo 4+, X, =0

€ denominado sistema homogéneo, ou seja, é todo sistema linear
cujo vetor dos termos independentes é nulo. Na forma matricial,
representamos por Ax=0.

IMPORTANTE LEMBRAR...
* Um sistema homogéneo sempre admite solucdo, pois
X, =X, =---=X, =0 0 satisfaz. Esta solu¢do é denominada so-
lucdo trivial.

* Uma solugdo de um sistema homogéneo em que nem todas as
incognitas sdo nulas € denominada solugdo nao trivial.

A seguir apresentamos alguns exemplos de determinagdo da
solugdo de sistemas homogéneos.

Exemplo 19 X+2y+3z=0
Seja o sistema homogéneo {—x+3y+2z=0, determinar sua solu-
2X+y—-2z=0

¢do através do método de Gauss-Jordan.
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1 2 3,0
A matriz aumentada deste sistema é dadapor|{_1 3 2 0|
2 1 -210
1

Passos:
1. Transformando os elementos a,, e a,; nulos: aplicando as
operagdes elementares L, +L, -» L, e (-2)L, +L; > L,, resulta

12 310
0 5 5.0/
0 -3 -810

2. Tornando o elemento a,, igual a unidade (pivd): através da ope-
racdo elementar ELZ —L, ,obtemos

1 2 3'0
0O 1 1.0].
0 -3 -8'0

3. Transformando o elemento a,, nulo: aplicando a operagdo
elementar 3L, +L; - L;, resulta

12 310
01 1'0]|.
00 -5:10

4. Tornando o elemento a,; igual a unidade (pivo): através da ope-
racao elementar (—EJLB — L, , obtemos
12 310
01 1'0].

0 0 1:0

5. Eliminando o elemento a,,: através da operacdo elementar
(-2)L, +L, —>L,, resulta

1010

0 1 1,0].

00 110

6. Eliminando os elementos a,; e a,;: através das operagoes ele-
mentares -L; +L, »L, e -L; +L, »>L,, temos

Assim, este sistema admite apenas a solugdo trivial,
Xx=0,y=0ez=0.
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Exemplo 20 X, +X, % +X, =0

Seja o sistema homogéneo: {x, +x, =0 . Determinar sua

X, +2X, +X; =0

solugdo através do método de Gauss-Jordan.

111 110
A matriz aumentada deste sistema é dadapor|1 0 0 1'0|.
121 0:0

Passos:

1.

Transformando os elementos a,, e a,; nulos: aplicando as
operagoes elementares -L, +L, »L, e -L, +L; > L;, resulta

11 1 1.0
0O -1 -1 0'0].
601 0 -1.0

. Tornando o elemento a,, igual a unidade (pivd): permutando

aslinhas2 e 3, L, <> L, resulta

11 1 110

0O 1 0 1,0].

0 -1 -1 010
Transformando o elemento a,, nulo: aplicando a operagao
elementar L, +L; - L;, resulta

11 1 1
01 0 1
0 0 -1 1.0

Tornando o elemento a,; igual a unidade (pivd): através da
operacao elementar (-1)L; —>L; , obtemos

111 1.0
010 1'0f
001 -1.:0

Eliminando o elemento a,,: através da operacdo elementar
-L, +L, »L,, temos

101050
010 1'0]
001 -1.:0

Eliminando o elemento a,;: através da operacao elementar
-L;+L, —>L,, resulta

100 Eo
ol1 o 1'0/.
0 1 -1:0
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A matriz aumentada estd agora na forma escalonada reduzida
por linhas, e podemos observar que a solu¢do é dada por

X, +X%,=0
X, +x,=0.
X; =X, =0

Assim, a incognita x, pode ser considerada livre. Fazendo
X, =k, com k qualquer nimero real, temos a representa¢do do
conjunto infinito de solugdes deste sistema homogéneo dada por

X, =k
X, =—k
X5 =K
x, =k

Na forma vetorial, podemos expressar esta representacao por

06 %5 X5, ) = (K, Kk k) =k (-1,-1,1,1).

#¢APLICA§7\0 PRATICA

Em http://www.alunos.eel.usp.br/numerico/applets/eliminacaogauss.html vocé
encontrard um aplicativo on-line (em Java) que resolve sistemas de equacdes
lineares quadrados de ordem até 5.

Atencado: o aplicativo realiza o escalonamento da matriz aumentada tornando a
matriz dos coeficientes em uma matriz triangular superior equivalente. Valido
para sistemas lineares quadrados.

http://marekrychlik.com/cgi-bin/gauss.cgi este aplicativo on-line (em inglés) trans-
forma a matriz aumentada na forma escalonada reduzida em linhas, exibindo
todas as etapas do processo. Para entrar com os valores basta seguir a notacao
mostrada (estd no formato de entrada usado pelo software proprietario matlab).
Este aplicativo aceita sistemas retangulares (m=n). Além disso, exibe a quanti-
dade de variaveis lideres e livres.

http://www.math.odu.edu/~bogacki/cgi-bin/lat.cgi?c=rref este applet (em inglés)
transforma uma matriz mxn (com 1<m,n<12)em uma forma escalonada redu-
zida por linhas (Transforming a matrix to reduced row echelon form). Vocé preci-
sa primeiro entrar com o ndmero de linhas e colunas, depois com as componen-
tes da matriz aumentada e apds clicar em ‘submit’. Ele mostra todos os passos
até chegar a forma proposta, inclusive as opera¢des elementares realizadas.

MUITO BOM!!

http://www.math.odu.edu/~bogacki/cgi-bin/lat.cgi?c=sys este applet (em inglés —
Solving a linear system of equations) dos mesmos autores do applet do link anterior.
Ele é mais completo do que o anterior pois resolve sistemas de equacoes lineares
associados a matrizes mxn (com 1<m,n<12). Vocé precisa primeiro entrar com o
ndmero de equagdes e incdgnitas. Depois deve entrar com os valores dos coeficien-
tes do sistema e dos termos independentes. Ele retorna como resultado todas as

etapas do método de escalonamento e, além disso, explica o tipo de solugdo obtida.
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UMA APLICACAO...
Vejamos uma aplicacdo de sistemas de equacdes lineares em CIR-
CUITOS ELETRICOS.

Paraisso precisamos considerar alguns conceitos fisicos envol-
vendo capacitores e resistores: um capacitor € uma fonte de ener-
gia elétrica, como uma bateria, e um resistor € um elemento que
dissipa energia elétrica, como uma ldmpada. Na figura 9(a) temos
um diagrama esquematico de um circuito com um capacitor (re-
presentado pelo simbolo —F), e um resistor (representado pelo
simbolo ——) e uma chave. O capacitor tem um polo positivo (+)
e um polo negativo (-). Quando a chave esta fechada, consideramos
a corrente elétrica fluindo a partir do polo positivo do capacitor,
através do resistor e de volta ao polo negativo do capacitor (indi-
cado pela seta na figura 2.9(a)).

a) > b)

Figura 2.9

A corrente elétrica, que é um fluxo de elétrons por fios, tem
um comportamento muito parecido com o do fluxo de agua por
canos. Um capacitor funciona como uma bomba que cria "pressao
elétrica” para aumentar a taxa de fluxo dos elétrons e um resistor
age como uma restricdo num cano que reduz a taxa de fluxo dos
elétrons. O termo técnico para a pressao elétrica é tensdo elétrica,
que usualmente é medida em volts (V). A resisténcia é o quanto o
resistor reduz a tens3o elétrica e costuma ser medida em ohms (Q).
A taxa de fluxo dos elétrons num fio é denominada intensidade de
corrente e é usualmente medida em ampéres (A).

Leis fisicas envolvidas:

LEI DE OHM: "Se uma corrente de | ampeéres passa por um resistor
de R ohms, entdo resulta uma queda de tensdo elétrica de E volts
que é o produto da corrente pela resisténcia, ou seja, E=RI".

Uma rede elétrica padrao possui varios capacitores e resistores li-
gados por alguma configuracao de fios. Um ponto no qual trés ou mais
flos da rede se encontram é um nd da rede. Um ramo é um fio ligando
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dois nds e um lago fechado é uma sucessdo de ramos conectados que
comeca e termina no mesmo no; se ndo houver autointersecdes, dize-
mos que o laco fechado é uma malha. Na figura 9(b) temos um circuito
elétrico com dois nés, duas malhas internas e um laco externo. A me-
dida que a corrente flui pelo circuito elétrico, ela passa por aumentos
e diminui¢des de tensdo elétrica, que sdo as elevacgdes e as quedas de
voltagem, respectivamente. O comportamento da corrente nos nos e
em torno de lacos fechados é governado pos duas leis fundamentais.

LEI DAS CORRENTES DE KIRCHHOFF: "A soma das correntes fluindo
para dentro de qualquer né é igual a soma das correntes fluindo
para fora do no".

LEI DAS TENSOES DE KIRCHHOFF: "Em uma volta em torno de qual-
quer laco fechado, a soma das elevacdes de voltagem é igual a
soma das quedas de voltagem".

A lei das correntes de Kirchhoff é uma versdo para circuitos
elétricos do principio da conservacao do fluxo num né, que enun-
ciamos para redes gerais. Assim, por exemplo, as correntes no nd
da figura 10(a) satisfazem a equagdo |, =1, +1;.

Em geral ndo é possivel saber de antemao os sentidos nos quais
estdo fluindo as correntes em circuitos com varios lagos e capacitores;
por isso, na analise de circuitos, € costume atribuir sentidos arbitrarios
aos fluxos das correntes nos varios ramos; os calculos matematicos
determinam se os sentidos atribuidos estdo, ou ndo, corretos. Além de
atribuir sentidos aos fluxos de corrente, a lei de tensdes de Kirchho-
ff requer um sentido de percurso para cada lago fechado. A escolha
€ sempre arbitraria, mas, para obter alguma consisténcia, tomaremos
este sentido como sendo sempre o horario, vejamos a figura 2.10 (b).

a) b)

Figura 2.10

Também introduzimos as seguintes convencoes:

* Se o sentido associado a corrente através do resistor € o mes-
mo que o sentido ao lago, entdo ocorre uma queda de volta-
gem no resistor, e, se 0 sentido associado a corrente através do
resistor é o oposto do sentido associado ao lago, entdo ocorre
uma elevacdo de voltagem no resistor.
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* Se o sentido associado a corrente através do laco é de — para
+ num capacitor, entdo ocorre uma elevacdo de voltagem no
capacitor, e, se 0 sentido associado a corrente através do laco
€ de + para — num capacitor, entdo ocorre uma queda de vol-
tagem no capacitor.

Seguindo essas convencdes, ao calcular intensidades de cor-
rentes, as correntes cujos sentidos de fluxo foram atribuidos corre-
tamente serdo positivas, e aquelas cujo fluxo foi atribuido incorre-
tamente serdo negativas.

Exemplo 21 (aplicado)
Seja um circuito elétrico com uma malha, conforme a figura 2.11.
Determinar a corrente | do circuito.

+
6V = gm

Figura 2.11

Como o sentido atribuido a corrente pelo resistor € igual ao
sentido do lago, temos uma queda de voltagem no resistor. Pela lei
de Ohm, esta voltagem é E=RI=3l. Também, como o sentido do
laco é de - para + no capacitor, temos um aumento de voltagem de
6 volts no capacitor. Assim, pela lei das tensdes de Kirchhoff, segue
que 3l=6. Logo a corrente é igual a I=2 A. Como |é positivo, esta
correto o sentido atribuido ao fluxo da corrente.

Exemplo 22 (aplicado)
Consideremos um circuito elétrico com trés lacos fechados, confor-
me a figura 2.12. Determinar as correntes |, |, e l; do circuito.

Figura 2.12
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Usando os sentidos atribuidos as correntes e a lei das corren-
tes de Kirchhoff, temos uma equacdo para cada né (corrente para
dentro = corrente para fora):

NOA = I +1,=I
NOB = I =l +l,

Contudo, essas equacgdes realmente sdo iguais, pois ambas po-
dem ser escritas como |, +I, -1, =0.

Para encontrar valores Unicos para as correntes, vamos pre-
cisar de mais duas equacdes, que obtemos da lei das tensdes de
Kirchhoff. Podemos ver, pelo diagrama do circuito, que ha trés la-
cos fechados, um dos quais é a malha interna a esquerda com um
capacitor de 50V, outro a malha interna a direita com um capacitor
de 30V, e o terceiro o lago externo que contém ambos capacitores.
Assim, a lei das tensdes de Kirchhoff de fato fornece trés equacdes.
Num percurso de horarios dos lacos, as quedas e as elevagdes de
voltagem nesses trés lacos s3o as seguintes:

Elevacdo de voltagem Queda de voltagem
Malha interna a esquerda 50 51, + 20l
Malha interna a direita 30+ 10l, + 20l 0
Lago externo 30+ 50+ 10, 51,

Reescrevendo estas condigdes, resulta nos sistemas:

51, +20l, =50 l,+l, -1, =0
10l, +20l, =30 = 51, +20l, =50
51, — 101, = 80 101, +20l, = -30

No primeiro sistema, podemos observar que a diferenca das
duas equacgodes resulta na terceira equagdo, assim, a Ultima equa-
¢30 é desnecessaria. Combinando as duas primeiras com a equagao
obtida anteriormente, forma-se o Gltimo sistema. E resolvendo-o
por elimina¢do de Gauss, resulta que |, =6A, |, =-5A e I;=1A.
Como |, é negativo, vemos que o sentido da corrente é o oposto
do indicado na figura 2.12.

Aplique a eliminacao de Gauss no sistema do exemplo, verifi-
cando a solucdo dada.
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MATRIZES INVERTIVEIS
Nesta secao veremos um método pratico através da teoria de ope-
racoes elementares para obter a matriz inversa de uma matriz dada
quando ela for invertivel.

Para isso vamos ver algumas defini¢des envolvendo matrizes
elementares, também conhecidas como matrizes de eliminacao.
Elas ja foram vistas inicialmente na se¢do 2.3.

DEFINICAO 9: Uma matriz quadrada de ordem m que pode ser ob-
tida a partir da MATRIZ IDENTIDADE |, também de ordem m, exe-
cutando uma Unica operacao elementar sobre as linhas é chamada
uma matriz elementar. Denotaremos por E.

all alZ 813
Dada a matriz A=|a,;, a,, a,;|,consideremos as trés ope-

d S| d

31 32 33
racoes elementares definidas anteriormente:

(I) Permutacao entre duas linhas
Em particular, se trocarmos as linhas 2 e 3 (L, <> L;), TEREMOS:

d
~la

a
a

12 al3 11 12 alS

>
Il
Q
N
[y
Q
N
N
Q

23 31 32 833

a3}

32 933 dy1 9y 9

e, se realizarmos esta mesma permutagao na matriz identidade,
obteremos

o o R
o r O
m O O
!
o O R
» O O
o r O
[
m

Observemos que, se multiplicarmos a matriz E, obtida da per-
mutac¢do na matriz identidade, a esquerda da matriz A original, te-
remos a matriz permutada de A acima, isto é,

1 0 0flan 3, 35 3, 3 a3
A~EA=10 0 1113, 3, 3;|=|3; 3, a5y
0 1 0Jl3s 3, 35 dy 9y 9

72

dz cLossArio

Matriz identidade é uma matriz
quadrada diagonal, sendo que os
elementos da sua diagonal principal
sdo todos iguais a 1.

ATENgﬂO

Quando uma matriz A de ordem
mxn é multiplicada a esquerda por
uma matriz elementar E de ordem n,
o resultado é o de realizar uma ope-
racdo elementar sobre linhas em A.
Veremos como isso ocorre para cada
uma das operagdes elementares.
Por simplicidade, desenvolveremos
estes resultados para uma matriz
quadrada de ordem 3, no entanto,
eles sao validos para qualquer
matriz de ordem mxn .

ATENgﬂO

O simbolo "~" usado ao lado é o
de equivaléncia. Neste caso ele
representa que as matrizes sdo
equivalentes.
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(I1) Multiplicacdo de uma linha por um escalar nao nulo
Em particular, se multiplicarmos a linha 2 por uma constante k=0
(kL, > L,), teremos

all alZ 313 all alZ al}
A=1|3, 3, 3y |~ |ka,, ka,, kay
35, d3 dgg d;; 3 dgg

e, se realizarmos esta mesma operacdo elementar na matriz iden-
tidade, obteremos:

1 0O
0 1 0|~|0 k o|=E
0 01 0 01
Observemos que, se multiplicarmos a matriz E a esquerda da

matriz A original, teremos a matriz resultante da operacao elemen-
tar aplicada sobre A, ou seja,

1 O O all a1z 313 all alz 313
A~EA=|0 k Ofla,, a,, 3y |=|ka,, Kka,, kay
0O 0 1]la a a a a a

31 33 31 32 33

(111) Multiplicacdo de uma linha por um escalar ndo nulo e adi¢ao
do produto a outra linha
Em particular, se substituirmos a linha 3 por k vezes a linha 2 mais

alinha 3 (kL, +L; —L;), teremos M CONTEUDO RELACIONADO
ENTAO, NAO ESQUECA...
a a a a a a
1 12 13 " 12 B * Quando uma matriz A de ordem
A=la,, a, a.|~| a a a e
21 T2 23 21 22 23 mxn é multiplicada a esquerda por
ds; 93, 93 ka,, +d5, ka,, +d;; ka, +a;5 uma matriz elementar E de ordem

. - . m, a matriz produto EA de ordem
e, se realizarmos esta mesma operagao elementar sobre a matriz mxn € a matriz que resulta quando
identidade de ordem 3, resulta esta mesma operagdo sobre linhas é

efetuadaem A.

1 0 O 1 0O
O 1 0|~|0 1 Of|=F * Apartir dest.e resultado, po-
00 1 0 k 1 demos concluir que, dada uma

matriz A, sendo R a sua matriz

C . N escalonada reduzida por linhas,
Observemos que, se multiplicarmos a matriz E a esquerda da P

. .. . N existe uma sequéncia de matrizes
matriz A original, teremos a matriz resultante da operacdo ele-

elementares E,.E,,.E _,.E tais que

mentar aplicada sobre A, ou seja, R=(EE, . .EE)A.
1 0 olla a a 3 3 3 Este resultado serd importante para
SR 1 12 13 entendermos um método prético
A~EA=10 1 © d 9 3 |= 9 92 dy3 para a determinacdo da matriz inver-
0 k 1]la;, a5, ag ka,, +35;, Ka,, +3;, Ka,;+ass sa de uma matriz, quando esta existir.

Porém, antes de utiliza-lo, necessita-
mos de algumas defini¢des e alguns
resultados sobre matrizes inversas.
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DEFINICAO 10: Uma matriz quadrada A de ordem n é chamada inverti-
vel (ou ndo singular), se existir uma matriz B tal que AB = BA =1 . Ama-
triz B é chamada de matriz inversa de A, denotada por A™. Se ndo
existir tal matriz B, entdo A é chamada ndo invertivel (ou singular).

Exemplo 21
Sejam

a2 FJese[3 Zemao
S Sy L R e

Assim A e B sao invertiveis, e cada uma é a inversa da outra.

TEOREMA 1: Se uma matriz tem uma inversa, entao ela é Unica.

Dem: Suponhamos que existam duas matrizes B e C inversas de A.
Entao,

BA=AC=I,. Assim, B = Bl = B(AC) = (BA)C = InC = C. Logo, a
inversa de A é Unica.

PROPRIEDADES
Se A e B s3o matrizes quadradas de ordem n, invertiveis, cujas in-
versas sdo denotadas por A" e B, respectivamente, entdo:

. A7 éinvertivele (A7) =A;

ll. AB éinvertivel e (AB)* =B'A™;

I (AY) =(AT)".

E facil verificarmos estes resultados, vejamos:

Dem:
l. A é invertivel se pudermos determinar uma matriz C tal
que AC=CA* =I,mas AA™" =AA=]| . Assim, C=A éain-
versa de A, e portanto, (A™) ™" =A.

II.  (AB)B*A™*)=ABB)A™* = A(In)A’1 =AAT =|
temos:
(B*A)AB)=B*(AAB = B’l(ln B=B'B= L.

analogamente,

nt

Logo, AB éinvertivel e, como a inversa de uma matriz é Unica,
concluimos que (AB)* =B'A™".
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ATENgZ\o

Lembre-se de que a propriedade
comutativa para matrizes, em geral,
ndo é valida, ou seja, AB # BA.

|2

,GSAIBA MAIS

A notacdo At significa que esta é a
matriz transposta de A, ou seja, a ma-
triz que se obtém a partir da matriz A
trocando suas linhas pelas colunas.
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lll. Como A é invertivel, temos que AA™ =A"A=| . Tomando a
transposta, resulta
(AA) =(AA) =1 " =1 — (A)A"=AY(A)" =1 . Logo, (A")™*

RESULTADO
Uma matriz elementar E de ordem n é sempre invertivel, e a in-
versa também é uma MATRIZ ELEMENTAR.

Quando uma matriz A de ordem mxn é multiplicada a esquer-
da por uma matriz elementar E de ordem m, a matriz produto EA
de ordem mxn é a matriz que resulta quando esta mesma opera-
¢do sobre linhas é efetuadaem A.

O teorema a seguir estabelece relacdes fundamentais entre
invertibilidade, formas escalonadas reduzidas por linha e matrizes
elementares, permitindo através dele um método pratico para a
inversao de matrizes.

TEOREMA 2: Se A é uma matriz n, entdo as seguintes afirmacdes
sdo equivalentes, isto é, todas verdadeiras ou todas falsas.
a. A forma escalonada reduzida por linhas de A é a matriz iden-
tidade |,.
b. Amatriz A pode ser expressa como o produto de matrizes ele-
mentares.
¢. Amatriz A éinvertivel.

Dem: Basta provar a equivaléncia das afirmagdes provando a vali-
dade de a. - b. —» ¢. —» a. Vejamos, entdo:

a.—>b.

Se a forma escalonada reduzida por linhas de A é |, entdo existe
uma sequéncia de operacdes elementares sobre as linhas que re-
duz matriz A em |.. Mas cada uma dessas operacdes elementares
sobre linhas pode ser realizada pela multiplicacdo a esquerda por
uma matriz elementar. Assim, existe uma sequéncia de matrizes ele-
mentares E, ,E,,---,E _,.E, tais que (EE _,---E,E;)A=I| . Como cada
uma dessas operagdes elementares é invertivel, podemos resolver
a equacado (EE,,--E,E;)A=I multiplicando-a a esquerda, ambos
os lados, sucessivamente, por E,*---E,"'E, ™, resultando em

k-1 "

(El—lEzfl vee EI<71 )E‘(Ek_1 v E2E1 )A — (ElflEzfl e EI<71 )n 5 A= (E1—1E2*1 - EI<71 L= E1—1E2*1 ...E -1

Como as matrizes inversas de matrizes elementares também
sao matrizes elementares, temos que a matriz A pode ser expressa
como o produto de matrizes elementares.
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(A71 )t

ﬁcouTEODo RELACIONADO

A demonstragdo deste resultado
necessita de uma discussao maior
envolvendo matrizes elementares.
Para maiores detalhes, ver Algebra
Linear com aplica¢des — Anton e
Rorres, editora Bookman, 2000.
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b.—>c

Se A pode ser expressa como um produto de matrizes elementares,
como um produto de matrizes invertiveis € invertivel e como as ma-
trizes elementares s3o invertiveis, segue que a matriz A é invertivel.

c.—a.
Suponhamos que A é invertivel e que a matriz R seja sua for-
ma escalonada reduzida por linhas. Como a matriz R é obtida a
partir de A por uma sequéncia de operagoes elementares sobre
linhas, segue que existe uma sequéncia de matrizes elementares
E,.E,.---.E,.E taisque (EE,_,---E,E;)JA=R. Como todos os fatores
do lado esquerdo s3do invertiveis e como o produto de matrizes
invertiveis é invertivel, segue que R é invertivel. Além disso, como
R é uma matriz quadrada e invertivel, a Unica possibilidade é que
R =1, pela definicdo de matriz escalonada reduzida por linhas.

k-1 "

Através deste importante resultado, podemos determinar a
matriz inversa de uma matriz A invertivel. Vamos supor que a ma-
triz A seja reduzida a matriz identidade |, por uma sequéncia de
operacOes elementares sobre linhas que corresponde a uma sequ-

éncia de matrizes elementares E,,E,,---,E,_,.E,. Entdo,

(EE,_,-EE)A=I = A= (ElflEzfl B M) =EE, N E
Teo 2
= A =(E,<---E2E1 )In =k ---EE .
Teo 2

Isso nos diz que a mesma sequéncia de operac¢oes elementa-
res sobre linhas que reduz a matriz A a |, também produz a matriz
inversa A™' a partir de |..

Algoritmo de Inversao

Para determinar a matriz inversa de uma matriz invertivel A, de-
vemos encontrar a sequéncia de operacdes elementares que re-
duz amatriz A a |, e entdo realizar a mesma sequéncia de opera-
coes em |, para obter A™.

DICA

De forma pratica, operamos simultaneamente com as matrizes A e
l,, através de operacdes elementares, até chegarmos a matriz |, na
posicdo correspondente a matriz A. Logo, a matriz obtida no lugar
da matriz identidade serd a inversa de A.

(Ai) = (A7)
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Exemplo 22
1 o 1
Determinar a matriz inversa da matriz A=| 1 -1 1.
-1 -1 O
Vamos considerar a matriz
I

1 0 1'100

Al; =1 -1 1,0 1 0

1 1 oio 0 1

Assim, realizaremos as mesmas operacdes elementares sobre
a matriz A e a matriz identidade |, e, quando reduzirmos a matriz A
na matriz identidade, teremos ao seu lado a matriz inversa de A.

1 0 1/1 00 10111 00

1 -1 1,0 1 - 0O -1 0!-110

1 1000 1| w2 ]0o-11:1 01 -
B ' L1+L3aL3 ! —Lz PaS L2
_ ! ! |

10 1'1 0 O 10 1! 0 o 100-1 1 -1
0 1 0/1 -10 ~ 0101 -10 _ 010;1 -1 0
0 -1 11 0 1 00 112 -1 00 1:2 -1 1
L 1 Ly + L3 N L3 ! Lzl -l 1
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Exemplo 23
1 2 -3
Determinar a matriz inversa da matriz A={1 -2 1
5 -2 -3
Vamos considerar a matriz

Realizando as operagdes elementares, temos:

2 =31 00 _ 1 2
-2 1 0 10 0
-2 -3 0 0 1 0

L+l oLy
- 5Ly +Lzols

-3 1
4 4 -1
-12 12 -5

o r O

0
0
1 4

r _ 1 1/ 1
1 2 -3 1 0 O 10124

1 14 _% - % A

01 -
12 -5 0 1 2 -3

0 0 O

-1

—2L2 + L1 — Ll

120, +Lg Ly

Reduzimos a matriz A a uma matriz escalonada reduzida por
linhas e, como a dltima linha desta matriz é nula, ou seja, ndo te-
mos como aplicar uma operacdo elementar sobre as linhas tal que
reduza esta mesma matriz a matriz identidade, concluimos que A
é uma matriz ndo invertivel (matriz singular).

Sistemas de equacoes lineares e matrizes invertiveis

VVamos agora relacionar a teoria vista a respeito de matrizes inverti-
veis com sistemas de equacoes lineares cuja matriz dos coeficien-
tes é uma matriz quadrada, ou seja, o sistema tem o0 mesmo nime-
ro de equacgdes e incégnitas (m=n).

Seja um sistema equacdes lineares Ax =b, cuja matriz dos coefi-
cientes é uma matriz quadrada. Entdo, se A forinvertivel (ndo singular),
vai existir uma matriz A" inversa de A.Assim, podemos multiplicar a
esquerda da equagdo matricial, Ax =b, pela matriz A", em ambos os
lados, resultando em A (Ax)=A"b — | x=A"b - x=A""b.

Dessa forma, a solugdo do sistema é dada por x=A"b e é
Unica. Isto significa que podemos determinar a solugdao de um
sistema linear deste tipo através do calculo da matriz inversa da
matriz dos coeficientes do sistema.
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1
-rL oL,

0]

0
1

ATENQio

Em particular, se o sistema for homo-
géneo, Ax =0, e a matriz dos coefi-
cientes A for uma matriz ndo singular,
entdo a Unica solugdo possivel é a
solugdo trivial. Para verificarmos esta
afirmacao, basta pré-multiplicarmos
o sistema por A" em ambos 0s
lados, decorrendo que:

A AX)=AT0 = | x=0 - x=0
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Exemplo 24
Seja o sistema de equacdes lineares
Xy +X%5 =2
Xy =Xy + X5 =2

—X, =X, =2

resolver este sistema através do calculo da matriz inversa.

1 o 1
A matriz dos coeficientes é A=l1 -1 1| Esta matriz é in-
-1 -1 O

vertivel, e sua inversa ja foi calculada no exemplo 22, do qual

-1 1 -1
obtemos A=l 1 -1 O
2 -1 1

Assim, a solu¢do da equacao matricial

1 0 1% [2
1 -1 1|[x,|=|2
-1 -1 0Of[x,| |2
o~ =~
A x b
€ dada por
Xy -1 1 -1}2 -2
x=|x, |=A"b=[ 1 -1 0]|2(=|0
. 2 -1 12| |4
DETERMINANTES

Nesta secdo estudaremos o conceito de determinante como uma ma-
neira conveniente de obtermos uma férmula para a matriz inversa
de uma matriz invertivel de ordem 2. Além disso, estenderemos o
conceito de determinante de forma a obtermos férmulas para as ma-
trizes inversas de matrizes invertiveis de ordem n. Além disso, isto
nos permitira também obtermos um procedimento para o calculo de
solucOes de sistemas lineares de n equacdes e n incognitas.

Historicamente, os determinantes surgiram primeiro no con-
texto de resolu¢do de sistemas de equacdes lineares para um con-
junto de varidveis em termos de outro conjunto de varidveis (Regra
de Cramer). Mais adiante voltaremos a este assunto.
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Determinantes de matrizes 2 x 2
No ensino bdsico, foi visto que, dada uma matriz quadrada

a,, a . .
A=|"1 "2 o seu determinante corresponde a um nimero ob-
aZl a22

det(A) — 11 12

tido pela diferenca do produto das diagonais da matriz, ou seja,
T =115, 31,3, -

aZl 22

Determinantes de matrizes 3 x 3 3, a, a5
Também foi visto que, dada uma matriz quadrada A=|a,, a,, a,
0 seu determinante é a;, 35, dsy

all alZ a13
det(A)=la,;, 3,, 39,
3, 3, 2

3 23-31

31 32 33

DICA
Um artificio que auxilia o calculo do determinante de uma matriz qua-
drada 3x3, chamado "Regra de Sarrus” € ilustrado na figura a seguir:

Gy Al Ay Ay
N Ve N 7 N Ve
ayy Gy Gy Gy dyp
Ve 7 N VRN N
6?31 /’6132 /’6133 613l 6132
¥ ¥ K NoW 2
- =) ) (+) () (#)

Repetimos as duas primeiras colunas da matriz e multiplica-
mos cada trés elementos dessa matriz que estdo alinhados em dia-
gonal. Para as flechas no sentido da direita, o sinal do produto é po-
sitivo e, para as flechas no sentido da esquerda, o sinal é negativo.
O somatoério destes produtos é o valor do determinante.

A fim de estendermos a definicdao de determinante para matrizes
n, precisaremos de algumas definicdes envolvendo permutacdes.

DEFINICAO 11: Uma permutagdo ¢ no conjunto S={1,2,..,n} é qual-
quer bijecdo sobre esse conjunto. Podemos representar a permu-
tacdo ¢ por

( 1 2 ... n Jou
*lo) o2 -~ o)

Observamos que, sobre o conjunto S={1,2,..,n}, existem n!
permutacoes.
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Exemplo 25
Dado o conjunto S={1,2,3}, determine todas as permutagdes pos-
siveis dos elementos do conjunto S.

VejJamos, temos seis permutagdes possiveis com trés elemen-
tos, a saber:

(1,2,3), (1.3,2), (21,3), (2,3,1), (3.1.2) e (3,2,1).

Ou em outra notagdo:

W W
N—
VY
[EEE

R N WN
N W
N—
7~ N\
N R

TN
N R
W NONN
= W
N
TN
W -
N W
~—
TN
W -
N NN
= W
N

DEFINICAO 12: Dizemos que uma permutacdo ¢ sobre o conjunto
S={1,2,...n} éuma inversdo quando, naimagem de @, um inteiro pre-
cede outro menor do que ele. Além disso, uma permutagao é denomi-
nada parou impar se o nimero total de inversdes for par ou impar.

Exemplo 26
Se ¢ é uma permutacdo dada por

(1 2 3 45
15 2 4 3)
determine as inversdes e se ela € uma permutagao par ou impar.
Temos as seguintes inversdes neste exemplo: (5 2), (5 4), (5

3) e (4 3), ou seja, o nimero de inversdes para esta permutacdo é
4 . Assim a permutacdo é dita par.

Exemplo 27
Seja a permutacdo o ={o(1),0(2),0(3),0(4)} ={2,3,4,1} dos inteiros
1,2,3 e 4. Determinar as inversdes e se ela é uma permutacao par
ou impar.

Temos trés inversdes, logo é uma permutacdo impar, a saber:
(2,1).(3.1) e (4,1).

DEFINICAO 13: O determinante de uma matriz quadrada A =[aij}
é definido por

nxn

n!
3
detA= Z(—l) 316(1)920(2) """ no(n) +
o=1

sendo J o nimero de inversdes da permuta¢do o ={c(1),5(2),...o(n)}
, € a3 soma é estendida a todas as n! permutacées ¢ no conjunto
S={1,23..n}.
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Observemos que, se o nimero de inversdes for par, teremos
que o fator (-1) sera positivo e, se for impar, sera negativo.

NOTACAO
Quando nos referimos ao determinante de uma matriz A = [aij]m,
podemos denota-lo, também, por |A| ou det[aij]

Exemplo 28
: : d;; 9, : :
Considere a matriz A:( J de ordem 2. A partir da defini-

a21 a22

¢3o anterior, obtenha o determinante de A.
Entdo, temos duas permutagdes no conjunto S={1,2}:
c={c(1),0(2)}={1,2}, comI=0e o={c(1),6(2)} ={2,1}, com J=1.
Assim, o determinante da matriz A é
- ] 1
detA= Z(_l) d16(1)326(2) = (_1)0 d;19;, +(_1) d;,dy; =3;;3,; —d5,3y;
o=1

Exemplo 29

A partir da defini¢cdo anterior, determinar a expressao para o deter-
minante de uma matriz de ordem 3, dada por.

Vejamos: como a ordem da matriz A é 3, temos 3! permuta-
¢oes sobre o conjunto S=1{1,2,3}:

o ={c(1).0(2),0(3)} ={1,2,3}, com J=0

o ={o(1),0(2),6(3)} ={2,3,1}, com 1=2
o ={o(1).0(2).0(3)} ={3,1,2}, com J=2
o ={o(1),6(2),0(3)} ={3,2,1} , com 1=3
o ={o(1),6(2),05(3)} ={1,3,2}, com ]1=1

o ={0(1),5(2),0(3)} ={2,1,3}, com J=1.

Assim,

3!
detA =2 (~1)'2,01)3500)3500) = (~1)°313355355 +(-1)31,3,535, +(-1)°3,53,,35, +
o=1

+(_1)3813822831 +(_1)1 91197335, + (_1)1312321833 .

Logo,

detA= 91185,833 +3,,8,3831 +3,38,,83; —3;38,,d57 —3;18,3d5; —81,d,,353 -
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ASSIM FICA DIFICIL...

Podemos observar, facilmente, a
dificuldade deste calculo se ele for
realizado para matrizes de ordem
superiores. Veremos adiante um mé-
todo que nos auxiliarad nesta tarefa.
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Algumas PROPRIEDADES importantes...

|. Setodos os elementos de uma linha (coluna) de uma matriz A
sdo nulos, entdo detA=0.

Il. detA= detA', sendo A' a matriz transposta de A.

[ll. Se multiplicarmos uma linha da matriz A por uma constante, o
determinante fica multiplicado por esta constante.

[V. Se trocarmos a posi¢do de duas linhas da matriz A, o determi-
nante troca de sinal.

V. O determinante de uma matriz que tem duas linhas (colunas)
iguais é zero.

a‘ll e a.ln a'll e a‘ln

VI, = b.” bm + C.” C.i“'

anl ann anl ann

VII.O determinante ndo se altera se somarmos a uma linha outra
linha multiplicada por uma constante.
VIII. det (AB) = det Adet B.
VVamos ver agora um procedimento para calcularmos o deter-
minante de matrizes de ordem n.

Desenvolvimento de Laplace

Seja A=[aij] uma matriz n. O determinante da matriz A sera de-
terminado a partir de determinantes de suas submatrizes quadra-
das de ordem n-1. Denotemos por A; a submatriz da matriz A,
em que a i-ésima linha e a j-ésima coluna foram retiradas. Além
disso, denominamos A; = (-1)™
algébrico do elemento a;.

A;| de cofator ou complemento

O determinante da matriz A entdo pode ser expresso por

M-

I
[N

in=in aij (_1)”]‘ det (AU)

n
det A= a,A, +..+3,A, =D aA; =
=1

Exemplo 30

A:

Calcular o determinante da matriz usando o desen-

o NN
o = U
N

volvimento de Laplace.
Realizando o desenvolvimento pela primeira linha, temos:

3 .
detA= a11A11 +‘312A12 +813A13 = Zalj(_l)lﬂ det (Alj) =
j=1

=a,(-1)""" det (A,,)+a,,(-1)""*det (A,,)+a,,(-1)"" det (A,,)

Substituindo os valores, temos:
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ﬁcouTEODo RELACIONADO

Para maiores detalhes sobre a
demonstracdo destas propriedades,
ver Algebra Linear dos autores:
Boldrini/Costa e outros, editora
Harbra, 1986.

ATENgZ\o

Na féormula o determinante foi de-
senvolvido pela i-ésima linha, mas
também podemos desenvolvé-lo de
uma forma analoga por colunas.
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1 4

3 4
—-1)?
8 2‘+5( )

det A=2(-1)
6 2

+7(-1)

31
6 8‘=2(1.2—4.8)—5(3.2—4.6)+7(3.8—1.6):

=2(-30)-5(-18)+7(18) =156

Agora vamos ver, através da teoria de determinantes, como
podemos saber previamente se uma matriz é invertivel (ndo sin-
gular). Também veremos outra forma de obter a matriz inversa de
uma matriz invertivel.

Matriz adjunta e matriz inversa M CONTEUDO RELACIONADO
Vejamos algumas defini¢des. LEMBRANDO

Dada uma matriz A de ordem n ,
DEFINICAO 14: Seja uma matriz A de ordem n. A partir da obten¢ao o cofator A; do elemento a; da
dos seus cofatores, podemos definir uma nova matriz denominada matriz & (-1 |A,|, sendo A, 3 sub-

matriz dos cofatores de A, denotada por A= [Aij]. matriz de A, obtida extraindo-se a

i-ésima linha e a j-ésima coluna.
DEFINICAO 15: Dada uma matriz A de ordem n, chamaremos de

matriz adjunta de A a matriz transposta da matriz dos cofatores de

A, denotemos por adjA=A".

Exemplo 31 1 10
Calcular a matriz adjunta da matriz A=| 0 2 1].
-1 1 0

Como a matriz adjunta de A é dada por adjA = AY, precisamos
obter primeiro a matriz dos cofatores, e, entdo, calculando cada um
dos cofatores, obtemos:

An=(‘1)mi ;=—1J A,=(-1)" _01 ;:—1; A =(-1)""3 _01 i:z
A, =(-1) 1 8 =0; A,,=(-1)*? 11 8 —0;  A,=(-1P7 11 1 _ 5
Ag=(-1)" i (1) =1; Ay =(-1)" ; (1) =—1;  Ag,=(-1p" cl) ; =2
-1 0 1
Assim, |, e a matriz adjunta é dada por adjA=A'=|-1 0 -1|.
2 -2 2
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TEOREMA 3: Se 4 =[aij:| € uma matriz de ordem n, entao

Aladj A) = (adj A)A = det(A)l,

sendo |, a matriz identidade de ordem n.

Dem: Este resultado serd demonstrado baseando-se na quinta
propriedade de determinantes. Esta propriedade afirma que o de-
terminante de uma matriz que tem duas linhas (colunas) iguais é
nulo. Também sera utilizado o desenvolvimento de Laplace para o
calculo de determinantes.

Por simplicidade, consideraremos a demonstra¢do para matri-
zes de ordem 3, no entanto, o resultado é valido da mesma forma
para matriz de ordem n.

Seja uma matriz 3, denotada por . Entdo, temos o produto:

d;p 9, 93 An Ay A31
A(adj A) =|dy; 9y 3 Alz Azz ABZ = I:CWJ':| !
d5q A A

32 a_7>3 13 23 33

cujos elementos ¢; S30 expressos por

Ciy =334, 3,4, +354; = det(A)

d;; 9, 95
G =334, +3,A,, +313A23 =131 3, 3;5(=0

13
a a a

31 32 33

(primeira e segunda linha iguais)
all alZ al}

Ci3 =313A5; +3,A5 +315A55 =13, 3y, 3y5|=0
all alZ 813

(primeira e terceira linha iguais)

31 9y 9y
C1 =345, 34, +323A13 =131 3, 3,;|=0

23
3, 3, a

32 933
(primeira e segunda linha iguais)
Cpo =358, +3,4,, +3,50,5 = det(A)
d; 9y, 953
Cos =385, 305, +3y5A55 =13y, 3, 3y5=0

aZl a22 a23

(segunda e terceira linha iguais)
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d a a

31 32 33

Csq :831A11 +832A12 +333A13 =131 3, 3,;|=0

d d d

31 32 33

(primeira e terceira linha iguais)

d a a

31 932 933
Cyp =85;A5; +355A,, +3554,5 =(35; 33, 335 =0
a

S| S|

31 32 33

(segunda e terceira linha iguais)

Cy5 = 5,45, T334, +353A55 = det(A)

Como obtemos: ¢;=detA (i=1,23) e ;=0 se i#]j
(i,j=1,2,3), logo,

det A 0 0
A@djA)=| o0 det A 0 |=det (A);.
0 0 det A

De forma analoga se obtém o mesmo resultado para o produto
(adj A)A .
Logo, A(adj A)=(adj A)A =det(A)l;.

Exemplo 32
Considerando a mesma matriz do exemplo 31 e seus resultados,
mostrar a validade da expressdao do TEOREMA 3.

1 1 0 -1 0 1
Dada A=| 0 2 1|, temos a matrizadjunta de A dada por adjA={-1 0 -1
-1 1 0 2 -2 2
Entao,
1 1 0jj-1 o 1| |-2 O O 1 0 O
Al@diA)={ 0 2 1||-1 0 -1|=| 0 -2 0 |=-2/0 1 0|=det (Al
-1 1 0|2 -2 2 0O 0 -2 0O 0 1
ATENngo
O resultado a seguir permitirad determinarmos se uma matriz ad- 0 resultado obtido pelo teorema 3,
mite inversa através do célculo do seu determinante. Também fornece- de que A(adj A) = (adj A)A = det(A),

. . . .. . L. fornece, de forma direta, o determi-
ra uma formula para o calculo da matriz inversa quando ela existir. _
nante da matriz A. No exemplo ante-

rior, o determinante da matriz é -2.

TEOREMA 4: Uma matriz quadrada A de ordem n é invertivel se, e

somente se, det A=0.Nesse caso, A™ = 1 (adj A).
det(A)
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DEM: (=) Se a matriz A é invertivel (ndo singular), temos que
AA™ = e, aplicando a propriedade do produto de determinantes,
decorre que

det(A)det(A™) =det(AA™") =det(l,)=1 = detA=0-

(<) Da mesma forma, se o det A # 0, pelo teorema 3 resulta que

1 . 1 _ 1
A[det (A)adJ Aj :m[A(adJ A =m(det (A 1L)=1,

1. 1 _ .

Logo a matriz A é invertivel, e sua inversa pode ser expressa por

L1 .
A _det(A)(adJA)'

MAIS UM RESULTADO
Notemos que, se A é uma matriz invertivel, entdo AA™ =1 e, por-
tanto, det(A)det(A™') =det(AA™) =det(l,)=1. Dessa forma,

1
det (A™")= :
(A7) det( A)
Exemplo 33 1 10
Dada a matriz A=| 0 2 1|, temos que seu determinante é -2.
-1 1 0

Logo a matriz A é 1nvert1’vell(detA¢O ), e o determinante de sua
matriz inversa é det(A™) = -

2.7 REGRA DE CRAMER

Esta regra s6 se aplica para a resolugdo de sistemas lineares em

que o nUmero de equagodes é igual ao nimero de incdgnitas, e cuja

matriz dos coeficientes seja invertivel (det A # 0). Assim, estes sis-

temas de equacgdes lineares admitem apenas uma Unica solugao.
Seja o sistema de equacdes lineares dado por

A X, +a,X, +o 3%, =by

1in"*n

3, %, +3,5%, +---+3,, X, =b,

3, Xy 3%, ++-+3,.X, =b,
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Podemos escrever este sistema na forma matricial

din dp 9 || % b1
91 G Gy || % bz
anl aﬂz T aﬂﬂ xl’] bn

ou, de forma compacta, Ax=b.
Entdo, supondo A invertivel (det A# 0), vimos na secdo 2.5 que:

x=A"br (pois, A (Ax)=A"b = | x=A"b).

Usando a expressao da matriz inversa através da matriz adjun-
ta (teorema 4), resulta que

Xy Ay Ay o Ay b1
X A. A, - A.llb
X = Aflb N '2 _ 1 ad]A b — 1 12 22 .nZ .2
: det(A) det(A) e :
X, Aln A2n o Ann bn

Entdo, em termos de componentes do vetor solucdo, temos
que a primeira componente é dada por:

— b1A11+"'+bnAn1 )
X detA

Note que o numerador deste quociente é igual ao determi-
nante da matriz que obtemos de A, substituindo-se a primeira co-
luna pelo vetor dos termos independentes do sistema, ou seja,
pelo desenvolvimento de Laplace, temos que:

b. 3. - as
: : C=Eb ALt tDAL
bn anz ann

Assim, isso é valido para qualquer x;, com i=1..n, ou seja,
all b1 e alﬂ

anl bn ann
d;: 7 A

anl ann

Observe que, no denominador, temos o determinante da ma-
triz dos coeficientes (det A # Q) e, no numerador, aparece o deter-
minante da matriz obtida de A, substituindo a i-ésima coluna pela
coluna dos termos independentes.
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Exemplo 34

Dado o sistema linear
—2x+3y-z=1
X+2y—z=4
—2X—-y+z=-3

determine se ele admite solugdo Unica. Em caso afirmativo, encon-
tre a soluc¢do através da Regra de Cramer.

-2 3 -1
A matriz dos coeficientes é A=| 1 2 -1].
-2 -1 1

Calculando seu determinante, obtemos:

-2 3 -1
detA={1 2 -1{=-2#0
-2 -1 1

Logo, o sistema admite uma Unica solugdo, sendo A invertivel.

Entdo:
1 3 -1 -2 1 -1 -2 3 1
4 2 -1 1 4 -1 1 2 4
-3 -1 1| - -2 -3 1| - -2 -1 -3 _
det(A) -2 det(A) -2 det(A) -2

Assim a solugdo do sistema é x, =2, X, =3 e Xy =4.

#‘uApLICAgﬂo PRATICA

Em http://www.somatematica.com.br/det33.php é calculado o determinante de
uma matriz de ordem 3. Ha a necessidade de fazer um cadastro rapido no site
para ter acesso a este link.

Em http://www.linearalgebracal.com/ vocé encontrard um aplicativo on-line que
resolve, pela regra de Cramer, sistemas de equacdes lineares de ordem até 3
(Cramer’s rule solver). Basta entrar com os valores dos coeficientes do sistema
(incluindo as componentes da matriz dos coeficientes e do vetor de termos
independentes). Ele retorna com todos os passos de resolu¢do pela regra de
Cramer até chegar a solu¢do do sistema.
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ATIVIDADES DA UNIDADE 2
ATIVIDADES 1

: : - : X—=2y=0 ) )
1. Desenhar no sistema cartesiano do plano as equagdes do SIStema{ y . Apo6s, através da
X

N . . ~ +y=6
construcdo feita, determine sua solugado.
IX+0y+0z=2

Ox+1y+0z=3
OX+0y+1z=4

2. Dado o sistema de equacoes lineares , 0bservamos que a matriz dos coeficientes

é A=I,(matriz identidade de ordem 3), ou seja, matricialmente temos o sistema dado por

1 0 O}/ x 2
0 1 Ofly|=|3
0O 0 1|z 4

a. Esbogar, no sistema cartesiano tridimensional, os trés planos definidos pelas equagdes e obser-
var que caracteristicas eles tém em rela¢do aos eixos coordenados.

b. Concluir qual é a solucdo do sistema.

c. Esbogar em outro sistema cartesiano tridimensional os vetores cujas componentes correspon-
dem as colunas da matriz A e também a combinacgdo linear por eles definida, considerando a
solugdo do sistema.

1 0 0 2
Dica: lembre-se: x| O |+y|1|+z|0|=|3].
0 0 1 4

3. Se considerarmos um sistema de equacoes lineares obtido a partir do sistema do exercicio 2,
multiplicando-se a primeira equacdo por 1, a segunda equacdo por 2, e 3 terceira por 3, obtemos:

IXx+0y+0z=2 1 0 Ofx 2
0x+2y+0z=6 — [0 2 O|ly|=|6
Ox+0y+3z=12 0 0 3|z 12

Responder:

a. Como fica o esbogo dos planos deste sistema comparado ao sistema do exercicio 2?

b. A solucao do sistema é a mesma do sistema do exercicio 27?

c. O tragado dos vetores e a combinacdo linear destes, feita em 2(d), sdo 0os mesmos para este
sistema? Se ndo for, esboce-os.

4. Encontrar um ponto qualquer da reta de intersec¢do dos planos x+y+z=6 e x—y+z=4. Por
tentativa e erro, encontrar outro ponto nesta reta de interseccao.

5. Encontrar trés nimeros reais cuja soma é 12, tais que a soma do dobro do primeiro com o segundo

e o dobro do terceiro é 5 e tais que o terceiro nimero é um a mais do que o primeiro. Encontrar
(mas ndo resolver) um sistema linear cujas equagdes descrevem as trés condicoes.
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ATIVIDADES 2

IX+2y=7

1. Dado o sistema {6x+4y e Escolher um valor do lado direito da segunda equacdo tal que o sistema

ndo admita nenhuma solug¢ao, e um outro em que o sistema admita uma infinidade de solucdes.

kx+3y =6

admita uma
3x+ky =-6

2. Descobrir quais sdo os trés valores para o escalar k tal que o sistema {
Unica solugdo, infinitas solu¢des ou nenhuma solugao.

ax+by =k
3. Considerar o sistema de equacdes 1*+dy =l Discutir a posicdo relativa de cada uma das retas
ex+fy=m
que compdem o sistema quando
3. 0 sistema ndo tem solucdo;
b. o sistema tem exatamente uma solugao;
C. 0 sistema tem infinitas solugoes.

4. Sendo k=l=m=0 no exercicio 3 anterior, explicar por que o sistema deve ser consistente (admi-
tir solucdo). O que podera ser dito sobre o ponto de intersec¢do das trés retas se o sistema tiver
exatamente uma solugdo?

2X+3y+z=1

5. Aplicar a ideia do método de eliminacdo no sistema de equagdes lineares <4x+7y+5z=7 a fim

de obter sua solucgao. —2y+2z=6
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ATIVIDADES 3

1. Determinar quais das seguintes matrizes se encontram na forma escalonada reduzida por linhas:

1 0 0 0 -1
1 0 0 0 -3 6010 0 01 0 O 5
aA=[0 01 0 4 b. A, = ¢ A,=l0 01 0 O
0 001 3
0O 0 01 -1 01 0 -2 3
0O 000 O
2. Reduzir as seguintes matrizes a forma escalonada reduzida por linhas:
1 1
01 3 =2 1 2 10
3 4 2
a. A, = - b. Ai={2 3 2 -1 ¢ Ag=|-1 0 3 5
2 1 -4 3 1 -2 11
1 2

2x+z=3
3. Dado o sistema 13%+5y=1 | escreva a matriz ampliada associada ao sistema. Reduza a forma
5X+y-z=0

escalonada reduzida por linhas para resolver o sistema original.

4. Supondo que as matrizes sao matrizes aumentadas de um sistema de equacdes lineares que foram
transformadas, através de operacdes elementares, a forma escalonada reduzida por linhas, resol-
ver o sistema associado. Considerar as variaveis X,,X%,, -+, X,

1 0 0 -2 120 3 -1 1 -2 0 O

a.B,={0 1 0 1 b. B, = ¢B;={0 0 1 0
0O 01 3 4

0O 01 O 0O 0 01

5. Determinar as solucdes dos sistemas de equacgdes lineares abaixo através do método de elimina-
¢do de Gauss (aplicar as opera¢des elementares sobre a matriz ampliada). Identifique o tipo de
solucdo (uma Unica solucdo, infinitas solugdes ou ndo admite solucdes).

X+y+z=1 a+b+2c+3d=13
a. {X+y-2z=3 b. <a-2b+c+d=8
2X+y+z2=2 3a+b+c-d=1

6. Resolver os seguintes sistemas de equacdes lineares, determinando as matrizes ampliadas forma
escalonada reduzida por linhas (método de Gauss-Jordan). Identifique o tipo de solu¢do (uma Uni-
ca solucdo, infinitas solugdes ou ndo admite solucdes).

X+y+z=0 X+y+3z+2w=7 2a+4b+6c=-6
a. IX+y=3 b. {2x—y+4w=38 C. 93a-2b-4c=-38
y+z=1 3y+6z=8 a+2b+3c=-3

X+ X, + X, +X, =0
3X+2y+z=0
X+ X, =X+ X, =—4

d. ix+2y+3z=0 e. f.
Xy +X, + X=X, =4

3x+6y—-9z=0
2X+4y-62=0

2X+y+3z2=0

Xy =X, X5+ X, =2
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7. Determinar os valores de k para os quais o sistema linear equivalente resultante,
nos seguintes casos:
l. ndo tenha solucdo; Il. tenha uma Unica solucdo; lll. tenha infinitas solugdes.

X—3y=-2 X+y—z=2 Xy +X, —=X5 =0
a. y2x+y=3 b. {x+y+(k’-5)z=k Co 4%, —2%, —=2%5 =0
3x—2y =k X+2y+z=3 2%, +kx, +X5 =0
ab

8. Dadaamatriz A = ¢ d|-Mostrar que o sistema homogéneo Ax =0 tem somente a solugdo trivial

se, e somente se, ad—bc=0.

9. Dado o sistema linear Ax=b. Mostre que:
a. Se x, € uma solugdo do sistema Ax=b, ey, € uma solugdo do sistema linear homogéneo asso-
ciado Ax=0, entdo (x, +y,) € uma solugdo do sistema Ax=b.
b. Toda solucdo x de Ax=b pode ser escrita como (x, +v,), na qual x, € uma solucdo particular de
Ax=b, ey, éumasolucdo de Ax=0. Sugestdo: Faca x = x_ + (x—x,).

Algumas aplicacoes:

10. Uma cidade tem trés inddstrias principais: uma mineradora de carvao, uma geradora de eletricida-
de e uma ferrovia local. Para produzir RS 1,00 de carvdo, a mineradora consome RS 0,25 de eletri-
cidade e RS 0,25 de transporte. Para produzir RS 1,00 de eletricidade, a geradora requer RS 0,65
de carvdo, RS 0,05 de eletricidade para seus equipamentos auxiliares e RS 0,05 de transporte.
Para RS 1,00 de transporte, a ferrovia local gasta RS 0,55 de carvdo e RS 0,10 de eletricidade.

Numa certa semana, a mineradora recebe um pedido de R$ 50.000,00 de carvado de outra cidade, a
geradora de eletricidade recebe um pedido de RS 25.000,00 de eletricidade de fora. Ndo hd demanda
externa para a ferrovia local. Como cada uma das industrias deve produzir, naquela semana, para satis-
fazer suas demandas externa e interna?

SUGESTAO: Chame x, o valor total da produgao de carvao, x, o valor total da produgdo de eletricidade
e X5 o valor total da producado de transporte. Se C é a matriz consumo local, x o vetor coluna produ-
¢do total, e D a demanda externa, entdao devemos resolver o sistema

0 065 0,55 50.000
x—Cx=D,noqual C=|0,25 0,05 0,10| e D=|25.000|.
0,25 0,05 O 0]

11— Analisar os circuitos elétricos dados, encontrando as correntes desconhecidas. Faca sua ana-
lise através da montagem do sistema linear associado e resolva-o pela eliminacdo de Gauss. Sugestao:
utilizar o exemplo ilustrativo dado no texto.
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ATIVIDADES 4
1 3 , . .. .
1. Supondo B= {2 7] através da definicdo de matriz inversa, determinar:
Bfl .

t)fl .

a.
b. (
c. Compare B')™" e B™.

2. Achar, sempre que possivel, as matrizes inversas das matrizes dadas:

11 1
1 3 1 2 3 1 01 13 )
a.A= b.B={2 3 5 cC=l0 3 0 d. D=
-2 6 12 -11
3 4 2 1 0 4
59 1 6

3. Para que valores de B o seguinte sistema homogéneo admite solu¢do nao trivial?

2x+(B-1y=0
(B-1)x+2y=0

X, =X, +%; =0
4. Determinar se o sistema linear <2x, +x, =0 admite solu¢do ndo trivial.
2%, — 2%, +2%; =0

5. Calcular, através da defini¢do, o determinante das seguintes matrizes:

4 1 O
2 -1
a. A= b.B=|0 -2 2].
3 1
0O 0 3

[l
N

[

a, a, a
6. Sendo det A= b, b, b;| =—4, determinar o determinante das matrizes indicadas, utilizando
G, ¢ C

iy
N

3

as propriedades relativas:

4 3 9 & & 9% a, a, 35
a.B=|b, b, b, b.c=| b, b, b, c.D=|b,+3c, b,+3c, b,+3c,
G G ¢ -2¢, -2¢, -2¢, C (o G

7. Usar o desenvolvimento de Laplace para calcular os seguintes determinantes:

2 0 1 1 8 0 1
=30 0 -1 0 1 0 -1 6
a. A=|1 2 3 b. B= c. C=
1 0 4 0 0 0 4 0
2 -1 3
1 2 1 5 0 2 1 10
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2 1 3

8. DadaamatrizA=| -1 2 0 | determinar:
3 -2 1

a.adj A

b. det (A)
c. A%, caso exista.

9. A partir do célculo do determinante, concluir se as seguintes matrizes sdo ndo singulares (invertiveis):

1 -1 1 2 -1 1

5 -1
a. -1 1 1 b. c¢|-1 1 1
1 1 O 20 1 1 O

10. Calcular, caso existam, as inversas das matrizes dadas utilizando determinantes:

2 0 -1 1 2 4
31
a. b.l 3 -1 2 | 3 -1 2
3 -1
1-5 6 1 -5 6

11. Verificar se os sistemas admitem solu¢do Unica. Em caso afirmativo, determinar sua solucao atra-

vés da regra de Cramer: X+Y+Z-2W=-4

X+2y+3z=1 2y +Z+3W=4
a. {2X+3y-z=-5 b. 2X+y-z+2w=5
X"FZZ:O x_y+W=4
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UNIDADE 3

ESPACOS VETORIAIS

Nesta unidade iremos estender o conceito de vetor baseando-nos
nas propriedades mais importantes de vetores e transformando-as
em axiomas. Assim, classes de conjuntos em que seus elementos sa-
tisfazem estes AxIOMAS tém as mais importantes propriedades dos
vetores usuais validas e serdo denominadas de Espacos Vetoriais. Os
elementos dessas classes de conjuntos serdo denominados de veto-
res. Estes vetores generalizados incluirdo, entre outros “objetos”, mui-
tos tipos de matrizes e fungdes como teremos oportunidade de ver.

A teoria de espagos vetoriais € uma ferramenta imprescindi-
vel para estendermos nossa visualizagdo geométrica a uma ampla
gama de problemas importantes aplicados em diversas areas do
conhecimento.

ESPACOS VETORIAIS E SUBESPACOS

Vimos, no estudo de vetores, na unidade 1, que as operagdes usu-
ais de adicdo de vetores e multiplicacdo de um escalar por um
vetor satisfazem oito propriedades (quatro propriedades de cada
operacdo). Agora, formalizaremos a defini¢do de espaco vetorial,
que consiste em um conjunto munido de duas operacdes: adi¢ao
de seus elementos e multiplicacao por escalar que satisfazem as
oito propriedades citadas. Assim, temos:

DEFINICAO 1: Seja V um conjunto ndo vazio qualquer de objetos no
qual estdo definidas duas operagoes, a adigdo e a multiplicagdo
por escalar. Por adi¢do entende-se uma regra que associa, a cada
par de objetos U e Vv em V, um objeto U+V, denominado soma de
U com v, o qual denotamos por

+:VxV
G,v)—

ci
ey
<l <

Por multiplicacdo por escalar, entende-se ser uma regra que
associa, a cada escalar k e a cada objeto v em V, um objeto kv,
denominado mdiltiplo de v por k, o qual denotamos por

«RxV—>V
(k,v) > kv.

Se 0s axiomas a seguir sdo todos satisfeitos para todo objeto

U,vew em Ve quaisquer escalares k,,k, e R, entdo dizemos que
V é um espaco vetorial real e que os objetos de V sdo vetores.
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(A1) G+V =V +0 (Comutativa)
(A2) (U+V)+wW =0+ (V+W) (Associativa)

(A3) Existe um objeto O em V, denominado vetor nulo de V, tal que
O+U=0+0=0 paracada U em V(Existéncia do elemento neutro).

(A4) Paracada U em Vexiste um objeto -, denominado oposto de
G, tal que: U+(-U)=(-0)+T=0 (Existéncia do elemento oposto)

(M1) k, (G+V) =k,U+k,V (Distributiva em relacdo a adi¢do de vetores)

(M2) (k, +k,)a=k,u+k,u(Distributiva em relacdo a adicdo de es-
calares)

(M3) k, (k,4) = (k,k,)d =k, (k,u) (Associativa)
(M4) 14 =0 (Existéncia do elemento neutro)

ﬁCONTEODO RELACIONADO

ENTAO, DE ACORDO COM O QUE VIMOS ...

+ O conjunto de vetores do plano V=R* ={(x,,x,)/x, € R} munido
das operagdes usuais de adicdo de vetores e de multiplicagdo por
escalar, vistas na unidade 1, é um espaco vetorial real.

* Do mesmo modo, o conjunto de vetores do espago
V=R?={(x,,%,,%;)/ % e R}, munido das operacdes usuais de adi-
¢3o e de multiplicagdo por escalar, vistas na unidade 1, é um espa-
co vetorial real.

* Generalizando, temos que o conjunto de vetores de n coordena-
das, denotado por V=R"={(x,,%,,..x,)/x; €R} e keR, com as
operacdes usuais de adi¢do de vetores e multiplicagdao por escalar,
definidas por

Adicao: (%, , Xy, X )+ (V1 Vo Vi) = 06 + Y, 060 V5, X, +Y,)

Multiplicagao por escalar: k(x,,X,,... X,) = (kx;,kx,,...kx,)
€ um espacgo vetorial real.

OBSERVACAO

Aqui definimos os escalares como sendo ndmeros reais, no entan-
to, em algumas aplicagdes, é de interesse considerar os escalares
como sendo nimeros complexos. Se for este 0 caso, 0 espago veto-
rial definido € denominado espaco vetorial complexo. Neste curso
introdutério de Algebra Linear, estaremos evidenciando a teoria
envolvendo espagos vetoriais no campo dos reais. Da mesma for-
ma, estaremos usando as operagdes usuais de adicdo de vetores e
multiplicacdo por escalar, salvo indica¢do contraria.
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ATENgZ\o

A definicdo de um espaco vetorial
ndo especifica nem a natureza dos
elementos do conjunto (vetores) e
nem das operagdes. Assim, qualquer
objeto pode ser um vetor, e as ope-
ragdes de adi¢do e multiplicagdo por
escalar podem ndo ter semelhanca
com as operagdes usuais no R". A
Unica exigéncia é que o0s oito axio-

mas da defini¢do sejam satisfeitos.
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Vejamos varios exemplos que ilustram a definicdo de espacos
vetoriais reais. Vamos considerar um conjunto ndo vazio V e duas
operacoes: de adicdo e multiplicagdo por escalar. Apds verificare-
mos a validade dos oito axiomas da defini¢do.

Exemplo 1

O conjunto M__, de todas as matrizes reais de ordem mxn munido
das operagdes usuais de adicdo de matrizes e multiplicagdo de um
escalar por uma matriz € um espaco vetorial real, pois satisfaz os
oito axiomas da defini¢do. Vejamos:

A definicdo usual da adicao entre matrizes é dada por:

Sejam Uz(uij) e W= (Wij) matrizes em M_ . Ent3o, a adicdo
usualde U e W éuma matriz TeM,_ . cujo (i,j)-ésimo elemento é a
soma dos (i, j)-ésimos elementos correspondentes de U e de W, ou
seja, S=U+W = (5,) =(u;+w;) .

Analisemos cada um dos axiomas relativos a adicdo entre matrizes:

Dadas as matrizes A=(a;)B=(b;) e C=(c;)eM,,, . temos:
(A1) Comutativa
A+B=(3;+b;) =(b;+3;) =B+A, pois a adicdo de numeros
reais é comutativa.

(A2) Associativa
(A+B)+C=((aij +by)+cy ) =(aij +(b; +¢;) )mxn =A+B+0), pois a

adicdo de nimeros reais é associativa.

(A3) Existéncia do Elemento Neutro

Seja D= (dij)e M- Entdo, A+D=A se, e somente se, a; +d; =3;,
para cada componente da matriz. Isso se verifica somente se d; =0.
Isso se verifica somente se d; =0. Assim, existe um Unico elemento
neutro D que corresponde a matriz nula de ordem mxn.

(A4) Existéncia do Elemento Oposto

Devemos mostrar que, para qualquer matrizAeM,_ ..
ma+ 3lque A+H=0eM_ . Ou seja, 3; +h; =0,
para cada componente da matriz. Mas isto ocorre se, e somente se,
h; =—3; . Assim, existe o elemento oposto ou simétrico para cada
matriz AeM,_ , denotada por -A.

existe uma
Unica matriz HeM

A defini¢do usual da multiplicacdo de uma matriz por escalar
€ dada por:

Sejam W= (Wij)e M., € k um escalar real, entdo a multiplica-
¢30 usual de um escalar pela matriz W é a matriz U definida por

U=kA = () =(q), -

98



FisICA
ALGEBRA LINEAR

Analisemos cada um dos axiomas relativos a multiplicacao
usual de uma matriz por um escalar.

Dadas as matrizes A= (au. ),B = (bu')e M., € kk, Kk, eR, temos:

(M1) Distributiva em relacdo a adicdo de vetores

k(A+B) =I<(aij +b;; =(< a; +by) )m (<a +I<bu) = (<aIJ )mxn +(<b1J )mxn Ik (a]J )mxn +k (bu) =kA+kB
pois, para numeros reais, @ multiplicacdo é dlstnbutlva em rela-

¢do a adicao.

(M2) Distributiva em relacdo a adicdo de escalares

(I, +1,)A =k, +I<2)(aij )mxn = ((I(1 +k;)a; ) = Q<1aij +kya;) = Q(laij )mxn + Q<zau' )mxn =k, A+k,A
pois, para nimeros reais, @ multiplicacdo é distributiva em relagdo

a3 adicdo.

(M3) Associativa

Ik, (I,A) =k, Q(z (au. )mxn ): k, Q(zaij )mxn = Q(l (k2ail'))mxn = ((klk2 )a; ) = (I<1I<2)(aij )mxn = (k,k;)A

pois @ multiplicacdo de ndmeros reais é associativa.

Analogamente:

k, (k,A) =k, Q(l (aij )mxn ): K, Q<1aij )mxn = G(z (klail'))mxn = ((I<2I<1 )a; )mxn = ((|<1I<2)aij )w (k) (au)“ = (k.k,)A

Portanto, Kk, (k,A)=(kk,)A=k,(k,A).

(M4) Existéncia do Elemento Neutro

Devemos mostrar que, para qualquer matrizAeM
Unico elemento neutro, aeR, tal que, aA=A, ou seja, que
a(3;) =(aa;) =(3)  Issoocorrese esomentese, a=1.

existe um

mxn !

Exemplo 2

O conjunto V ={f:[a,b] > R}, munido das operacbes usuais de adi-
¢do de fungdes e multiplicagdo de um escalar por uma fungdo, é um
espaco vetorial, pois satisfaz os oito axiomas da definicao. Vejamos:

A definicdo usual da adicao de fungoes é dada por:
Sejam f,geV. Entdo, a adicdo usual de f e g € uma fungao
seV definida por
s(x) = (f+g)(x) = f(x) + g(x) .

Analisemos cada um dos axiomas da adi¢do usual de fungoes:

Dadas as fungoes f,g,heV, temos:
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(A1) Comutativa
(f+g)(x) = f(x)+g(x) = g(x) + f(x) = (g +F)(x), ¥xe[a,b], pois a adi¢do
de ndmeros reais é comutativa. Portanto, f+g=g+f.

(A2) Associativa
Para qualquer x e[a,b], temos que f(x),g(x) e R. Assim,

((f +g)+ h)(x) = (f+g)(%) +h(x) = (f(x) + g(x)) +h(x) = f(x) + (g(x) +h(x)) =
=f(x)+(g+h)x) = (f+(g+h)x) Vvxelab],

pois a adicdo de numeros reais é associativa. Portanto,

(f+g)+h=f+(g+h).

(A3) Existéncia do Elemento Neutro

Seja feV. Entdo, (f+f)(x)=f(x), ¥xe[ab] se e somente se,
f(x)+ f(x) =f(x), o que se verifica somente se f(x)=0. Analoga-
mente, temos que (f+f)(x) =f(x), Vxel[ab] se, e somente se,
f(x)+f(x)=f(x), o que se verifica somente se f(x)=0.Como é va-
lido para todo x, nos dois casos, temos que f=0.Assim, existe o
elemento neutro f, que é uma funcdo identicamente nula.

(A4) Existéncia do Elemento Oposto

Devemosmostrarque, paraqualquerfuncdof e V,existeumafuncao
geV talque f+gz?zOeV.Ou seja, (f+g)x)=0 = f(x)+g(x)=0
. Mas isto ocorre se, e somente se, g(x)=-f(x). Analogamente,
(g+f)(x)=0 = g(x)+f(x)=0. Assim, existe o elemento oposto ou
simétrico para cada fun¢dof eV denotada por —f.

A defini¢do usual da multiplica¢do de uma fungao por escalar
é dada por:

Sejam feV, e k um escalar real, entdo a multiplicacdo
usual de um escalar pela funcao f éa funcdo definida por
g(x) = (kf)(x) =k-f(x), ¥x e[a,b].

Analisemos cada um dos axiomas da multiplicacao usual de
uma fungao por um escalar:

Sejam as fun¢oes f,geV e escalares kk,.k, e R, temos:
(M1) Distributiva em relacdo a adicdo de vetores
(k(f+g))(x) =k - (f+g)(x) =k (f(x)+ g(x)) =k - f(x) + - g(x) = (kF) () + (kg )(x)
, Vx e[a,b]. Assim, k(f +g) =kf +kg, pois, para nimeros reais, a mul-
tiplicacdo é distributiva em rela¢ao a adigao.
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(M2) Distributiva em relacdo a adicdo de escalares

((k, +1,)F)0¢) = (i, +k, ) - F(x) =k, - F(x)+k, - (%) = (I, F)x) + (k,F)x) = (K, f +k,f)(x)
., Vx e[a,b], pois, para nimeros reais, a multiplicagdo é distributiva
em relacdo a adic¢do. Logo, (k, +k,)f =k f+k,f.

(M3) Associativa
Vvx e[a,b], temos

(I, (k,))0¢) =k, - (I, F)(x) =k (K, - F(x)) = (k K, ) - F(x) = ((k K, )F)(x) ’

pois a multiplicacdo de numeros reais é associativa. Assim,
ky (I, ) = (kK )f .
Analogamente,

(I (kD00 =k, - (kP00 =k, - (g - Fx)) = (k) - () = ((k,k, F)X) e,

portanto, Kk, (k,f)=(k.k,)f =k, (k,f).

(M4) Existéncia do Elemento Neutro

Mostrar que existe um Unico elemento neutro a € R na multipli-
cacdo de um escalar por uma funcao tal que af=f, ou seja, que
(af)(x) = f(x),vx e[a,b]. Mas, a-f(x)="f(x),Vx e[a,b], se e somente
se, a=1.

Assim, o conjunto V com as operagdes usuais é um espaco ve-
torial.

Agora, mostraremos alguns exemplos de conjuntos munidos
de operac¢des que ndo sdo as usuais.

Exemplo 3
Verificar se o conjunto V=R? :{(x,y)/x,yeR}, munido das se-
guintes operacgoes, € um espaco vetorial real:
+ Adicdo de vetores: Dados os vetores G,veV, definimos
U+V = (X, Y,) +06,Y,) =06+, v, +V5)
+ Multiplicacdo por escalar: Dados eV e keR, definimos
ki =k(x,y) = (kx,y).

Analisemos:

Como a adigdo de vetores assim definida é a usual, verificam-se os
axiomas (A1)-(A4), como demonstrados na unidade 1. Agora, va-
mos verificar os axiomas (M1)-(M4).

Dados os vetores G4,veV e kk, k, eR, temos:
(M1) Distributiva em relacdo a adicdo de vetores
K(G+V) = k(% v, )+ 06, v,)) = k0 450,y +y,) = kG +G )y, +v,) = (o +kx,,y, +y,) =
= (kg yq )+ (ko v, ) =k, y, ) +kix,,y, ) =ka+kv .
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(M2) Distributiva em relacdo a adicdo de escalares
(I, +1,)u = (k, +1,)0¢,y) = ((k, +k, )% y) = (kx+k,x,y) e
Kk U+ k,U =k, (6 y)+ K, (6 y) = (6 v) + (16, y) = (ko x+ K, %, 2y)

Como (k, +k,)d =k, i+k,u, concluimos que o axioma (M2) ndo
é satisfeito e, portanto, o plano munido das opera¢des definidas no
exemplo ndo é um espaco vetorial real.

Mais um exemplo...
Exemplo 4
Verificar se o conjunto V:{(x,y)/x,y>o} € um espaco vetorial
real munido das seguintes operacgoes:
+ Adicdo de vetores: Dados os vetores §,v eV, definimos
G40 = 00, Y3) + 06, ,) = 06, Y, ,)
+ Multiplicacdo por escalar: Dados UeV e keR, definimos
ki =k(x,y) = (X, y").

Verifiquemos primeiro os quatro axiomas em relacdo a adicao
de vetores.

Dados os vetores 4,v,w eV, temos:
(A1) Comutativa

U+v :()(1'y1)+(x2'y2):(x1x2'y1yz):(xzx1'yzy1):(xzry2)+(x1'y1) =V+U

(A2) Associativa
(G + \7)+ W= (xlx2 YiYs )+ ()(3 / y3) = (()(1)(2 ))(3 : (y1y2 )yz) = ()(1 (X2X3 ), \ (y2y3 )=

= (Y1) + 0626, Y5Y3) = 06,y )+ (06, Y,) + (G, y5)) = U+ (V+W).

(A3) Existéncia do elemento neutro

Para todo uUeV, vamos mostrar que existe um Uni-
co elemento neutro weV tal que U+w=w+U=U. Mas
U+ W= (%, v, )+ (wy,wy) = Ggw,, yaw, ) = (%) < (w,,w,) =(1,1).

Da mesma forma,

WU = (W, W, )+ (%, Y, ) =(wx woy, ) =(x,,y,) < (w,,w,)=(1,1).
Assim, o elemento neutro para a adi¢dao de vetores definida é
w=(11).

(A4) Existéncia do elemento oposto

Paratodo UeV, precisamos mostrar que existe um Unico elemento
oposto VeV talque U+Vv=V+U=w, sendo W o elemento neutro
obtido em (A3). Assim:

U+V=w< (y)+(v,,v,)=(11) < (xv,,yv,)=(11)< (vl,vz):[l,lj

Da mesma forma,

102



FisICA
ALGEBRA LINEAR

V=W (v, v,)+(0y)=(1L1) <V v,y) =11 e (v,v,)= ()1( ;]

Assim, o elemento oposto de U=(x,y) existe, pois x,y # 0 e, é dado
— 11
por y—|= =
Xy
Agora, verifiquemos os quatro axiomas da multiplicagdo por
escalar.
Dados os vetores u,veV e kk, k, eR, temos:
(M1) Distributiva em relacdo a adicdo de vetores
K(G+V) = k(04 v, )+ 06, V5 )) = k0%, v, Y5 ) = (0606 ) (Y, v, ) =
(X xz yliy;) ( ';,y';)+(x2,y2):|<(x1,y1)+|<(x2,y2)=I<G+I<\7.

(M2) Distributiva em relacdo a adicdo de escalares
(kl + |(2 )G — (kl + |(2 )()(,y) — (XI<1+I<2 ’yl<1+\<2 ) — (xkl Kk ykl ykz ) ( I<1 I<1 )+ (xkz ykz ) _
=k, (%, y)+k, (%, y) =k, G+k,0.

(M3) Associativa
k, (,0) =k, (1, (%, y)) =k, (32, y'2 ) = (2 ), (y'2 ) ) = (2, y'a*2 ) = (k K, )%, y) = (i k, )a

(M4) Existéncia do elemento neutro

Devemos mostrar que existe um Unico elemento neutro aaeR na
multiplicacdo de um escalar por um vetor ueV, tal que ali=4, ou
seja, al=a(x,y)=(x*y*)=(x,y)=0.Mas (x*,y*)=(xy)<a=1.

Como os axiomas foram satisfeitos, concluimos que V é um
espaco vetorial real.

Agora veremos como podemos identificar, dentro de um espaco
vetorial, subconjuntos que sejam eles préprios espagos vetoriais.

DEFINICAO 2: Um subconjunto S, ndo vazio, de V, é chamado um
subespaco vetorial de V se S é um espaco vetorial em relacdo as
operacdes de adicdo e multiplicacdo por escalar definidas em V.

A partir dessa definicdo, teriamos que verificar se um subcon-
junto S é um subespaco vetorial de um espaco vetorial V se os oito
axiomas sdo satisfeitos em S. No entanto, existem alguns axiomas
que naturalmente sdo satisfeitos, sem necessidade de verificagao.
Por este motivo, apresentamos o resultado a seguir que define
condig¢des suficientes para verificarmos se um subconjunto S de
um espacgo vetorial Vtambém é um subespaco vetorial.

TEOREMA 1: Seja V um espaco vetorial real. Dizemos que um sub-

conjunto S, ndo vazio, de V, é um subespaco vetorial de V se satisfaz
as seguintes condicdes:
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l. Seu,veS,entdo u+v eS; (fechado para adicao)
Il. SekeR e veS,entdo kv €S. (fechado para a multiplicacao
por escalar)

Dem: Vamos mostrar que basta que estas duas condigdes sejam
validas para que os oito axiomas que definem um espaco vetorial
sejam satisfeitos em S.

Como S é parte de um conjunto maior V, que é um espago veto-
rial, entdo os axiomas da adi¢do sao A1, A2, M1, M2, M3 e M4. Entdo:

Seja v €S. Pela condicdo (ii) temos que kv €S para k qual-
quer. Fazendo k=0, temos que OVeS, ou seja, OeS (validade
axioma A3). Considerando k=-1, segue que —1veS, ou seja,
—-v eS (validade axioma A4).

Exemplo 5
Sejam V=R’ e S= {(x,x,x)/x € R} c V. Verificar se S é subespaco
de V.

Vejamos a validade das duas condicdes:
l. Sejam u, v S, consideremos: U= (x,x,x) e V=(y,y,y), entdo:

U+V = (6CX)+ (V. YV, Y) = (X+ Y, X+V.X+Y) €S, pois x+y e R . ok

Il. SejakeR,e v eS, consideremos: v = (x,x,x), entdo:

kv =k(x,x,x) = (kx,kx,kx) € S, pois kx e R . ok

Assim, podemos concluir que S é um subespaco vetorial de R*.

Exemplo 6

Seja A uma matriz de ordem mxn. Consideremos o sistema homo-
géneo de equacgles lineares, associado a esta matriz, Ax=0, em
que x e R". Mostraremos que o conjunto S formado pelas solugdes
do sistema Ax=0 é um subespaco vetorial do R".

Vejamos a validade de cada uma das duas condicdes:

. Sejamx, ex, elementos de S, entdo Ax, = 0 e Ax, = 0. Verificaremos
que x, +X, €S.De fato, A(x, +x,)=Ax, +Ax, =0+0=0.0K!

Il. Sejam keR ex, € S. Entdo, Alkx,)=k(Ax,)=k0=0.
Logo, kx, €S. ok!

Assim, concluimos que S é um subespaco vetorial.
Exemplo 7

Sejam V=R?e S:{(x,x+1)/><eR}cV.Veriﬁcarse S é subespa-
code V.
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ENTAO, DE ACORDO COM O QUE VIMOS ...

Sendo Vum espaco vetorial qual-
quer, resulta que:

* 5= JoL é um subespaco vetorial de
V, chamado de subespaco nulo ou
subespaco zero.

- S=V (todo espaco vetorial é
subespaco de si mesmo).

Esses subespacos sao chamados de

subespacos triviais de V. Os demais

subespacos sdo chamados subespa-
¢os proprios de V.
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Vejamos se sdo satisfeitas as duas condi¢des necessarias:
|. Sejam U e VeS ent3o:

U+V=(u,u +1)+(v,, v, +1)=(u, +v,, U, +v, +2) &S

Logo S ndo é um subespaco vetorial do plano.

Exemplo 8
Sejam V={f:[ab] >R} e S={f:[a,b] > R/f écontinua} =V . Ve-
rificar se S é subespaco de V.

Verificando a validade das duas condicdes:

I. Sejam f,geS.Asoma f+geS, pois sabemos, a partir do calculo,
que a soma de fungdes continuas é uma fungdo continua. ok!

ll. Sejam keR e feS; kfeS, pois, da mesma forma, a multipli-
cagdo de um escalar por uma funcdo continua é uma fungao
continua. oK!

Concluimos que S é um subespaco vetorial de R".

Exemplo 9
Sejam V=R* e S= {(x,y,z)/x+y—z = O}= {(x,y,x+y)/x,y € R}
c V. Verificar se S é subespaco de V.

Vejamos:
l. (i) Sejam u, veS, consideremos U=(x,y,. %, +y,) e
V=(%,,V,.%, +Y, ), entdo:
G+\7=(x1,y1,x1+y1)+(x2,y2,x2+y2)=(x1+x2,y1+y2,(x1+y1)+(x2+y2))=
= (X, %5, Y1 + V5, (% +3)+(y, +Y,))eS. o

IIl. Sejam keR e v €S, consideremos v = (x,y,x+Yy), entdo:
kv = k(x, VoY) = (kg ky k(% +y)) = (kg ky kx+ky) € S . ot

Assim, concluimos que S é um subespaco vetorial de R?.
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REFLITA ...
+ No plano (R?), além dos subespacos triviais, temos como su-
bespacos todas as retas que passam pela origem.

a) b)

y y

=l

—
ku

<t

Sl

<l

<l

Figura 3.1

+ No espaco (RR?*), além dos subespagos triviais, temos como su-
bespacos todas as retas e planos que passam pela origem.

TEOREMA 2: Sejam S, e S, subespacos vetoriais de um espago ve-
torial V. Entdo, a interseccdo S, NS, é subespaco vetorial de V.

Dem: E necessario verificarmos apenas as duas condicdes. Vejamos:
. Sejam u,v eS, NS,, entdo U,veS, e u,veS,. Segue que
U+veS, e U+veS,, pois sdo subespacos vetoriais. Logo,
u+veS, nS,.
Il. Do mesmo modo, se v €S, NS, e keR, entdo kv €S, e kv
€S, , pois sdo subespacos vetoriais. Portanto, kv €S, NS, .
Assim, mostramos que S; NS, é subespaco vetorial de V.

ATENCAO!!!
A unido de subespagos vetoriais ndo é subespaco vetorial.

Um exemplo simples disso.

Exemplo 10

Sejam S, = {(x,x);x € R} es, = {(x,—x);x € R} subespacos vetoriais
de V,sendo S, US, o feixe formado pelos dois subespagos, ou seja,
0 conjunto das retas bissetrizes dos quadrantes pares e impares do
sistema cartesiano do R*. Podemos ver facilmente que S, US, ndo é
subespaco de R?, considerando os vetores U=(1,1) €S, =S, US, e
v=(1,-1) €S, =S, US,,sendo G+V =(1,1)+(1,-1)=(2,0) &S, US,.
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TEOREMA 3: Sejam S, e S, subespacos vetoriais de um es-
paco vetorial V. Entdo, o conjunto soma S, definido por
S=S,+S,={veV/v=v,+Vv,, comV, €5, eV, eS,} é um subes-
paco vetorial de V.

Dem: Vamos verificar se as condi¢des para que S, +S, seja um su-
bespaco vetorial de V sdo satisfeitas.

. Sejam u,veS,+S,, entdo existem Ui,vieS e U,
V2 €S, tais que U=W+U, €S e v=vi+v.eS. Entio,
U+v=(4, +40,)+(v, +v,)= (U, +v,)+(U, +v,) €S, +5S,, pois sen-
do S, e S, subespacos vetoriais de V temos que U, +V, €5,
eud,+v, eS,.

Il. Do mesmo modo, se veS +S, e keR, entdo exis-
tem Vv, eS,ev,eS, tais que v=vi+vaeS. Assim,

kv =k(vi+v2)=kvi+kv, €S, +S,, poissendo S, e S, subespa- ,@smaA MAIS

cos vetoriais de V, temos que kvi €S, e kvz €S, .
Assim, mostramos que S=S, +S, é subespaco vetorial de V.

Exemplo 11
Dados S, e S, subespacos vetoriais de R*? expressos por

S, ={(xy,z2)eR*/x+y=0,z-2y =0} e
Sz ={(X,y,Z)€R3/x+y_zzo}.

Observemos que S, NS, = {6} De fato:
S, NS, ={(x,y.z)eR*/x+y=0,z-2y=0ex+y-z=0}, Qque,
apo6s resolver o sistema de equacgdes lineares homogéneo
X+y=0
—2y+7z=0,resultaem x=y=z=0,0u seja, 5, NS, = {6}
X+y-z=0

Observemos, ainda, que podemos reescrever 0s subespacos
vetoriais S, e S, da seguinte forma:

S, ={(=y1.y1.2y,)/y, €R}Y e S, ={(x,.y,.%, +V,)/%,,y, €R}.
Verifiquellll

Quando S; NS, = {6} 0 subespaco
vetorial S, +S, é chamado de soma
direta de S, com S, . denotado por
S, ®S,.

Donde decorre que S, +S, ={(=y, +X%,,V; +V,.2y,; +X, +V,)/V,.%,.y, € R}

VVamos retomar o conceito de combinacdo linear visto na uni-
dade 1. Ele ird nos ajudar ao definirmos um subespaco gerado e,
na préxima se¢do, dependéncia e independéncia linear entre os
elementos de um espaco vetorial.
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DEFINICAO 3: Seja V um espaco vetorial real. Dados os ve-
tores V.V, V . reais, tais que
W=C,V, +C,V, +---+C.V, , dizemos que w é uma combinacdo linear
de v,,v,,--,v,. Os escalares ¢,,c,,+,c, sdo chamados coeficien-
tes da combinacao linear.

e escalares ¢,,C,,+-,C

n

nt

Exemplo 12
Verificar se v=(9,2,7) é uma combinacdo linearde v, =(1,2,-1) e
v, =(6,4,2).

De fato, devemos analisar se existem escalares a, e a, tais
que V=a,v, +a,V,, ou seja, (9,2,7)=3,(1,2,-1)+a,(6,4,2). Igualan-
do as componentes correspondentes, resulta no sistema de equa-

3, +6a, =9
coes lineares 123 +43, =2 A solucio deste sistema é Unica, dada
—a,+23,=7
por a,=-3ea, =2 e, portanto, o vetor v pode ser escrito como com-
binacdo linear dos vetores v, e V,, expressa por V=-3V, +2V,.

Exemplo 13
Verificar se v =(4,-1,8) é uma combinacdo linear de v, =(1,2,-1)
ev,=(6,4,2).

Devemos verificar se existem escalares 3, ea, tais que
V=2a,V, +3,V,, ou seja, (4,-1,8)=3,(1,2,-1)+4a,(6,4,2). Vejamos, se
igualarmos as componentes correspondentes do sistema linear de

3, +6a, =4
equacgdes definido resulta em {2a, +4a, =-1. A matriz aumentada
-3, +2a3,=8
1 6 | 4
associada ao sistemaé | 2 4 | -1,
-1 2 | 8

Apés a reducdo a forma escalonada por linhas, a matriz equi-

16| 4
4 9
valentee01|@.
00| 1

Podemos observar, pela terceira linha, que o sistema linear
ndo possui solugdo. Portanto, o vetor v ndo é combinagdo linear de
V, eV,, pois ndo existem valores reais, para os escalares a, e a,,
que satisfacam o sistema linear.

DEFINICAO 4: Seja V um espaco vetorial real, e v,,v,,---,V, vetores

de V. O conjunto S de todos os vetores que sdo combinagoes li-
neares de v,,v,,---,V,, isto &,
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={weV/w=a,v, +3a,V, +---+3,v,,3 € R,1<i<n}

é denominado subespago gerado por v,,V,,---,V, que denotamos
por S=[V,.V,,..V, ]

Teorema 4: Seja V um espacgo vetorial real, e v,,V,,..,V, vetores de
V.. Entdo, o subespaco S=[V,,V,,..V, | gerado por estes vetores é
um subespaco vetorial de V.

Dem:
. Sejam u,v €S. Entdo, existem escalares a, b, comi=1..-n, tais
que U=a,V, +a,V, +---+a. v, e V=b,V, +b_V, +---+b Vv . Assim,

u+v=(a,v, +a,v, +---+a,v,)+(b,v, +b,v, +---+b v, )=(a, +b,)v, +(a, +b, )V, +---+(a, +b )V, €S

pois existem escalares reais, ¢, =a, +b,, tais que a soma U+V
é combinacdo linear dos vetores v,,V,,..,V

n-

Il. Sejam veS e keR, entdo, existem escalares a,
com i=1---n tais que V=a,Vv,+a,V,+:-+3V,. Mas
kv =k(a,v, +a,v, +---+a,v,) = (ka, v, +(ka, v, +---+(ka, v, €S.

Assim, mostramos que S é um subespaco vetorial de V.

Exemplo 14
Determinar se os vetores v, =(1,1,2), v, =(1,0,1) e v, =(2,1,3) ge-
ram o espaco vetorial V =R?. Em caso negativo, obter o subespaco
vetorial de R* gerado por eles.
Primeiro devemos determinar se um vetor qualquer v =(x,y,z)
do R* pode ser escrito como combina¢do linear dos vetores
V,.,V, eV, dados, ou seja, se existem escalares a,,a, e 3, eR tais
que V=a,V, +3a,V, +3,V,. Vejamos:
Substituindo os componentes, temos (x,y,z) =4a,(1,1,2)+3a,(1,0,1)+2,(2,1,3)
lgualando as respectivas componentes, obtemos o sistema de

3, +a, +23; =
equagoes lineares {3, +a, =y . A matriz aumentada associa-
23, +a, +33; =
11 2 | x
daaosistemaédaforma|l O 1 | vy
2 13| z

Apés a reducdao a forma escalonada por linhas, aplican-
do as operac;oes elementares, obtemos a matriz equivalente
11 2 X
011 X—-y
0O 0O X+y-z
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Assim, podemos concluir que o sistema associado a esta ma-
triz possui solucao se, e somente se, x+y—z=0. Isto significa que
existem escalares a,,a, e a; € R que permitem que um vetor v do
R’ possa ser escrito como combinagdo linear de v,,v, e v,, desde
que esta restricdo seja satisfeita; ndo valendo, assim, para todo e
qualquer vetor v do R*.

Logo, os vetores V,,V, e V, ndo geram o espago vetorial V =R?,
mas apenas um subespaco vetorial do R?. Este subespaco vetorial é
expresso por S={(x,y,z) e R* /x+y—z =0}, o qual geometricamen-
te representa um plano que passa pela origem.

Exemplo 15
Determinar se v, =(0,1,1), v, =(-1,1,2) e v, =(1,0,1) geram o es-
paco vetorial V=R>.

Devemos entdo determinar se um vetor qualquer v =(x,y,z)
do R’ pode ser escrito como combinagdo linear dos vetores
V..V, eV, dados, ou seja, se existem escalares a,,a, e a; €R tais
que V=a,V, +3,V, +3;V;.

Assim, (x,v,z)=2,(0,1,1)+3a,(-1,1,2)+3,(1,0,1) e, igualando as
respectivas componentes, obtemos o sistema de equagdes line-
-3, +3; =X
ares 43, +3, =y . A matriz aumentada associada é dada por
3, +23,+3;, =2
0 -1 1 | x
1 1 0 | y|. E apdsareducdo a forma escalonada por linhas,
1 2 1]z

11 0 | y

resulta a matriz equivalente |0 1 -1 | —x
00 1 | xX-y+z

2

Assim, podemos concluir que o sistema associado a esta ma-
triz possui solu¢ao para todo e qualquer valor de x,y,zeR. Isto
significa que existem escalares ga,,a, e a; e R que permitem que
um vetor V=(xy,z) do R®possa ser escrito como combinagao
linear de v,,v, ev, dados. Logo, os vetores v,,v, eV, geram o
espaco vetorial V=R".

Ainda, pela combinagdo linear (x,v,z)=a,(0,1,1)+3a,(-1,1,2)+3,(1,0,1),
podemos escrever V=R* ={(-a, +3,,3, +3,,3, +23, +3,)/3,,3,,3; € R}
que corresponde ao conjunto S, +S, do exemplo 11.
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DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR

DEFINICAO 5: Dizemos que os vetores V,,V,,---,V, formam um
conjunto linearmente independente (LI) se a combinac¢do linear
C,V, +G,V, +--+C,V, =0 implicar necessariamente que os escalares
¢, =C,=---=¢,=0.No caso em que exista algum escalar ¢, # 0, di-
zemos que os vetores V,,V,,--+,V, formam um conjunto linearmente
dependente (LD).

Exemplo 16
Determinar se os vetores v, =(1,-2,3), v, =(5,6,-1) e V5 =(3,2,1)
formam um conjunto linearmente independente (LI) ou depen-
dente (LD).

Em termos de componentes dos vetores, a equagdo
¢V, +G,V, +C,V, =0 é dada por

¢, (1,-2,3)+¢,(56,-1)+¢,(3,2,1) =(0,0,0).
Ou, equivalentemente,
(c, +5¢, +3¢,,—2¢, +6¢, +2¢,,3¢, —C, +¢;) =(0,0,0) .
lgualando as componentes correspondentes, resulta no siste-
ma de equacdes lineares:
C, +5¢, +3¢;, =0

-2¢, +6¢, +2¢, =0.
3¢, -G +C; =0

Assim, os vetores v,,v, e v, formam um conjunto linearmente de-
pendente (LD) se este sistema homogéneo tiver uma solu¢do ndo
trivial ou, formam um conjunto linearmente independente (LI) se
ele tiver somente a solucado trivial.

Vamos ver qual é o caso. Resolvendo o sistema, obtemos:

1 1
C,=—=C;, G, =——C

> > G eR.

G

Logo, o sistema tem solugdes ndo triviais, entdo os vetores
V,,V, eV, formam um conjunto de vetores linearmente depen-
dentes. Outra forma de verificarmos tal fato seria através do cal-
culo do determinante da matriz dos coeficientes do sistema homo-
géneo. Neste caso, teriamos que é nulo e, portanto, a matriz ndo é
invertivel (matriz singular).
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Exemplo 17
Supondo que {\71,\72,\73} seja LI. Verificar se os vetores U=V, +V,,
V=2V, +V,-V; e W=V, -2V, formam um conjunto LI.

Como V,,V,,V, sdoLl,temospordefinicioque av, +bv, +cv, =0
implica a=b=c=0.

Consideremos entdo que al+pV+yw =0. Mostraremos que a
Unica solucdo possivel é a trivial (a =B =y =0). Vejamos:

0 = i+ BV +9W = a(V, +7,)+B(2V, +V, —V,) +y(V, —2V,).

Rearranjando os termos, temos: 0 = (o +2B)V, + (o +B+y)V, +(-B—27)V;.
Assim, como V,,V,,V, sdo LI, recaimos num sistema linear homo-
géneo:

a+2p=0
a+B+y=0.
_B_Zyzo

Resolvendo-o, temos, como Unica solugdo, a=B=y=0, por-
tanto, os vetores 4,v e w formam um conjunto LI.

TRES INFORMACOES IMPORTANTES ...
1. Um Unico vetor VeV, com V=0 define um conjunto LI.
Vejamos:
Consideremos a combinacdo linear cv=0. Assim, c=0 ou
V=0, mas, por hipétese, V # 0, implicando que c=0. ok!

Reflita (pense geometricamente!):
No caso de V = R?, o subespaco gerado por um Unico vetor ndo nulo
denotado por S=[v]={av/aeR} é uma reta que passa pela origem.

2. Dois vetores v, e v, definem um conjunto LD se, e somente se,
existe uma combinacdo linear entre eles (v, e v, sdo colineares).
Vejamos:

Consideremos a combinacao linear entre v, eV, representa-
da por ¢,V, +c,v, =0.
(—) Se estes vetores formarem um conjunto LD, entdo pelo menos
um dos escalares, ¢, ou ¢,, € ndo nulo. Supondo ¢, # 0, temos que

q, -
V, =——%V,.

1
Cl

(«-) Por outro lado, se existe uma combinacdo linear do tipo
v, =kv,, resulta que v, —kv, =0, ou seja, existe um escalar ndo
nulo (¢, =1)implicando que v, eV, sdo LD.
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Reflita (pense geometricamente!):
No caso de V= R?, o subespaco gerado:

* O subespaco gerado por dois vetores ndo nulos, que sejam
LD, denotado por S=[v,]=[Vv,], é uma reta que passa pela ori-
gem.

* O subespaco gerado por dois vetores nao nulos e que sejam LI,
denotado por S=[v,,v,]={c,Vv, +¢,V, /c,.c, e R} é um plano
que passa pela origem.

3. Trés vetores v,, Vv, e v, formam um conjunto LD se, e somen-
te se, um deles é combinagao linear dos outros (V,, Vv, eV,
sdo coplanares).

Vejamos:
(—) Dados trés vetores v,,v,,v; LD, tomemos a combinagao linear
entre eles ¢,V, +C,V, +C,V; =0. Como eles sdo LD, ent3o pelo me-
nos um dos escalares € ndo nulo. Supondo ¢, # 0, entdo podemos
escrever v, :—C—2\72 —C—3\73 . Isto significa que v, é combinagado li-
Cl Cl

near dos outros dois vetores.

(«) Reciprocamente, se um dos vetores é combinacdo linear dos
outros, por exemplo, V, =c,V, +C;V, entdo ¢,v, +C,V; —v, =0. Ou
seja, existe pelo menos um coeficiente ¢, ndo nulo, implicando
que os trés vetores sdo LD.

Reflita (pense geometricamente!):

No caso de V= R?, o subespaco gerado por trés vetores ndo nu-
los e LD denotado por S=[v,,V,,V,]={c,V, +C,V, +C,V, / ¢,,C, e R}
pode ser uma reta ou um plano que passa pela origem, dependen-
do da combinacdo linear existente entre eles.

Generalizando um conjunto de vetores V,,v,,---,V, é LD se, e so-
mente se, pelo menos um deles é combinacao linear dos outros.

Mais alguns exemplos ...
Vamos ver mais exemplos, agora explorando no escalonamento da
matriz aumentada (associada ao sistema) se o conjunto é LI ou LD.
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Exemplo 18
Sejam v, =(1,1,0), v, =(1,3,2) e V, =(4,9,5). Verificar se os veto-
res {V,,V,,V; } formam um conjunto LI ou LD.

Escrevendo a equagdo ¢V, +C,V, +C,V, =0, em termos de
componentes dos vetores, temos

C,(1.1,0)+¢,(1,3,2)+¢,(4,9,.5)=(0,0,0).
Ou, equivalentemente,
(c, +¢, +4¢;, ¢, +3C, +9¢,,2¢, +5¢;) =(0,0,0) .
lgualando as componentes correspondentes, resulta o sistema
de equacgodes lineares:

G, +C,+4Cc, =0
C, +3C,+9¢; =0.

2¢, +5¢; =0 mCONTEODO RELACIONADO
LEMBRANDO
Vetores v,,V,, -+, v, formam um
Vamos ver qual é o caso! conjunto linearmente dependente

(LD) se o sistema homogéneo tiver
uma solugdo nao trivial. E o conjunto

Para resolver o sistema homogéneo, vamos escrevé-lo na for- sers linearmente independente (LI)
ma matricial se ele tiver somente a solugao trivial.
1 1 4||¢ 0]
1 3 9|l¢, |=|0].
0 2 5||c 0

3

Escalonando a matriz aumentada,

1 1 40 11 40 > 1140 1140

1 390 < 1 2 5 0|1 11 2 0 < 11 2 0]
(1)L, +L, > L, =L, »L, 2 (-1)L, +L; > L, 2

0250 0 2 5 0f 2 02 5 0 00 0 0O

Deste escalonamento, podemos ver que resultou uma linha nula.
Assim, concluimos (a partir da Gltima linha) que ¢, pode assumir qual-
quer valor, o qual poderd ser diferente de zero. Assim, o sistema admi-
te solugdes ndo nulas. Logo o conjunto é LD, pois é possivel escolher
solugdes tais que pelo menos uma das incognitas seja ndo nula.
Exemplo 19
Sejam v, =(0,1,1), v, =(2,-1,2) e v, =(1,0,—1). Verificar se os ve-
tores {V,,v,,V;} formam um conjunto LI ou LD.
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Escrevendo a equagdo ¢V, +C,V, +Cv, =0, em termos de

componentes dos vetores, temos

¢,(0,1,1)+¢,(2,-1,2)+¢4(1,0,-1) =(0,0,0).

Ou, equivalentemente,

(2¢, +¢5.¢, —C,.C, +2¢, —¢4) =(0,0,0) .

lgualando as componentes correspondentes, resulta o sistema

de equacgoes lineares:
2¢,+¢; =0
¢, —-¢ =0
C,+2¢,-¢, =0

Para resolver o sistema homogéneo, vamos escrevé-lo na for-

ma matricial
2 11¢] [0
-1 0lcg |=|0
1 2 -1||c 0

Escalonando a matriz aumentada

(0 2 1 O] 1 -1 0 O
<> <>
S T L I
1 2 -1 0] 1 2 -1 0
(1 -1 0] 1 -1 0 O
1 « 1
01 = 0 01 = o0
2 (3L, +L; > L, 2
10 3 -1 0] o o _g 0

-1 0 O
2 1 0
3 -1 0

Deste escalonando podemos observar que, da ultima linha,
resulta c; =0 e, substituindo este valor na segunda equagao, re-
sultaem ¢, =0. Substituindo, na primeira equacao, os valores de
¢, ec,, obtemos ¢; =0. Assim, o sistema admite somente solu-

¢des nulas. Logo o conjunto é LI.
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BASE DE UM ESPACO VETORIAL

DEFINIGAO 6: UM CONJUNTO B={V,,V,,...V, } de um espago vetorial ATENGAO
V € uma basede V, se b é um conjunto linearmente independente Os elementos de uma base formam

(|_|) e gera 0 espaco vetorial V. um conjunto ordenado. Vamos ver
depois, com maior detalhe, esta

caracteristica.
Exemplo 20

Osvetores &, =(1,0,..,0), €, =(0,1,..,0), ", &, =(0,..,0,1) de V=R"
formam uma base para este espaco vetorial.

Os vetores €,, €,,--+,€, 530 LI VERIFIQUE!
Além disso, qualquer vetor v =(x,,X,,..x,) e R" é gerado por
eles, pois V=X, X,, -+, X,) = X,&; +X,€, ++-+X,E, .

OBSERVACOES
+ O conjunto B={€,.&,,--.e,} forma uma base denominada
base canénica do R" .
+ Osvetores €, =(1,0) e &, =(0,1) formam a base canénica do R”.
+ Os vetores €, =(1,0,0), €, =(0,1,0) e & =(0,0,1) formam a
base candnica do R’.

Exemplo 21
Seja M,,; 0 espaco das matrizes quadradas de ordem 3. Entdo, as
matrizes

o O O
m
-

N
Il

1
]
1
]
1

m
N
Il

R O O O rr O O O

L
r

m
N
N
|
O O O OO o o o o

O O O O O O oo o
o O O O o o

R O O O Fr O O O
O O O O O O o o o

N ;m N
|

O O O 0O O o O o o
O O O O o o © oo
R O O O r O O O r

definem um conjunto e s3o linearmente independentes VERIFI-
QUE!. Além disso, qualquer matriz quadrada de ordem 3 pode ser
gerada por essas matrizes da seguinte forma:

all alZ a13
A = aZl a22 a23 = allEll +alZE12 +al_7>E13 +a21E21 +822E22 +823E23 +a?:1E_7>1 +a32E32 +a_7>3E33
3, 3, a

32 33

Assim, as matrizes E;, (i,j=1,2,3) formam uma base denomi-

nada base canbnica do espago vetorial M.
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TEOREMA 5: Seja B={V,.V,,..V,} uma base de Ve VeV. Entdo,
V pode ser escrito de modo Unico como combinagdo linear dos
vetores de B.

Dem: Suponhamos que existam duas maneiras de expressar o ve-
tor v.como combinacdo linear, a saber: Vv=c,v, +C,V, +..+CV, e
v=d,v, +d,V, +..+dV,.

Mostraremos que, de fato, elas sdo iguais. Para isso, facamos o
seguinte: vamos subtrair as duas equacgdes, o que resulta em

(c, —=d, v, +(c, =d,V, +..+(c,—d v, =0.

Como os vetores v,,V,,---,V, sdo, por hipdtese, LI, segue que
todos os coeficientes ¢,—d, =0 (i=1,---,n) sdo nulos, implicando
¢, =d,,¢, =d,,--,¢, =d, . Portanto, v se escreve de modo Unico.

DEFINICAO 7: A dimensdo de um espaco vetorial V é o nimero de
vetores que qualquer uma de suas bases possui. Se esse ndimero
é finito e igual a n, dizemos que o espaco vetorial tem dimensdo
finita n, denotada por dimV. Se esse nimero for infinito, dizemos
que 0 espago tem DIMENSAO INFINITA.

TEOREMA 6' Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita, e
b={v’ AV v_’n} uma base qualquer de V. Entdo:

[, Um conJunto com mais do que n vetores é linearmente de-
pendente. Ou, equivalentemente, qualquer conjunto linear-
mente independente deve ter no maximo n vetores.

[I. Um conjunto com menos do que n vetores ndo gera V.

Dem: (i) Seja S'= {\7v1,\7v2,...,\7vm} um conjunto qualquer de m veto-
resem V,sendo m>n.Mostraremos que S' é linearmente depen-
dente. Como B={V,,V,,..V,} é uma base de V, B gera qualquer
vetor de V. Em particular, cada w,; pode ser expresso como combi-
nacao linear dos vetores de B, ou seja,

W, =3,,V, +3,,V, +..+3,,V,
W, =a,,V, +3,,V, +..+3,,V,
W, =3, Vy +3,Vs + e+ 3,mV,

Assim, devemos determinar os escalares c,,c,, +,C,, N3o to-
dos nulos, tais que ¢,W, +C,W, +---+C,_ W, =0. Substituindo cada
um dos w,,w,,---,W, expressos anteriormente, obtemos:

(3,,C; +3,,C, +++-+3,,Cy IV, +(3,,C, +3,,C, +-+++3,,C

im™=m m
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W, +---+(a,,¢, +a,,C, +---+a,,.C, )V, =0

nm=—m



FisICA
ALGEBRA LINEAR

Como os vetores v,,V,,-+-,V, formam um conjunto LI, segue que os
coeficientes sdo todos nulos. Isto é,

a,,C; +3,,C, + . +3,,C, =0

im™m
3,,C; +3,,C, +..+3,,C, =0

m

3,,C; +3,,C, +n+3yCy =0

Além disso, sendo m>n, temos mais varidveis do que equa-
¢oes, logo, o sistema homogéneo possui solugdes nao triviais, isto
€, existe 3o menos um dos escalares, ¢, ndo nulo. Logo, os vetores
W, ,W,,---,W, sdo linearmente dependentes.

Agora consideremos S'={W,,W,,...W, } um conjunto qual-
quer de mvetores em V, sendo m<n. Mostraremos que S' ndo
gera V (a demonstracdo serad por contradicdo: supondo que S'
gera V, teremos uma contradicao da independéncia linear da base

B= {0,750, })

De fato, se S' gerasse V, entdo, pelo item (i), B seria linear-
mente dependente, pois n>m, que corresponde a um ndmero de
vetores de B maior que o nimero de vetores de S', o que contra-
diz a hip6tese de B ser uma base de V.

A definicdo de dimensdo de espaco vetorial pressupde que to-
das as bases de um espaco vetorial tenham a mesma quantidade
de elementos. Isso serad provado a seguir usando o resultado do
teorema 6 anterior.

TEOREMA 7: Seja V um espago vetorial real. Se B={v,,V,,..V,} e
B'={W,,W,,..W,} sdo bases de V,entdo m=n.

Dem: B={V,.V,...V,} gera V,e B'={W,,W,,...W, } é LI, pelo teore-
ma 6, item (i), m<n. Por outro lado, como B'={W,,W,,..,W, } gera
V,e B={V,.V,,..V, } é Ll novamente pelo mesmo item do teorema
6, temos que n<m. Portanto, n=m, o que conclui a demonstracao.

ENTAO...
Duas bases distintas de um mesmo espaco vetorial tm mesma dimensao.

Exemplo 22

Decorre deste teorema que o espaco vetorial V=R" tem dimensao
n (exemplo 20), e o espaco vetorial M,,, das matrizes quadradas
de ordem 3 tem dimens&o 9 (exemplo 21). Denotamos, respectiva-
mente, por dimR" =n e dimM,; =9.
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TEOREMA 8: Seja S um conjunto finito de vetores ndo nulos em um
espaco vetorial V de dimensdo finita. Ent3o:
I. Se S gera V,masndo éumabasede V,entdo S pode serredu-
zido a uma base de V removendo vetores apropriados de S.
Il. Se S éum conjunto linearmente independente que ndo é uma
base de V,entdo S pode ser ampliado (completado) de modo
a formar uma base de V.

Dem:

|. Se S é um conjunto de vetores que gera V, mas nao é
uma base de V, entdo S é linearmente dependente. As-
sim, algum vetor v de S pode ser expresso como uma com-
binacdo linear dos demais vetores de S . Logo, podemos remo-
ver v de S, e o conjunto resultante S ainda gera V. Se S é
linearmente independente, entdo S é uma base de V e po-
demos parar. Se S é linearmente dependente, entdo podemos
remover algum vetor apropriado de S’ para obter um conjunto
S" que ainda gera V. Podemos continuar removendo vetores
desta maneira até chegar num conjunto de vetores de S, que
seja linearmente independente e que gere V. Este subconjun-
todeSéumabasede V.

Il. Suponha que dimV=n.Se S é um conjunto linearmente inde-
pendente que ndo é uma base de V, entdo S ndo gera V e,
portanto, existe algum vetor vem V que ndo esta no subespa-
co gerado por S. Assim, podemos acrescentar v a S, e o con-
junto resultante S ainda é linearmente independente. Se S
gera V, entdo S é uma base e podemos parar. Se S nao gera
V, podemos acrescentar algum vetor apropriado a S para ob-
ter um conjunto S" gue ainda é linearmente independente.
Podemos continuar acrescentando vetores desta maneira até
chegarmos num conjunto de n vetores linearmente indepen-
dentes em V. Este conjunto serd uma base de V.

Exemplo 23
Determinar o subespago vetorial de R® gerado pelos vetores
v, =(1,1,2), v, =(1,0,1) e v; =(2,1,3), uma base e sua dimensao.

No exemplo 14, vimos que o subespaco gerado pelos vetores
V,,V,, -V, édado por:

W =[v,,V,,V,]1={(x,y,.z) e R*/x+y-z=0}, o qual pode ser re-
escrito como W ={(x,y,x+y)/x,y e R} ={x(1,0,1)+y(0,1,1)/ x,y e R}.
Assim, uma base para W serd B={(1,0,1),(0,1,1)}, e a dimensdo do
subespaco gerado é dimW =2 . Geometricamente, este subespaco é
um plano que passa pela origem e que esta contido em R?.
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Exemplo 24
Determinar o subespaco vetorial de R® gerado pelos vetores
v, =(1,1,2), v, =(1,0,1) e v; =(2,1,-3), uma base e sua dimensao.

Os vetores v,,V, e v, sdo LI VERIFIQUE!. O subespago vetorial
gerado por estes vetores é todo o espaco vetorial V=R?. Assim,
uma base serd p={v,,v,,V,}, e a dimensdo do subespaco gerado
é dimV=3.

Exemplo 25
Determinar o subespaco vetorial de R? gerado pelos vetores
v, =(1,1) e v, =(2,2), uma base e sua dimensao.

Como Vv, e v, formamum conjunto LD, (pois, v, = 2V,), 0 subespago
vetorial gerado por estes vetores éW =[v,,V,]={(x,y) e R’ /x—y =0},
o qual pode ser reescrito como W ={(x,x)/xeR}={x(1,1)/x e R}.
Assim, uma base para W serd B={v,} ou B'={V,} e, assim, a dimen-
sdo do subespaco gerado é dimW =1.

Exemplo 26
A partir do conjunto S={V,,v,,v,,v,}={(2,0,-1),(4,0,7),(-1,1,4).(3.2,1)},
obter uma base para V=R?.

O conjunto S é linearmente dependente, pois, pelo teorema 6(i),
quatro vetores em R? formam um conjunto LD. Assim, existe uma com-
binacdo linear entre os vetores de S. Fazendo os calculos, obtemos a
combinacao linear 7v, -V, + 4V, -2V, =0.Logo, podemos considerar
um novo conjunto S'={v,,V,,v,}={(2,0,-1),(-1,1,4),(3,2,1)} e extra-
imos v, de S.AGORA, FACA A VERIFICACAO DE QUE S'E LI. Assim, a par-
tirde S, obtemos uma base para V =R?, dada por B={V,,v,,V,}.

PERGUNTA...
Esta é a Unica base que podemos obter a partir de S ?

RESPOSTA: NAO!
Verifique ... outras bases sdo p'={v,,v,,v,}, B"={V,,v,.v,} €

BIII:{VZ'VS'VA}'

Exemplo 27
A partir do vetor v, =(2,0,—1), obtenha uma base para V=R>.

Como a dimensdo do espaco vetorial V é dimR® =3, qual-
quer base deve conter trés vetores LI de R*?. Assim, completare-
mos o conjuntoS={V,}={(2,0,-1)}, de modo a obter uma base
para ele, considerando os vetores da base candnica {€,.€,,€;}
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do R*. O processo pode ser construido considerando um segun-
do vetor que seja LI com v,, por exemplo, € =(1,0,0). O novo
conjunto S'={v,,€,} é LI, mas ndo gera V=R’. Assim, conside-
ramos um terceiro vetor v, que seja LI com v, eé€,. Por exem-
plo, €,=(0,1,0). Portanto, construimos uma base para V=R?,
B={V,.€,6,}={20,-1).(1,0,0).(0,1,0)}.

Verifique que, de fato, este conjunto é Ll e que gera V =R".

TEOREMA 9:Se S, e S, s3o subespacos de um espaco vetorial V de
dimensao finita, entdo dimS, <dimV, dimS, <dimV.Alémdisso, ~ ,Osaiea mais

Para maiores detalhes deste resul-
dim(S1 +5, )= dim$S, +dimS, —dim(S1 NS, ) tado, veja Algebra Linear, autores
Boldrini e Costa, entre outros.
Exemplo 28
Dados S, ={(x,y.z) e R*/x+y=0,z-2y =0} e S, ={(x,y,z) e R® / x+y -z =0},
obter uma base e a dimensdo de S, NS, ede S, +5,.

Vamos ordenar as ideias:

* No exemplo 11, mostramos que S, NS, = {6}

* Assim, uma base para S, NS, ndo existe, e dim(5, NS,)=0.

+ Além disso, dimS, =1, pois S, é uma reta contida em R® e
dimS, =2, pois S, é um plano contido em R* VERIFIQUE!.

* Pelo teorema 9, dim(5,+S,)=1+2-0=3 e, como
S, +S, cV=R?, concluimos que S, +S, =R>.

+ Portanto, qualquer base de R*® serve como uma base para
S, +S,.

+ Emparticular, se considerarmosumabasede S, , B, ={(-1,1,2)}
, € uma base de S,, B,={(1.0,1),(0,1,1)}, teremos que
B=pB,UB, ={(-11,2),(1,0,1),(0,1,1)} é uma base de S, +5,.
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BASES ORTOGONAIS E ORTONORMAIS EM
RELAQRO AO PRODUTO ESCALAR

VVamos resgatar a definicdo e as propriedades envolvendo o produ-
to escalar entre vetores que vimos na unidade 1.

mCONTEODO RELACIONADO

LEMBRANDO ...

NO PLANO ( R? )
Definic¢do: O produto escalar ou produto interno euclidiano de dois vetores V= (x X,,V,) e U=(x,,y,), repre-
sentado por V-U é um ndmero real expresso por VU= XXy +V1Y, -

NO ESPAGO ( R® )...
Defini¢cdo: O produto escalar ou produto interno usual de dois vetores no espago Vv =(x,,V,,z,) e
u=(x,,Y,.2z,), representado por v-U, é um ndmero real expresso por V-U=Xx,X, +V,VY, +Z,Z,.

NO ESPAGO ( ]R”
Definicdo: Se u

=(u,,u,,---,u,) e v=(v,,v,,---,v,) sdovetoresem R", entdo o produto escalarde ue v
é definido por u-v =(u,,u,

v UV Ve V) = U WY, e UYL

Propriedades do produto escalar

Dados os vetores U,V e W quaisquer e k e R . Entdo, temos:

. V-V>0eV-V=0< V=0 (positividade)

ll. V-U=U-V (prop. comutativa)

. w-(V+U)=w-V+Ww-U (prop. distributiva em relacdo 3 adicdo de vetores)
IV. (kv)-u=k(v-u)=v-(kd) (homogeneidade)

Defini¢do: O comprimento (ou norma) de um vetor V ¢ a raiz quadrada do produto escalar V-V . Assim,
para vetores:

NO PLANO ( R? )...
“G“:\/ﬁ:\/(xl'yl).(xl'yl) =\/x1x1 +V.V, :W.

NO ESPAGO ( R? ).
== : : :
“ “ VeV = \/ X1 Y12y 1'y1'Z )—\/X X +VYiY. +2,74 m

NO ESPAGO ( R™).
Se v=(v,, Vz,' v ) e R", entdo o comprimento de V é dado por “ “ Vv- ——\/V FV eV,

N

Agora, envolvendo o estudo de espacos vetoriais, temos os se-
guintes resultados:
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DEFINICAO 8: Seja V um espaco vetorial real. Um produto escalar
real (ou produto interno real) sobre V é uma fun¢do que a cada par
de vetores v, e V,, associa um ndmero real, denotado por <\71,\72>
satisfazendo as propriedades:

L. (v,.9,)=(V,,V,) (prop. Comutativa ou simétrica)

I (aV, +bv,, V5 ) =a(V,,V5)+b(V,,Vs) (prop. linear)

. (V.v)20 e (V,v)=0< V=0 (prop. definida positiva)

ATENCAO... QUANTO A NOTACAO

* A representagdo (V,,v,) tem o mesmo significado que Vv, ¥,
vista na unidade 1.

* Aqui estamos associando vetores de um espaco vetorial que
tem estas propriedades com o produto interno.

DEFINICAO 9: Um espaco vetorial real no qual esta definido um pro-
duto interno é chamado um espaco vetorial euclidiano.

DEFINICAO 10: Seja V um espaco vetorial com produto interno. Di-
zemos que dois vetores v, e v, de V sdo ortogonais (v, LV, ) se,
e somente se, (V,,V,)=0.

DEFINIGAO 11: Dado um conjunto S={i,.G,....G, } de vetores ndo
nulos em um espaco vetorial com produto interno V, o conjunto S
€ chamado ortogonal se qualquer par de vetores de S é ortogonal.
S é denominado de ortonormal se S é ortogonal e cada vetor de
S é um vetor unitario. Isto é:

l. ortogonal: <Gi,0j>=0 se i#]

- Ose 1#]
Il. ortonormal: <Ui,uj>: .
1se 1=]

OBSERVACAO

Normalizar um conjunto ortogonal S significa dividir as componentes
de cada vetorde S pelo seu respectivo comprimento de tal modo que
o conjunto S se transforme em um conjunto ortonormal de vetores.

TEOREMA 10: Seja S={i,,0,,...U, } um conjunto ortogonal de veto-
res ndo nulos. Entdo S é linearmente independente.

Dem: Seja k,u, +k,u, +..+ku, =0, vamos mostrar que k; =0, para

i=1,..,r, fazendo o produto interno de k,U, +k,u, +..+k .4, com o
um vetor 4, sendo este um vetor qualquer do conjunto S.
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Vejamos:

<I<1G1 +k,0, +...+I<rur,Gi>=<O,Gi> = Kk, <01,Gi>+l<2 (Gz,ui>+---+l<i <Ui,0i>+---+l<r (Gr,

—_— Y
=0 =0 #0

Assim, k,(V;,V,)=0 = k, =0 para qualquer i. Logo o conjun-
P —

DEFINIGAO 12: Dizemos que uma base B ={V,,V,,..V,} de V é dita
ortogonal, se <Vi,\7j>:0 para todo i#], isto &, se os vetores da
base sdo dois a dois ortogonais.

DEFINIGAO 13: Dizemos que uma base B={V,,V,,...V, } de V é dita
ortonormal, se B é ortogonal e seus vetores s3o unitarios.

Exemplo 29
Verificar se a base candnica do R* representada por = {él,éz} é
uma base ortonormal.

Primeiro vamos ver se os elementos da base s3o ortogonais.
Lembremos que &, =(1,0) e &, =(0,1). Assim, <él,é2>=1.0+0.1 =0.
Logo os vetores sdo ortogonais.

Agora, como sabemos que os vetores €, =(1,0) e €, =(1,0)
sdo vetores unitarios (ja vimos na unidade 1), ou seja, a norma (o

comprimento) deles é [€,|=v1.1+00=1 e |é,[=00+11=1,

podemos concluir que a base B = {él,éz} € uma base ortonormal.

Exemplo 30
Verificar se a base candnica do R® representada por B = {él,éz,éB}
€ uma base ortonormal.

Primeiro vamos ver se os elementos da base sdao ortogonais.
Lembremos que €, =(1,0,0), €, =(0,1,0) e €, =(0,0,1). Assim:

(€,.6,)=1.0+0.1+0.0=0
(€,.6,)=1.0+0.0+0.1=0
(€,.6,)=00+0.1+0.1=0
Logo, os vetores sdo ortogonais.
Agora, como sabemos que os vetores €, =(1,0,0), €, =(0,1,0)
e €,=(0,0,1) sdo vetores unitarios (ja vimos na unidade 1), ou
seja, a norma (o comprimento) deles é ||é1||=\/1.1+0.0+0.o =1,

"éz” =40.0+1.1+00=1e ||és|| =+0.0+0.0+1.1 =1, podemos con-

cluir que a base B = {¢,.€,.€; } € uma base ortonormal.
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Exemplo 31
Dado o conjunto S={G,.0,, U }={(2,1,-4),(1,2,1),(3,-2,1)}, verifique
se ele & um conjunto ortogonal. Em caso afirmativo, determine um
conjunto ortonormal a partir deles.

Vejamos:

Vamos verificar primeiro se eles formam um conjunto ortogonal:

(G,,0,)=21+12+-41=0
(G,,05)=23+1(-2)-4.1=0
(G,,05)=13+2(-2)+1.1=0

Logo, S é um conjunto ortogonal.
Agora, calculemos a norma de cada vetor do conjunto S.

6, =22+ 11+ (4)-4) =21,
6] =vT1+22+11=+6 e

65| =33+ (-2)(-2)+1.1 =14 .

Podemos observar que os vetores u,,U, e U; ndo sdo unitarios.
Entdo vamos normaliza-los. Os ‘hovos' vetores (isto é, os vetores
que sdo ortogonais e unitarios) serdo denotados por

= EJZ ev :?—3 .
o]~ [
Assim, suas componentes serdo iguais a:

2 1

I R A
BTV e ( TE 1'@}

=
N

-6 1 (12 1

R (6' 3 J
1 321){3’—2' 1}

||u|| NN TN TS

=

& 0 conjunto {vl,vz,@}:{(r L \/2i (T g MJ_ \/‘% \/1_4}} & ortonormal

OBSERVE QUE...

0 conjunto S={i,,0,,U; }={(2,1,-4),(1,2,1).(3,-2.1)} do exemplo,
sendo ortogonal, é também um conjunto LI (resultado do teorema
10). E, como estes vetores sdo vetores do espaco vetorial R?, temos
que S= {01,02,03} é uma base deste espaco vetorial (base ortogo-
nal). E, ainda, que o conjunto {\71,\72,\73}obt1do acima corresponde
a uma base ortonormal do R*.
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PROCESSO DE ORTOGONALIZACAO DE GRAM-
SCHMIDT

Vamos ver nesta se¢do como podemos obter uma base ortogonal
de vetores a partir de uma base qualquer de vetores. Feito isso,
a partir dela poderemos também obter uma base ortonormal, se
assim desejarmos.

Antes, vamos resgatar, da unidade 1, a definicdo de projecao
ortogonal entre dois vetores.

ﬁconnﬁoo RELACIONADO

LEMBRANDO ...

PROJEGAO ORTOGONAL

Vamos decompor um vetor U como soma de outros dois vetores, um destes, paralelo a um vetor ndo nulo
especificado v e outro perpendicular ao vetor v. Se v e U sdo posicionados com seus pontos iniciais
coincidindo, podemos decompor o vetor U conforme mostra a figura a seguir.

a) b) c)
— — —
— u —_ u u —_
u2 u2 u2
o > —_ —_ > —_ — —_ >
u, v v u, u, v
Figura 3.2

Observe que 4, € paralelo com v nas trés situagdes e que U, € perpendiculara v. O vetor 4, é denomi-
nado projecdo de G sobre v (ou também denominado componente vetorial de G ao longo do vetor V), 0
que denotamos por proj,u. E 4, € denominado o componente vetorial de 4 ortogonala v.

Vejamos uma férmula para o célculo de G, =proj,u e U, =U—proj,u.

Calculo de 4, =proj,u

Como este vetor é paralelo a v, entdo pode ser escrito como mdltiplo de v, ou seja, 3k e R, tal que G, =kv .
Assim, U=, +U, =kv +0,. Aplicando o produto escalar de v com ambos os lados desta igualdade, resulta:

GU=(0+5,) 7 = GV=k@-O+5,-V = G-k +57 = k=LY (5,-v=0, pois T, é per-
pendiculara v). M
Mas proj,u=0, =kv temos que: projvﬂ=g\7

\

ATENCAO...
Este resultado é valido para vetores em n-dimensoes.
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Apds relembrarmos como calculamos a projecao ortogonal de
um vetor sobre outro vetor, vamos aprender um algoritmo de orto-
gonalizacdo de vetores denominado de processo de ortogonaliza-
¢do de Gram-Schmidt.

Vamos considerar primeiro uma base contendo apenas dois
vetores.

Seja B= {7@} Vamos considerar o primeiro vetor como sen-
do w, =V, . Agora precisamos obter um segundo vetor (w, ) orto-
gonal a W, , obtido a partir de V,, ou seja, (W,,w,)=0. Conside-
remos entdo w, =V, —kv, =v, —kw, , sendo o escalar k escolhido
de modo que (W,,W,)=0,isto & (V, —kw,,W,)=0.Mas,

(T —ki,, W, ) =0 = (V5,0 )=k (W, W, ) =0 = k(W W) =(V,.%,) = k=

=

=l

oA

Figura 3.3

W) — , } .
Assim, w, =V, —<<f—f>>w1 , sendo obtido de v, , subtraindo-
W, W,

se deste a projecdo do vetor v, na direcio de W, .

N . — = (W) —
Resulta entdo outra base, B'= {w_,w2 }: W, —7=——=%W, ,
com vetores ortogonais. < 1'W1>

Se quisermos obter uma base ortonormal, basta que normali-
zemos 0s vetores, ou seja,

W : —
g, = e U, =.—2. Assim, abase B"= 1,u2}.

W]

Exemplo 32
Determinar uma base ortonormal do R? a partir da base
B={(2.1).(1.1)}, utilizando o processo de Gram-Schmidt.

127



FisICA
ALGEBRA LINEAR

Consideremos B ={(2,1).(1,1)}={v,.V, }. Entdo,

) ) _<\72,\7v1>q1_(1’1) <(11)(21)>( - [

W, = \71 = (2,1) e \TV2 = \72 —l(\7V1 =V, WW <(2 1) >
1771
Assim, temos uma base ortogonal: B' = {(2 1), (—% %)} ={w,, W, }.

Para obtermos uma base ortonormal, basta normalizarmos os
vetores da base B'. Vejamos:

o) o g S5

Resulta na base ortonormal: [3":{ %%](—% 2\5/7}} {u,,u,}

GENERALIZACAO...
O processo de ortogonalizacdo de dois vetores pode ser generali-
zado para uma base de vetores B={V,,V,,---,V, }. Vejamos:

Consideremos o primeiro vetor como sendo w, =v,. Agora
precisamos obter um segundo vetor (w, ), ortogonal a w, , obtido a

(V) —

partir de V,, ou seja, (W,,W,)=0.Entdo, w, =V, _W L
171

Vamos procurar agora um vetor w; que seja ortogonal ao mes-
mo tempo a w, e w, . Por analogia ao caso anterior, vamos estabe-
lecer que W, =v, —mW, —cW, e determinar os valores de m e k,
tais que <\7v3,\7v1>:0 e <\7v3,\7v2>:0 . Desenvolvendo estas duas
condigdes, obtemos:

(W ;) =0 e (v, —mi, Wy, W, ) =0 & (Vo W, )-m(W,, W
—

Da mesma forma,

._.
~
|
(@]
—~
=

=
~
o
N
|

(W ,) =0 e (v; =MW, —CWy, W, ) =0 (Vi W, ) ~m (W, W, ) (W, W, ) =0 & m=

Assim,

Realizando de maneira analoga, obtemos os vetores w,,---,W,,.

Decorre, entdo, que, a partir de uma base B={V,.V,, -V, },
obtemos uma base ortogonal p"={W,,W,,---,W, }, sendo seus ve-
tores dados por:
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W, =V,
(VW) —
W, _V2_<\7V1,\7V1>W1
W) (G
R (R N (T

Exemplo 33
Determinar uma base ortonormal do subespaco de R* gerado a
partir da base p={V,,v,,V; }={1,1,1,1).(1,2,4,5).(1,-3,-4,-2)}.

((1,2,4,5).(1,1,1,1))

(11.1.0.(1,1,1,1)) (1,1,1,1)=(-2-1,1,2)

Facamos w, =v, =(1,1,1,1), w, =(1,2,4,5)—

((1-3,-4,-2).(1,1,1,1))
((1,1,1,2),(1,1,1,2))

((1,-3,-4,-2).(-2,-1,1,2))

((-2,-1,1,2),(-2,-1,1,2)) (1,1,1,1)

(-2,-1,1,2)-

W, =(1,-3,-4,-2)—

em que

W, =(1,—3,—4,—2)—%(—z,—l,l,z)—%(m,l,l) _@ 7 137,

- e e =
Temos, entdo, uma base ortogonal: B'= {wl,wz,wz}.

Para obtermos uma base ortonormal B'"={U,,U,,U; }, basta
normalizarmos os vetores da base B'. Vejamos:

— 1 — 1 — 1
U ==(1,1,1,1), U, =—=—(-2-1,12) e U, =——(16,-17,-13,14).
) 2 J10 > J910

MUDANCA DE BASE

Em diversas aplica¢bes, € comum considerarmos mais de um sis-
tema de coordenadas de referéncia. Nestes casos é necessario
conhecer a relagdo entre as componentes de um vetor nos siste-
mas considerados. Veremos isso a seguir a através do estudo de
mudanca de base, pois a base é uma generaliza¢do, para espagos
vetoriais, de um sistema de coordenadas.

OLHA S0...

Este estudo de mudanca de base serd utilizado na unidade 6. S6
para vocé ter uma ideia, na figura 3.4(a), a base na qual a elipse
esta representada é a base canbnica B = {él,éz} na qual a equacgao
geral da conica é dada por Ax*+Bxy+Cy® +Dx+Ey+F=0. Agora
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veremos sua representacao, dada na figura 3.4(b), considerando

12 12
um novo referencial (na base p'={V,,V,}) é x_2+y_:1.
a

b2

a) b)

X'

—
e,
X

- X

Figura 3.4

Dada uma base para um espaco vetorial, é importante estabele-
cer a ordem em que os vetores aparecem. Por exemplo, B={G,V,w}
e B'={V,W,0} sdo bases distintas para o espago V=R*. Como vi-
mos anteriormente, uma base f = {G,\?,\Tv} gera todos os vetores do
espaco. Isto é, dado um vetor v, existem escalares reais x,y e z
tais que v, =xU+yV+2zwW e esses escalares sdo Unicos. Neste senti-
do, para o espaco segue a defini¢do:

DEFINICAO 14: Os escalares x,y e z sdo chamados de coordenadas
ou componentes do vetor v, do espaco em relagcdo a base B, e es-
X
crevemos  [Vy]; =|y | ou, simplesmente, (x,y,z);. Analogamente,
z Yy
em relagdo a base B', temos [V,], =|z | ou (y,z,x),.
X
ASSIM...
Em decorréncia, hd a necessidade de considerarmos que a base
seja ordenada, isto é, deve ser mantida uma ordem em que os ele-
mentos dela aparecem.

Exemplo 34
Seja o espaco vetorial V = R? (vetores do plano) e duas bases do plano

B, = {1.0.0.1)}= .8, } e B, = {0.2).(13)}= {.v; }

Determinar as coordenadas do vetor v=(-1,1) em relacdo a
estas duas bases.

Vejamos: v =(-1,1)=—1e, +e,, pois B, é a base candnica do
plano.
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Assim, [G]ﬁl {_ﬂ.

Agora obtendo as coordenadas de v em relacdo a B,, temos:

b. =—-1 b, =-1 b
~1,1)=b, (0,2)+b, (1.3 ’ .
(-11)=b,(0.2)+b, ( )_>{2b1+3b2=1_>{2b1+3(_1):1_> b

- 2 .
Logo, [V:|B ={_J, ou seja, v=2v, —V,.

Figura 3.5

Vamos generalizar agora a definicao de um vetor de coordena-
das ou componentes no espago para um espaco vetorial qualquer.

DEFINIGAO 15: Fixada uma base ordenada p={V,,V,,...V,} de um
espaco vetorial V real de dimensdo n, podemos escrever de modo
Unico um vetor v de V como combinacdo linear dos vetores de B
como V=x,V, +X,V, +..+X,V,, onde os coeficientes x;, i=1,2,..,n

sdo reais. A esses coeficientes chamamos de coordenadas ou com-
ponentes do vetor vem relacdo a base B.

NOTACAO

Xy

[7],= (o) 00 [F3,093, =7 |

Xl'l
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AGORA...
Se considerarmos outra base ordenada do espaco vetorial V real,
B'={W,W,,.,W,}, as coordenadas do vetor Vem relacdo a esta
base sdo representadas por y

1

[\7][; =(Y1:Yz0Yn) OU [V]B‘ = \/:2 , € esCrevemos V =y, W, +Y,W, +..+Y, W,

Yn

QUESTIONAMENTO...

Como podemos determinar as coordenadas do vetor veV em re-
lacdo a base B, se conhecemos as suas coordenadas com relagao
a base B'?

Vejamos:
Como B é uma base para V, entdo, podemos escrever

W, =a,Vv,
a

W, =a,V,+a,V, +..+a,V,
all alZ aln
—~ 9y - | e o dan
etemos [W,] = .t [W, ], = .y W, ] = :
anl anZ ann

Substituindo as expressdes dos vetores w, escritos em fun¢do
dos vetores v, dabase B em V=y, W, +Y,W, +..+Y,W,, resulta que:

V=y,(a,V, +3,,V, +..+3,V, )+V,(3,V, +3,,V, +..+a,V )+..+V, (@, V, +3,V, +..+3,V,) =

= (allyl + alZyZ tot alnyn )Vl + (a21y1 + aZZyZ tot aZnyn )VZ tot (anlyi + anzyz +..t annyn )Vﬂ

Assim,como as coordenadasemrelacdoaumabase sdo Unicas,

comparando a expressdo anterior com V=XV, +X,V, +..+X_ V.,
temos:

Xy =311Y: Ta,Y, + 3, Y,
Xy =3;,Y1 +35,Y, 35V,

Xy =3 Y1 taYs T+ 30V,

Reescrevendo na forma matricial, decorre

Xq i1 9 9 (| s
U _ 91 @ || Y2
)(n anl anz ann yn
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all a12
. . o 3 I
Denotando a matriz com coeficientes a; por [[f =| 3°

d a

ni n2

podemos escrever

[v1,=[T [v], -

A matriz [Iﬁ é chamada de matriz mudanca da base B' para B .
Comparando a matriz [Iﬁ com

observamos que a i-ésima coluna de [Iﬁ corresponde as coorde-
nadas do vetor w; da base B' em rela¢do a base B.

CONCLUSAO...

Para determinarmos as coordenadas de um vetor v eV em relagdo
a base B, basta multiplicarmos a matriz mudanca de base [Iﬁ pelo
vetor de coordenadas de v em relacdo a base B'

Um resultado importante:

TEOREMA 11: Seja V um espago vetorial de dimensdo finita. Se f
e B' sdo duas bases de V, entdo, [Iﬁ € invertivel e, além disso,

temos [Iﬁ :([IE)

ESTE RESULTADO DIZ...

A matriz de mudanca da base B para ' é dada pela inversa da
matriz mudanca de base B' para B. Assim, ndo precisamos fazer
todo processo de novol!!!

Exemplo 35
Sejam as bases B, ={11).(1-2)}={..v,} e
B, ={12).(3.5)}={U,.U,} do espaco vetorial V=R* (vetores do
plano). Determinar:

a. a matriz mudancga de base de B, para B, , denotada por ([IE )

b. através da letra (a) [V]B , sabendo que [\7][3 :{ﬂ

c. usando a letra (a), a matriz mudanca de base de B, para B,, é

denotada por ([IK)
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d. v=(xy) eR’ tal que [\7]5 :{ﬂ
Vejamos: '

. d d .
Vimos que [Iﬁ1 ={ 1 12}, e as colunas desta matriz cor-
> |a a

21 22

respondem as coordenadas de v, e v, , respectivamente, em rela-

) ) ) _ B all - _ alZ
¢3o a base B,, ou seja, [V, | _LJ e[l _sz

Assim, v, =(1,-1)=3a,, (1,2)+3,,(3,5) = {

- ey
u u

1 2

Resolvendo o sistema linear, temos que a,, =-8 e a,, =3.
Agora para o vetor Vv, :

\72 =(1-2)= a;; &2)+azz §5) =
Y )

1=a,, +3a,,
-2=23,,+53,,

queresultaem a,, =-11 e 3,, =4 . Dessa forma:
Vv, =-8U0,+30, [If -8 11
V, =110, +40, : |3 4 |
Cuidado: as coordenadas de v, e v, sdo as colunas, e ndo as li-
nhas, da matriz mudanca de base [Iﬁ1 .
a. Para obter [Q]B . basta considerarmos [v] Bz=[I£2 [v]ﬁ . Assim,
- -8 -11||4| |-65
[V:| B = :
3 4 |3 24
b. Para obtermos [Iﬁ2 devemos calcular a matriz inversa de
-8 -11
I = )
-
: , Y , |4 11
c. Assim, [IE1 —([Iﬁz) e temos [Iﬁ1 —{_3 —8]

Exemplo 36
Sejam B = {€,.€,.€; }(base candnica) e B'= {w,,w,,W;} = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}
bases de V=R®. Determinar a matriz mudanca de base [Iﬁ .
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Seja V=(xy,z)eR® tal que:
V=X€, +VE, +Z6€,
V=aw, +bw, +cw, =3a(1€, +1€, +1€,)+b(1€, +1€, + 0€,)+c(1€, + 0€, +0€,) =
=(a+b+c)e, +(a+b)e, +(a)e,.
Comparando as componentes dos vetores, resulta no sistema

X=a+b+c
linear <y=a+b

z=2a
x] [1 1 1][a (111
ounaformamatricial [y| ={1 1 O|/b| . Logo, [Iﬁ =110
z| 1 00 g 1 0 O

Fazendo a inversdo, temos que a sua matriz inversa é

., o o 1
([Iﬁj =lo 1 -1|.
1 -1 O
0O 0 1
Assim, conforme o teorema 13, resulta que [Iﬁ: 0O 1 -1].
1 -1 O
Exemplo 37

Determinar [V]ﬁ considerando as bases do exemplo anterior e
também [v]ﬁ. =(111).

As coordenadas do vetor v, em relacdo a base B, sdo dadas
diretamente do produto matricial

(7] =[] [7]; =

[ S Y
O r B
o O »
R R R
Il
)N W

ALGO MAIS...

E conveniente, muitas vezes, pensarmos na matriz mudanga da
base B' para a base B, [Iﬁ , como uma transformacao ou funcao,
em que entramos com as coordenadas dos vetores na base B', e a
funcdo retorna as coordenadas dos vetores na base .

Além disso, a inversa da matriz mudanga de base [Iﬁ , ou
\—1
seja, ([Iﬁ) :[Iﬁ realiza exatamente o contrario. Esquematica-

mente, temos:

[\7]5 MULTIPLICA I:V]ﬁ
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ATIVIDADES DA UNIDADE 3
ATIVIDADES 1

1. Verificar que o conjunto V=R? ={(x,,x,)/x, € R} munido da adi¢do usual de vetores e a multipli-
cacdo por escalar kv =(kx,,0) ndo é um espaco vetorial.

2. Verificar se o conjunto de todos os pares de nimeros reais da forma (1,y) é um espaco vetorial com as
operagdes definidas por:
- adigéo: (1:y1)+(1'y2) = (1,\/1 +y2) :
- multiplicagdo por escalar: k(1,y) =(1,ky).

Lembre-se: o conjunto pode ser expresso como V={(1,y) e R*}.

3. Verificar se os seguintes conjuntos, com as operacdes usuais de adicdo e multiplicagdo por escalar,
S30 espacos vetoriais:

a. vzﬂa 1}/a,beR}
1 b

b. vz{{a O}/a,beR}
0 b

4. \Verificar se o conjunto de todos os pares de nimeros reais da forma (x,y) é um espaco vetorial com as
operagdes definidas por:
- adicdor (%, Y1)+ 06, Y,) = (6%, y1y,):
- multiplicagdo por escalar: k(x,y) = (kx,ky) .

5. Seja P, ={a,t* +a,t+a, /3, € R} o conjunto de todos os polindmios reais de grau menor ou igual a
2, munido das operagdes usuais de adi¢do de vetores e multiplicacdo por escalar. Mostrar que P,
é um espaco vetorial.

Pergunta

Apds resolver este exercicio e tirar suas conclusdes, responda: O que podemos dizer se considerarmos
P ={a t"+a, ,t"" +---+a,t+3, /3, € R} 0 conjunto de todos os polindmios reais de grau menor ou igual
a n, munido das operag¢oes usuais de adi¢do de vetores e multiplicacdo por escalar?
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ATIVIDADES 2

1. Verificar se os seguintes conjuntos sdo subespacos vetoriais do R*:
a. S={(xvy.z)eR*/x+y+z=0};
b. S:{(x,y,z)e ]R3/x=2y}.

2. Verificar se o conjunto formado por polinbmios de grau 2 é um subespaco vetorial de
P, ={a,t” +a,t+a, /3, e R;0<i<2}.

3. Verificar quais dos seguintes subconjuntos sdo subespagos vetoriais do R*:
a. S={xy.zt)eR*/x=y=0};
b. S={(xvy.zt)eR*/x=1,y=0ex+t=1};
. S={xy.zt)eR*/x>0,y<0}.

4. Escrever v=(1,-2,5eR> como uma combinacdo linear dos vetores u, =(1,1,1), u, =(1,2,3) e
u, =(2,-1,1).

5. Escrever o polinémio V =t*>+4t—3 de P, como uma combinacao linear dos polindmios p, =t+1
P, =t"-2t+5 e p, =2t - 3t.

6. Verificar se os polindmios p,(t)=t>+2t+1, p,(t)= t*-2t+2, p,(t)=t"+2 e p,(t)=-t> +t*-5t+2
geram o espaco vetorial P,. O polindmiop(t)=3t*-3t+1 pertence ao subespaco gerado por estes
polindmios?

7. Obter o subespaco gerado pelos vetores v, =(0,-2,2)e v, =(1,3,-1). Determinar quais dos veto-
res abaixo sdo combinacdes lineares de v, e v, .
a. (2,2.2)
b. (3.1,5)
c. (0,4,5)
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ATIVIDADES 3

1. Determinar se os vetores v, , V, (e V,, conforme o caso) sdo LI ou LD:

a. v, =(-53) e v, =(2,1)

b. v, =(-4,2,1) e v, =(-12,6,3)

C. V,=2t"+4t-3 e V, =417 +8t-6

d. v,=(-512), Vv,=(0,0,0) e Vv, =(-2,1,1).

2. Mostrar que os vetores €, =(1,0) e &, =(0,1) sdo LI.

3. Para que valores de ¢o conjunto {t+3,2t+A°+2} do espaco vetorial P, dos polindmios de grau 1 é
linearmente independente?

4. Observando somente os elementos dos conjuntos abaixo, explicar por que estes conjuntos de
vetores sdo linearmente dependentes:
a. vV, =(-1,2,4) e v, =(5-10,-20);
b. p,(t)=3-2t+t* p,(t)=6-4t+2t".

5. Determinar se os vetores v, =(2,-2,0),v, =(6,1,4) e V, =(2,0,—4) estdo num mesmo plano.

6. Determinar se os vetores V, =(-1,2,3),V, =(2,-4,-6) e V, =(-3,6,9) estdo numa mesma reta.

7. Para quais valores reais de os vetores, e formam um conjunto linearmente dependente em ?
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ATIVIDADES 4
1. Determinar uma base e a dimensdo dos seguintes subespacos do R*:
a. Todos os vetores da forma (x,y,z,t) em que t=x+y.
b. Todos os vetores da forma (x,y,z,t)em que z=x-y e t=x+y.

c. Todos os vetores da forma (x,y,z,t)em que x—2y=0 e z-3t=0.

2. Determinar uma base e a dimensdo do conjunto formado pelas solu¢des dos seguintes sistemas

homogéneos:

3. [x+2z=0 b. [x-y+z=0
2x+y+3z=0 {2><—z=0
3x+y+2z=0

3. Obter uma base para R* que contenha os vetores:
a. (1,0,2)
b. (1,0,2) e (0,1,3)

4. Obter uma base para R* que contenha os vetores (1,0,1,0) e (0,1,-1,0).

5. Seja P, o espaco vetorial de todos os polindmios de grau menor ou igual a 2. Mostrar que os poli-
nomios p,(x)=1,p,(x) =x e p,(x)=x* formam uma base para P,.

6. Verificar se os seguintes conjuntos sdo bases do R*. Em caso negativo, obter o subespaco gerado
pelo conjunto, uma base e a dimensao deste conjunto:

S={(2-1.3)}

b. S={(1,0,1)(0,1,1)}

c¢. S={(1,0,1)(0,1,1)(-1,1,0)}

d. $={(-1,1,0),(0,1,-2)(-2,3,1),(1,2,-2)}

o

7. Mostrar que as matrizes {3 ° } {O _1}, { 0 _8} e {1 O} formam uma basede M, .
3 -6 -1 0 -12 -4 -1 2
8. Encontrar um vetor da base candnica que pode ser acrescentado ao conjunto {\71,\72} para formar
uma base de R*:
v, =(-1,2,3),v, =(1,-2,-2)
\71

d.
b. v, =(1,-1,0),v, =(3,1,-2)
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ATIVIDADES 5

1. Representar o vetor G=(5,2) emrelagdo a cada uma das bases p = {(1,0),(0,1)} ep = {(1,1),(0,1)}
do plano.

2. Determinar as coordenadas dos vetores (1,1,0),(1,1,0) e (1,0,0) em relacdo a base ordenada
B={v,.v,,v;}={(1,1,1).(1,1,0),(1,0,0)}.

3. Os polindmios p, (t)=1,p, (t)=t e p, (t)=t* formam uma base ordenada para o espago dos po-
linémios de grau menor ou igual a 2. Determinar as coordenadas do polinémio p(t)=5-2t+7t’

em relagdo a esta base.

4. Sejam B={¢,.€,.&} e B'={0,,0,,U;} = {(1,-1,1).(-1,1,0),(1,0,0)} bases de R®. Determinar [I]; e
sua inversa.

5. Se B é abase canbdnica de um espaco vetorial, qual é a matriz de mudanca de base [IE ?

11 o0 -1
6. Sendo [I]; =0 -1 1|e [v]ﬁ =| 2 |, obtenha [v]ﬁ
1 0 -1 3

7. Sejam B, ={(1,0).(0,1)}, B, ={(-1.1).(1.1)}. B, ={(+/3.1).(/3.-1)} e B, ={(2.0).(0,2)} bases de R?
. Obter:
3. As matrizes de mudanca de base:

i

i

i [IT:

v I
b. As coordenadas do vetor v =(3,-2) em relacdo a cada uma das quatro bases.

¢. As coordenadas de um vetor v em relacdo é[ Tses B,.B; e B, . Considerar as coordenadas

de V em relagdo a base B, dadas por [v]32 =0l
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UNIDADE 4

TRANSFORMAgaES LINEARES

Nesta unidade iremos estudar uma importante classe de fungoes,

as funcdes lineares, que descrevem o tipo mais simples de depen-

déncia entre varidveis, sendo o dominio e contradominio con-

siderados espacos vetoriais. Estas fun¢des sdo chamadas TRANS- g"“'ApucAgﬂo PRATICA
FORMACOES LINEARES ou aplicagdes lineares. Observa-se que este As transformacdes lineares apa-

estudo envolve o conhecimento que vocé adquiriu nas unidades recem em aplicacbes envolvendo
filtragens de ruidos em sinais acis-
ticos e elétricos e em computagdo
grafica, entre outros.

anteriores, como, por exemplo, conjuntos linearmente indepen-
dentes, geradores e bases. Esta teoria € uma ferramenta impres-
cindivel em problemas importantes aplicados em diversas areas
do conhecimento.

4.1 DEFINICAO E PROPRIEDADES

Nesta secdo formalizaremos a definicdo de transformacdo linear
entre dois espagos vetoriais e apresentaremos algumas proprieda-
des e consequéncias da defini¢do. Vejamos:

DEFINICAO 1. Sejam Ve W espacos vetoriais. Dizemos que uma fun-
¢do T:V— W (lé-se Tde V em W) é uma transformacdo linear (ou
aplicagao linear) se forem verificadas as seguintes condi¢des:

I. Adicdo: T(U+V)=T(U)+T(V), Vi veV .
IIl. Multiplicagdo por escalar: T(al)=oT@),7u EV.Va R

No caso especial em que V=W, a transformacdo linear
T:V— V échamada um operador linear.

ATENgT\O

OLHA SO ...

* Na defini¢do anterior no item (i), a operacdo U+V se refere a operagao de adi-
¢do definida no espaco vetorial V, enquanto que em T(4)+ T(V) se refere a ope-
racdo de adicdo definida no espaco vetorial W.

+ Vale também para as operag¢des de multiplicagdo por escalar no item (ii).

Em outras palavras, T é transformacao linear se “preserva” as duas operacoes

basicas de espaco vetorial (adicdo de vetores e a multiplicagdo por escalar).

VVamos agora ver alguns exemplos que exploram este resultado.

Exemplo 1

Considerando as operac¢des de adicao de vetores e multiplicacao
por escalar usuais em R* e R®, a funcdo T: R* — R? definida por
T(x,y) =(x—-V,y,—2x+3y) é uma transformacso linear.
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Vamos considerar U= (x,,y,), 7 = (x3,¥%,) € R*ea € R.Assim,
L TU+V) =T, +X%,,V, +V,)
(06 +2) = (Vs +Y2) Vs + Y2, =206 %)+ 3(y; +V,))
((xl _y1)+ (xz -V, )-y1 +yz'(_2x1 +3y1)+(—2x2 +3yz ))
(X3 = Y1, Y1, =2% +3y,)+ (X, —V,,,,-2X, +3Y,)
T3, y,) +T06,.y5)
T(@)+T(V)

. T(ald) =T(ox,,ay,)
= (axl —0Y,, Y, —2(0()(1 )+ 3(ay1 )
=(alx, =y, ) ay,, a(=2x, +3y,))
= a(xl —Vi.Y1.m2% + -7>y1)
=aT(x,,y,)
=aT(0)

Exemplo 2
Considerando as operac¢des de adicdao de vetores e multiplica-
3o por escalar usuais em R?, a funcdo T: R* — R?, definida por
T(x,y) = (x+y+2,x-3y), ndo é um operador linear (dominio e con-
tradominio iguais).
Vejamos, sejam U= (x,,y,), 7 = (x5,¥,) € R*ea € R.Assim,
L TU+V) =T, +X,,V, +V,)
= (06, +2)+(y, +v,)+2,0¢ +%,) =3y, +V,))
= (06 +y3)+ 06 +y,)+2,0¢ +3y, )= (x, +3y,))

Mo TE)+TV) =Tx, v, )+ T(x,.Y,)
=(X +VY, +2.% =3y, )+ (6, +y, +2,%, —3Y,)
=((%, +y,)+ 06 +y, )+ 4,0, +3y,)—(x, +3V,)).

Comparando as expressdoes (i) e (i), verificamos que
T(G+V) = T(U)+ T(V) . Logo, ndo é um operador linear.
Agora um exemplo envolvendo derivadas...

Exemplo 3
Sejam os espacos vetoriais V = cY(R) (espaco das fungdes com
derivadas continuas em R) e W = F(R) (espaco das fungdes re-
ais). A aplicacdo D: C*(R) — F(R) que leva uma funcdo fem sua
derivada, isto é, D(f)=f', & uma transformacao linear.

Isto é valido, pois, para quaisquer f,g € C'(R) ea € R, temos

D(f+g)=(f+g)'=f'+g'=D(f)+D(g) e D(af) = (af)' = a(f') = aD(f)

Neste exemplo, usamos propriedades de derivadas vistas na
disciplina Limites e Derivadas.
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Toda transformacdo linear leva o
elemento neutro do espaco vetorial
V ao elemento neutro do espago
vetorial W: isto &, T(0)=0e W . Isto
pode ser visto através da condigdo
(i), quando tomamos o =0, ou seja,
T(0)=T(0.0)=0.T(0)=0.

No exemplo 2, isto ndo ocorre. Tinha-
mos definida a transformacdo linear
por T(x,y) = (x+y+2,x—3y), sendo
T(0,0) =(2,0). Portanto, é condicdo
necessaria que T(0)=0e W para que
a funcdo T seja uma transformagao
linear, mas ndo é condicdo suficiente.
O exemplo a seguir ilustra este fato.
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Exemplo 4
A funcdo T': R? - R?, definida por T(x,y) = (xz,y2 ) embora satis-
faca T(0)=0, ndo é uma transformacgao linear.

Consideremos U= (x,,y,), v = (x,,¥%,) € R*ea € R. Assim,
L TA+v) =T, +%,,y, +V,)

= ((xl + xz)zr(yl + yz)z) = (xlz + 2%, %, + xzzr y12 +2y,Y, + y22)

I T +T(V) =T, y,) +T(x,.Y,)
= (x12'y12) + (xzz' yzz)
= (x12 +X22,y12 +y22) :
Comparando as duas partes (i) e (ii), concluimos que
T(U+Vv)=T(U)+T(v). Logo T ndo define uma transformacdo linear.

PROPRIEDADE IMPORTANTE ...

Se T:V— W é uma transformacdo linear, entdo, para quaisquer
vetores v,,...,v, €V e escalares ¢y, ..., ¢, € R, Tpreserva combina-
¢Oes lineares, isto é T(c,V, +...+¢.V, ) =¢, T(V,)+...+¢,T(V,).

TEOREMA 1. Se T:V—> W é uma transformacdo linear e se
B={V,....V,} é uma base de V, entdo, para qualquer VeV, a
sua imagem T(v) fica completamente determinada pelas imagens
TV, T(V,)
Dem: Seja VeV e B={V,,....V,} uma base de V. Entdo, existem
escalares ¢y, .., €, € R, taisque V=c,V, +...4+CV,.

Assim, T(V)=T(c,V, +...4¢,V,)=¢,T(V,)+...+¢,T(V,) pela pro-
priedade anterior.

Exemplo 5
Obter a transformacdo linear T:R* = R®* tal que
B=1{020)(-1,01)(0,03)} ¢é uma base de V=R e
T(0,2,0)=(1,-1), T(-1,0,1)=(3,1), T(0,0,3) =(4,2).
Seja v = (x,y,z) € V=R? tal que V=qV, +C,V, +C,V,, OU
seja,
(x.v.z)=¢,(0,2,0)+¢,(-1,0,1)+¢,(0,0,3)
(x.v.z) =(-¢,,2¢,,¢, +3¢5) (*).
A partir dessa expressdo, obtemos ¢, =1vy,C, =—X,C; =1(x+2) e
(%.y,z)=1y(0,2,0)-x(-1,0,1)+1(x+2)(0,0,3).
Aplicando T e usando a linearidade, segue que
T(x,y,2z) =3yT(0,2,0)-xT(-1,0,1)++(x+2)T(0,0,3)
=2y(1,-1)-x(3,1) + +(x +2)(4,2)
=(-2x+iy+3z,-tx-3y+27).

143



FisSICA
ALGEBRA LINEAR

Portanto, a transformacdo linear obtida é por
Ty, 2) = (=3x+3y+5z,—Tx—3y+327).

4.2 TRANSFORMACOES LINEARES NO PLANO E
NO ESPACO

As transformacdes lineares no plano sdo as transformacbes de
R*> em R?, e as transformagdes no espago sdo as transforma-
coes de R® em R?. Nesta secdo veremos alguns tipos especiais
de transformacdes lineares no plano e no espaco e também suas g conTeopo RELACIONADO

interpretagbes geométricas. Na secdo 4.5, utilizaremos as trans-
formacgdes lineares definidas nos
~ roximos exemplos e atividades.
4.2.1 REFLEXOES NO PLANO proximos exemp ’
Entdo é importante que vocé os
entenda muito bem.

a. Reflexdo em torno do eixo x:
Esta transformacdo leva cada ponto (x,y) em sua imagem

(x,—y).
T:R> > R? * (%)
Y T0Gy) =(x,-y) —> -
T »
(0] X
)
b. Reflexao em torno do eixo y:
Esta transformacdo leva cada ponto (x,y) a suaimagem (-x,y).
Ya
T:R° > R*
(. y) = Thy) =(=xy) — (%y) | (xy)
T »
X
0]
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c. Reflexdao em torno da origem:
Esta transformacdo leva cada ponto (xy) a sua imagem

(=x,~y).
VA
T:-R? > R y__(x,y)
0y) - T y) =(-x-y) - o] .
X
(-%Y) e T

d. Reflexdo em torno da reta y=x:
Esta transformacdo leva cada ponto (x,y) a sua imagem (y,x).

VA (y.x) y=x
T:R? - R NI
= (X, v
(%, y) > TOy) =(y.%) — LN
X
('X'_y) 0
E COM VOCE ...
A partir dos exemplos, defina a reflexdo em torno da retay = —x.
4.2.2 DILATA§6ES E CONTRA(s'aES NO PLANO
a. Dilatacdo ou contragao na direcdo do vetor:
Ya
T:R> > R? .
Goy)= Ty)=alxy), aeR —>
¢
0
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PENSE A RESPEITO DISSO...
Observemos que:

Se |a| > 1, T dilata o vetor;

Se |a| < 1, T contrai o vetor;
Sea=1,Téaidentidade |;

Se a < 0, T troca o sentido do vetor.

Exemplo 6
A transformacdo T:R* —> R*, T(x,y)=1(x,y) é um exemplo de
contracao, pois o =§< 1.

Ya

<V

Figura 4.1

b. Dilatacdo ou contragdo na dire¢do do eixo x:

YA

T:R* > R?
bov) s Thuy) =(eny), o0 e S— o

Esta transformacdo é também chamada dilatagdo ou contragao
na direcao horizontal de um fator a.

PENSE A RESPEITO DISSO...
Observemos que:

Se a > 1, entdo T dilata o vetor;

Se 0 < a < 1, ent3o T contrai o vetor.
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c. Dilatagdo ou contragdo na dire¢do do eixo y:

T:R? > R?
Guy) Ty)=0Gay), a>0 —>

<V

Esta transformacgdo é também chamada dilatagdo ou contracao
na direcdo vertical de um fator a.

DA MESMA FORMA...

Observemos que:

Se a > 1, entdo T dilata o vetor;

Se 0 < a < 1, entdo T contrai o vetor.

4.2.3 CISALHAMENTOS NO PLANO

a. Cisalhamento na direcao do eixo x de um fator o

Ya

T:R* > R? T
Gyl Thy) =(x+ay,y)

b3 4

% _—

<V

OBSERVE...

O efeito do cisalhamento é transformar o retangulo OAPB no paralelo-
gramo OAP'B' com mesma base e mesma altura. Neste caso o cisalha-
mento também é denominado cisalhamento horizontal de fator o.
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b. Cisalhamento na direcao do eixo y de um fator o:

VA

T:R2 > R? —
(y) = Thy) =06 ax+y)

B
X

0
T

VA

B
A
o X

OBSERVE...

O efeito do cisalhamento é transformar o retangulo OAPB no parale-
logramo OA'P'B com mesma base e mesma altura. Neste caso o cisa-
lhamento também é denominado cisalhamento vertical de fator a.

Exemplo 8
A transformacdo linear T:R* - R? com T(x,y)=(x,2x+y) corres-
ponde a um cisalhamento vertical de fator a = 2.

4.2.4 ROTACAO DO PLANO
Arotacdo do plano em torno da origem, que faz cada ponto descrever
um angulo 0, determina uma transformacdo linear. Definimos por

T,:R* > R’
(x.y) = Ty(xy)=(xcos®—ysend,xsend+ycoso)

<~

v

v
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De fato, considerando que Ty(x,y)=(x",y') no tridngulo da fi-
gura (trigonometria do tridngulo retangulo), temos que:

X
coOsa=—= X=rcoso ¢ senazlzyzrsena.
r

r

Ainda,

y|

cos(o+0) :x—:> x'=rcos(o+6) e sen(a+0) === y'=rsen(a +0)
r r

E, pelas propriedades da adicdo de arcos da trigonometria, temos:

x'=rcos(a+0)=rcosacosd—rsenosend =xcosO—ysend = (cosO)x —(send)y
%f—/ %,—/

e X Y
y'=rsen(a +0) =rsena,cos®—rcosa,send = (cosO)y —(send)x .
T T

Agora, substituindo na representacao analitica da transforma-
¢do linear, resulta:

T, (¢ y) = (x"y') = ((cosB)x —(senB)y,(senB)x —(cos O)y)
Exemplo 9
Seja uma transformacdo linear de rotacdo conforme definida acima,

com angulo 6 =2 . Assim, sua representagao analitica & dada por

T, R > R?

To(¢,y) =((cosZ)x —(senZ)y,(senZ)x —(cosZ)y) = (-y.x).
4.2.5 REFLEXOES NO ESPACO

3. Reflexao em relacdo aos planos coordenados

* A reflexdao em relagdo ao plano xOy é a transformacdo linear
que leva cada ponto (x, v, z) a sua imagem (x, y —z), sendo simé-
trica em relagdo ao plano xQy.

T:R®* > R?
xvy.z2) = TOy,2)=(xy,-2)

* Analogamente, definimos as reflexdes em rela¢ao aos planos
x0z e yOz:

Plano x0z: T(x,y,z)=(x,—-y.2);
Plano yOz: T(x,y,z)=(-xv.2).
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Algumas visualizacdes geométricas

Assista em http://www.youtube.com/
watch?v=IH_U1xZ3ebY um video
elaborado no aplicativo winplot
que ilustra algumas interpretacoes
geométricas destas transformagdes
lineares no plano. As matrizes que
aparecem no video serdo formula-
das mais adiante neste capitulo.
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b. Reflexdo em relacdo aos eixos coordenados
* Areflexdo em torno do eixo x € a transformacgdo que leva cada
ponto (x,y,z) a suaimagem (x,—y,—z), ou seja:

T:R® > R’
y.2) = Txy,z) = (x,~y.~2)

* Analogamente, definimos as reflexdes em relagdao aos eixos
coordenados y e z:

Eixo yv: T(x,v.z) =(-x,y,-2);
Eixo z: T(x,y,z) =(-x,-V.z).

c. Reflexdo na origem
Esta transformacao linear leva cada ponto (x,y,z) a sua ima-
gem (—x,—y,—z). Em termos da representacdo analitica, temos:

T:R> > R?
xvy.2) > Ty, z)=(-x-y,-2).

4.2.6 ROTAgaES NO ESPACO
Dentre as rotagdes no espaco, ressaltamos a rotacdo em torno do eixo
z, que faz cada ponto descrever um angulo 6, sendo descrita por

Ty (%, y,z) = (xcos®—ysend,xsenb +y cos6,z) .

4.3 NUCLEO E IMAGEM DE UMA TRANSFORMAQI\O
LINEAR

Nesta secao veremos algumas propriedades basicas, por isso, im-
portantes para caracterizar as transformacoes lineares.

DEFINICAO 2: Seja T:V — W uma transformacdo linear. O conjunto
dos vetores v eV tais que T(V)=0eW é chamado Ndcleo de T, ou

seja, temos que

N(T):{vewT(V):éew}gv.

NOTACAO
Denota-se o nucleo de uma transformacao linear por N(T) ou Ker(T).
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TEOREMA 2: Seja T:V — W uma transformacdo linear. O conjunto
N(T) <V é um subespaco vetorial de V.

Dem:
Para provarmos que N(T) é um subespaco, precisamos verificar se
as propriedades da adi¢do e da multiplicagdo por escalar sdo vali-
das. Vejamos:
l. Sendo u,veN(T), mostraremos que U+V eN(T), ou seja, que
T(@+V)=0.

Entdo, como G,V eN(T), temos que T(U)=0 e T(V)=0.Assim,

TG+V)=T@A)+T(V)=0+0=0.
R
ll.  VaeR,veNT) mostraremos que aveN(T), ou seja, que
T(aV)=0.

Temos que VeN(T), entdo, T(V)=0. Assim,
T(aV) =aT(V)=a0=0.

DEFINICAO 3: Seja T:V — W uma transformacao linear. O conjunto
dos vetores w e W tais que w=T(V), para algum veV é chamado

Imagem de T, ou seja,

Im(T)={WeW/W=T(V), paraalgumvVeV}cW.

NOTACAO
Denota-se a imagem de uma transformacao linear por Im(T) ou T(V).

TEOREMA 3: Seja a transformacdo linear T:V— W. O conjunto
Im(T) c W é um subespaco vetorial de W.

Dem:
Para provarmos que Im(T) é um subespaco, precisamos verificar
se as propriedades da adi¢do e da multiplicagdo por escalar sao
validas. Vejamos:
l. Sejam w,,w, elm(T). Mostraremos que w, +w, eIm(T), ou
seja, que existe veV tal que T(V)=w, +w,.
Entdo, como w,,w, elm(T), existem v, ,v,eV, tais que
T(v,)=w, e T(v,)=w,.Assim,

W, +W, =T(V,)+T(V,) =T(V, +V,)

T

T Transformagao Linear
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Portanto, basta tomarmos v=v, +v, eV.E w, +w, =T(V).

ll. Sejam aeR e welm(T). Vamos mostrar que aw eIm(T), ou
seja, que existe um vetor veV tal que T(V)=aw.

Entdo, como w eIm(T), significa que existe U e V tal que T(U) = w.
Assim,
ow =aT(U) = T(at)

T

T Transformagao Linear
Portanto, basta considerarmos v=au. E, aw =T(v).

CONCLUIMOS...
De acordo com os teoremas acima, temos que:
+ O ntcleo N(T) é um subespaco vetorial do dominio V da trans-
formacdo linear T.
+ O conjunto imagem Im(T) é um subespaco vetorial do contra-
dominio W da transformacdo linear T.

Com isso, observa-se que o contradominio W ,assim como,
Im(T), podem ser somente o elemento neutro do espaco vetorial
ou um subespaco com caracteristicas préprias ou, ainda, todo o
espaco vetorial.

A seguir, daremos alguns exemplos ilustrando es-
tas caracteristicas.

Exemplo 10

Obter os subespacos vetoriais do nucleo e da imagem do operador
linear T:R* — R? definido por T(x,y)=(x,2x+y). Além disso, en-
contrar uma base para estes subespacos, se existir.

I. Calculo para N(T)
Por definicdo, temos que o nucleo de uma transformacao line-
ar é dado por

N(T) = {\7 =(xy)eR*/T(x,y)= (0,0)}, ou seja, (x,2x+y)=(0,0).

Comparando as componentes, temos o sistema de equacgdes li-

neares ,Ccujasolucdo é x=0e y=0.Portanto, temos que
2x+y=0
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0 nucleo desta transformacao linear tem apenas o vetor nulo como
elemento, ou seja, N(T)={(0,0)} ={0}. Ainda, como a dimensio do
subespaco vetorial N(T) é nula, ndo existe base para o nucleo.

Il. Calculo para Im(T)
Por definicao, temos que o conjunto imagem é dado por
Im(T) = § = (a,b) e R? /W = T(T), para algum G=(xy)e R’ }.

Assim, w=(a,b)=T(x,y)=(x,2x+y). Comparando as compo-

nentes, resulta no sistema de equacgdes lineares { @ . Como
b=2x+y
U=(xy) é qualquer vetor de R?, tem-se que, para quaisquer
abeR, w=(ab) é€imagem de algum vetor G=(x,y) e R?, ou seja,
Im(T) = R*. Neste caso a dimensao, dimim(T)=2, e uma base para
Im(T) é a base candnicade R?, ou seja, p={(1,0),(0.1)}={€, .6, }.

Conforme a observagdo acima, o ndcleo deste operador linear
é somente o elemento neutro, e o conjunto imagem é todo o con-
tradominio.

Exemplo 11
Dada a transformacdo linear T:R®— R?, definida por
T(x,y,z) = (x+y—2z,2x+2y—2z), determine:

a. Os subespacgos vetoriais do nucleo e da imagem da transfor-
macao linear. Além disso, encontre uma base para estes subes-
pacos, se existir.

b. Se os vetores U, =(1,2,3) e 4, =(1,-1,2) e N(T)?

c. Seosvetores w, =(1,2) ew, =(2,3)eIm(T)?

I. Célculo para N(T)

Por definicdao, temos que o ndcleo de uma transformacao linear
é dado por N(T)= {\7 =(xy,2) e R*/T(x,y,2) :(0,0)}. Para esta trans-
formacdo, em particular, temos que (x+y—2z,2x+2y—-22z)=(0,0,0).
Comparando as componentes correspondentes, resulta que:

X+y-z=0
2x+2y—-2z2=0

cuja solugdo é z=x+y, com x,yeR (observar que a segunda li-
nha é obtida a partir da primeira, multiplicando-a por 2).

Portanto, N(T)= {(x,y,z) eR?/z= x+y}: {x.y.x+y)/xyeR}.
Como a dimensdo do ndcleo é 2, pois encontramos duas varidveis
livres (dimN(T) =2 ), teremos como uma base para N(T) os vetores
B= {(1, 0,1),(0, 1,1)}c R (parachegar a esta base, basta partirmos do
fato que N(T) = {(x,y.x+y)/x,y e R}={x(1,0,1)+y(0,1,1)/x,y e R}.
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Il. Calculo para Im(T)
Por definicdo Im(T) = {\7\/ =(a,b) e R* /w=T(U), para algum G=(x,y,z) e R3}

a=x+y-z

A H , ’b :T LV, = - ,2 2 _2 bt
ssim, (a,b) =T(x.y,z) = (x+y—z,2x+2y-27) e 0 emog{bzszrZy—zZ

Observe que este sistema linear terd solucdo, isto é, existirao
abeR se e somente se, b=2a (coloque em evidéncia na segun-

da equagdo o escalar 2 e a expressdo que resultard serd esta!).

Portanto, Im(T):{\Tv:(a,b)eRz/b:Za}:{(a,Za)/aeR}, as- @ aTencio

sim a dimensdo da imagem da transformagdo serd igual a um, pois O nucleo desta transformagdo € um
temos apenas uma variavel livre (dimim(T)=1) e uma base para plano contido no dominio V =R?

. . . . da transformacao linear, e o conjun-
Im(T) podera ser B={(1,2)}cR?, facilmente obtida a partir de ¢ )

to imagem é uma reta contida no

Im(T) = {(a,23)/a e R}: {a(1,2)/aeR}. contradominio W = R2.

c. A partir do item (a), verificamos que 4, =(1,2,3)eN(T), pois
satisfaz a condicao dos vetores que pertencem ao ndcleo
da transformacado linear, isto é, x+y—-z=0. Porém, o vetor
U, =(1,-1,2) ¢ N(T), pois x+y—-z=-2#0.

d. O vetor w, =(1,2) eIlm(T), pois satisfaz a condicdo do conjun-
to imagem, isto é, 2a—b =0, enquanto que w, =(2,3) ¢Im(T),
pois 2a—-b=1#0.

Exemplo 12

Obter os subespacos vetoriais do nicleo e da imagem da transfor-
macao linear T:R* » R? definida por T(x,y)=(x+V,2x -y, X +3y).
Além disso, encontrar uma base para estes subespacos, se existir.

I. Calculo para N(T)
Por definicdo de nucleo de uma transformacdo linear, temos que

N(T) = § =(0y) e R? /T(x,y) =(0,0,0) e R* }.

Mais especificamente, temos (x+Yy,2x—y,x+3y)=(0,0,0).

Comparando as componentes correspondentes, temos o sistema
X+y=0

2X-y =0

de equacles lineares , cuja solugdo é x=0,y =0 (basta

X+3y=0
vOCé observar que a primeira equacdo "diz que” x=-y, na segun-
da equacao temos que x =Ey e, na ultima, x=-3y . Assim, a Unica
possibilidade é que ambas as incognitas sejam nulas). Portanto,
N(T) = {(0,0)} = {0} e assim resulta que dimN(T)=0, isto &, ndo exis-
te base para N(T). (Subespaco vetorial trivial).
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Il. Calculo para Im(T)
Por definicdo Im(T) = {\TV =(a,b,c) e R® /w =T(U), para algum G=(x,y) e Rz}
Assim, (a,b,c)=T(x,y) = (x+y,2x—y,x+3y). A partir disso, obtemos
X+y=a
o sistema de equacgdes lineares q2x—y =b. Resolvendo este sis-
X+3y=C
tema, pelo método de elimina¢do que vimos no capitulo 2, obser-
vamos que ele terd solugdes, isto &, existira um vetor U= (x,y) e R?
se, e somente se, 53 —2b -3¢ = 0. VERIFIQUE!

Assim, Im(T)= {\7V =(a,b,c)eR*/5a-2b+3c= O} = {\7v =(a,b,i(-5a+2b)/abe R}

Neste caso, dimIm(T)=2, basta observarmos que temos duas
variaveis livres. Isso é facilmente concluido se reescrevermos o
conjunto imagem da transformac¢ao como

ImT={ab,i(-5a+2b)/abeR}= {a(l,O,—%Hb(O,lé)/a,b E ]R}.

Uma base para Im(T) é B={(3,0,-5).(0,3,2)}c R® (Aqui,toma- @ atencio

mos a=3,b=0 para o primeiro vetore a=0,b =3 para o segundo 0 ndcleo desta transformacao é

vetor). somente o elemento neutro do do-
minio V =R?, e o conjunto imagem
é um plano que passa pela origem,

Vamos ver agora um resultado bastante importante. contido no contradominio W = R?.

TEOREMA 4. Sejam V e W espacos vetoriais de dimen-
sdo finita, e T:V—> W uma transformacdo linear. Entdo,
dimIm(T)+dimN(T) =dimV .

Dem: Supondo que a dimensao do nucleo de uma transforma-
¢do linear é dada por dimN(T)=k, podemos considerar uma base
a={V,,....v, } para N(T). Agora, supondo dimV =k+r e como N(T)
€ um subespaco vetorial de V, podemos completar a com r vetores
de modo a formar uma base para V, ou seja, B={V,.....V,.0,,....G, }.

Mas, para concluirmos o resultado do teorema, precisamos
mostrar que a dimIm(T)=r, ou seja, mostrar que as imagens
dos vetores 4, i=1,...,r formam uma base de Im(T). Assim, seja
y={T(G,).....T(G,)}. Mostraremos que y é uma base de Im(T). Para
isso, primeiro vamos verificar que formam um conjunto LI e depois
que geram todo o conjunto imagem da transformacao linear.

. Mostrar que y ={T(G,)...., T(G,)} é LI, ou seja, que a tnica solugao
da equacdo ¢,T(U,)+---+¢T(()=0 é ¢, =...=c, =0. Vejamos:

Mas, como T é linear, a equacdo ¢, T(G,)+---+¢T(T)=0
satisfaz a igualdade T(c,d, +---+¢,G,)=0. Assim,
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U, +--+cu eN(T). o tais
que este vetor possa ser escrito como combinagdo linear da
base de N(T). Logo, c,u, +---+¢, =b,v, +---+bVv,, ou, ainda,

Ent3o, existem escalares b, i=1,...

b,v, +---+bv, —¢,u, —---—¢cU, =0.

Como B={V,,...,,.U,.....G, } é uma base de V, todos os escala-
res de by, +---+bv, —c, —--—c,u, =0 sdo nulos. Em particular,
¢, =0,i=1,...,r, como queriamos demonstrar.

Mostrar que y = {T(d,)...., T(G,)} gera Im(T).
Vejamos: seja w elm(T). Assim, pela definicdo de Im(T), exis-

te UeV tal que T(U)=w. Ainda, existem escalares a,i=1,...,k
u=a,v, +---+3\V, +b, U, +---+b,4, .

e b,i=1,...r tais que Logo,
w=T(U)=T(a,v, +---+3 Vv, +b,0, +---+b i) . E como T é line-
ar, resulta em w=a,T(V,)+---+3,T(V,)+b,T(G,)+---+b,T(G,). Mas,

v, eN(T), i=1,....k, o que implica T(V,)=0, i=1,....k.

Assim, W=Db,T(d,)+---+b,T(T,), mostrando que y ={T(G,)..... T(@,)}

gera Im(T).

Vamos retornar aos exemplos anteriores para ilustrar a aplica-
bilidade deste teorema.

Exemplo 13

No exemplo 10, tinhamos o operador linear T:R*> —» R”> de-
finido por T(xy)=(x,2x+y). Mas a dimV=dimR’=2 e ve-
rificamos que a dimN(T)=0. Assim, pelo teorema, 4 temos
dimim(T) =dimV -dimN(T)=2-0=2. Como Im(T)c W =R? (Im(T)
é um subespaco vetorial do contradominio do operador linear) e
dimR? =2, concluimos que Im(T) =W =R?, ou seja, Im(T) coincide
com o contradominio de T.

Exemplo 14

No exemplo 11, tinhamos a transformacao linear T:R* — R? defi-
nida por T(x,y,z) = (x+y—2z,2x+2y -2z).Mas a dimV =dimR* =3 e
verificamos que a dimN(T) =2. Assim, pelo teorema anterior, temos
dimIm(T) =dimV -dimN(T)=3-2=1. Mas, como a dimim(T)=1 e
Im(T) = W =R?, concluimos que Im(T) é uma reta que passa na ori-
gem, contida em W =R"*.

E COM VOCE...
Aplique o teorema 4 no exemplo 12.
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ATENgTAo

* O teorema 4 é muito importante,

pois relaciona as dimensdes do
nucleo e da imagem de uma trans-
formagdo linear com a dimensdo do
dominio. E muito Gtil para deter-
minarmos a dimensdo do conjunto
imagem, pois a dimensdo de V é
conhecida, e a dimensdo do nucleo
¢ facil de determinar (basta resolver
um sistema linear homogéneo).

Além disso, observe que, quando
utilizamos o teorema para deter-
minar a dimensdo do conjunto
imagem, ndo obtemos informagdes
sobre "quem" é o conjunto imagem
se dimIm(T) <dimW . Apenas, nos
diz se € uma reta, um plano, etc,,
sem especificar a sua equacao.
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4.4 MATRIZ ASSOCIADA A UMA TRANSFORMAQAO
LINEAR

Nesta se¢do, mostraremos que o estudo de transformacdes lineares
pode ser reduzido ao estudo de matrizes. Assim, determinaremos
a matriz associada a uma transformacao linear T:V — W, quando
fixamos uma base do dominio Ve uma base do contradominio W.
Para obtermos a matriz associada a uma transformacdo, considere-
mos o caso particular de uma transformac3o linear T:R* — R? com as
bases B={V,,V,.V;} e b'={ij,, } de R® e R?, respectivamente.
Se VeR’, entdo existem escalares Xx,,X,,x, €eR tais que
V=x,V, +X,V, +X,V, (ou seja, qualquer vetor veR® pode ser
escrito como combinacao linear dos vetores de uma base de
R?). E, como T(V) e R?, entdo existem escalares y,,y, e R tais que
T(V)=y,w, +y,W, (ou seja, qualquer vetor T(vV)e R’ pode ser es-
crito como combinacao linear dos vetores de uma base de R?).
Assim, as coordenadas de cada um desses vetores em relacao
xl
as respectivas bases consideradas € [v]; =| x, |e [T(v)]B. =(y1].

Y2

Xy

Por outro lado, temos que:
T(V) = TV, + XV, +X%5V5) =X TV, )+, T(V, )+ X, T(VS),

pois T é uma transformacao linear.

Ainda, como T(V,), T(V,), T(V,)e R*, podemos escrevé-los
como combinacdo linear da base B' de W, ou seja, existem escala-
com i=1,2 e j=1,2,3 tais que

T(vl) = 311\7\/1 +821W2
T(Vz) = 812\7V1 +azz\7vz '
T(V;) =a,5W, +3,;W,
cujos vetores de coordenadas em relacdo a base B' sdo:

[Tlv, )y :[Z} [T(v, )y :E} e [Tv,)], - E}

Voltando a expressao anterior:
TV) = TOGV, +X,V, +X:V5) =% T(V,) +x, T(V,) +x5 T(v5) =
- —

res g,

ijr

-
311W1+31 W3 312W1+3W3 313W1+33W3

=X (3, W, +3,, W, )+ X, (3, W, +3,,W, ) +X5(3,5W, +3,5W,)
Reorganizando em termos dos vetores w, e W, , resultaem

T(V) = (a5, +335%, +3,5%5 )W, +(3,,%, 355X, +3y5%5 )W, .

157



FisSICA
ALGEBRA LINEAR

Como B' é base, os coeficientes das combinacdes lineares sao
Unicos. (VIMOS ESTE RESULTADO NA UNIDADE 3). Assim, os coeficientes
. . =3, %, +3,,%, +a,.X
de () e (#%) devem seriguais, ou seja, Y =X TG T
Vo = 351X, 355X, +3,5%
Ou, ainda, na forma matricial,
X,
|:y1:| _|:311 31 a13:| X
- . 2
y2 aZl aZZ aZB
ﬁv(-:/)][s i X
' TIh
s 7
Assim, na forma de vetores de coordenadas, temos [T(v)],. = [T]E.[v][3

A matriz [T]g, é chamada matriz de Tem relacdo as bases B e ',
neste caso é ela uma matriz de ordem 2x3. Sendo os vetores de coor-
denadas [v], e [T(v)],. de ordem 3 e 2, respectivamente.

CONCLUSOES IMPORTANTES...
A partir do que vimos, podemos concluir que:

* A matriz [T]g. é de ordem mxn, se dimV = n e dimW = n.

* As colunas da matriz [T]g‘ sdo as coordenadas das imagens dos
vetores da base B em relagdo a base B'.

* A matriz [T]g. depende das bases de V e W fixadas. Se alterarmos
uma das bases, a matriz mudara.

Exemplo 15
Seja T:R° >R’ uma transformagao line-
ar definida por T(x.y.z)=(2x+y —2z,3x—2y + 47),

B={111).(1,1,0).(1,0,0)}={,.V,V; } e B'={(1.3).(1,4)} = {w,, W, }
bases de V=R* e W =R?, respectivamente. Determinar a matriz

de Tem relagdo as bases B ep', isto é, a matriz [T]g..

A matriz procurada é de ordem 2x3, pois dimV=dimR* =3
e dimW=dimR?=2 (pelas conclusbes anteriores), ou seja,

TP = d;; 31 93
(Tl = :
aZl a22 aZS
Cada coluna desta matriz é obtida quando escrevemos as ima-

gens dos vetores da base3 como combinacdo linear dos elemen-
tos da base B (pelas conclusdes anteriores). Assim,

T(v,)=T(1,1,1)=(2,5)=a,,W, +3,,W, =a,,(1,3)+a,,(1,4)
T(v,)=T(1,1,0)=(3,1) =a,,W, +3,,W, =a,,(1, ,,(1.4)
T(V,)=T(1,0,0)=(2,3) =a,;W, +3,,W, =a,5(1, 25(1,4)
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Observemos que cada linha corresponde a um sistema de
duas equagoes e duas incdgnitas, sendo que devemos resolvé-|os.
Vejamos:

Da primeira equacdo, resulta o sistema de equagdes li-

2=3,,+3;, e, resolvendo este sistema, obtemos
5=3a,, +4821

3, =3 € a,, =—1.Assim: |:T(1,1,1)]B, :{a“} :{ 3 }

3y -1

neares

3=a,,+3,

Da mesma forma, da segunda equacdo resulta
1=3a,, +4a,,

11
e obtemos a,, =11 e 3, =-8. Assim, [T(1,1,0)] :E“} :{ 8}
22 -

Por Ultimo, é encontrado o sistema de equagdes linea-

2=3a,+a
res 13 T3
3=33,; +43,;

[T.0,0]], :E} :{ _53}

Logo, obtemos as colunas da matriz [T]ﬁ. dadas por,
11
[T(x1,0)], ={—8} e [T(1,0,0)], = {_53} , OU S€ja,
a a a 32 11 5
[T]g. _ 11 12 13 — )
d;; 3 azz -1 -8 -3

VVamos ver agora um exemplo que ilustra esta observacao.

, do qual vem que a;; =5 e a,; =—3. Assim,

Exemplo 16

Seja T:R* - R* o operador linear definido por T(x,y)=(Xx—y,x+Y),
e p={(1,2).(3,-1)} = {v,.V, } umabase de V =R*.Determinar a matriz
de Temrelagdo a base B;isto &, a matriz [T],.

Esta matriz serd de ordem 2x2, pois o dominio e o contradomi-
Ca : - . 3, 3
nio s3o iguais e de dimensdo 2. Consideremos, [T], =| **
a21 aZZ
Escrevendo as imagens dos vetores da base  como combina-

¢do linear dos elementos da prépria base , temos:
T(v,)=T(12)=(-13)=3,,V, +3,,V, =3,,(1,2)+3,,(3,-1) ;

T(v,)=T(3,-1)=(4,2) =a,,V, +3,,V, =3,,(1,2)+3,,(3,-1) .
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ATENQio

No caso particular de um operador
linear T:V — V, consideramos as
bases B e B' como sendo iguais, pois
0s espagos vetoriais do dominio e
do contradominio sdo os mesmos.
Assim, obtemos a matriz do operador
em relacgdo a esta base B, escre-
vendo as imagens dos vetores de

B . como combinagao dos proprios

vetores de f§ e denotamos por [T],.
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. - . - -1=a,, +3a
Os sistemas de equacdes lineares sdo v
3=23,, -3,

4=a,+3a L
{ 127722 Resolvendo-os  obtemos, no  primeiro,

2=2a,-a,,
a —§ e a __2 e, no (ltimo sistema, a _10 e a —9 Assim:
11 7 21 7 U L 7 22 7 .
8 10
[T(l,z)]B = 75 e |:T(_7>,—1)]B = Z , do qual resulta que a ma-
7 7
8 10
. , 7 7
triz [T], € dada por [T]; = 5 6
7 7

NOTACAO

Em particular quando consideramos as bases canénicas de Ve W,
obtemos a chamada matriz canénica de T e @ denotamos simples-
mente por [T].

Exemplo 17

Seja T:R* - R? atransformacao linear T(x,y,z) = (2x+Vy —2z,3x—2y + 42)
(definida no exemplo 15) e p={(1,0,0),(0,1,0).(0,0,1)}={¢, &, &, },
B'={(1,0),(1,0)} = 1]} as bases canonicas de V=R> e W =R?, res-
pectivamente. Determinar a matriz de T em relacdo as bases candni-

Cas; ou seja, a matriz canénicade T, [T].

Conforme vimos nas conclusdes importantes, temos neste caso
a11 alZ 813 )

aZl a22 a23

que 3@ matriz procurada tem ordem 2x3, ou seja, [T] =

Escrevendo as imagens dos vetores da base candnica de
V=R? como combinacdo linear dos elementos da base candnica
de W=R?, obtemos:

T(€,)=T(1,0,0)=(2,3) = alﬁf azjﬂ: a,,(1,0)+a,,(0,1);
T(e,)=T(0,1,0)=(1,-2)=3,,i1 +3,,] =3,,(1,0)+3a,,(0,1) ;
T(€,)=T(0,0,1)=(-1,4) =a,;1+8,,] =a,5(1,0)+3,,(0,1) .

Como a base dada para o espaco vetorial W =R? é a base ca-
ndnica, os coeficientes da combinacdo linear sao as préprias coor-
denadas das imagens dos vetores de B (isso foi visto na unidade
3, verifique 1), ou seja,

[T(1.0,0)]= m ,[T(0,1,0)]= {_12} e [T(0,0,1)]= {_ﬂ :
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2 1 -1
Portanto, [T]= )
3 =2 4

OUTRA INFORMACAO IMPORTANTE...

A partir da definicao de uma transformacao linear, podemos obter di-
retamente a matriz canénica de T, escrevendo a sua defini¢do na forma
matricial como o produto de uma matriz por um vetor genérico de V.
Ou seja, T(V)=AvV,no qual A serd a matrizcandnicade T,(A = [T] ).

Exemplo 18
Dada a transformacdo linear T:R®—>R? definida por
T(x,y,z) =(2x+y—2z,3x -2y + 4z), obtenha a matriz canbnica de T.

Observemos que a definicio de T na forma vetorial
T(x,y,z) = (2x+y—2z,3x -2y + 4z) pode ser escrita na forma matricial
T(V)=AV, e 4 serd a matriz candnica de T de ordem 2x3, vejamos:

TV)=T(X,y,2) = (2X+ Yy —7,3Xx =2y + 42) = X(2,3) + y(1,—2) + z(-1,4) = E

Agora, comparando a matriz A com a matriz canénica [T], ob-
tida no exemplo 17, verificamos que sdo iguais.

Exemplo 19
Obter a matriz canénica de T da transformacdo linear T:R* — R?
definida por

T(x,y) = (X =2y, 4X—=5y,—3x+Y).

Com base no exemplo anterior, basta escrevermos a defini¢ao
de T na forma matricial, ou seja,

1 -2
T(V) =T(x,y) = (X =2y, 4X = 5y, -3x+V) = X(1,4,-3)+y(-2,-51)=| 4 -5

-3
1 -2
Assim, a matriz candnica de T é a matriz [T]=| 4 -5| de or-
dem 3x2. -3 1

Exemplo 20
Dadas as bases B={(1,1),(01)}={,.v,} do R* e
B ={0.3,0),(-1,0,0),(0,1,1)}={W,, W,,W,} do R°® determinar a
transformacao linear T:R*> - R* cuja matriz de T em relagdo as
0 2
bases Bef' é [T =|-1 0.
-1 3
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Vamos interpretar a matriz [T]ﬁ. , temos:
T(v,)=T(1,1) =a,,W, +3,,W, +a;,W; =0(0,3,0)-1(-1,0,0)-1(0,1,1) = (1,-1,-1)
T(v,)=T(0,1) = 3,,W, +3,,W, +3,,W, =2(0,3,0)+0(-1,0,0)+3(0,1,1) = (0,9,3)
Disso resultou, entdo, que T(1,1)=(1,-1,-1) e T(0,1)=(0,9,3).

Agora vamos escrever um vetor qualquer vV =(x,y)e V=R* em
relacdo a base B, ou seja, (x,y)=a(1,1)+b(0,1). Resultando em um
sistema com duas equacgdes e duas incognitas dado por x=a

y=a+b
e cuja solucdo, em termos de a e b, é a=x e b=y-x. Assim,
temos que qualquer vetor V=(x,y), pertencente ao dominio da
transformacado linear, pode ser escrito como combinacao linear na
base B como (x,v)=x(1,1)+(y —x)(0,1).

Agora, vamos aplicar a transformacdo linear T nesta igualdade
e usar suas propriedades de linearidade:

TO6y) = T(x(1,1) +(y =x)(0,1)) = T, y) = T(x(1,1)) + T((y = x)(0,1)) = xT((1,1)) + (y —x)T((0, 1))
Assim, T(x,y)=xT(1,1)+(y —x)T(0,1). Mas obtemos antes que

T(1,1)=(1,-1,-1) e T(0,1)=(0,9,3). Substituindo estas informa-

¢oes, resulta que:

T(x,y) =xT(1,1)+(y —x)T(0,1)

T0,y) =x(1,-1,-1) + (y =x)(0,9,3) = (x. 1+ (y = x).0,x(=1) + (y = x)9,x.(~1) + (y —=x).3) =

=(X,—10X +9y,—4X + 3y)

Logo, T(x,y)=(x,—10x+9y,—4x+3y). Sua matriz candnica
pode ser facilmente calculada por

T(x,y) = (x,—10x+9y,—4x+3y) = x(1,—10,-4)+y(0,9,3).

1 0
Assim, [T]=|-10 9. dz cLossArio
-4 3 Posto de uma matriz é o nimero de

linhas ndo nulas da matriz equiva-
lente linha reduzida a forma escada.

O seguinte teorema relaciona as dimensdes do conjunto ima-
gem e do nucleo de uma transformacgado linear com o POSTO e a
NULIDADE de uma matriz. A demonstragdo deste resultado foge
dos objetivos deste curso introdutério de algebra linear. dz cLossArio

Nulidade de uma matriz é a diferen-
¢a entre o nimero de colunas e o

posto desta matriz.
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TEOREMA 5. Seja T:V — W uma transformacdo linear, e sejam a e
B bases de Ve W, respectivamente. Entdo,

dimIm(T) = posto de (Tl
dimN(T) = nulidade de [T];

=numero de colunas de [T]; - posto de [T]; .

O proximo exemplo ilustra este resultado.

Exemplo 21

Considerando as bases candnicas de R* e R*, a matriz candnica
1 2

de uma transformacao linear T:R* - R* é [T]=|-1 0 |.Determi-
2 4

nemos as dimensdes dos conjuntos nucleo (dimN(T)) e imagem (
dimIm(T)) de T usando o teorema anterior.

Aplicando o método de elimina¢do na matriz candnica, obte-
1 2
mos a matriz linha reduzida a forma escada |0 1. Assim, pelo
0O O
teorema acima, dimIm(T) =2, pois o posto de [T] é 2 (nimero de li-
nhas ndo nulas) e dimN(T)=2-2=0 (pois corresponde a diferenca
entre o nimero de colunas, 2, e o posto da matriz, nesse caso tam-
bém 2). Portanto, Im(T) é um plano contido em R? e N(T)={(0,0)}.

Nesta secdo definiremos as operac¢des de adi¢do e de multipli-
cagdo por escalar entre transformacdes lineares. A partir da com-
preensao da definicdo de transformacdes lineares, os resultados
envolvidos apresentados aqui se tornam simples.

4.5 OPERACOES COM TRANSFORMACOES
LINEARES

DEFINICAO 4: Dadas as transformagoes lineares T,,T,:V —> W, de-
finimos a funcdo soma T, +T,:V—>W por (T, +T,)(V)=T,(V)+ T, (V)
e sua matriz canénica é [T, +T,]1=[T,]+[T,], ou seja, a matriz cano-
nica da adi¢do de transformagdes é a soma das matrizes candnicas
das transformacbes T, e T, .

DEFINICAO 5: Seja k um escalar real, definimos a funcao multi-
plicacéo por escalar kT:V — W por (kT)(V) =kT(V) e sua matriz ca-
ndnica & [kT]=K[T], ou seja, @ matriz candnica da transformacao
multiplicacdo por escalar é a multiplicacdo do escalar pela matriz
candnica da transformacao T.
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TEOREMA 6: As funcgbes T, +T,:V—->W e kT:V - W definidas aci-
ma sdo transformagdes lineares.

Dem:
Mostraremos que a fun¢do soma, T, +T,, € uma transformacao line-
ar, isto é, que (T, + T, )(aU+BV) = o(T, + T, )W) +B(T, + T,)(V) .

Vejamos:

(T, + T,)(al+BV) =T, (al+BV)+ T,(al+pV) = (definicdo de soma)

=aT, (Q)+pT,(V)+aT,(0Q)+pT,(v) (T, T, transformacdes lineares)
=oT, (U)+ T, (1)) + B(T,(V)+ T,(V)) (colocacdo em evidénciade ae B)
=o(T, +T,)@)+B(T, +T,)(V) (T, , T, transformacdes lineares)

Logo a operacdo soma assim definida é uma transformacao linear.
Mostraremos agora que a fun¢do multiplicacdo por escalar, kT, é
uma transformacdo linear, isto é, que (kT)(al+Bv) = a(kT)(W)+BKT)(V).

Vejamos:

(kT)(ali+BV) =kT(al+pV) (definicdo da multiplicagdo por escalar)
=k(aT(U)+BT(V)) (T transformacao linear)

= k(aT(U)) +k(BT(V)) (fazendo a multiplicagdo)

= kaT(U)+kpT(V) (k, o, B escalares)

= akT(U)+BKkT(V) (propriedade comutativa)

= a(KT)(U)+B(KkT)(V) (defini¢do da multiplicacdo por escalar)

Logo a operagao multiplicagdo por escalar assim definida é
uma transformacado linear.

OBSERVACAO... UMA EXTENSAO...

A funcdo diferenca T,-T,:V > W é também uma transformacao
linear e pode ser vista como a soma T, +(-T,):V—> W, defini-
da por (T, -T,)(Vv)=T,(v)-T,(vV). A matriz can6nica da diferenca é
[T, -T1=[T]-[T,].

Exemplo 22

Considerando as transformacdes lineares T,,T,:R®> - R* defi-
nidas, respectivamente, por T, (xV.z)=(x-y+z,-2x+3y-z) e
T,(%.y,z) = (2x+z,%x +y — 3z), obtenha a transformacdo linear 2T, —3T,.

A transformacdo linear (2T, -3T,): R* — R? sera dada por
(2T, -3T,)xy.z)=2 T,(x,v.z2) -3 T,(xV.z) =2(x—y+z,-2x+3y—2z)-3(2x+Z,x+Yy—32)
R

(x—y+z,-2x+3y-2) (2x+z,x+y-32)

=(-4x-2y—27,-7x+3y+7z2).
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DEFINICAO 6: Dadas as transformagdes lineares T,:V—>U e
T,:U—>W, definimos a funcdo composta (ou composicao)
T,oT,:V—>W por (T,oT,)(V)=T,(T,(V)). (Lé-se™T, bola T,"). A ma-
triz candnica desta fungdo composta é [T, T,1=[T,]T,].

TEOREMA 7: A func¢do composta T,oT,:V—>W definida acima é
uma transformacado linear.

Dem:

Mostraremos que (T, o T, J(atl+BV) = a(T, o T, )W)+ B(T, o T, )(V)
(T, o T, )i+ BV) = T,(T,(al+BV)) (definicdo de composicao)
=T,(aT, (0)+BT,(v)) (T, transformacao linear)
=al,(T,(0)+BT,(T,(v)) (T, transformacao linear)

=a(T, o T, )(W+B(T, o T,)(V) (definicdo de composicao)

Logo, T, oT assim definida € uma transformacao linear.

Exemplo 23
Considerando as transformagdes lineares T,:R* >R’ e
T,:R* > R* definidas por T,/(xy,z)=(x-y+z,-2x+3y-2z) e
T,(xy)=(2x+y,x+y), respectivamente, obtenha a transformagao
linear T, oT, .

A transformacao linear T, o T, : R®* — R? serd dada por (T,oT,)(x,v.z2)=T,( T,(xv.z) ))
(S

(x—y+z,-2x+3y-2)

T,(x—y+2z,-2x+3y-2)
(2x—y+2z)+(-2x+3y —2),(x -y + Z) + (—2x + 3y — 7))
(y+z,—x+2y)

Exemplo 24

Determinar a transformacgdo no plano que representa uma dilata-
¢do de fator 2 dada por T,(x,y)=(2x,2y), seguida de um cisalha-
mento dado por T,(x,y)=(x+2y.y).

A transformacdo no plano sera dada pela composicdo
(T, o )06 y) =T, (T, (6, y)) = Ty (22, 2y) = (2x+ 2(2y), 2y) = (2x+ 4y, 2y)

Exemplo 25

(Este exemplo ilustra transformacdes lineares apresentadas na secdo 4.2)
Determine a transformacdo no plano que representa uma ro-

tacdo de 60° no sentido anti-horario, seguida de uma reflexdo em

relacdo ao eixoy.

A rotagdo de 60°, conforme vimos na se¢3do 4.2, serad dada por
T,(%,y) =((cos60°)x —(sen60° )y, (senb0° )x +(cos60°)y) = (%x—@y,§x+§y)
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eareflexdoemrelagdoaoeixoypor T,(x,y) = (-x,y) .Assim,atransfor-
mac¢donoplanoserddadapelacomposicdode T, e T,,resultandoem
(T, oTl)(x,y)=Tz(Tl(x,y)):Tz(%x—gy,§x+%y):(—%x+§y,§x+%y)

Na préxima secdo, veremos alguns tipos especiais de operado-
res LINEARES, 05 quais s30 invertiveis, isto é, operadores lineares ™ conTeGpo RELACIONADO

que possuem inversas. Relembrando... operador linear € uma
transformacado linear na qual o domi-
nio e o contradominio sdo 0 mesmo
espaco vetorial, ou seja, s3o iguais.

4.6 OPERADORES LINEARES INVERTIVEIS OU
ISOMORFISMOS
Algumas definicdes necessarias, que serdo apresentadas a seguir,
nao sdo estranhas a vocé, pois foram trabalhadas no ensino médio,
as chamadas func¢des injetoras e sobrejetoras. ATENCAO

As defini¢des a seguir podem ser ge-
DEFINIGAO 7: Dado um operador linear T:V — V, dizemos que Té um neralizadas para transformagoes line-
operador injetivo, se dados 4,v e V tais que T(u)=T(v), entdo u=v. igijjnutaeii:e;’p Z?;Z?rzjzseeatf:mos
Equivalentemente, se dados U,v eV com U=V, entdo T(4)= T(V).
DEFINICAO 8: Dado um operador linear T:V —V, dizemos que Té
um operador sobrejetivo, se 0 conjunto imagem de T coincide com
o contradominio V; isto é,

Im(T)={veV/T(W)=V, paraalgumieV}=V.

DEFINICAO 9: Dado um operador linear T:V —V, dizemos que Té
um operador invertivel ou isomorfismo, se o operador T é injetivo e
sobrejetivo. Neste caso, o operador T possui um operador inverso
T*:V—V oqualsatisfaz T eT=ToT ™ =1, e | é a matriz identi-
dade de mesma ordem da dimensdo de V.

ATENCAO... EM OUTRAS PALAVRAS...

* A definicdo 7 nos diz que, se um operador linear é injetivo, elementos
distintos do dominio de T tém imagens distintas no contradominio de T.

* A definicao 8 no diz que, se T é um operador sobrejetivo, entdo todos
os elementos do contradominio de T sdo imagens de algum elemento do
dominio de T; ou seja, ndo sobram elementos no contradominio.

A seguir, consideremos alguns exemplos de operadores lineares e
verificaremos se eles sdo injetivos e sobrejetivos, ou seja, inversiveis.

Exemplo 26

Verificar se o operador linear T:R?*—>R? definido por
T(x,y) = (2x+y,x—y) é inversivel.
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Inicialmente precisamos verificar se T é injetivo e sobrejetivo.
Entdo, vamos fazé-lo por etapas:
|.  Verificando se T é um operador injetivo
De fato, sejam U= (x,,y,) e V=(x,,y,) eV =R?, tais que
T(u) =T(v). Mas isso significa escrever (2x, +V,, X, —V,) =(2X, +V,.%,
Comparando as componentes correspondentes, resulta o seguinte
sistema de equacoes lineares:

{2)(1 +Y. =26, 1Y,
X =Y. =% 7Y, l

cuja solugdo Unica é x, =x, ey, =y, (para chegar nesta respos-
ta, basta resolvé-lo através de um dos métodos vistos na unidade
2. Observe que temos duas equacgdes e quatro incégnitas!). Logo,
U=V e temos que Té um operador injetivo.

ll. Verificando se T é um operador sobrejetivo
De fato, seja w=(a,b) e Im(T). Mostraremos que existe um ve-
tor G=(x,y)eV=R?, tal que, T(U)=w para quaisquer x,y e R, ou
seja, mostraremos que Im(T) =V =R".

Observemos que T(U)=w implica (2x+y,x—-y)=(a,b). Assim,
comparando as componentes correspondentes, obtemos o siste-

2X+y=a
x-y=b"

ma linear

Sendo que podemos concluir que este sistema sempre tem
solucdo para qualquer valor de a,beR, pois sempre existira
x,y € R que o satisfaca. Logo, Im(T)=V =R’ e temos que T & um
operador sobrejetivo.

Assim, como T é injetivo e sobrejetivo, o operador T é inverti-

vel (defini¢do 9).

OLHE SO0...
Ainda nesta se¢do, veremos como obter o operador inverso.

Exemplo 27
Verificar se o operador linear T:R*>—R?, definido por
T(x,y) = (x+y,2x+2y), € um isomorfismo.

Da mesma forma que no exemplo anterior, necessitamos veri-
ficar se T é um operador injetivo e sobrejetivo.
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|.  Verificando se T é um operador injetivo
De fato, sejam U=(x,,y,) e V=(x,,y,)eV=R?, tais que
T(U)=T(V), ou seja, (X, +V;.2%; +2y,) = (%, +V,,2X, +2V,) .
Assim, obtemos o seguinte sistema de equagoes lineares

X +Y, =X+,
2%, +2y, =2X, +2y,

Observemos que, neste sistema linear, @ segunda equacao é
duas vezes a primeira equagdo. Assim, para resolvé-lo, basta consi-
derar apenas uma das equacgodes, cuja solugaoserd x, —x, =—-y, +V,
(temos uma equacdo e quatro incognitas, assim conseguimos ape-
nas obter umas em funcdo das outras!), reescrevendo de outro
modo, a fim de que possamos visualizar melhor o comportamento
temos: x, —x, ==y, —V,)-

Concluimos que todos os vetores G=(x,,y,) e V=(x,,y,)eV=R?
que satisfazem a relagdo x, —x, =—(y, —V,) entre suas coordenadas,
tém imagens iguais. Portanto, o operador linear ndo é injetivo.

ll. Verificando se T é um operador sobrejetivo
De fato, seja w =(a,b) eIm(T). Sob que condicées em a,beR,
temos que existe U=(x,y)eV=R?, tal que T(U)=w?

Observemos que T(U)=w implica que (x+y,2x+2y)=(3,b).

X+y=2a

Assim, obtemos o sistema de equacgdes lineares :
2x+2y=b

Resolvendo este sistema para x e y, verificamos que ele tem so-
lucdo (isto &, existem x,y e R ) se, e somente se a,be R satisfazem a
condicdo b =2a (para chegar nesta resposta, basta isolar, por exem-
plo, x na primeira equacdo e substituir o valor na segunda equac3o).
Assim, Im(T) = {(a,2a)/a € R};t V=R? (representa apenas uma reta
contida no plano V = R” e ndo todo o plano!). Logo, Tnao é um opera-
dor sobrejetivo, ou seja, sobram elementos no contradominio de T,

Portanto, como T ndo é injetivo nem sobrejetivo, T nado sera
um isomorfismo , ou seja, ndo possui um operador linear inverso.
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RESULTADOS ... PARA FACILITAR ...

* Nestes dois exemplos anteriores, verificamos se dado operador
linear era ou ndo injetivo e sobrejetivo. Mas, como vocé pode ter
observado, os calculos envolvidos nao sdo de simples compreen-
sdo, principalmente no caso de verificarmos a injetividade.

* Na verdade, existem resultados muito importantes que relacionam
um operador ser injetivo e sobrejetivo com o seu nicleo (assunto
que vimos na se¢ao 4.3, mais especificamente, a definicdo 2 e o te-
orema 4). Estes resultados que, efetivamente, serdo utilizados para
verificar se, dado um operador linear, ele é injetivo e sobrejetivo.

TEOREMA 8: Um operador linear T:V -V é injetivo se, e somente
se, N(T)= {6} (Isto significa dizer que o nucleo do operador é for-
mado somente pelo elemento neutro do espaco vetorial V).

Dem:
(=) Inicialmente, supondo que T é injetivo, mostraremos que

Nm) =}

Entdo, seja vV e N(T). Mostraremos que, de fato, v=0.

Observe que, 0eN(T), pois N(T)é um subespaco vetorial de
V (vimos isto na secdo 4.3). Logo, temos que T(V)=0 e T(0)=0.
Como V e OeV sao tais que T(V)=T(0) e como T é injetivo (por
hipétese), tem-se que v =0.Ou seja, 0 Unico elemento que perten-
ce ao nlcleo de T é o elemento neutro de V.

(«-) Agora, mostraremos que supondo N(T)= {6} o operador T é
injetivo.

Sejam U e veV, tais que, T(4)=T(V). Mostraremos que U=V,
ou seja, que T é injetivo.

Como T(U)=T(V), podemos escrever T(U)-T(V)=0 e como T
é um operador linear, temos T(G-V)=0, ou seja, G-V eN(T). Mas
N(T) = {6} Assim, G-V =0, ou ainda, G=V e, portanto, T é injeti-
VO.

TEOREMA 9: Um operador linear T:V —>V sobre um espaco veto-
rial Vde dimensdo finita é injetivo se, e somente se, € um operador
linear sobrejetivo.

Dem:

(—) Inicialmente, supondo que T é injetivo, mostraremos que T é
sobrejetivo.
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Pelo teorema anterior, como T é injetivo, N(T)= {6} Assim,
dimN(T) =0 e, pelo teorema 4 (secdo 4.3), temos que:

dimIm(T) =dimV -dimN(T) =dimV-0=dimV..

Como Im(T) é um subespaco vetorial do contradominio V (
Im(T)c V) e dimIm(T)=dimV, temos Im(T)=V . Portanto, T € um
operador linear sobrejetivo.

(«) Reciprocamente, vamos supor que T é sobrejetivo para mos-
trarmos que ele é também injetivo.

Assim, se T é sobrejetivo, pelo mesmo teorema 4, concluimos
que dimN(T)=0 e, portanto, N(T)= {6} ou seja, T é injetivo (resul-
tado a partir do teorema 8).

VVamos ver agora alguns exemplos que ilustram a aplicagao
destes resultados.

Exemplo 28
Aplicar os resultados dos teoremas 8 e 9 para verificar se o opera-
dor linear T(x,y)=(2x+y,x—y) é invertivel.

Para aplicarmos o teorema 8, vamos calcular primeiro o ndcleo
do operador, ou seja, N(T) = {\7 =(x,y)eR*/T(V)= (0,0)}.

Assim, resulta que:
T(V)=(0,0) = (2x+y,x—y)=(0,0) .

A partir disso, devemos resolver o sistema linear homogéneo
2x+y=o. A solucdo é somente a solugdo trivial v=(0,0) (este
X-y=0

resultado pode ser verificado facilmente isolando a incégnita x na
segunda equacdo e substituindo na primeira equacgdo!!!) Assim,
N(T) ={(0.0)} e, portanto, T é injetivo.

Mas, esse fato, pelo teorema 9, mostra que o operador T é so-
brejetivo. Portanto, T é invertivel (ou isomorfismo).

Exemplo 29

Analogamente, aplica-se os resultados dos teoremas 8 e 9 para concluir-
mos se o operador linear T(x,y) = (x +y,2x+ 2y) é um isomorfismo.
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mente importantes para caracteri-
zarmos um operador invertivel.
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Como no exemplo anterior, calculemos primeiro o ndcleo do
operador T, N(T) = {\7 =(x,y) e R* /T(V) :(0,0)}. Assim,

T(V)=(0,0) = (x+v.2x+2y)=(0,0).

Com isso, recai-se em um sistema linear homogéneo
{ x+y=0 , cujas solugdes sdo vetores que satisfazem y=-x .
2x+2y =0
VERIFIQUE! Assim, N(T)= {(x,—x)e]R2 /xe]R};t {(0,0)}. Portanto,
pelo teorema 8, o operador T ndo é injetivo. Além disso, pelo teo-
rema 9, concluimos que Ttambém ndo é sobrejetivo e, portanto,
ndo é um isomorfismo.

QUESTIONAMENTOS

Vimos que os dois teoremas anteriores dao condi¢des para que um
operador linear seja invertivel. Mas, como obter tal operador inverso?

A resposta a esta questdo serd dada utilizando-se da teoria desenvol-
vida na se¢do 4.4 sobre a matriz de uma transformacao linear.

Vejamos, entao:
RESULTADOS... PARA FACILITAR...

* Consideremos um operador linear invertivel T:V—>V cuja
matriz candnica é [T]. Como T é invertivel, existe o operador
linear inverso, T :V -V, cuja matriz candnica é [T].

+ Alémdisso, peladefinicdo9,sabemosqueTo T =T ' o T = Assim,
a matriz candnica deste operador composto satisfaz [T][T*]=1 e,
portanto, decorre que [T]=([T])™" =[T]™". Em outras palavras, “a
matriz candnica do operador inverso é a matriz inversa da matriz
candnica do operador T."

Um exemplo para ilustramos isso!
Exemplo 30
Consideremos o operador invertivel, exemplo 28, definido por

T(x,y) =(2x+y,x—vy). Obter a expressdo do operador inverso.

Entdo, pelo que vimos, precisamos primeiro calcular a matriz
canonica deste operador. Assim,

- - 2 1
TV)=AV = T(x,y):(2x+y,x—y):x(2,1)+y(1,—1):{1 Hx}
2 1 . . , . )
Logo, [T]= 1 , CUja matriz inversa é a matriz [T]" =
(para obter a inversa, aplique um dos métodos vistos na unidade

2, verifique!).
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Dessa forma, a matriz candnica do operador inverso
1
3
_2
3

TH:R* >R é [TH]=[T]" ={
definido por

X[ [+ 2 |[x| [$x+3y
T71 X, :Tfl — 3 3 — 3 3 ,
b=t ]M {% —%}M {%X—%y}

ou seja, T’l(x,y):(§x+%y,§x—§y), o qual também é um opera-
dor linear .

] e o operador inverso sera

Wl W=

Exemplo 31

Seja o operador linear T:R®*—>R®* definido por
T(x,y,z) =(x—=2y,z,x+Yy). Verificar se Té um isomorfismo e, em caso
afirmativo, determinar o operador inverso de T.

Vamos verificar primeiro se T é um operador injetivo, calculan-
do o seu nucleo.

Entdo, N(T) = {\7 =(xy,z) e R* /T(x,y,z) = (0, 0,0)}, ou seja, sdo 0s
vetores de R® que satisfazem a igualdade (x-2y,z,x+y)=(0,0,0).
Disso resulta o sistema linear homogéneo

X=2y=0
z=0
X+y=0

Resolvendo este sistema, vemos que a Unica solugdo é a so-
lucdo trivial v=(0,0,0) (basta verificarmos através da primeira
e segunda equacdo que a Unica possibilidade é que x =y = 0),
portanto N(T) = {(0,0,0)}.

Logo, T é injetivo e, consequentemente, pelo teorema 9, o
operador T é sobrejetivo. Portanto, T € isomorfismo, ou seja, exis-
te o seu operador inverso.

VVamos agora calcular a expressao do operador inverso:

1 -2 0
Observe que amatrizcanonicade Tédadapor [T]=|0 0 1
, pois 1 1 0

TV)=AV = T(x,y,z)=(x=2y,z,x+y)=x(1,0,1)+y(-2,0,1)+2(0,1,0) =
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i 0 2
Assim, a matrizinversa é [T]* = —3§ 0 ; (verifique!). Assim,
0 1 0
a matriz candnica do operador inverso é dada por esta matriz, e o
operador inverso serd definido por
X + 0 Z(x
T 'xy.2)=[T"]y|=|-2 0 %]y =(§x+§z,—%x+§z,y).
z 0O 1 0|z
Exemplo 32
No exemplo anterior, a matriz candnica do operador T é invertivel, pois
1 -2 0
det([T)=/0 0 1/|=-3%0.Logo, Té invertivel (ou isomorfismo).
1 1 O

Na proxima secao, definiremos dois operadores lineares espe-
ciais, os operadores ortogonais e os operadores simétricos. Além
das propriedades interessantes que eles possuem, aparecem em
vérias aplicacdes. Por exemplo, os operadores simétricos (também
chamados autoadjuntos) aparecem em problemas que envolvem
simetria e em outras situagdes, como em mecanica quantica. J3 os
operadores ortogonais aparecem na dindmica de corpos rigidos li-
gados a problemas de rotacdo e translagdo.

4.7 OPERADORES ORTOGONAIS E SIMETRICOS

Nesta secdo veremos algumas caracteristicas importantes dos ope-
radores ortogonais e simétricos, as quais necessitam de espacos
vetoriais munidos de um produto escalar (é importante revisar as
definicoes de comprimento, normalizacdo e produto escalar entre
vetores, vistas na unidade 1 e retomadas na unidade 3).

DEFINICAO 10: Um operador linear P:V —V é um operador ortogo-
nal, se PoP" =PT 0P =1, sendo P o operador transposto de P.

NOTACAO
O simbolo ' denota a composicdo de operadores (definida na se-
€30 4.5).
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ATENgﬂO

* Uma maneira de verificar se um
operador é invertivel ou isomor-
fismo, é considerar o determi-
nante da matriz candnica do
operador. Se este determinante
for diferente de zero, o operador
T é invertivel, caso contrario, o
operador ndo serg invertivel.

De alguma forma, isto ja aparecia na
unidade 2, na qual foi visto quais as
condigOes para que uma matriz seja
invertivel; ou seja, a matriz teria
que ser ndo-singular (determinante
diferente de zero).

* Além disso, podemos observar
que a matriz dos coeficientes
do sistema linear homogéneo
associado ao nucleo do operador
linear é exatamente a matriz can6-
nica do operador.

Isso também ja foi abordado na uni-
dade 2... um sistema linear homogé-
neo tem somente a solucdo trivial, se
o determinante da matriz associada a
este sistema for diferente de zero.

ATENgZ\o

As defini¢des e caracterizagdes dadas
nesta secdo serdo utilizadas poste-
riormente nas préximas unidades.
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OBSERVE QUE ...
+ O operador P é invertivel (rever a defini¢do na secdo 4.6 — pa-
gina 34), e o seu operador inverso é Pt =PT .
* Analogamente, define-se uma matriz ortogonal, ou seja, uma
matriz A é dita ortogonal se AAT =ATA =1, e sua matriz inversa
é a sua matriz transposta, isto é, A = AT,

Exemplo 33
Dado o operador linear P:R®> —>R® cuja matriz canénica é

7

[P1=|-¢

2
7

~NNv o

verificar se ele € um operador ortogonal.

~Nov N wn

|
~|w

Para verificarmos se o operador P cuja matriz canénica foi dada
acima é um operador ortogonal temos que verificar, conforme a de-
finicdo 10, se PoPT =PToP =1 . Isto significa, através do estudo de
matrizes associadas a transformacdes lineares (rever a definicdo na
secdo 4.6 — pagina 34), que basta verificarmos se a matriz candnica
deste operador composto satisfaz [PJ[P"]=1 e, como [P*]=[P'], te-
mos que verificar se o produto [P][P'] resulta na matriz identidade.

Vejamos,
6 6
73 3253 3| 100
Ty 6 3 3 6 _ —
PIP1=|-% + 17 5 < |=|0 1 0O|=I
6 6
2 5 -3 F 7] 001
Logo, P é um operador ortogonal.
Exemplo 34 1 -1
O operador linear P: R*> — R?, cuja matriz candnica é [P]:{1 ) }

nao é um operador ortogonal. Verifique!
Vejamos quanto resulta o produto entre as matrizes [P'] e [P]:

em 2 M e

Logo, P, assim definido, ndo é um operador ortogonal.

b

Seja o operador linear P:R*> — R?, tal que, [P]=

Exemplo 35 [
car se ele define um operador ortogonal.

2] . Verifi-

b o
b

b Gl

1 0
= =I. Logo P &
} {0 J ogo P é

N
Vejamos, [PW[P]:[f ﬂ{ g
7wl

um operador ortogonal.
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OBSERVE QUE...

+ O operador do exemplo 34 foi obtido a partir do operador do
exemplo 33, no qual normalizamos os vetores dados pelas colu-
nas da matriz candnica do operador (revisar as definicdes de com-
primento, normaliza¢do e produto escalar vistas na unidade 1).

TEOREMA 10: As seguintes afirmacdes sdo equivalentes para uma
matriz A de ordem nxn.
I. Aé ortogonal.
[l. Os vetores-coluna (ou vetores-linha) de A formam um conjunto
ortonormal de vetores de R" em relacdo ao produto escalar (re-
visar a definicdo de conjunto ortonormal dada na unidade 3).

Exemplo 36
O operador linear P:R* — R?, definido no exemplo 33, como vi-
mos anteriormente, é um operador ortogonal. Agora, verifique este
resultado em termos das colunas (ou linhas) da matriz candnica
formarem um conjunto de vetores ortonormais de R>.

De fato, considerando os vetores v, =(2,-%,2), v, =(2,2,8) e
Vv, =(%,2,-2), os quais representam as colunas da matriz canénica
de P, basta verificarmos que o comprimento de cada vetor é unita-
rio, ou seja:

ATENQio

* N3do faremos uma demonstragao
deste teorema, mas o ilustraremos
com alguns exemplos.

* Além disso, observe que o resultado
deste teorema para matrizes tam-
bém é vélido se estivermos pensan-
do em um operador ortogonal.

[ = GY +(C3) + @) =1 =GV +GY +E) =1 e o= EY +GY +(2) =1

e que sdo ortogonais dois a dois, isto &, (V,,V,) =((2,-£,2).(2,2,%))
2
7

S
(7,.95)= (3. -2.2)(6.2.-3) =0 e (3,.9,)=(2.2

~|o
—
—
~|o
N[N}
|
~ o
—
Nyt
I
o

Assim, o operador é um operador ortogonal.

MAIS UM RESULTADO...
* Se uma matriz A é ortogonal, entdo detA=1 ou detA=-1.
Vejamos:
Se A é ortogonal, entdo AA" =1.
Assim, det(AAT) =detl, ou seja, det(A)det(A")=1.
Mas, como det(A") =det(A), tem-se (det(A))* =1, o que implica
det(A)==+1.
Verifique este resultado nos exemplos 33 e 34.

DEFINICAO 11. Um operador linear S:V —V, é um operador simé-
trico,se S'=S, e ST denota o operador transposto de S. Analo-
gamente, define-se uma matriz simétrica, ou seja, uma matriz A é
simétricase AT=A.
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Exemplo 37 1 2 -1
Ooperadorlinear S: R?* — R® cujamatrizcanonicaé[S]=| 2 3 0
é um operador simétrico, pois ST =S . VERIFIQUE! -1 0 5
OLHE SO0...

Alguns autores trazem a seguinte definicdo para os dois operado-
res definidos acima, ortogonais e simétricos.

DEFINICAO 12: Seja V um espago vetorial munido de um produto
escalar, B uma base ortonormal de Ve T:V—V um operador li-
near. Entao:
a. T é chamado um operador ortogonal se [T][3 é uma matriz or-
togonal.
b. Té chamado um operador simétrico (ou autoadjunto) se [T]l3 é
uma matriz simétrica.

OBSERVE QUE ...

+ Estadefinicao nos diz que, se um operador linear for ortogonal
ou simétrico, isto independera da base ortonormal escolhida;
isto , se [T], for ortogonal ou simétrica para uma determina-
da base ortonormal B, entdo [T], também sera ortogonal ou
simétrica para qualquer outra base ortonormal a.

+ As definicdes 10 e 11 (mais simples) ndo contradizem esta de-

finicdo, pois usamos a base B, como sendo a base candnica,
que é uma base ortonormal.
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ATIVIDADES DA UNIDADE 4

ATIVIDADES 1

1. Verificar que T R* = R?, definida por T(x,y)=(x+2y,3x-y) , é um operador linear.
2. Verificar que T: R® = R®, definida por T(x,y,z)=(2x—y+zy—4z) é uma transformacdo linear.

3. Seja P, = {a,t* + a;t + a,/ a;, € R} o conjunto de todos os polindmios reais de grau menor
ou igual a 2. Mostrar que a aplicacdo T: P, = R*, definida por T(a,t* +a,t+a,)=(a,.a,,a,) € uma
transformacao linear.

4. Verificar que T: R* — R?, definida por T(x,y,z)=(2x-y+2z+3,y—4z—2) n&do é uma transformacdo
linear.

5. Dada a funcao T: R* = R®, definida por T(x,y)=(x+ky,x+k,y), verificar para quais dos seguintes
valores de k, T é uma transformacao linear:
a. k=x
b. k=1
c k=0

ab
6. Verificar que T: M22(R) = R, definida por Tﬂ dD=3a—4b+c—d , € uma transformacao linear,

sendo M, (R) = {4 = [;‘ g] abed€R},

7. Obter atransformagdo linear T: R* » R® tal que = {(-2.1).(1,3)}={V,.V, } é umabase de V = Rfe
T(-2,1)=(-1,2,0), T(1,3)=(0,-3,5).

8. Obter o operador linear T: R* = R® tal que B=1{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}= {\71,\72,\73} é uma base de
v=Re T(1,1,1)=(2,-1.4), T(1,1,0)=(3,0,1) e T(1,0,0)=(-1,5,1). Além disso, obter T(2,4,-1).

9. Sejam V.V, ¢ V5 vetores de um espaco vetorial V e T:V — R® uma transformacao linear para a qual
T(V,)=(1,-1,2), T(v,)=(0,3,2) e T(V,)=(-3,1,2). Obter T(2V, -3V, + 4V,).

10. Obter a transformacao linear tal que, e . Além disso, obter o vetor tal que.
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ATIVIDADES 2

1. Considerar o operador linear T:R* — R* definido por T(x,y,z)=(z,x—V,-z). Determinar uma base
para o nucleo de T e a dimensao do conjunto imagem de T.

2. Considerar o operador linear T: R* — R? definido por T(x,y) = (2x+V, 4x+2y). Verificar se:
a. os vetores (1,-2), (2,-3) e (-3,6) pertencem a N(T).
b. os vetores (2,4), (-3,-1) e (-1,3) pertencem a Im(T).

b
3. Dada a transformacao linear T: M(2,2) — R?, definida por T[E dD:(aer, b+c), determinar:
a. o subespaco N(T), sua dimensdo e uma base.
b. o subespaco Im(T), sua dimensdo e uma base.

4. Obter um operador linear T: R® - R* cujo nucleo é gerado por (1, 2,-1) e (1,-1,0).

5. Obter uma transformacdo linear T: R®* - R* tal que Im(T):[(l,S,—l,Z), (2,0,1,—1)}.

6. Em cada item, use a informac¢do dada para encontrar a dimensdo do nicleo da transformacao linear:
a. T: R> > R’ tem conjunto imagem com dimensao igual a 3.
b. Aimagemde T: R® - R® é R>.
c. T: P, > P, tem conjunto imagem com dimensao igual a 1.

7. Seja T:R* — R? atransformacdo linear definida por
T(xy.z,t)=(4x+y—2z—3t,2x+y +Z— 4t,6x—9z +9t) . Determinar uma base para o nlcleo de Te

uma base do conjunto imagem de T.

8. Seja T:R? — R’ um operador linear definido por T(x,y) = (2x—-vy,-8x+4y). Determinar o nicleo
de Te verificar se os vetores (5,10), (3,2) e (1,1) pertencem ao N(T).

9. Verificar que o nucleo do operador T:R* — R? definido por T(x,y)=(x-y,x+y) é formado so-
mente pelo elemento neutro de R*. O que podemos concluir sobre a dimensdo de Im(T)?
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ATIVIDADES 3

1. Seja a transformacdo linear T:R*> —»R® definida por T(xy)=(2x-y,x+3y,-2y) , e as bases
B={(-11).(21}={,.v,} e p ={0,0,1).(0,1,-1),(1,1,0)} = {W,, W,, W, }. Determinar [T]}. Qual a ma-
triz [T]?, em que a € a base candnica?

Sugestdo: considerar o = {(1,0,0),(0,1,0).(0,0,1)}= {¢, &, &, }.

1 -2
2. Seja [T]=| 2 0 | amatriz canénica de uma transformacao linear T: R* - R*. Se T(V)=(2,4,-2),
-1 3

obtenha v . Além disso, obtenha T(2,-3).

1
3. Seja T: R* - R? o operador linear cuja matriz candnica é [T]={ 1 ﬂ Determinar os vetores
U,V ew tais que T(U)=0,T(V)=2V e T(W) = (4,4).

4. Seja T: R* » R? tal que [T]:[_O1 _12} . Obter os vetores G eV, tais que T(U)=0 e T(V)=-V.
0 1
5. Considere a transformacao linear Tna forma T(Vv)=Av,em que A=|0 2|, e obtenha N(T) e Im(T).
0 1
6. Seja  T(xy)=(y.x-y,x) uma transformacdo linear e P={1,-1).(02)}={,.V,} e
B'={1,0,-1).(0,1,2).(1,2,0)}= {W, W, W, } bases de seu dominio e contradominio, respectiva-
mente. Obter [T,

7. Seja T: R* >R*> o operador linear definido por T(xy)=(x+y,—2x+4y) e a base
B={11).01.2)}= {\71,\72}, encontrar a matriz candnica de Te a matriz [T],.

8. Seja T: R* - R’ o operador linear cuja matriz em relagdo a base B = {(1,3),(—1,4)}= {\71,\72} ¢ dada
por A = 1 ‘7’]Obter:
-2 5
8.1. [T(v,)]; e [T(V,)];:
8.2. T(v,) e T(V,);
8.3.uma lei para T(x,y);
8.4. T(1,1), usando o item anterior.
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ATIVIDADES 4

1. Obter as transformagdes lineares T, +T, , T, —4T,, T,oT, e T,oT,,se T, :R* »> R* e T, :R* » R?
sdo dadas por T,(x,y)=(2y,3x) e T,(x,y)=(y.x).

2. Obter o dominio, o contradominio e a definicao de T, oT,, nos seguintes casos:
a. T,(x,y)=(2y,3x) e T,(x,y) =(x-y,x+vy)
b. T,(x,y)=(2x,-3y.x+y) e T,(x,v,z) =(x—v,y +2)
c Txy)=(x-y,y+z,x-2) e T,(xv,z)=(0,x+y +2)

3. Considerando as transformacgdes lineares T,,T, : R* — R definidas por T,(x,y,z)=(x+y-z,y-22z) e
T,(x.y,z) =(2x-y,3x-2y + z) , determinar:
a. o nucleo da transformacdo linear T, + T, ;
b. a matriz candnica da transformacao linear 3T, — 4T, .

4. As transformacdes lineares T,: R* > R* e T,: R® - R? sdo tais que T,(xy)=(y.x-y,2x+2y) e
T,(x.y.z) =(x,y). Determinar as transformagdes T, oT, e T, o T, e suas respectivas matrizes canonicas.

. ~ ~ 1 .
5. Qual é a transformacdo linear T:R*> — R’ que representa uma contracdo de T , seguida de uma
rotagcdo horaria de 45°? 2
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ATIVIDADES 5

ATENCAO

Alguns exercicios a seguir sao referenciados a exemplos ou exercicios de se¢bes anteriores. Isto foi
feito para que, na medida do possivel, vocé possa usar os resultados ja obtidos nas sec¢des anteriores
na resolu¢do dos aqui propostos.

1. Dado o operador linear T:R* - R® definido por T(x,y,z)=(z,x-V,~-2).
a. Determinar uma base para o ndcleo de T, se existir. O operador T é injetivo?
b. Obter a dimensdo de Im(T). O operador T é sobrejetivo?
c. O operador T é isomorfismo? Em caso afirmativo, obter o seu operador inverso.

2. (Secdo 4.1, exercicio 1) Mostrar que o operador linear T: R* — R? definido por T(x,y) = (x+2y,3x V),
€ invertivel e obter o seu operador inverso.

3. (Secdo4.1,exercicio8)Dadoooperador linear T: R* — R°talque T(1,1,1) =(2,-1,4), T(1,1,0) =(3,0,1)
e T(1,0,0)=(-1,5,1), mostre que este operador é invertivel, obtendo o seu operador inverso.

4. (Secdo 4.3, exercicio 2) Mostrar que o operador linear T: R”>—>R?, definido por
T(x,y) =(2x+y, 4x+2y), ndo é um operador invertivel.

5. (Secdo 4.3, exercicio 4) Naquele exercicio vocé obteve um operador linear T: R* — R? cujo ni-
cleo é gerado por (1, 2,-1) e (1,-1,0). Agora verifique se ele é um operador linear invertivel.

6. (Secdo 4.4, exercicios 3 e 4) Verificar se os seguintes operadores lineares sdo invertiveis. Em caso
afirmativo, obter os respectivos operadores inversos.
(a) T: R? > R? cuja matriz candnica é [T]:{ 13
(b) T: R> —» R? tal que [T]=E_ _ZT -1
1
7. (Secdo 4.5, exercicio 5) Vocé obteve (& 0 operador linear T: R* — R? que representava uma contragdo de
f , seguida de uma rotacdo horaria de 45°. Agora, obtenha o operador inverso deste operador linear.
8. Verificar que T:R?* — R?, definido por T(x,y)=(2x—2y,—2x+5y), € um operador simétrico (ou
autoadjunto).

9. Seja T(x,y,z)=(2x+y,x+y+2zy—-3z) um operador linear sobre R* com produto escalar. Mostrar
que T é um operador simétrico (ou autoadjunto), mas ndo é ortogonal.
5 1 0 0 1
10. Verificar se as matrizes [_1 O} e |0 2 0] sao simétricas.
3 00
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UNIDADE 5

AUTOVALORES E AUTOVETORES

Nesta unidade iremos estudar algumas caracteristicas especiais
associadas a operadores lineares. Muitas vezes, estamos interes-
sados em saber se existem vetores ndo nulos que sdo levados em
multiplos deles mesmos por um operador linear, ou seja, se exis-
tem vetores tais que as suas imagens sdo multiplos deles mesmos.
Estes vetores sdo chamados autovetores, e o escalar que da esta
multiplicidade é chamado um autovalor do operador linear.

5.1 DEFINICOES

Nesta secdo formalizaremos as defini¢des de autovalores e auto-
vetores e apresentaremos algumas propriedades e consequéncias
relacionadas. Vejamos:

DEFINICAO 1: Seja T:V — V um operador linear sobre um espaco ve-
torial V. Se existirem vetores VeV, V=0 e A eR tais que T(V)=AV
, entdo o escalar A é chamado de autovalor (ou valores proprios ou
caracteristicos) de T, e o vetor veV é chamado autovetor (vetores
préprios ou caracteristicos) de T associado ao autovalor A.

Exemplo 1

Considerando o operador linear T:R”> — R?, definido por
T(x,y) = (4x+5y,2x+Y), verifique se os vetores v =(5,2) e G=(2,1)
s3o autovetores.

Vejamos: V =(5,2) e R? serd um autovetor se existir um A eR
tal que T(v)=2Av. Consideremos ent3o:

#'&APUCA(;Z\O PRATICA

Esta teoria é uma ferramenta im-
portante no estudo de vibragoes, na
dindmica populacional, na mecanica
quantica e na geometria, dentre
outras areas do conhecimento.

T(5,2) =A(5,2) < (4.5+5.2,2.5+2) = 1(5,2) < (30,12) = A(5,2) & 30=51 e 12=2A.

Donde resulta que A =6. Logo, T(V)=6V.Assim, Vv=(5,2) éum
autovetor de T associado ao autovalor A =6.

Agora, para U=(2,1):

TO) =A< T(2,1)=A121) < (4.2+5.1,2.2+1)=A2,1) < (13,5)=M2,1) ©r=13/2 e L =5

Assim, ndo existe um A e R tal que T(U)=Ad.

ATENgT\o

Consideramos a definicdo de autovalores e autovetores associados a um operador
linear, no entanto, esta mesma definicdo aplica-se a autovalores e autovetores asso-
ciados a uma matriz A. Esta analogia pode ser observada quando considerarmos A
como sendo a matriz candnica do operador T,isto é A = [T] (Revisar a teoria sobre
matriz de uma transformacdo linear na unidade 4, secdo 4.4).
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Exemplo 2 : o
Verificar se o vetor v =(1,2) é um autovetor da matriz A :{8 J
associado ao autovalor A =3.

De fato, vimos na unidade 4 que T(v)=Av, entdo, pela defini-
cdo 1, T(V)=Av.

1 1
Assim, AV =V < 5 0 =\ _|& 31 . < A=3. Logo,
8 -1]2 2 6 2\

v é um autovetor associado a matriz A com autovalor A=3.

Exemplo 3
Como no exemplo anterior, verificar se o vetor G=(0,3) é um auto-

vetor da matriz A = 30 associado ao autovalor A =-1.
-1

De fato, AG=XG©E OHO}:}{O}C{O}ZK[O} ou
8 -113 -3 -3 3

seja, A=-1. Logo, T(U)=—u.

CONCLUIMOS QUE...
Nos dois exemplos anteriores, poderiamos olhar para a matriz A

como sendo a matriz candnica do_operador linear T:R* — R? de-
X 3 0 ||x

finido por T(x,y)zA{ } 8 =(3x,8x—vy) e dizermos que
v -1

A=3 e L=-1 sdo dois autovalores deste operador.

QUESTAO?? COMO GENERALIZAR ISSO...
Responderemos a esta questao, determinando os autovalores e au-
tovetores associados a um operador T:V — V qualquer. Vejamos:

Buscamos vetores veV, v=0 e AeR tais que T(V)=AV, ou
seja, tais que AV—T(V)=0. Na forma matricial, podemos escrever
(M-[TI)v=0. Esta tltima equagdo corresponde a um sistema ho-
mogéneo cuja matriz dos coeficientes (kl—[T]) € quadrada, e as
varidveis sdo as coordenadas do vetor v. Como queremos solu-
¢des nao triviais (V=0), devemos ter det(xl—[T]):O (revisar a
teoria de sistemas lineares homogéneos na unidade 2).

Assim, resolvendo a equacao det (A-[T])=0, obteremos os valo-
res de A que correspondem aos autovalores. Aequagao det (Al-[T])=0
é denominada equagdo caracteristica do operador T (ou da matriz
canbnica A =[T]), e suas raizes sdo os autovalores do operador T (ou
da matriz A =[T]). Apds, substituindo cada valor de A na equacdo
(M —[T])\7 =0, obtemos os autovetores associados aos autovalores.
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Vamos rever agora os exemplos 2 e 3 neste contexto.

Exemplo 4
Obter os autovalores e autovetores do opoe dorlinear T:R*> » R?
cuja matriz canbnica é a matriz A =r _lT.

Consideremos um vetor \70: (x,y) e a equagdo (AM-A)V=0.
Substituindo a matriz A= e a matriz identidade de ordem
2 nesta equacgdo, obtemoso sigtelwa na forma matricial:

oo T SO e [0 GG

Como buscamos vetores V # 0, a matriz dos coeficientes deste
sistema homogéneo deve satisfazer

det(}”_3 0 ]:o
-8 A+1
ou seja, temos a equacdo (A-3)(A+1)=0 < A*-24-3=0 <
A=3 ou A=-1.Estes dois valores de A sdo os autovalores do
operador T. Observe que podemos reescrever a equacgdo caracte-
ristica como A* -2A-3=0, que é um polinémio de grau 2.

Agora, para cada autovalor, determinemos os autovetores associa-

dos, substituindo o valor de A na equacao r=3 0 fx - 0.
-8 A+1)ly 0

. . 0 O)fx 0] .
Assim, para A =3, temos o sistema = , CUja so-
-8 4)\y 0
lucdo é y =2x, x e R, ou seja, os autovetores de Tassociadosa A =3
sdo os vetores do tipo v =(x,2x), com x e R (1 variavel livre).

linear homogéneo —4 0y _[0 , cuja solucdo é x=0, yeR.

Analogamente, para o autovalor A =-1, resolvemos o sistema
f—s oly) \o

Assim, os autovetores de Tassociados a A =—1 s3o os vetores de tipo
v=(0,y),com yeR (1variavel livre).

Assim, com este exemplo, mostramos que 0s Unicos autovalo-
res do operador T:R?> — R?, definido por T(x,y)=(3%,8y-y), sdo
os escalares A,=3 e A=-1.

Exemplo 5
Obter os autovalores e autovetores do operador linear T:R*> —» R?
Cuja matriz candnica é a matriz A = 21 :

2
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Consideremos um V=(x,y), e a equagdo (Al-A)V=0
. Substituindo a matriz A= é 2} e 3 matriz identidade de or-

dem 2, obtemos o sistema linear homogéneo na forma matricial

A=2 -1 )(x _ O}, Como buscamos vetores V=0, a matriz
o a-2)ly) lo

dos coeficientes deste sistema deve satisfazer

r—2 -1
det =0
0O A2
ou seja, temos a equacgdo (A—-2)(A-2)=0, cujas solugdes sdo
A, =A, =2. Estes valores de A s3o os autovalores do operador T.

Observe que podemos reescrever a equagdo caracteristica como
A —4A+4 =0, que é um polindbmio de grau 2.

Agora, para o autovalor A, =A, =2, determinemos os autove-
tores associados:

o - [A=2 =1 }(x 0]
substituindo o valor de A =2 na equagdo ( }[ J:[ ]
o a-2)ly) o

. . 0O -1)(xX 0 . -,
Assim, temos o sistema =| |, cuja solugdo é y=0,
o o)ly) |o

xeR, ou seja, os autovetores de T associados a A, =i, =2 530 0S
vetores do tipo v =(x,0), com xeR (1 variavel livre).

Exemplo 6
Obter os autovalores e autovetores do operador linear T:R?> —» R?
4 20
cuja matriz canbnicaé A=|-1 1 O0].
0O 1 2
Dessa forma, buscamos vetores vV =(x,y,z) e R®, V= 0, 0s quais
r-4 -2 0 |[x] [o
s3o solugdes do sistema linear homogéneo | 1 A-1 0 |ly|=|0
0 -1 a-2|z]| |0

Este sistema terd solugcbes ndo nulas se, e somente se,

A—b4 =2 0]
detf 1 A-1 0 |=0.Calculando o determinante desta ma-
0 -1 A-2
triz, obtemos a equagdo caracteristica (h—2)(A> —5AL+6)=0, cujas
raizes sdo A, =3 e A, =\, =2 (duas raizes repetidas e uma distin-
ta). Observe que podemos reescrever a equacdo caracteristica por
A —7A* +16A—-12=0, que corresponde a um polindmio de grau 3.
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Agora, determinemos os autovetores associados a estes auto-
valores.

Para A, =3, temos o sistema linear homogéneo na forma ma-

-1 -2 0O x 0 -x-2y =0
tricial| 1 2 O]|y|=|0],ouainda { x+2y =0 ,cujassolu-
0O -1 1|z 0 -y+z=0

¢bes sdo x=-2z e y=z,com zeR.Assim, 0s autovetores asso-
ciados a A, =3 sdo do tipo v=(-2z,z,z), com zeR (1 variavel
livre do sistema).

Analogamente para A, =A; =2, temos o sistema linear ho-
-2 =2 0|x 0

mogéneo na forma matricial |1 1 Of|y|=|0]|, ou ainda
0 -1 0}z 0

—-2x-2y =0
x+y =0, cujas solugdes sdo x=y=0 e zeR. Assim, os
_y =0

autovetores associados a A, =k, =2 sdo do tipo v=(0,0,z), com
zeR (1 variavel livre do sistema).

Exemplo 7

Obter os autovalores e autovetores do operador linear T:R®> — R?
3 0 -4

Cuja matriz canénicaé A=|{0 3 5
0O 0 -1

Procuramos vetores v =(x,y,z) e R*, V0, solucdes do sistema
A=3 O 4 || x 0

linear homogéneo 0 A-3 -5 ||y|=|0]|. Este sistema tera
0 0 A+1l|z 0

A=3 O A
solucbes ndo nulas se, e somente se, detf 0 A-3 -5 |=0.
0 0 A+1

Calculando o determinante desta matriz, obtemos a equacgdo caracte-

ristica (A—3)*(A+1)=0, cujas raizes sdo A, =A, =3 e A, =-1 (duas

raizes repetidas e uma distinta). Observemos que podemos reescre-

ver a equagdo caracteristica por A* —51% +31+9 =0, que correspon-

de a um polindmio de grau 3.

Agora, determinemos os autovetores associados a estes au-
tovalores.

186



FisICA
ALGEBRA LINEAR

Para A, =i, =3, temos o sistema linear homogéneo na for-
0O 0 4 |x 0
ma matricial |0 O -5||y|=|0|, cujas solu¢des sdo z=0, com
0O 0 4|z 0
X,y € R.Assim, os autovetores associados a A, =A, =3 sdo do tipo
V=(xy,0), com x,y e R (2 varidveis livres do sistema).
Analogamente para A, =-1, temos o sistema linear ho-
-4 0 4 ||X 0
mogéneo na forma matricial | 0 -4 -5|y|=|0]|, ou ainda
0O O 0|z 0]

—4X+4y =0 i _ -
{ Y . cujas solugbes sdo x=z,y=-2z e zeR.

-4y—-5z2=0

Logo, os autovetores associados a A, =-1 sao do tipo
V=(z,-27z2),com zeR (1 variavel livre do sistema).

Exemplo 8

Obter os autovalores e autovetores do operador linear T:R*> —» R?
Cuja matriz candnica é a matriz A= 1 OT.

Consideremos um V=(xy) e a equagdo (AI-A)V=0. Subs-

tituindo a matriz A = 0 } e a matriz identidade de ordem 2,
-1 0
A 1) x 0
obtemos o sistema na forma matricial )y = ol Como

1
buscamos vetores v =0, a matriz dos coeficientes ‘deste sistema
deve satisfazer a igualdade (et po-l =(. OU seja, temos como
equacdo caracteristica A +1=0, que ndo possui raizes nos nime-
ros reais. Assim, dizemos que este operador T n3o tem autovalores

no conjunto dos nimeros reais.

ALGUNS RESULTADOS...

+ Os exemplos anteriores nos mostram que a equacdo caracte-
ristica associada a um operador linear € um polindbmio de grau
igual a dimensdo do espaco vetorial do operador. Generali-
zando, se um operador T:V — V étal que dimV =n, entdo a
equacado caracteristica € um polindmio de grau n.

* Lembre-se do Ensino Médio, que, se um polindmio tem grau
n, este polindBmio tem no maximo n raizes reais. No exemplo
8, em particular, vemos que a equacao caracteristica ndo tem
nenhuma raiz real. Nos outros exemplos, as equagoes tém 2
ou 3 raizes (podendo ser repetidas), dependendo se a dimen-
sdo de V é 2 ou 3, respectivamente.

* Se, no exemplo 8, tivéssemos considerado as raizes da equa-
¢do caracteristica no conjunto dos nimeros complexos C,
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teriamos duas raizes, a saber, +i. Mas, nesta disciplina, nao
consideraremos o conjunto dos nimeros complexos, apenas o
conjunto dos nimeros reais.

DEFINICAO 2: Seja T:V — V um operador linear sobre um espaco
vetorial V. O Conjunto W, <V formado pelo vetor nulo e pelos
autovetores associados a um autovalor A é chamado autoespaco
associado a A; isto é,

W, ={veV/T(V)=av}.

Vejamos agora se o conjunto W, (autoespaco) é um subespa-
¢o vetorial.

TEOREMA 1. O conjunto W, = {\7 eV/T(v)= W}g V é um subespaco
vetorial de V.

Dem:
Para verificarmos se W, é um subespaco vetorial, teremos que ve-
rificar a validade de duas condicoes, a da adi¢cdo e da multiplica-
¢do por escalar. Vejamos:
I. Adicdo. Sejam 4,veW,. Mostraremos que U+veW,, oy,
equivalentemente, que T(i+V)=A(U+V) (pela definicdo de
autoespaco).

Como u,ve W, , temos que T(U)=2U e T(V)=Av.Assim,
TA+v) = TU+TV)=r0+AV =MU+V). oK!
T linear
Il. Multiplicacdo por escalar. Sejam ueW, e ke R.Mostraremos
que kie W, , ou, equivalentemente, que T(ku) = A(kd) (pela de-
finicdo de autoespaco).

Como ueW,, temos que T(u)=AU. Assim,
T(kd) = kT(Q)=k(Ard)=Ar(kua).oK!

—
T linear

Logo, W, é um subespaco vetorial.

CONCLUIMOS QUE...
+ Pelo item (Il) da demonstracdo do teorema 1 que qualquer vetor
que é multiplo de um autovetor de T associado a um autovalor A,
também é um autovetor de T associado ao mesmo autovalor A.

Exemplo 9

Determinar os autoespagos associados aos autovalores dos opera-
dores lineares dos exemplos 4 a 8.
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Vejamos:

* No exemplo 4, temos os autoespagos W, _; = {()(,2)()/)( IS R} e
W, .= {(O,y)/y € R} associados a A =3 e A=-1, respectiva-
mente. Observemos que a dimW, ;=1 (W, , =[V]|=[(1,2)])
e dimW,_, =1 (W,_, =[V]=[(0,1)]). Como s3o subespacos
vetoriais de V =R?, eles sdo retas que passam na origem (pois
contém o vetor nulo, 0=(0,0)) e contidas no R?.

* No exemplo 5 temos o autoespago W, ={(x,0)/xeR}
associado a A=2. Temos, neste caso que a
dimW,_, =1(W,_, =[V]=[(1,0)]). Como ele é um subespaco
vetorial de V=R? também é uma reta que passa na origem
(pois contém o vetor nulo, 0=(0,0)) e contida no R?.

* No exemplo 6 temos os autoespagos W, _; = {(—2z,z,z) lze R} e
W,_, = {(0,0,z)/z e ]R} associados a A=3 e A =2, respectiva-
mente. Observemos que a dimW,_; =1(W,_; =[V]=[(-2,1,1)])
ea dimW,, =1 (W,_, =[V]=[(0,0,1)]). Como s&o subespagos
vetoriais de V =R?, s3o retas que passam na origem (pois con-

tém o vetor nulo, 0 =(0,0,0) ) e contidas no R3.

* No exemplo 7, temos os autoespagos W, _, = {(x,y,o)/x,y € R}
e W,_, ={z-2z2)/zeR} associados a 1 =3 e A=-1, res-
pectivamente. A dimW, ;=2 (W, ; =[V]|=[(1,0,0),(0,1,0)]) e
a dimW, , =1 (W,_, =[V]= (1,—%1) ). Além disso, como
sdo subespacos vetoriais de V =R* sdo, neste caso, um plano
e uma reta, respectivamente, que passam na origem (pois con-

tém o vetor nulo, 0=(0,0,0)) e estdo contidos no R3.

* No exemplo 8 n3o existem autoespacos, pois ndo existem au-
tovalores reais.

Exemplo 10
Determinar o operador linear T:R* - R* que dobra o compri-
mento do vetor v, =(3,1) e triplica o vetor v, =(-2,1).
Relembremos o teorema 1, da unidade 4, que diz que uma
transformacado linear fica bem definida se conhecermos uma base
de seu dominio e as imagens destes vetores da base. Assim, seja
B={V,.V,}={(3.1).(-2.1)} uma base do dominio V=R?. Observe-
mos que suas imagens sdo:

T(v,)=2v, ©T(3,1)=2(3,1)=(6,2) e T(v,) =3V, < T(-2,1)=3(-2,1) =(-6,3)
pois o operador Tdobra o comprimento do vetor v, =(3,1) e tripli-

ca o vetor v, =(-2,1).
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Assim, seja Vv =(x,y)e V=R?, entdo ele pode ser escrito como
combinacgdo linear dos vetores da base £:

V=0V, +0V, & (xYy)=¢(31)+c,(-21) < (xvy)=(3c, —2¢,.¢C, +C,)

Resolvendo o sistema linear definido pelas componentes dos

vetores, temos ¢, = X*2Y o ¢ _TX¥3V
5
Assim,
(x,y)= X+2y (3,1) +L+3y(_2' 1).

Aplicando o operador T e usando a linearidade, segue que

Toy) = X+2y T3.1)+ —x;rBy T(=2,1) = X+2y 6,2)+ —X+3y (=6,3) = [12x5—6y ’ —x+513y)
) o 12x—6y —x+13y
Portanto, o operador linear obtido é T(x,y) = .

o qual verifica as imagens T(3,1)=(6,2) e T(-2,1)=(-6,3).

DEFINICAO 3: Seja T:V — V um operador linear sobre um espago
vetorial V e um autovalor A e R. Chamamos de multiplicidade al-
gébrica (m.a.) de um autovalor A a quantidade de vezes que este
autovalor aparece como raiz da equagao caracteristica do operador
T e de multiplicidade geométrica (m.g.) do autovalor A a dimensdo
do autoespaco associado a este autovalor.

Exemplo11
Determinar as multiplicidades algébricas (m.a.) e geométricas (m.g.)
dos autovalores dos operadores lineares dos exemplos 4 a 8.

* No exemplo 4, temos que A =3 tem ma.=1, pois este auto-
valor é uma raiz simples da equacao caracteristica e mg.=1,
pois a dimensdo de seu autoespaco é 1. Pelas mesmas justifi-
cativas, A=-1 possuima.=1 emg.=1.

* Noexemplo 5, temos que A =2 possui ma.=2, pois € uma raiz
dupla da equacdo caracteristica, e mg.=1, sendo a dimensao
do autoespaco associado.

* No exemplo 6, A=3 tem ma.=1, pois é uma raiz simples,
e mg.=1, que é a dimensdo do autoespaco associado. Para
A =2, ma. =2, pois é uma raiz dupla da equacdo caracteristi-
ca, e mg.=1, sendo a dimensao do auto'espago associado.

* No exemplo 7, A=3 tem ma.=2, pois é uma raiz dupla da
equacgado caracteristica, e mg. =2, sendo 2 a dimensdo do au-
toespaco associado. Para A =-1, temos ma.=1, pois o auto-
valor é raiz simples da equacgdo caracteristica, e mg.=1, que
é a dimensdo do autoespaco associado.

* No exemplo 8, como ndo existem autovalores, ndo teremos
multiplicidades algébrica e geométrica.
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Este exemplo, em que determinamos as multiplicidades algé-
brica e geométrica dos autovalores de alguns operadores lineares,
ilustra o TEOREMA A SEGUIR.

TEOREMA 2: Seja T:V — V um operador linear sobre um espaco veto-
rial Ve um autovalor A e R . Entdo, valem as seguintes afirmacdes:
I. Amultiplicidade geométrica € menor ou igual a multiplicidade
algébrica do autovalor, ou seja, m.g.<ma. para um autovalor.
Il. Se a multiplicidade algébrica é um, entao a multiplicidade ge-
ométrica também é um.

CONSEQUENCIA DESTE RESULTADO...
Um operador linear T:V — V num espaco vetorial de dimensao n

admite no maximo n autovalores distintos.

Observemos esta consequéncia nos exemplos anteriores 4 a 8.

Exemplo12
+ No exemplo 4, o operador linear T:R*> » R* possui dois
autovalores distintos | =3 e A =-1. Observemos que a

dimV =dimR?*=2.

+ No exemplo 5, o operador linear T:R* — R?* possui dois au-
tovalores iguais A, =A, =2.

+ No exemplo 6, 0 operador linear T:R* — R* possui dois au-
tovalores distintos A, =3 e A, =A; =2, embora a multiplici-
dade algébrica do autovalor 2 seja ma.=2.

+ No exemplo 7, o operador linear T:R*> - R* possui dois au-
tovalores distintos A, =&, =3 e A, =—1, embora a multiplici-

dade algébrica do autovalor 3 seja ma.=2.

+ No exemplo 8, o operador linear T:R*> — R? n3o possui au-
tovalores reais.
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5.2 POLINOMIO CARACTERISTICO

Nesta secdo iremos definir o polindmio caracteristico de um ope-
rador linear ou de uma matriz, além de algumas propriedades rela-
cionadas com este polindémio.

DEFINICAO 3: Seja T:V — V um operador linear sobre um espa-
co vetorial V. Definimos o polinémio caracteristico de T, ao poli-
ndémio p(k):det(M—[T]). (Observe que a equagdo caracteristica
det(kl—[T])=O, associada a este polindmio, foi obtida na secao
anterior). Os zeros ou as raizes de p(A), se existem, serdo os auto-
valores do operador T.

EM TERMOS MATRICIAIS...
all alZ alS
* Se A=[T]=|a,, a,, a,; |€umamatriz3x3,entdo o polindmio

aSl a32 a33
7“_811 —dp —diz
p(r)=det(rI-[T])=det| -a,, Ar-a,, —a,5; | € um polind-
a3 —3s, 7‘_833
mio em A de grau 3.
all aln
* Analogamente, se A=[T]=| : "-. i | é uma matriz nxn,
aﬂl T ann
X_an —d1n
entdo o polinomio P(M=det@I-[T)=det| = " & | ¢

um polindmio em A de grau n.

Exemplo 13

Determinar o polindmio caracteristico e os autovalores do operador
linear T:R* » R? cuja matriz candnica é a matriz A = =3 .
-1 2
O polinbmio caracteristico serd

4

A+3
A) = det(rl-A) = det
p(r) = det(rl-A) e[l Ao

}:(x+3)(x—2)+4=x2+x—2
Assim, as raizes de p(A)=A>+A1-2=0 sdo A=1 ou A=-2.

Portanto, os autovalores do operador linear Tsdo A=1 e A=-2,
ambos com multiplicidade algébrica igual a 1.
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Exemplo 14
Determinar o polindbmio caracteristico e os autovalores do operador
3 0 -4
linear T:R*> - R* cuja matriz candnica é a matriz A=|{0 3 5
0O 0 -1

O polinbmio caracteristico serd
A=3 0 4
p(A)=det(rl-A)=det| 0 A-3 -5 |=(A-3)A-3)A+1)=(A-3)*(r+1)
0 0 A+1

Assim, as raizes de p(A)=(A-3)(A+1)=0 sdo A,=i,=3
e M\, =—1. Portanto, os autovalores do operador linear T sdo
A, =A, =3, com multiplicidade algébricaiguala 2, e A, =-1, com
multiplicidade algébrica 1.

Exemplo 15 13
Determinar o polindmio caracteristico da matriz AzL } e os
seus autovalores, se existirem.

Seu polinbmio caracteristico é dado por
A-1 -3 .
p(r)=det(rl-A)= 4 o =(A-1)(A-5)-12=2" -61-7

Assim, as raizes de p(A)=A’ -61L-7 sdo A, =7 e A, =-1.Por-
tanto, os autovalores da matriz A sdo A, =7, com multiplicidade
algébricaiguala 1 e A, =—1, com multiplicidade algébrica 1.

Exemplo 16 0 1
Determinar o polindmio caracteristico da matriz A ={ 1 } e os
seus autovalores, se existirem.

Seu polinbmio caracteristico é dado por
ro-1
p(?»):det(kl—A):‘1 x‘=k2+1.

Observando o polinémio caracteristico, concluimos que nao
existem rafzes reais. Assim, em R, ndo existem autovalores para
a matriz A.

ATENgT\o

Se considerassemos o conjunto dos nimeros complexos, o polindmio caracte-
ristico teria duas raizes complexas A, =i e L, =-i.Portanto, os autovalores da
matriz Aseriam A, =i e A, =i, ambos com multiplicidade algébrica igual a 1.
Porém, o objetivo deste curso é considerar somente o conjunto dos ndimeros re-
ais, ou seja, se o polindbmio caracteristico ndo tem raizes reais, diremos simples-
mente que a matriz ou o operador linear ndo tem autovalores.
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Agora, consideremos uma matriz quadrada A e um polindmio f(x) de graun,
definido por

f(x)=a,x"+a, X" +---+ax+3,,coM g ,---,3,,3, € R,
a matriz f(A) é dada por f(A)=a,A" +a, ,A"" +---+a,A+a,l. (Note-se que f(A)

€ obtida de f(x), substituindo-se a variavel X por Ae o escalar a, por a,l. Além
disso, observa-se que A? = AA, A =A%A, ..., A" =A"A).

Exemplo 17
Considerando os polindmios f(x) = 2x2 - 3x + 5 e g(x) =x2—6x -7,

1 3
obter f(A) e g(A) se A = { }
4 5

Aplicando a matriz A nos polindmios f(x) e g(x), temos que

13 18 1 10 28 2
f(A)=2A% —3A+5/=2 3 -3 3 +5 = ! e
24 37 4 5 0 1 36 64

g(A)=A2—6A—7|:[13 18}_6{1 3}_7{1 O}:{o o]
24 37] |4 5] "o 1] |0 o

DEFINICAO 4: Se f(A)=0, dizemos que a matriz A é uma raiz do poli-
némio f(x) ou, ainda, que o polindmio f(x) é um anulador de A.

Exemplo 18

A partir dos resultados para f(A) e g(A) no exemplo anterior, con-
cluimos que o polindmio f(x) ndo é um anulador da matriz A, en-
quanto que g(x) é um anulador de A, pois f(A)=0 e g(A)=0.

TEOREMA 3: (Teorema de Cayley-Hamilton) Seja T:V — V um ope-
rador linear sobre um espaco vetorial V e A=[T] a sua matriz ca-
ndnica. Entdo, a matriz A=[T] é uma raiz de seu polinémio carac-
teristico; isto é, p(A)=p([T])=0. Neste caso, ainda dizemos que o
polinémio caracteristico é um anulador da matriz A=[T] ou que
A =[T] anula o polindmio caracteristico.

Dem: (Daremos a demonstracdo para o caso 2x2).
. a ~ LA . p
Seja A=[T] :[ j . Entdo o polindmio caracteristico de T é
C

p(\) =detH; ﬂ-E ZD — (o—a)(n—d)—bc.

Ent3o, aplicando p em A, tem-se

a2 542 3 34 5

Ouseja, A=[T]= {a

b, . o .
q € uma raiz do polinémio caracteristico.
C
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Exemplo 19 13
Verificar se a matriz candnica Az[4 5}, associada ao operador

linear T:R”>— R?, definido por T(x,y)=(x+3y,4x+5y), € uma
raiz de seu polindbmio caracteristico.

De fato, pelo exemplo 15, temos que p(A)=2A%—61—7. Assim,

13 1 — -1 -
N s L N
24 37 -24 =30 o -7 0 O

Logo, p(A) = A2 — 61— 7 é um polindmio anulador da matriz A =[T].

Exemplo 20

Verificar que o polindmio caracteristico p(A) =A* —=7A* +16A—12 do
4 2 0

operador linear T:R* — R?, cuja matriz canénicaéA=|-1 1 0|,
0O 1 2

satisfaz o teorema de Cayley-Hamilton, ou seja, que p(A)=0.

Vejamos, aplicando a matriz A no polindmio caracteristico de
T, resulta em

p(A)=A®-7A% +16A-12I=

46 38 O 14 10 O 4 2 0 1 00 0 0O
=(-19 -11 0|-7|-5 -1 O|+16|-1 1 0|-12|0 1 O| =0 O O
-7 5 8 -1 3 4 0 1 2 0 0 1 0 0O

Logo, o polindmio caracteristico de T verifica o teorema de
Cayley-Hamilton.

CURIOSIDADES...
+ Existem férmulas simples para polindmios caracteristicos de
matrizes de ordem 2 e 3, vejamos:

* Seja tr(A) 0 trago da matriz A, ou seja, a soma dos elementos
da diagonal principal de A.

, a,, a . o

Se considerarmos A={ H 12] entdo seu polinémio carac-
. . a,, a

teristico sera dado por R

A— 9y, —d;,
—dy A —ad,

p(x):de{

} =2?—(3,, +3,, )A+det(A)=21" —tr(A)r +det(A)

ou seja,
p(h)=1%—tr(A)r+det(A).
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all a12 al_’)
Agora, considerando A=|a,; 3,, a, |, obtemos o polind-
mio caracteristico d;; 35, dgg
A-a; 3, —a3

p(h)=det| —a,, A-a,, -3y [=A°—tr(AF+(A, +A, +A; )h—det(A)

—ds5 —ds, A— ds3

emque A, A,, e A;; denotam, respectivamente, os cofatores dos
elementos a,,, a,, € a;; . Assim,

p(R)=2>—tr(A)A7 +(A,, +A,, + Ay )L —det (A).

(Este assunto de cofatores foi visto na unidade 2).

Exemplo 21

. Do - . 5 3
Determine o polindmio caracteristico da matriz A= {2 10} .
Como A é uma  matriz 2x2, temos que

p(A)=2"-tr(A)r+det(A).  Mas,  tr(A)=5+10=15 e
detA=50-6=44. Portanto, p(L)=A" —15L+44.

5.3 BASE DE AUTOVETORES

Nesta sec¢do, iremos apresentar alguns resultados que nos condu-
zem a obtengdo de uma base do espago vetorial, formada por ve-
tores especiais, 0s autovetores.

TEOREMA 4: Seja T:V — V um operador linear sobre um espaco
vetorial V. Entdo, autovetores associados a autovalores distintos
sdo linearmente independentes (L.I.)

Dem:
Vamos considerar a demonstracao deste teorema para o caso de
dois autovetores associados a autovalores distintos.

Assim, sejam G,veV tais que T(U)=A,0 e T(V)=A,v, com
A #EN,.

Mostraremos que a Unica solu¢do da equacdo ¢, i+c,v=0
éc=¢=0.

Aplicando o operador T na expressdo c,i+c,v =0 e usando a

sua linearidade, temos:
¢, T(@+¢c,T(V)=T(O) ou, ¢,A,U+C,A,V=0.
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Multiplicando a expressdo c,i+c,v=0 por A,, obtemos
cAU+CAV=0.
Subtraindo as equacdes (&) e (#), obtemos ¢,(A, —A,V=0.
Assim, como A, #A, e V=0, temos que ¢, =0.
Analogamente, multiplicando ¢,i+c,v =0 por A,, obtemos
cAU+CGAV=0.
Agora, subtraindo (&) e (% &%), obtemos a igualdade
¢, (L, =2,)0=0.

Novamente, como A, #A, e G= 0, temos ¢, =0. Mostramos,
assim, que os dois autovetores associados a autovalores distin-
tos sdo linearmente independentes, pois ¢,i+c,V=0 se, e so-
mente se, ¢, =¢, =0.

CONSEQUENCIA...
Deste resultado, temos que ...
* Se V é um espaco vetorial de dimensdon, e T:V— V é um
operador linear que possui n autovalores distintos, entdo V
possui uma base cujos vetores sdao autovetores de T.

Em outras palavras, se conseguirmos obter tantos autovalores
distintos quanto for a dimensdo do espaco, a existéncia de uma
base de autovetores estard garantida.

Exemplo 22

Seja T:R*—> R* o operador linear definido por
T(x,y) = (3% + 4y,—x +2y). Verificar se existe uma base de V=R?
formada por autovetores de T.

A matriz canbnica associada ao operador T é a ma-

. -3 4 A _ 3
triz A=[T]={ 1 2}, e o0 seu polindbmio caracteristico é
—4

A+3
A)=det =M +A-2.
LR
As raizes do polinémio caracteristico sdo A=1 e A= -2, as quais sao
os autovalores de T e observamos que dimV =dimR* =2, ou seja, 0

ndmero de autovalores distintos é igual a dimensdo do espaco vetorial.
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Assim, pela consequéncia do teorema, podemos garantir a
existéncia de uma base de autovetores para V=R".

Determinemos tal base calculando os autovetores associados a
cadaumdos autovalores. Para A =1, devemos resolver o sistema linear

—4

. {4
homogéneo
1 -1

X 0 . - - .
H } = [O} , cujas solucdes sdo os vetores do tipo
y

vV =(x,x), xeR.Se tomarmos x =1, obtemos o autovetor v=(1,1) e
uma base do autoespago associadoa A =1 é B,_, = {(1,1)}.

Analogamente, determinaremos os autovetores associados a

1 - 0
A =-2,resolvendo o sistema linear homogéneo { AHX} :{ }
1 -4y 0

cujas solugdes sdo vetores do tipo U=(4y,y), yeR.Se y=1, ob-
temos o autovetor U=(4,1) e uma base do autoespago associado a
r=-2 & B,_,={41}

Assim, obtemos uma base de autovetores para o0 espaco veto-
rial V=R?, formada pela unido das bases dos autoespacos, a sa-

ber, B={(1,1),(4,1)}= {v.u}.

Exemplo 23
No exemplo 5, secdo 5.1, obtivemos que os autovalores do operador

2 1
linear T:R?*> - R?, cuja matriz candnica é a matriz Az{o 2}, 530

A, =A, =2, 0u seja, dois autovalores reais e iguais. Portanto, ma. =2
para este autovalor.

Além disso, foi obtido o autoespaco associado a este autova-
lor, a saber, W,_, = {\7=(x,0)/erR<}, cuja dimensdo como um su-
bespaco vetorial é 1.

Assim, uma base para W,_, é B,_, ={(1,0)}, em que tomamos
x =1 no vetor v.Assim, a partir dos autoespagos de T, ndo consegui-
mos obter uma base de autovetores para o espaco vetorial V =R?,
pois temos somente um autovetor linearmente independente.

Exemplo 24

Noexemplo 6,se¢do 5.1, obtivemos os autovalores e autovetores do
4 2 0

operador linear T:R® — R?® cujamatrizcanénicaé A={-1 1 0].
0O 1 2
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Estes autovaloressdo A, =3 e, =2, = 2, € 05 autoespagos associa-
dossao W, , ={V=(-2z,2,2)/zeR} e W, ={¥=(0,0,2)/ze R},
respectivamente.

Uma base para W,_; é B,; ={-2.1,1)} (tomamos z=1 em
W, ) epara W,_, é B,_, ={0,0,1)} (tomamos z=1 em W,_, ).

Portanto, a unido das bases dos autoespacos,
B={-2.1,1).(0,0,1)}, ndo forma uma base do espago vetorial
V=R*. (Lembre-se de que qualquer base de V =R*® deve ter trés
vetores L.1.).

Exemplo 25

Seja  T:R*—> R®* o operador linear definido por
T(x,y,z) =(3x—42z,3y +5z2,—2z). Verificar se existe uma base de
V =R*® formada por autovetores de T.

No exemplo 7, calculamos os autovalores e autovetores deste

3 0 -4
operador cuja matriz canbnica € A={0 3 5 |. Os autovalores
0O 0 -1

obtidos foram A, =A, =3 e A, =-1 e, para cada autovalor, deter-
minamos os autovetores associados. Para A, =A, =3, obtemos que
os autovetores sdo do tipo v =(x,y,0), com x,y e R (2 variaveis li-
vres do sistema). Assim, tomando x=1, y=0, temos v, =(1,0,0)
e tomando x=0,y=1, temos Vv, =(0,1,0). Portanto, uma base
para o autoespaco associadoa A, =, =3 é B, 5 ={(1,0,0),(0,1,0)}
.Analogamente, para o autovalor A, =-1, obtemos os autovetores
do tipo V=(z,-2zz), com zeR (1 variavel livre). Se z=4, temos
o0 autovetor v, =(4,-5,4) e uma base para o autoespago associado
la hy =1 € B,_, ={4,-54)}.

Portanto, obtemos uma base de autovetores para V=R?
,formada pela unido das bases dos autoespacos de T, a saber,
B=1{10,0).(0,1,0).(4,-5,4)} = {V,.V,,V, }.

QUESTAO....

Estes quatro exemplos (de 22 a 25) ilustraram a existéncia ou nao
de uma base de autovetores para o espaco vetorial V. No caso de
existir a base de autovetores (exemplos 22 e 25), como é a matriz
do operador T em relagdo a esta base de autovetores?

Responderemos esta questdo na secdo 5.5.
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5.4 POLINOMIO MINIMAL

Nesta secdo definiremos o polindmio minimal de um operador
linear e suas principais caracteristicas relacionadas com o poli-
ndmio caracteristico.

DEFINICAO 5: Seja A uma matriz quadrada. O polindmio de menor
grau dentre aqueles que anulam a matriz A é chamado polinémio
minimal ou minimo de A. Ou seja, se m(x) denota o polindmio mini-
mal de A, entdo m(A)=0.

CONSEQUENCIA...

* Observemos que a matriz A pode ser vista como a matriz ca-
ndnica de um operador linear, isto €, A=[T] e nesse caso dize-
mos que o polindmio m(x) é o polindmio minimal do operador
linear T, em que m([T])=0.

Antes de darmos alguns exemplos sobre polindmio minimal, ve-
remos algumas condi¢6es necessarias para que um polindmio seja
candidato a polindmio minimal de uma matriz (ou operador linear).

TEOREMA 5: O polindmio minimal m(x) de uma matriz A (ou operador
linear T) divide todo polinémio que tem A (ou T) como um raiz, ou seja,
divide todo polindmio anulador de A(ou T). Em particular, m(x) divide
o polindmio caracteristico p(x) de A(ou T), pois, pelo teorema de Cay-
ley-Hamilton, o polindmio caracteristico € um anulador de A (ou 7).

TEOREMA 6. Os polinémios caracteristicos p(x) e minimal m(x) de uma
matriz A (ou operador linear T) tém os mesmos fatores irredutiveis.

CUIDADO !!!!

Este teorema ndo nos diz que os polindmios m(x) e p(x) sdo iguais
e, sim, que qualquer fator irredutivel de um deve dividir o outro.
Em particular, como um fator linear € irredutivel, estes polindmios
tém os mesmos fatores lineares. Logo, eles tém as mesmas raizes.

Temos, entdo, o resultado a seguir que ndo serd demonstrado,
no entanto, é importante.

TEOREMA 7: O polindmio minimal m(x) de uma matriz A (ou opera-
dor linear T) tem as mesmas raizes que o polindmio caracteristico

p(x). Portanto, estes dois polindbmios tém os mesmos autovalores.

Vejamos alguns exemplos que ilustram estes resultados.
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Exemplo 26
Seja  T:R*—> R®* o operador linear definido por
T(x,y,z) = (3% — 42,3y + 5z,-z) . Determinar o polindmio minimal de T.

No exemplo 14 da se¢do 5.2, determinamos o polindmio carac-
teristico deste operador, dado por
r=3 O 4
p(r)=det(Al-A)=det| 0 A-3 -5 |=(A-3P(h+1).
0 0 A+1

Isto é, p(A)=(A—3)*(A+1).
Assim, a partir do polindmio caracteristico e dos resultados dos
trés Gltimos teoremas, os candidatos a polindmio minimal de T s3o:

m,(A)=(A-3)(A+1) e m,(A)=(A-3)’(A+1)(=p(x) — polindbmio ca-
racteristico)

Como o polindbmio minimal é o polinbmio de menor grau den-
tre aqueles que anulam o operador, comegamos testando se m, (1)
é o minimal, pois o grau de m, (%) é menor que o grau de m,(A).

0 0 —4||4 O -4 0O 0 O
m,(A)=(A-3l)A+)=|0 O 5|0 4 5 |=|{0 0 O].
0O O 4|0 O O 0O 0 O

Assim, o polindmio m,(A)=(A—3)(A+1) é o polindbmio minimal
de T. Observe que este polinbmio minimal € um produto de fatores
lineares distintos (A —3) e (A +1).

Exemplo 27
Seja T:R*—> R®* o operador linear definido por
T(x,y,z) = (4x+2y,—x+V,y +2z) . Determinar o polindmio minimal de T.

Inicialmente, determinemos o polindbmio caracteristico de T e,
a partir deste, determinemos os candidatos a polindmio minimal.

A—4 -2 0
p(A)=det(Al-A)=| 1  A-1 0 |=(A-2)A°-51+6)=(A-2)*(L—-3)
0 -1 Ar-2

Assim, p(A)=(A—-2)’(A—3) é o polindmio caracteristico de T.
Agora, pela mesma anélise feita no exemplo anterior, os candi-
datos a polindmio minimal s3o:
m, ()= (A -2)(A-3) e m, (1) = (L —27(L ~3)=p(x).
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Iniciaremos a analise por m, (L), pois o grau de m,(A) é menor
que o grau de m,(1).

2 2 oll1 2 o 0O 0 0
m,(A)=(A-2)(A-3)=|-1 -1 O||-1 -2 0 |=|0 0 0.
0 1 oflo 1 -1| |-1 2 0

Como m,(A)=0, m,(A) ndo é o polindbmio minimal de Te, como
m,(A) =p(A) € um anulador (teorema de Cayley-Hamilton), teremos
que m,(A) é o minimal, ou seja, o polindmio minimal é o préprio
polinémio caracteristico. Observe que o polinémio minimal ndo
é um produto de fatores lineares distintos, pois (L—2) se repete
duas vezes. (Observe o termo (L —2)° em m,(%)).

Exemplo 28

Seja T:R> — R’ o operador linear cujo polindmio caracteristico
ép(r)=(r—4)(L+1)°. Determinar todos os candidatos a polind-
mio minimal de T.

Pelos resultados dos teoremas anteriores, os candidatos a
polindmio minimal de T possuem os mesmos fatores lineares irre-
dutiveis (A—4)e (A+1) do polindmio caracteristico. Assim, basta
alterarmos os expoentes destes fatores até o nimero maximo que
aparece nos expoentes do polindmio caracteristico. Portanto, os
candidatos a minimal sdo:

m, (L) =(A—4)(A+1) (polindmio de grau 2)
m, () =(A—4) (L +1) e m,(A)=(A-4)L+1)* (polindmios de grau 3)
m,(A)=(r—4)*(A+1)* (polindmios de grau 4)
ms(A) = (A —4)* (L +1)* =p(x) (polindmios de grau 5)

Porém, como ndo conhecemos a lei de definicdo do operador
T, ndo temos condic¢des de determinar qual dos cinco candidatos é
de fato o polindmio minimal.

Na proxima sec¢do definiremos matrizes semelhantes e diago-
nalizacdo de operadores lineares, além de alguns resultados muito
importantes que auxiliam a determinarmos se um operador linear é

diagonalizavel em fun¢do das multiplicidades algébrica e geométri-
ca dos seus autovalores e em rela¢do ao seu polindmio minimal.
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5.5 DIAGONALIZAQRO DE OPERADORES

O que nos motiva nesta sec¢ao ...

As matrizes mais simples que existem sdo as matrizes diago-
nais, pois podemos calcular facilmente o seu determinante, seus
autovalores, sua matriz inversa, suas poténcias, etc. Mas, infeliz-
mente, nem toda matriz é diagonal.

QUESTAO...

Associando esta matriz a matriz candnica de um operador linear
T:V —V, serd que existe uma base de V tal que a matriz de Tem
relacdo a esta base seja uma matriz diagonal?

Nesta secdo responderemos a essa questao.

DEFINICAO 6: Duas matrizes A e B de ordem nxn s3o semelhantes
se existe uma matriz invertivel Ptal que B=P*AP ou PB=AP.

Exemplo 29 4 2 5 0
Verificar que as matrizes A= € B= sdo seme-
3 -1 0 -2

2 -1
lhantes, ou seja, que dada a matriz P:L . ]tem—se B=P'AP.

31
2 -1
Defato,seP={1 3},suainversaserédadaporP= / Z
, . . 77
(resolver por um dos métodos vistos na unidade 2) e teremos
3 1
4 212 -1 0
e | F RS
1 243 -1j[1 3 0 -2
7 7

MAS...
Como foi obtida a matriz Pinvertivel?

Na realidade esta matriz é obtida colocando-se os autovetores
associados aos autovalores nas colunas da matriz.

Vejamos através do exemplo anterior:
. . 4 2
Consideremos a matriz A= _— como sendo a ma-

triz candnica do operador linear T:R* —» R’ definido por

T(x,y) = [; _21} D} = (4x+2y,3%x~Yy).
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Quem seria a matriz deste operador em relacdo a base
formada por vetores, que sdo as colunas da matriz P, ou seja,

B={21).(-13)}={iv}?

Relembrando da unidade 4, temos que esta matriz é obtida
calculando as imagens dos vetores da base como combinacao line-
ar dos proprios vetores da base.

Assim, se B ={(2,1),(-1,3)}={i.v}, teremos:

T =T(2,1)=(42+2.1,3.2-1.1)=(10,5) = 5(2,1) = 5(2,1) + 0(-1,3),

TR, =@ |

Observemos que U=(2,1) é autovetor associado a A = 5.

ou seja,

TV)=T(-1.3) = (4.(-1)+2.3,3.(-1)-1.3) = (2,-6) = -2(-1,3) = 0(2,1) - 2(-1,3)

[T(-1,3)] = [ZJ |

Novamente, observemos que v =(-—1,3) é autovetor associado
ai=5.

ou seja,

Assim, a matriz de Tem relagdo a base B ={(2,1),(-1,3)}={i.v}

5
é dada por [T]; = {O } que coincide com a matriz B.

-2

TEOREMA 8: Duas matrizes A e Bsemelhantes tém mesmo determi-
nante; isto é, detB=detA . Além disso, seus polindmios caracteris-
ticos sdo iguais.

Dem:
Consideremos A e B semelhantes. Entdo, pela definicdo de seme-
lhanca, existe uma matriz invertivel P tal que B=P*AP. Assim,

detB = det (P’lAP): detP.detA.detP,

(usando a propriedade de determinante: determinante de um pro-
duto de matrizes é o produto dos determinantes destas matrizes).
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Além disso, o determinante da matriz inversa de uma matriz

é o inverso do determinante da matriz, isto é, detP™* = .
(detP)

Portanto,
1

detP’

detB= det A.detP =detA.

Agora, considerando que os polindmios caracteristicos de A
e B sdo pg(r)=det(rl-B) e p,(r)=det(rI-A), respectivamente,
mostraremos que eles sdo iguais, se A e B sdao semelhantes.

Temos que,
Pg(A) = det(rl-B) = det(Al-P~*AP) = det(AP~*P —P*AP) = det(P* (LI A)P)
(em que usamos o fato que PP =1 e colocamos em evidéncia a
matriz P a esquerda e P adireita). Agora, pela mesma proprieda-
de utilizada acima, temos:

ps(A) =detP™*.det(Al-A).detP =det(Al-A)=p,(A).

Ou seja, duas matrizes semelhantes tém o mesmo polindmio
caracteristico e, portanto tém os mesmos autovalores.

Exemplo 30
. . 4 2 5 0
Verificar que as matrizes A= € B= semelhantes,
3 -1 0 2
do exemplo 29, tm o mesmo determinante e mesmo polindmio
caracteristico.

Vejamos:
A—=5 0

A O 5 0
pB(k):det(M—B):detHO J—[O —ZDZ 0 12

L 0 4L 2 A—4 -2
pA(x):det(M—AFdetﬂo st —1D:“3 o

=(A—4)A+1)-6=2"-31-10=(L—5)(A+2).

=(A-5)(rA+2)

Assim, verificamos que as duas matrizes semelhantes tém o
mesmo polindmio caracteristico.

Agora, dado um operador linear T:V — V, nosso objetivo é

conseguir uma base  de V em relacdao a qual o operador T seja
uma matriz diagonal.
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DEFINICAO 7: Um operador linear T:V — V é diagonalizdvel, se exis-
te uma base B de V, formada por autovetores de T. A matriz deste
operador em relacdo a esta base de autovetores serd uma matriz
diagonal com os autovalores na diagonal.

Vejamos a aplica¢do desta definicao em alguns operadores li-
neares considerados nos exemplos 22 a 25 desta unidade.

Exemplo 31
(Do exemplo 22) Verificar que o operador linear T:R*> — R* defi-
nido por T(x,y) = (-3x+4y,—x+2y) é diagonalizavel.

De fato, no exemplo 22, obtemos uma base de autovetores
para o espaco vetorial V=R?, formada pela unido das bases dos
autoespacos, a saber, em que cada um dos dois vetores é autovetor
associadoa A=1 e A =-2, respectivamente. Assim, pela defini¢ao
7, o operador linear T é diagonalizavel. Agora, como fica a matriz
deste operador em relacdo a esta base de autovetores?

Como o vetor v=(1,1) é autovetor associado a A=1, temos
que sua imagem é

T(v)=T(1,1)=1(1,1) =1v+0u,
ou seja,

[T, = [T 1)), = [;j |

Além disso, como U=(4,1) é autovetor associado a A =-2, te-
mos que sua imagem €

T(T) = T(4,1) = -2(4,1) = 0V - 24,
ou seja,

— 0
[T(U)]B = [T(lhl)]g = [-ZJ .
Portanto, a matriz do operador T em relacdo a base

~ 1 0 o
B={(1.1).(4,1)}={v,0} sera dada por [T], :{O 2} (Matriz dia-
gonal com os autovalores na diagonal)

OLHE S0...
O nUmero de vezes que os autovalores aparecem na diagonal da
matriz é a sua multiplicidade algébrica.
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Exemplo 32
Verificar se o operador linear T:R*> — R?, cuja matriz candnica é

2 1
A:{ ]é diagonalizavel.
0 2

No exemplo 23, secdo 5.3, obtemos que os autovalores deste
operador sao, =i, =2, 0U seja, dois autovalores reais e iguais. Por-
tanto, ma.=2 para este autovalor. Porém, o autoespaco associado
a este autovalor, a saber W,_, = {V =(x,0)/x e R}, possui dimensao
igual a 1. Portanto, uma base para W,_, é B,_, = {(1,0)}, e tomamos
x =1 no vetor v.Assim, a partir dos autoespagos de T, ndo consegui-
mos obter uma base de autovetores para o espaco vetorial V=R?,
pois temos somente um autovetor linearmente independente.

Assim, pela defini¢do 7, este operador T ndo é diagonalizavel,
pois ndo existe uma base de autovetores para V=R*.

Exemplo 33

Verificar se o operador linear T:R* — R* cuja matriz candnica é
4 2 0

A=|-1 1 0| édiagonalizavel.
o 1 2

No exemplo 24, secdo 5.3, mostramos que nao existe uma
base de V=R*? formada por autovetores, pois para o autovalor
L, =i, =2 (multiplicidade algébrica 2) temos multiplicidade geo-
métrica (dimensdo do autoespago) igual a 1. Assim, para este auto-
valor, ndo conseguimos tantos autovetores linearmente indepen-
dentes quanto a sua multiplicidade algébrica.

Portanto, este operador linear ndo é diagonalizavel.

Exemplo 34
Verificar se o operador linear T:R?®— R® definido por
T(x.y,z) =(3x— 42,3y +52,-z) é diagonalizavel.

No exemplo 25, secdo 5.3, determinamos 0s autoespagos as-
sociados aos autovalores A, =i, =3 e A, =—1 deste operador.

Para A, =X, =3, obtemos que os autovetores sao do tipo
V=(xy,0), com x,y eR (2 varidveis livres do sistema). Assim, to-
mando x=1, y=0, temos v, =(1,0,0) e, tomando x=0, y=1, te-
mos Vv, =(0,1,0). Portanto, uma base para o autoespago associado
aki=x=3¢é8,_,={100)(010)}
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Analogamente, para o autovalor A, =—-1, obtemos os autove-
tores do tipo V=(z,-2zz), com zeR (1 variavel livre). Se z=4,
temos o autovetor Vv, =(4,-5,4), e uma base para o autoespago as-
sociadoa Ay =-1 é B,_, ={(4,-5.4)}.

Assim, obtemos uma base de autovetores para V=R’
formada pela unido das bases dos autoespacos de T, a saber,
B={10,0)(0.1,0).(4,-54)}={,,9,,V5 } e, pela defini¢do 7, este
operador linear T é diagonalizavel.

Agora, como fica a matriz deste operador em relagdo a base de
autovetores p={(1,0,0),(0,1,0),(4,~5,4)}= {\71'\72'\73}?

Analogamente ao exemplo 32, para cada autovetor, temos:

T(v,)=T(1,0,0)=3(1,0,0) = 3v, + 0V, + 0V, ou seja, [T(V,)]; =

1T
L

O W O O O W

T(v,)=T(0,1,0)=3(0,1,0) = OV, +3V, + OV, ou seja, [T(V,)]; =

0
T(V5) = T(4,-5,4) = =1(4,-5,4) = OV, + 0V, - 1V; ou seja, [T(V;)]; =| O
-1

Portanto, a matriz do operador Tem relacdo a base B é dada pe-

30 0
las trés colunas acima, nesta ordem, ou seja, [T];={0 3 0 |, que
0O 0 -1

€ uma matriz diagonal com os elementos diagonais sendo os auto-
valores de T.

Novamente, observemos que o nimero de vezes que 0S au-
tovalores aparecem na diagonal principal da matriz é dado pela
multiplicidade algébrica de cada autovalor.

DEFINICAO 8. Uma matriz A é semelhante a uma matriz diagonal, se
existe uma matriz inversivel P, cujas colunas sdo os autovetores de
Ae talque D=P'AP seja uma matriz diagonal com os autovalores
na diagonal.

Exemplo 35
0O 0 -2

Verificar se a matriz A=|1 2 1 | é semelhante a uma matriz
1 0 3

diagonal, usando a definicao 8.
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Calculando o polindmio caracteristico de A, temos

A 0 2
p(A) =det(Al-A)=det| -1 A-2 -1 [=AMrA-2)A-3)+2(A-2)=(A—-1)(A-2)
-1 0 A-3

Asraizes A, =1 e A, =A; =2 do polindmio caracteristico sao
os autovalores da matriz A.

Agora, para cada autovalor, determinemos 0s autoespacos as-
sociados:

Para resolvendo o sistema linear homogéneo
X

-1 -1 -1jly|= , temos x=-2z, y=1z, ou seja, 0s autove-
-1 0 =2||z

tores de A, =1 sdo os vetores do tipo v, =(-2z,z,z), zeR. Logo, o
autoespago é W, , = {V, =(-2z,z,z)/ zeR}, e umabase associada é
B, ={(-2.1.1)}. Observe que ma.=mg.=1 para o autovalor A, =1.

Analogamente, para o autovalor A, =Xi; =2, resolvemos

2 0 2 (X 0]
o sistema linear homogéneo|-1 O -1||y|=|0|, obten-
-1 0 -1}z 0

do as solugdes do tipo v=(-zy,z), yzeR. Logo, o autoes-
paco é WHz{\?:(—z,y,z)/ y,ze]R}, e uma base associada é
B, = {(—1,0,1),(0,1,0)}. Observe que ma.=m.g.=2 para o autovalor
A=Ay =2.

Assim, podemos escrever a matriz P como sendo a matriz

-2 -1 0
P=| 1 0 1| formada pelos autovetores nas colunas e tere-
1 1 0
mos, pela definicdo 8, que a matriz A é semelhante a matriz diagonal
1 0 O
D=|0 2 0| formada pelos autovalores na diagonal principal.
0O 0 2
-1 0 -1||1 O Of-2 -1 O 1 0O
VERIFICAR QUE P*AP=/1 0 20 2 0|1 0 1|=l0 2 0|=D
1 1 11(0O0 2|1 1 O 0O 0 2

Novamente, observemos que o nimero de vezes que 0s auto-
valores aparecem na diagonal da matriz D é a multiplicidade algé-
brica de cada autovalor.

Estes exemplos ilustram a proxima observacao.
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OBSERVACAO!!!

* As Unicas bases que diagonalizam um operador linear sdo as
bases formadas por autovetores do operador.

* No caso de um operador ser diagonalizavel ou uma matriz ser
semelhante a uma matriz diagonal, o nimero de vezes que
cada autovalor aparece na diagonal da matriz diagonal é dado
pela multiplicidade algébrica dos autovalores.

TEOREMA 9: Um operador linear T:V — V serd diagonalizavel se,
e somente se, as multiplicidades geométrica e algébrica de cada
autovalor de T forem iguais, isto €, m.g.=ma. para cada autovalor.

Um caso particular deste teorema pode ser entendido pelo se-
guinte corolario.

COROLARIO 1: Se um operador linear T:V —V tem n autovalores
distintos (dimV =n), entdo sempre existird uma base de autoveto-
res que diagonaliza o operador T. Neste caso, teremos mg.=ma.=1
para cada autovalor.

Estes dois resultados ndo serdo demonstrados, mas podem ser
encontrados em textos mais avancados de Algebra Linear.

Mais alguns resultados ....

Podemos também verificar se um operador linear é diagonalizavel,
ou nao, relacionando-o com a forma do seu polindmio minimal.
Vejamos isso no proximo teorema.

TEOREMA 10: Um operador linear T:V — V sera diagonalizavel se,
e somente se, o polindmio minimal de T for um produto de fatores
lineares distintos. Em outras palavras, se A,,...,A, sd0 0s autova-
lores distintos de T, entdo o operador T serd diagonalizdvel se, e
somente se, m(A)=(A—-2,)---(A=%,).

Exemplo 36
+ (do exemplo 31) Verificar que o operador linear T:R*> —» R?
definido por T(x,y)=(-3x+4y,—x+2y) é diagonalizével atra-
vés do resultado do teorema 10.
O operador assim definido é diagonalizavel, pois o Unico candi-
dato a polinémio minimal é m(A) = (A —1)(A +2)=p(A), que é de fato
anulador (teorema de Cayley-Hamilton) e satisfaz o teorema 10.

+ (do exemplo 32) Verificar se o operador linear T:R*> —» R?,

. . A 2 1, . iz .
cuja matriz canbnica é A = , € diagonalizavel através do
resultado do teorema 10.
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Para este operador linear, os candidatos a polinébmio mini-
mal sdo m,(A)=(A-2)* =p(r) e m,(A)=(A—2). Porém, o candidato
m,(*) (que tem a forma do polindmio minimal do teorema 10) ndo
€ anulador de T. VERIFIQUE!!

Assim, o minimal de T é o polinémio caracteristico que nao
tem a forma necessaria do polindmio minimal do teorema 10. Ob-
servemos que m_ (&) = (A = 2)* = (A = 2) (A = 2) € um produto de
fatores lineares, mas ndo todos distintos. Portanto, pelo teorema
10, este operador nao é diagonalizavel.

*+ (do exemplo 33) Verificar se o operador linear T:R* — R?,

4 2 0
cuja matriz canbnica é A=|-1 1 0|, é diagonalizdvel atra-
0O 1 2

vés do resultado do teorema 10.

Vejamos, o0s candidatos a polinbmio minimal sao
m,(A)=(A-3)(A-2)* =p(r) e m,(A)=(r-3)(A-2). Porém, o candi-
dato m,(A) (que tem a forma do polindmio minimal do teorema
10) ndo é anulador de T. VERIFIQUE!!

Assim, o minimal de T é o polinbmio caracteristico, que nao
tem a forma necessaria do polindmio minimal do teorema 10.

Observemos que m,(A)=(A-3)A-2)=A-3)(A-2)(A-2) é
um produto de fatores lineares, mas ndo todos distintos. Portanto,
pelo teorema 10, este operador nao é diagonalizavel.

+ (do exemplo 34) Verificar se o operador linear T: R* — R® de-
finido por T(x,y,z) =(3x—4z,3y +5z,-z), é diagonalizdvel atra-

vés do resultado do teorema 10.

Os candidatos a polindbmio minimal s3ao
m,(A)=(A-3(A+1)=p(h) e m,(A)=(A-3)(A+1). Verifiqguemos
que o candidato m,(A) (que tem a forma do polindmio minimal
do teorema 10) é o anulador de menor grau que anula T. Assim, o
minimal de Té m,(A)=(r—-3)(A+1) e, pelo teorema 10, concluimos

que este operador é diagonalizavel. 0 0 -2
+ (do exemplo 35) Verificar se a matriz A=|1 2 1 | é seme-
1 0 3

lhante @ uma matriz diagonal, usando o resultado do teorema 10.

Para a matriz A os candidatos a polindmio minimal sdo
m,(A)=(A-1)(x-2)° =p(2) e m,(r)=(A-1)(L-2). Mas o candidato
m, (1) (que tem a forma do polindmio minimal do teorema 10) é o
anulador de menor grau que anula a matriz A. Assim, o minimal de
Aé m,(A)=(r-1)(A-2) e, pelo teorema 10, concluimos que esta
matriz é semelhante a uma matriz diagonal.
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ATIVIDADES DA UNIDADE 5

ATIVIDADES 1

1. Obter os autovalores, se existirem, com suas multiplicidades algébrica e geométrica e os autoes-
pacos associados aos seguintes operadores lineares:
a. T:R* —» R’ definido por T(x,y)=(x+Yy,2x+Y);
b. T:R®* —» R® definido por T(x,y,z) = (x+y, X~y +22,2X+y ~2) ;
c. T:R* - R* definido por T(x,y,z,t) = (X, X+Y,X+Y+ZX+y+Z+1).

2. Obter o operador linear T:R*> - R? que tem autovalores iguais a -2 e 3 associados aos autove-
tores v=(2,-1) e U=(0,3), respectivamente.

3. Sejam A, =2 e L, =-3 os autovalores do operador linear T:R* — R?, com os autovetores asso-
ciados v, =(1,-1) e V, =(~1,0), respectivamente. Determinar o operador linear T(x,y).

4. Obter os autovalores, se existirem, com suas multiplicidades algébrica e geométrica e os autoes-
pacos associados as seguintes matrizes:

a.Azll};
11
1 2 3
b.A=|0 1 2/|;
0 01
1 3 -3
c¢A=|0 4 O
-3 3 1

0 2 -
5. Sendo A= [1 J , obtenha os autovalores de A e A™*. Quais s3o os autovetores correspondentes?

1 - - -
6. Sendo A:{4 },determine um vetor v =(x,y) e R?, tal que AV =3V.

7. Seja A uma matriz 6x6 com equagdo caracteristica A*(A—1)(A—2)* =0. Quais as possiveis dimen-
sdes dos autoespacos de A?
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ATIVIDADES 2

. Determinar o polinémio caracteristico dos seguintes operadores lineares (do exercicio 1, secdo
5.1). Além disso, verifique o teorema de Cayley-Hamilton para cada um destes polindmios.

a. T:R* —» R’ definido por T(x,y)=(x+Yy,2x+Y);

b. T:R®* —» R® definido por T(x,y,z) = (x+y, X~y +22,2X+y ~2) ;

c. T:R* - R* definido por T(x,y,z,t) = (X, X+Y,X+Y+ZX+y+Z+1).

1 2
. Considerando A={4 } calcular A%, A% e f(A), se f(x)=2x> —4x+5.

. . 5 2 . . : o
. Considerando a matriz A= {O } ,determinar os valores de k para os quais a matriz A seja raiz dos

k

polindmios f(x)=x*-7x+10 e g(x)=x* -4 .
. . 1 -2 . 5 ,

. Considerando a matriz A = L s , determinar f(A) e g(A), se f(x)=x*-3x+7 e g(x)=x*-6x+13.

Responder se os polinémios f(x) e g(x) sdo anuladores de A.

. Determinar o polinémio caracteristico das seguintes matrizes (exercicio 4, secdo 5.1) . Além disso,
verificar a validade do teorema de Cayley-Hamilton para cada um dos polindmios.

_ (1 2 3 1 0 2
a.Azij; b.A={0 1 2|; ¢ A=|-1 0 1¢;
- _O 01 1 1 2
(1 3 -3 (-1 -4 14
dA=|0 4 0 |; e. A=| 2 -7 14].
-3 3 1 |2 -4 11

. Determinar detA, sabendo-se que Atem polindmio caracteristico p(A)=2* =2A* +A+5.

. oA . L. 4 -1
. Determinar tr(A), detA e o polindmio caracteristico de A={2 ) }
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ATIVIDADES 3

1. (Operadores do exercicio 1, se¢do 5.1) Verificar se existe base de autovetores para o espaco veto-

rial definido em cada um dos seguintes operadores lineares:

a. T:R* —» R’ definido por T(x,y)=(x+Yy,2x+Y);

b. T:R®* —» R® definido por T(x,y,z) = (x+y, X~y +22,2X+y ~2) ;

c. T:R* - R* definido por T(x,y,z,t) = (X, X+Y,X+Y+ZX+y+Z+1).

. (Matrizes do exercicio 4, secdo 5.1) Determinar se existe uma base de autovetores associada as
seguintes matrizes:

_ 12 3 1 0

a.Azij; b.A={0 1 2|; cA=|-1 0
- 0 01 1 1
(1 3 -3 (-1 -4 14

dA=|0 4 0| e.A=| 2 -7 14/|.
-3 3 1 |2 -4 11

. Dado o operador linear T:R* — R*® definido por T(x,y,z) =(2x—y +2,3y +2,42), determinar:
a. o polindmio caracteristico de T,

b. os autovalores com suas multiplicidades algébricas;

C. 0s autoespacgos associados com as multiplicidades geométricas dos autovalores;

d. se existe uma base de V=R* formada por autovetores de T.

4. Determinar o polindbmio caracteristico, os autovalores e uma base de autovetores para a matriz

L -3 1 1
2 -1 1 1
0 0 -4 3|
00 2 1
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ATIVIDADES 4

1. (Do exercicio 1, se¢do 5.1) Determinar o polindmio minimal dos seguintes operadores lineares:
a. T:R* - R’ definido por T(x,y)=(x+Yy,2x+V);
b. T:R?® » R* definido por T(x,y,z) = (X +V, X~y +27,2X+y —Z) ;
c. T:R* » R* definido por T(x,y,z,t) = (X, X+ Y, X+y+ZX+Yy+Z+1).

2. (Do exercicio 4, se¢do 5.1) Determinar o polindmio minimal das seguintes matrizes:

(1 1
a. A= };
111
(1 3 -3
dA=|0 4 0 |;
-3 3 1

b. A=

1 2 3 1 0 2
0 1 2|; c A=|-1 0 1];
0 01 1 1 2
(-1 -4 14

2 -7 14|.

2 4 11

3. Seja T:V — V um operador linear cujo polindmio caracteristico € p(A) = (L —3)*(A+1)*. Determi-
nar a dimensao do espaco vetorial V e obter todos os candidatos a polindmio minimal de T.
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ATIVIDADES 5

1
1. Seja Az{ 4}.
2 3

a. Determinar todos os autovalores de A e os correspondentes
autovetores;

b. Determinar uma matriz invertivel P tal que D=P ‘AP seja
diagonal;

2 1 0 O
0O 2 0 O
2. Dada a matriz A= )
0O 0 2 O
O 0O 0O 3

a. Verificar se a matriz A é semelhante a uma matriz diagonal.
b. Determinar seu polindmio minimal.

3. Consideraf @m @peradbr linear T:R* — R? cuja matriz cané-
nicaé A=|0 -3 1
0O 0 -3
a. Determinar o polindmio caracteristico de T, os autovalores e
0s autovetores associados;
b. Obter, se possivel, uma base de R® tal que a matriz do
operador T em relacdo a esta base seja diagonal.

2 0 1
4. Seja A=|0 -3 1
0O 0 -3

a. Determinar os autovalores de A;
b. Para cada autovalor, obter o seu autoespaco;
c. A matriz A é diagonalizavel? Justificar.

5. Seja T:R*>—> R* o operador linear definido por
T(x,y) = (7% - 4y,—4x +y) . Determine:
(a) uma base de V=R? emrelacdo a qual a matriz de Tseja
diagonal;
(b) a matriz de T na base do item (a).
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UNIDADE 6

CLASSIFICACAO DE CONICAS E QUADRICAS

Nesta unidade estaremos interessados em estudar algumas figuras
do plano e do espaco, isto é, conjuntos de pontos no plano e no
espago que satisfazem certas propriedades. Estes entes geométri-
cos sdo denominados de cénicas (no plano) e quddricas (no espa-
co). Neste curso introdutério de Algebra Linear, vamos observar a
classificagdo destes elementos descritos a partir de uma equacao
algébrica, sem determinarmos suas dimensoes e localizagoes e
também sua representagdo geométrica. Para isso, usaremos alguns
topicos vistos em unidades anteriores, tais como matriz mudanca
de base, autovalores e autovetores de operadores lineares.

6.1 FORMA QUADRATICA NO PLANO
Nesta secdo estudaremos FUNCOES cujos termos sao quadrados de
variaveis ou produtos de duas variaveis.

DEFINICAO 1. Uma forma quadrdtica no plano é uma funcdo
g:R* >R que a cada v=(x,y)eR? associa um nimero real da
forma q(x,y) = Ax* +Bxy +Cy?, com A,B,C e R, nio todos nulos.

OBSERVE QUE...
Nesta defini¢do, temos um termo que envolve o produto das varia-
veis x e y, otermo Bxy, denominado de termo misto.

Olhe s6 ...
Podemos escrever esta forma quadratica no plano na forma matri
cial, resultando em:

A B
q(V) =q(x,y) = Ax* +Bxy +Cy* =[x v] 2 {x}=\7TO_\7

B |
2

A B

A matriz Q= 5 2| & chamada de matriz canénica da forma qua-
- C
2

dréatica e esta matriz é simétrica, pois Q" =Q (lembre-se, definicdo
11 da secdo 4.7).
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Exemplo 1
Determinar a representagdo matricial da forma quadratica no pla-
no q(x,y)=x*—10xy +y?*.
A representagdo matricial de q(x,y) é dada por
10

o= 1 -5][x
qx.y) =x* —10xy +y* =[x v] 2 {x} =[x y]{ M }
_% . |y -5 1]y

Observe que a matriz candnica desta forma quadratica é a ma-

. 1 - R .
triz Q ={ 15] sendo esta uma matriz simétrica, pois Q" =Q

Exemplo 2
Determinar a representagao matricial da forma quadratica no pla-
no de

q(x,y) = 4x* +15xy —3y”.

A forma matricial da forma quadratica no plano de q(x, y) é
dada por

15
4 > I
q(x.y) = 4x* +15xy —3y* =[x ] Is {y}
— 3
2

Novamente, observe que a matriz canbnica desta forma qua-

1
]
dréatica, Q= 2 | & simétrica, pois Q" =Q.
15
— 3
2

Nos teoremas 1 e 2, vamos precisar de alguns conceitos vistos
nas unidades 1 (produto escalar), unidade 3 (base ortonormal) e
unidade 4 (operadores simétricos e matrizes ortogonais).
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mCONTEODO RELACIONADO

LEMBRANDO...
* O produto interno usual ou produto escalar entre dois vetores

U= %) o V=1 Vo) definidos no R" é dado por

(CJ,\7>:(><1 e X =X Y, XY,

Yn
- Uma base B={V,,...V,} é ortonormal se seus elemen-
tos sdo dois a dois ortogonais (<\7i,\7j>=0,1¢j) e unitarios
(ﬂ\?i": (V,.V;) =1, i=1,...,n ). Lembre ainda que a base candnica
de R" ¢ uma base ortonormal.

+ Uma matriz P é chamada matriz ortogonal, se PP =P'P =|. Assim,
sua matriz inversa € a sua matriz transposta, isto &, P =P".

TEOREMA 1. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita com produ-
to escalar (, ), B uma base ortonormal de Ve T:V —V um opera-
dor simétrico. Entao, a matriz de T em rela¢do a base §, [T]ﬁ, é uma
matriz simétrica. Em particular, como a base candnica é ortonormal, a
matriz candnica [T] de um operador simétrico é também simétrica.

Exemplo 3
Verificar que o operador linear T:R?>—R?, definido por
T(x,y) = (x—5y,—5x+Y), € um operador simétrico.

O operador linear dado é simétrico, pois, em relacdo a base
candnica do R?_sua matriz canénica é uma matriz simétrica
dada porS:[T]:[ 15 _15 . Além disso, para a base ortonormal

1 1 1 1 . .
B:{(E_ﬁ][ff} (verifique que esta base é ortonor-
mall), a matriz de T em relagdo a esta base € [T]; =E _Cﬂ que
também é simétrica.

Se considerarmos a base p={(1,0),(2,1)}, que ndo é Enla bzals
ortonormal, a matriz de Tem relagdo a esta base é [T], = s g
que nao é simétrica.

TEOREMA 2: Uma matriz é ortogonal se, e somente se, seus vetores-
colunas (ou vetores-linhas) sdo vetores ortonormais.

Este teorema e a definicdo de matriz ortogonal permitem ter-
mos a préxima definicao.

DEFINICAO 3. Uma matriz simétrica S é semelhante a uma matriz
diagonal, se existe uma matriz P ortogonal, cujas colunas sdo os
autovetores ortonormais de S e, tais que, P'SP é uma matriz diago-
nal com os autovalores na diagonal.
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Exemplo 4 1 s
Verificar se @ matriz simétrica S ={ < 1 } associada a forma qua-

dratica q(x,y)=x>—-10xy+y’, do exemplo 1, é semelhante a uma
matriz diagonal.

Vejamos, considerando o polindmio caracteristico da matriz S,
temos que:

p(A) =det(rI-S) =

‘}“1 > =12 —25=(-6)n+4),

A-1

OuU seja, seus autovalores sao A, =6 e A, =—4.
Para A, =6, seu autoespaco é W, ¢ ={(x,—x)/xeR}, e uma
base é B, = {(1,—1)}. Normalizando este vetor, obtemos a base or-

tonormal . {(%%j}

Para A, =—-4, seu autoespago € W,__, ={(x,x)/xeR}, uma

base é B, = {(1,1)}, e uma base ortonormal é, = {(%%}}

A unido das duas bases ortonormais obtidas resul-
ta em uma base ortonormal para o espaco vetorial R?, a saber,

g i)

1 1
Assim, a matriz ortogonal, defini¢do 3, é dada porp = */f 12 :
. 2 2
Observemos que os vetores ortonormais da base foram colocados

nas colunas.

6 0
Alémdisso, o produto P'SP resultanamatrizdiagonal, D = [O J

VERIFIQUE!! Vejamos, também, que, na diagonal da matriz D, apare-
cem os autovalores com suas respectivas multiplicidades algébricas.

OBSERVE...

Este exemplo ilustra um importante resultado para matrizes simé-
tricas: Autovetores de uma matriz simétrica associados a autova-
lores distintos sao ortogonais.

Na préoxima secdo, definiremos as figuras no plano chamadas
de conicas.
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6.2 CONICAS
Faremos aqui a classificagdo das conicas através da equacao reduzida
obtida a partir da diagonalizacdo de sua forma quadratica associada.

Primeiro a definicdo de cdnicas.

DEFINICAO 4: Chama-se c6nicaao conjunto de pontos (x,y) € R* que sa-
tisfazem a equacdo de segundo grau, Ax* +Bxy +Cy® +Dx+Ey+F=0
em que A,B,C ndo sdo todos nulos. (Se fossem todos nulos, esta
equacao se reduziria a uma equacgdo de primeiro grau).

A equacdo Ax® +Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0, da definicdo, é cha-
mada equacgdo geral da cénica. Observe que ela é escrita como uma
soma de uma forma quadratica ( Ax? +Bxy +Cy?*) com uma parte li-
near (Dx+Ey ) e uma parte constante (F).

Na forma matricial, temos a equacdo geral da cbnica dada por

A % X X
Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F:[x y] { }+[D E]{ }+F=O.

E C y \

2

As cOnicas sao CLASSIFICADAS em trés tipos:
1. Elipse e suas degeneragdes (vazio ou um ponto);
2. Hipérbole e suas degeneragdes (par de retas concorrentes);
3. Pardbola e suas degeneragdes (vazio, uma reta ou um par de
retas paralelas).

6.2.1 ELIPSE E SUAS DEGENERAgaES

2 2

<~ X :
A equacao —2+g—2= 1 com 3, b > 0 representa uma elipse centrada
a

na origem.

ATENgﬂO

Esta classificacao podera ser melhor
entendida se considerarmos a cha-
mada “equacdo reduzida" de uma
cdnica. Vejamos a seguir.

Exemplo 5

2 2
A equacao 27+17=1, com a=2,b=1 (a>b),

tem eixo maior sobre o eixo x cortando em x =+2,
e eixo menor sobre o eixoy cortando em y =+1.

il I
Ao
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Exemplo 6

2

2
A equagdo ;‘—2+52/—2=1 a=1,b=2(a<b) tem

eixo maior sobre o eixo y cortando em y =12, e
eixo menor sobre o eixo x cortando em X =+1,

Exemplo 7

2 2

A equacdo 2—2+2—2=1 (a=b=2) é uma circunfe- *

réncia de raio 2, centrada na origem (0,0).

2 2
X—X -
( 20) +(y b¥0) =1 com a,b>0 representauma
a

A equacdo

elipse centrada no ponto (x,.Y,) -

y
4
3
Exemplo 8 ’
—1)? _3)? 1
A equacdo ()(221) +(y123) =1 (a=2b=1) é
uma elipse centrada no ponto (x,y)=(13) com 3 2 1 o 1
eixo maior na dire¢do de x, pois a>b.
-1
-2
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Exemplo 9
2 2
A equacgdo (x=1) +(y—1) -1 (@a=b=2)éuma
22 22
circunferéncia de raio 2, centrada no ponto 3

(xy)=(112).

Casos degenerados da elipse, |
* Se ab>0, a equagdo x—2+y—2=0 tem o ponto (0,0) como
Unica solugao. &b .
* Se 3,b>0 e k>0, a equagdo z—2+g—2:—k ndo tem solucao,

ou seja, representa o vazio.

6.2.2 HIPERBOLE E SUAS DEGENERA;&ES

2 2
A equacado a—z—b—2=1 com ab>0, representa uma hipérbole
centrada na origem que corta o eixo x em x=%a (y=0 na equa-
¢do acima) e ndo corta o eixo y (x=0 na equagdo acima), pois

y*> =-b’ ndo tem solucao.

Exemplo 10

Aequacdo ¥’ -y* =1 (a=b=1)éuma hipérbole
centrada em (0,0), corta o eixo x em x==1 e ndo
corta o eixoy.

2 2
- X "
A equacdo Z_z__ZZI com a,b >0, representa uma hipérbole
a

centrada na origem que corta o eixo y em y=1b (x=0 na equa-
¢do acima) e ndo corta o eixo x, (y=0 na equagdo acima), pois
x* =-a’ ndo tem solucao.
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Exemplo 11

2
A equacdo ZT‘XZ -1

(a=1b=2) é uma hipérbole centrada em (0,0),
corta o eixoy em y=+2 e nao corta o eixo x.

'
N

N
w
<

- x=x,) -v,)
Aequagao( of _ly \;/O) =1 com a,b>0, representa uma

2
hipérbole centrada no ponto (x,, V).

Exemplo 12

12
hipérb-ole translada com centro em (0,2) e ndo
corta o eixo y.

2 2
A equagdo %_(y—S) =1 (a=2b=1) é uma

Caso degenerado da hipérbole

2 2
< X
A equacao —Z—y—:o, com a,b>0, representa um par de retas
at b’
b
concorrentes y =£—x.
3
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Exemplo 13

A equacio X -y*=0 (a=b=1) representa
graficamente um par de retas concorrentes dadas
por y=+x (bissetrizes dos quadrantes).

6.2.3 PARABOLA E SUAS DEGENERAQ&ES
Aequagdo y =cx*, com ¢ >0, representa uma parabola cuja concavi-
dade estd voltada para cima, com vértice na origem do sistema (Gra-
fico A) e, se ¢<O0, representa uma parabola cuja concavidade esta

voltada para baixo, com vértice na origem do sistema (Gréafico B).

Exemplo 14

As equacdes y =2x’

(c=2>0) e y=-2%°
(c=-2<0) descrevem
parabolas, mostradas nos gra-
ficos A e B, respectivamente.

grafico A

graficoB

A equacdo x=cy’ com c>0, representa uma parabola cuja
concavidade estd voltada para direita, com vértice na origem do
sistema (Grafico C) e se ¢ <0 representa uma pardbola cuja conca-
vidade esta voltada para esquerda, com vértice na origem do sis-

tema (Gréfico D).

Exemplo 15

As equagdes x =2y° (c=2>0)
e x=-2y* (c=-2<0) descre-
vem parabolas, mostradas nos
graficos C e D, respectivamente.

N

-
o\z

grafico C

X

y
2

\1.
-1 4
2

graficoD
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A equagdo (y-vy,)=c(x—x,)> com c>0 representa uma para-
bola cuja concavidade esta voltada para cima, com vértice fora da
origem do sistema (Grafico E) e, se ¢ <0, representa uma parabola
cuja concavidade esta voltada para baixo, com vértice fora da ori-
gem do sistema (Grafico F).

y

6

5
Exemplo 16 4
As equacdes y—2=(x—1) ?
(c=1>0) e y—2=—(x-1) 5
(c=-1<0) descrevem para-
bolas, mostradas nos graficos 1
E e F, respectivamente.

1 0 1 i 3 X
-1
graficoE

graficoF

Casos degenerados da parabola
+ Aequacdo ax’*~b=0 com a,b >0, representa um par de retas

b
paralelas x= i\/; .

Exemplo 17

N

Aequagdo 2x* —4=0 (a=2,b=4) tem como so- 2
lugdes as retas verticais X = +/2.

+ Aequacdo ax’ =0 representa a reta vertical x=0 (eixo y)
« Aequacdo ax’> =-k com a,k>0 representa o vazio.

QUESTIONAMENTO...

A partir da equacdo geral de uma cbnica, como podemos obter sua
equacado reduzida?
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VAMOS RESPONDER A 1SSO AGORA!

Se observarmos a equacao reduzida de uma conica, percebemos que
ha uma reducao no nimero de termos, quando comparamos com 0s
termos da equacdo geral. Além disso, e 0 mais importante, é que o
termo misto da equagdo geral ndo aparece na equagao reduzida.

Como uma motivacdo para a nossa questdo, consideremos o
movimento de um corpo no plano xy, cuja trajetoria é uma elipse
dada pela equagdo x* +xy+y”> -3 =0.A descri¢do deste movimen-
to torna-se mais simplificada se, ao invés de trabalharmos com os
eixos x e y (isto é, o referencial determinado pela base candnica
€, =(1,0), &, =(0,1) ), utilizarmos um referencial que se apoia nos
eixos principais da elipse. (graficos A e B).

N

grafico A

graficoB

Mas, quem seria a nova base que da origem a este novo re-
ferencial?

Esta base é a base de autovetores associada a matriz da forma qua-
dratica da cbnica. Na unidade 5, vimos que as Unicas bases de um espa-
o vetorial que diagonalizam uma matriz s3o as bases de autovetores.

Assim, para obtermos a equac¢do reduzida de uma cdnica dada
pela equacdo geral, procedemos, numa primeira etapa, a diagona-
lizacdo da forma quadratica desta cbnica e, numa segunda etapa,
ao completamento de quadrados, se necessario.

PROCEDIMENTO GERAL PARA A OBTENGAO DA
EQUACAO REDUZIDA DE UMA CONICA

12 ETAPA: eliminac¢do do termo misto da equagao geral
Esta etapa é realizada somente se existe o termo misto na

equacado geral da conica. Faremos a diagonalizacdo da forma qua-
dratica associada a equacdo geral da conica.

19 passo: escrevemos a equacgao geral Ax® +Bxy +Cy? +Dx+Ey+F=0

na forma matricial, ou seja,
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A % X X
P v] {}+[D E]{ :|+F:O.
B |y y
2
A B
29 passo: diagonalizamos a matriz simétrica Q= 5 2| associada
= C

2
a forma quadrética da equagdo (), obtendo os seus autovalores
A, e A, com os respectivos autovetores ortonormais v, e v,.

Xy

39 passo: obtemos as coordenadas { } do novo referencial, subs-

Yi

Y1

tituindo {x} = P{xl} (%), sendo P a matriz ortogonal definida aci-
y

ma, que diagonaliza a matriz simétrica.

PENSANDO SOBRE...

Na realidade, o que estamos fazendo aqui é uma mudanca de base,
vista na UNIDADE 3, em que mudamos da base candnica para a base
de autovetores. Esta matriz de mudanca de base € exatamente a
matriz ortogonal P. Cada coluna desta matriz € obtida, quando vocé
escreve cada autovetor como combinacgdo linear da base canbnica.
O vetor de coordenadas vai ser dado exatamente pelas coordena-
das dos autovetores, ou seja, as colunas da matriz de mudanga de
base sdo os autovetores, que caracterizam a matriz P.

B
et wis

Aqui, usamos D=P'QP, na diagonalizagdo_da matriz simé-

trica Q. Ja a partir de (#&), |*| =|p|™ || 2| | p7. ou seja,

[x y] = [xl y1 ]PT i y yl yl

49 passo: substituimos [x ]

N >

na equacao ().

Assim, obtemos a equag¢do, em relagdo ao novo sistema de
referéncia (na nova base {\71,\72}), na forma matricial, dada por

A, O
[x, yl]{ : H’“}[D E]P{M}F:O,
O )\‘2 yl yl
ou, representada por A,x; +A,y; +dx, +ey, +f=0.
Os coeficientes d e e foram obtidos da multiplicagdo do vetor

transposto [D E] pela matriz P. Observe que esta nova equag¢ao
nao tem mais o termo misto existente na equagdo geral da cdnica.
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24 ETAPA: translacdo dos eixos coordenados

Esta etapa é realizada somente se existem os termos lineares
dx, +ey, na equacdo “diagonalizada” obtida na 12 etapa e é feita
completando quadrados, se necessario.

Exemplo 18
Obter a equagado reduzida e identificar a conica dada pela equagdo
geral x> —10xy +y* —5=0. Além disso, fazer um esboco do grafico
desta conica.

Conforme os procedimentos descritos anteriormente, temos:

14 ETAPA: eliminacdo do termo misto

19 passo: escrevendo a equacao na forma matricial, obtemos

ol 2o

29 passo: no exemplo 5, procedemos a diagonalizagdo da matriz
simétrica associada a forma quadratica da e gag%o a conica e veri-
ficamos que a matriz diagonal é iguala D = , formada pelos
autovalores na diagonal. Além disso, també obtemos uma base de
autovetores ortonormais dada por g = L,_L ) L,L :
V2" V2 ) V22

39 passo: este item n3o é necessario, pois Ndo aparecem os termos
lineares na equacao geral da conica.

49 passo: assim, a forma diagonalizada da %quagji gTal no novo

: X
referencial x,oy, se reduz a [x, v, ] 'l-5=0 ou

—4 Y1

6x? —4y: -5=0, que, na forma de equagdo reduzida, torna-se

xZ

2
—;—y—izl , com a:\/%:0,9 e bz\/%:o,89.
a* b

Observando esta equacdo reduzida e analisando os casos de
cbnicas descritos anteriormente, verificamos que a conica repre-
sentada por esta equac¢do é uma hipérbole centrada na origem e
em torno do eixo x, .

O grafico desta cbnica, mostrado na figura 1, esta rotacionado
em relagdo ao sistema de referéncia xoy , e 0 novo sistema de refe-
réncia é dado pelos vetores da base de autovetores ortonormais.
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Figura 6.1

Neste exemplo, ndo houve a necessidade de realizar a 22 eta-
pa, visto que ndo precisamos completar quadrados na equacao.

Exemplo 19

Obter a equacgdo reduzida e identificar a cdnica dada pela equa-
cdo geral 2x* +5y* —10=0. Além disso, fazer um esboco do gréfico
desta conica.

Como esta equagdo da conica ndo apresenta o termo misto e
nem termos lineares, n3o necessitamos realizar as etapas 1 e 2. Basta
reescrevermos esta equagdo na forma de equacgao reduzida. Assim,

2 2

X Y _1 (a=5=223 b=+2=141)

B ()

Esta equacdo reduzida representa uma elipse, centrada na ori-
gem, com eixo maior a:\/g e eixo menor b=+/2. Ou seja, nao
existe rotagdo nem translacao, e o grafico é mostrado na figura 2.

Figura 6.2
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Exemplo 20

Obter a equacgdo reduzida e identificar a cdnica dada pela equa-
cdo geral 2x° +y* -12x-2y+9=0. Além disso, fazer um esboco
do grafico desta conica.

Conforme os procedimentos descritos anteriormente, temos:
14 ETAPA: COMO Na equacdo geral ndo existe o termo misto, ndo
necessitamos realizar esta etapa.

24 ETAPA: COMO existem os termos lineares, ha a necessidade de com-
pletarmos quadrados. Assim, escrevemos a equagao acima como

2()(2 —6x)+ (y2 —2y)+9 =0
2()(2—6x+9}18+(y2—2y+1}1+9=0
2()(—3)2 +(y—1)2 -10=0

3 -
5

Na forma de equacdo reduzida, temos n

Esta equagdo reduzida representa uma elipse com cen-
tro em (x,.Y,)=(3.1) e eixos menor a= J5=2,24 e eixo maior
b =410 =3,16 e pode ser observada na figura 3. Observando o gra-
fico, percebemos que ndo hd uma rotacdo ("giro”) em relacdo ao siste-
ma de referéncia xoy , mas ha uma translacdo em relagdo a origem.

w

Figura 6.3

Exemplo 21

Obter a equacao reduzida e identificar a conica dada pela equacao
geral 2% +4xy +2y? +42x+122y -8 =0. Além disso, fazer um
esbogo do grafico desta conica.
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Seguindo as etapas, temos:
14 ETAPA: eliminacdo do termo misto.

19 passo: escrevendo a equagdo na forma matricial, obtemos

[x y]E ﬂBHZﬁ mﬂm—szo.

29 passo: procedendo a diagonaliza¢do da matriz simétrica associada a
forma quadratica da equacao da conica, obtemos os autovalores A =0

e L =4 .Considerando os autovalores nesta ordem, uma base de auto-
vetores ortonormaisassociada é dadaporf} = 1AL
V2 2 )22 )]

Assim, a matriz simétrica da forma quadrética é semelhante a ma-

o 0 O . . . . .
triz diagonal D= o 4l e a matriz que diagonaliza € a matriz
1 1

P= */g \/15 , formada pelos autovetores nas colunas.
ZNA
39 e 49 passos: assim, com a substituicdo da forma quadrati-
: . X
ca pela sua forma diagonalizada [x [11"1 e o vetor
o N D v
x|_o[xl_| v2 2 {X} . 5
=P = na equacdo geral, obtemos a equacao
Bl e easaos aue
2 N2
“diagonalizada” na forma matricial
1 1
0 0|fx, ﬁ ﬁ X,
2 1242 -8=0.
be yl]{o JM*[M 2 BT {yl
V2 V2

Realizando as operag¢oes matriciais indicadas, obtemos a equacao

4y? —8x, +16y, —8=0.

Observemos que nesta equagdo ndo aparece o termo misto,
que era o objetivo desta etapa (eliminacdo do termo misto da
equacdo geral).
2A ETAPA: cOmo existem os termos lineares nesta Ultima equacao,
ha a necessidade de completarmos quadrados. Assim, escrevemos
a equagdo acima como

4(y§ +4y1)—8)(1 -8=0

A(yf +4y, + 4)—16 —8x, -8 =0 (acrescentamos e tiramos 16)
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4(y, +2) 8%, ~24=0
4(y, +2) -8(x, +3)=0 — 4(y, +2) =8(x,+3)

(x,+3)= %(y1 + 2)2

A partir das classificagdes das cOnicas, dadas acima, esta equa-
¢do descreve uma pardbola com rotacdo em relagao ao novo sis-
tema de referéncia dado pela base de autovetores obtida acima e
transladada da origem para o ponto (-3, -2).

Um esbogo de seu grafico é mostrado na figura 4.

- +
‘\5 X

-15 4

Figura 6.4

IMPORTANTE!!

Se na equacgado geral da conica existir o termo misto, o grafico desta
cdnica, em relacao ao sistema de referéncia candnico xoy, terd uma
rotacdo (giro em relacdo a origem do sistema xoy). Além disso, se
existirem termos lineares na equagdo geral, haverd uma translagdo
em relacdo a origem do mesmo sistema. (Verifique esta observa-
¢do nos exemplos 18 a 21).

Em funcdo dos autovalores, temos o seguinte teorema que da
uma classificacdo das conicas.

TEOREMA 3. Sejam A, e A, os autovalores da matriz simétrica as-
sociada a forma quadratica da equacado geral da cdnica. Entdo:

I. Se MM, >0 (produto dos autovalores é positivo), entdo a co-
nica é uma elipse ou uma das degeneracbes desta (um ponto
ou o vazio). Observemos que, neste caso, os dois autovalores
devem ter o mesmo sinal.

233



FisSICA
ALGEBRA LINEAR

Il. Se AL, <O (produto dos autovalores é negativo), entdo a co-
nica é uma hipérbole ou uma das degeneracdes (par de retas
concorrentes). Observemos que, neste caso, os dois autovalo-
res devem ter sinais contrarios.

lll. Se A,A, =0 (produto dos autovalores é nulo), entdo a conica é uma
parabola ou uma das degeneracdes desta (par de retas paralelas,
uma reta ou o vazio). Observemos que, neste caso, um dos autova-
lores deve ser zero, e 0 outro pode ser positivo ou negativo.

Verifique estes resultados nos exemplos anteriores.

B
A 2
Agora, considerando a matriz simétrica Q = B 2 , 3associada
S C
a forma quadratica da equagao geral da conica, seu determinante é

(B* - 4AC)

detO_:AC—%B2 =- . Por outro lado, como a matriz Q é

o A, O _
semelhante a matriz diagonal D= { Ol } e matrizes semelhan-

2

tes tém o mesmo determinante, temos o seguinte resultado.

TEOREMA 4. Dada wuma «c¢bnica com equacdo geral
Ax? +Bxy +Cy? +Dx+Ey +F =0, temos que:
l. Se B*’-4AC<0, a cdnica é uma elipse ou uma das degenera-
¢oes desta (um ponto ou o vazio).
Il. Se B*~4AC>0,aconica éuma hipérbole ou uma das degene-
racdes desta (par de retas concorrentes).
lll. Se B> ~4AC=0, a cdnica é uma parabola ou uma das degene-
racdes desta (par de retas paralelas, uma reta ou o vazio).

OBSERVEMOS QUE...
Este resultado nos da apenas a classificacdo da cdnica, e ndo 3
equacdo propriamente dita. Analisemos estes resultados nos
exemplos 18 3 21.

Exemplo 22
a. Aequacdo geral da cdnica do exemplo 18 é x* —10xy +y* —5=0.
Neste caso, A=1,B=-10,C=1 e B*-4AC=100-4=96>0.

Logo, pelo teorema 4, item (ii), a cdnica é uma hipérbole ou
uma das degeneracdes desta.

Além disso, os autovalores da matriz simétrica associada a
forma quadratica desta conica sdo A =6,A=—4, cujo produto é
um ndmero negativo.
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Assim, pelo teorema 3, item (ii), a conica é uma hipérbole ou
uma das degeneracdes desta, como verificamos quando obtemos
a sua equacdo reduzida no exemplo 18.

b. A equacdo geral da conica do exemplo 19 é 2x* +5y*-10=0.
Neste caso, A=2,B=0,C=5 e B*~4AC=-10<0.

Logo, pelo teorema 4, item (i), a cOnica é uma elipse ou uma
das degeneracbes desta.

Além disso, a matriz da forma quadratica é uma matriz diago-
nal, pois ndo existe o termo misto na equacdo. Além disso, seus au-
tovalores s3o os elementos da diagonal, ou seja, sdo L =2 e A =5
cujo produto é um nimero positivo.

Assim, pelo teorema 3, item (i), a cdnica é uma elipse ou uma
das degeneracdes desta, como verificamos quando obtemos a sua
equacado reduzida no exemplo 19.

c. A equacdo geral da «cbnica do exemplo 20 ¢é
2X° +y* -12x-2y+9=0. Neste caso, A=2B=0,C=1 e
B’ -4AC=-8<0.

Logo, pelo teorema 4, item (i), a conica é uma elipse ou uma
de suas degeneracoes.

Além disso, a matriz da forma quadratica é uma matriz diago-
nal, pois ndo existe o termo misto na equacgdo. Ainda, seus autova-
lores sdo os elementos da diagonal, ou seja, sdo A =2 e A =1, cujo
produto € um nuimero positivo.

Assim, pelo teorema 3, item (i), a cdnica é uma elipse ou uma
de suas degenerac¢des, como verificamos quando obtivemos a sua
equacado reduzida no exemplo 20.

d. A equacdo geral da «cbnica do exemplo 21, ¢é
2 +4xy +2y2 + 42X +1242y -8 = 0. Neste caso,
A=2B=4,C=2 e B*-4AC=0.

Logo, pelo teorema 4, item (iii), a cbnica é uma parabola ou
suas degeneragoes.

Além disso, os autovalores da matriz simétrica associada a for-
ma quadratica desta cdnica sdo A =0 e A =4, cujo produto é zero.

Assim, pelo teorema 3, item (iii), a cdnica é uma parabola ou
uma de suas degeneragdes, como verificamos quando obtivemos a
sua equacgao reduzida no exemplo 21.
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6.3 FORMA QUADRATICA NO ESPACO

DEFINICAO 5. Uma forma quadrdtica no espaco é uma fun-
cdo q:R* >R que, a cada V=(xy,z)eR®, associa um nime-
ro real da forma q(xy,z)=Ax*+By* +Cz’ +Dxy +Exz+Fyz, com
A,B,C,.D,E,FeR, ndo todos nulos.

OBSERVE QUE...
Nesta definicao, temos trés termos que envolvem produtos das varia-
veis x, y e z(os termos Dxy, Exz, Fyz) denominados de termos mistos.

OLHE S0...

Podemos escrever esta forma quadratica no espago na forma ma-
D

tricial como A =
2
B

q(V) =qx,y.z) = AX* +By’ + Cz* +Dxy +Exz+Fyz =[x vy z]

N NN m
N < X
I
<i
-4
lo
<i

Nlm N[O
| ™

™ N O

A matriz Q= € a matriz candnica da forma quadratica e esta

F

L2 2
matriz é simétrica, pois Q" = Q (lembre-se, definicdo 11 da se¢do 4.7).

N N N|m

NImMN[O >

Exemplo 23
Determinar a forma matricial da forma quadratica no espaco ex-
pressa por q(x,V,z)=x>+2>—6xy +10Xz +4yz.

A representacdo matricial da forma quadratica no espaco é

dada por
1 -3 5|x
qx.y.z)=x*+z° —bxy+10xz+4yz=[x y z] -3 0O 2| y|.
5 2 1}z
Observemos que a matriz candnica desta forma quadratica
1 -3 5
Q=|-3 0 2| ésimétrica, pois Q' =Q.
5 2 1
IMPORTANTE!!!

A diagonalizagdo de uma forma quadratica no espago é analoga a forma
quadratica no plano e é dada pela definicao 3, enunciada na secao 6.1.

Vejamos um exemplo que ilustra esta diagonalizacao.
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Exemplo 24

Verificar que a matriz simétrica Q= associada a forma

N N O
N O N
o N N

quadratica no espaco q(x,y.z) = 4xy+4xz+4yz é semelhante a

uma matriz diagonal.

0 2 2
De fato, considerando a matriz Q={2 0 2|, seu polindmio
2 20
A =2 =2
caracteristico € p(A)=det(Al-Q)=|-2 A —2|=(A+2)*(L—4), ou
-2 -2 A

seja, seus autovalores sao A, =i, =-2 e A; =4.

Para A, =X, =-2, seu autoespaco é W, , ={(-y-zy.z)/y,zeR}
e uma base é B, = {(-1,1,0),(-1,0,1)}. Porém, esta base ndo é orto-
normal (condi¢do necesséaria da defini¢do 3). Assim, usando o pro-
cesso de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt (unidade3), tomamos

w, =(-1,1,0);

- ((-1,0,1).(-1,1,0)) 1 1
i, = 1,02)— o .00 (1.01)-1(-110)= [_E"E'lj

Logo, [3'1={( 110 —%,—% 1} é uma base ortogonal e

" 1 1

= -—=,—=.0|,| —=,— é uma base ortonormal
&{ﬁﬁ]( IJ}
para o autoespaco associado a A =-

Analogamente,  para Ay =4, seu  autoespaco €
W 4 —{(x X x)/xe]R} uma base é B, ={(1,1,1)} e uma base

ortonormal ép, = 111
A unido das duas bases ortonormais resulta em uma
basq ortonormal ,para esgj vetorlal1 *, a saber,

%_WWMIJW_IIE

Assim, a matriz ortogonal da definicdo 3 é representada por

111
NP NN
po| L L L e os vetores ortonormais da base foram co-
2 % B
o 2 1
L J6 3
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locados nas colunas. O produto PTAP resulta na matriz diagonal

-2 0 O
D=| 0 -2 0] VERIFIQUE!, na qual, na diagonal da matriz, apare-
0O 0 4

cem os autovalores com suas respectivas multiplicidades algébricas.

Analogamente, ao caso das cdnicas, na préxima secao definire-
mos figuras no espac¢o chamadas quadricas.

6.4 OUADRICAS
Faremos aqui a classificagdo através da obten¢do da equacao redu-
zida a partir da diagonaliza¢do de sua forma quadratica associada.

Primeiro a definicdo de quadricas.

DEFINICAO 6: Chama-se quddrica ou superficie quddrica ao conjunto
de pontos (x,y,z) e R* que satisfazem a equagdo de segundo grau

Ax? +By? +Cz* +Dxy +Exz +Fyz +Mx+Ny +Pz+R =0,

na qual A,B,C,D,E.F n3o sdo todos nulos. (Se fossem todos nulos,
esta equacdo se reduziria a uma equacdo de primeiro grau).

Esta equacdo é chamada equacdo geral da quddrica e
observe que é escrita como a soma de uma forma quadra-
tica (AX* +By?+Cz® +Dxy+Exz+Fyz) com uma parte linear
(Mx+Ny +Pz ) e uma parte constante (R).

Na forma matricial, temos a equagdo

pn DE
2 2y X
D F
P v Z]E B 5 y[+[M N PJy[+R=0
z z
EF ¢
L2 ]

Analogamente as conicas, a classificacdo das quadricas poderad ser
melhor entendida se considerarmos a chamada “equagdo reduzida” de
uma quadrica, a qual pode assumir um dos seguintes casos principais:

6.4.1 ELIPZSOIZDE ,

A equacdo x_2+y_2+z_2:1 ,com a,b,c>0, representa um elipsoide
a® b®

centrado na origem. O caso particular em que a=b=c, temos a

equacdo x° +y* +z* =a’> que descreve uma esfera de raio a.
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Exemplo 25

2 2 2
= X z
A equacgao —2+y—2+—2:1

1 3 2
(@a=1,b=3,c=2) tem o maior eixo sobre o eixo y
cortando em y =13, seguido do eixo z que corta
em z =12 e finalmente o eixo menor sobre o eixo x
cortando em x =+1. Observe que os cortes em pla-

nos paralelos aos planos coordenados sdo elipses.

Exemplo 26

Aequagdo x* +y’ +7z° =1 (a=b=c=1) descreve
0 caso particular de uma esfera comraio 1. Obser-
ve que os cortes em planos paralelos aos planos
coordenados sdo circunferéncias, e esta esfera
corta os eixos coordenados em x=y=z==1.

6.4.2 HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA

A equacao ﬁJrLZ_i:l, com a,b,c>0, representa uma quadrica
a? b

denominada hiperboloide de uma folha centrado na origem. Para

esta equacdo descrita (termo negativo na varidvel z), o grafico é ao

longo do eixo z, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 27

A equacio x°+y°-z°=1 (@a=b=c=1) des-
creve um hiperboloide de uma folha ao longo do
eixo z Observe que os cortes em planos paralelos
aos planos coordenados xoz e yoz sdo hipérboles,
enquanto que, em rela¢ao ao plano coordenado xoy,
sdo circunferéncias. Além disso, corta os eixos coor-
denados xe yem X =Yy ==+1 e ndo corta o eixo z

239



FisICA
ALGEBRA LINEAR

Exemplo 28

A equacio x°-y*+7z°=1 (@a=b=c=1) des-
creve um hiperboloide de uma folha ao longo do
eixo y. Observe que os cortes em planos paralelos £
aos planos coordenados xoy e yoz sdo hipérboles,
enquanto que em relacdo ao plano coordenado xoz
sdo circunferéncias. Além disso, corta os eixos coor-
denados xezem X =z ==1 e ndo corta o eixo y.

e
AN

FE
AR

.\
=4
Cr

Exemplo 29 4 '

A equacio —X*+y’+z°=1 (a=b=c=1)
descreve um hiperboloide de uma folha ao lon-
go do eixo x. Observe que os cortes em planos 5 ] 3
paralelos aos planos coordenados xoy e x0z sao e ]
hipérboles, enquanto que em relacdo ao plano G
coordenado yoz sao circunferéncias. Além disso,
corta os eixos coordenados ye zem y=z=x=1
e nao corta o eixo X.

6.4.3 HIPERBOLOIDE DE DUAS FOLHAS

A equacgao _ﬁ_ﬁJrﬁ:l, com 3,b,c>0, representa uma quadri-
@ v

cadenominada hiperboloide de duas folhas ao longo do eixo z (Uni-

co termo com sinal positivo na equacdo) centrado na origem.

Exemplo 30

A equacdo —x°-y*+z’=1 (a=b=c=1) ¢
um hiperboloide de duas folhas ao longo do eixo
z. Observe que os cortes em planos paralelos ao
plano coordenado xoy sao circunferéncias, se
z>1 ou z<-1; caso contrario, corresponde a
uma interseccdo vazia. Em relagdo aos planos co-
ordenados yoz e xoz, os cortes sdo hipérboles.
Além disso, corta o eixo coordenado zem z =11
e ndo corta o eixo xe y.
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Exemplo 31

A equacio —x*+y’-z"=1 (a=b=c=1) ¢
um hiperboloide de duas folhas ao longo do eixo
y. Observe que os cortes em planos paralelos ao
plano coordenado xoz sdo circunferéncias, se
y2=1 ou y<-1z<-1; caso contrario, corres-
ponde a uma interseccdo vazia. Em relacao aos
planos coordenados xoy e yoz, os cortes sao hi-
pérboles. Além disso, corta o eixo coordenado y
em Yy ==1 endo corta o eixo xe z

Exemplo 32

Aequacio X’ -y’ —z"=1 (a=b=c=1) éum
hiperboloide de duas folhas ao longo do eixo x.
Observe que os cortes em planos paralelos ao
plano coordenado yoz sao circunferéncias, se
X221 ou Xx<-12z<-1; caso contrario, corres-
ponde a uma intersec¢ao vazia. Em relacao aos
planos coordenados xoy e xoz, os cortes sdo hi-
pérboles. Além disso, corta o eixo coordenado x
em X=x1 endo cortaoeixoyez
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6.4.4 PARABOLOIDE ELiPTICO

2 2 .
A equacao XT+gT:CZ' com a,b,c >0, representa uma quadrica de-
d

nominada paraboloide eliptico ao longo do eixo z

Exemplo 33

Aequagdo x*+y* =z (a=b=c=1) é um parabo-
loide eliptico ao longo do eixo z, z>0. Observe
que os cortes em planos paralelos ao plano coor-
denado xoz e yozsdo pardbolas e, em relacdo ao
plano coordenado xoy, sdo circunferéncias.
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Exemplo 34

Aequagdo x*+z> =y (@a=b=c=1) é um parabo-
loide eliptico ao longo do eixo y, y>0. Observe
que os cortes em planos paralelos ao plano coor-
denado xoy e yozsdo parabolas e, em relacdo ao
plano coordenado xoz sdo circunferéncias.

Exemplo 35

Aequagdo x*+y’ =-z (a=b=1,c=-1) é um pa-
raboloide eliptico ao longo do eixo z, z<0. Ob-

serve que os cortes em planos paralelos ao plano .M.q-.f?. -

~ . ~ T, o]

coordenado xoz e yoz sdo parabolas e, em relagdo o e
R,

~ . ~ . 1‘1
ao plano coordenado xoy, sdo circunferéncias.

6.4.5 PARABOLOIDE HIPERBOLICO (SELA)

2 2 .
A equacdo _x72+y72:CZ' com 3,b,c>0, representa uma quadrica
a’ b

denominada paraboloide hiperbdlico ao longo do eixo y.

Exemplo 36

Aequacdo —x*+y’ =z (a=b=c=1) éum pa-
raboloide hiperbolico ao longo do eixo y. Observe
que os cortes em planos paralelos ao plano coor-
denado xoz e yozsao parabolas e, em relagdo ao
plano coordenado xoy, sao hipérboles.
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6.4.6 CONE QUADRATICO OU ELIPTICO
A equacao éJrZ;:CZZ, com a,b,c >0, representa um cone quadra-
d

tico ao longo do eixo z centrado na origem.

Exemplo 37

A equacdo x*+y°=7" (a=b=c=1) é um cone
eliptico ao longo do eixo z Observe que os cor-
tes em planos paralelos ao plano coordenado
xoy sao circunferéncias. Nos planos coordena-
dos xoz e yoz, os cortes sdao pares de retas con-
correntes que se interceptam na origem. No caso
de planos paralelos a estes planos coordenados,
os cortes sao hipérboles.

Nos préximos dois exemplos, veremos como obter a equacao
na forma reduzida de uma quadrica.

Exemplo 38
Obter a equacdo reduzida e identificar a quadrica dada pela equa-

cdo geral —x* +2yz-y+z-100=0.

Os procedimentos colocados anteriormente para as cdnicas,
de forma analoga sdo usados para as quadricas.

Vejamos:
1~ ETAPA: eliminacdo dos termos mistos xy, xze yz.

19 passo: escrevendo a equacao na forma matricial, obtemos

-1 0 O|x X
[ v zJo o 1|y|+[0 -1 1]y|-100=0
0O 1 0f|lz z

29 passo: procedendo a diagonalizagdo da matriz simétrica asso-
ciada a forma quadratica da equacao geral da quadrica, obtemos os
autovalores A, =1, =-1 e A, =1 e, considerando os autovalores
nesta ordem, uma base de autovetores ortonormais associada é
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1 1 1 1 : o
[3:{(1,0,0),(0,—,—— 1 0,—,—— |\.Assim, a matriz simétrica da
V202U 2

-1 0 O
forma quadratica é semelhante a matriz diagonal D=| 0 -1 0|,
e a matriz que diagonaliza é a 0O 0 1

1 0 0
. 1 1
matriz P=|0 — —= |, formada pelos autovetores nas colunas.
V2 2
1 1
0 ——
L V2 V2]

30 e 4% passos: assim, com a substituicao da forma quadratica pela

-1 0 0Ofx
sua forma diagonalizada dada por [xl A 21:| 0O -1 Ofly,|e
pelo vetor i 0O 0 1z

1 0 O
X X, Xy
y|=Ply, |=|0 = L Y; | na equacado geral, obtemos a equa-
1 2 £ quagao geral, q
y Zl 1 1 Zl
O —_
L V2 V2]
Gdo "diagonalizada” na forma matricial dada por
-1 0 0%, ! 2 2 X,
[% vi z]jo -1 0|y |+[o -1 1]Jo = —=|v.|-100=0
0O 0 1|z \/? \/15 z,
o —_
V2 2

Realizando as operagdes matriciais indicadas, obtemos a
equagao

X -yl +7? -100=0.

2 Yy
R A!
V2
Observemos que nesta equagdo N3o aparecem 0s termos mistos.

2AETAPA: COmo existem termos lineares nesta Ultima equacdo, ha
a necessidade de completarmos quadrados. Assim, escrevemos a
equagdo acima como

X2 —[yf —%y1]+zf -100=0

2 1 1 .
X7 - [yf +Ty1 + EJ =t 72 —100 =0 (acrescentamos e tiramos v3)
2

) 1Y, 199
—)(1— y1+5 +Zl :T
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Apartirdas classificacdes das quadricas dadas acima, esta equacgao
descreve um hiperboloide de duas folhas com rota¢do, pois existem tet-
mos mistos na equagao geral, e translagdo com centro em (O,—L,Oj,
devido a existéncia de termos lineares na equacao geral. V2
Exemplo 39
Obter a equacdo reduzida e identificar a quadrica dada pela equa-
cdo geral 2x* +2y? +22° +2xy +2Xz +2yz-81=0.

Vejamos:
12 ETAPA: Eliminacdo dos termos mistos xy, xz e yz

19 passo: escrevendo a equacao na forma matricial, obtemos

2 1 1)x
< v z]1 2 1||y|-100=0.
1 1 2|z

29 passo: procedendo a diagonalizacdo da matriz simétrica as-
sociada a forma quadratica da equagdo da quadrica, obtemos os
autovalores A, =i, =1 e Ay =4 e, considerando os autovalores
nesta ordem,{_t 3 base de a(.ttfvetfres ortj rlmais assoerda é

1
f‘f'o} NN RN Y A WEAN AN

sim, a matriz simétrica da forma quadratica é semelhante a ma-

dada por B= 2 11 . As-

1 0 O
triz diagonal D={0 1 0|, e a matriz que diagonaliza é a matriz
i 0 0 4
11 1
V2o Ve 3
1 1 1
P=|-—= —= —=|, formada pelos autovetores nas colunas.
RERNN
o -2 1
i V6 3

30 e 4% passos: assim, com a substituicao da forma quadratica pela

1 0 0Oflx%x
sua forma diagonalizada [xl A zl] 0O 1 Oy, | naequacao
0 0 4|z

geral, obtemos a equacdo “diagonalizada” na forma matricial

1 0 0%,
[xl A zl] 0 1 Oy, |=81.
0 0 4|z,
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Realizando as opera¢des matriciais indicadas, obtemos a equa-
C30 X2 +y2 +477 =81.

Observemos que nesta equacdo ndo aparecem os termos mistos.

24 ETAPA: COMO Nn3o existem os termos lineares nesta Ultima equa-
¢do, ndo ha a necessidade de completarmos quadrados, pois a equa-
¢do acima ja esta na forma de equagdo reduzida de uma quadrica.

Assim, a partir das classificagdes das quadricas, podemos ob-
servar através da sua equacao reduzida, que esta descreve um elip-
soide com rotacao, pois existem termos mistos na equacao geral e,
além disso, ele encontra-se centrado na origem, pois ndo existem
termos lineares na equacao geral.
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ATIVIDADES DA UNIDADE 6
ATIVIDADES 1

1. Obter a equacdo reduzida e identificar a conica dada pelas seguintes equagdes gerais. Além disso,
fazer um esboco do grafico desta cdnica.

a. 17%* +12xy +8y” —10x+20y +5=0 resposta: elipse

b. 7x? —8xy +y? —17/5x+114/5y + 41=0 resposta: hipérbole
C. 4 +4xy+y? +55x+10\5y +5=0 resposta: parabola
d. X2 +xy+y? + 52X+ 42y +1=0 resposta: elipse

e. 4x* +6xy -4y’ +20x-20y-19=0 resposta: hipérbole

2. Obter a equacdo reduzida e identificar a quadrica dada pelas seguintes equacdes gerais:
a. 3X* +5y” +37° —2Xy + 2XZ —2yZ — hX+6y —22+2=0 resposta: elipsoide
b. y* —4xz—4x+2y-3=0 resposta: hiperboloide de duas folhas
C. resposta: paraboloide eliptico
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