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RESUMO

A teoria de campo médio com clusters correlacionados é um método aproximativo que
tem apresentado resultados com boa precisao e baixo custo computacional quando aplicado
a sistemas ferromagnéticos. Contudo, devido a sua publicacao recente, a técnica ainda nao
tem aplicacao conhecida para sistemas antiferromagnéticos, embora o estudo destes sistemas
seja de grande importancia. Portanto, neste trabalho apresentamos uma proposta de aplicacao
da teoria de campo médio com clusters correlacionados ao modelo de Ising com interacoes
antiferromagnéticas. Esta aplicacao consiste na separagao dos campos médios que atuam sobre
o sistema com a finalidade de adequar estes campos ao estado fundamental do sistema. Com
esta diferenciacao, que permitiu a aplicacao da técnica, foi possivel obter resultados para a
magnetizacao de sub-redes, a energia interna, o calor especifico e a susceptibilidade magnética,
com um erro inferior a 6% em relacao aos resultados exatos e com boa concordancia em relacao
ao comportamento esperado para os sistemas magnéticos tratados. A aplicagao da técnica a um
sistema com interacoes antiferromagnéticas ¢ um passo importante na verificagao dos limites

de validade do método e no entendimento das suas principais caracteristicas de funcionamento.



ABSTRACT

The correlated cluster mean-field theory is an approximative method that has presented
good accuracy and low computational cost results when applied to ferromagnetic systems.
However, due to its recent publication, the technique does not have a known application to
antiferromagnetic systems yet, despite the great importance of the study of these systems too.
Thus, we propose an application proposal of the correlated cluster mean-field theory to the Ising
model with antiferromagnetic interactions. This application consists of the separation of mean
fields acting over the system, which aims at adapting these fields to the fundamental state.
This differentiation allowed the application of the technique, so it was possible to obtain results
for the sublattice magnetization, internal energy, specific heat and the magnetic susceptibility,
with error less than 6% in comparison with the exact results and good concordance in relation
to the expected behavior for the treated magnetic systems. The application of this technique
to an antiferromagnetic system is an important step in the verification of the limits of validity

of the method and the understanding of its main characteristics.
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1 INTRODUCAO

A busca pela explicacao do comportamento magnético apresentado por alguns materiais
comecou junto ao inicio da descricao quantica da natureza. Cerca de um século ap6s os primeiros
resultados experimentais relevantes, materiais magnéticos tém iniimeras aplicagoes tecnologicas,
seja em dispositivos de armazenamento de dados, em processadores ou na producao dos mais

diversos circuitos.

A modelagem de sistemas compostos por momentos magnéticos intrinsecos (BRUSH,
1967; JOYCE, 1967), spins, foi fundamental para a compreensiao dos fenomenos magnéticos,
permitindo um entendimento mais completo sobre materiais ferro e antiferromagnéticos, por
exemplo. Entretanto, sistemas cada vez mais interessantes tém exigido a elaboracao de modelos
mais complexos, como os materiais que apresentam a fase vidro de spin, em que a presenca de
desordem e frustracdo implica em uma série de dificuldades (HEMMEN, 1982; SHERRING-
TON; KIRKPATRICK, 1975). A auséncia de solugbes analiticas para estes modelos com inte-
racoes desordenadas dificulta a correta descricao do comportamento destes sistemas fisicos de
grande interesse. Tais dificuldades deram espaco a métodos que desconsideram alguns aspec-
tos da descricao dos modelos, como as correlacoes entre spins, mas que levam a solucoes mais

simplificadas, permitindo uma compreensao qualitativa.

Em geral, métodos aproximativos consistem em considerar que parte das interagoes ocor-
rem através de campos meédios, propondo um tratamento aproximado. Estas teorias de campo
médio evoluiram ao longo dos anos, levando a resultados bastante significativos nas pesquisas
com materiais magnéticos (KADANOFF, 2009; LAVARELO; ROUX; LAFLORENCIE, 2013;
KINZA; HONERKAMP, 2013; IHLE, 2013). Contudo, ha grande perda de correlagoes na
aplicacao de alguns destes métodos, que, em geral, consideram a troca de configurages (ou di-
namica) de um dnico spin, desconsiderando as correlacoes entre spins vizinhos e comprometendo

nao somente a precisao dos resultados, mas também os seus aspectos qualitativos.

A teoria de campo médio com clusters correlacionados (TCMCC), publicada em 2009
por Daisuke Yamamoto, vem apresentando grande acurécia nos resultados para o modelo de
Ising ferromagnético (CHVOJ; KUDRNOVSKY; DRCHAL, 2010; YAMAMOTO, 2009, 2010).
Contudo, ainda nao hé trabalhos que apresentem a aplicagao da técnica a sistemas antiferro-

magnéticos, embora o estudo de sistemas com interagoes antiferromagnéticas seja de grande im-



portancia, uma vez que muitas ligas (OITMAA et al., 2013; ZHANG et al., 2013; GUCHHAIT
et al., 2013; WULFERDING et al., 2013) apresentam a fase antiferromagnética (AF), e em

alguns casos competindo com outras fases magnéticas, como a ferromagnética (FE) e vidro de

spin (ECHEVARRIA-BONET et al., 2013; WANG et al., 2013).

Portanto, este trabalho objetiva propor a aplicacao da TCMCC ao modelo de Ising com
interacoes antiferromagnéticas, buscando compreender os principais mecanismos envolvidos no
tratamento proposto por Yamamoto, em especial na determinacao dos campos médios, que
sao de grande importancia para o sucesso da técnica. Ao propor este novo tratamento, busca-
se verificar os limites de validade da TCMCC, aumentando o ntimero de possiveis aplicacoes.
Outro objetivo é verificar o quao qualitativamente corretos sao os resultados apresentados
pela TCMCC, nao somente para o parametro de ordem do sistema, mas também para outros
observaveis de interesse, como a susceptibilidade magnética, calor especifico e energia interna.
Neste trabalho, aplicamos a TCMCC ao modelo de Ising nas estruturas de rede hexagonal,
quadrada e ctbica, discutindo detalhadamente os diferentes aspectos da aplicacao deste método

em cada uma destas geometrias.

Iniciamos este trabalho com uma breve revisao da literatura sobre alguns conceitos im-
portantes de termodinamica, mecanica estatistica de equilibrio, magnetismo e fases magnéticas
no capitulo 2. No capitulo 3 abordamos o modelo de Ising classico, discutindo as solugoes ana-
liticas, a teoria de campo médio e as simulacoes de Monte Carlo realizadas neste trabalho. Em
seguida, apresentamos a aplicacao da TCMCC ao caso ferromagnético do modelo de Ising no
capitulo 4, discutindo detalhadamente as principais caracteristicas da técnica, na forma como
foi publicada por Yamamoto. Resultados originais sao apresentados no capitulo 5, no qual
descrevemos nossa proposta de aplicagao da TCMCC ao modelo de Ising antiferromagnético e
os principais resultados obtidos para alguns observaveis de interesse termodinamico nas redes

hexagonal, quadrada e ciibica. Nossas conclusoes sao apresentadas no capitulo 6.
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2 FASES DA MATERIA

Sistemas compostos por muitas particulas apresentam-se na natureza em diferentes fa-
ses, caracterizadas pelos seus estados de ordenamento. Como exemplo, podemos citar as fases
liquida, solida e gasosa de inimeras substancias. No entanto, h4 outros tipos de ordenamento,
presentes em alguns materiais especificos, como supercondutores, cristais liquidos, superfluidos,
ligas metélicas, materiais magnéticos, etc. Os diferentes estados de ordenamento dos materi-
ais possuem caracteristicas qualitativas distintas, que tornam a utilizacao de alguns materiais
importante em muitos campos do desenvolvimento humano, como é o caso dos materiais mag-
néticos utilizados na construcao de dispostivos de armazenamento de dados, processadores e
circuitos diversos. Portanto, o estudo das condicoes em que ocorrem transicoes de fase tem re-
cebido grande atencao. A seguir fazemos uma discussao do que sao fases na natureza e como as
transicoes de fase podem ser descritas, especialmente no caso de fases magnéticas. Finalmente,

é feita uma breve descricao de algumas fases magnéticas.

2.1 Transicoes de Fase

Uma descri¢ao consistente das transicoes de fase continuas foi proposta por Landau na
década de 30, baseando-se no conceito de parametro de ordem (¢/) e no estabelecimento de uma
expansao da energia livre (STANLEY, 1987). O parametro de ordem associado as transigoes
de fase é definido de diferentes maneiras, dependendo do material em que a transi¢do ocorre.
Podemos considerar varios exemplos: a transicao liquido-gas, em que ¢ pode ser tomado em
termos do volume ou da densidade dos fluidos; a transicdo para-ferromagnética, em que o
parametro de ordem é o vetor magnetizagao, quando o campo externo tende a zero; a transi¢ao
para-antiferromagnética, na qual ) pode ser associado a magnetizacao de sub-rede; a transi¢ao
ordem-desordem em ligas binarias, em que o parametro de ordem pode ser escolhido como a
diferenca entre as densidades de um dos materiais nos sitios de uma dada sub-rede; a transicao
estrutural, na qual ¢ esta associado ao deslocamento de uma sub-rede de fons em relacao a
outra sub-rede; e a transicao superfluida no hélio liquido, na qual o parametro de ordem esta

associado a uma func¢ao de onda complexa (SALINAS, 2005).

Na fenomenologia de Landau a energia livre deve ser expandida em termos dos invari-



antes do parametro de ordem, de forma que as diversas grandezas termodinamicas do sistema
podem ser obtidas a partir desta expansao. Com isso, torna-se possivel também determinar os
expoentes criticos, que sao de grande importancia para a compreensao do comportamento de
sistemas proximos das transi¢oes de fase. No entanto, segundo Salinas (2005), as experiéncias
nas vizinhancas da criticalidade indicam que os expoentes criticos assumem valores universais,
razoavelmente bem definidos, que nao coincidem com as previsoes das teorias englobadas pela
fenomenologia de Landau. Atualmente se reconhece que os expoentes criticos sao determinados
por alguns fatores: a dimensionalidade dos sistemas fisicos, a dimensionalidade do parametro

de ordem e o alcance das interagoes microscopicas.
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Figura 2.1: Curva de coexisténcia de oito fluidos evidenciam um comportamento coletivo que

se ajusta com uma equagao ctubica (GUGGENHEIM, 1945).

O diagrama da figura 2.1 foi obtido em 1945 por Guggenheim e é considerado um marco
do inicio da era moderna do estudo dos fendémenos criticos, juntamente com a solugao analitica
de Onsager, em 1944, para a rede quadrada do modelo de Ising (STANLEY, 1987), que sera
discutida no capitulo 3. O resultado de Guggenheim demonstra que o comportamento de
coexisténcia daqueles fluidos se ajusta muito bem a uma curva cibica e, portanto, diferente

da curva parabolica prevista pela fenomenologia de Landau. A figura 2.1 é uma demonstracao
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do comportamento coletivo em regioes criticas, apresentado por certos grupos de materiais. O
estudo do comportamento critico de diversos sistemas, especialmente das correlagoes entre os
componentes destes sistemas, mostrou-se nas tltimas décadas uma forte ferramenta na busca

pela compreensao das transi¢oes de fases continuas.

Os intimeros sistemas de interesse fisico em que ocorrem transicoes de fase tém sido des-
critos com base em modelos que englobam as suas caracteristicas microscopicas mais importan-
tes, levando em consideragao as correlacoes do sistema. Embora as teorias classicas, englobadas
pela fenomenologia de Landau, desprezem muito as correlagoes entre os componentes destes
sistemas, o conceito de parametro de ordem, introduzido por Landau, é extremamente impor-
tante na teoria das transicoes de fase, pois representa uma varidvel termodinamica necessaria

para a descricao das fases.

2.2 Fases Magnéticas

Varios materiais, ditos magnéticos, apresentam ordenamento magnético abaixo de uma
certa temperatura critica. Estes materiais, em geral, podem ser descritos com base nos elétrons
que residem em orbitais localizados nas proximidades dos sitios da rede e/ou elétrons itinerantes,
cujos momentos magnéticos intrinsecos (spins) tem um comportamento que determina o carater
magnético destes materiais. A seguir sera feita uma breve revisao de Termodinamica e Mecanica
Estatistica, explicitando as principais relagoes matematicas para as grandezas de interesse no
estudo de fases magnéticas. Também serdao apresentadas as principais caracteristicas das fases

magnéticas abordadas neste trabalho.

2.2.1 Conceitos em Termodinamica e Mecanica Estatistica

Os diferentes comportamentos dos sistemas de muitas particulas levam a resultados
experimentais que permitem caracterizar as fases magnéticas. Portanto, alguns observaveis sao
de grande interesse no estudo de sistemas magnéticos em geral, a comecar pelo parametro de
ordem magnetizacao por spin (m). Apresentamos a seguir algumas relagoes importantes para
o estudo de sistemas magnéticos no formalismo do ensemble candnico, que considera o sistema

em equilibrio térmico.
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Consideremos um sistema com N particulas interagentes!, submetido a um campo ex-
terno H e em equilibrio com um reservatorio térmico a uma dada temperatura T. A funcao

canodnica de particao é dada por
Z=Z(T,HN)=> e, (2.1)
J

na qual § = ﬁ, sendo Kp a constante de Boltzmann?, e H; a energia do sistema dada pelo

hamiltoniano no estado 7. A soma é realizada sobre todos os estados acessiveis do sistema. Ao
obter a funcao candnica de particao ¢ possivel calcular a energia livre de Gibbs por sitio, no

limite termodinamico (N — o0), que é dada por

g=g(T,H) = lim {_BiNlnz} . (2.2)

Ao encontrarmos a funcao candnica de particdo e a energia livre, podemos obter os
demais observaveis de interesse termodinamico, relacionando assim o comportamento macros-

copico do sistema as suas propriedades microscopicas. O parametro de ordem é definido por

m=m(T,H) = — (g—f])T, (2.3)

j& a entropia por spin é definida por
dg
=s(T.H) = — | —= . 2.4
s = (T, H) (0T)H (24)

Conhecendo a energia livre também ¢é possivel obter o calor especifico a volume constante

C, e a susceptibilidade magnética y através das relacoes

829) (85)
C,=-T (— =T =— (2.5)
or2), =~ \ot ),

(), ),

Estas derivadas da energia livre permitem caracterizar o tipo de transicao de fase que

um dado material sofre. Se s e m apresentarem um salto descontinuo na regiao da transicao de
fase, a transicao é dita descontinua ou de primeira ordem. Caso as funcoes que descrevem estas

grandezas forem continuas na transi¢ao de fase, mas as suas derivadas (C, e x) apresentarem

10s sistemas que estamos considerando sdo solidos, cujo volume é constante e proporcional ao ntmero de

particulas. Assim, N também é constante e serd, portanto, omitido das proximas relacoes.
2Kp =1,38054 x 107 J/K.
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uma divergéncia na regiao critica, a transicao é dita continua®. A relacao entre a funcao
canonica de particao e a energia livre de Gibbs permite fazer a conexao das grandezas de

interesse termodinamico com a interpretacao feita pela mecanica estatistica.

Com isso, a magnetizagao e a susceptibilidade magnética podem ser escritas em termos

de valores médios:

m= 5 o) =57 2 Do ™ (27)

(07) — (o)

2.8
T (28)

X =
sendo o; o spin do sitio ¢ e H; a energia do hamiltoniano no estado j do sistema. Por simpli-

ficagdo, a partir da equagdo (2.7) a soma sobre os spins dos sitios ¢ sera considerada implicita,

nao constando novamente na notacao.

Outra grandeza importante é a energia interna U, que pode ser obtida diretamente da

funcao canonica de particao e expressa, no limite termodindmico, por

U= (H,)= mZ=2"Y He (2.9)

J

0B

Em uma regiao de transicao de fase continua, espera-se que a energia interna sofra uma
mudanca de comportamento. Esta mudanca de comportamento implica em uma divergéncia
na primeira derivada da energia interna: o calor especifico, que ja foi definido acima como uma
derivada da entropia, também pode ser obtido derivando a energia interna do sistema e, assim

como U, pode ser expresso em termos de valores médios:

U (H3) —(H,;)°
C, — = JKBTQ i (2.10)

O comportamento destas grandezas fisicas em materiais com diferentes tipos de intera-

coes magnéticas e em diferentes condicoes de temperatura é discutido a seguir.

3Em uma definicio comumente utilizada, mas inadequada, diz-se que uma transicio continua é de segunda
ordem. Este é um conceito introduzido por Ehrenfest, que definia uma transicdo como sendo de ordem N
quando a N-ésima derivada da energia livre apresentava uma descontinuidade. Porém, como discutido acima,
nas transigoes continuas verifica-se apenas uma divergéncia das segundas derivadas da energia livre na regiao

critica.

19



2.2.2 Paramagnetismo

A fase paramagnética é comum em sistemas de spins em altas temperaturas e ndo possui
ordenamento magnético devido, principalmente, a presenca de flutuacoes térmicas no sistema,

que levam os spins a trocarem constantemente de configuracao.

Na auséncia de um campo externo a fase paramagnética nao apresenta magnetizacao e,
portanto, é caracterizada pela inexisténcia de magnetizagao espontanea. Na presenca de um
campo externo, os spins de um material na fase paramagnética tendem a se alinhar na direcao
deste campo, resultando em uma magnetizacao nao nula para uma temperatura finita. Isso tem
um sentido mais amplo quando consideramos a susceptibilidade magnética como a derivada da
magnetizacao em funcao do campo: a susceptibilidade magnética é positiva e proporcional ao

inverso da temperatura em um paramagneto4.

Na fase paramagnética o calor especifico é positivo e tende a zero quando a temperatura
tende a infinito. Isso advém do comportamento da energia interna, que é negativa® e cresce
com a temperatura. Na fase paramagnética a energia interna tende & zero para temperatura
infinita®. Sistemas com spins ndo interagentes podem apresentar a fase paramagnética inclusive
em temperatura igual a zero. Isso se deve ao fato de que o ordenamento magnético é dependente

da existéncia de interacoes entre as particulas do sistema.

2.2.3 Ferromagnetismo

A fase ferromagnética apresenta ordenamento magnético e costuma ocorrer para sistemas
de spins interagentes em baixas temperaturas’. O ferromagnetismo ocorre quando uma quebra

espontanea de simetria leva o sistema para um estado de ordenamento magnético em que 0s

“Entende-se por material paramagnético, ou paramagneto, aquele que se encontra na fase paramagnética,
independente da existéncia ou nao de interagoes entre os spins do sistema que levem a um ordenamento magnético

abaixo de uma certa temperatura critica.
A energia interna negativa evidencia o estado ligado em que as particulas do sistema se encontram.
5A mecanica estatistica nos mostra que para temperatura infinita os estados do sistema sio equiprovaveis.

E aceitdvel que com tantas flutuagdes térmicas nenhuma configuracio seja privilegiada, ou mais provavel, em

relagao as demais.
" Afirmar que o ferromagnetismo é um fenémeno de baixa temperatura ¢, embora impreciso, uma consequéncia

do estudo teorico feito sobre estes materiais. Experimentalmente a temperatura critica de materiais ferromag-
néticos pode variar muito. Como exemplificacdo disso, a liga de GdCl3 e o cobalto apresentam T, em 2,2K e

1388K, respectivamente [ASHCROFT, 2011].
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spins estao alinhados em mesma dire¢ao e sentido (YOSIDA, 1996; CULLITY, 1972), conforme
ilustrado na figura 2.2. A temperatura critica é conhecida como temperatura de Curie To
em ferromagnetos e, quando atingida de cima, é caracterizada pelo inicio da magnetizacao

espontanea do sistema.

a) b)

Figura 2.2: Representagao esquemética da fase ferromagnética para as redes quadrada (a) e

cubica simples (b).

Em materiais ferromagnéticos a energia interna tende ao seu valor minimo® para 7' — 0.
O comportamento de U pode marcar a transicao entre as fases paramagnética e ferromagnética,
pois deve ocorrer uma mudancga de comportamento na transicdo para-ferromagnética. Esta
mudanca leva a uma divergéncia do calor especifico magnético na regidao critica. Abaixo da

temperatura critica, C), cai rapidamente para zero.

Outra grandeza que apresenta uma divergéncia na T € a susceptibilidade magnética, que
também cal para zero para temperaturas menores que a critica. A transicao para-ferromagnética
é entao caracterizada como uma transi¢ao continua e, portanto, espera-se um comportamento

continuo do parametro de ordem m, que tera valor diferente de zero para T < T¢.

2.2.4 Antiferromagnetismo

O antiferromagnetismo é caracterizado também pelo ordenamento magnético de spins

interagentes em baixas temperaturas’, contudo, como podemos ver na figura 2.3, os spins

8Em um material em que ndo ha frustracio geométrica o valor minimo da energia é igual ao negativo do

nimero de interacoes do sistema.
9 As temperaturas criticas de materiais antiferromagnéticos variam bastante. Ashcroft e Mermin (2011) citam

alguns materiais que explicitam isso: MnCly - Ty = 2K; CoO - Ty = 291K;e VS - Ty = 1040K.
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tendem a permanecer alinhados em sentido oposto aos seus primeiros vizinhos, na auséncia de

campo externo.

A quebra espontanea de simetria também ocorre em sistemas antiferromagnéticos na
temperatura de transicao para a fase antiferromagnética, chamada temperatura de Néel Ty.
Os materiais antiferromagnéticos ndo apresentam magnetizacao espontanea, assim como os pa-
ramagnetos, mas ¢ possivel identificar um ordenamento magnético caracterizado por duas sub-
redes interpenetrantes de estruturas idénticas (YOSIDA, 1996; CULLITY, 1972; ASHCROFT;
MERMIN, 2011).

a) b)

Figura 2.3: Representagdo esquematica da fase antiferromagnética para as redes quadrada (a)

e cubica simples (b).

Em cada uma destas sub-redes havera magnetizacao espontanea diferente de zero no
ordenamento antiferromagnético, como pode ser visto na figura 2.3 '°. Stanley (1987) define
entao o parametro de ordem dos materiais antiferromagnéticos como sendo a magnetizacao das
sub-redes. Embora isso fuja da relacao termodinamica para o parametro de ordem, dada pela
equagao (2.7), esta € uma definicdo que concorda com o proposto por Landau, que considera,
em geral, o parametro de ordem nulo na fase mais simétrica (desordenada ou que ocorre em
altas temperaturas) e diferente de zero na fase menos simétrica (ou ordenada) (SALINAS, 2005;

STANLEY, 1987).

Sistemas antiferromagnéticos costumam ter uma grande resisténcia a presenca de um
campo externo, nao respondendo da mesma forma que materiais paramagnéticos, contudo, na
presenca de um campo externo intenso, os spins dos materiais antiferromagnéticos tendem a se

alinhar na direcao deste campo. Isso vai implicar em um comportamento da susceptibilidade

10Uma rede cibica simples pode ser vista como duas sub-redes ctibicas de face centrada interpenetradas.
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magnética na transicao para-antiferromagnética diferente da encontrada na regiao da Ty de
materiais ferromagnéticos: a susceptibilidade magnética do sistema apresenta apenas um maé-
ximo um pouco acima da Ty, sem divergéncia (ASHCROFT; MERMIN, 2011). No entanto,
uma divergéncia é obtida na susceptibilidade magnética das sub-redes de um antiferromagneto,
reforcando a definicao da magnetizacao das sub-redes como parametro de ordem para sistemas

antiferromagnéticos.

A energia interna e o calor especifico apresentam o mesmo comportamento em materiais
ferro e antiferromagnéticos: enquanto U apresenta uma mudanca de comportamento na Ty, o

calor especifico diverge na regiao critica.
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3 MODELO DE ISING CLASSICO

O modelo de Ising (MI) (BRUSH, 1967; SALINAS, 2005) descreve as principais carac-
teristicas de uma material magnético, considerando interacoes dos momentos magnéticos em
uma Unica direcao. O MI permite descrever as fases para, ferro e antiferromagnética. A seguir
apresentamos o modelo de Ising e os principais resultados obtidos com as solucoes analiticas
conhecidas. Discutimos também a aproximacao de campo médio e a simulagao do MI atraveés

do método de Monte Carlo.

3.1 Descricao do Modelo

O Modelo de Ising descreve o comportamento de um material magnético uniaxial, cujos
spins (representados por o) podem assumir duas configuracdes: +1 (para cima) e -1 (para

baixo). O hamiltoniano do modelo de Ising é dado por

N N
H:—JZO'Z'O'j—HZUi, (31)
i, i

para o qual J é a interagdo de troca' entre os spins vizinhos o; e 0;, i e j denotam a posi¢ao
dos sitios e N é o nimero de sitios da rede. A interacao de troca determina o alinhamento
dos spins no estado fundamental (T = 0), sendo J > 0 para o ordenamento FE e J < 0 a
interacao de troca AF. O campo magnético externo H, é o campo que atua sobre os spins da
rede. Contudo, muitos resultados interessantes do MI sao obtidos com campo externo nulo,

pois permitem explicar a magnetizacao espontanea dos materiais ferromagnéticos, por exemplo.

3.2 As Solucoes Analiticas

O modelo de Ising possui solu¢ao exata, obtida analiticamente, para as redes unidimen-
sional e bidimensional, com interacoes de primeiros vizinhos, na auséncia de campo externo. A
solucao exata obtida por Ernst Ising, em 1925, revelou a inexisténcia de magnetizagao espon-

tanea para uma rede unidimensional para T' > 0. Segundo Salinas (2005), “h4 um agumento

1J é a interacdo de acoplamento entre os spins de sitios vizinhos, que pode ser interpretada como o termo

quéntico de troca, de natureza columbiana (SALINAS, 2005).



atribuido a Landau para mostrar que nao existe estado ordenado |...] num sistema unidimensi-
onal com interacoes de curto alcance”. Se considerarmos o custo energético da criacao de uma
parede de dominio em uma rede unidimensional (AU = 2.J) e o aumento entropico da criacdo
desta parede em quaquer lugar da rede (AS = Kpln|N — 1|) verificamos que a energia livre de

Gibbs devera ter uma variacao negativa,
AG =2J — KgTlIn|N — 1|,

paraT # 0e N — oo. “Como a energia livre diminui, h4 uma tendéncia de criacao de dominios,

que impediria a estabilidade de qualquer fase ordenada” (SALINAS, 2005).

Lars Onsager obteve, em 1944, a solucao analitica para o modelo de Ising em uma rede
bidimensional. Tal solugao é considerada um grande feito matematico (STANLEY, 1987), dada
a sua dificuldade e grande importancia para o entendimento do comportamento de fenomenos

criticos. A solucao de Onsager leva & expressao para a magnetizagao por spin

1/8

m = (1 — [senh23.J]™*) (3.2)

para T < T¢, sendo KgTe/J = 2.269. Nas proximidades da transigao de fase o calor especifico
a volume constante diverge logaritmicamente, podendo ser expresso na forma assintotica C, ~
In|T" — T,|. Este resultado, mostrando uma divergéncia sem descontinuidade na temperatura
critica, € uma das importantes verificacoes possibilitadas pela solu¢ao de Onsager, contrariando
as solucoes obtidas na fenomenologia classica, que indicavam um calor especifico com uma

descontinuidade na regiao critica.

3.3 A Teoria de Campo Médio

A aplicagao da teoria de campo médio (TCM), ou aproximagao de Bragg-Wiliams, no
modelo de Ising, leva & simplificacao dos resultados para o modelo, permitindo a obtenc¢ao
dos observaveis. Contudo, tal método implica em desconsiderar as flutuagoes nas funcoes de

correlagao, fazendo a aproximagao

(0io;) = {oi)(o;) = m?,

que implica em uma grande perda das correlacoes no sistema.
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A expressao para a magnetizacdo por spin é
m = tanh(BJzm + BH), (3.3)

a qual assume valor nao nulo para KgT¢/J = z. Aqui, z é o niimero de coordenac¢ao? da rede.
Isso significa que o tratamento com a TCM leva & magnetizacao espontanea para T=2 na rede
unidimensional, o que estd em total desacordo com o resultado analitico de Ising. Contudo,
a precisao dos resultados da TCM melhora com o aumento da dimensionalidade dos sistemas

fisicos tratados.

3.4 O Método de Monte Carlo

As simulacdes computacionais sao uma alternativa para o tratamento de modelos que
nao possuem solucao analitica conhecida. Dentre as possiveis técnicas utilizadas destaca-se o
método de Monte Carlo, um dos principais métodos estocasticos. Neste trabalho abordaremos
o algoritmo de Metropolis que oferece grande precisao para o modelo de Ising ferromagnético e
antiferromagnético, permitindo tracar um comparativo entre os resultados de simulacoes e os

obtidos com métodos aproximativos.

Aceita a variacdo > Configurac;éo dO Sistema «— Aceita a variacdo

do parémetro do parémetro

1 y f

Determinacéo aleatéria de | «——NAO SIM
uma possivel variacdo na ¢ f
configuracéo do sistema ~ AE

e KT >A7?

\ 4 f

Numero aleatério A

S|M4 AE < O?_)NAO entre0el

Figura 3.1: Fluxograma do algoritmo de Metropolis.

O algoritmo de Metropolis, descrito na figura 3.1, consiste na utilizacao da distribuicao
de probabilidades de Boltzmann como fator de probabilidade para avaliar as transicoes entre

um estado e outro do sistema. Um passo de Monte Carlo consiste na realizacao da execucao do

20 niimero de coordenacio é dado pelo niimero de primeiros vizinhos que cada sitio tem na rede.
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algoritmo descrito na figura 3.1, com a realizacao de uma determinacao aleatéria de uma possivel

variacao na configuracao do sistema. Embora precisas, as simulagoes costumam envolver um
t tacional elevado, aléem de se trat d ltad ist finitos®

custo computacional elevado, além de se tratarem de resultados para sistemas finitos®, o que

leva a perda das correlagoes de longo alcance da rede.

3.4.1 Sistemas simulados

Foram realizadas simulagoes através do algoritmo de Metropolis para a magnetizagao
de sub-redes nas redes hexagonal, quadrada e ctibica. Estes resultados sao apresentados na

subsecao dos resultados da TCMCC, juntamente com o resultado exato e os obtidos através da

TCM.

1 T T T
Euralo
Monte Carlo O
0.8 - -
06 —
D
=
=
04 | -
D
ol
D
0.2 - —
0 . . . M
1 1.5 2 2.5 3 35
KgT /J

Figura 3.2: Magnetizacao por spin em funcao da temperatura para a rede quadrada no modelo

de Ising. O resultado demonstra a acuracia das simulacoes de Monte Carlo realizadas.

As redes hexagonal e quadrada foram simuladas com 40 mil spins e 10° passos de Monte
Carlo para cada valor de temperatura. Para a rede cibica foram simulados 125 mil spins,
com 10° passos de Monte Carlo para cada temperatura. O espacamento entre os valores de
temperatura foi de 0.005K5T/J nas proximidades da Tx (em um intervalo de 0.75K5T/J) e
0.01KgT/J para demais valores de KgT'/J.

3Em geral, simulacdes de sistemas magnéticos envolvem algumas centenas ou milhares de spins, o que é

023

distante do limite termodinamico, que é da ordem de 1 spins.
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4 TEORIA DE CAMPO MEDIO COM CLUSTERS
CORRELACIONADOS

A teoria de campo médio com clusters correlacionados foi publicada em 2009, por Dai-
suke Yamamoto, que propds uma abordagem com clusters utilizando caracteristicas de alguns
outros métodos aproximativos. O método ja foi utilizado em pesquisas recentes (CHVOJ;
KUDRNOVSKY; DRCHAL, 2010), mas ainda possui poucas aplicaces a sistemas diferentes
dos tratados por Yamamoto. A seguir abordamos o caso do modelo de Ising ferromagnético
como publicado pelo autor da TCMCC (YAMAMOTO, 2009, 2010), descrevendo os principais

resultados e os detalhes da técnica.

4.1 Aplicacao ao ferromagneto de Ising

A TCMCC, como publicada por Yamamoto (YAMAMOTO, 2009, 2010), permite a
obtencao das fases PM e FE no modelo de Ising ferromagnético. Considerando o hamiltoniano

do modelo de Ising, ja discutido no capitulo 3,

N
H: —J E 0;05, (41)
'7j
podemos dividir o sistema em clusters e reescrever o hamiltoniano da seguinte forma:

HV =—-J Z 0,05 — ZO’Z'O';. (42)

(ij)ev i€y

1ED
O primeiro termo corresponde as interacoes dentro de um dado cluster v e o segundo termo,
as interacoes entre os clusters da rede. A aproximacao da TCMCC consiste em considerar
que as interagoes entre os spins do cluster v e dos cluster vizinhos ocorrem através de campos
efetivos h7", que dependem da configuracao dos spins do cluster v. Assim, com a aproximacao

da TCMCC para o modelo de Ising, podemos expressar o hamiltoniano efetivo:
HV =—-J 0,05 — ZhgiO'i. (43)
(i.j)ev v
O segundo termo é, portanto, caracteristico da aproximacao da TCMCC, e consiste na interagao

dos spins do cluster v com campos efetivos hJ.



Na aproximacao da TCMCC a rede é divida em clusters iguais, buscando adequar o
formato do cluster a simetria da rede. Por exemplo, na rede quadrada (veja figura 4.2) o
formato de cluster escolhido ¢ quadrado’ com 4 spins (n,) em cada cluster da rede. Feita a
divisdo do sistema, é entao determinado um cluster central (1) e os clusters vizinhos (v, 0", - - -)
com os quais este cluster central interage. As interacoes entre spins do cluster v sdo calculadas
exatamente e as interacoes entre spins de v e clusters mais proximos é feita através dos campos

efetivos, que sao aproximagoes das interacoes dos spins de v com o resto da rede.

4.1.1 Rede Hexagonal

Na figura 4.1 é descrito o tratamento para o caso ferromagnético da rede hexagonal,
sendo detalhadas as interacoes para dois clusters v e /. Os campos efetivos dependem das
configuragoes do spin o; e, no tratamento ferromagnético, estes campos podem assumir 2 valores

distintos, sendo um para cada configuracdo possivel de o; (+1, —1).

Para a rede hexagonal, descrita na figura 4.1, ha apenas um spin interagindo entre os
clusters v e V// (e entre quaisquer outros clusters vizinhos) e os campos efetivos sao definidos

como h?* = Jm?. Sendo m? campos médios que atuam sobre os spins do cluster v.

E necessario obter, portanto, dois campos médios. Para isso, escolhemos o spin do sitio
1 (01) do cluster v e definimos ele como o spin s que interage com o spin oy do cluster /. Veja
na figura 4.1 b) que o campo hg‘/‘ é substituido pelos valores de s (07 = +1). Para cada valor
de s serd determinado um campo médio (m™ ou m™) calculando o valor médio de oy, através

da equacao
gt
S + Z Ok € ﬂHD/

m-=m I
E e_B'HV/

na qual o = oy e §=1/KgT. O hamiltoniano do cluster v’ é dado por

: (4.4)

H,y =—J Z 005 — Z hlio; — Jsoy. (4.5)
(iev’ iy

Os campos médios sdo obtidos ao solucionarmos auto-consistentemente as equagoes (4.4) e

(4.5). Feito isso, utiliza-se estes campos médios para obter o hamiltoniano do cluster v, dado

Yamamoto (2009) também apresentou a aplicagio da técnica para a rede quadrada considerando um cluster
com 2 spins, contudo, o custo computacional desta aplicagdo torna-se ainda maior que para o caso de um cluster

quadrado com 4 spins.
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Figura 4.1: Aplicagdo da TCMCC a rede com geometria hexagonal. a) Interagbes do cluster
v com a vizinhanga. b) Interac¢oes do cluster v/ com a vizinhanga e com a substitui¢ao de um

campo auxiliar por um spin s (o7).

pela equagao (4.3). Assim, é possivel obter a magnetizacdo por spin (m) do cluster v, dada por

(4.6)

4.1.2 Rede quadrada

No caso da rede quadrada, descrita na figura 4.2, ha dois spins interagindo entre os

. ;04 ~ .
clusters v e v/, consequentemente os campos efetivos (neste caso he' ) dependerao dos spins o;

e 0;, que podem assumir 4 configuragoes diferentes: ++, +—, —+ ¢ ——. Neste caso, 0s campos
. ~ . ;04 ST s , .
efetivos sao definidos como he'’ = Jm7%, sendo m?i° campos médios que atuam sobre os

spins do cluster v da rede quadrada. Para a rede quadrada precisamos substituir h% — he'”’

nas equacoes (4.3) e (4.5), tornando necessario resolver 5 equagbes auto-consistentemente.

Para isso, escolhemos os spins dos sitios 1 e 2 (07 e 03) do cluster v e definimos eles
como 0s spins s e s’ que interagem com os spins oy € oy, respectivamente, do cluster /. Veja
na figura 4.2 b) que os campos he? " e he*”? sdo substituidos pelos valores de s (o7 = #1)
e s (0o = *+1). Para cada conjunto de valores de s e s’ serd determinado um campo médio

(m**" = {m*t*t m*~ m~*t m~—}) calculando o valor médio® de oy, através da equagio (4.4),

2Poderiamos ter utilizado o valor médio de o4/, contanto que definissemos o; = s’ e g5 = 5.
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Figura 4.2: Aplicagdo da TCMCC a rede com geometria quadrada. a) Interagoes do cluster v
com a vizinhanca. b) Interac¢oes do cluster v/ com a vizinhanga e com a substitui¢ao de dois

campos auxiliares por spins s e 8’ (07 e 09).

na qual oy = oy.

O hamiltoniano do cluster v’ para a rede quadrada é dado por

Ho=—J Y ow;— Y hi%oi—Json — Jsov, (4.7)
(i,5)ev’ i;éi{ekl’/.,,l’}

para o qual oy = o4 nesta abordagem. Ao obtermos estes campos médios, podemos calcular a

magnetizacao por spin do cluster v, através da equacao (4.6).

Na figura 4.3 sao apresentados os resultados dos campos médios m? e m?:% e da magne-
tizacao por spin para as redes hexagonal e quadrada. Os 2 campos médios para a rede hexagonal
(m™* e m™) sdo anti-simétricos na fase paramagnética, a qual é marcada pelo parametro de or-
dem m com valor nulo. Contudo, na temperatura critica, os campos médios apresentam uma
mudanca de comportamento, deixando de ser anti-simétricos e convergindo para o mesmo va-
lor®, neste caso, igual a +1. A mudanca de comportamento dos campos médios ocorre na

mesma temperatura em que ocorre a transicdo entre as fases paramagnética e ferromagnética.

Os 4 campos médios obtidos no caso da rede quadrada (m™*, m*~ m™" e m~) apre-

sentam o mesmo comportamento de anti-simetria na fase paramagnética (& direita na figura

30s campos médios também poderiam tender a -1, pois ambas as configuracoes de alinhamento, com todos

o0s spins para cima ou todos para baixo, correspondem ao estado de minima energia do sistema
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Figura 4.3: Campos médios e magnetizagdo por spin (m) das redes hexagonal (esquerda) e

quadrada.

4.3). Com a mudanca de comportamento dos campos médios o sistema apresenta uma transi¢ao
de fase, marcada pelo valor nao nulo da magnetizacao por spin. O tratamento da rede quadrada
também permite observar o efeito das diferentes configuracoes do cluster central sobre o valor
dos campos médios. Considerando os campos médios acima da T, percebemos que quando um
par de spin (neste caso, os pares podem ser 0109, 0904, 0304 O 0103) do cluster central esta em
uma configuragao que satisfaz o estado de minima energia, o valor absoluto dos campos médios
¢ maior. Podemos perceber isso pelos valores absolutos de m™™ e m™", que sao maiores que
os valores absolutos de m™ e m~". Isso é justificavel pela dependéncia dos campos médios
que atuam sobre o cluster central com os valores médios dos spins do cluster vizinho. Para
altas temperaturas, o valor médio de um spin no cluster v/, por exemplo, é estimulado a ter o
mesmo valor do par de spins alinhados no cluster ao lado (v), pois esta é uma configuragao que

minimiza a energia.

Contudo, quando a temperatura do sistema atinge um valor critico, as interagoes ferro-
magnéticas sao suficientes para que apenas configuracoes que satisfacam o estado de minima
energia sejam mais provaveis. Ou seja, configuracoes em que spins nao estao alinhados na
mesma direcao e sentido tém uma energia alta, que diminui muito a sua probabilidade. Por
outro lado, abaixo da T, configuragoes em que os spins estao alinhados na mesma direcao de
uma forma que satisfaca também a tendéncia de alinhamento de toda a rede (que pode ser
para cima ou para baixo), terdo uma energia muito baixa em relagao as demais configuragoes e,

consequentemente, maior probabilidade. Com isso, para T — 0, os campos médios tendem ao
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mesmo valor, que no caso da figura 4.3 é 41 e satisfazem a configuracao do estado fundamental
do sistema, descrita pelo parametro de ordem m, que é igual a +1 no estado fundamental,

indicando o alinhamento de todos os spins da rede.

4.1.3 Rede Cubica

A aplicagdo da TCMCC para a rede com geometria cubica simples (figura 4.4) é feita
de forma analoga a aplicacao as redes hexagonal e quadrada. Como as interacoes entre clusters
vizinhos é dada sempre por 8 spins, 4 de cada cluster, os campos efetivos serao dependentes da
configuragao de 4 spins. Para diferenciar os campos efetivos é interessante seguir um padrao,
determinado pela sequéncia de spins que estao envolvidos no calculo dos campos médios. Por
exemplo, para o campo agindo sobre o spin do sitio 1 (o7), consideramos os primeiros vizinhos
de 01 (03 e 03) e depois o seu segundo vizinho (o4) e definimos que o campo que atua sobre este

spin é hJ19293%_ Usamos o mesmo critério* para definir os demais campos efetivos que atuam

sobre o cluster v.

¢)
7/
hg20'40103 A A
hfefwwsﬂlv Z T L oy = %1
i -
4
6 7 v
8

Figura 4.4: Aplicacdo da TCMCC a rede cubica. a) A estrutura da rede cibica. b) As intera-
¢Oes, através de campos efetivos, entre dois clusters v e /. ¢) Os campos efetivos substituidos

pelos valores possiveis de 4 spins para aplicacao da TCMCC.

Se considerarmos as configuragbes possiveis de 4 spins (o;, 0,0 € 0;) serd necessario

obter 16 campos médios (m7i??+?t). Contudo, a forma como definimos os campos efetivos

4E este critério que assegura o uso do mesmo conjunto de campos médios (mt+++ m™++= . m~="7) para

qualquer spin da rede.



permite identificar uma simetria entre os campos médios: se os spins g, e o3 sao ambos se-
gundos vizinhos de o; e nao ha nenhuma diferenca entre a posicao destes spins na rede’, entao

poderiamos definir h71729394 = h71939294 gem alterar o resultado da aplicacao da técnica.

A liberdade na escolha da importancia dos spins o5 e 03 para o célculo do campo médio,
indica que alguns conjuntos de configuracoes destes spins terao igual efeito sobre o valor médio
calculado. Mais precisamente, sempre que estes spins (que podem ser generalizados para o; e
o)) assumirem valores distintos, havera uma simetria a ser explorada na obten¢ao dos campos

médios, pois m7i9i%k% = m7i9k7i%  Isso significa que

mTtT = gttt
mtt =

(4.8)
mTt = gttt
m T =m

tornando necessaria a obtencao de apenas 12 campos médios na aplicacao da TCMCC, que sao

descritos na figura 4.5.
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Figura 4.5: Campos médios para rede ctbica dividida em clusters com 8 spins.

Na tabela 4.1 a precisao dos resultados da TCMCC torna-se evidente, principalmente
quando estes sao comparados aos resultados obtidos com a TCM. O erro do valor de KgT¢/J

para as 3 geometrias em relacdo ao resultado exato ¢ apresentado entre parénteses, ao lado

5Supondo uma aplicacdo a outros tamanhos de clusters, haveria uma diferenca entre os campos que atuam

nos spins localizados em vértices do cluster e os que atuam nos outros spins.
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dos resultados da TCM e TCMCC. Destaca-se que o erro da TCMCC ¢ inferior a 6% nas 3

geometrias.

Tabela 4.1: Resultados de KgT/J para o MI em 3 geometrias
2 Exato TCM (erro) TCMCC (erro)

Estrutura

Hexagonal 3 1.519 3 (97,5%) 1.593 (4,9%)

Quadrada 4 2.269 4 (76,3%) 2.362 (4,1%)
Ciibica 6 4510 6 (33.0%)  4.753 (5.4%)

Fonte: (YAMAMOTO, 2009)
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5 APLICACAO DA TEORIA DE CAMPO MEDIO COM
CLUSTERS CORRELACIONADOS AO MODELO DE ISING
ANTIFERROMAGNETICO

Para aplicar a TCMCC ao caso antiferromagnético do modelo de Ising é necessério
adaptar a técnica para que os campos efetivos possam assumir valores adequados ao estado
fundamental do sistema tratado. Isso implica em dividir o sistema em duas sub-redes e dife-
renciar os campos que atuam nestas sub-redes. A descricao desta aplicacao as redes hexagonal,
quadrada e cubica ¢ feita nas secoes a seguir. Apods, apresentamos e discutimos os principais

resultados obtidos destas aplicagoes da TCMCC.

5.1 Rede Hexagonal

A aplicacdo da TCMCC a geometria de rede hexagonal é realizada ao dividirmos o
sistema em sub-redes interpenetrantes, conforme descrito na figura 5.1. Os sitios mais proximos

(primeiros vizinhos) ndo fazem parte da mesma sub-rede.

Podemos verificar na figura 5.1 que os sitios 1, 3 e 5 (ou 2, 4 e 6) pertencem a sub-rede A
(ou B). Devemos calcular, portanto, um grupo de campos médios para cada sub-rede do cluster
v. Para isso, é preciso observar as interacoes com os clusters vizinhos v/ e v”. Vamos iniciar
expressando o hamiltoniano do cluster v, que é dado pela equagao (4.3), mas também pode ser
expresso em termos dos campos médios e na auséncia de campo externo, na seguinte forma
HAE = —J Z of j’?— Jm ot — ImQol — JmPoi — ImGol — JmPoit — ImPal. (5.1)
(i,4) €V
onde p e p podem ser A ou B, contanto que p # p. Portanto, torna-se necessério obter os
campos médios que atuam sobre as sub-redes A (m?%) e B (m% ), totalizando 4 campos médios
(m}, my, mb e mg). Isso ¢ feito de forma andloga ao caso ferromagnético, mas nesse caso
é preciso calcular o valor médio de spins de dois clusters vizinhos (¢ e ). Para resolver os
campos médios atuando sobre a sub-rede A definimos o spin o1 = s = *+1, como descrito na

figura 5.1 (a), e calculamos o valor médio do spin o8

AF ? (52)
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Figura 5.1: Rede hexagonal dividida em sub-redes A (o) e B (e). a) Descricao das interagoes
entre os clusters v e v/, com a interagdo do spin oy fixada em £1. b) Descricao das interagoes

entre os clusters v e "/, com a interacao do spin o4 fixada em =+1.

sendo HAF o hamiltoniano do cluster v/, dado por

AF z : p_p oy _A Oy B o3 _A B o5 _A 0g' _B

L 9. o . . . .
onde o campo médio my" foi substituido por s. Obtemos os campos médios atuando sobre a
sub-rede B de forma semelhante, ao definirmos o spin 02 = s’ = 41, como descrito na figura

5.1 (b). Entdo podemos calcular o valor médio do spin o7},

_ AF
X ofhe 4

s’ +
mp=mpg= 5.4
’ ’ > e P (54)
sendo HAF o hamiltoniano do cluster v”, dado por
0 a O- g g g,
HA = —J E of ;’—Js’of}/—JmBQ”UQEf,—JmA“"ag},—JmB“"af,,—JmAy/agﬁ,—JmBﬁ”ag, (5.5)

(i,gyev”
onde o campo médio m’" foi substituido por s’. O conjunto de 4 campos médios para o caso
antiferromagnético ¢ obtido resolvendo auto-consistentemente as equagoes (5.2), (5.3), (5.4) e
(5.5). Feito isso, torna-se possivel obter o hamiltoniano do cluster central, através da equagao

(5.1), calcular a fungdo de particdo e obter os observaveis desejados.

Contudo, o nimero de campos médios para o caso AF do modelo de Ising na rede

hexagonal duplicou em relacao ao caso ferromagnético. O gréafico da figura 5.2 mostra os
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Figura 5.2: Campos médios obtidos para o caso antiferromagnético da rede hexagonal. H4 uma

anti-simetria entre os campos de sub-redes diferentes.

campos médios para o caso AF da rede hexagonal e permite identificar uma anti-simetria
entre os campos de sub-redes distintas. No caso em que ndo h& campo externo (H = 0)
podemos utilizar esta anti-simetria para diminuir o ntimero de equacoes a serem resolvidas
auto-consistentemente, j4 que m}i = —myz e m; = —m}. Sendo assim, basta obter os campos
para uma das sub-redes ao resolvermos as equagoes (5.2) e (5.3). No entanto, a presenca de
um campo externo nao nulo quebra a anti-simetria dos campos médios, tornando necesséria a

obtencao do conjunto de campos médios para cada sub-rede.

5.2 Rede Quadrada

A aplicacao da TCMCC na rede quadrada com interagoes antiferromagnéticas é ainda
mais simples que a realizada para a rede hexagonal, pois nao é necessario considerar as interacoes
com dois clusters vizinhos do cluster central. Contudo, a priori o nimero de campos médios
ainda duplica para o caso AF. Na figura 5.3 é descrita a aplicagdo da TCMCC ao caso AF da
rede quadrada, na qual os spins oi' e o sao definidos como s e s', respectivamente. Este par

de spins pode assumir 4 configuragoes distintas (ss’ = {++,+—, —+, ——}), sendo necessario

obter campos médios para cada configuracao nas duas sub-redes.

Para a sub-rede A (identificada por o) os campos médios sao definidos pelo valor médio
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do spin oy,
== (5.6)

que depende do hamiltoniano do cluster v/, dado por

HAF —J Z UZPU JO'l/( 01109 + 0'1/0'3/> N Jag(maBz/Ull +m%2/0'4/>
e (5.7)
_Jo_g( 03107/ _|_ S) J0'4/( 041091 —l— s )

—@ O @ .
I A L A SR S N
1% E
) 3/ 4/’ hg1,02,§hg2/01/
Y )4
h0'10'2 h0'20'1 — @ )O/ /( O—
e h0'110'3/ 1 2 h0'2/0'4/
v v ° v ¢
_‘._____0_-___0_-__ (__;___o_-____r)_ hggl agq1 3/ 4/ hg4/ To/
he'™? hezo —4 >¢ G
h0'30'1 h0'40'2
[ e
— > X( L o1==+1 |og==+1
| : — ) o—
| hZ371 | pT4os 12
e 1oe
| , v

Figura 5.3: Rede quadrada dividida em sub-redes A (o) e B (e). a) Descricao das interagoes

do cluster central v. b) Descricio das interacoes entre os clusters v e v/, com os campos

provenientes dos spins o¢' e 0 substituidos por valores bem definidos (£1).

Para a sub-rede B (identificada por e) os campos médios sdo definidos pelo valor médio

do spin o},
HAF

ss’ — 204’6

T e

que também depende do hamiltoniano do cluster /, dado pela equacao (5.7). Os campos médios

, (5.8)

para a rede quadrada sdo obtidos ao resolvermos auto-consistentemente as equagoes (5.7), (5.8)

e (5.6), tornando possivel calcular o hamiltoniano do cluster central, dado por

HAE = —J Z ol j‘?— Jot(m% 7 +m%%) — Jo2(mP7 + mPo*)
(1,5)ev (59)

—JoB(mPT + mP) — Jo (mG? + m57?).
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Figura 5.4: Campos médios obtidos para o caso antiferromagnético da rede quadrada.

Os 8 campos médios obtidos sao descritos nos graficos da figura 5.4. Assim como no
caso da rede hexagonal ha anti-simetrias entre os campos resultantes, sendo possivel reduzir o

numero de equacoes a serem resolvidas para H = 0. Neste caso as simetrias sao dadas por

my = —Mpg

mi~ =—-mz"
my =—-mk
my = —mg“?

sendo que podemos estabelecer uma relacao geral para as simetrias da rede quadrada, definindo
/ ! . L g
que m% = —m¥ se, e somente se, s # g e s’ # ¢'. Assim, o nimero de campos médios a serem

obtidos para o caso AF da rede quadrada tratada pela TCMCC é o mesmo do caso FE.

5.3 Rede Cubica

A aplicagao da TCMCCC a rede cibica envolve o calculo do hamiltoniano de apenas
um cluster vizinho ao cluster ¥ como podemos ver na figura 5.5 estd descrita a aplicacao
da TCMCC ao caso AF da rede quadrada, na qual os spins oi', o2, 0% e of' sao definidos
como s, s’ §” e s, respectivamente. Estes spins podem assumir 16 configuracoes distintas

(ss's"s"” = {++++,+ ++—,...,— — ——}), mas devido & simetra descrita na equagio 4.8,
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torna-se necessario obter campos médios para 12 configuragoes nas duas sub-redes, totalizando

24 campos médios.

v o
2040103
he

01020304
Le

04020301
g

Y

==+1

Figura 5.5: Rede ciubica dividida em sub-redes A (o) e B (o). a) Descri¢do das interagoes
do cluster central v. b) Descrigdo das interacoes entre os clusters v e v/, com os campos

provenientes dos spins o' e 02 substituidos por valores bem definidos (&1).

Para a sub-rede A (identificada por o) os campos médios sao definidos pelo valor médio

do spin o2,
ss's! s 2056 /BH 1
A - _BHAF (5 0)
e
que depende do hamiltoniano do cluster v/, dado por
z 0 011091 049/0 011031010 011091010,
H;q/ J O_fo_jp Ja'll( 1/ 2/ 3/ 4/ + mA1/ 3/ L)/ 7/ + mAll 2/ d/ 6/)
(ij)ev’
JO'Q,( 09104101103/ + m0'2/0'1/0'6/0'5/ —I'— 0'2/0'4/0'610'8/
B
03101104109/ 03/10410710g/ 0'3/0'1/0‘7/0'5/
JO'3/( —i—mB +m (5_11)

_JU4/( 24/0’2/03/01/ + m24/0'3/0'8/0’7/ _'_ 04/0'2/0'8/0'6,)

B 051011071031 05101106/ T/ Ol To1 T8I0y 06102/0r101/ /
—Jog (mpg +mpg +8) — Jog (m” +my
1 Or1 021010 Og1 0410610 Ol O 410510 "
—JU7,<S +m 7’ 3/08/04/ _|_m27030501) JUS’( 8/04/0¢6/ 02/ +mBs’ 4/07/03/ + s )
Para a sub-rede B (identificada por e) os campos médios sao definidos pelo valor médio

do spin oy,

: (5.12)

que também depende do hamiltoniano do cluster v/, dado pela equagao (5.11). Os campos

médios para a rede ctbica sao obtidos ao resolvermos auto-consistentemente as equagoes (5.10),

41



(5.11) e

AF PP
H," =—J g oja’
,] cv
B 02040103 020106075 02040608
—Joy (m3 +mp +mp ) —

A 04020301 04030807 04020806
—Joy (m} +my +my ) —

06020804 06020501 06050807
J0'6 (m% + m + mS ) —

(5.12), tornando possivel calcular o hamiltoniano do cluster central, dado por

Jo.fl(mzwzdam +m01030507_'_ 01020500)

J0'3( 03010402+ %3U4U7US+

03010705
mpg )

(5.13)

05010703 05010602 05060708
Jo¥ (m§ +mpg +mpg )

07050806 07030804 07030501
Jo (m + mY + m5 )

B 08040602 08040703 08060705
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Figura 5.6: Campos médios obtidos para o caso antiferromagnético da rede cubica.

Os 24 campos médios obtidos sao descritos nos graficos da figura 5.6. Assim como nos

casos das redes hexagonal e quadrada h& anti-simetrias entre os campos resultantes, sendo

possivel reduzir o nimero de equagoes a serem resolvidas para H = 0. Neste caso as simetrias

sao dadas por
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my = —my
mi T = —mpt
mi Tt = —mptt
mitTT = —my
my = —mpt
mytt = —mf
my T = —mptt
mytTT = —mf

sendo que podemos estabelecer uma relagao geral para as simetrias da rede cibica, definindo

ss's"s" . qd'qd"q"
que m? = —m¥

se, e somente se, s £ q, 8 £ ¢, 8" #£q¢" e s # ¢". Assim, o nimero
de campos médios a serem obtidos para o caso AF da rede quadrada tradada pela TCMCC

passa a ser o mesmo do caso FE.

5.4 Resultados

Para aplicar a TCMCC a qualquer geometria de rede foi necessario construir um algo-
ritmo que, primeiro, gera as configuragoes possiveis dos spins dos clusters da rede. Por exemplo,
para a rede quadrada, com 4 spins em cada cluster, é necessario obter as 2* configuracoes, sendo
2" o numero de configuracoes possiveis dos spins de um cluster com n, spins. Apo6s a cons-
trucao desta base de configuracoes, descrevemos as interacoes da rede através do hamiltoniano
dos clusters central e vizinhos, para s6 entao resolver auto-consistentemente os campos médios.
Para a programacao deste algoritmo, assim como para os algoritmos necesséarios para a aplica-
¢ao do método de Monte Carlo e para a solucao das equacoes acopladas da TCM, utilizamos
a linguagem Fortran 95. Na TCMCC, apoés o calculo dos campos médios é possivel obter os
resultados para os observaveis de interesse. A seguir, sdo apresentados nossos resultados para
o parametro de ordem AF, energia interna, calor especifico e susceptibilidade magnética para

o modelo de Ising com interacoes antiferromagnéticas.

43



5.4.1 Magnetizacao de sub-redes e Susceptibilidade - H = 0

Calculamos o parametro de ordem AF (mg) através da equagao

_ Ima—ms| (5.14)
2

na qual m4 (ou mp) é a magnetizacdo por spin da sub-rede A (ou B), que pode ser obtida
utilizando a equacdo (2.7), mas realizando a soma em i somente sobre os spins das sub-redes
A (ou B). Dessa forma buscamos encontrar uma ordem nas sub-redes que seja caracterizada
pela diferenca entre a magnetizagao de cada uma delas. Os resultados obtidos para mg sao

apresentados na figura 5.7 em um comparativo com resultados da TCM, do método de Monte

Carlo e da solugao exata de Onsager para a rede quadrada.

1@

T T T T T T [T T T 1 T
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Figura 5.7: Comportamento do parametro de ordem AF para as redes hexagonal, quadrada e
cubica. Os resultados obtidos com a TCMCC sao comparados aos da TCM, das simulagoes de

Monte Carlo e ao exato para a rede quadrada.

Na figura 5.7 podemos ver que para temperaturas altas o parametro de ordem mg tem
valor nulo, caracterizando a fase paramagnética. No entanto, para uma dada temperatura,
mg passa a ter valor diferente de zero, marcando a transicao entre as fases paramagnética e
antiferromagnética. Estes resultados para o MI antiferromagnético tratado com a TCMCC
mostram que a precisao da técnica em determinar a Ty permanece tao boa quanto para o caso
ferromagnético. Os resultados obtidos sao idénticos aos descritos na tabela 4.1, o que confirma a
validade destes resultados, ja que a simetria da densidade de estados leva & mesma temperatura

critica no MI ferro e antiferromagnético (KIM, 2011) em algumas geometrias de rede.
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Na figura 5.8 (esquerda) apresentamos nossos resultados para a susceptibilidade magné-
tica de sub-redes ys em funcao da temperatura, para o MI antiferromagnético. O comporta-
mento da susceptibilidade nas sub-redes é idéntico ao comportamento obtido em um sistema
ferromagnético, o que é perfeitamente esperado, uma vez que a magnetizacao de sub-redes seja

idéntica a magnetizacao de um ferromagneto de Ising.

Portanto, o resultado apresentado na figura 5.8, apresentando um divergéncia da suscep-
tibilidade magnética de sub-redes exatamente na Ty, é um comportamento esperado. Isso se
deve a forte tendéncia de alinhamento dos spins das sub-redes nas proximidades da transicao de
fase. Assim, mesmo um campo com intensidade baixa estimula os spins daquela sub-rede a se
alinharem na direcao do campo. Para temperaturas muito altas essa tendéncia de alinhamento
cali para zero, uma vez que ha grandes flutuagoes térmicas no sistema. Para temperaturas bai-
xas, com a ordem AF estabelecida, a presenca de um campo externo tende a nao surtir efeito,

fazendo com que a susceptibilidade magnética de sub-redes caia para zero.
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Figura 5.8: Os resultados da susceptibilidade magnética das sub-redes yg e do sistema x é
apresentado em funcdo da temperatura normalizada T /Ty. Os resultados foram obtidos para

a rede quadrada, mas sao os mesmos para as redes hexagonal e ctbica.

Contudo, os resultados para a susceptibilidade magnética y do sistema antiferromag-
nético apresenta um comportamento diferenciado, com um maximo acima da Ty. Este é um
resultado coerente com o esperado para um sistema antiferromagnético, considerando que na
fase paramagnética a presenca de um campo externo leva o sistema a apresentar magnetizacao

nao-nula, pois a reducao da temperatura e, consequentemente, a diminuicao das flutuacoes
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térmicas fazem com que a magnetizacao da rede aumente ainda mais. Portanto, o sistema estéi

cada vez mais suscetivel ao alinhamento com um campo externo.

Entretanto, com a diminuicao da temperatura do sistema, as interacoes antiferromagné-
ticas da rede também comecam a predominar em relacao as flutuacgoes térmicas. Além disso,
as interacoes AF também nao sao favorecidas pela presenca de um campo externo, pois a or-
dem AF é caracterizada pela auséncia de magnetizacdo espontanea e um campo externo nao
nulo ird favorecer o alinhamento dos spins em uma direcao e sentido. Portanto, a reducao
da susceptibilidade magnética um pouco acima da T ¢ um indicio do quao predominantes as
interacoes AF estao se tornando no sistema. Essa tendéncia se confirma com a queda rapida
da susceptibilidade magnética na Ty, demonstrando que na temperatura critica a presenca de

um campo externo fraco nao ¢é capaz de alterar de forma relevante a ordem AF estabelecida.

5.4.2 Magnetizacao de sub-redes - H # 0

Embora a susceptibilidade magnética permita compreender os efeitos do campo externo
sobre um sistema com interagoes antiferromagnéticas, é interessante avaliar a forma como este
campo interfere na transicao entre as fases PM e AF. Para isso, admitimos a presenca de um
campo atuando sobre o sistema e incluimos no hamiltoniano de cada cluster, descritos pelas
equacoes (5.1), (5.9) e (5.13), um termo que represente essa atuagao: —H > (o + O'jB). Com
esta aplicacao, as anti-simetrias identificadas nas se¢oes 5.1, 5.2 e 5.3 nao podem ser utilizadas,
uma vez que os campos efetivos dependem do valor médio dos spins nos clusters vizinhos e

estes valores médios mudam na presenca de um campo externo.

Os resultados obtidos na presenca de um campo externo com diferentes intensidades sao
apresentados nas figuras 5.9 e 5.10. No grafico da esquerda da figura 5.9 podemos perceber a
concordancia com a descricao feita com base no comportamento da susceptibilidade magnética.
Nas proximidades da Ty a magnetizacao em cada sub-rede assume o mesmo valor, no entanto,
a0 aproximar-se de uma temperatura suficientemente baixa, a ordem AF torna-se predominante.
Esta ordem AF pode ser verificada pela diferenca entre as magnetizacoes das sub-redes A e
B ou pelo valor nao nulo do parametro de ordem AF, mg, que permite marcar a Ty para
diferentes valores de H. Percebemos também que para campos magnéticos muito intensos o
sistema nao apresenta ordem AF, o que pode ser identificado em ambos os graficos da figura

5.9 nos resultados para H = 5.
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Figura 5.9: Efeitos da presenca de campo externo na Ty. A esquerda, a magnetizacio das
sub-redes A e B na geometria quadrada, na presenca do campo externo H com diferentes

intensidades. A direita, o comportamento do parametro de ordem antiferromagnético mg para

diferentes valores de H.

Na figura 5.10 sdo apresentados diagramas de fases KTy /J x H para as redes hexagonal,
quadrada e cibica. Percebemos que a fase antiferromagnética é desestimulada pela presenca
do campo externo H, embora campos com baixa intensidade nao levem a uma varia¢ao grande
da Ty. Contudo, campos bastante intensos levam & uma grande diminuicao da temperatura
critica, até um certo valor critico de H, para o qual o sistema deixa de apresentar ordem AF
. Para campos com intensidade acima deste valor critico, o sistema passa a apresentar apenas

caracteristicas da fase paramagnética, como mg = 0 e o alinhamento dos spins da rede na

direcao do campo externo.

A intensidade do campo externo necesséaria para eliminar o ordenamento AF do sistema
depende da geometria de rede. Pelos diagramas da figura 5.10 percebemos que redes com
o nimero de coordenagao mais alto sao menos sensiveis a presenca do campo externo. Isso é
justificavel pelo niimero de interacoes que cada spin tem na rede, quanto mais interacoes, maior
é a tendéncia de ordenamento do sistema, o que pode também ser observado pelo aumento da

temperatura critica (T¢ ou Ty) junto com o ntimero de coordenacao das redes!.

As transicoes descritas pelos diagramas de fase da figura 5.10 sao continuas e podem ser

LA temperatura critica cresce com o nimero de coordenacdo da rede, mas niao da forma linear como sugere

a TCM. Ha outros fatores envolvidos, como a dimensionalidade da rede, por exemplo.
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Figura 5.10: Diagramas de fases da temperatura critica pelo campo magnético externo para as

redes quadrada, hexagonal e ctibica.

marcadas pelo parametro de ordem mg. Contudo, para alguns valores de H acima do critico, as
transicoes sao descontinuas e o parametro de ordem nao pode ser utilizado para a determinacao
da Ty. Infelizmente, a TCMCC, por nao se tratar de um método obtido totalmente através
de argumentos analiticos, nao permite a obtencao de uma expressao para a energia livre de
Gibbs. Também nao é possivel obter resultados coerentes utilizando a equacao 2.2 diretamente
sobre a funcao de particdo. Com isso, nao podemos determinar uma linha do diagrama de fases
da figura 5.10 que marque estas transicoes de primeira ordem de forma confidvel. Esta linha
poderia ser obtida, por exemplo, observando o comportamento da entropia do sistema. Porém,
a entropia é uma derivada da energia livre e, portanto, sua obtencao nao ¢ possivel com este
tratamento. Assim, as aplicagoes deste método aproximativo limitam-se aos casos em que as

transicoes sao continuas e podem ser descritas totalmente com base no parametro de ordem.

5.4.3 Energia Interna e Calor Especifico

A Energia interna U foi obtida através da equagao (2.9) de forma bastante simples, ja
que os valores da energia do cluster central sao facilmente obtidos apds o célculo dos campos
efetivos. O calor especifico a volume constante (C,) foi obtido através de uma derivada numérica
da energia interna, seguindo a equagao (2.6). Estes resultados estao descritos na figura 5.11.
Devido a simetria da densidade de estados, nossos resultados para a energia interna e o calor

especifico apresentam o mesmo comportamento do caso FE.
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Figura 5.11: Energia interna por spin em funcao da temperatura no MI antiferromagnético.

Os resultados para a energia interna por spin, mostram uma tendéncia ao estado de
minima energia, conforme a temperatura baixa, o que concorda totalmente com o esperado.
Contudo, a energia do estado fundamental dos sistemas tratados com a TCMCC nao é ade-
quada. Espera-se que para sistemas magnéticos nao frustrados a energia interna do estado
fundamenal seja igual ao negativo do niimero de interagoes da rede. Ou seja, a enegia interna
por spin no estado fundamental serd igual ao negativo da metade do nimero de coordenacao,
uma vez que as interagoes na rede sao todas de troca (ou compartilhadas). Com isso, a energia
do estado fundamental é —1,5|J| para a rede hexagonal, —2|J| para a rede quadrada e —3|J|

para a rede ctibica?.

Entretanto, os campos efetivos que atuam sobre o cluster central na TCMCC nao sao
equivalentes as interacoes de troca entre spins do mesmo cluster. As interacoes com campos
efetivos nao envolvem compartilhamento, pois estes campos representam uma interacao dos
spins do cluster central com toda a rede, sendo a energia minima por interagao igual a —.J.
Isso leva os resultados para a energia interna das redes hexagonal, quadrada e cibica aos
valores descritos na figura 5.11, que no estado fundamental valem —2|J|,—3|J| e —4,5|.J|. No
entanto, o comportamento qualitativo da energia interna é bastante adequado ao obtido com
métodos aproximativos. Isso pode ser verificado na descontinuidade apresentada pelo calor

especifico na temperaura critica, o que concorda com os resultados de outros métodos que

ZNeste caso, |J| ¢ o moédulo da interagdo de troca entre os primeiros vizinhos da rede e ndo uma unidade de
energia. Para conhecer os valores de energia e a intensidade desta interacao de troca em sistemas magnéticos

reais sao necessarios estudos de primeiros principios destes materiais
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utilizam aproximacoes de campo médio.
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Figura 5.12: Calor especifico a volume constante em funcao da temperatura no MI antiferro-

magnético para as redes hexagonal, quadrada e ctbica.

Os resultados de C), em funcdo da temperatura sao apresentados na figura 5.12 para
as redes hexagonal, quadrada e ciibica. Estes resultados mostram que na fase paramagnética
o calor especifico é inversamente proporcional ao quadrado da temperatura até a Ty, na qual
o sistema apresenta um comportamento critico marcado pela descontinuidade do calor espe-
cifico. Abaixo da T o calor especifico cai para zero, pois a ordem antiferromagnética passa
a predominar na rede, levando o sistema rapidamente para um estado préoximo ao de minima

energia.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho foi proposta a aplicacao da teoria de campo médio com clusters correla-
cionados ao modelo de Ising com interacoes antiferromagnéticas. Inicialmente, realizou-se um
estudo aprofundado da TCMCC e da sua aplicagdo ao modelo de Ising ferromagnético, feita por
Yamamoto (2009). Propos-se, entao, a divisao do sistema em sub-redes A e B interpenetradas,
diferenciando os campos médios m? em cada sub-rede (m"f e moi ), de forma que estes pudes-
sem assumir um conjunto de valores distintos para cada sub-rede. Desta forma, mostramos que
os campos médios devem ser adequados de forma que possam assumir valores condizentes com
o esperado para o estado fundamental do sistema em questao, seja ele ferro ou antiferromagné-
tico. Esta proposta de aplicacao se mostrou eficiente, uma vez que obtivemos os resultados para
a Ty idénticos aos obtidos para a Ty nos sistemas com interagoes ferromagnéticas. Contudo,
o tratamento do caso AF leva ao dobro do nimero de campos médios em relacdo ao caso FE,
aumentando o custo computacional da técnica, que necessita da solucao auto-consistente dos
campos médios. Entretanto, identificamos uma anti-simetria entre os campos médios de sub-
redes diferentes, permitindo reduzir pela metade o niimero de equacoes acopladas e, portanto,
tornando o custo computacional do caso AF idéntico ao do caso FE. Com a finalidade de com-
parar os resultados da TCMCC, também realizamos simulacoes de Monte Carlo e utilizamos
os resultados propostos pela aproximagao de campo médio usual (TCM) e a solugao analitica

de Onsager para o caso bidimensional do MI.

Em relagao aos observaveis de interesse, além do parametro de ordem antiferromagnético
(ms), que permitiu determinar a Ty para H = 0 e H # 0, obtivemos a susceptibilidade
magnética y, a energia interna U e o calor especifico magnético C,,. Os resultados para mg no
caso em que H # 0 mostraram que o aumento do campo externo H faz com que a Ty diminua
até um valor critico, para o qual a ordem AF deixa de ser apresentada. O comportamento da
Ty em funcao de H foi descrito em um diagrama KT /J x H, no qual fica clara a relacao entre
a dimensionalidade e o nimero de coordenacao da rede e a resisténcia do sistema a presenca de

um campo magnético externo.

A susceptibilidade magnética foi obtida para o sistema e para as sub-redes, de forma que
foi possivel verificar o comportamento idéntico ao do sistema descrito pelo modelo de Ising com

interacoes ferromagnéticas na susceptibilidade magnética de sub-redes. Para a susceptibilidade



magnética do sistema, os resultados obtidos com a TCMCC concordam com os esperados
para sistemas com interacoes antiferromagnéticas, mostrando um maximo arredondado um
pouco acima da 7. Embora a energia interna tenha apresentado um valor para o estado
fundamental diferente do esperado, a sua primeira derivada, que é o calor especifico, apresenta
um comportamento semelhante ao de outros métodos aproximativos, com uma descontinuidade

na Thy.

A TCMCC mostrou-se uma eficiente técnica para a determinacao da Ty, uma vez que
permite recuperar parte das correlagoes perdidas com a aproximacao de campo médio usual
(TCM). Os resultados da magnetizacdo de sub-redes, por exemplo, tem precisdo comparavel
as nossas simulacoes, realizadas através do método de Monte Carlo, mas sem a dificuldade
de determinar com exatidao a temperatura critica, devido as flutuacoes nas proximidades da

criticalidade, que sdao caracteristicas de simulacoes de Monte Carlo.

Os resultados obtidos com a teoria de campo médio com clusters correlacionados e a
aplicacao da técnica ao modelo de Ising antiferromagnético, demonstram que a TCMCC é um
poderoso método aproximativo, cujas aplicagoes ainda podem ser extendidas a outros sistemas,
ainda mais interessantes. A técnica permite obter resultados precisos, desde que identificadas as
simetrias necessarias para sua aplicacao, seja na estrutura de rede tratada ou na diferenciacao
de campos médios exigida para satisfazer o estado fundamental do sistema. Além disso, a
aplicacao da TCMCC ao MI antiferromagnético permitiu a identificacao de anti-simetrias entre
estes campos médios, permitindo a reducao do custo computacional da técnica, que é outro fator
preponderante na aplicacao de um método a sistemas mais complexos, como 0s que possuem
interacoes desordenadas, por exemplo. Como perspectiva de pesquisas pretendemos adequar a
TCMCC ao estudo de sistemas desordenados, que apresentam, por exemplo, competicao entre

as fases vidro de spin e antiferromagnética (ECHEVARRIA-BONET et al., 2013).
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