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RESUMO

Trabalho de Conclusdo de Curso
Curso de Fisica
Universidade Federal de Santa Maria

ASPECTOS DIMENSIONAIS DA MASSA DO FOTON NA ELETRODINAMICA
QUANTICA
AUTOR: LUCAS CAMPONOGARA VIERA
ORIENTADOR: ORIMAR ANTONIO BATTISTEL
Local da Defesa e Data: Santa Maria, 10 de Dezembro de 2014.

A invariancia de gauge [5] da Eletrodinamica Quantica estabelece um carater ndo mas-
sivo para o campo do féton. Apesar disso, corre¢des ao nivel um [oop para a auto-energia do
féton podem induzir geracao de massa em algumas dimensdes espaco-temporais. O objetivo do
trabalho € estudar este aspecto da Eletrodinamica Quantica [5] calculando o tensor de polariza-
cdo do vacuo e efetuando a renormalizacdo [2, 15] do propagador para a corre¢do ao nivel um
loop da auto-energia do féton em dimensdes espago-temporais 2, 3,4 e 5.

Os célculos das amplitudes perturbativas, pertinentes ao presente trabalho, que apre-
sentam cardter divergente serdo feitos com a utilizacdo de uma estratégia alternativa aos tra-
dicionais métodos de regularizacao da literatura [3,4]. Este método, proposto e desenvolvido
pelo professor O. A. Battistel [1] tem sido utilizado com sucesso em véarios contextos do cal-
culo perturbativo em Teoria Quantica de Campos [8] e possui vantagens significativas sobre
as regularizagdes usuais, pois nio introduz modificagdes nas formas fornecidas pelas regras de
Feynman para as amplitudes perturbativas.

Além disso, permite eliminar automaticamente as conhecidas ambiguidades [5] intrin-
secas das amplitudes perturbativas, quando o grau de divergéncia envolvido € superior ao lo-
garitimico, termos estes que sao potencialmente violadores de simetria [S]. Com isso permite
conclusdes limpas e transparentes em investigacdes onde o uso de regularizacdes contamina os
resultados e dificulta o estabelecimento de consequéncias fisicas de teorias através das solu-
coes perturbativas. Os processos fisicos basicos da teoria s@o tratados efetuando-se os cdlculos
das amplitudes divergentes com as escolhas mais gerais possiveis para os momentos das linhas
internas.

As arbitrariedades intrinsecas aos calculos perturbativos sdo preservadas durante as ope-
racOes intermedidrias uma vez que integrais divergentes ndo sdo calculadas. Para as manipula-
coes efetuadas apenas € assumido a presenga de uma funcdo regularizadora de modo implicito.
Através de relacoes entre funcdes de Green, relagdes de simetria e determinagdes de teoremas
gerais, determinamos relagdes entre integrais divergentes com o mesmo grau de divergéncia
necessdria e suficiente para a consisténcia desejada nos célculos perturbativos.

Como conseqiiéncia observamos a modificagdo inevitavel, e de modo ndo ambiguo, da
estrutura de Lorentz do propagador fotonico, pela indu¢do de um termo do tipo Chern-Simons
no calculo do tensor de polarizacao do vacuo em trés dimensdes, que tem como conseqiiéncia a
geracdo dinamica de massa para o féton.

Palavras-chave: Teoria Quantica de Campos. Eletrodindmica Quantica. Fung¢des de Green.
Chern-Simomns. Regras de Feynman.
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The gauge invariance [5] of Quantum Electrodynamics establishes a non massive char-
acter for the photon field. Nevertheless, corrections at one loop level for the self-energy of the
photon can induce mass generation in some space-time dimensions. The aim of this work is
to study this aspect of quantum electrodynamics [5] calculating the vacuum polarization tensor
and performing the renormalization [2, 15] of the propagator through the correction at one [oop
level for the self-energy of the photon in space-time dimensions 2, 3, 4 and 5.

The calculations of perturbative amplitudes relevant to this work presenting divergent
character will be made a strategy alternative to the traditional methods of the literature [3,4].
This method, proposed and developed by Professor O. A. Battistel [1] has been successfully
used in many contexts of the perturbative calculation in Quantum Field Theory [8] presenting
significant advantages relative to the usual ones because it does not introduce changes in the
forms provided by the Feynman rules.

It also allows automatically to eliminate the well known intrinsic ambiguities [5] of the
perturbative amplitudes , when the degree of divergence which are involved is higher than the
logarithmic, terms which are potentially symmetry violators [5]. With this, it allows clean and
transparent conclusions in investigations where the use of regularization contaminates the re-
sults and forbiden the establishment of physical consequences of theories through the perturba-
tive solutions. The basic physical processes of the theory are treated making up the calculations
of different amplitudes with the most general possible choices for the internal lines momenta.

The inherent arbitrarities of perturbative calculations are preserved during the interme-
dially operations since divergent integrals are not realy calculated. For the manipulations per-
formed is only assumed the presence of an implicitly regulating function. Through relationship
between Green’s functions, symmetry relations and determinations of general theorems, we can
determine relations among different integrals with the same degree of divergence necessary and
sufficient for the desired consistency in the perturbation calculation.

As a consequence we see the unevitable change, in an unambiguous way, of the Lorentz
structure of photonic propagator, through the induction of a Chern-Simons term in the calcu-
lation of the vacuum polarization tensor in three dimensions, which has as a consequence of
dynamic generation of mass for the photon.

Keywords: Quantum Field Theory. Quantum Electrodynamics. Green’s Functions. Chern-
Simons. Feynman Rules.
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1 INTRODUCAO

No final do século XIX, James C. Maxwell ao formular a teoria do eletromagnetismo
realizou a primeira grande sintese da histdria da fisica unificando a eletricidade, o magnetismo e
a 6tica. Com isso, ao final do referido século, a fisica contava com dois conjuntos bem sucedidos
de leis fundamentais: as de Newton para a mecanica e as de Maxwel para o eletromagnetismo.

O comeco do século XX seria marcado por grandes mudangas a respeito da concepcao
das leis fundamentais. A exigéncia de que as leis devem ser independentes do observador leva
a construgdo da teoria da relatividade de Einstein. Esta implica em modifica¢des significativas
nas leis de Newton quando existe movimento relativo entre dois observadores com velocidades
proximas a velocidade da luz no vacuo. De outro lado surge a Mecanica Quantica para descrever

a dinamica das particulas em escala microscépica, através da equacdo de onda de Schrédinger

Hip(7,t) = zh%—f(ﬁt) (1.1

onde H € o operador Hamiltoniano do sistema e w(?, t) é a funcdo de onda a qual contém as
informagdes sobre a dindmica da particula. A imposicdo de que [¢)(7, 1) ]2 seja uma distribui¢io
leva a uma interpretacdo probabilistica a respeito dos observaveis que descrevem a dindmica da
particula e a quantizacdo de observdveis como a energia e o momento angular. A concordancia
das predi¢des com as observacdes experimentais deixam pouca margem para dividas a respeito
da validade dos novos e revoluciondrios conceitos da Mecanica Quantica de Schrédinger.

Esta, entretanto, ndo € consistente com as ideias da invariancia das leis fisicas frente a
mudangas no sistema de referéncia ou da Teoria da Relatividade de Einstein. Noutras palavras,
a forma matematica da equacdo de onda ndo € covariante relativamente as transformagdes de
Lorentz, ainda que o seja frente as transformagdes de Galileu. A tentativa de tornar as idéias
da Mecanica Quantica consistentes com as da Teoria da Relatividade levaria a construcdes de
teorias ainda mais precisas e revoluciondrias.

Nesta dire¢do, em meados de 1920 surge uma proposta de equagdo de onda relativistica
baseada na aplicagdo da prescri¢cdo de Schrodinger sobre a equagdo para a energia total relati-
vistica ao invés daquela para a energia mecanica de uma particula, a equacdo de Klein-Gordon.
Esta proposta mostrou-se incapaz de ser a versao relativistica da Equagao de Schrodinger pois
ndo permite a interpretacdo probabilistica em moldes similares, entre outras dificuldades. As

dificuldades estdo associadas ao carater quadrético das derivadas espago-temporais.
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Levando este aspecto em consideracao, Paul A. Dirac propds uma equagdo de onda re-
lativistica [12] linear nas derivadas espago-temporais que aplicada para a descricao do elétron
produziu resultados surpreendentes e extraordindrios. Entre estes permite fazer surgir natural-
mente o spin do elétron, um grau de liberdade até entdo ndo relacionado as propriedades do
espaco-tempo. L.ogo se percebeu que para cada particula, de acordo com seu spin, uma equagao
de onda relativistica especifica deveria ser desenvolvida. A equacdo proposta por Dirac descre-
veria particulas de spin 1, a equacdo de Klein-Gordon, por sua vez, descreveria particulas de
spin nulo.

A forma das equagdes de onda relativisticas € ditada pela covariancia de Lorentz [13],
a qual define que todas as leis fisicas devem ser sempre as mesmas em qualquer sistema de
referéncia inercial, a transformacdo que mantém a forma invariante das equacgdes frente ao
novo sistema de referéncia € a transformacao de Lorentz, de tal forma que dois observadores
em sistemas de referencial inerciais diferentes deverdo obter as mesmas equacdes para as leis
fisicas que descrevem um fendmeno sendo observado.

Logo se constatou que tais equagdes descrevem apenas propriedades de particulas re-
lativisticas livres. Seria, portanto, necessario, para se ter um descri¢do quantica e relativistica
da dinamica de particulas, a constru¢do de uma teoria para as interagdes. O caminho para isto
comegou a se delinear, a partir de 1930, com o surgimento da Eletrodindmica Quantica (EDQ)
[9], com os trabalhos de S. Tomonaga, J.Schwinger e R.Feynman [16], que € a teoria para a des-
cricao de particulas fundamentais eletricamente carregadas. Com resultados de investigacdes
experimentais e tedricas conseguiu-se montar um esquema solido capaz de investigar as parti-
culas fundamentais e descrever a natureza dos mecanismos e simetrias [S] de suas interacdes
que € a Teoria Quantica de Campos (TQC) [8].

As teorias modernas a respeito da fisica de particulas fundamentais e suas interacdes,
incluindo o modelo padrdo, sdo Teorias Quanticas de Campos. A incrivel concordancia entre
predi¢des tedricas e resultados experimentais, particularmente no contexto da EDQ, assim como
a vasta concordancia qualitativa para as demais interagdes deixam poucas duvidas a respeito da
validade desta concep¢do dos fendmenos naturais envolvendo particulas fundamentais e suas
interacoes.

No presente trabalho utilizaremos as ferramentas da TQC, mais particularmente a EDQ,
para explorar as implicacdes desta para predi¢des em diferentes dimensdes do espago-tempo.

Investigaremos o comportamento da massa do fé6ton na EDQ quando corre¢des sdo consideradas
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para a descricao da propagacdo do féton. Mais especificamente, calcularemos a auto-energia
do féton em nivel um loop de aproximagdo e efetuaremos a renormalizacdo [2, 15] corrigindo
o propagador através da contribui¢c@o do tensor de polarizacio ao nivel um [oop no capitulo 6.
Investigaremos se a forma renormalizada exibird massa para o f6ton, apesar de a simetria
de gauge proibir um termo de massa para o campo do féton que seja invariante de gauge [5]
na lagrangiana da EDQ. Para o contexto do presente trabalho, consideraremos as dimensoes

espaco-temporais D=1+1, 2+1, 3+1 e 4+1.

1.1 Construciao de uma TQC

Para a construcdo de uma TQC, os ingredientes sdo os campos que participardo das
interagdes e as simetrias que sdo consideradas relevantes. Com esses elementos, o funcional
lagrangeano deve ser construido a partir dos campos interagentes e de suas primeiras deriva-
das espago-temporais, de modo a ser invariante frente a transformag¢des implementadas pelos
geradores do grupo de simetrias adotado.

Ha duas partes distintas na lagrangiana. A primeira é aquela a qual nos referimos como
parte livre, que corresponde aos termos onde uma unica espécie de campo estd presente. Essa
parte descrita pela equacdo de Dirac tem o compromisso de descrever a dinamica de campos
livres e € determinada pelo spin do campo [12].

A segunda parte, a qual nos referimos como lagrangiana de intera¢des, possui termos
que misturam os campos e a forma especifica desta mistura depende das simetrias, mas, inva-
riavelmente, deve ser um escalar de Lorentz [5]. Apds construirmos a Lagrangiana, impomos
o principio variacional de Hamilton [17], obtendo assim equagdes de movimento para cada um
dos campos participantes das interacoes.

As equagdes as quais nos referimos acima, em geral, apresentam-se na forma de equa-
coes diferenciais ndo lineares e acopladas, sendo que, para tais sistemas de equacdes, solucdes
exatas existem apenas em rarissimos casos. No presente projeto as predi¢des de tais teorias
serdo obtidas através de solugdes perturbativas. Podemos colocar o que foi dito acima, como
exemplo, para o caso de ¢ espécies de campos, denotados por ¢;.

O funcional lagrangeano L(¢;, 0,¢;), esquematicamente, pode ser escrito como:
L(¢i, 0u0i) = £ (¢, 0u0i) + L (¢4, 0u:). (1.2)

O primeiro termo L’if representa a parte livre da teoria, composta por ¢ termos. Sua
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forma é determinada pelo spin do campo, pois deve corresponder a adequada equacdo de onda
relativistica ap6s a aplicag¢do do principio variacional de Hamilton.

O segundo termo corresponde aos termos de interacdes cujas formas especificas sao
determinadas pela simetrias internas e do espago-tempo. O que buscamos determinar é precisa-
mente a forma matematica dos campos que aparecem no funcional através de restri¢des a eles
impostas por um principio variacional aplicado ao funcional.

Definimos a a¢do S como a integrac¢@o do funcional lagrangeano:

[
5= [ de 119,00, (13)
1

onde o funcional lagrangeano L ¢é dado por:

\%

Assim a a¢do S serd a integracdo da densidade lagrangiana em alguma dimensao espaco-

temporal:

5= / L1, D), (1.5)

sendo entdo 2w as dimensdes do espaco-tempo, restritas no presente trabalho a uma dimensao
temporal apenas. As equagdes de movimento propriamente ditas surgem da busca por campos

que extremizem a acao, ou seja:
05 =0, (1.6)

isto nos levard a campos que obedecam a equagao:
{i( oL )_5_5}:07 (1.7)
0z, 6(0,9:) 00;
a conhecida Equacgdo de Euler-Lagrange.

No contexto do método perturbativo, os ingredientes para o desenvolvimento das séries
perturbativas sao as solu¢des correspondentes a parte livre da teoria, ou seja, as solugdes para
as equacgoOes de onda relativisticas das particulas participantes da teoria. Evidentemente devera
haver um parametro perturbativo, cujo valor determinard a rapidez da convergéncia das séries.

Numa TQC este parametro € identificado como sendo a intensidade da interacdo ou a
constante de acoplamento. Assim, as solu¢cdes da TQC serao dadas em termos de uma série de

poténcias na constante de acoplamento para cada processo fisico especifico. Tais séries podem
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ser representadas consistentemente através de diagramas em uma correspondéncia um a um,
seguidas algumas regras.

A linguagem resultante para a representacdo de séries perturbativas correspondentes a
processos fisicos € conhecida como diagramas de Feynman e as regras a serem seguidas na cons-
trucdo precisa destes sd@o as chamadas regras de Feynman. Evidentemente cada teoria possui
suas regras mas hd estruturas comuns associadas a solu¢ao da parte livre que, invariavelmente,
estardo presentes em qualquer série perturbativa de qualquer teoria. As dificuldades surgem nas
solugdes perturbativas quando o nivel de aproximacgdo envolve [oops (integragdes).

Algumas contribui¢des em alguns processos fisicos podem resultar em quantidades di-
vergentes. Deste modo, as predi¢cdes somente podem ser estabelecidas apds uma consistente
interpretacdo da solucdes de modo que apenas quantidades finitas resultem. A necessidade de
eliminar contribui¢cdes contendo singularidades ndo fisicas nas solu¢des gerais € absolutamente
comum em qualquer problema envolvendo dindmica na fisica, mesmo nas 4reas ditas cldssicas
€ na mecanica quantica, pois invariavelmente somos levados a resolver equagdes diferencias de
segunda ordem.

As regras de Feynman sao formuladas no espaco dos momentos e as integracdes ineren-
tes a0 método perturbativo s@o feitas em momentos intermedidrios nao restritos. As divergén-
cias assim se devem ao fato de a fun¢do de Green ou propagador [1], determinada pela parte
livre, ser construida mediante exigéncias de convergéncia que ndo sao suficientes para tornar
convergentes as contribui¢des perturbativas.

O resultado disto € a necessidade de identificar as partes fisicas (finitas) e as partes que
devem ser descartadas (divergentes) mediante o processo de interpretacdo das solugdes. Usual-
mente utiliza-se de alguma prescricao de regularizacao, que torna finitas as contribui¢des diver-
gentes, através de alguma modificacdo ou no integrando ou na dimensdo de integracdo. Num
passo posterior, através de um processo de expansdo seguido de um limite, volta-se a situagdo
inicial e as formas finitas e divergentes sao identificadas. A seguir, procede-se a renormaliza¢ao
da teoria na ordem de aproximacdo em que as contribuicdes perturbativas foram calculadas.

Este processo, evidentemente, possui arbitrariedades e os procedimentos de integracao
e tomada de limite geralmente ndo comutam. A consisténcia dos resultados deve ser construida
caso a caso e héd fundadas suspeitas de que a interpretacao construida através de regularizagdes
nao pode oferecer a consisténcia desejada para nenhuma forma especifica de regularizacgao.

No presente trabalho, faremos uso de um procedimento alternativo ao tradicional que faz
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uso de regularizagdes. A estratégia, em um de seus estigios, ¢ denominada de Regulariza¢ao
Implicita e foi proposta e desenvolvida por O. A. Battistel [1].

Apresentaremos, no contexto da referida estratégia resultados detalhados para as dimen-
soes 1+1, 1+2, 1+3 e 1+4, correspondentes ao tensor de polarizacdo do vacuo na EDQ. Ao final
efetuaremos a renormalizacido do propagador do f6ton e discutiremos o aspecto principal deste
trabalho. Chamamos atencdo neste ponto que em todo o procedimento jamais resolveremos
explicitamente uma integral de Feynman divergente e utilizaremos o mesmo método para o
tratamento de dimensdes espago-temporais pares € impares.

Isto difere significativamente dos procedimentos usualmente utilizados na literatura [3,
4], para este tipo de tarefa, uma vez que com a utilizacdo de regularizagdes, integrais origi-
nalmente divergentes sdo resolvidas e ndo existem métodos consistentes para o tratamento de

dimensdes espaciais impares.
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2 A ELETRODINAMICA QUANTICA COMO TEORIA DE GAUGE

Como mencionamos anteriormente, os ingredientes para a constru¢ao de uma TQC sao
0s campos em interacdo e as simetrias que desejamos implementar. As simetrias a serem im-
plementadas na constru¢do de TQC’s podem ser classificadas basicamente em dois tipos: as
simetrias globais e as simetrias locais ou de gauge [5]. Podemos construir a EDQ incluindo-a
na segunda destas classes, sendo ela, mais precisamente, uma Teoria de gauge (ou de calibre)
[5] com simetria Abeliana. Na EDQ estamos interessados na descricao da dindmica do elétron,
um campo fermidnico massivo e de spin (1/2).

A parte livre, deve implicar, a partir da imposi¢cao da equagao de Euler-Lagrange, equa-
cdo (1.7), na equacdo de Dirac. Assim devemos impor que a teoria do elétron livre de Dirac

seja invariante de gauge. Assim teremos:
L= () (iv"0, — m)y(z), (2.1

onde ¥ (x) é o campo spinorial do elétron (spin 1/2), m é a massa do elétron, ~* sdo as matrizes
que formam a representacdo da algebra de Dirac [18], apéndice A, na dimensdo do espago-

tempo considerada e 1)(z) é o adjunto de Dirac:

d(z) = ¢i())”, (2.2)

onde 9" é o transposto conjugado ou adjunto hermitiano.
O funcional da parte livre £/ tem associado a si uma simetria global U (1), observado
através das transformacdes, adotando o ponto de vista das Teorias de Gauge, correspondentes a

invariancia da teoria frente a uma transformacao de fase [5]:

Y(z) — ' (z) = (@), 2.3)

Y(x) — P'(z) = e (2). 2.4

Neste ponto o parametro «, independe das coordenadas espaciais, isto €, 0s campos se
transformam igualmente independente do ponto do espaco-tempo (uma transformacgdo global).
Ao admitirmos que o pardmetro possa ser dependente das coordenadas espago-temporais tere-

mos uma simetria local. Sendo assim, para que a lagrangeana livre fique invariante frente a

transformagdes locais U(1) admitimos que o parimetro o dependa das coordenadas do espago-
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tempo. Entdo «(z) sofrerd a a¢do da derivada. Os campos sofrem as transformagdes:

P(x) — ¢ (x) = (), (2.5)

Y(z) — P (2) = eio‘(x)zﬁ(af). (2.6)
O termo contendo derivada fica:
@)y O () — ' (2)in" O () =

= (@) ir" 0 [ ()] =
= §(@)in" B () — it (2)in Do) (). @)

O fato do parAmetro «(z) sofrer a acdo da operagdo de derivacdo quebra a invariancia do
funcional £ acima. Para restaurarmos a invaridncia um termo derivativo que tenha a propriedade

adequada deve ser construido, ou seja:
Dytp(x) — [Dyip(@))' = e [Dyp(a)], (2.8)
que € denominada derivada covariante [13]. Deste modo definimos:
D, = (0, +ieA, ). (2.9)
Teremos entdo que:
L5 = (2)[i7,(0, +ieA,) — m](x) (2.10)

¢ invariante de gauge e Lorentz simultaneamente. A,, ¢ um campo vetorial de gauge e o para-
metro e aqui € a constante de acoplamento dos campos que futuramente serd identificada com a
carga do elétron.

Frente a transformagéo de gauge local U(1) o campo A,, deverd ter a propriedade:
/ 1
Au(r) — A (2) + gaﬂa(x). (2.11)

Para que A, atue como uma varidvel dindmica, acrescentamos a parte livre do campo

vetorial

1
L= _ZFWFW7 (2.12)

onde temos a definicao

F,, = 0,A, — 0,A,, (2.13)
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que € o tensor do campo eletromagnético. Para mostrar a invariancia

Fuw = Fpy, (2.14)
podemos verificar que
/ / / 1 1
F, =0,A,-0,A, =0, {AV(:E) — 5(9“04(1:)} -0, {AH(:U) — E(‘?Ha(az)}
= 0,4, —0,A, = F,,. (2.15)
Podemos relacionar F),, com as derivadas covariantes:
(teFy) (x) (DuDy — Dy Dy,) (), (2.16)
que, pela invariancia (2.15) nos leva a:
e W[F(r)] = F,(x), (2.17)
de modo que
(DuDy = D,D,) () = e (DD, — D,D,) ¥(x)]. (2.18)
Assim teremos a Lagrangiana
£ = (@) [In*(0y + ieA () — mi(a)b(z) = {Fou P 2.19)

que serd invariante frente a transformacg@o de gauge local U(1).

Podemos ainda adicionar um termo de fixacdo de gauge. Uma escolha conveniente €:

1
2%

onde ¢ € um parametro arbitrario sem consequéncia dinamica.

Lyp = (0,4%), (2.20)

E assim obtemos o funcional lagrangeano da EDQ:

£ = D@0y + 1A, (o) = mila)(e) = Fu P = @A, (22D

Nao ¢é permitido pela invariancia de gauge [5] um termo quadratico no campo A,,. Por

isso 0 béson de gauge é um campo sem massa.
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3 REGRAS DE FEYNMAN

A fim de construir as amplitudes [1] perturbativas para um certo processo fisico em uma
certa ordem perturbativa, basta utilizarmos as regras de Feynman para a teoria especifica. Para
a EDQ as regras relevantes sao:

i) Para cada linha fermidnica associa-se o propagador eletronico, que podemos repre-

sentar diagramaticamente:

Figura 3.1 — Representacdo diagramatica correspondente ao propagador fermionico.

p
——
cuja expressao correspondente é
S5(p) = — (3.1)
f p - p . mi7 .

onde m; é a massa do elétron carregando momento k; e p = p,, - v, = (K + ki), - Y4, sendo p o
momento carregado pelo campo através da linha fermidnica.

Notemos que a representacao acima para o propagador possui uma matriz no denomi-
nador. Podemos escrever isto em outra representacdo onde o carater matricial é removido do
denominador. Como tal, tomando o momento carregado pela linha fermidnica como k + k;,
como faremos a seguir ao calcular o tensor de polarizacido do vacuo, podemos escrever o pro-

pagador na forma:

1
S K+k—-mi T
B 1 K+k)+mi-T
_%‘i‘%—mi(%-i-%)—Fmi'I_
K4k +mi I
(k) -mEeT
K+k+m;-1
N (ku"Yu‘l'kf"Yu)z_m?'[
K+l +mi-1
B (l{:—l—ki)i-ﬁ—mf-[_
K+l +mi-1

= ) 3.2

Sr(k+k;)

onde utilizamos a dlgebra e as propriedades das matrizes de Dirac (apéndice A).
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Ficamos com

Syl + k) =%+%;mi'1, (3.3)
onde
D; = [(k+ k;)* —m?]. (3.4)

ii) Para cada linha bosonica associa-se o propagador fotonico, que podemos representar

diagramaticamente pela figura abaixo.

Figura 3.2 — Representacdo diagramdtica correspondente ao propagador foténico.
q

aINNANNAANNNNS

A expressdo matematica correspondente a figura acima é:

-1 k,k,
D(@uvzﬁ g + (€ —1) 22 )

(3.5)

onde k € o momento transportado pelo campo onde ¢ € o parametro de fixa¢do de gauge. Esco-
lhas usuais sdo:

e =1 gauge de Feynman,

e =0 gauge de Landau. (3.6)

Notemos, entretanto, que nao haverd consequéncia dinamica alguma dependente deste
parametro.

iii) Para cada vértice associa-se o fator :

—iey . 3.7

iv) Loops: Deve-se inserir um fator -1 multiplicativo em caso de [oop puramente fermi-
Onico.

v) Integracdo sobre os momentos: Para o caso de diagramas contendo loops, deve-se
efetuar a integracdo sobre os momentos ndo fixados pelas regras de conservagdo de energia

momento dos vértices.
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4 A AUTO-ENERGIA DO FOTON

O processo fisico de nosso interesse no presente trabalho corresponde aquele onde ha
dois fétons externos, representa portanto a propagacio do féton na presenca da interacdo. As
contribui¢des perturbativas sio identificadas como a auto-energia do féton, na qual o f6ton ao
se propagar cria um par elétron-positron que interage com o campo bosonico.

A expansdo perturbativa para a auto-energia do féton € representada diagramaticamente

pela figura abaixo.

Figura 4.1 — Representacao diagramdtica correspondente ao processo da auto-energia do foton.
k+k,

q q q

s = AN+

k+k,

O termo ¢ = (k; — ko) acima é o momento externo, para todas as dimensdes pares do
espaco-tempo, pois esse deve ser construido com um dnico vetor e deve ser um tensor par. A
expressdo correspondente ao primeiro termo da expansdo corresponde a propagacio livre do
féton. A expressdo matemadtica correspondente ao segundo termo da expansdo, o Tensor de

Polarizagdo do Vacuo, com o auxilio das regras de feynman, fica:

] . d2wk
[, = () [ Triien) stk + ki)(=ien) sk + ko)) o @)
w (2m)
ou entdo, por conveniéncia,

ij - (_)(_ie)QT;X/V(kla k27 my, m?)v (42)

onde definimos a funcdo de Green puramente fermidnica de dois pontos bivetorial, como

d*k 1 1
TVV k1, ky,mi, m :/—TT(V ) 4.3

W(l 2, M1, 12) (27?)2w 7]{+/kl/—m1%]{+/k>{—m2 *3)

Fazendo a subtracdo da contagem da maior poténcia de £ somada a 2w no numerador
com a maior poténcia de £ no denominador, obtemos o grau de divergéncia da funcdo. O
denominador da fungio acima possui o termo k* de maior poténcia que surge apés o produto de
dois propagadores dados pela equacdo (3.3), enquanto que o numerador possui o termo k2 de
maior poténcia. De modo que para 2w dimensdes a fungao TXVV possui um grau de divergéncia

2w+2—-4)=2(w-1).
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Figura 4.2 — Representacao diagramdtica correspondente ao tensor de polarizacido do vacuo.

e+ 1
e

T ‘ -ﬂ-z:_“"fu
e
k+ kg

A representagdo diagramatica para a fung@o de Green figura acima é:

Antes de proceder o cdlculo em si, podemos identificar algumas propriedades esperadas
para o resultado baseados em argumentos gerais. Primeiramente, a forma geral deste tensor
deve ser:

Ty = guwlF1(¢*)] + quan [F2(¢?)]. (4.4)

Em dimensao D = 3, por outro lado, podemos ter um termo adicional na estrutura geral

envolvendo o tensor antissimétrico de Levi-Civita:

T,YVV = g,uV[Fl (qz)] + Q,uqy [FQ(QQ) + guuaqa[F3<q2)]7 (45)

este termo € conhecido como termo de Chern-Simons [14].

Ambos os indices das formas gerais dos tensores acima devem corresponder a correntes
vetoriais conservadas [8] na QED, devido a presen¢a de uma unica espécie de férmion massivo,
ou seja, devem satisfazer a invariancia de gauge que gera a lei da conservacdo da corrente
vetorial.

Isso implica que as contragdes, com 0 momento externo dos respectivos vértices, devem

produzir um resultado nulo em todas as dimensdes espaco-temporais. Ou seja, devem satisfazer:
1747 vV
T, =4¢'T," =0. (4.6)
Entdo, utilizando a forma geral para o tensor, teremos:

0" 9w [F1(0°)] + 0" 0,00 [F2(6)] = a0 { F1(¢*) + ¢* Fa(¢®) } = 0. 4.7)
Isso implica que as estruturas £ e F; estdo relacionadas por:
Fi(¢*) = —¢*[Fa (). (4.8)
Assim, a forma geral do tensor deve ser em dimensdes pares (e impares superiores a
trés):
T = 9wlFi(d®)] + 4ua[Fa(d”)]
= G [~ Fa ()] + 4.0, [Fa(¢%)]

= (20 — ) F2(q"), 4.9)
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e no caso especifico para a dimensdao D = 2+1 temos:

T;X/V = (QMqV - q2guu) F2<q2) + Eyyaqa[F3(q2)]- (410)

Como o tensor acima apresenta sempre dois indices vetoriais em qualquer dimensao,
ou seja, contém duas matrizes gamma e cada propagador eletronico contém 1 matriz gammea,
entdo ao todo teremos quatro matrizes gammea distintas e podemos afirmar que esta expressao
deve valer somente para dimensdes pares e impares superiores a trés onde ndo aparece o tensor
antisimétrico de Levi-Civita, tensor este que surge a partir do traco de um nimero impar de
matrizes distintas em dimensdes impares.

E possivel assim identificar um teorema de baixa energia para o tensor de polarizagio
que estd relacionado 2 massa do féton. Uma vez que Fi(¢?) = —¢*[F»(¢*)] o termo proporci-
onal ao tensor métrico na forma geral deve se anular quando ¢? for nulo. Esperamos, portanto,

que
Fi(¢*) lg2=0= 0, (4.11)

a menos que F,(¢?) tenha um polo simples em ¢* = 0, 0 que ndo seria razoével.

Quanto ao caso da dimensao 3, a imposicao de conservagdo das correntes vetoriais [5]
nao restringe o termo de Chern-Simons [14] proporcional ao tensor de Levi-Civita, pois o resul-
tado serd nulo qualquer que seja a fun¢do F3(g?). Por outro lado um valor ndo nulo de F3(¢?)
em ¢> = 0 garantird que a massa do féton seja niio nula apés a correcio ao nivel um loop do
processo de propagacdo do féton [10].

Assim € possivel antecipar alguns aspectos gerais para o problema da massa do f6ton em
diferentes dimensdes espaco-temporais. Os resultados finais revelardo o que de fato ocorre, pois
a presenca das divergéncias introduz complica¢des adicionais a andlise desse aspecto particular.

De qualquer modo, parece interessante e intrigante que possamos estabelecer uma te-
oria onde a massa do féton (béson de gauge) € assumida nula e que, de modo inevitavel, ao
avaliarmos contribui¢des perturbativas a de ordem mais baixa, devido a interagdo, isso obrigue
o féton a possuir massa, o que parece acontecer em dimensao trés. Ou ainda, dependendo do
comportamento da fungio F(g?), em dimensdes pares, uma massa possa aparecer para o féton.

A questdo € por si s6 intrigante do ponto de vista fenomenolédgico.
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5 RELACOES ENTRE FUNCOES DE GREEN

E possivel estabelecer para as amplitudes com um indice de Lorentz em um vértice ob-
tidas a partir dos métodos utilizados para este projeto, que a contragdo com 0 momento externo
correspondente aquele vértice, gera uma relacado com outras amplitudes do cédlculo perturbativo.
O aspecto interessante disto é que esta relacdo € consequéncia apenas da dlgebra de Dirac, da
linearidade dos tragos e da linearidade da operagdo de integracdo. Portanto, deve ser mantida
para as expressdes das amplitudes apés a integracdo dos momentos do loop, independentemente
da presenca de divergéncias. Isto significa que estas relacdes podem desempenhar um papel de
vinculo de consisténcia para os cdlculos envolvendo divergéncias no contexto de regularizacdes
pois estas relagdes envolvem graus de divergéncias diferentes.

Para construir as relacdes relevantes para o presente trabalho, notamos que:

(ki — k

. 1
2 {%(/uw— (/4+m }
7”(}H}zf) m %(}Hﬁ/) m’

em consequéncia apenas da dlgebra de Dirac. Tomando o traco em ambos os lados e integrando

(5.1)

no momento k teremos:
i dek,
(1 = ko) /(2@ I {%(/mm m%m/k/ }
dek. dZwk
_/ e {WW } / o= {”"(}HM } 2

Deste modo percebemos que a expressdo (5.2) é uma relacdo entre duas fungdes de

Green do célculo perturbativo;
@1, =1, (kp,m) =T, (ki,m), (5.3)
onde definimos:

d*k
TV = / G trOnS I+ k). (5.4)

Esta relacdo deve ser independente do método ou prescri¢do utilizado para efetuar os
calculos.
No préximo capitulo apresentaremos o método que utilizaremos para calcular as ampli-

tudes TLV e TV nas dimensdes espago-temporais anunciadas anteriormente.
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6 ESTRATEGIA PARA MANIPULACOES E CALCULOS DAS
INTEGRAIS DE FEYNMAN

A fim de realizarmos a investigacdo pretendida, bem como testarmos a prescri¢ado utili-
zada, de acordo com o que estabelecemos no capitulo anterior, necessitamos calcular as ampli-
tudes 7)) e T},

Estas como se pode perceber através de uma simples contagem nas poténcias dos mo-
mentos do loop, apresentam carater divergente. O tipo de divergéncia é aquele ocorrendo nas
regides de altos valores para o momento, as denominadas divergéncias ultravioleta. Quanto a
regido de baixos valores, a presenca da massa no propagador fermidnico garante o bom com-
portamento, livrando-nos assim de um outro tipo de divergéncia que pode estar presente em
amplitudes perturbativas, as denominadas divergéncias infravermelhas.

A presencga de divergéncias impossibilita a integracdo nos momentos do loop, pois as
quantidades resultantes sdo quantidades indefinidas. Deste modo, a fim de estabelecer algum
tipo de predicao através das solugdes perturbativas, € necessdrio construir uma prescricdo para
a interpretacdo das amplitudes a qual torne-as livre de tais divergéncias.

O procedimento usual €, num primeiro passo, modificar as integrais de modo que se
tornem finitas. Apds a integracdo nos momentos das integrais modificadas, efetua-se uma ex-
pansdo seguida de um limite de modo a remover-se a modificagdo promovida inicialmente. Esta
¢ a ideia da regularizacdo, onde o tipo especifico de modifica¢do das integrais de Feynman di-
vergentes [16] caracteriza o tipo ou o método de regularizacdo. Esquematicamente, isto pode
ser representado por:

dek dek ) )
[ ot — [ Gt Jim G tka?)] 6.1)

quando a modificagdo se caracteriza por introduzir uma distribui¢do regularizadora [1] no inte-
grando. Aqui, o limite que permite a conexao com a situagdo original, estabelecida pelas regras
de Feynman, é
{ lim Gy, (k, Af)} =1 (6.2)
A2500
Assim, na pratica a integral modificada é resolvida, trocando-se a operacdo de limite
com a da integra¢do da seguinte forma:

/ ﬂif(k) { lim GAi(k:,Af)] = lim { / ﬂ’; f(k) [GAi(k:,A?)}}. (6.3)

(2m) A2—00 A2 00 (2)
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E evidente que estas duas operacdes nio comutam e o resultado estard contaminado com
arbitrariedades e consequentemente ambiguidades [S]. O processo de renormaliza¢do pode re-
mover estas arbitrariedades através da imposi¢do das condi¢des de renormalizacdo, mas ndo em
todos os casos. A separagdo de partes que dependem dos parametros da distribuicdo regulariza-
dora daquelas que nao dependem, € o critério para a defini¢do das partes finitas e divergentes.

Nas partes divergentes efetua-se uma expansao tomando os parametros I'; como muito
maiores do que qualquer parametro fisico presente na expressdo obtida. O termo dominante é
identificado e levado ao processo de renormalizagdo como sendo a manifestacio da divergéncia
na amplitude calculada. Varios métodos conhecidos e utilizados na literatura se enquadram
nesta categoria. O mais conhecido desta classe talvez seja o denominado Regularizagdao Cova-
riante de Pauli-Villars [4].

Outra modificacdo que caracteriza uma regularizacdao € aquela onde a dimensdao do
espaco-tempo € assumida como uma varidvel continua e complexa ao invés de ser um para-
metro fixo. Como isso ndo haverdo divergéncias mas polos em uma funcdo de uma varidvel
complexa. Procede-se a integracdo das integrais de Feynman e apds isto expande-se a expres-
s@o obtida ao redor do valor especifico da dimensao espago-temporal pretendida.

Identifica-se aqueles termos da série de Laurent que permanecem finitos quando o limite
w € tomado na dimensao pretendida e estes serdo considerados como a parte finita da amplitude
calculada. Por outro lado aqueles termos contendo pélos na varidvel w na dimensao pretendida
serdo considerados como a manifestacdo das divergéncias na prescri¢do utilizada. O método as-
sociado a este procedimento € o denominado Regularizagdo Dimensional (RD) [3], certamente
o mais popular de todos.

Todos os métodos de regularizacdo sofrem de algum tipo de limita¢do ou levam a re-
sultados ndo consistentes em determinados cendrios. Ha motivos para suportar a suspeita de
que nenhum método de regularizagdo pode exibir a consisténcia desejada. A RD possui uma
limitacdo bastante significativa, muito ligada ao contetido da investigacao relacionada ao pre-
sente trabalho. Trata-se da descricdo de amplitudes que sdo tensores impares em dimensoes
espaco-temporais pares, associadas ao acoplamento de densidades fermidnicas com campos de
paridade impar.

Nestas estd presente os tensores de Levi-Civita que sdo quantidades que ndo admitem
a construcao de representacdes gerais para quaisquer dimensdes espaco-temporais, que surge

como uma limita¢cdo para a RD que tem como condi¢io a exten¢do 2w dimensional de todos os
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objetos e dlgebras que fazem parte da formulacao da teoria inclusive a generalizacdo do tensor
de Levi-Civita. Por razdes semelhantes, o método nao pode ser aplicado em dimensdes impares
em teorias onde hd férmions, pois os proprios tracos de Dirac misturam partes pares e impares
dos tensores e o conceito de paridade ndo se aplica.

A estratégia, proposta e desenvolvida por O. A. Battistel, num de seus estagios, pode ser
vista como uma estratégia de regularizacdo que utiliza uma distribui¢do regularizadora apenas
de modo implicito, por isso denominada de Regulariza¢do Implicita (RI). Na préitica somente
propriedades gerais de uma tal distribuic@o regularizadora sio invocadas e nenhuma integragao
¢ de fato efetuada com a presenca de alguma regularizagao especifica.

A implementac¢do do procedimento fundamenta-se na ideia simples de que nenhuma in-
terpretacdo fisica para amplitudes do cdlculo perturbativo seria consistente se a interpretagao
dada violar a linearidade da operacdo de integracdo. Com isso € possivel admitir que o inte-
grando de uma integral de Feynman, mesmo divergente, possa ser reescrito livremente como
somas.

Assim, com a utilizacdo de convenientes identidades pode-se reescrever o integrando,
ainda antes de introduzir-se o sinal da operacao de integracdo, de tal modo que todo o contetido
potencialmente divergente esteja colocado em formas padronizadas de integrais onde nenhum
parametro fisico esteja presente. Apenas um parametro arbitrdrio, que desempenha o papel de
escala para todas as quantidades fisicas envolvidas, se faz presente. Uma identidade muito util

para os propositos acima referidos €

. :
1 k:2 + 2k - k+ X —m?)’
Di [(k+k) Z — a2y L
‘ =
(—1 )N“ (K2 + 2k; - |+ M2 — )N“
N ) 64)
(k2 = X2) " [(k + ky)* = m2]
mais compactamente, definindo A; como (k7 + 2k; - k + A\* — m?) temos:
k j j N+1 N+1
1 ) ( 1 A,
= =Y e ] 65
D;, [(k+ kK ) = )\2 J (k2 — 22)" T [Dy)

E importante notar que a expressio acima nio depende do pardmetro arbitrdrio introdu-
zido e que desempenhara o papel de escala comum para as partes finita e divergente. Isto pode
ser verificado diretamente derivando a expressido em relacdo a A\?. Evidentemente que o de-
senvolvimento de uma dependéncia com este parametro implicard na inconsisténcia de alguma

operacdo em passos intermedidrios.



30

A conveniéncia vem do fato de em expressdes para amplitudes perturbativas sempre
estarem presentes propagadores. Com a identidade € enfatizado o comportamento com o mo-
mento do loop. E facil notar que cada termo sucessivo na expressio possui um comportamento
mais favordvel a convergéncia do que os anteriores. E ficil perceber também que as formas
divergentes emergirdo deste processo nas formas:

k[ 1,k.k, k
[roB = / { TR “”'““5}, 6.6
D (27T)2w (kQ _ >\2)Ot ( )

onde \ é um parametro que tem dimensao de massa e desempenha o papel de escala comum
para ambas as partes divergentes e convergentes. Ainda que se assuma a presenga de uma
distribui¢do regularizadora, ela ndo modifica as partes finitas, pois neste caso a integracdo e
o limite de conexdao comutam, ou ainda, o limite pode ser posto antes da integracdo, assim
todas as integrais que dependem dos momentos podem ser integradas sem a restricdo da ndo
integracdo de integrais divergentes, uma vez que foi possivel separar as partes divergentes das
partes finitas.

Estas quantidades divergentes restantes ndao sofrem mais quaisquer manipulagdes, pois
serdo apenas rearranjadas em combinacgdes convenientes de objetos divergentes sem a necessi-
dade de integracao;

De modo que ndo se torna necessdrio efetuar nenhum limite explicito na integral mo-
dificada pela distribuicdo regularizadora, apenas o uso da identidade (6.5) e a condicdo de que
esta distribui¢do satisfaca as identidades de Ward-Takahashi [7], que consistem da invariancia
de gauge [5] e do teorema de Furry [11], para ser uma regularizacdo consistente.

E parte da estratégia também a introducdo de um conjunto de funcdes para escrever as
amplitudes do cédlculo perturbativo em formas compactas e em termos das quais as propriedades
das amplitudes possam ser estabelecidas de modo simples e transparente.

Para conveniéncia futura, a seguir apresentaremos e expressdo para a identidade (6.5)
em 2w + 1 dimensdes, para os objetos divergentes padronizados e para as fun¢des em termos

das quais a parte finita em cada dimensdo considerada ser4 escrita.
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6.0.1 Dimensdo D=1+1

Neste caso colocamos a identidade da equacdo (6.5) na forma:

(k+k52—m$ {(kj;w}Jr o
(e

(k2 + 2k; - k4 A2 —m2)?
. 6.7
* { (k2 = X2)? [(k + k;)* — m2] ©7

Uma motivacdo para a constru¢do de objetos divergentes em todas as dimensdes do
presente trabalho é que dividindo-os em duas classes, a primeira destas consista dos objetos
irredutiveis obtidas a partir da identidade (6.5) e a segunda consiste dos objetos sejam diferencas
entre integrais com o mesmo grau de divergéncia.

Na dimensao D=1+1 temos o objeto dito irredutivel:

A’k 1
Il(<>2g) (/\2) = / (2m)2 (k2 — A2)’ (6.8)

o qual ndo se pode reduzir a nenhum outro objeto divergente, e

Pk 2k, k 2k g
Vyu o {/ (2m)3 (k2 — )\2)2 / (2m)3 (k2 — )\2)} ) (6.9)

que pode ser reduzido ao objeto da equagdo (6.8).

No célculo das integrais de Feynman, as integrais finitas sdo calculadas com o uso da
parametrizacdo de Feynman apéndice (B).

Estas integrais podem ser escritas em termos de fun¢des que dependam do momento
externo ¢ = (k; — k) e do parAmetro de escala A\ e das massas A2 \o? na dimensdo D=1+1

esta funcgao é:

1 k
—zt'= [ d - . 6.10
X /0 P+ (BN ©10
6.0.2 Dimensao D=1+2
A identidade da equagdo (6.5) para esta dimensao é:
1 { 1 }_{(k§+2ki-k+/\2—m§)}+
(k+k)*—m2 (k2= )?) (k2 — X2)°
(k2 + 2k; - k4 A2 —m2)?
+ 2 +
(k2 = )
k2 + 2ky -k + X2 —m?2)’
Gk s le) . (6.11)
(/{72 — )\2) [(li] + kl) - mﬂ
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Os objetos divergentes consistem do objeto irredutivel:

3
1) (m?) = / (d Pl (6.12)

tin 2m)3 (k2 — m?2)

e do objeto

P 2k BE g
VQ# - |:/ (271‘)3 (k? _ m2)2 / (271_)3 (k‘Q — m2):| . (613)

A funcgdo para as partes finitas é definida como:

712 _ 1 /1 2Fdz 6.14)
' 2Jo V@ (1=2)+ (B -2z =N |
6.0.3 Dimensao D=1+3
A identidade da equacdo (6.5) fica:
1 _{ 1 }_{(k§+2ki-k+A2—m§)}+
(k + k;)? —m? (k2 —\2) (k2 — A2)?
(f + 2k k22 —md)" | [+ 2k kN —m)” |
(k2 — )\2)3 (k2 — )\2)4
k2 4 2k -k 4+ A2 —m2)!
o 2k kAT —ml) (6.15)
(k2 — \2) [(k + k)" — mf]
Os objetos divergentes irredutiveis sdo:
d*k 1
I uaa(m?) = , 6.16
quad(M”°) /A (2ﬁ)4 (k* — m?) (6.16)
d*k 1
I (m?) = / . -, (6.17)
’ x (2m)" (k2 = m?)

e os objetos restantes sdo definidos por:

4 2 4
V(4V) :/ d*k kl,ku _/ d*k I 6.18)
A A

12 27T)4 (kQ - m2)2 (271')4 (k2 _ m2)7
d*k 4k, k, d*k ”
AW = / S _/ R — (6.19)
A (2m)" (k2 —m?2) A (2m)" (k2 — m?)
(4) d4k 24kukykak5 d4]€ 4ga5kuk,j
Da,@ulj = 4 2 2\4 - 4 /7.9 2\3
A (2m)° (k2 — m?) A (2m)° (k% — m?)
d*k  4g,,ksk d*k  4q,,ksk,
_/ - g B #3 _/ - g uhvg 5. (620)
A (2m)" (k2 — m?) A (2m)" (k2 — m?)

As partes finitas das integrais serdo escritas em termos da fungao:

1 2, (1 — 22— A2)z — A2
R R s )



6.0.4 Dimensdo D=1+4

Nesta dimensao a identidade da equacao (6.5) fica:

-2 ).

(k;+k

+

a2

(k2 + 2k; - k+>\2—m) }
+ X

—\2)°
)R 2k k7 m2)°
(k2 = X2)° [(k + k:)* =m?] |
Os objetos irredutiveis sdo:
5) / d°k 1
Icub = ’
(2m)° (k* — m?)
76) _ / d°k 1
lin — (271')5 (kZQ . m2>27
e os objetos restantes sdo definidos por:
AG) = / @k Akk, / Pk g
W @) R —m?) Ja @n) (R = m?)”

v _ / &k 2k,k, B / d°k G
" A (271')5 (k2 — m2)2 A (277)5 (k2 —m?)’

[ &k 24k, kekokg Pk 4Agash, ke

- / () (k2 —m2)* / (27)° (k2 — m2)®
Pk Agacksk, Pk Agaukske

- / (2r)° (k2 —m2)® / (2r)° (k2 —m2)*

(5)
Daﬁué

As partes finitas serdo escritas em termos das funcdes:

ZV? = /kdz{\/qzl—z )z (02) — VN

(k2 — 22"

{k2+2k kA2 )2}_{(k§+2ki-k+)\2—m§
{k
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>3}+

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

No préximo capitulo efetuaremos o cdlculo das amplitudes utilizando da estratégia até

aqui apresentada.
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7 CALCULO DAS AMPLITUDES

No capitulo anterior especificamos a estratégia que utilizaremos para o cdlculo das am-
plitudes envolvidas no presente trabalho. Estas amplitudes sdo a funcdo de um ponto vetorial e
o tensor de polarizacdo do vacuo, relacionadas através de uma relacao entre funcdes de Green.
O primeiro passo € resolver os tracos de Dirac e colocar a amplitude como uma combinacao de
integrais de Feynman. Entdo resolver cada uma destas integrais, utilizando a estratégia apresen-
tada no capitulo anterior e voltar para construir a forma calculada das amplitudes. Comecaremos

pela mais simples, a funcdo de um ponto vetorial.

7.1 Funcgoes de Green de um ponto vetorial

Inicialmente calculemos a fun¢do de um ponto vetorial em cada dimensdo considerada.

Da definicao

d*k

1
Ty (/{:Q,m):/<2ﬂ_)2wt7" {%(]H%) _m}, (7.1)

retiramos os casos particulares de interesse utilizando a dlgebra de Dirac do apéndice A, resol-

vendo os tracos e identificando as integrais de Feynman, do apéndice D, a serem resolvidas.

Assim teremos:

>k k k1
Y kz,m:2/——”+2k,,/——. 7.2
(kzym) (27?)2w Dy ? (271')2 D, (72)

Efetuamos as operagdes algébricas necessdrias encontradas no apéndice A teremos:

>k k Pk 1
T k,m:Q/——”+2k,,/——. 7.3
(e 11) (2 Dz (21)” De 7

Utilizamos a estratégia descrita no capitulo anterior obtemos uma forma matemaética

para as amplitudes em termos dos objetos basicos divergentes ja definidos.

7.1.1 Dimensao D=1+1

Neste caso tomando w = 1, na equacdo (7.3) teremos a expressao desejada:

T (ka,m) = —2ks, V1. (7.4)
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7.1.2 Dimensdo D=1+2

A forma obtida se assemelha a anterior, repetindo o procedimento fazendo w = g tere-

mos:
T) (ka,m) = =2k, V). (7.5)

7.1.3 Dimensio D=1+3

Nesta dimensao, entretanto, o grau de divergéncia superior gerard mais termos divergen-

tes. Fazendo w = 2 teremos:

8hiny Kshoe
T )y = s 0] + S )

4k2ks, 4

ZTQI [AEJ«4V:| - §k25k2&k2p [Daﬂyy] . (76)

7.1.4 Dimensdo D=1+4

Em 5 dimensdes a amplitude sera:

4
T (kaom),,, = —4k5 [VE)] + 2635 A8 — Skshdhg [0, ] +

o 5
2k k5kS [A5)]. (7.7)
7.2 Funcoes de Green de dois pontos bi-vetorial

Agora nos ocupamos com o célculo da funcdo de Green de dois pontos duplamente
vetorial. Da expressdo geral, equacdo (4.3), percebemos que o propagador fermidnico que
carrega momento k + k; possui a mesma massa que o propagador carregando momento k + ko,
pois se trata de um par elétron-pdsitron.

Assim podemos reescrever a equacao (4.3) no seguinte formato:

d*k 1 1
TVVk,k,m:/—Tr<,, ) 7.8
uu(l 2 ) (27T>2w 7]{+%—m%]€+%—m (7.8)

Com a 4dlgebra de clifford, apéndice A, podemos encontrar as amplitudes pretendidas

com as escolhas especificas para os valores de w.

7.2.1 Dimensido D=1+1

Neste caso, desenvolvendo os tracos, efetuando o cédlculo das integrais de Feynman,

apéndice D, e separando as partes divergentes destas integrais em objetos divergentes do capi-
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tulo 3, teremos a amplitude na forma:

O 1 2)
T, ——mq—{l—kmx o} + A2, (7.9)
onde definimos
2) 2
AP =2v0) (7.10)

7.2.2 Dimensdo D=1+2

Repetindo o procedimento anterior agora com w = % obtemos:

v | ¢ 2 (¢ +4m?) __1)0 (=m?)
le - [E] (Q,qu —dq guu) [_4—(]220 - q—2 +
— M€ g (ﬁ) Zy' % 4+ AB), (7.11)
onde definimos
AG) =2v). (7.12)
7.2.3 Dimensao D=1+3
Neste caso teremos, apds a substitui¢do dos resultados:
4 i 1 (2m*+¢?)
vv _ = _ 2 2 7@ (4)
T, = 3 (4,900 — 904%] {[(4@2} [3 + 7 Zo| = Liog ¢ A0, (7.13)

onde definimos

1

AY =49+ () [gmgm + 3800+ 0100 - Al — 5000 +
+QuQs [ @ = AWgs — ADg,, —3A ng] n
+ [4aQp — Qagsl E‘jﬁww + A g + Ag,,gw} , (7.14)
€
Qi = (k1 + k)i (7.15)

7.2.4 Dimensiao D=1+4

Para esta dimensao, repetindo os procedimentos, ficaremos com:

4 67
VvV 2 1/2 1/2 5
jyu - _g [qMQV — Gud } {(4 )2 [22 - Z ] ]l } A;(w)a (716)
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onde definimos

AG) = AV =2 [k X2 - m?) + (8 + 02— m?)] [AD),] +
2(@), Q" [AD] + 2 (@), (@) [A2] ~ 2g (0 (0)" [25)] +
2 [ @ + 3@ @] [09)]. (.17

No préximo capitulo analisaremos os resultados obtidos aqui.



38

8 TESTES DE CONSISTENCIA: RELACOES ENTRE FUNCOES DE
GREEN, AMBIGUIDADES E RELACOES DE SIMETRIA.

No capitulo anterior apresentamos os resultados para o célculo das fun¢des de Green
de um ponto vetorial e da funcdo de Green de dois pontos bivetorial, no contexto e linguagem
matematica da estratégia que utilizamos. Tecnicamente falando os resultados que apresenta-
mos podem ser convertidos naqueles correspondentes a qualquer método de regularizacdo uma
vez que somente efetuamos operacdes envolvendo integrais finitas e mantivemos aquelas diver-
gentes intactas. Bastaria, portanto, resolver as integrais presentes nos objetos divergentes que
definimos no contexto de uma prescri¢do especifica de regularizacdo que obteriamos o mape-
amento perfeito com os resultados de tal método, como por exemplo no calculo do tensor de
polarizacdo do vacuo no contexto da RD.

Antes de tentar estabelecer qualquer interpretacdo fenomenoldgica para os resultados é
conveniente que analisemos a consisténcia dos mesmos. Um primeiro e importante teste para
tal € a verificacdo das relacdes entre funcdes de Green. Estas devem ter sido preservadas pe-
las operagdes realizadas uma vez que decorrem essencialmente da manutencao da linearidade
na operacdo de integracdo, a despeito da existéncia de divergéncias. Posteriormente verifica-
remos a presenca de termos ambiguos advindos das ambiguidades geradas pelas escolhas dos
rétulos dos momentos para as linhas internas e as relacdes de simetria ou identidades de Ward-

Takahashi j4 mencionadas no capitulo 6.
8.1 Verificacao das relacoes entre funcoes de Green

No caso considerado no presente trabalho a tarefa de verificar se as relacdes entre fun-
coes de Green foram preservadas pelas operacdes realizadas é enormemente simplificada pela
forma geral do tensor que deve carregar duas correntes vetoriais conservadas. Como € facil per-

ceber pelas formas obtidas nos célculos. Assim tomando inicialmente a expressdao em D=1+1,

~ _ 2
TLV = A A {1+ m?yo) + A (8.1)

() ¢ .

a contragdo com 0 momento externo g, anula o primeiro termo restando apenas o segundo,

assim,

0.1y = q.A%). (8.2)



39

Substituindo o valor para ALQZ,) dada pela equacdo (7.10) obtemos:
qMT;X/V = (]{71 - kQ)M [2VL2V)} =

%

=2(k1), [VP)] —2(k), [V . (8.3)

Observando a expressao obtida para a fun¢do de Green de um ponto vetorial, equacao
(7.4) do capitulo anterior, € facil perceber que isto significa que o resultado acima representa a

relacdo:
0T =T, (k) =T, (ka), 8.4)

mostrando que as operacdes efetuadas preservaram a relagdo entre fungdes de Green. A ve-
rificagdo para o outro indice € totalmente similar. Para os demais casos, embora possamos

identificar um esforco algébrico maior nos casos D=143 e D=1+4, é possivel verificar que

QMT;X/V = QMA(QW) = Tz}/ (k1) — Tz}/ (k2), (8.5)

ynz

para todos os casos considerados.

Com isso podemos dizer que as relagdes entre funcdes de Green foram preservadas nas
operacdes realizadas, pois fomos capazes de relacionar funcdes de dois pontos com fungdes
de um ponto de mesmas dimensdes. Podemos entdo prosseguir nossa analise dos resultados
obtidos. Do contrério, isto é, se as relacdes tivessem sido violadas ndo fariam sentido dar os

proximos passos.

8.2 Ambiguidades

Observando os resultados obtidos para as amplitudes calculadas podemos perceber que
algumas apresentam dependéncia com quantidades arbitrdrias. As expressdes correspondentes
sdo, portanto, em principio, ambiguas. As arbitrariedades estdo relacionadas as escolhas para
os rétulos dos momentos para as linhas internas.

Isto se deve ao grau de divergéncia das integrais. Quando este ¢ maior do que o loga-
ritmico, a integral ndao é invariante mediante um deslocamento da origem do momento do loop.
A compensacao a este deslocamento, o termo de superficie, torna as integrais dependentes de
combinacdes ndo especificadas dos momentos para as linhas internas e, portanto, ambiguas.

Os termos ambiguos sdo, portanto, dependéncias no momento ks nas amplitudes de um

ponto e dependéncias da combinagdo ) = (k;+ k) nas amplitudes de dois pontos. E fécil iden-
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tificar tais termos nas expressoes obtidas. Todas as amplitudes de um ponto sdo completamente

ambiguas.
1) em D=1+1
T) (ka,m)|, , = —2ks, V), (8.6)
onde amb € a abreviagdo para ambiguo.
2) em D=1+2
T) (keym)|, . = —2ks, V), (8.7)
3) em D=1+3
8oy kapkaa Ak3k,
1) (ko). = —dkoy | V5] + =220 |AQ] 4+ =2 [AL)] +
4
—gkggkgak:gu (Dasu) - (8.8)
4) em D=1+4
\% a 4 B
T (ko) = — 485 [V)] +203k5 A8 — Zhsking [00,,,] +
2k k5kS [AT)]. (8.9)

Por sua vez as funcdes de dois pontos possuem ambiguidades relacionadas aos momen-
tos das linhas internas.

Em D = 1 + 3 a parte ambigua da amplitude de dois pontos é:

1
TV‘ZV (k27 klvm)|amb = [QaQB - Qaqb’] |:§ é‘ﬁﬂl’ + 3AH5 va + 3Agygau:| +

+QaQp [ & = A5 — A g0 — 3Afj/§gu,,] : (8.10)
ao passo que em dimensao D=1+4 identificamos:
1
TIX:LV (k27 kl? m) |amb = [anﬁ - Qa(M] l_ Exﬁuy + A ﬁ va T Aﬁyga'u,‘| +
+QaQs |09, — 22005 — Agu0 — 38000 8.11)

E interessante também mencionar que existem termos nas expressdes para as funcdes
de dois pontos em dimensdes D=1+3 e D=1+4 que ndo sdo ambiguos relativamente as escolhas

para os momentos das linhas internas mas o s@o para a escolha do parametro de escala.
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8.3 Relacoes de simetria

Quando se trata de estabelecer predicoes fisicas a partir de uma TQC, um aspecto que
desempenha papel crucial trata-se das relagdes de simetria entre as quais estdo as ja mencio-
nadas identidades de Ward-Takahashi, como para o caso da teoria eletromagnético que deve
obedecer a lei de conservacao da carga elétrica [8]. A violacdo de uma destas identidades, por
exemplo, impossibilita a renormalizabilidade. Do que jd vimos para as amplitudes que conside-
ramos, a satisfacao destas identidades nao € automatica e depende de propriedades das integrais
divergentes.

E neste aspecto que as regularizacdes podem fracassar ou obter sucesso no tratamento
de amplitudes divergentes. Nos casos que estamos considerado no presente trabalho, o tensor
de polarizacdo do vicuo de EDQ e a funcdo de Green de um ponto vetorial, existem para ambas
um conjunto de relacdes de simetrias. Para o caso da funcdo de dois pontos a invariincia de

gauge determina que:
.1, =aT,) =0, (8.12)

como consequéncia da existéncia de uma corrente vetorial conservada. Para a fun¢do de um

ponto devemos ter:
T, =0, (8.13)

como consequéncia do teorema de Furry [11], que estabelece que qualquer amplitude contendo
um ndmero impar de vetores externos e uma tnica espécie de férmion massivo nas linhas in-
ternas da amplitude terd de se anular, que € uma consequéncia da invariancia por conjugacao
da carga que converte a particula em sua anti-particula, da invariancia por inversao de paridade
que relaciona o sinal da fun¢do com o sinal da coordenada especifica e da invariancia frente a
inversdo no tempo, que determina a indistin¢ao das leis fisicas com a dire¢do em que processos
evoluem no tempo.

Estas trés invariancias sio comumentemente conhecidas como invariancia CPT inicial-
mente proposta por J. Schwinger [6]. O conjunto de relacdes simetrias dados pela invariancia de
gauge e pelo teorema de Furry sdo vdlidas para qualquer dimensao espago-temporal e formam
o que denominamos de identidades de Ward-Takahashi.

Assim podemos nos perguntar: como podemos obter amplitudes correspondendo a estas

determinacdes das simetrias? Primeiramente observamos os resultados para as fungdes de um
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ponto. Como o momento k5 € arbitrdrio, isto exigird que as integrais de Feynman divergentes

tenham as propriedades:

1) Em D=1+1
Ve = . (8.14)
2) Em D=2+1
Ve = 0. (8.15)
3) Em D=3+1
O = 0, (8.16)
Vi =0, (8.17)
AL = 0. (8.18)
4) Em D=4+1
AR =0, (8.19)
v = 0. (8.20)
(5)reg
e = 0. (8.21)

ou que uma forma de regularizac¢do produza estes resultados.

E importante notar que estas condicdes sdo necessdrias para que o resultado consistente
possa ser obtido. Na hipdtese de ndo existir uma regularizagcao capaz de satisfazer estas propri-
edades isto implicaria no fracasso da interpretacdo das amplitudes perturbativas no contexto de
regularizagoes.

Estas condicdes sdo as mesmas exigidas para a satisfacdo das identidade de Ward-
Takahashi para o tensor de polarizacdo do vicuo uma vez que a contragdo com oS momentos
externos gera no resultado, como consequéncia da relacdo entre funcdes de Green, uma dife-
renca entre duas funcdes de um ponto. Assim se estas condi¢des zeram as fungdes de um ponto
eles também eliminam os termos violadores da simetria de gauge. Além disto € facil perce-

ber que todos os termos potencialmente ambiguos t€ém como coeficientes as diferengas entre
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integrais divergentes que devem produzir um exato cancelamento para fornecer resultados con-
sistentes. Deste modo todos os termos ambiguos também sdo eliminados se as condi¢des acima
sdo satisfeitas. Inclusive aqueles que sdo ambiguos de escala.

Por isso denominamos as relagdes acima como relagdes de consisténcia (RC). Elas po-
dem ser vistas como propriedades das integrais divergentes ou como exigéncias para que uma
regularizacdo produza resultados consistentes. A possibilidade de obter validas estas condicoes
fazem da RD [3] uma prescrigdo consistente e da Regularizacdo Covariante de Pauli-Villars [4],
entre outras, um método que leva a violagdes de simetrias e ambiguidades [5]. No nosso ponto
de vista, sem entrar no mérito se a interpretacao das amplitudes perturbativas como sendo quan-
tidades regularizadas € a interpretagdo correta, nés claramente devemos assumir como validas
as relacOes de consisténcia sob pena de nada mais fazer sentido dentro desta interpretacdo sem
estas condicdes satisfeitas.

Deste modo a partir deste ponto assumimos a validade das relagdes de consisténcia e
eliminamos os termos onde aparecem os objetos que foram definidos como diferencas entre
integrais divergentes com o mesmo grau de divergéncia porém com estruturas tensoriais dife-
rentes. Agora é possivel perceber a razdo de termos definido estas combinacgdes especificas
como objetos basicos divergentes. Nas expressdes restard apenas a presenca dos objetos ditos
irredutiveis.

A partir deste ponto assumimos as amplitudes como sendo:

1) Em D=1+1
FVV i [q/ﬂu - guu(f] 1 2 222
“”__WT{ +m*xo} - (8.22)
2) Em D=2+1
vy |t 2 (> +4m?) 1) (—m?)
Tn = {E] (4wt — @°9un) e N e
, R B
—imeaq <@) Z2, (8.23)
3) Em D=3+1
F 4 i 1 (@2m®+¢%) 1
TVV:_ v 1/2 = —7 —]() . 8.24
=g Lt = q]{[(m)?] {3+ A (629
4) Em D=4+1
T 4 i 1/2 1/2 5
T = =3 [0 = gud’] { T 2, - 2] + Il(m)} . (8.25)
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Além é claro de TV = 0.

Podemos perceber a presenca ainda de termos divergentes [ 1) & 1) estes termos devem

log lin

ser removidos no processo de renormalizacdo.

8.4 Teoremas de baixa energia

Antes de concluir este capitulo e passar para os procedimentos de renormalizacdo, é
interessante verificar para as amplitudes consistentes com as identidades de Ward-Takahashi as
predi¢cdes estabelecidas para as funcdes F e F5 apontadas como estruturas gerais do tensor de

polarizagio no capitulo 4. Estabelecemos que F}(¢*) = —¢*[F5(¢*)] e portanto devemos ter:
Fi(¢?) |;2—0= 0. (8.26)

O termo F}(¢?)é identificado como o coeficiente do tensor métrico na estrutura geral.
Assim devemos ter:

1) Em dimensao D=1+1
(1 + m2X0) |q2:0: O (827)

2) Em dimensdo D=1+2

2 2
{_ (g +44m ) g1z m} o= 0. (8.28)

3) Em dimensao D=1+3

2

l% + (2m® + ¢%) ZO] | 2=0= 0. (8.29)

4) Em dimensao D=1+4

¢ [z;/ 2_ le/Q] ly2—0= 0. (8.30)

Tomando as definicdes para as func¢des envolvidas € possivel verificar que estas condi-

coes sdo todas satisfeitas. Podemos entdo considerar a renormalizacdo do propagador do féton.
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9 RENORMALIZACAO

A interpretacdo das amplitudes provenientes de célculos perturbativos de TQC consiste
em primeiro regularizar consistentemente as amplitudes, como vimos nos capitulos anteriores,
e posteriormente renormalizar as amplitudes a fim de remover as formas divergentes que restam
ainda nas amplitudes: I, l(j g) el l(f;).

Embora estejamos interessados apenas na renormalizacdo ao nivel um [oop do propa-
gador do féton, cujo ingrediente € o tensor de polarizacdo do vacuo, na EDQ podem ocorrer
divergéncias em outras amplitudes bdsicas da teoria. A auto-energia do elétron, a correcao de
vértice, juntamente com a auto-energia do foton em dimensao D=1+3 sdo as amplitudes rele-
vantes que contém divergéncias e que sao removidas no processo de renormalizacio. O grau de
divergéncia, como vimos, depende da dimensdo espago-temporal. Aparentemente a renormali-
zacdo é possivel até D=1+4 e a teoria torna-se nao renormalizdvel a partir de D=5+1.

A renormalizagdo € possivel devido a estrutura da lagrangeana da teoria a qual permite
redefinir as constantes (arbitrdrias) dos coeficientes dos termos da lagrangeana.

E importante enfatizar que a renormalizacio ndo é uma caracteristica exclusiva da TQC
trazida apenas para expurgar infinitos. Ela estd contida intrinsicamente mesmo em teorias fini-
tas, como por exemplo, o processo fisico de um elétron em movimento no interior de um sé6lido
de forma que a interacdo com a estrutura interna do sélido faz com que a massa no interior do
solido mx (massa efetiva) seja diferente da massa m no exterior. A renormalizacdo entdo atua
levando mx* para m.

O processo de renormalizacdo inicia redefinindo os pardmetros do funcional lagrange-

ano:

m — my, 9.1
e — eg, 9.2)
£ = &o, 9.3)
W — 1, (9.4)
Ay — A (9.5)

Os indices 0 estao associados aos parametros divergentes nus nao mensurdveis € 0s

parametros sem indices representam quantidades fisicas mensuraveis.
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Sendo assim escrevemos a densidade de lagrangeano como:

. . — 1 2 1 2
E=W%M%+WMbW—mw%“QG%@—&£)—iﬂ@ﬁﬂ- (9.6)

Agora fagamos a parametriza¢do dos campos A, e 1, das constantes de acoplamento e,

massa m e do parametro de gauge A:

mo = %m, ©.7)
ey = ZwLﬂ_ e 9.8)
§o = 2—’:57 (9.9)
W =97y, (9.10)
AD = A2y, 9.11)

onde Zy, Za, Zm, Z¢ € Z. sao denominados fatores multiplicativos de renormalizacdo e estdo
associados ao contratermo na lagrangeana de contratermos.
Podemos entdo identificar a lagrangiana como a soma de uma parte fisica (finita) com

um parte de contratermos (infinita):

L=Lp+ Lo, 9.12)
onde
Lo =i(Zy =10 —m(Zn — 1) 00 —e(Z. — 1) PAY +
—i@@—lﬂ@Aw—@A»?—éﬁZﬁ—MM@AH2 9.13)
e
@m:w&wmww—dM¢—i@ﬁf4ygf—%amwf (9.14)

Podemos reescrever os contratermos da parte divergente como uma soma de contrater-
mos de AL devido a divergéncia da auto-energia do féton AL, e ALz que dio origem ao
vértice que cancela a divergéncia devido a auto-energia do elétron e finalmente AL, e AL5 que
dao origem ao vértice que cancela a divergéncia devido a fungio de vértice.

Assim temos:

Loio=AL+ AL+ AL+ ALy, (9.15)
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onde:
ALy = (Zy—1) {—i (0,4, — 8VA,,)21 : (9.16)
ALy = (Zmy — 1) (—bmy)) (9.17)
ALz = (Zy — 1) pidy, (9.18)
ALy = (Z.—1) (—eAy), (9.19)
ALy = (Z6—1) {—2—15 (8#14“)2] : (9.20)

Estes contratermos cancelam as divergéncias em um-loop. No caso do propagador do

féton o contratermo sera:

(Za—1) = fu 9.21)

A constante multiplicativa de renormalizacdo Z 4 nos deixa claro que nao é preciso cal-

cular explicitamente as integrais divergentes.

9.1 Correcio ao nivel um-/oop para a auto-energia do féton.

O propagador bosonico tem a forma:

—1 Qv

D,, (k) = ——— 9w - 1)2== . 9.22

K ( ) qg iy Iu + (5 ) qg ( )

A série perturbativa para a correcio ao nivel um [oop pode ser representada pela figura
abaixo:

Figura 9.1 — Representacio diagramdtica correspondente a corre¢do ao nivel um-loop.

kik,
-

q q // ] \\ q
s = NN+ '\NV\N‘*.\ _/,V\N\‘W’ +
Lk, k": ketk,
q AN e N @
RV Vv ot NS
N N/

A expressao matemdtica correspondente fica:

[D‘Lw (q)]one—loop = D/,Ll/ (Q) + D,LLOZ (Q) |:_Z H] Dﬁl/ (Q) +

af|ren

D 0) [<i]]] | Doc(@ i [ Dearen D (@) 0239)

Escrevendo

Haﬂ lren = — (405 — 905¢°] [ (4*)

, (9.24)

TEN
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onde [](¢?) |,en € a representagiio para a parte sem indice do tensor renormalizado. A equa-
¢do (9.24) obtida ap6s somarmos a série € valida para todas as dimensdes consideradas exceto
aquela para D=1+2, onde o propagador do féton deve ser modificado.

Teremos, apds somarmos a série:

1 q qy 1
Dy vt lE=1)7
[ 122 (q)]one loop q _'_ 'L g“ ( ) 1 + H( )’T‘en

Vamos entdo verificar a forma do propagador corrigido para cada uma das dimensdes

(9.25)

consideradas.

9.1.1 D=I1+1

Nesta dimensdo podemos escrever o tensor de polarizagdo, consistentemente regulari-
zado, como:

H = GQTLV(kl, ]CQ, m) =

uv

ie? (4,0 — 9 q°]
R U A

= [quao — 9d’] x [] (¢*)- (9.26)

O tensor renormalizado sera

[HW] = = [0t = 9@’ [ ] (¢°) lren: (9.27)

ren

onde

11

Devemos satisfazer:

=TI (@) + fo = [[1Fin(d®) + fur. 9.28)

[H () } =0. (9.29)
rend q2=0
Da definicao da funcio y, vemos que
(¢ N (9.30)
Xo \q 7m) |q2:0 == mz, .

€ com 1SS0,

[1 + mQXO] |li2=0 = 0. (9.31)
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Portanto obtemos:
[[@=0) =0 (9.32)
O contratermo serd:
fa=0. (9.33)
De forma que ndo ha uma lagrangeana de contratermos, somente a parte finita;
L=Lys=>AL=0. (9.34)
Assim a constante multiplicativa de renormalizagdo pode ser escrita como:
Za=1+fa=1 (9.35)
O propagador renormalizado ficara:
-1

qu9qv 1
[D v <k)]0ne— oop 2 1 . [g v+ (5 - 1) :| .
' e [T ¢ It [ 1 mivd

(9.36)

Portanto, o f6ton nao ganha massa para o elétron massivo pois o pélo do propagador

corrigido, definido por
62
q2{1+ [—Q{Hm?;@}]} =0, (9.37)
™q
pode permanecer em ¢* = (.
9.1.2 D=1+2

Para este caso encontramos o tensor de polarizac¢do consistentemente regularizado como

2

e
HW = {El (4,900 — @90

M e ” (ﬁ) Z;12, (9.38)

(q2+4m2)2_1/2+ (—m?)
— 53 %o —

+
2¢? q?

O propagador bosdnico de acordo com a lagrangiana construida no Capitulo 2, foi assu-

mido tendo a forma

—1

quqv
D, (k)= —— alutic
o (K) q? + ie 2

q

{gw +(e—1) (9.39)

E possivel perceber que a presenca do termo contendo o tensor de Levi-Civita na auto-

energia torna o resultado obtido inconsistente com a forma do propagador acima, onde o f6ton é
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nao massivo. A fim de proceder a renormalizacdo devemos assumir a forma geral do propagador

como sendo

—1 Qv | . q
D, (k)= ———— 9w —1)* Me,a—| - 9.40
12 ( ) q2+i€ gu +(€ ) q2 +Z gu q2 ( )

Isto significa que a lagrangeana construida no Capitulo 2 precisa ser mudada para incluir

um termo Contendo apenas (0] CampO de gauge da forma
v F( A 1
—c v . (9 4 )

Este termo € conhecido como termo de Chern-Simons. O parametro 7 , devido ao fato
de este termo ser bilinear no campo de gauge A“ estard relacionado a massa deste campo.
Hé implicagdes imediatas a partir desta constatacdo. Se partimos da lagrangiana da EDQ
na forma
£ = (@) i (0 + ie A (@) — mip(a)b(z) — L W 2—15

I
1 (0,A"), (9.42)
onde o campo do féton € claramente ndo massivo, e calcularmos contribui¢des perturbativas
ao nivel um [oop para a auto-energia do féton, o termo de Chern-Simons serd induzido pela
contribui¢do radiativa e, consequentemente, uma massa € induzida para o féton. O valor da
massa estard associado ao valor da contribuicdo da auto-energia contendo o termo de Levi-

Civita tomado a momento nulo, ou seja,

. o ? “1/2
TME v — ) Z ] , (9.43)
|: : ( (47T) ) 0 q2:0
que serd ndo nulo pois ao redor de ¢* = 0 teremos:
_ -1 1 ¢
ZU 1/ = 2—_7712 (1 -+ E% + ) . (9.44)

O termo de Chern-Simons, por outro lado, ndo modifica as equacdes de movimento pois

mediante a transformacdo da lagrangeana gerard um termo adicional da forma:

L L+0, (%SWO‘FM,,a(m)> . (9.45)

Sendo uma derivada total, este termo serd interpretado como um termo de superficie
(pela aplicac@o do principio variacional de Hamilton) e se anulard mantendo as equacdes de
movimento inalteradas.

Para efetuar a renormalizacdo devemos assumir na série perturbativa

T =¢{(ga - 9) F(a*) + cuad®[Fs(a)]} . (9.46)

uv



51

e entdo somar a série com o propagador livre do féton na forma (9.40) acima. A andlise do
pdlo do propagador corrigido revelara um valor ndo nulo, significando que o pélo ndao pode ser

mantido em ¢* = 0. O féton ganha massa de modo inevitével.

9.1.3 D=143

Para esta dimensao o tensor de polarizacdo consistentemente regularizado é dado por

4e? i [1 (2m?+¢?
Huu = ? [qMQV - g,uuQQ} {[1(52 - (471’)2 {5 + wZo} } . (947)

2
q

. 4 . . .

Com a presenca do termo divergente /, l(og) devemos renormalizar identificando os contra-

termos de forma que:

4e? ; 1 2m?2 + 2
[Hwﬂwzinw@wﬂﬁﬁ— Z[“HWI(”%H+ﬂm(M&

3 (4m)* 3 ¢
identificamos
4 i [1 (2m?*+ ¢?)
2 ren 2= _[(4) Py Z ct —
[T (@) lren = {3{ Wt BT 7 ol o]+
4 Fin
_ (4)
= 562 |:[10g:| + H (C]Q) + fct- (949)
Com isso
o L4 i 1 2mPtgd)
=e“= -4+ —7 . 9.50

Expandindo a parte finita com a fungdo Z, em torno de ¢*> = 0 temos:

2 4
Zoz—{q—+ d +] 9.51)

6m?2  60m4

obtemos entio:

_ 04 i 1 2]
=T [3 6} = 0. (9.52)

Como devemos satisfazer:

e, =0 9.53)

0 contratermo sera:

for = 362 ] 9.54)



52

Entdo o fator multiplicativo de renormalizacdo pode ser escrito como:

4
Za=1+4fa=1+z¢ ) 9.55)

Com isso ficaremos com:

1 Ay 1
Dy (Dl one—toop = — 51 {qm, + (e -1+ . (9.56)
one—loo + e 2 4e2 1 (2m24-¢2?)
q # I {1 e ema) )
O féton mantém seu cardter nao massivo pois o pélo dado por:
4e? 1 (2m? + ¢?) } }
2
I+ —— |-+ ——%| =0y, (9.57)
E { 3 (47)’ l?» ¢

pode permanecer em ¢ = 0.

9.14 D=4+1

De maneira semelhante, o tensor de polarizacdao consistentemente regularizado € dado

por:
4e? 2 (5) Gi 1/2 1/2
L — gnd?] 4 I __[z —Zz } . 9.58
I, =5 lwe— 90 { i g 22 (9.58)
Com a presenca do termo divergente [ l(;) renormalizamos:

4e? 61
[H } |ren = 5 [QHQV - QWQQ] {—2 |:Z21/2 - le/Qi| - Il(zi)} + fct- (959)

p 3 (4)

O termo cancelador de divergéncia € identificado como:

4
fu = 3¢° e (9.60)
Assim,

1 Quly 1

Dy (Dl one—toop = 5 {g,w +(e =12 ] . (9.61)
one—loo; 12 6 1/2 1/2
O féton permanece sem massa pois o polo, dado pela condigdo:
4e? 6

201425 [21/2 - 21/2} } —0, 9.62
q { 3 (471')2 2 1 ( )

pode permanecer em ¢ = 0.
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10 CONCLUSAO

No presente trabalho nos propomos a investigar o comportamento da massa do féton
apds correcdo da auto-energia do féton ao nivel um loop, em diferentes dimensdes espaco-
temporais, para as quais € possivel renormalizar [2, 15] o propagador corrigido do f6ton.

Partimos da lagrangena da EDQ, construida através da invariincia por transformacéo de
gauge local U(1) [5]. Nesta, o féton possui massa nula ja que um termo quadratico no campo
de gauge violaria a invariancia de gauge [5].

Ap6s a introdugdo das regras de Feynman para a EDQ, expressodes para o tensor de pola-
rizacdo do vacuo puderam ser obtidas, revelando a possibilidade de divergéncia nas expressoes
correspondentes.

A fim de extrair o conteudo fisico de tais amplitudes foi necessdrio estabelecer uma
prescri¢cdo para lidar com as indefinicdes matemdticas associadas.

Adotamos uma estratégia alternativa ao uso de regularizacdes, denominada Regulariza-
cdo Implicita [1]. Nesta prescri¢do, assume-se apenas a validade da linearidade nas operagdo
de integracdo, nas integrais de Feynman [16], a despeito do cariter divergente. Com isso pode-
mos colocar os propagadores em formas matematicas que enfatizam o comportamento destas
quantidades com 0 momento por estas carregado.

Com isso podemos colocar os propagadores na forma de uma série com um ndmero
definido de termos de tal forma que cada termo seja mais favordvel a convergéncia do que o seu
anterior. Deste modo € possivel isolar os termos divergentes em objetos matematicos simples
onde nenhum parametro fisico esteja presente.

Para os objetos divergentes basicos identificamos duas classes distintas: os ditos irredu-
tiveis e aqueles que sdo definidos como diferencgas (convenientes) entre objetos com igual grau
de divergéncia porém diferentes estruturas tensoriais. Quanto as partes contendo as dependén-
cias com 0s momentos, estas estardo, na estratégia adotada, apenas em integrais de Feynman
finitas que, portanto poderdo ser solucionadas sem restricdes e cuja forma poderd sempre ser
colocada em termos de funcdes especificas previamente identificadas.

Ap6s o célculo das amplitudes, a fun¢do de Green de dois pontos bivetorial e a funcdo
de Green de um ponto Vetorial [1], com a ado¢do de rotulacdo arbitrdria para as linhas inter-
nas, explicitamos as expressoes na linguagem matemaética do método utilizado e procedemos a

andlise dos resultados com vistas a estabelecer a possibilidade de predi¢cdes fenomenoldgicas a
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partir das amplitudes calculadas.

Para tal o primeiro passo foi verificar a manutencao das relagdo entre fungdes de Green
envolvendo as amplitudes calculadas, as quais foram preservadas pelas operagdes realizadas,
como esperado.

Em seguida identificamos a presenga de termos ambiguos [5] nas expressdes obtidas,
tanto pela dependéncia com combinacdes nao especificadas dos momentos arbitrarios das li-
nhas internas quanto para a dependéncia com o parametro de escala arbitrario. Estes termos
potencialmente ambiguos foram também identificados como potencialmente violadores de si-
metria [5], pois violam a invariancia de gauge do tensor de polarizacdo e atribuem caréter nao
nulo para a fun¢do de Green de um ponto vetorial, contrariando as determinagdes do Teorema
de Furry [11].

A busca por propriedades para as integrais divergentes bdsicas ou por regularizacdes
consistentes nos levou a um conjunto de relagdes, as quais implicam na anulagdo de todos
os objetos bdsicos, que possuem a forma de termos de superficie, os quais definimos como
parte da estratégia adotada exceto aqueles que denominamos irredutiveis. Estas relagdes foram
denominadas de rela¢des de consisténcia.

Ap0s este passo denominamos de amplitudes consistentemente regularizadas as ampli-
tudes perturbativas sem a presenca dos termos que compdem as relagdes de consisténcia. Estas
amplitudes estdo livres de termos ambiguos e sdo consistentes com as simetrias, embora ainda
possuam quantidades divergentes.

O passo seguinte foi considerar a renormalizagdo a fim de remover tais divergéncias.
Ao final deste processo obtivemos as formas renormalizadas para o propagador do féton nas
dimensdes D=1+1, D=1+3 e D=1+4, para os quais foi possivel construir a forma renormalizada
pela contribui¢@o da auto-energia ao nivel um loop, através do tensor de polarizacdo do vacuo,
mantendo o féton ndo massivo uma vez que o propagador renormalizado mantém o pélo do
propagador no valor nulo.

Ja para o propagador do f6ton em dimensdo D=1+2, ndo foi possivel construir uma
forma renormalizada compativel com a massa nula. A corre¢do vinda da auto-energia ao nivel
um [oop induz a presenca de um termo adicional no propagador de féton de forma inevitd-
vel. Estes termos podem ser associados a presenca de um termo adicional (termo de Chern-
Simmons) [14] na lagrangeana da EDQ, que € bilinear no campo de gauge, ndo quebra a inva-

riancia de gauge e ndo modifica as equagdes de movimento da teoria.
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Isto somente € possivel na dimensdo D=1+2 que é impar onde os tracos de Dirac mis-
turam tensores pares e impares, resultando na nao aplicabilidade do conceito de paridade em
espacos de dimensdo impar. Assim a forma induzida pela contribuicao perturbativa da auto-
energia ao nivel um [oop é a de um propagador massivo, pois o pdélo ndo pode ser mantido em
valor nulo.

Um aspecto que transcende a investigacdo especifica aqui realizada € a simplicidade e
universalidade do método aplicado, na construcido das amplitudes perturbativas, nas suas for-
mas consistentemente regularizadas e nos procedimentos de renormaliza¢do. Nao € necessario
calcular, de fato, nenhuma integral divergente e ndo ha restricdes de aplicabilidade.

Todo o procedimento é construido sobre uma exigéncia simples e razodvel: a validade
da linearidade nas operacdes envolvendo as integrais de Feynman do cdlculo perturbativo, a
despeito do caréter divergente.

Como perspectivas para continuidade do presente trabalho apontamos o desenvolvi-
mento da forma renormalizada do propagador do f6ton com a presenga do termo de Chern-
Simmons, ndo apresentada explicitamente aqui e na andlise do limite de massa zero para o
elétron, situacdo esta que pode também proporcionar a indu¢do de massa para o féton em cor-

recdes perturbativas vindas de contribuicdes de nivel um loop.
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APENDICE A - Algebra de Clifford

A equagdo de Dirac que descreve a dinadmica de particulas relativisticas de spin 1/2
apresenta na sua forma um conjunto de matrizes v que obedecem a uma dlgebra anticomutativa.
A élgebra que descreve o comportamento destas matrizes € a dlgebra de Clifford. Neste trabalho
consideramos as matrizes nas dimensdes especificas D=1+1, D=14+2, D=1+3 e D=1+4.

No caso especifico das dimensdes D=1+1 e D=142 as matrizes de Dirac podem ser

representadas em termos das matrizes de Pauli [18].

A.1 Dimensao D=1+1

Em D=1+1 dimensdes temos o conjunto: (v1,72). Em todas as dimensdes as matrizes

de Dirac possuem a propriedade:
=1 (A.1)

E interessante notar um detalhe especifico das operacdes realizadas. Encontramos ’yﬁ

que € o quadrado das matrizes de Dirac. Isto € diferente d