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RESUMO

ASPECTOS DO PRIMEIRO TEOREMA DA INCOMPLETUDE DE KURT GODEL E
UMA ANALISE DA PROVA TEORETICO INFORMACIONAL DE GREGORY
CHAITIN

AUTOR: Bismarck Borio de Medeiros
ORIENTADOR: Frank Thomas Sautter

O trabalho busca elucidar e compreender aspectos relevantes na estrutura das sentencas
indecidiveis paradoxais em sistemas formais consistentes que contenham a Aritmética de
Dedekind-Peano. O primeiro capitulo expoe as investigacOes e avangos na Matematica e na
Logica associadas as concepgOes filosoficas que culminaram no Primeiro Teorema da
Incompletude de Kurt Gédel, publicado em seu artigo Uber formal unentscheidbare Scitze der
Principia Mathematica und verwandter Systeme I, em 1931. Para isso, faremos uma
abordagem histdrica e conceitual da Matematica da segunda metade do século XIX até a
primeira metade do século XX com suas linhas de pensamento principais, indicando os
elementos e instrumentos matematicos desenvolvidos para solucdo de certos problemas, assim
como pressupostos e compromissos filosoficos que acompanharam as atividades voltadas a
formalizacdo e fundamentacdao da Légica Matematica contemporanea que auxiliaram Goédel a
elaborar sua demonstracdao e explicitar as limitacGes de tais sistemas formais. O segundo
capitulo tem como objetivo analisar os componentes e expor ou elaborar sentencas
indecidiveis formalizadas baseadas em paradoxos considerados epistémicos ou semanticos.
Serdo discutidos paradoxos expressos de forma implicita e explicita na estrutura das sentencas
indecidiveis, abordando semelhancas e distingdes tanto de sentencas indecidiveis finitarias
quanto infinitarias, procurando entender as provas e fendmenos que levam a incompletude de
sistemas que contém a Aritmética de Dedekind-Peano. Logo apds, o terceiro capitulo tera foco
na aplicacdo da Teoria Algoritmica da Informacdao desenvolvida por Gregory Chaitin para
demonstrar uma discutida versao da incompletude de sistemas formais baseada no Paradoxo
de Berry. Serad retomada a literatura critica a tal versdo teorético-informacional, bem como
feita uma andlise com base nas sentencas vistas anteriormente, realizando-se um escrutinio
acerca das justificativas e defini¢des utilizadas na prova de Chaitin. Ao final, abrimos uma
discussdo acerca da natureza da incompletude associada a incomputabilidade e os limites de
processos computaveis finitos.

Palavras-chave: Computabilidade Efetiva. Complexidade. Finitismo. Funcdes Recursivas.
Incompletude. Indecidibilidade. Informagao Algoritmica. Lema Diagonal. Paradoxos.



ABSTRACT

ASPECTS OF KURT GODEL'S FIRST INCOMPLETENESS THEOREM AND AN
ANALYSIS OF GREGORY CHAITIN'S INFORMATION-THEORETIC PROOF

AUTOR: Bismarck Bério de Medeiros
ADVISOR: Frank Thomas Sautter

The work seeks to elucidate and understand relevant aspects in the structure of paradoxical
undecidable sentences in consistent formal systems that contain Dedekind-Peano Arithmetic.
The first chapter exposes the investigations and advances in Mathematics and Logic
associated and the philosophical conceptions that culminated in Kurt Godel's First
Incompleteness Theorem, published in his article Uber formal unentscheidbare Siitze der
Principia Mathematica und verwandter Systeme I, in 1931. We will make a historical and
conceptual approach to Mathematics from the second half of the 19th century to the first half
of the 20th century with its main lines of thought, indicating the mathematical elements and
instruments developed to solve certain problems, as well as philosophical assumptions and
commitments that accompanied the activities aimed at the formalization and foundation of
contemporary Mathematical Logic that helped Godel to elaborate his demonstration and to
explain limitations of such formal systems. The second chapter aims to analyze the
components and expose or elaborate formalized undecidable sentences based on paradoxes
considered epistemic or semantic. Will be discussed paradoxes expressed implicitly and
explicitly in the structure of undecidable sentences. We approaching similarities and
distinctions of both finite and infinite undecidable sentences, seeking to understand the proofs
and phenomena that lead to the incompleteness of formal systems that contains Dedekind-
Peano Arithmetic. Soon after, the third chapter will focus on the application of Algorithmic
Information Theory developed by Gregory Chaitin to demonstrate a discussed version of
incompleteness of formal systems based on Berry's Paradox. The critical literature on this
information-theoretic version will be resumed, as well as an analysis based on the sentences
seen above, carrying out a scrutiny of the justifications and definitions used in Chaitin's proof.
At the end, we open a discussion about the nature of incompleteness associated with the
notion of computability and the limits of finite mechanical processes.

Keywords: Algorithmic Information. Complexity. Diagonal Lemma. Effective Computability.
Finitism. Incompleteness. Paradoxes. Recursive Functions. Undecidability.
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1. INTRODUCAO

Os Teoremas da Incompletude de Kurt Godel foram divisivos para a comunidade
filosofica no século XX por quebrar uma crenca que ha muito era difundida e enraizada na
Matematica: que todos os problemas matematicos poderiam ser resolvidos dado a abordagem
e formulacdo adequadas. Demonstrar que ha certas afirmagdes que ndao podem ser provadas
ou refutadas dentro de uma porcdao da Aritmética é o resultado dos consideraveis avangos na
Matematica e na Logica ao final do século XIX e primeira metade do século XX. Estes
avangos perpassando um caminho envolvendo crises e revolu¢des — em um sentido kuhniano*
— que incentivaram uma ampla investigacdo filosofica, légica e matematica no
desenvolvimento de novas teorias, instrumentos e fundamenta¢des nestas areas. Um dos
consideraveis avangos nestes campos culminaram nos trabalhos de Godel e em seus teoremas

de seu artigo de 1931, Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und

verwandter Systeme I.

Contudo, mesmo Godel sendo considerado o maior l6gico desde Aristételes, seus
resultados sdo fruto de problemas e investigacdes prévias que possibilitaram sua realizacao e
encontram-se, direta ou indiretamente, no cerne de seu teorema, possibilitando e viabilizando
sua demonstracao, que inclusive que perpassam historicamente o estabelecimento de
conceitos e principios formais bem definidos, mudancas de paradigma, surgimento de novas
areas de investigacdo matematica e até questionamentos acerca da legitimidade de técnicas de
prova desenvolvidas. Comegaremos introduzindo os problemas que insurgiram suspeitas e

levaram as linhas de pesquisa que visassem uma base segura e confiavel para a Matematica.

1.1. O QUINTO POSTULADO E O PROBLEMA DA CONSISTENCIA

O livro Os Elementos de Euclides foi o paradigma para a Geometria e o método
axiomatico, até o desenvolvimento das geometrias ndo-euclidianas. Tal mudanca ocorreu

devido a um aspecto que era considerado anomalo na comunidade matematica: o quinto

1 Ver (DAUBEN, 1982) para uma aproximacdo entre os conceitos historicistas kuhnianos em Filosofia da
Ciéncia na Histéria da Matematica.
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postulado de Euclides — chamado comumente de Postulado das Paralelas — e que parecia

muito mais arbitrario que os outros postulados, tido como menos intuitivo e autoevidente®.,

1.1.1 O Postulado das Paralelas

O matematico David Hilbert, historicamente o precursor da investigacdo dos
fundamentos da Matematica e da Légica por meio do método axiomatico, expde em seu artigo

de 1917, Axiomatic Thinking:

“O axioma das paralelas em geometria oferece o classico exemplo para o exame da
independéncia de um axioma. Euclides respondeu negativamente a tal questdo,
assim como se a proposicdo das paralelas ja4 estava condicionada por outros
axiomas, pois ele o colocou [0 quinto postulado] sob os outros axiomas. O método
de investigacdo de Euclides tornou-se tipico da investigacdo axiomatica e, desde
Euclides, a geometria vem sendo um modelo para a ciéncia axiomatica em geral.
(HILBERT, 1970, p.2, tradugdo nossa)

Na Historia, matematicos buscaram deduzir o postulado das paralelas dos outros
postulados, porém tais tentativas culminaram em fracasso®, demonstrando-se posteriormente
nos trabalhos de Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Janos Bolyai (1802-1860) e Nikolai
Ivanovich Lobachevsky (1793-1856) a impossibilidade de derivar o quinto postulado ou a sua
negacdo dos outros quatro. Ou seja, havia uma possivel independéncia do quinto postulado
com relacdo aos outros. Desta forma, realizando modificacdes no quinto postulado e com o
desenvolvimento da Teoria de Conjuntos, algebrizacdo e funcionalizacdo destas areas, temos
como consequéncia a construcdo de geometrias nao-euclideanas (elipticas, hiperbolicas) bem
como dos instrumentos técnicos para o desenvolvimento de campos como a Topologia
Algébrica (area antes com antecedentes na Analysis Situs leibiniziana, sendo reconstituida por

Henri Poincare)*.

2 Em (DE RISI, 2016, cap. 2) ha uma discussdo histérica sobre esta desconfianca dos matematicos acerca do
quinto postulado de Euclides até Leibniz, que tentou por vérias abordagens uma demonstracdo de sua
independéncia.

3 Muitas destas demonstrac0es mostraram-se com o0 tempo matematicamente equivocadas ou apenas
equivalentes ao quinto postulado original. O postulado resistiu aos ataques de Aristételes, na Antiguidade, a
matematicos arabes e bizantinos e ao mais famoso, o italiano Girolamo Saccheri (1667-1733). Ver
(ROSENFELD, 1988, cap. 2).

4 Ver (DE RISI, 2018), (FERREIROS, 2007, cap. II) e (POINCARE, 2010), este dltimo com comentérios de
John Stillwell.
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Dentro destas investigacoes, interesses matematicos e filosoficos foram surgindo pelas

ddvidas acerca da propria constituicdo do método axiomatico, pois:

“A crenga tradicional de que os axiomas da geometria [...] podem ser estabelecidos
por sua aparente auto-evidéncia foi assim radicalmente solapada. Além disso, pouco
a pouco, tornou-se claro que o neg6cio mesmo do matematico puro é derivar
teoremas de hipdteses postuladas e que ndo lhe compete, como matematico, decidir
se os axiomas que pressupde sdo verdadeiros..” (NAGEL e NEWMAN, 2001, p. 19)

Assim, perguntas como:

(1) Qual sera o carater epistémico dos axiomas, bem como do método de prova a ser
implementado?

(2) Sera que a partir da verdade de tais axiomas, aplicando as regras de inferéncia
estabelecidas, derivamos apenas teoremas igualmente verdadeiros, ou bem como
todos os teoremas verdadeiros?

(3) Podemos ter o problema de em um determinado sistema axiomatico derivarmos
proposicdes mutuamente contraditorias ou de ndao conseguirmos derivar nenhuma

delas?

Estes questionamentos abriram toda uma area voltada a entender distin¢Oes sintatico
simbolicas e semantico linguisticas que ndao diziam respeito apenas ao campo da geometria
euclidiana, mas qualquer sistema formal® ou dominio que se fazia apresentar por axiomas e
regras de inferéncia para deduzir novos teoremas — inclusive as recentes geometrias nao-
euclidianas. Indagacdes semelhantes a (1) eram seguidas de compromissos mais filos6ficos
dos matematicos acerca do que se trata o conhecimento matematico e de seus objetos, tal

como as melhores maneiras de desenvolver demonstracoes dentro do sistema formal proposto.

5 Em situagOes de maior exigéncia e rigor acerca das propriedades l6gicas e do objeto que estd sendo
investigado, recorre-se a instrumentos mais precisos, realizando-se:

(a) a selecdo e discriminacdo dos componentes da linguagem (quantificadores, predicados, relagoes, simbolos —
“alfabeto” da linguagem formal — variaveis, etc.);

(b) regras de boa formagdo de uma proposicdo nesta linguagem, ou seja, o que é uma férmula bem formada
(doravante wff — well formed formula) levando em consideragdo uma ordenacdo destes componentes — a
gramatica;

(c) Férmulas bem formadas iniciais (podendo ser chamadas de axiomas, postulados ou proposicées basicas);

(d) regras de inferéncia (processos para derivar, tirar como consequéncia, outras proposi¢des das mais basicas ou
das ja demonstradas anteriormente) e;

(e) Uma interpretagdo, ou seja, atribuicdo de verdade ou falsidade as wff basicas.

Nestas etapas, (a) a (d) resumem a elaboragdo do que podemos chamar de um sistema formal, e com a inclusdo
de (e), acrescenta-se semantica a sintaxe, e temos assim um sistema 1égico.
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Ja (2) tem um ponto mais logico e se tratava de uma caracteristica das regras de inferéncia
com relacdo ao conjunto de axiomas do sistema, chamada de correcdo (soundness) — se, dada
a verdade dos axiomas deste sistema e a validade de seus processos inferenciais, suas
consequéncias também serdo verdadeiras — assim como (3) destaca uma preocupacgao tanto

com a consisténcia quanto com a completude deste sistema®, respectivamente. Aqui:

“Um dos 6bvios resultados deste estudo critico é que axiomas geométricos ndo sao
verdades necessarias, mas somente pressuposicoes: sdo hipdteses nas quais
encontram-se todo o corpo de teoremas. E essencial que um sistema axiomatico
deva ser consistente uns com os outros e desejavel que seja ndo-redundante e
completo”. (LEWIS, 1920, p. 20, tradugdo nossa)

1.1.2 A busca dos fundamentos da Matematica e seus problemas

Cabe destacarmos dois aspectos que contribuiram para o avanco da Légica
Matemadtica, sendo um deles a causa e o outro, consequéncia das perguntas feitas acima. Na
comunidade matematica, houve uma demanda por provas de que o conhecimento matematico
desenvolvido até entdo (como o as geometrias anteriormente citadas) assentavam-se em bases
e fundamentos seguros, livres dos possiveis problemas de (2) ou (3). Estes aspectos sao a
existéncia de provas de impossibilidade” ou independéncia e as provas de consisténcia. O
primeiro caso foi fundamental para indicar a possibilidade de demonstracoes
metamatematicas em outros campos, e no segundo tomou propor¢oes de um objetivo a ser
alcancado a todo sistema axiomatico proposto. Inicialmente, foram desenvolvidas provas de

consisténcia relativa, ou seja, se outro sistema for consistente, o que almejamos também o é.

6 Interpretando sintaticamente, a consisténcia trata-se da propriedade metamateméatica de ndo derivar-se
contradi¢Ges no sistema estabelecido. E a completude, que dado uma wff expressa no sistema, ou ela ou sua
negacdo possam ser demonstraveis. Ou seja, sera inconsistente o sistema que dentro dele conseguirmos derivar
contradicdes, e serd incompleto o sistema em que ndo consigamos demonstrar no sistema ao menos uma wff e
nem sua negacgao.

7 Desde a Antiguidade, ha também dois problemas geométricos de natureza construtiva que se mantiveram até o
séc. XIX: (a) trisseccdo de um angulo e (b) a quadratura do circulo por régua e compasso. Hilbert destaca na
conclusao de seu Foundations of Geometry (Grundlagen der Geometry) que “[...] na matematica moderna, a
questdo da impossibilidade da solucdo de certos problemas tem um importante papel, e as tentativas feitas para
responder tais questes frequentemente tem ocasionado em novas descobertas e frutiferos campos de pesquisa.”
(HILBERT, 1999, p. 83, traducdo nossa) Além do problema do postulado das paralelas, o mateméatico destaca
outras demonstracdes de impossibilidade, como o Teorema de Abel-Ruffini que prova a impossibilidade de
acharmos as raizes de uma equacdo acima do quarto grau por meio de radicais, e a comprovacdo de que os
nimeros 1 e e nao podem ser construidos algebricamente — sendo denominados de niimeros transcendentais —
onde esta tltima tem por consequéncia a impossibilidade de (b).
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Mantendo como paradigma a Geometria, a prova da consisténcia relativa das
geometrias ndo euclidianas (denominemos os sistemas axiomaticos das geometrias
hiperbdlicas e elipticas de L’ e R’, respectivamente) foi desenvolvida por Henri Poincaré com
base no que pode-se chamar de um mapeamento — ou interpretacio — dentro do sistema

euclidiano (doravante E’) dos axiomas de L e R:

“Se, por exemplo, nés substituirmos os elementos e relagdes basicas de um axioma P
do sistema L por aqueles elementos e relacdes euclidianas que suas contrapartes
estdo conforme a explicacdo dos signos — deixando o significado do restante
inalterado — entdo o axioma torna-se uma proposicdo euclidiana P’”. (BOLYAI;
KARTESZI e SZENASSY, 1987, p. 192, traduciio nossa)

Este processo é chamado de método de modelos. Tal conceito de modelo foi pioneiramente
mencionado e utilizado por Bélyai e temos, com sua aplicagdo, uma “[...] prova que se a
geometria euclidiana é consistente, entdo os sistemas formais L’ e R’ sdo formalmente
consistentes, onde L’ e R’ sdo os resultados de substituir as expressoes ndo-logicas nas
geometrias de Lobachevsky e Riemann por letras [signos] esquematicas” (HUNTER, 1980, p.
81, traducdo nossa). Observemos que este mapeamento nao se trata de interpretar os axiomas
do sistema euclidiano como axiomas de L’ ou R’, mas sim o inverso. Logicamente, por modus
tollens, o mapeamento estabelecido denota que, se os sistemas L’ ou R’ forem inconsistentes,
o sistema euclidiano também o é. Portanto, a consisténcia dos mesmos é relativa a
consisténcia de E’.°

Porém, a prova de consisténcia relativa apenas transfere o problema para outro
sistema, pois agora cabe — além de demonstrar a prova de consisténcia relativa de L’ e R’ a E’
- demonstrar também a propria consisténcia de E’. Na ultima década do século XIX, o
matematico David Hilbert empreendeu esforcos para axiomatizar a Geometria e demonstrar
sua consisténcia, publicando seus resultados em 1899 em seu Grundlagen der Geometrie

(Fundamentos da Geometria). Porém, como o proprio Hilbert explica:

“Eu provei a consisténcia dos axiomas propostos, na qual mostrei que cada
contradicao na deducdo dos axiomas geométricos deve, também, necessariamente
ser discernivel na aritmética do sistema dos nimeros reais. (...) é sempre suficiente
reduzir a questdo da consisténcia interna a consisténcia dos axiomas aritméticos.”
(HILBERT. 1970, p. 8, traducdo nossa)

8 Esta técnica de prova, em diferentes aspectos, tem muitas outras aplicacdes além da prova de consisténcia.
Desde provas de decidibilidade légica ao estudo de complexidade de problemas computacionais, pode-se
interpretar proposicoes de certos sistemas como proposi¢cdes de outro ou reduzir problemas a outros tipos de
problemas. Veremos mais adiante que esta estratégia de mapeamento sera utilizada por Gédel em seu Teorema da
Incompletude para evitar de incidir no denominado Paradoxo de Richard.
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Consequentemente, Hilbert reforca seu objetivo de proporcionar fundamentos seguros
para a Matematica pelo estabelecimento da consisténcia da Analise. Onde, devido aos
trabalhos de Karl Weierstrass e Richard Dedekind, utilizam conceitos e nogdes conjuntistas de
nameros inteiros, i.e., em uma abordagem infinitista da Matematica, é constatado que tal
consisténcia deve estar relacionada a consisténcia de sistemas formais que tenham robustez
suficiente para expressar sentencas aritméticas. Aqui, esta continua regressao cessa, sendo
necessaria a axiomatizacdo e maior formalizagdo da Légica, com a teoria dos ntimeros e de
conjuntos sendo parte da mesma (HILBERT, 1980, pp. 8-9). Anteriormente, matematicos e
filésofos como George Boole, Ernst Schroder e Charles S. Pierce contribuiram para esta
maior formalizacdo. Contudo, foi com o desenvolvimento da nocdo de quantificadores por
Gottlob Frege (1848-1925) em seu Begriffsschrift (Conceitografia) que uma revolugdao nos
métodos de prova e formalizacdo l6gica puderam ser feitos, culminando em seu Grundgesetze
der Arithmetik e na obra de Alfred Whitehead e Bertrand Russell Principia Mathematica,
estes com o intuito de formalizar e reduzir toda a Matematica a Légica. Historicamente, este
compromisso é assumido dentro do chamado projeto logicista da Matematica. Hilbert, mesmo
tendo pontos de vista em comum com os logicistas, também tinha muitas discordancias
filosoficas e metodologicas, sendo considerado um instrumentalista.

Porém, havia outros problemas a serem contornados que motivaram o proprio Hilbert
a estabelecer um programa’ — que serd destacado mais adiante — que visasse a consisténcia da
Andlise por meio do método axiomatico: a falta de conceituacdo adequada do que seria o
infinito e o surgimento de antinomias (paradoxos) dentro do sistema. Ambos os temas estdo
ligados aos problemas que surgiram no desenvolvimento da Teoria de Conjuntos. A partir
daqui, procuraremos entender melhor quais definicbes conceituais e instrumentos
matematicos foram decisivos na descoberta (ou criagao, dependendo de como se enxerga este

empreendimento de investigacdo e seus objetos) da incompletude.

9 Para uma introducgdo e obra mais completa acerca do tema, ver (ZACH, 2003) e (DETLEFSEN, 1986).
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2. OS INSTRUMENTOS E CONCEITOS LOGICO-MATEMATICOS DO PRIMEIRO
TEOREMA DA INCOMPLETUDE DE KURT GODEL

Neste capitulo, veremos o desenvolvimento de teorias e diversos recursos técnicos que
foram utilizados ou influenciaram na resolucdo e entendimento de problemas matematicos e
conceituais que culminaram no Primeiro Teorema da Incompletude. Falaremos sobre o
desenvolvimento da Teoria de Conjuntos e seu método de diagonalizacdo, o advento e
penetrabilidade dos paradoxos nos fundamentos da Matematica, a busca da comunidade em
evitar tais paradoxos e suas aplicacdes na construcao se sentencas denominadas
metamatematicas, o ponto de vista finitista e sua importancia no conceito de recursividade e o

fendomeno da autorreferéncia, mostrando como tais tépicos convergem a prova de Godel.

2.2 TEORIA DE CONJUNTOS, FUNDAMENTACOES E PARADOXOS

A nocado intuitiva de classe ou conjunto é tdo ou mais antiga que a propria nocao de
numero. Contudo, as bases matematicas de uma teoria de conjuntos comecaram a Ser
esbocadas apenas no séc. XIX com Bernard Bolzano. Ele ja expressava as relacdes um-para-
um entre os elementos de um conjunto, bem como identifica a possibilidade de conjuntos com
infinitos elementos, defendendo a correspondéncia um-a-um, i.e, bijecdo, como condigdo
suficiente para o estabelecimento de identidade entre tipos de conjuntos infinitos', tal como o
matematico que elaborou a demonstragao da hipotese de tamanhos distintos de infinito: Georg
Cantor", deixando a abordagem mereoldgica (do todo maior que as partes) para conjuntos
finitos. Assim, o matemadtico Johann Dirichlet comeca a estabelecer o conceito formal de
funcdo como “[...] alguma (arbitraria) correspondéncia um-a-um entre os numeros de um
dominio e os ndmeros do codominio” (MANCOSU, 2016, p. 148, traducao nossa),
influenciando os trabalhos posteriores de Riemann e auxiliando no desenvolvimento da
abordagem teorética-conjuntiva da Analise feita por Dedekind e Weierstrass, quando a Teoria

de Conjuntos ganhou corpo, e outros problemas de ordem conceitual.

10 Ver (MANCOSU, 2016, pp. 130-132). O t6pico sobre medidas e diferentes tamanhos de infinito — em termos
de colecOes de niimeros — levava sempre a paradoxos — como nos escritos de Galileu em que havia uma aparente
antinomia entre haver mais niimeros naturais que quadrados desses nimeros, porém a colecdo dos nimeros
naturais e dos quadrados tinha o mesmo tamanho (MANCOSU, 2016, p. 117). Porém, ndo era uma discussdo
recente, sendo identificada desde o século IX.

11 Ver (MANCOSU, 2016, cap. 3.5) para mais detalhes.
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2.1.1 Teoria de Conjuntos e a ascensao dos paradoxos

O impacto e o sucesso da crescente utilizacdo de abordagens conjuntistas foram
revolucionarias a Matematica contemporanea. Todavia, como todo campo em
desenvolvimento, foram criando novas ferramentas para resolucao dos crescentes problemas —
ampliando assim as técnicas de demonstracGes matematicas — assim como foram surgindo
novos problemas. Cantor, em uma carta a Dedekind de 1873 pergunta se ele sabia se o
conjunto N dos niimeros naturais tem correspondéncia um-a-um ao conjunto R dos numeros
reais. Dedekind ndo chegou a tal resultado, porém ja havia provado que o conjunto dos
naturais e o conjunto dos numeros algébricos ttm o mesmo tamanho, enviando sua prova a
Cantor. Poucos dias depois ele constréi uma demonstracdo (FERREIROS, 1993, p. 349) da
ndo-enumerabillidade de R utilizando um argumento topoldgico, culminando em seu artigo*
(CANTOR, 1874). Com estes e outros resultados, formou-se a linha de pesquisa que veio a se
chamar de teoria cantoriana ou ingénua dos conjuntos e o estudo dos nimeros transfinitos.

Porém, em pouco tempo foram constatadas antinomias. A primeira delas foi exposta

em um artigo por Cesare Burali-Forti em (BURALI-FORTI, 1897) onde constata-se que, de

acordo com a tese da boa ordenacdo dos niimeros ordinais transfinitos:

1. Cada conjunto bem-ordenado A tem um numero ordinal tnico;
2. Cada conjunto A de ordinais que contém os predecessores dos ordinais de
todos os seus elementos tém um ordinal maior que o de A;

3. O conjunto de todos os ordinais naturalmente é bem-ordenado.

Em resumo, levando em conta (3), se o conjunto de todos os nimeros ordinais tém um
nimero ordinal, Q, digamos, a sequéncia de todos os ordinais até e incluindo Q tém o ntimero
ordinal Q+1. A questdo é que se o conjunto de todos os ordinais detém Q+1, entdo Q+1< Q.
Porém Q+1> Q devido a (2), e se considerarmos (1), Q+1= Q. Portanto, se o conjunto dos
ordinais é bem-ordenado, entdo ele ndo é bem-ordenado, formando-se a antinomia. Mesmo

que o paradoxo na época ndo tenha gerado tanta repercussdo'® Cantor aparentemente ja tinha

12 Contudo, é apenas em (CANTOR, 1891) que o matemaético apresenta outra prova com uma nova ferramenta
chamada diagonalizagdo ou argumento diagonal — sendo este um dos artificios mais importantes utilizados por
Godel em sua prova da incompletude — que daremos destaque mais adiante.

13 De acordo com (COPI, 1958, p. 281-282), a falta de repercussdo foi devido a trés fatores: a um erro no artigo
da definicdo de conjunto bem-ordenado utilizada por Cantor, tornando a derivacdo do paradoxo inicialmente
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ciéncia de paradoxos anteriores ao Paradoxo de Burali-Forti. No escrito de (CANTOR, 1899),
em uma carta a Dedekind, ele tenta solucionar tal problema denominando uma colegdo de
coisas inicialmente ndo como um conjunto, mas como uma multiplicidade, se diferenciando
em multiplicidades absolutamente infinitas ou inconsistentes e multiplicidades consistentes -
estas dltimas sim, chamadas por ele de conjunto'. A distingdo, mesmo buscando evitar
possiveis inconsisténcias na teoria, ndo teve tanto impacto. De acordo com a introdugdo feita

a carta de Dedekind por Van Heijenoort:

“A distingdo permanece imprecisa. Uma multiplicidade é um conjunto se podemos
considera-la, sem contradi¢do, como um objeto. A ideia ficara nitidamente definida
quando for especificado que a multiplicidade é um conjunto, seja o que for que seja
um elemento de outra multiplicidade”. (VAN HEIJENOORT, 1967, p. 113, traducdo
nossa)

Em (HILBERT, 1905) comenta-se que Cantor, em sua opinido, “[...] ndo estabelece
nenhum critério preciso para esta distincdo”, indicando que “[...] sua concepcdao [Cantor]
neste ponto deixa espago para o julgamento subjetivo, e portanto ndo oferece nenhuma certeza
objetiva.” (HILBERT, 1905, p. 340, traducdo nossa). A discussdo acerca de um principio de
boa ordenacao livre de antinomias foi crucial também para a abordagem axiomatica da teoria
de conjuntos®™. Neste mesmo artigo Hilbert continua, dando énfase ao seu método e os
objetivos l6gico-matematicos em sua posicao a serem alcancados na época, além de expor

argumentos divergentes da posi¢do reducionista do logicismo'®:

suspeita; ao paradoxo nado ser exposto tdo convincentemente quanto possivel, com a resolugdo dada por Cantor
na carta a Hilbert ao problema ter sido convincente a época (porém ndo suficiente), e; o ofuscamento da questdo
por uma considerada mais relevante, que seria o debate entre quem aceitava a teoria dos niimeros transfinitos de
Cantor e quem as rejeitavam junto com os métodos ndo-construtivistas do que chamavam de Cantorismo —
movimento esse encabecado por Leopold Kroneker, um influente matemdtico da época e entusiasta da
matematica feita por métodos finitistas.

14 Mais detalhes da reacdo de Cantor aos paradoxos em (FERREIROS, 2007, pp. 290-296).

15 A discussdo acerca do estabelecimento da boa ordenacdo de conjuntos de maneira clara e sem inconsisténcias
culminou no artigo de Zermelo Proof that every set can be well-ordered em 1904, introduzindo o Axioma da
Escolha como ferramenta fundamental nas teorias de conjuntos contemporaneos.

16 Haviam divergéncias determinantes entre o Logicismo de Frege e o instrumentalismo de Hilbert que
circandam temas envolvendo verdade e existéncias matemadticas, culminando no que hoje é chamada de a
Controvérsia Frege-Hilbert. Um deles é a consideracdo da necessidade de uma prova de consisténcia dos
axiomas. Frege achava desnecessario, posto que para ele a verdade dos axiomas seria a priori, até sugerindo em
escritos que elas portariam uma propriedade que ele chamaria de autoevidéncia ou obviedade. Ja Hilbert via a
prova como fundamental, posto que os axiomas ndo garantiam a verdade de um sistema axiomatico, vide a crise
envolvendo as geometrias ndo-euclidianas e seus status episttmico com relacdo a euclidiana. Para mais
informacdes, ver (RESNIK, 1974).
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“Eu sou da opinido que todas as dificuldades tocadas podem ser superadas e
podemos atingir uma rigorosa e inteiramente satisfatéria fundacdo do conceito de
nimero, por um método, que chamarei de axiomatico [..] A aritmética é
frequentemente considerada parte da logica, e as nocgoes logicas fundamentais
tradicionais sdo usualmente pressupostas quando estd em questdo estabelecer uma
fundacdo para a aritmética. No entanto, se nds observarmos atentamente, nos
percebemos que na exposicao tradicional das leis da ldgica, certas nogoes
aritméticas fundamentais ja sdo usadas, por exemplo, a nocdo de conjunto e, até
certo ponto, a no¢do de nimero. Assim, nos encontramos rodando em circulos, e
este é o porqué um desenvolvimento parcialmente simultaneo das leis da 16gica e da
aritmética sdo requeridos — se paradoxos devem ser evitados”. (HILBERT, 1905, p.
340, tradugdo nossa)

Desta forma, o esforco do desenvolvimento e fundamentacao da Matematica no inicio
do século XX convergiam aos programas que visavam a fundamentacao da Aritmética e da
Teoria de Conjuntos — bem como a da prépria Logica — que ndo envolvessem inconsisténcias.
Estas posicOes se acentuaram quando Bertrand Russell, em sua famosa carta a Frege
(RUSSELL, 1902) percebe que ha problemas ao definir certos conceitos (abordado por
Russell como predicados e seus correlatos) devido a possibilidade da indeterminacdo daquilo
que recai sob o conceito, ou seja, sobre o qué é predicado na funcdo estabelecida. Um
exemplo dado por Russell envolve o predicado w que denota o que ndo pode ser predicado de
si mesmo. A questdo é: o predicado w pode ser predicado de si mesmo? Se for predicado de si
mesmo, ele ndo é predicado de si mesmo, e vice-versa, seguindo-se disso uma contradi¢ao
conhecida como Paradoxo de Russell. Outro exemplo envolve a mesma consequéncia, s6 que
0 que esta diretamente em questdo é a nogdo fregeana da extensdo de um conceito'’”: se temos
uma colecdo da totalidade de conjuntos que ndo contém a si mesmos, ele esta contido em si
mesmo? Observamos aqui outra antinomia, que afetou o projeto logicista'® fregeano e

acrescentou paradoxos as tentativas de fundamentacao da Matematica.

17 O que abalou as estruturas 16gicas da obra fregeana foram estas inconsisténcias encontradas por Russell
dentro da Lei bésica V, que estabelecia a equivaléncia do chamado curso-de-valores (um tipo de objeto que
representa os valores de cada elemento que esta contido na extensdo do conceito que a funcdo denota) entre uma
funcdo f(x) e outra g(x). Russell percebeu que as extensdes dos conceitos (que, lembrando, sdo conjuntos) podem
ser extensdes de si mesmas. Os problemas derivam de um corolario da propria lei, que todo conceito tem uma
extensdo. Os casos paradoxais abordados por Russell mostram conceitos que ndao tem extensdo. Para mais
detalhes ver (ZALTA, 1998, secdo 2).

18 O projeto com tendéncias reducionistas de subsumir a Matematica na Légica ndo foi exclusividade de Frege.
Russell e Hilbert também tinham simpatias pela ideia, sendo explicitada inicialmente na obra Was sind and was
sollen die Zallen?, (traduzido para o inglés como The nature and meaning of numbers) de Dedekind: “Ao falar
de Aritmética (Algebra, Analise) como uma parte da Légica, quero dizer que considero o conceito de niimero
totalmente independente das nogoes ou intuicdes de espago e tempo, que considero um imediato resultado das
leis do pensamento [...] E apenas através do processo puramente légico de construgio da ciéncia dos niimeros e,
assim, adquirindo o dominio numérico do continuo (continuous number-domain) que nés estaremos
adequadamente preparados para investigar com precisdo as nog¢des de espaco e tempo, colocando-os em relacdo
com este dominio criado em nossa mente” (DEDEKIND, 1888, pp. 31-32, italico e traducdo nossa).
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2.1.2 O desenvolvimento logico-matematico de Russell

Na primeira década do século XX, Russell buscou desenvolver construgoes logicas e
teorias que impedissem o aparecimento de paradoxos em seus principios e propiciasse um
fundamento legitimo para a Matematica. Em suas investigacdes no periodo de
(RUSSELL,1903) até (RUSSELL, 1908), ha quatro teorias: no Apéndice B de Principles of
Mathematics de 1903 ele descreve o que seria a Teoria de Tipos Simples, ja até 1908 ele
esboca uma teoria sem classes (no-class theory), teoria da limitacdo de tamanhos (sizes) e a
teoria zigzag', culminando ao final na teoria ramificada de tipos, um aperfeicoamento da
teoria comum com a teoria sem classes, onde todas as sentencas sdo organizadas em uma
hierarquia onde uma classe especifica s6 pode ter elementos de mesmo tipo, sendo o tipo mais
basico constituido por individuais (ou objetos), seguido por predicados (ou conceitos),
predicados de predicados e assim sucessivamente. Esta separacao simples de tipos — chamada
de hierarquia extensional por Russell — deve-se aos paradoxos envolvendo sistemas formais,
tais como o da obra de Frege. Porém, também ha os mais informais baseados em certas
circularidades préprias da linguagem, como o préprio paradoxo do mentiroso. Russell fara
entdo a distingdo entre propriedades e/ou definicOes predicativas e impredicativas, sendo esta
ultima uma totalidade de propriedades que também é uma propriedade, podendo envolver a si
mesma ou sua negacao na predicacdo e com isso, o risco de circularidades que levem a
antinomias®. Deste modo, o 16gico inglés também separara propriedades de primeira ordem
de propriedades de segunda ordem (referentes a totalidade das propriedades de primeira
ordem), as de segunda com as de terceira etc, delineando estas hierarquias de tipos.

Tal concepcao foi implementada por Russell em sua magnum opus — com intencao de
dar bases sélidas a toda Matemadtica — em conjunto com o matematico e filésofo Alfred N.
Whitehead, Principia Mathematica (doravante PM). O sistema formal do Principia tem por
base légica esta teoria ramificada de grupos, fornecendo a principio o rigor e restricoes
necessarias para evitar-se problemas na exigéncia da consisténcia das partes mais simples da

Matematica, como a Aritmética elementar, utilizando-se dos axiomas estabelecidos pelo

19 Para mais detalhes do primeiro, ver (RUSSELL, 1903), Apéndice B). Sobre os trés ultimos, ver
(URQUHART, 1988) e principalmente, (RUSSELL, 1906).

20 O proprio Russell da um exemplo utilizando o termo tipico; ordinario. Um homem inglés tipico é o que
detém todas as propriedades da maioria dos ingleses. Observamos que quando a propriedade de ser um tipico
homem inglés é considerada ela mesma uma propriedade, ela pode ndo ser uma propriedade que a maioria dos
ingleses tem, sendo portanto, atipica.
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matematico italiano Giuseppe Peano em (PEANO, 1899), definindo-os em PM (conhecida por
Aritmética de Dedekind-Peano, doravante PA). Gddel inclusive destaca no inicio de seu artigo
sobre proposi¢des indecidiveis no Principia e sistemas relacionados (GODEL, 1931a) sua

relevancia e abrangéncia:

“O desenvolvimento da matemadtica em direcdo a uma maior precisdo levou, como é
bem conhecido, a formalizagdo de grandes porcdes suas, tal que pode-se provar
algum teorema usando nada além de umas poucas regras mecanicas. Os sistemas
formais mais abrangentes que foram criados até agora sdo o sistema de Principia
Mathematica (PM) por um lado e o sistema de axioma Zermelo-Fraenkel de teoria
de conjuntos (desenvolvido posteriormente por John Von Neumann) no outro. Esses
dois sistemas sdo tdo abrangentes que neles todos os métodos de prova hoje usados
em matemdtica sdo formalizados, i.e., reduzidos a uns axiomas e regras de
inferéncia. Pode-se portanto, conjecturar que esses axiomas e regras de inferéncia
sdo suficientes para decidir qualquer questdo matematica que possa ser formalmente
expressa nesses sistemas”. (GODEL, 1931a, pp. 596-597, tradugdo nossa)

2.1.3 O paradoxo de Richard e suas criticas

Porém, mesmo com estas tentativas — com a ultima sendo aparentemente bem-
sucedida — de evitar contradi¢Oes em teorias ldgicas, a descoberta de novos paradoxos tornou-
se comum e importante para criticas construtivas a tais esforcos (frustrados ou nao) de
fundamentacdao. Um destes paradoxos de relativa importancia foi conjecturado por Jules
Richard em (RICHARD, 1905). O argumento é relativamente simples: Richard toma o
alfabeto francés de 26 letras (no nosso caso, serd o portugués) e a formacao de palavras e
frases com permutacdes n a n de tais letras. Tais permutacoes podem gerar aleatoriamente
defini¢oes de numeros. Tomemos todos estes numeros reais definiveis em um ndmero finito
de palavras (que seria matematicamente enumeravel, pois a soma de todas as permutacdes o
€) e os colocamos em ordem em um conjunto E.

Agora, em um processo semelhante ao método diagonal de Cantor, temos a seguinte
definicao G: “Seja p o digito na enésima casa decimal do enésimo numero do conjunto E.
Formemos um nuimero tendo O para sua parte integral, e em sua enésima casa decimal, p+1 se
p ndo for 8 ou 9, ou 1 em qualquer outro caso.” (RICHARD, 1905, p. 143, tradugdo nossa).
Agora, se formos considerar que a combinacdo de letras em aspas € a definicdo de um nuimero

N, esta definicdao sendo constituida por um numero finito de palavras faz com que N deva
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pertencer ao conjunto E. Porém, a propria definicao de E faz com que N ndo pertenca ao
conjunto E, formando assim a contradigdo®.

Contudo, o proprio Richard no artigo deu a solugdo ao paradoxo, alegando ser uma
antinomia aparente, pois a definicdo G sé teria significado se o conjunto E fosse totalmente
definido, ou seja, definivel em uma quantidade finita de termos, o que nao é o caso. Sob outra
perspectiva, esta solucao foi endossada tanto por Russell (RUSSELL, 1908) quanto por
Poincaré (POINCARE, 1906) em artigos posteriores ao de Richard, destacando a origem
destas defini¢cdes impredicativas (ou ndo-predicativas) devido a um circulo vicioso contido em
paradoxos como os de Burali-Forti, Russell e Richard. No Principia®, ha a explicagdo de que
esta circularidade surge, com a inclusdao de duas nocdes do principio ja existentes em

(RUSSELL, 1908, p. 155):

“[...] da suposicdo de que uma colecdo de objetos pode conter membros que s
podem ser definidos por meio da colecdo como um todo. (...) O principio que nos
permite evitar totalidades ilegitimas pode ser enunciado da seguinte forma: “tudo
que envolve a totalidade de uma colecdo ndo deve fazer parte da colecdo”; ou,
inversamente, “se, fornecida uma certa colecdo que tenha um total, ela tenha
membros apenas definiveis em termos deste total, entdo ela ndo é total”. Nos
chamaremos isso de “principio do circulo vicioso”, porque ele nos permite evitar
circulos viciosos na suposicdo de totalidades ilegitimas.” (RUSSELL e
WHITEHEAD, 1927, p. 37, tradugdo nossa)

Em (1908) Russell fala, além dos paradoxos contemporaneos, da mais antiga antinomia
conhecida, o Paradoxo de Epiménides, ou Paradoxo do Mentiroso®, enquadrando-o no

principio. Mesmo alguns deles tendo naturezas distintas, para ambos o problema encontra-se

21 Em (CHURCH, 1934, p.357, traducdo nossa), expde-se o problema que o paradoxo de Richard contém de
uma maneira mais préxima do entendimento e uso do paradoxo por Godel: “Pode-se dizer que o paradoxo de
Richard consiste no seguinte problema: como é possivel que um sistema de l6gica simbélica, em que o conjunto
de todas as férmulas é enumeravel, deve ser adequado para qualquer ramo da matemadtica que lida com os
membros de um conjunto ndo enumeravel (em particular para a Teoria Elementar dos Nimeros)?”.

22 Ha varias defini¢des do principio do circulo vicioso em (RUSSELL, 1908), inclusive uma contendo um termo
técnico retirado de (PEANO, 1906) adequado a teoria dos tipos de Russell — na qual o Principia Mathematica
tem base: o de variavel aparente. Estas no¢des do principio sdo relevantes na distin¢ao dos quantificadores ‘todo’
e ‘algum’ feita por Russell. Para mais detalhes ver (FEFERMAN, 2005).

23 Na historia, Epiménides diz que todos os cretenses sdo mentirosos. Porém, Epiménides é cretense. Portanto,
se ele estiver falando a verdade, ele apenas fala falsidades, ou seja, mentiria. Contudo, a afirmagdo de
Epiménides é fraca. O Paradoxo do Mentiroso se resume a sentenca “Esta sentenca é falsa”. Se a sentenca for
verdadeira, ela é falsa, se for falsa, é verdadeira. Observem que ela é mais forte que o paradoxo de Epiménides,
pois enquanto no caso de Epiménides o paradoxo valia em caréter geral apenas no caso do antecedente para o
consequente ser verdadeiro (A — ~A) - pois a negativa da afirmacdo é a de que nem todos os cretenses sao
mentirosos — este vale bicondicionalmente, ou seja, a contradicdo se mantém considerando ambos casos de
verdade e falsidade da sentenga (A < ~A). Este ponto é abordado em (ANDERSON, 1970). H4 tentativas de
solucionar o paradoxo do mentiroso eliminando algumas das caracteristicas que constituem paradoxos, uma
delas é a autorreferencialidade. Porém,é justamente esta caracteristica do paradoxo que torna-se relevante na
elaboragdo da primeira demonstracdo de Godel dos teoremas da incompletude de sistemas formais com o
minimo de Aritmética.
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na circularidade. Poincaré, em critica a nocao de definibilidade recursiva de um ntmero

indutivo*, comenta em seu artigo:

“Uma definicdo que contém um circulo vicioso ndo define nada. De nada adianta
dizer que, qualquer seja o significado que dermos a nossa definicdo, é certo que
teremos ao menos zero elementos [...] ndo é questdo de sabermos se a classe esta
vazia, mas se podemos delimita-la rigorosamente. Uma classe ‘ndo-predicativa’ nao
¢ uma classe vazia, mas uma classe onde a fronteira encontra-se indecisa”.
(POINCARE, 1906, p. 306).

Poincaré também tinha uma segunda critica a tais paradoxos que versavam acerca da
natureza do infinito, ndo crendo que infinitos atuais (ou completos) pudessem existir, apenas
infinitos em potencial — como seria o caso do conjunto dos numeros naturais, por exemplo.
Porém, devido aos avangos dentro da teoria dos ntimeros transfinitos, esta foi uma critica que
a época ja ndo gerou tanta repercussao. Até na palestra (HILBERT, 1927), em defesa de
Cantor e contra as restricoes de natureza dogmatica de Kronecker, Hilbert tem uma maxima
sobre estas criticas anti-cantorianas: “que ninguém seja capaz de nos tirar do paraiso que
Cantor criou para n6s”. Assim, Giuseppe Peano em (PEANO, 1906) faz comentarios acerca
da critica a definicdo fadada a circulos viciosos de Poincaré, a classificando como inexata. O
italiano explica pelo exemplo do paradoxo de Richard abordado por Poincaré que é possivel
uma definicdo de N desprovida de circulo vicioso em (PEANO, 1906, p. 214-215) como

descrito abaixo:

N = (expressao composta dos signos que precedem N)

Peano alega que esta solucdo é facil e mecanica, além de realizar uma critica direta a
regra de predicatividade sugerida por Poincaré. Ele da exemplos de relacdes na definicao de
operacoes e funcdes da literatura matemdatica que ndo passariam no critério de
predicatividade, porém cumprem seu emprego definicional sem maiores problemas légicos.

Desta maneira, Peano propoe uma nova solucdo ao Paradoxo de Richard, destacando que a

24 Poincaré tinha duras criticas ao projeto logicista e ao projeto de axiomatizacdo de Hilbert, sendo boa parte do
seu artigo sobre estes temas, tendo como nticleo da discussdo a fundamentacdo da nocdo de ntiimero. Para ele,
nao existia tal necessidade, pois os juizos sobre nimeros seriam sintéticos a priori. Assim, como Dedekind
buscou fundamentar logicamente e conjuntivamente os nimeros naturais em sua obra Was sind and was sollen
die Zallen?, sendo axiomatizado por Peano em 1899, Poincaré criticamente acreditava que nos Axiomas de
Dedekind-Peano, o principio da Inducéo era equivocado em estabelecer um fundamento pois incidia em petitio
principii, envolvendo o circulo vicioso em questdo, e portanto em um impredicativo.
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definicdo de N envolve componentes simbolicos e formais, quanto ndao simbdlicos

provenientes da linguagem ordinaria. Para ele:

“O exemplo de Richard ndo pertence a Matematica, mas a Linguistica: um elemento
fundamental para a definicdo de N ndo pode ser definido exatamente (de acordo com
as regras da Matematica). A partir de elementos que ndo estdo bem definidos,
podemos deduzir varias conclusdes contraditérias.” (PEANO, 1906, p. 208, tradugao
nossa)

Desta forma, vemos que paradoxos eram consequéncias indesejaveis para a
comunidade matematica que ansiavam por fundamentos sélidos. Mas além desta dificuldade,
paradoxos também podem inspirar técnicas de demonstracdo logico-matematicas mais
arrojadas, como veremos adiante. O tema dos paradoxos era caro a toda comunidade,
principalmente a Hilbert, pois como exposto anteriormente, o projeto hilbertiano de
axiomatizacdo da Matematica pretendia dar as bases seguras e confidveis a area. Porém,
devido a dependéncia de provas de consisténcia e de tais tentativas serem apenas relativas,
bem como o conceito de infinito ndo estar muito bem delimitado e qualquer sistema proposto
que leve-o em conta acabou sujeito a paradoxos, Hilbert estabelece as bases de um programa
de pesquisa que busca sanar estes problemas, tendo consigo mais um elemento relevante as

suas teses: o método finitario.

2.2 FINITISMO E RECURSIVIDADE

Veremos nesta secdo as ideias do matematico David Hilbert sobre os pontos e solugoes
de problemas necessarios para assegurar bases seguras a Matematica, bem como os métodos a
serem utilizados para tal, como a defesa de métodos de prova mais construtivos e de carater
finitario, ou seja, que ndao envolvam a noc¢do de totalidades infinitas. Para isso, dedicaremos
uma analise historica e conceitual ao modo de raciocinio recursivo por meio de funcdes,
apresentado e desenvolvido parte como alternativa a compor os fundamentos da Aritmética,
bem como em oposicdo projetos que levavam em conta tais totalidades — como os Principia
de Russell.

2.2.1 O Programa de Hilbert

As concepcoes de Hilbert acerca da fundamentagdo da Matematica influenciaram todo

um programa de investigacdo e pesquisa que se manteve relativamente constante no inicio do
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século XX. Desde suas palestras sobre os fundamentos da Geometria, alguns pontos sempre
foram centrais em sua abordagem fundacionista: o método axiomatico e a prova de
consisténcia dos postulados, bem como seu carater puramente sintatico de relacdes entre

simbolos:

“Toda ciéncia parte de um corpo suficientemente coerente dos fatos como dados. Ela
toma forma, no entanto, apenas organizando este corpo de fatos. Essa organizacdo se
da por meio do método axiomatico, ou seja, construimos uma estrutura légica de
conceitos para que os relacionamentos entre os conceitos correspondam as relagcoes
entre os fatos a serem organizados. Existe arbitrariedade na construcdo de tal estrutura
de conceitos; nos, no entanto, exigimos dele: 1) integridade, 2) independéncia, 3)
consisténcia”. (HILBERT, 2004, p. 540, tradugdo nossa)

Junto a tais caracteristicas, 0 matematico alemao era otimista acerca da capacidade
humana de resolucdo de problemas matematicos. Para ele, ndo havia problema que nao

pudesse ser solucionado:

“A conviccdo da capacidade de resolucdo de todo problema matemadtico é um
poderoso incentivo ao nosso trabalho. Nés ouvimos dentro de n6s o que é perpétuo
chamar: ai esta o problema. Procure sua solugdo. Vocé pode encontra-lo por meio do
pensamento puro. Pois na matematica ndo ha ignorabimus!” (HILBERT, 1902, p.
445, tradugdo nossa)

Devido a esta conviccdo iluminista, um dos problemas l6gico-matematicos importantes para
Hilbert era justamente saber se, dado uma proposicao na légica de primeira ordem, haveria
um procedimento de prova para dizer se aquela sentenca é verdadeira ou falsa: o0 denominado
Entscheidungsproblem (problema da decisdo). Guiados por este interesse de determinar a
decidibilidade da logica de primeira ordem, houve maior busca pelo esclarecimento de
definicdo do que seria um procedimento mecanico ou um algoritmo (conjunto finito de
passos), justamente para se obter maior rigor nos métodos de prova necessarios para
responder ao problema da decisao.

Além disso, mesmo Hilbert acreditando que a Matematica deve ser livre de restricoes -
como mostrou defendendo a teoria dos niimeros transfinitos cantoriana — com a descoberta de
diversos paradoxos que realmente poderiam solapar um projeto fundacionista (o paradoxo de
Russell, por exemplo), foi por ele percebida também a necessidade de maior rigor e restricao
conceitual nos fundamentos. Como destacado anteriormente, o Principia Mathematica foi

recebido como a realizacdo légica por proporcionar o sistema e as ferramentas necessarias
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para que pudessem desenvolver as bases fundacionais da Matematica de inicio tanto por
Hilbert quanto por toda comunidade matematica.

A vista disso, o problema logicista de reducio da Matematica a Logica foi dado como
resolvido por Hilbert, e isso fez com que ele se voltasse a problemas como a consisténcia da
Aritmética e da Teoria de Conjuntos, bem como outros de cunho légico e axiomatico, como a
completude do calculo proposicional. Porém, conforme o estudo do Principia foi se
aprofundando na comunidade, sdo postos em dtivida alguns principios de PM como o Axioma
da Redutibilidade e do Infinito como axiomas puramente 16gicos. Assim, Hilbert abandonou o
sistema utilizado no Principia, e com o avan¢o da escola intuicionista por parte de L. E. J.
Brouwer e Hermann Weyl (ex-aluno de Hilbert) com suas criticas a métodos nao-construtivos,
Hilbert acrescentou um outro componente aos ja expostos, definindo seu programa de
pesquisa: o ponto de vista finitario.

O finitismo no sentido proposto por Hilbert é inicialmente de evitar o apelo a infinitos

completados®, ou seja, nas palavras do pesquisador William Tait:

“O ponto crucial para compreendermos a concepcdo da matemética finitista de
Hilbert esta nesta questdo:
Em que sentido podemos provar proposi¢des gerais, como:

Vxy (x+y=y+x)
sobre os numeros naturais, sem assumir a infinitude dos nimeros ou alguma outra
totalidade infinita?” (TAIT, 1981, p. 524, traducdo nossa).

Em uma conferéncia em homenagem aos trabalhos de Weierstrass em 1922, Hilbert da
uma conferéncia intitulada ‘Sobre o Infinito’, apresentando praticamente um manifesto de seu
programa de pesquisa com o argumento que nao ha, fisicamente, nada que justifique a
implementacao do infinito atual em alguma axiomatica utilizada, portanto ndo ha justificativa
para o levarmos em consideracdo. E mesmo que ele seja um conceito e uma ferramenta do
pensamento, devido aos problemas descobertos em sistemas que admitiam totalidades
infinitas, como de Frege e Dedekind, a nocdo de infinito atual ndo seria confidvel. Assim, a
seguranca que Hilbert deseja estd em passos finitos seguidos ao realizarmos inferéncias

dedutivas de determinados argumentos as consequéncias destes, bem como em uma base

intuitiva pura de sinais concretos exigida pelo método axiomatico, que encontra-se na teoria

25 Esta é ideia principal para a abordagem finitista defendida por Tait, porém ha outros motivadores destacados
dos escritos de Hilbert, tal como a manutencdo do conhecimento proposicional intuitivo dos objetos matematicos
defendido em (PARSONS, 1998).
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elementar dos nimeros e seus métodos finitarios. Pois como afirma Hilbert, em sua famosa

passagem:

“Como outra pré-condicdo para o uso da dedugdo l6gica e para as operagdes logicas,
devem ser considerados objetos concretos extra-logicos, que existem com base na
experiéncia imediata previamente a todo pensamento. Para que as dedugdes l4gicas
sejam seguras, devemos ser capazes de vislumbrar todos os aspectos destes objetos, e
seu reconhecimento, distingdo e ordenacdo sdo dados, juntamente com os proprios
objetos, como coisas que nao podem ser reduzidas a outras ou requerer qualquer
reducdo”. (HILBERT, 2006, p. 84)

Estes objetos sdo sinais, tais como mostrados no artigo

s 115 1

Sequéncias de simbolos que representam objetos formais (neste caso, numerais) e
podem ser manipulados. Hilbert explica a necessidade de formalizar axiomas, operagoes e
demonstracoes matematicas dentro de férmulas e de um célculo l6gico definido por regras de
inferéncia com o intuito de desenvolver ferramentas para se analisar as proprias
demonstragoes como objetos concretos passiveis de analise metamatematica. A questdo vista
por Hilbert é o uso de quantificadores, pois o “para todo” e o “algum” associados a uma
variavel representa a totalidade de elementos que podem ser instanciados, substituindo-se na
formula a variavel pelos individuais contidos no escopo desta totalidade, ou seja, os
quantificadores evocam a nocdo de conjunto, podendo ser estes finitos ou infinitos. No
entanto, eles seriam imprescindiveis no carater universalizante da l6gica. Desta forma, Hilbert
tratard a parte infinitista como assercao de elementos ideais na teoria. Em analogia com éreas
da Matematica, estes elementos ideais, tal como raizes complexas e retas infinitas, sao
“estruturas que formalizam o contetido material” (HILBERT, 2006, p. 87), componentes

instrumentais sem significado préprio que estruturam idealmente a teoria:

“Desta forma, finalmente, obtemos, ao invés do conhecimento matematico material
que é comunicado através da linguagem comum, somente uma colecdo de féormulas
envolvendo simbolos légicos e matematicos que sdo gerados sucessivamente, de
acordo com regras determinadas. Algumas dessas formulas correspondem a deducéo
material. A dedugdo é entdo substituida por um procedimento formal governado por
regras.”(HILBERT, 2006, p.89)
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Com a formalizagdo estabelecida, o proprio procedimento finitario de demonstragao
das férmulas torna-se objeto concreto de estudo — semelhante ao ramo de estudo da Teoria de
Grupos na Algebra ou o da Geometria Projetiva, por exemplo — dando um passo para a
abordagem finitista da metamatematica, e assim a prova de consisténcia almejada por Hilbert,
feita com uma base considerada intuitiva e confiavel. Porém, aqui temos algumas
pertinéncias, como as que envolvem a implementagdo técnica® deste dito ponto de vista
finitario com vistas ao desenvolvimento de uma teoria da prova que elimine qualquer
totalidade infinita da base de suas sentencas e procedimentos demonstrativos, e ainda o

esclarecimento sobre o que exatamente é o finitismo?’.

2.2.2 O conceito de finitismo

A ultima indagacdo acima liga-se a primeira quando buscamos entender tanto o
sentido conceitual do termo quanto historicamente o que ele significava para quem
encontrava-se nesta discussdao: ao proprio Hilbert, seus discipulos e contribuintes que
participavam ativamente de seu programa — Paul Bernays e Wilhelm Ackermann — e até Kurt
Godel, ao buscar elaborar sua demonstracdo do Teorema da incompletude ou dentro dos
comentarios acerca do construtivismo matematico intuicionista. Porém, atualmente ha certo
consenso dentro da comunidade que, em seu grau mais simples e basico, falar
conceitualmente acerca de finitismo matematico é falar acerca da teoria finitista dos nimeros,

ou por outra denominacgdo, Aritmética Primitiva Recursiva (Primitive Recursive Arithmetic -

26 Ha formas distintas de abordar o problema da consisténcia que foram utilizadas antes e depois da publicagédo
de (GODEL, 1931a). Uma que se mostrou equivocada foi o célculo-épsilon (e-calculus), pois por meio desta
técnica foi apresentada uma prova da consisténcia de uma parte da Aritmética de segunda ordem na dissertacao
de Ackermann, sendo confirmada posteriormente por John von Neumann como errdnea. Para detalhes, ver
(ZACH, 2001, cap. 3). Outra foi desenvolvida por Hilbert apés o artigo de Godel, estendendo “[...] um sistema
formal Z para aritmética classica de primeira ordem, atualmente denominada de Aritmética de Peano (PA)”
(FEFERMAN, 2008, p. 183) com uma versdo finitaria do que era chamado de regra o0mega (w-rule). Mais
informacdes ver (IGNJANOVIC, 1994).

27 Em (TAIT, 1981 e 2002) procura-se deixar claro que a questdo acerca do finitismo sdo duas: uma de natureza
conceitual e outra histérica, sendo que a primeira tem muitas concepcdes a serem observadas. Como
(INCURVATI, 2015) relata, ha ao menos trés aspectos na literatura que guiam a concepgao do finitismo como:
conhecimento intuitivo dos objetos matematicos, evitabilidade da utilizacdo de totalidades infinitas em seus
fundamentos, ou sendo parte da matemadtica que rege o minimo necessario para desenvolver o raciocinio
matematico. Tais perspectivas aparentemente ndo sdo excludentes nem coextensivos, e fazem parte do escopo
histérico do finitismo por parte de seus desenvolvedores e intérpretes, havendo a devida critica destes aspectos
por parte de Incurvati no artigo. E intimamente relacionadas a estas questdes, ha davidas e criticas sobre o status
epistémico no raciocinio finitista que sdo bem expostas em (ZACH, 2001, cap. 4).
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doravante PRA), mesmo que historicamente sua aceitacdo entre os envolvidos no Programa
de Hilbert isto seja questionavel.”

Godel, em uma exposicdo nitidamente conceitual, alega em seu artigo candnico que
seus teoremas “[...] ndo representam contradicdo do ponto de vista formalista de Hilbert. Pois
este ponto de vista pressupOe apenas a existéncia de uma prova de consisténcia efetuada por
meios finitos, podendo concebivelmente haver provas finitas que ndo podem ser expressas em
T [sendo T o sistema formal desenvolvido por Gédel a partir do Principia].” (GODEL, 1931a,
pp. 197-198, traducdo nossa). Porém, Solomon Feferman em (FEFERMAN, 2008, pp. 186-
187), expde sobre como Godel vé o finitismo, Feferman destaca que Bernays equiparava o
finitismo com o intuicionismo até o inicio dos anos 30 e que em uma de suas palestras com
falas sobre o construtivismo matematico intuicionista intitulada The present situation in the
foundations of mathematics (1933), Feferman afirma que Goédel descreve sua camada mais

bésica (que ele denomina de Sistema A) como um tipo de PRA®. (TAIT, 2002 e 2010) cita

esta palestra e a em Zilsel (1938), onde Gddel para ele:

28 (ZACH, 2001, 4.3.4), assim como em (TAIT, 2010) argumentam e deixam claro na literatura que Hilbert e
Bernays na préatica consideravam que a abordagem finitista ia além da PRA, pois podem haver funces finitistas
que ndo sdo primitivas recursivas, como a fungdo de Ackermann (que (TAIT, 1981) interpreta como nao-finitista)
e outras fungdes obtidas por recursdo multipla encadeada, como é destacado em (FEFERMAN, 2008, p. 188).
Outro argumento em (INCURVATI, 2015) é a existéncia de sistemas mais fracos que PRA, como EA
(Elementary Arithmetic). Desta forma, ndo haveria motivo de PRA ser considerada a base minima da abordagem
finitista, posto que EA estaria nesta posigao.

29 Na integra do texto, Godel destaca que as principais caracteristicas do sistema A, bem como a ressalva da
equiparacdo das mesmas ao projeto hilbertiano:

“1. A aplicagdo da nogdo de "todos" ou "qualquer" [quantificadores] deve ser restrita aquelas totalidades infinitas

para as quais podemos dar um procedimento finito para gerar todos os seus elementos (como podemos, por
exemplo, para a totalidade de inteiros pelo processo de formagdo do préximo maior inteiro e como nao podemos,
por exemplo, para a totalidade de todas as propriedades de inteiros).

2. A negacdo ndo deve ser aplicada a proposicoes afirmando que algo vale para todos os elementos, porque isso
poderia gerar proposicdes de existéncia. Ou, para ser mais exato: negativos de proposicoes gerais (ou seja,
proposicdes de existéncia) devem ter um significado em nosso sistema apenas no sentido de que encontramos
um exemplo, porém por uma questdo de brevidade, ndo deseja-se declara-lo explicitamente. Ou seja, eles servem
apenas como uma abreviatura e podem ser totalmente dispensados se quiséssemos. Pelo fato de termos
descartado a nogdo de existéncia e as regras logicas a respeito disso, segue-se que nos resta essencialmente
apenas um método para provar proposicoes gerais, ou seja, inducdo completa aplicada ao processo de geracao de
nossos elementos. [...] Finalmente, exigimos que devemos apresentar apenas as nocoes que sao decidiveis e as
fungdes que podem ser calculadas para qualquer elemento particular. Tais no¢des e funcdes podem sempre ser
definidas por indugdo completa, e assim podemos dizer que nosso sistema é baseado exclusivamente no método
de inducdo completa em suas defini¢des, bem como em suas provas. [...] E, na verdade, todas as tentativas de
uma prova de consisténcia empreendidas por Hilbert e seus discipulos tentam realizar exatamente isso. (GODEL,
1933, CW I1I, pp. 51-52, tradugao nossa)

Também, na palestra de Zilsel em (GODEL, 1938, p.91), ele resumidamente traz as trés condi¢des acima e ainda
destaca uma quarta caracteristica, que seria a inspecionabilidade dos objetos do sistema, ou seja, a
denumerabilidade dos mesmos.
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[...] atribui explicitamente a Hilbert o objetivo de estabelecer consisténcia em PRA.
Além disso, no primeiro deles, ele se refere a PRA como o primeiro em uma série
ascendente de camadas de matematica intuicionista ou construtiva e, no segundo, ele
se refere a ela como teoria dos numeros finitarios, o nivel mais baixo de uma
hierarquia de sistemas finitistas. No entanto, ele se refere a definicao de finitismo de
Hilbert como “a matematica na qual a evidéncia repousa sobre o que é intuitivo” e,
portanto, rejeita como finitista neste sentido os niveis mais superiores de “sistemas
finitistas”, como o intuicionismo e seu proprio sistema T* de fung¢bes recursivas
primitivas de tipo finito. (TAIT, 2002, p. 412, traducdo nossa)

Nesta palestra, Godel destaca que as extensdes do sistema A podem ir além dela por
meio de funcdes de tipos superiores (higher types), por meio do uso de operadores légicos
(chamado de caminho l6gico-modal) ou inducdo transfinita. Godel destaca estas extensdes
como de carater construtivo ou finitista, pontuando que ele ndo sabe se termo ‘finitista’ pode
aplicar-se adequadamente a tais extensdes, mas que sim, aproximam-se do compromisso
metodolégico de Hilbert que o mesmo chama de configuracdo ou atitude finitista (finite

Einstellung).

Todavia, como ao final da citagdo acima, Godel em suas exposicOes apds a
repercussao de seu principal artigo deixava claro que interpretava o sistema A — a versao mais
bésica desta hierarquia de matemética construtiva — como o objetivo da metodologia finitista
do programa hilbertiano de fundamentacdo da Aritmética. Ndo a toa, o aspecto finitista
baseado no modo de raciocinio recursivo (recursive mode of thought) é o cerne de sua
demonstragdo — e que ele mesmo destaca como intucionista® — da incompletude do sistema T,
onde este contém a Aritmética de Dedekind-Peano (PA) que, por sua vez, contém a PRA
(reivindicada aqui como o sistema A das palestras de Godel). Assim, a concepgdo finitista
nesta época se concretizava para Godel por meio do desenvolvimento de um modo de
raciocinio recursivo que é denominado posteriormente de fungdes recursivas primitivas, sendo
considerado finitario por Godel inicialmente tanto PA quanto dito o nivel hierdrquico mais

baixo, PRA.*

30 O mesmo sistema formal denominado de P em (GODEL, 1931a).

31 Godel deixa explicito em seu artigo que podiamos nos convencer facilmente que a demonstracdo dada da
indecidibilidade de G no sistema T é construtiva, isto é, de um ponto de vista intuicionista ela é valida e
inobjetavel (GODEL, 1931a, p. 177).

32 A ressalva diacronica se da devido a mudancga de posi¢do por parte de Godel — acreditando inicialmente em
uma extensdo finitaria — para os textos que sdo chamados de sua interpretacdo Dialectica da Aritmética de
Heyting, ou seja, uma interpretacdo da Teoria dos Numeros intuicionista que se apoiava em uma das trés
extensdes para seu Sistema A. Ela se constitui por uma teoria de quantificadores livres de fungdes recursivas
primitivas de tipos finitos. Porém, inspirado por conversas e trabalhos do matematico Georg Kreisel em
(KREISEL, 1960) ele passou a aceitar que havia uma limitacdo superior do finitismo em €o, portanto a
indugdo/recursdo transfinita até €0 ndo poderia ser provada finitariamente, definindo o finitismo hilbertiano “[...]
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2.2.3 Uma pequena histéria do raciocinio recursivo

A aplicagdo de recursividade ou de definicbes e funcdes recursivas foram
aperfeicoadas, mas ndo foram criadas por Godel. Ha precedentes de defini¢Ges e técnicas que
envolvem recursdao — ou seja, a obtencdo de um resultado pela aplicacdo finita de algumas
regras ou equacgOes concatenadas conjuntamente um determinado periodo de vezes aos
resultados anteriores — em muitos casos que variam desde o método de contratura da parabola
de Arquimedes, dos niimeros de Fibonacci ao Método de Newton-Raphson, por exemplo. No
embrido do esbogo do que viria ser a area da Computagdo, a técnica dos cartdes perfurados
permitiu com que Ada Lovelace, matematica e escritora considerada a primeira cientista da
computacdo, imaginasse procedimentos para criar rotinas (algoritmos) a serem processadas
pela Maquina Diferencial (uma variagdo mais fraca da ideia de Maquina Analitica do
matematico e inventor Charles Babbage) e realizasse por meio de recursoes a computacao de
nimeros de Bernoulli. Porém, o conceito de “definicdo por recursao” foi utilizado pela
primeira vez por Dedekind em seu ja destacado (DEDEKIND, 1888), com as defini¢Ges
recursivas de adicdo e multiplicacdao da obra sendo incluidas como postulados por Peano em
seu principal trabalho sobre os principios da Aritmética (PEANO, 1889)®.

No entanto, foi o légico Thoralf Skolem que, apés estudar o Principia Mathematica
em 1919, elaborou o artigo The foundations of elementary arithmetic established by the
recursive mode of thought, without the use of apparent variables ranging over infinite
domains (SKOLEM, 1923). O titulo longo é autoexplicativo: através do raciocinio recursivo,
ele estabelece os principios da matematica elementar sem quantificadores ilimitados* — ou
seja, por formulas com variaveis livres — por meio do que ele chama de modo de raciocinio

recursivo, ndo recorrer ao conceito de variavel aparente dos PM, ja abordado anteriormente

como “a matematica da intuicdo concreta”, em vez de" a matematica na qual as evidéncias se baseiam no que é
intuitivo" (FEFERMAN, 2008, p. 196). Mais informagoes ver (FEFERMAN, 2008) e (TAIT, 2010).

33 Os postulados de Peano, como dito anteriormente, também exerceram influéncia sobre Russell e Whitehead
no sistema P do seu Principia Mathematica, utilizados posteriormente por Godel para demonstrar sua
incompletude.

34 A intencdo de Skolem era tornar a prova das sentencas matematicas mais construtivas se livrando de
dominios infinitos. Porém, como ele mesmo deixa claro em (SKOLEM, 1923, p 326), ndao ha problemas em
manter quantificadores com dominios finitos. E obviamente, como ele mesmo destaca em (SKOLEM, 1923, p.
332) tais dominios podem também ser substituidos por fungdes recursivas.
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acima. Assim, abre-se caminho ao que viria a ser as bases da PRA atual, precedendo até
funcdes utilizadas por Godel em seu sistema T para codificacdio de suas sentencas se
utilizando dos axiomas de Dedekind-Peano contidos no mesmo. No trabalho ele destaca a
problematica contida no projeto logicista do Principia de apoiar suas definicdes em
quantificadores ilimitados devido a divida acerca da existéncia de totalidades infinitas e do
transfinito. Tais ddvidas sdo cultivadas por anti-Cantorianos como Kronecker, referenciado ao
final do artigo de Skolem por privilegiar como principio definicdes que sejam constituidas

finitamente, como é destacado em (TAIT, 2012):

[...] ele [Skolem] se refere ao principio de Kronecker, onde uma definigdo
matematica (Bestimmung), digamos, de uma funcdo ou propriedade numérica é
genuina se e somente se fornecer um algoritmo para determinar seus valores. Em sua
consequente rejeicdo de quantificadores ilimitados, esta posicdo também estad de
acordo com o "intuicionismo" tardio de Weyl [...] e o mais tardio finitismo
"metodolégico” de Hilbert. (TAIT, 2012, p. 164, traducdo nossa)

Tait, também neste artigo, expoe que mesmo havendo paralelos entre os principios
matematicos prezados por Kronecker e especulacdes sobre possiveis influéncias®, a
motivacdo de acordo com o proprio Skolem seria fazer contraposicdo a fundamentacdao da
Aritmética com o uso de quantificadores ilimitados, como matematicos de abordagem
logicista — Dedekind, Peano, Frege e claro, Russell e Whitehead — delinearam seus principios.
A construtividade do método de Skolem, sua efetividade®® para computar e resolver
(decidibilidade) proposicoes da teoria finitista dos niimeros (posteriormente PRA) e uma certa
motivacdo de carater finitario fizeram com que esta abordagem fosse estudada pela
comunidade interessada no projeto hilbertiano como Bernays e Ackermann, sendo elaboradas
técnicas que envolviam a definicdo por recursao. Como por exemplo a aplicacdo
metamatematica por parte de Hilbert das chamadas recursdes ordinarias e transfinitas (uma
generalizacdo das ordinarias) aplicadas a variaveis-tipo contidas em proposi¢des-tipo
iterativamente, em um processo que envolve substituicdo de varidveis e defini¢cbes destas
proposicOes-tipo por recursdo, na tentativa de oferecer uma solucdao ao problema do

continuum de Cantor em 1935 (HILBERT, 2008).

35 O matematico Hao Wang especula que a ideia de fundamentacdo da matematica pelo modo de raciocinio
recursivo de Skolem pode ter sido influenciada pela obra do linguista e matematico Hermann Grassmann.

36 Mesmo ainda ndo publicado seus artigos, Godel e Herbrand ja haviam chegado na conclusdo de haver
proposicdes indecidiveis em sistemas formais construidos a partir do Principia, como é visto no relato das
conversas informais e cartas com Von Neumann — um dos confidentes de Godel deste resultado, inclusive
chegando independentemente ao corolario do segundo teorema — entre Setembro e Novembro de 1930.
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Ja Godel buscou definir matematicamente a nogao de recursividade, inclusive fazendo
uso de muitas das formulas de (SKOLEM, 1923) em seu artigo de 1931. Como dito
anteriormente, Godel ndo foi o pioneiro em utilizar definicdes por recursdo ou fungées
recursivas, mas foi o primeiro a formaliza-las sob o conceito de fungdo recursiva geral e
dando escopo formal a nogdo do que seria efetivamente computivel”’, com o auxilio do
matematico francés Jacques Herbrand (e sua caracterizacdo das classes de fungoes finitamente
calculaveis), tomando a forma que conhecemos hoje como fungdo recursiva primitiva. Uma
operacao de recursdo primitiva é dada por: quando f é uma funcdo de n argumentos e g é uma

funcdo de n + 2 argumentos, a funcdo h de n + 1 argumentos se define da seguinte forma:

(i) h(x1,...,xn,0) = f(x1,...,xn)
(ii) h(x1,...,xn, s(x)) = g(x1,...,xn ,x,h(x1,...,xn ,x))

No artigo de Wilfried Sieg (SIEG, 2005) sdo analisadas as correspondéncias trocadas
por ambos, bem como o contexto da elaboracdao do conceito e recursividade. Em todas as suas
discussdes os compromissos finitistas de Hilbert e seu programa voltado a consisténcia da
Aritmética estavam presentes, bem como as consequéncias do segundo teorema da

incompletude de Godel para com eles®.

Com isso, houve um ponto sobre a formalizacdo da nog¢ao de funcdo finitista por parte
de Herbrand, pois como se almejava uma base l6gico-matematica segura para afirmar-se que a
incompletude afetava qualquer formalizacdo que tinha como base o Principia Mathematica -
que ja estava sendo utilizado como canone da area — abrindo o problema de existir uma prova
de que todos os métodos finitarios seriam formalizaveis nele. Tanto Von Neumann quanto

Herbrand consideravam impossivel existir uma prova para este problema (SIEG, 2005, p.

37 Em (DEAN, 2020), destaca-se ao menos trés razdes para este ser um trabalho precursor da teoria da
computabilidade: (1) Skolem antecipou uma apresentacdo informal do que iriamos denominar de funcdes
recursivas primitivas; (2) pode ser considerado o artigo que relaciona definabilidade recursiva com
computabilidade efetiva, e; (3) mostrou variadas fungdes primitivas que anteciparam o uso por parte de Godel da
aritmetizacdo da sintaxe de T em (GODEL, 1931a).

38 Ha controvérsias sobre qual pesquisa inicialmente formalizou a no¢do de computabilidade efetiva, se foi a
recursividade primitiva de Godel-Herbrand ou a A-definabilidade do matematico Alonzo Church. O préprio
Godel comenta que seus trabalhos em recursividade geral ndo tinham este intuito, e inicialmente achando a
nocao de Church completamente insatisfatéria (throughoutly unsatisfactory) para tal. Todavia, com a anélise de
Turing em 1936 sobre a equivaléncia das trés nocdes de computabilidade desenvolvidas (as duas anteriormente
citadas mais a prépria de Turing), Godel convenceu-se de que o célculo lambda é uma nogdo adequada de
computabilidade efetiva, mesmo acreditando ser a definicdo de Turing mais completa e absoluta. Para detalhes
ver (DAVIS, 1982).
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167-168). Godel considerou a possibilidade em principio de haver tal prova, porém anos
depois ele descartou-a. No entanto, foi observado por Godel que era essencial estabelecer
junto as demonstracdes da incompletude no Principia e sistemas relacionados uma definicao
rigorosa de teoria formal. Ele deixa claro que, para isso, as regras de inferéncia, axiomas e
férmulas tém que ser dados construtivamente, ou seja, considerando uma teoria formal T, para
cada inferéncia deve haver um procedimento finito para conseguirmos determinar se uma
férmula B expressa na sintaxe de T é consequéncia de um conjunto de outras férmulas (A1,
A2, A3...An) estabelecidas em T e se B é uma formula significativa (uma proposicao
derivada dos axiomas de T) ou propriamente um axioma de T. (SIEG, 2005, pp. 180-181).
Com este principio heuristico em vista, Godel se direciona a procedimentos
computaveis de fungées numeéricas e logo ap6s — considerando uma propriedade relevante
desenvolver estas funcdes por procedimentos finitos — padronizar e formalizar a definicdo de
funcdes recursivas gerais, implementando regras mecanicas simples de substituicdo e
reposicdo de termos para derivar equagOes e com isso realizar outros calculos numéricos.
(SIEG, 2005, p. 182). Aqui ha uma diferenca de natureza na aplicacdo destas fungoes
recursivas, ja feitas por Skolem e entendidas por Hilbert. A intencao de Godel extrapola a
resolucdo de funcbes numéricas dentro da Aritmética basica e procura enquadrar os proprios
instrumentos matematicos, regras de inferéncia, consequéncias e demonstracdes como
procedimentos que possam ser recursivamente definidos por fun¢Ges numéricas, ou seja,
tornar objetos metamatematicos em objetos matematicos passiveis de analises e
transformacOes dentro da propria teoria formal que contém a Aritmética necessaria para

realizar as operacoes recursivas. Vejamos como Godel elaborou este sistema.

2.3 METAMATEMATICA, CODIFICACAO E REPRESENTABILIDADE

Achar formas de analisar os préprios instrumentos e objetos matematicos é uma
pratica contemporanea bem desenvolvida em dareas inicialmente descompromissadas
filosoficamente, como Teoria de Grupos e Geometria Projetiva, por exemplo. Porém, foi no
século XIX, no desenvolvimento da ldgica matematica de um ponto de vista algébrico
(pensadas até antes de Boole e Schréder como areas distintas uma da outra), do avanco da
teoria de conjuntos e da crise da geometria euclidiana que comegou-se a pensar em novas
ferramentas capazes de formalizar e demonstrar certas propriedades de um corpo de axiomas
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e principios por meio de métodos da propria Matematica: é com este entendimento que surge

a metamatematica.

2.3.1 As definicoes de Metamatematica

Dentro da tradicdo na Ldgica, a disciplina ganhou os contornos intercambiaveis com a

Teoria da Prova (Beweistheorie) de Hilbert e seu projeto finitista, como é bem introduzido por

Stephen Kleene em seu livro canonico sobre o tema:

“A Hilbert é atribuido, primeiramente, a énfase em que a formalizagdo estrita de
uma teoria envolve sua total abstracdo de significado, com o resultado sendo
chamado de sistema formal[...]; em segundo, seu método de tornar sistema formal
como um todo objeto de um estudo matematico denominado metamatematica ou
teoria da prova. Metamatemética inclui a descricio ou definicdo de sistemas
formais, bem como a investigacdo de propriedades de sistemas formais. Ao lidar
com um sistema formal particular, podemos chamar o sistema da teoria-objeto, e a
metamatematica relacionada a ela como sua metateoria. Do ponto de vista da
metateoria, a teoria-objeto ndo é propriamente uma teoria, como antes entendiamos
o termo, mas um sistema de objetos desprovidos de significado [...] A teoria do
objeto é descrito e estudado como um sistema de simbolos e de objetos construidos
fora de simbolos. Os simbolos sdo considerados simplesmente como vérios tipos de
objetos reconheciveis. Para corrigir nossas ideias, podemos pensar nelas
concretamente como marcas no papel; ou mais precisamente, conforme abstraido de
nossa experiéncia com simbolos como marcas no papel (a teoria da prova deve ser
abstrata em certo sentido, uma vez que supde sequéncias arbitrariamente longas de
simbolos como sendo construtivel, embora a quantidade de papel e tinta no mundo
seja finita). Os outros objetos do sistema sdo analisados apenas em relacdo a maneira
de sua composicdo fora dos simbolos. Por definicdo, isso é tudo que um sistema
formal deve ser como um objeto de estudo para a metamatematica.” (KLEENE,
1952, pp. 61-62, tradugdo nossa)

Porém, historicamente, “metamatematica” como terminologia mais proxima da

utilizada por Hilbert foi inicialmente empregada para designar areas junto as analises da

natureza da geometria, sejam elas voltadas a criagdo de modelos ndo-euclidianos e busca da

consisténcia relativa a pressuposicdo de consisténcia da geometria euclidiana, ou até

ironicamente para pontuar o que era interpretado como discussdoes e especulacOes

“metafisicas” dos resultados de estudos ndo-euclidianos na Geometria. Como é mostrado em
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(WILLE, 2011), havia nos materiais do polimata Hermann von Helmholtz* uma visdo

positiva do termo, onde sua nocdo de metamatematica:

“[...] indica que a Matemadtica mais geral tal como investigacGes epistemolégicas
sobre as diferentes geometrias e é as vezes designada apropriadamente como
matemadtica filoséfica ou metafisica de matemdtica. Em particular, as investigacoes
metamatematicas estdo preocupadas com questdes de verificabilidade em sistemas
geométricos, construcdo de modelos, e, portanto, com questdes de consisténcia e
admissibilidade matematica. A respeito disto, a escolha de Hilbert do termo
metamatematica é modelada ao longo das linhas da nocdo helmholtziana”. (WILLE,
2011, p. 345, traducdo nossa)

Vemos que certos aspectos sao bem semelhantes ao empreendimento de Hilbert em seu
programa, justificando a apropriacdo geral do termo pelo matematico alemdo e volta-la a
disciplina de segunda ordem que faz uso de instrumentos l6gico-mateméaticos para formalizar
e analisar definicdes e propriedades da propria Matematica, como as nogdes de prova e

verdade aritméticas.

2.3.2 Aritmetizacdo da sintaxe e os Principia

Godel em seu artigo de 1931 tem varias referéncias — mais nas notas de rodapé que no
texto integral do artigo — sobre o que ele refere-se a definicdes de conceitos ou simbolos
metamatematicos, sendo que estas fungdes expressam férmulas, regras de substituicdo de
termos, derivacOes e provas de proposicoes do sistema formal estabelecido por meio do que
ele denomina de aritmetizacdo da sintaxe, codificacdo ou, ap6s suas descobertas, de
Godelizacdo ou numeracao de Godel. Com a formalizacdo e estabelecimento dos principios
da Aritmética no Principia e manipulacdes simbdlicas por meio de funcles recursivas
gerais®, Godel consegue expressar propriedades metamatematicas por meio da propria

Aritmética, como explica o proprio Godel:

“Como é natural, para consideragfes matematicas, ndo importa muito saber quais
sdo os objetos que se tomam como simbolos primitivos e, para essa finalidade,

39 HA outros anteriores a Von Helmholtz que ja utilizavam o termo, inclusive ao abordarem tépicos de Filosofia
da Matematica em um contexto kantiano (denominada por Wilhelm Kern de matematica transcendental) e até
anteriormente a uma metacritica (esta tiltima no sentido de critica a critica kantiana) - tratada como inadequada e
infundada — a geometria euclidiana. Porém, entrar nestes topicos fugiria ao tema. Para mais sobre o assunto, ver
(WILLE, 2011).

40 O que Godel chamada de fungOes recursivas gerais serd chamado por Kleene de fungdes recursivas
primitivas, que sdo funcdes constituidas com base em trés funcdes basicas: funcdo zero, fungdo sucessor e
funcdo projecao (ou identidade), associadas por recursdo e composicdo (ou substituicdo).
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usaremos 0s numeros naturais (uma correspondéncia denumeravel entre os
conjuntos de simbolos e nimeros naturais, no caso). Assim, uma férmula é uma
sucessdo finita de niimeros naturais e a figura de uma demonstracdo é uma sucessao
finita de sucessOes finitas de numeros naturais. Desde modo, os conceitos
metamatematicos tornam-se conceitos sobre nimeros naturais ou sucessdes destes e
por isso é parcialmente exprimivel no préprio simbolismo do sistema PM (Principia
Mathematica)”. (GODEL, 1931b, p. 248-249, parénteses nossos)

Interessantemente, ha um paralelo a ser feito entre estas visoes de metamatematica e a
forma que Godel da a tal aritmetizacdo: a teoria utilizada para isso é a Aritmética
desenvolvida no préprio Principia* tendo como base PA (ou seja, os axiomas de Peano-
Dedekind). Portanto, podemos interpretar a codificacdo das fungdes metamatematicas como
um mapeamento, ou modelo dos conceitos metamatematicos dos Principia em PA — expresso
através de fungoes primitivas recursivas — que esta contida no préprio Principia. Assim, com
este recurso Godel remonta aos modelos de teorias ndo-euclidianas com base nos axiomas da
geometria euclidianas voltadas a prova da consisténcia relativa do primeiro, assumindo a
consisténcia do segundo. Porém, aqui ele se utiliza da linguagem da Aritmética para
representar 0s elementos metamatematicos de sua propria teoria (no caso, PM e sistemas
relacionados), ou seja, ha o intuito da obtencao de uma consisténcia absoluta — que nao é
relativa a nenhuma outra teoria.

Além disso, outro fato a se chamar atencao foi que Godel em seu artigo diz que é
evidente a analogia com dois paradoxos semanticos combinados que ja abordamos acima: o
paradoxo do mentiroso e o de Richard (GODEL, 1931b, pp. 251). Este ultimo vale destaca-lo,
pois ele confronta diretamente e pode até ser observado como uma resposta as criticas de
Peano ao paradoxo em (PEANO, 1906), alegando ndo ser um paradoxo matematico de fato
pois seria um exemplo linguistico e sujeito a contradi¢des pela falta de rigor definicional, bem
como o argumento exposto em (NAGEL e NEWMAN, 2001, pp. 59-60) da existéncia de
confusdo conceitual entre representar uma propriedade metamatematica que gera a antinomia
com a representacdo de propriedade puramente matematica. J& Godel, ao trazer a

formalizacdo da aritmética dos Principia, forneceu rigor suficiente para interpretar intrincadas

41 Além de Godel aparentemente dar uma justificativa do emprego de PM no inicio de seu artigo (GODEL,
1931a, pp. 596-597), Nagel e Newman explicam didaticamente parte desta utilizacdo do sistema dos Principia,
mesmo com criticas incisivas da comunidade filoséfica a sua pretensdo logicista devido aos seus axiomas
considerados ndo-logicos (da Redutibilidade e do Infinito): “Os Principia fornecem um sistema de notacao
especialmente compreensivel, por meio do qual todos os enunciados da matematica pura (e da Aritmética, em
particular sdo codificdveis de uma maneira padrdo; e torna explicita a maioria das regras de inferéncia formais
utilizadas nas demonstragées matematicas.” [...] “Os Principia, em suma, criaram um instrumento essencial para
investigar o sistema inteiro da aritmética como um célculo ndo interpretado — isto é, como um sistema de
simbolos sem significado cujas férmulas (ou ‘cadeias’) sdo combinadas e transformadas segundo regras
estabelecidas de operacdo.” (NAGEL e NEWMAN, 2001, p. 44).
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sentencas metamatematicas, fazendo com que estas se tornassem sentencas aritméticas de
fato®, ndo havendo criticas como as anteriores passiveis de consideragao.

A aritmetizacao da sintaxe faz parte de uma estratégia geral de desenvolver uma
notacdo dentro de T, e que esta notagao expresse aritmeticamente fun¢ées metamatematicas,
sendo assim capaz de expressar indiretamente a si mesma. Para isso, Godel utiliza como base
as propriedades do Teorema Fundamental da Aritmética®, designando para cada componente
sintatico de T um numero especifico, que serd expoente de um ndmero primo de uma
sequéncia, sendo que toda proposicao de PA seja representavel por concatenagdes de funcdes
recursivas que tem por resultado um nimero construido com base em uma multiplicacdo de
fatores primos subsequentes — denominado niimero de Goddel — aplicando-se esta
transformacdao em todo componente (podem ser simbolos de uma férmula, proposicao ou no
tamanho das cadeias destes, até a aplicacao de regras de inferéncia como modus ponens e até
no predicado de provabilidade de uma proposicao) de T e sendo assim, todos estes
componentes definiveis aritmeticamente em PA por meio de fungdes recursivas.

2.3.3 Expressividade e capturabilidade no sistema T

A representabilidade (capturabilidade ou outro termo associado®, dependendo do apreco a
terminologia utilizada por quem trata da literatura no tema) de propriedades, funcoes e
relacdes se da com a relacdo biunivoca entre propriedades metamatematicas dos componentes
de T e as propriedades aritméticas entre os codigos destes componentes em PA, sendo assim
definida em (SMITH, 2013, p.119):

Uma fungdo numérica de uma variavel f é capturada por ¢(x, y)* em T se, e somente

se, para qualquer m, n:

42 Para mais detalhes, (BERTO, 2009, cap. 3) tem explicacdes extremamente elucidativas e ricas. Para uma
abordagem mais técnica, ver (KLEENE, 1952, cap. 10).

43 O Teorema diz que todo nimero inteiro maior ou igual a 2 pode ser decomposto como um produto de fatores
primos, sendo esta composicao unica para cada nimero. Ou seja, cada nimero tem apenas um arranjo por fatores
primos. Esta propriedade é de suma importancia para a representacdo biunivoca entre um componente
metamatematico e sua numeragdo de Godel. O relevante ndo é a técnica de numeracdo, mas duas caracteristicas
destacadas em (BERTO, 2009): “(1) ter que atribuir niimeros diferentes para diferentes expressdes (por isso
nunca deve acontecer que o mesmo nimero seja atribuido, digamos, a uma férmula e a uma prova, ou a duas
férmulas distintas); e (2) o procedimento deve ser totalmente algoritmico e mecanico.” (BERTO, 2009, p. 65,
tradugdo nossa). Existem outras maneiras de codificar sentencas, como por exemplo as concatenac¢Ges utilizadas
em (BOOLOS; BURGESS e JEFFREY, 2012, cap. 15) e (SMULLYAN, 1994).

44 Em uma nota de rodapé informativa, (SMITH, 2013, p. 45) demonstra a variedade e a confusdo conceitual
dos termos empregados na literatura. Dependendo dos compromissos ontolégicos ou do tipo de investigacdo
envolvida, usa-se defini¢des mais sintaticas ou semanticas. A dica é sempre ter cautela e compreender os
significados dos jargdes que cada obra traz.

45 Esta é uma definicdo geral, mais aproximada da nogédo de capturabilidade forte. ¢(x, y) em PA pode ser uma
funcdo recursiva ou semirrecursiva (ou recursivamente enumerdvel) no caso da capturabilidade fraca. Ver
(SMITH, 2013, caps. 5 e 16) e (BOOLOS; BURGESS e JEFFREY, 2012, cap. 16).
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i. se f(m) = n, entdo T - ¢(m’, n’), e;
ii. T 3y ¢(m’, y), sendo m’ e n’ notagao dos numerais m e n em PA e ‘ Ily ¢(y)’
abreviacdo de 3y (¢(y) A Vv (d(v) - v =y)), onde v é uma nova variavel para ¢ e definindo

que s6 ha um valor possivel para y tal quey =n’.

Ha uma distingdo importante entre o que pode ser expresso ou definivel
aritmeticamente em PA da nocdo de capturabilidade ou representabilidade em PA. Enquanto
uma propriedade ou predicado P para ser expressivel em uma teoria (no caso, PA) depende da
robustez e riqueza de sua linguagem, para P ser capturada depende-se dos axiomas e um
elaborado sistema de prova implementados na teoria. Ou seja, para expressarmos
adequadamente uma propriedade P em PA precisamos de um conjunto de simbolos adequados
para formarmos tal proposicdo P, mas para capturarmos esta proposicao é necessario operar as
cadeias de simbolos de forma que a partir de uma cadeia inicial (axiomas), cheguemos por
meio de processos de manipulacdo destas a proposicdo expressa P. Dito isso, considerando a
solidez do sistema T, é visto que todas as proposicOes capturaveis sao expressiveis, porém o
inverso nao se aplica no sistema T, tendo como conclusdo a propria incompletude do sistema.
Para tal conclusdo, devemos ter funcOes aritméticas acerca dos nimeros de Godel de
proposicoes que representam outros nimeros de Godel, i.e., o sistema falando sobre si

mesmo, em resumao:

“A sintaxe de PA é aritmetizada por meios da numeracdo de Godel: nimeros sdo
associados com as expressdes de PA, e conceitos aritméticos correspondem a
conceitos sintaticos. Nocdes sintaticas-chave, tal como axioma, prova, etc. sdo
associadas com nocdes aritméticas decidiveis, isto é, recursivas. E como PA pode
representar tais fungdes recursivas, pode também representar a sintaxe de PA”.
(BERTO, 2009, p. 85, traducdo nossa)

Desta maneira, Godel constr6i proposicoes aritméticas capazes de referenciar indiretamente*®
proposicoes metamatematicas de T — inclusive proposices autorreferentes — utilizando um

instrumento aplicado primeiramente em Teoria de Conjuntos: o argumento diagonal.

2.4 DIAGONALIZAGAO E AUTORREFERENCIA

46 Ha o destaque ao termo ‘indiretamente’ pois as proposicoes aritméticas referem-se aos nimeros de Godel de
outras sentencas, ndo diretamente as sentencas de fato. Se assim o fosse, o sistema incidiria na critica destacada
ja acima feita ao Paradoxo de Richard de confundir-se propriedades metamatemaéticas e matematicas.
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Sendo a mais relevante técnica de prova utilizada por Godel para demonstracdo da
incompletude, o método de diagonalizagdo voltado a sentencas metamatematicas foi uma
inovacdo, servindo futuramente de base para sua utilizacdo em outras provas de
indecidibilidade como o Problema da Parada do fil6sofo e cientista da computacdo Alan
Turing. Veremos quais sdo seus componentes e como este recurso leva a sentenca
significativamente poder expressar a si mesma com o fendmeno da autorreferenciacao,

levando a estruturacao da sentenca indecidivel G de Godel.

2.4.1 Estrutura e aspectos do Lema Diagonal

Inicialmente, o enquadramento do Argumento Diagonal (ou Lema Diagonal) em sua
forma légica ndo foi esclarecida por Godel em seu proprio artigo, mas por Rudolf Carnap em
seu The Logical Syntax of Language (CARNAP, 1937, pp. 129-131) onde a proposicao foi
referenciada posteriormente como um ponto fixo do sistema T*. Porém, a técnica de prova
que é a diagonalizacao foi apresentado pela primeira vez em (CANTOR, 1891) como uma
nova maneira de demonstrar a ndo-denumerabilidade do conjunto dos nimeros reais IR por
Cantor feito por reducdo ao absurdo da seguinte forma: assume-se uma matriz feita com
supostamente todos os nimeros reais entre 0 inclusive a 1 {x/ 0 < x <1} em uma lista
bidimensional, tendo os numeros reais estendendo-se infinitamente e cada nimero tendo
correspondéncia um-a-um enumerados por nimeros naturais seguidos. O exemplo abaixo é
um dos mais divulgados na literatura®, feito por composi¢gio em base bindria, tirado de
(JACQUETTE, 2002, p. 58):

1.00100101 ...
2-11010110 ...
3.11010101 ...
4.01001100 ...
5.00111010 ...
6.10111101 ...
7.01101110 ...

47 Como (GAIFMAN, 2006, pp. 709-710) destaca, a generalizagdo feita por Carnap ndo era tdo 6bvia até sua
explicitacdo no livro, e o préprio Godel reconhece isso na época. Em seu artigo On Undecidable Propositions of
Formal Mathematical Systems, discutindo acerca das caracteristicas da sentenca indecidivel G e paradoxos, ele
comenta a descoberta de Carnap em uma nota de rodapé em (GODEL, 1934, p. 340).

48 Existem vérios métodos, construtivos ou ndo, de formalizacdo do argumento diagonal, com os considerados
mais instrutivos destacados em (JACQUETTE, 2002, pp. 60-64).
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8.10001110 ...

Da matriz acima, Cantor elabora a funcdo diagonal, que tem por objetivo definir um
numero real K por meio da substitui¢do® e composi¢do do niimero na enésima posigdo (se for
0, por 1 e vice-versa) contido no enésimo numero real da matriz, ou seja, os numeros
diagonais sublinhados acima da matriz substituidos pelo seu complemento. Assim, no
exemplo acima K = .10110001... e deveria pertencer ao conjunto acima exposto. Contudo,
isso ndo ocorre pois ao menos um valor que constitui o nimero K sera distinto em cada um
dos outros numeros reais contidos na matriz, ficando demonstrado que K ndo pertenceria a
matriz. Por esta abordagem ter um apelo topol6gico® de gerar por meio da diagonal um valor

ou funcdo desejada, a técnica leva o nome de diagonalizagao.

Ha paradoxos que seus resultados derivam de aplicagoes do método diagonal. Nao por
acaso, os paradoxos de Richard (sendo inclusive o primeiro do tipo) e do mentiroso, presentes
no artigo de Godel, fazem parte dos chamados paradoxos diagonais®'. O 16gico Haim Gaifman
destaca que ha influéncia clara do método de Cantor na constru¢cdo de Godel da proposicao

indecidivel, e em seu artigo apos o esboco de prova:

“[...] adiciona uma nota de rodapé que “qualquer antinomia epistemolégica poderia
ser usada para uma prova semelhante da existéncia de proposicdes indecidiveis ”. O
termo “antinomia epistemoldgica” é herdado de Ramsey [1925], se referindo a um
paradoxo que emprega elementos linguisticos.” (GAIFMAN, 2006, p. 715, traducado

nossa)

49 Construtivamente é facil implementar tal funcdo. Com fi(y) nomeando o valor existente contido no i-ésimo
numero real na posicdo y, podemos definir a funcdo fk(x) tal que fi(x) = fx(x) + 1 = (mod 2), sendo o niimero K a
concatenacdo de todos os fk(x) e estando na k-ésima posi¢do na matriz; K por vezes é denominado de sequéncia
anti-diagonal.Portanto, quando x = k, fk(k) = fk(k) + 1 = (mod 2), i.e., se fk(k)=1, 0 = 1 = (mod 2), e se fk(k)=0, 1
=0 = (mod 2). Contradigao. c.q.d.

50 Esta terminologia encontra-se em (JACQUETTE, 2002) e aparentemente seu emprego é devido a
diagonalizagdo ser retirada dos valores — em posicdes na matriz bidimensional retangular formada —
topologicamente referentes a uma diagonal desta matriz.

51 HA outros paradoxos como o de Grelling-Nelson, de Curry e até o de Russell que podem ser expostos pelo
argumento diagonal, porém sdo enquadrados em um tipo de diagonalizacdo nao-topologicamente matricial, ou
seja, que ndo ha o componente da forma diagonal em sua exposicdo. Ver (JACQUETTE, 2002, secdo 6).
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Gaifman dara énfase ao aspecto linguistico dos paradoxos associados ao método diagonal e
que, para obter sentencas que “falam sobre si mesmas” em um sistema formal pela
diagonalizagdo, é necessario que haja fungdes dentro de um certo dominio D tal que elas
devam ser nomeadas; e que estas funcdes podem ser aplicadas aos seus préprios nomes,
abrindo possibilidades para que haja o fendmeno da autorreferéncia no sistema. Estas
estruturas sao chamadas de Naming Systems (GAIFMAN, 2006, p. 711).

Em uma andlise semelhante, Dale Jacquette em (JACQUETTE, 2002) destaca que,
entre os elementos minimos para a utilizacdao do método diagonal, “[...] deve existir uma
autoaplicacdo, por meio da qual a designacdo de um item em uma matriz envolve um termo
que é aplicado especificamente a si mesmo” (ibidem, p. 66, traducdo nossa). Diferencia-se a
autoaplicacdo de autorreferéncia por questdes de precisdio — mesmo sendo termos
intercambidveis em geral — pois nem todo termo ou funcdo que se aplica a si mesmo esta se
referenciando no processo, como no exemplo dado na generalizacdo “Todas as generalizacGes
sao quantificadas”. Mas apenas esta condicdo ndo é suficiente para Jacquette, pois “[...]
alguma alteracdo, recusa, negacdo interna ou imposicdo de um complemento de um termo,
predicado, [fun¢do] ou proposicdo, na expressao autoaplicativa (ibidem, p. 70, traducdo e
modificacdo nossa), ou seja, a esséncia da diagonalizacdo envolve uma autoinaplicacao (self
non-aplication) de algum desses componentes, gerando uma sequéncia anti-diagonal nao

pertencente aos elementos que constituem a matriz.

2.4.2 Teorema do Ponto Fixo e Autorreferenciacao

O ponto fixo identificado por Carnap no qual a sentenca de Godel se enquadra, mesmo
sendo construido ndo-topologicamente®, tem todos os elementos destacados acima, podendo
ser expresso pelo Teorema do Ponto Fixo ou Teorema de Carnap-Gddel. Raymond Smullyan
em sua obra candnica sobre o tema (SMULYAN, 1994) expde quase informalmente este
pequeno teorema (sendo posteriormente na obra mais aprofundado) que generaliza essas

possibilidades de autorreferencialidade em linguagens formais. De maneira abstrata, €é

52 Mesmo a sentenca indecidivel em T desenvolvida em (GODEL, 1931a) sendo ndo-topolégica matricial, é
possivel desenvolver um argumento de matriz topoldgica para as demonstragdes que aplicam o método diagonal
tal como Godel. Ha exemplos em (PELEGRIN, 2017), estando entre eles o da incompletude da Aritmética.
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definido em um sistema introduzido por Smullyan um predicado denominado predicado
diagonalizador. Um diagonalizador D’ de um predicado D é tal que D”’(K) = D(K(K)), ou
seja, um diagonalizador de D é um predicado tal que sua predicacdo em K é equivalente a
predicacdao do predicado D em uma predicacdao de K em K. Chama-se uma sentenca X é um
ponto fixo de D quando X= D(X), i.e., quando a prépria sentenca é equivalente a predicacao
D que tem como valor da variavel a sentenca da qual é equivalente. Assim, substituindo K

pelo predicado de diagonalizacdao D”’:

D"(D") = D(D"(D"))

Isto é, D”’(D”’) é ponto fixo do predicado D. Aqui vemos autorreferenciacao de uma sentenga
que é a predicacdo da diagonalizacao da diagonalizacdo. Smullyan faz um apontamento
importante para o entendimento da fungdo deste pequeno teorema na prova de Godel, analogo

a declaracdo anterior, de Gaifman:

“Se pensarmos em D como o nome de uma propriedade de expressdes, um valor
fixo o ponto X de D pode ser considerado como afirmando que o préprio X tem a
propriedade nomeada por D e, nesse sentido, é autorreferencial”. (SMULLYAN,
1994, p. 17, traducgdo nossa).

Podemos expressar diferentemente o teorema, levando em consideracdao as proprias
expressoes utilizadas para o ponto fixo e para o numero de Godel de uma férmula em um
sistema formal. Assim, seja T este sistema em questdo, sendo ¢ uma formula e <¢p> seu
numero de Godel — i.e., sua representacao numeérica em T. De acordo com o teorema, para

alguma férmula @(x) (com ao menos uma variavel livre) existe uma sentenca {3 tal que:

TEB o o(<B>)

Sendo 3 chamada de ponto fixo de ¢(x). Aqui necessitamos apenas que haja uma funcao
diagonal, tal que mapeie cada ¢(x) em ¢p(<P(x)>) e ela seja representavel em T. Retratando [3
de forma mais explicita como a fungdo diagonal Diag(x), temos que (GAIFMAN, 2006, p.
709):

T Diag(<4(x)>) = <0(<4()>)>
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Porém, mesmo com trés exemplos expostos de forma elucidativa, falta entre eles o
componente na autoinaplicagdo do artigo de Jacquette (onde o proprio inclusive teceu criticas
pelo mesmo motivo ao préprio Smullyan®). Aqui, podemos entrar na ideia central de Godel
no esboco em seu artigo (GODEL, 1931b, p. 251): conseguir expressar formalmente uma

sentenca que afirma sua prépria indemonstrabilidade no sistema T.

2.4.3 Construindo uma sentenca indecidivel

Para o feito acima, duas fungbes metamatematicas aritmetizadas sdo fundamentais
para entender a dinamica de constru¢ao do argumento diagonal em um sistema formal com o
minimo de Aritmética: a funcdo de substituicdo de uma variavel livre em uma férmula ¢ e a
de provabilidade em T. Estas sdao funcGes relevantes, pois a substituicdo de uma variavel por
um termo é uma operacdo necessaria em partes de demonstracdes que sdo derivadas por
substituicao de variadveis livres por termos ou numerais, bem como a prépria definicdo de
prova, que agrega outras definicdes como de axioma, regras de inferéncia, férmula e a propria
substituicdo para que, se a partir dos axiomas de PA em T, tenhamos por consequéncia alguma
proposicao em ¢ provavel em T (T - o).

Ambas as fungdes — que tratam acerca de conceitos metamatematicos — realizam
operacOes aritméticas entre os nimeros de Godel expressiveis em T, sendo assim funcées
aritméticas pertencentes a PA. Como explica o l6gico Craig Smorynski, existem dois tipos de
funcdo de substituicdao, que podem ser expressas de duas formas, sub(m, <x>, <t>) ou Sub(m,

<x>, n) respectivamente, tal que:

“[...] uma para substituir uma (o coédigo de uma) variavel livre por um (cédigo de
um) termo e um para substituir uma (o cédigo de uma) variavel livre pelo (cddigo de
um) numeral que supostamente designa o mesmo nimero designado pelo termo
dado. A anterior é necessaria, por exemplo, para reconhecer axiomas tais como
Vxpx — @t. Ambos podem ser utilizados para o lema diagonal. S6 que a dltima é
necessaria se queremos uma forma do lema diagonal com varidveis livres”.
(SMORYNSKI, 1977, p. 836, traducdo nossa)

53 Porém, aqui podemos destacar que a parte do exemplo que Jacquette critica Smullyan em (JACQUETTE,
2002, p. 69), ndo havia a intencdo de mostrar em si o método da diagonalizagdo, mas o fendmeno da
autorreferéncia por meio deste. Ha exemplos e outras demonstra¢cdes onde Smullyan mostra ndo negligenciar
este aspecto da autoinaplicabilidade do termo diagonalizavel.
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Ambas as aplicacoes acima referidas tém como valor o numero de Godel das
expressoes com as substituicdes ja instanciadas/realizadas. Assim, se analisarmos com
atencdo, a funcdo de substituicdo da varidvel pelo numeral é mais interessante a
diagonalizacdo porque podemos por meio ela acrescentar numerais que representam numeros
de Godel de determinadas formulas de PA, inclusive as que propriamente tratam conceitos
metamatematicos aritmeticamente. Aqui entra a definicdo de provabilidade de uma férmula ¢
em T. Como dito acima, a demonstrabilidade depende de outras defini¢des, como diz

Smorynski:

“A derivagdo de ¢ é uma sequéncia de férmulas tais que cada elemento da sequéncia
€ um axioma de T, um axioma légico, ou uma consequéncia por alguma regra légica
[inferéncia] de membros anteriores da sequéncia. Os axiomas légicos podem ser
tomados como primitivo recursivos no sentido de que o conjunto de cédigos de tais
axiomas é primitivo recursivo”. (SMORYNSKI, 1977, p. 837, traducdo nossa)

Posto que todos estes elementos que compdem a funcdo de demonstracao de alguma
proposicdao com numero de Gddel y sejam representaveis em T, i.e., capturaveis por funcoes
recursivas aritmeticamente, y é provavel se, e somente se, existe um numero de Godel que

representa aritmeticamente tal demonstracao. Ou seja:

Provi(y) « 3xPri(x, y)

J& definida a nocdo de provabilidade em T, voltemos a operacdo de substituicdo para
entendermos a sinergia de ambas no argumento diagonal. Podemos usar o exemplo em
(NAGEL e NEWMAN, 2001, p. 66) da féormula “existe um x tal que x é o sucessor imediato
de y”, Ax(x = Sy). Supondo que tenhamos seu nimero de Gddel <3x (x = Sy)> = m, podemos

substituir a variavel livre y pelo proprio niimero de Gédel de sua férmula, ou seja:

sub(m, <y>, m) = <3x(x = Sm)>

Generalizando este caso de substituicdo, podemos ter uma funcdo que substitui em
uma férmula y a variavel livre de nimero de Godel <y> pelo seu proprio numero y, i.e., sub(y,
<y>, y). Levando em conta que esta funcao também venha a ser aritmeticamente definivel e
supondo que ha substituicoes que podem ou ndo ser provaveis em T, temos a construcao da

proposicao S:
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S=_3x PrT(X, SUb(y, <y>s Y))

Tal que S significa que ndo existe uma prova em T para a férmula de nimero de Godel
expressa por sub(y, <y>, y), sendo y uma variavel livre. Considerando que S é definivel
aritmeticamente em T, ele tem necessariamente um nimero de Godel <S>. Portanto, se y =

<S>, entao temos que:

sub(<S>, <y>, <§>) « —3x Pri(x, sub(<S>, <y>, <S>)). Com G = sub(<S>, <y>, <§>)*%
G o —3x Pri(x,<G>)

Pois na substituicdio de y em S por <S>, constroi-se G que nada mais é que a
instanciacdo da prépria fungao de substituicdo da variavel livre y por <S>. Contudo, podemos
perceber que a sentenca G afirma sua propria indemonstrabilidade, portanto, se G for provavel
em T, sendo T consistente®, temos aqui uma contradicdo. E importante destacar o fato de que
a capturabilidade da provabilidade das sentencas em Provr é estritamente dependente do
aspecto recursivo das fungdes que o compdem, sendo que dentre as 46 defini¢Ges
apresentadas na prova de Godel, Provr é a dnica que ndo se pode afirmar como recursiva
(GODEL, 1931b, p. 270). Assim, observa-se que se — 3 xPr(x,<G>) for recursiva, G é
capturavel e o sistema T, por consequéncia, torna-se inconsistente. Portanto, sendo a fungao
substituicao que compode G recursiva, termos que Provrnao o é.

Prosseguindo a analise, tanto o primeiro requerimento destacado por Jacquette para a
diagonalizacdo — que €é o potencial da aplicacdo de uma designacdo em si mesmo — como sua
autoinaplicabilidade, sendo nos termos de Smullyan a substituicdo o predicado diagonalizador
da provabilidade em T, com G sendo o ponto fixo deste tltimo em T. Sobre a legitimidade
deste recurso e a semelhanca de G com paradoxos autorreferentes, Gédel comentou uma certa
discordancia com a maneira se lidarem com paradoxos no proprio Principia, alegando que a

impredicatividade ndo se aplica em seu caso:

54 Colocamos neste exemplo a fungdo sub(<S>, <y>, <S>) em itélico pois ele esta expressando ndo um numero
de Godel, mas a possivel proposicdo de T representada por este nimero.

55 No artigo original de Godel, ele ndo fala em consisténcia, mas em w-consisténcia ou consisténcia-d0mega, um
conceito um pouco mais forte do que o da consisténcia simples. Por uma definicdo negativa, o sistema T é dito
w-inconsistente quando, considerando uma funcao @(x) em T, T - Ix@(x), porém para cada numero natural n, ~
— ¢(n), ou seja, prova-se que existe um x tal que @(x) é valido em T, porém para cada caso individual, em
qualquer instanciagdo um nimero natural n em x faz com que @(n) ndo seja valida em T. Logo, o sistema T é ®-
consistente se e somente se ndo é w-inconsistente. Porém, em 1937 Barkley Rosser desenvolveu uma proposicao
que exige apenas a consisténcia simples de T, obtendo igualmente sua incompletude.
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“Vimos que no nosso sistema formal podemos construir proposicdes acerca do
sistema formal, algumas das quais podem ser demonstradas outras ndo, conforme o
que dizem acerca do sistema. Compararemos este fato com o célebre Paradoxo de
Epiménides (Der Lugner). A solugdo sugerida por Whitehead e Russell, a de uma
proposi¢do ndo poder dizer nada acerca de si propria, é demasiado drastica. Ja vimos
que podemos construir proposi¢oes que falam acerca de si préprias e de fato estas
proposicdes sdo proposicOes aritméticas que envolvem apenas funcgoes definidas
recursivamente e por isso sdo, sem divida, proposicdes com sentido. E mesmo
possivel, para qualquer propriedade metamatematica f que pode ser expressa no
sistema, construir uma proposicdo que diz acerca de si propria que tem essa
propriedade. [...] Esta construcdo s6 pode ser efetuada se a propriedade f pode ser
expressa no sistema e se o Paradoxo de Epiménides reside no fato de ndo ser
possivel para qualquer propriedade metamatematica”. (GODEL, 1934, p. 339-340)

Para Godel, visto que todas as funcGes metamatemadticas, transformacdes e operacoes

utilizadas em sua demonstracdo seriam construiveis, a conclusdao que podemos chegar é que

elas ndo sdo impredicativas nem desprovidas de sentido, e sua técnica de proposicoes

autorreferentes (ou autoinaplicaveis) legitima, claramente se enquadrando como aplicacao da

diagonalizacdo ndo topoldgica-matricial em foérmulas bem formadas de PA no sistema T.

Porém, ha outras sentencas indecidiveis que, mesmo com certas semelhancas e tendo o

mesmo propoésito de prova, ndo tem a mesma estrutura da sentenca original de Godel. Sao

estas sentengas que avaliaremos no proximo capitulo.
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3. DEPOIS DE GODEL: ASPECTOS DE SENTENCAS INDECIDIVEIS
PARADOXAIS EM SISTEMAS FORMAIS

Neste capitulo, investigaremos as diferentes sentencas descobertas baseadas em
diversos paradoxos da literatura. Observaremos como elas sdo construidas, suas
demonstrages e caracteristicas gerais, realizando analises comparativas tanto com a sentenca
e consequéncias da prova de Godel quanto umas com as outras, buscando compreender sua

estrutura e porque elas nao podem ser decididas dentro do sistema formal a qual pertencem.

Ha& dois momentos conhecidos na literatura nos quais Kurt Godel comenta sobre
sentencas indecidiveis de tipo paradoxal: a primeira em seu artigo canénico de 1931, quando
ao se referir a semelhanca de sua sentenca indecidivel ao Paradoxo do Mentiroso afirma em
uma nota de rodapé que “qualquer antinomia epistemoldgica pode ser usada para uma
demonstracdo andloga de ndo-demonstrabilidade” (GODEL, 1931a, p. 231) e em relato em
(CHAITIN, 1995, p. 26) de uma conversa com Gregory Chaitin, onde o cientista da
computacdo afirma que conseguiu demonstrar o Teorema da Incompletude baseada no
Paradoxo de Berry, Godel responde apenas que “[...] ndo importa qual paradoxo vocé usa”,
com Chaitin complementando ter uma interpretagcdo informacional-teorética da incompletude.
O artigo visa reunir as principais formalizacdes de sentencas indecidiveis baseadas em
diversos paradoxos desenvolvidas apos seu artigo de 1931, demonstrando suas convergéncias,
disting¢Ges e realizando um aprofundamento da alegada prova algoritmica da incompletude por
Chaitin em (CHAITIN, 1970), buscando ao final o que é e como podemos entender a natureza

da incompletude em sistemas formais, demonstrada por meio destas sentencas.

3.1 ESCLARECIMENTOS PRELIMINARES

Ha uma variedade de formas na literatura acerca do tema de expressar sentencas e
predicados em sistemas formais que contenham a Aritmética de Dedekind-Peano (doravante
PA). Aqui, optamos principalmente pelas notacdes utilizadas por Peter Smith em (SMITH,
2013), com pequenas modificacoes nas exposicoes de diversas sentencas de seus artigos
originais devido a isso. Ha uma série de detalhes técnicos que devem ser destacados ou

relembrados, mesmo sendo levemente expostos no capitulo anterior. Consideremos um
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sistema formal T que seja uma extensao primitiva recursiva da aritmética de Dedekind-Peano
(doravante PA) e contenha a linguagem de primeira ordem de PA a partir do conjunto de
simbolos L = {+, ., S, 0, <}, onde + e . sdo operacdes de soma e multiplicacdo, S é a funcao
undria de sucessor, 0 é uma constante e < uma relacdao binaria. Representaremos n ocorréncias
de S(S(S...S(0)...)) pelo numeral n, o nimero de Godel de uma férmula ¢ por N(¢) e o seu
numeral por <@>. |¢| representa o numeral do comprimento da féormula ¢. A linguagem da
légica proposicional serd padrdo, utilizando das variaveis proposicionais p, q, r... e dos

conectivos -, V, A, - e . O predicado de provabilidade em T de y, Prov+(y), onde:

Provi(y) « 3IxPr(x, y)

Lé-se acima como “a sentenca y tem uma demonstragdo se e somente se existe um X,
tal que x é o nimero de Godel de prova da sentenca de nimero de Godel y no sistema formal
T”. Assim, temos que uma férmula ¢ é provdvel em T, i.e., T - @, se e somente se sua
provabilidade for derivada em PA, T + Provr(<¢>), demonstrando-se o caso contrario, diz-se
que a sentenca é refutdvel em PA, e T - —¢. Desta forma, temos que uma sentenca é decidivel
em T se ela é provavel ou refutavel no sistema. Caso contrario, ela é indecidivel. Ou seja, uma
sentenca ¢ é indecidivel se, e somente se, ¢ nem —¢ sao provaveis em T. Definimos que uma
funcdo numérica de uma variavel f é capturdvel ou representdvel por @(x, y) em T se, e

somente se, para qualquer m, n:

i. se f(m) = n, entdo T + @(m, n), e;
ii. T = 3!y o(m, y), sendo m e n respectivamente os numerais de m enem PAe ‘3ly
o(y)’ abreviacdo de Iy (p(y) A Vv (¢(v) - v =y)), onde v é uma nova variavel para ¢ e

definindo que sé ha um valor possivel para y tal que y = n.

Das fungdes capturaveis em PA, uma relevante nas demonstracoes de indecidibilidade
€ a fungdo de substituigdo, expressa por sub(<¢>, <yy>, n), onde ha a substituicdo em uma
férmula ¢ que tenha a variavel livre y, pelo numeral n (no caso de ndo haver Yy, o resultado é
0 proprio <@>). Por ultimo, o chamado Teorema do Ponto Fixo ou Lema Diagonal é de grande

importancia em praticamente todas as sentencas que aqui serdo apresentadas:
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Lema Diagonal: Para alguma férmula ¢(x, y) de T na qual todas as variaveis livres estdo entre

X ey, existe uma formula de apenas uma variavel livre Yi(yo) tal que

THVX(PX) < o(x, <y(yo)>)

ou simplificada: para alguma férmula @(x) (com ao menos uma variavel livre) existe uma

sentenca [3 tal que:

TEB o o(<B>)

A partir destas informagdes que expdem os componentes técnicos mais basicos para definicao
e entendimento do tema, podemos apresentar as ideias de prova das sentencas indecidiveis
construidas com base em paradoxos, iniciando pelo aprimoramento da sentenca de Godel

realizada por Barkley Rosser.

3.2 OMEGA-CONSISTENCIA E SENTENCAS DE ROSSER

A crenca entre a comunidade matematica de que poderiamos dar respostas a todos os
seus problemas em aberto foi posto em xeque pelo primeiro Teorema da Incompletude de
Godel em seu artigo canonico de 1931. Porém, também houve fortes repercussdes na area que
buscava por meio do Projeto de Hilbert fundamentos sélidos para a Matematica com base no
uso de um corpo axiomatico e métodos finitarios com vistas a desenvolver uma prova de
consisténcia da Aritmética: o corolario extraido do primeiro teorema — o Teorema XI de

(GODEL, 1931a) intitulado de Segundo Teorema da Incompletude — onde Godel afirma:

“Seja k uma classe arbitraria de férmulas recursiva e consistente. Entdo a
proposi¢do que afirma que k é consistente ndo é k-demonstrdvel. Em particular, a
consisténcia de T ndo é demonstravel em T, supondo que T é consistente (caso
contrério, claro, toda proposicdo é demonstravel). (GODEL 1931b, 287-288)

Contudo, no Primeiro teorema considera-se o sistema formal T como w-consistente,

i.e., uma consisténcia mais forte na qual, como exposto em (BULDT, 2014):
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“O conceito de w-consisténcia captura a ideia que se uma sentenca é verdadeira e
derivavel para todos os numeros naturais, entdo o sistema formal ndo prova
formalmente a existéncia de um contraexemplo (devendo ser ele um nimero nao-
standard); resumindo, se - @(n), para todo n € N, then ¥ Ix-@(x). Note que a w-
consisténcia implica consisténcia por causa de ¥ Ix-(x = x).” (BULDT, 2014, p.
509, traducdo nossa).

Definindo-o negativamente, um sistema T € dito -inconsistente quando,
considerando uma funcdo @(x) em T, T+ I x@(x), porém para cada numeral n, - — @(n), ou
seja, prova-se que existe um x tal que ¢@(x) é valido em T, porém para cada caso individual,
em qualquer instanciacdo um numeral n em x faz com que @(n) ndo seja valida em T. Logo, o
sistema T é w-consistente se e somente se nao é w-inconsistente. Tal definicdo ndo gera
nenhuma complicacdo, jd que a w-consisténcia de um sistema implica sua consisténcia
simples. Contudo trata-se de uma artificialidade 16gica indesejavel, pela busca da consisténcia
da Aritmética ser absoluta e independente e incondicionada de outras teorias ou definicdes.
Em (ROSSER, 1936), o légico John Barkley Rosser construiu uma sentenca distinta e mais
complexa baseado no predicado de provabilidade de Godel Pr(x, y), em que podemos apenas
levar em conta a consisténcia simples, ou seja, um sistema T é simplesmente consistente se

ndo existe nenhuma féormula @(x) tal que @(x) e — @(x) sdo demonstraveis em T. Em termos

de Pri(x, y), define-se RProv:(x, y) como:

1. Provgr(X, y) =def Pri(x, y) A (Vz < x) -Prr(z,~y), sendo que
2. RProvi(y) = def AxProve((x, y), i.e.,
RProvr(y) =def 3x (Pri(X, y) A (Vz < X) =Prr(z,7y))

Explicando informalmente os predicados acima, o predicado de provabilidade de
Rosser define o que é uma R-prova em T quando existe uma demonstracdo de y com ntimero
de Godel x e ndo ha nenhum z que seja prova de sua negacao e tenha niimero de Gédel menor
ou igual a x. Assim, vamos expor a prova contida em (SMITH, 2013, pp. 188-189) em mais

detalhes:

O Teorema de Godel-Rosser: Em uma boa e consistente teoria T (na qual o minimo de
Aritmética é dado e ndo haja contradicOes em seu sistema, respectivamente) existe uma
sentenca y expressa em T tal que T -y « —-RProvr(<y>) - sendo y ponto fixo de —RProvr(x) -

onde T¥y e T¥ —y.
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Prova: Primeiramente, supomos que y é provavel. Temos assim que —RProv:(<y>)
também o é, portanto ha um numeral n tal que (i) T + Prr(n, <y>). Agora, sendo Ry provavel e
T consistente, -y seria improvavel. Portanto, ndo ha nenhum numeral que corresponda o
numero de Godel de -y, i.e, T+Vz =Pri(z,<-y>)). Contudo, desta ultima sentenca podemos
derivar uma sentenca mais fraca, onde ¥z < x, ndo ha prova de -, i.e, (ii)) T+ (Vz < n)
=Prr(z,<-y>)). Portanto, unindo conjuntivamente (i) e (ii), temos que T+ Prr(n, <y>) A (Vz <
n) —Prr(z,<-y>), logo RProvr(<y>). Contradicao.

Agora, consideremos —y provavel. Devido a T -y « —=RProvi(<y>), temos que (1) T
FRProvr(<y>). Sendo -y um teorema de T, temos um numeral m tal que T + Prr(m,<-y>).
Com T consistente, temos neste caso que T¥ y, portanto T + Vz-Pr(z,<y>), uma deducao
fraca deste tltimo é tomar qualquer numeral (neste caso, convencionalmente, temos m devido
a -y) tal que (Vz < m)-Pri(z<y>), e por manipulacbes ldgicas, chega-se em
TV z(Prr(z,<y>) —» (m < z)). Dedutivamente, de (2) e acrescentando ao consequente (1)
mantendo a verofuncionalidade, se segue que T+V z(Pri(z,<y>) — ((m < z) A Pri(m, <-y>))).
Substituindo o quantificador universal pelo existencial em z e o numeral m pela variavel x e

seu quantificador existencial, temos:

TF =3 z2-(Pri(z,<y>) - Ix((x £ z) A Pri(x, <y>)));
T =3 z(Pri(z,<y>)A ~3x((x < z) Pri(x, <-y>)));
Tr= 3 2(Pri(z,<y>) A Vx((x < z) =Pr(x, <-y>))), i,e.,
T + -RProvr(<y>) .

Contudo, este resultado entra em contradicdo com (1). Logo, T¥ —y.

O que temos aqui é que se tivermos uma Rosser-prova de y, implica termos também
uma prova de -y com nimero de G6del menor a de y e vice-versa. Porém, se T é consistente,
com cada sentenga ou sequéncia de formulas tendo sua prépria codificacdo e ndo havendo
nimero natural que, conjuntamente, seja maior e menor que outro, y e sua negacdo sdo
indemonstraveis e T, incompleto. Este arranjo l6gico-matematico que Rosser desenvolveu
sera utilizado em outras sentengas propositivas indecidiveis onde o sistema s6 precisa da
consisténcia simples.

A nocdo mais simples de consisténcia pode ser pressuposta com ganhos, porém
também ha certas perdas com isso. Uma delas é na prova do segundo teorema da
incompletude, corolario do primeiro, sobre a indemonstrabilidade da consisténcia de T em T,

pois duas das denominadas condi¢cdes de derivabilidade de Hilbert-Bernays-Lob (doravante



54

HBL) ndo sdo satisfeitas no predicado de Rosser, valendo apenas ao predicado Provr. Estas
condicOes foram apresentadas no livro Grundlagen der Mathematik (1939) por Paul Bernays
e David Hilbert, e aprimoradas posteriormente por Martin Hugo Léb em 1955 (SMITH, 2013,

p. 246). As trés condi¢oes minimas satisfeitas aplicadas em Provr sdo:

(i) se T @, entdao T F Provr(<e>);
(i) TF Provi(<¢ — y>) - (Prove(<¢>) — Provi(<y>)) e;
(iii) T = Provi(<@>) — Provr (<Provr(<¢@>)>).

No caso de RProvr s6 (i) é satisfeita. Através destas condicdes pode-se formalizar uma
l6gica modal da provabilidade e com isso, uma manipulacao simbdlica mais efetiva levando a
demonstracao do segundo teorema — sO feito posteriormente ao artigo canonico de Godel.

Este recurso sera utilizado adiante em sentengas com predicado Provr.

3.3 SENTENCAS DE TIPO-MENTIROSO

A sentenca indemonstravel de Godel do artigo de 1931 tem inspiracdo no paradoxo do
Mentiroso em sua estrutura sintdtica — um dos paradoxos mais antigos registrados —
substituindo a nocdo de verdade pela provabilidade em T. Porém, a partir deste paradoxo
foram sendo propostos outros semelhantes, seja para apontar ou evitar autorreferenciagao —
como os Liar cycles — e evitar circularidades — paradoxo de Yablo — seja para expor possiveis
inconsisténcias em determinados sistemas formais — como o caso do Paradoxo de Curry. Em
(KIKUCHI e KURAHASHI, 2016, p. 385) define-se o paradoxo de tipo-mentiroso (liar-type
paradox) como a lacuna entre a consisténcia da férmula p - -OJp e a inconsisténcia de p - —p,
onde [J é um predicado modal (em nosso caso, de provabilidade em T) de um sistema. Aqui,

veremos estes paradoxos expressos formalmente.

3.3.1 Paradoxo de Yablo

Comecaremos por este paradoxo devido ao seu desenvolvimento recente em (YABLO, 1993),

logicamente definido em (PRIEST, 1997) e (KETLAND, 2005) e mostrado como indecidivel
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quando formalizado em T por (CIESLINSKI e URBANIAK, 2013), servindo de base a outros
que serdao abordados aqui. Como um paradoxo de tipo-mentiroso com proposta de escape do

fendmeno da autorreferéncia, ele constitui-se de uma lista de infinitas sentencas na forma:

S(1) : Para todo k > 1, S(k) é falso

S(2) : Para todo k > 2, S(k) é falso
S(3) : Para todo k > 3, S(k) é falso

S(n) : Para todo k > n, S(k) é falso

Ou podemos ter uma expressao geral levando em conta o predicado veritativo, como
apresentado no proprio artigo de Ciersliski e Urbaniak: tendo n como qualquer ordinal de uma

lista infinita de sentencas na forma:
Sh = VX (Paii(x) - ~Tr(x)),

onde a extensao de Pn é a infinidade de sentencas a partir da ordem n {Sn, Sn+1, Sn+2...}.
Destarte, se formos adotar uma sentenca de ordem k da listagem e pressupormos
verdadeira, todas a partir da ordem k+1 serdo falsas, contudo estas outras sentengas também
afirmam que a sentenca abaixo delas na ordem também sdo falsas, sendo assim verdadeiras.
Contradicdo. Ja pressupondo a falsidade de uma sentenca de ordem k, deriva-se que existe
alguma sentenca m sendo m > k é verdadeira, gerando a contradicio que destacamos
anteriormente. Graham Priest analisou este paradoxo e argumentou que, levando em
consideracdo a existéncia de circularidade e autorreferéncia em certos predicados logicos pela
aplicacdo do Lema Diagonal, pode-se afirmar através de uma generalizacdo que ha um
predicado com ponto fixo, afirmando que o paradoxo tinha circularidade por envolver uma
autoinaplicacdo do valor k de um Sy nas sentencas subsequentes a Sy. Priest também sugeriu
em uma nota de rodapé em (PRIEST, 1997, p. 238) a possibilidade de transformar o paradoxo

em uma prova do teorema da incompletude. Jeffrey Ketland apresenta uma formalizacdao
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logica em PA por ponto fixo em que as sentencgas de Yablo sdo derivadas dela, denominada O

Principio Yablo de Ponto Fixo Uniforme:

PA F V(Y (X) & Vy>x-Sat(<Y (x)>,y)

Com a sentenca de Yablo Vy > x =Sat(<Y (x)>, y) significando que nenhum nimero maior
que x satisfaz a férmula com nimero de Godel <Y(x)> (KETLAND, 2005, p. 298).

Em (CIESLINSKI e URBANIAK, 2013), realiza-se a troca do predicado de
verdade/satisfatibilidade pelo de provabilidade em T e estende-se PA com o simbolo funcional
f, tal que tenhamos informalmente a fungdo f(n) < (Vx > n) Vy —Pr(y, f(x))>. Contudo,
utilizando a generalizacao pelo lema diagonal em cima da fungdo substituicdo e representando
a férmula de Yablo por Y(x), temos sua aritmetizacdao formal como Y(x) = Vy [y > x-» Vz
=Prr(z, sub(<Y(x)>,<x>,<y>))]. Supondo que esta féormula seja representavel em T e

tenhamos para algum numeral n T + Y(n), entdo:

()TFVyly>n - Yz -Pri(z, <Y(y)>], do qual podemos derivar

2 TF Vyly>n+tl » Yz -Pri(z, <Y(y)>]. De (1) derivamos também que
(3) T+ Vz =Pri(z, <Y (n+1)>). Porém, de (2) concluimos que

(4) TFY(n+1).

Assim, considerando que T é robusta o suficiente, temos que se (4), entdo podemos ter
a representacdo do predicado aritmético de prova em T de (4), ou seja, T - IzPr«(z, <Y

(n+1)>), o que contradiz (3). Na segunda parte da prova, considerando T - =Y (n):

TF-Vyly>n-Vz-Pri(z, <Y(y)>],ie., T+ Iy[y>n A Iz -Pr(z, <Y(y)>].

Portanto, ha algum numeral k tal que T - k > n A 3z Pri(z, <Y(k)>); entdo T -3z Pr(z,
<Y(k)>). Em um sistema bom e consistente como T, se temos a prova de um predicado Y (k)
significa que podemos deriva-lo neste sistema. Ou seja, T ~ Y(k), repetindo-se o mesmo
raciocinio da primeira parte da prova. Portanto T# Y(n) e T¥ —Y(n) para todo n.

Da conclusdo acima, considerando T boa e as condi¢oes de derivabilidade de Hilbert-

Bernays-Lob, segue-se o teorema:

THVx(Y(X) « Con(T))
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onde Con(T) expressa a consisténcia em T do proprio sistema, que pode ser descrita da mais
simples forma como —~3xPrr(x, <_|.>) em PA ou —Prov(<_l.>), tal que o simbolo _|. seja
definido como qualquer sentenca refutavel, como 0 = 1 ou 2+2 = 5, este dltimo destacado em

(BOOLOS, 1994, p. 413). Mostremos a primeira parte da demonstragao:

1. T+ - Y(x+1) - uma tautologia da légica classica;

2. T+ Provr (<_L. - Y(x+1)>) - aplicagdo de (i) em (1);

T+ Provr (<_L. - Y(x+1)>) - (Provs (<_.>) - Prov(<Y(x+1)>) - diretamente de
(ii) em (2);

T+ Provr (<_L>) - Provr (<Y(x+1)>) - de (2) e (3), por modus ponens;

w

T + =Provr (<Y(x+1)>) — =Provr (<_L.>) - contrapositiva de (4);

T = =Provy (<Y(x+1)>) —» Con(T) - substituindo em (4) por definigao;
TFY(x) - —Provr (<Y(x+1)>) - segue-se da definicao de Y (x);

TrF Y(x) - Con (T) - de (7) e (8).

©® N o U A

A outra parte — que demonstra Con(T) - Y(x) - é mais longa, porém so
demonstraremos o primeiro por questao didatica, pois este modelo de prova em conjunto a
aplicacao das condicoes de derivabilidade HBL serdo vistas logo a seguir. O teorema acima
leva a um coroldrio interessante: se x é uma variavel qualquer, podendo derivar qualquer
numeral dela, entdo T F VxVy (Y(x) = Y(y)). Ou seja, independentemente da substituicao de
x e y, com uma extensdo de T com uma sentenca de Yablo Y(n), conseguimos derivar
qualquer outra sentenca Y(m), seja o numeral m maior ou menor que n. Ha também em
(CIESLINSKI e URBANIAK, 2013) versoes da representabilidade do Paradoxo de Yablo em
PA por meio de sentencas existenciais — expressas como E(n) - onde, de fato, trata-se de uma
lista de infinitas sentencas que sdo negacOes das primeiras apresentadas. Ou seja, se foi
provado que as sentencas de Yablo formalizadas sdo indecidiveis em PA, segue como
corolario que uma lista de sentencas negativas também seria, pois E(n) = =Y (n). Ha também o

enquadramento do paradoxo ao predicado de Rosser, onde ndo ha nenhuma distincdo
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significativa além de ndo se aplicarem as sentencas as condi¢coes de derivabilidade HBL, e
portanto tais teoremas e corolarios ndo se aplicam®.

Um comentario a se fazer é que a formalizacdo do Paradoxo de Yablo é a primeira a
produzir uma infinidade de sentencas indecidiveis em PA, fazendo isso por meio da distingdo
na aplicacdo da propria fungdo substituicdo, ndao de uma variavel por um numeral que é seu
proprio nimero de Gddel — como na sentenca G — mas de uma variavel ligada por outra,
derivando na férmula resultante desta substituicdo sentencas com varidveis ligadas a numerais
pelas quais somos levados a contradicdo se assumirmos como demonstravel em T de qualquer
instancia da férmula ou sua negacdo. Ainda ha discussdes sobre a legitimidade da ndo-
circularidade reivindicada por Yablo, e até o questionamento sobre o que seria ou nao
circularidade®, porém a realizagdo de sua diagonalizacdo ndo deixa duvidas acerca de sua

formalizacdo ser indecidivel pelos mesmos meios da sentenca de Godel.

3.3.2 Paradoxo de Curry

O paradoxo de Curry tem vertentes tanto tedrica conjuntiva ou sintatica — set theoretic
— quanto veritativa ou semantica — truth theoretic®®. Porém, como exposto em (KIKUCHI e
KURAHASHI, 2016, p. 387) resume-se a autorreferencialidade de uma sentenca S
equivalente a afirmacdo de que se ela mesma S é verdadeira, entdo uma sentenca arbitraria X
se segue, ou seja, proposicionalmente: (S = S - X). Se X for uma falsidade, leva a
inconsisténcia sem qualquer problema dedutivo aparente. Contudo, na ideia de expressar uma
formalizacdo do paradoxo em PA, a vertente tedrico-veritativa se apresenta, pois ha
considerado aqui inicialmente o predicado de verdade (relacionado a demonstrabilidade do
sistema formal estabelecido), porém obtemos resultados por meio de fungdes recursivas e
calculo 1égico, ou seja, por pura manipulagdo simbélica e de aspecto sintatico. Expresso por
meio do lema diagonal, temos T+ ¢  (Provr(<¢>) - f1(B)), com fr sendo uma funcao em T

e a realizacdo de B inconsistente na logica proposicional. Tomemos T como um sistema

56 No artigo (KURAHASHI, 2014) temos o desenvolvimento das sentencgas de Yablo com o predicado de Rosser
por duas formalizagdes distintas, bem como suas propriedades com os predicados de prova simples e com a
expressdo de demonstragao da consisténcia de T.

57 Ver (SORENSEN, 1998) e (BEALL, 2001) e (COOK, 2014, cap. 2)

58 Uma explicacdo da versdo tetrica conjuntiva orientada pelo Paradoxo de Russell pode ser vista em (MEYER,
ROUTLEY e DUNN, 1979). A versdo mais divulgada e demonstrada baseada no Principio da Contracdo (onde A
e B sdo férmulas, entdo (A - (A -B)) - (A - B))) encontra-se no artigo canone (CURRY, 1942). Uma
abordagem geral do paradoxo encontra-se em (SHAPIRO e BEALL, 2017).
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formal recursivamente axiomatizavel, bom — que contenha o minimo de Aritmética (PA) - e
consistente. Vamos substituir a nocdo de verdade utilizada no paradoxo pela nocao de
provabilidade em T, tal que se uma sentenca A temos que T + A, entdo T = I xPrr(x, <A>),
sendo <A> o numero de Godel da sentenca A.

Assim, formalizando o paradoxo, consideremos a férmula:

Ax(Pr(x, y) - JzPri(z, < (0 = 1) >))

que significa: se existir uma prova de y, entdao existe um nimero que represente uma prova de
(0 = 1) em T. Se substituirmos a variavel y na férmula S pelo nimero de Godel referente a
diagonalizacdo da fungdo de substituicdo, teremos como expressao a sentenca S = Ix(Pr(x,
sub(y, <y>, y)) — 3zPri«(z, < (0 = 1) >)). Considerando S aritmetizavel, ela tem por
consequéncia um numero de Godel <S>. Substituindo a varidavel y por <S>, obtemos a
sentenca C, tal que C = Ix(Provr(x, sub(<S>, <y>, <S§>)) - FzProv(z, < (0 = 1) >)), i.e.,
sub(<S>, <y>, <S>) é justamente o nimero de Godel de C*°, logo o lema diagonal tipo-Curry

fica:

C o (Fx(Pre(x, <C>) » JzPri(z, < (0=1)>)) (DC)

Na primeira parte da prova,, seja T - C. Portanto, haveria um numeral n tal que:

THC o (3x(Pri(x, <C>) —» JzPr(z, < (0 =1) >));

TFC;

T+ 3x(Pr(x, <C>) - JzPr(z, < (0 = 1) >), por modus ponens de (1) e (2);
T+ Prr(n, <C>), por (i) em (2);

T+ I x(Prr(x, <C>), por generalizacao existencial de (4)

e ok w e

T+ 3zPrr(z, < (0 = 1) >), por modus ponens de (3) e (5).

59 Aqui, devemos ter cautela, pois ha a substituicdo de toda variavel y da féormula de S, e se houver em JzPr:(z,
< (0 = 1) >) qualquer variavel y, ela serd substituida, o que descaracterizaria parte da propria féormula e o
resultado autorreferente.
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Ou seja, ha um numeral k tal que Prr(k, < (0 = 1) >), representando a prova de (0 = 1) em PA.
Porém, sendo T consistente, isso levaria a uma contradicdo. Logo T ¥ C. Agora, se —C for

provavel em T:

1. T--C

2. T+ Pre(n, <2C>), (i) em (1);

3. TF-C o =(3x(Pri(x, <C>) - JzPri(z, < (0 = 1) >)), transformacdo em (DC);
4. T+ Ax(Pri(x, <C>) A =3zPr(z, < (0 = 1) >)), modus ponens de (1) e (3) ;

5. T+ IxPre(x, <C>).

Portanto, sendo T correto, existe uma prova tanto para —~C quanto para C em T. Contradicdo.
Desta maneira, sendo T w-consistente, T ¥ —C, sendo C verdadeira® porém ndo demonstravel
em T.

Ha um fato interessante de conseguirmos extrair como corolario o segundo teorema da
incompletude por meio de C, tal como na sentenca de Gddel, mostrando status epistémico
semelhante a G. Para facilitar a visualizacdo da demonstragdo, utilizaremos a notagao
resumida Op indicando o predicado de provabilidade Prov+(<p>), equivalente ao utilizado em
(BOOLQS, 1994) e (SMITH, 2013, cap. 33), em conjunto com as regras derivabilidade de

Hilbert-Bernays-L&b abaixo representadas:

i)se T+pentdo T+ Llp;
i) TH(O@p - q) - (Op - Oqg));
iii) T+ (Op — OOp).

Considere novamente Con(T) a sentenca expressando a consisténcia de T, que neste
caso serd simbolizada por =) _|.), sendo _|. uma sentenca refutdvel como 1=0 ou 2+2=5.
Assim, inicialmente, em vez de termos a sentenca diagonal anterior (DC), temos a sentenca

equivalente C « ((C) - O(_L)). Eis a prova:

60 A sentencga C é interpretada como “se sou demonstravel, entdo ha prova de uma contradicao em T”. Ela pode
ser interpretada também como uma disjungdo que literalmente diz “ndo ha demonstracdo de que deriva-se de
mim uma contradicdo (eu sou indemonstravel) ou ha demonstracdo de uma contradicdo em T”. Como ela é
indemonstravel, acaba por ser verdadeira.
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1) T+(OC - O(_L)) - C, derivando de (DC);

2) T+ (=LC - Q), derivando de (1);

3) T+ UJ(-UC - C) - (U-UC - UIC), aplicando (i) e (ii) em (2);

4) T+ -UC - [LC, modus ponens em (3);

5 T--0C - (dC - _), uma tautologia;

6) T+O-OC - (OC - 1)) - (O-0C - OAcC - L)), aplicando (i) e (ii) em (5);
7) T+ O-0C - OEC - _L), modus ponens em (6);

8) TH(OC - 1) - @C - O(_L)), (ii) em (7);

9) T+ [-OC - (@C - O(L)), (7) e (8);

10) T+ OC - COC, (iii) em C;

1) T+ O-0C - OOC, @) e (10);

12) T+ O=-0C - (L), (9) e (11);

13) T+ _|. - ~0C, uma tautologia;

14)T+OCL - -0OC) - (@ L) - O-3Q)), (i) e (i) em (13);

15) T+ J(_L.) - O+0C, modus ponens em (14);

16) T+ O-0C « O(_L), (12) e (15);

17)T+C - ([@C) - O(_L)), derivando de (DC);

18) T+=[(L) -» (C - ~0C), transformagdes de (17);

19) se T+ -[1(_L.), entdo;

20) T+ C - -[IC, modus ponens de (18) e (19);

21) T+ -0C o C, (2) e (20);

22) T+ [J=-0C « [LIC, aplicando (i) e (ii) e modus ponens nas derivagoes de (20);
23) T+ O(L) - OC, (16) e (20);

24) T+- (L) « -0OC, contrapositiva de (22);

25) T + =[1C, modus ponens de (23) e (19);

26) T+ -[-0C  —0O(_L), contrapositiva de (16);

27) T +=[1=[]C, modus ponens de (26) e (19);

28) Porém, T + [1-[1C, aplicando (i) em (25);

29) T+ --0C A O-OC, (27) e (28), onde temos uma contradi¢do. Como T ¥_|_;
30) T ¥ =[J(_), i.e. T ¥ Con(T).
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Se observarmos a prova simplificada do segundo teorema oferecida em (BOOLOS,
1994), ela é mais reduzida devido justamente ao lema diagonal relativo a sentenca indecidivel
ser mais “direto”. Podemos observar uma versao fraca do lema considerando a contrapositiva
de (4), que seria a diagonalizacdao parcial da sentenca —{JC, como T + -00C - -[-C.
Porém, o lema diagonal completo em C sé aparece dependente da suposicdo da validade de T
+=(_L) em (21), ou seja, o segundo teorema pode ser demonstrado ndo necessariamente
com lemas diagonais explicitos as sentencas indecidiveis, mas implicitos na prépria

consideracao da demonstracao em T da indemonstrabilidade da consisténcia de T.

3.3.3 Variantes do Paradoxo do Prefacio

O exemplo mais divulgado do paradoxo/ do prefacio trata de um especialista que
resolve escrever um livro acerca da sua expertise, porém no prefacio — devido a crenca de que
todos estamos sujeitos a alguns graus de falibilidade, independente de quanto saibamos — acha
prudente acrescentar uma sentenca P, afirmando que pode haver algum erro ou falsidade no
livro, incidindo rigorosamente em sua incoeréncia, pois se a sentenca do prefacio for
verdadeira, hd ao menos uma falsidade, e se ndo houver, a propria sentenca P seria falsa®. O
paradoxo expde como, dentro de um conjunto substancial de sentengas propositivas que
consideramos verdadeiras, podemos ter inclusa a crenga racional de que alguma daquelas
sentencas é falsa, mesmo que esta afirmacdo leve a uma inconsisténcia do préprio sistema de
crencas. Mesmo sendo de natureza mais epistémica e doxastica, variantes do Paradoxo do
Prefacio podem ser formalizadas em PA utilizando a mesma técnica que fora utilizada no
paradoxo de Yablo. Em (CHENG, 2016) sao oferecidas trés variantes infinitarias, onde suas

tradugoes informais, porém modificadas para referirem-se a sentencas e ndo pessoas, sao:

A. Alguma sentenca € falsa;
B. Alguma outra sentenca é falsa;

C. Algumas sentencas sdo falsas.

61 O topico geral acerca do tema com explicacdes e propostas de resolucdo do paradoxo encontram-se em
(JACQUETTE, 2008).
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Em (A), se a afirmacdo por todos de “alguma sentenca é falsa” for verdadeira, entdo
em ao menos um caso a alegacao de alguma sentenca ser falsa é falsa, i.e., sua negacdo —
ninguém esta errado — sera verdadeira. Porém, temos uma contradi¢cdo. Se admitirmos que
nenhuma € falsa, entdo todas serdo falsas: contradicdo, dando legitimidade ao paradoxo. No
caso de (B), o paradoxo ndo se apresenta se houver apenas uma sentenca falsa dentre as
outras, pois o conjunto de afirmagoes torna-se consistente. Porém, ndo ha como rastrear quem
mentird, pois as afirmacdes sdo idénticas e seu valor de verdade acaba sendo arbitrario, tal
como no Paradoxo True Teller (CHENG, 2016, p. 4). Na sentenca (C), supde-se que a
enésima sentenca afirme que ha ao menos n sentencgas falsas. Vemos que se ela for verdadeira,
todas as sentencas anteriores a n serao verdadeiras. Porém, se ela for falsa, todas as sentengas
posteriores também serdao. Supondo que ndo haja contradi¢Ges, logicamente a primeira
sentenca sempre sera verdadeira, pois se for falsa ela mesmo se confirma verdadeira,
contradizendo-se. Portanto, vamos supor que a k-ésima sentenca é a primeira falsa. Se for,
todas apos ela também serdo. Contudo, passara de mais de k sentencas, sendo ela verdadeira.

Contradicdo. Desta forma caracterizam-se os trés paradoxos.

A formalizacdo de (A) é dado pela férmula:

Fz(Provr(neg(sub(y, <x>, <z>)))) A (0 <x)

Onde neg(<a>) = <-a>, i.e., o numero de Gddel da negacdo da férmula a, existindo

uma férmula aberta P(x) pelo lema diagonal tal que:

TrFP(x) « Jz(Provi(neg(sub(<P(x)>, <x>, <z>)))) A (0 < x);
TrHP(X) o Jz(Provi(<-P(z)>)) 4. (A’)

Em (A’), para qualquer numeral k, provaremos que P(k) é indecidivel. Se
consideramos P(k) provavel, entdo se segue que 3z(Prov(<-P(z)>)). Supondo que é o valor n
que satisfaz a sentenca, temos que Provi(<-P(n)>) é provavel. Sendo T correta, T + —P(n).
Substituindo x por n, segue-se que ~3z(Prov(<-P(z)>)). Contradi¢ao. Agora, supondo —P(k)

provavel, temos:

T+ -P(xX) o -3 z(Provi(<-P(z)>)), derivacao e contrapositiva em (A’);



64

T+ =P(k) o =3 z(Provi(<-P(z)>)), substituicao de x pelo numeral k;
T + V z-(Provr(<=P(z)>)), por modus ponens e transformacao;

T + =Provr(<-P(k)>)), por instanciacdo universal;

T + Provr(<—P(k)>)), por (i) em —P(k); contradicao.

No caso de (B) a formalizacao é ligeiramente diferente devido a exclusdo da propria
sentenca do escopo representavel por ela, ou seja, deve-se expressar que a sentenca € acerca

de outras que ndo ela mesma, portanto:

Az(z#x A Provr(neg(sub(y, <x>, <z>))))
Nomeando e aplicando o lema diagonal na férmula aberta Q(x) acima, temos:
THQ(x) « Jz(z#x A Provi(<-Q(z)>)) 4. (B’)

A prova da indecidibilidade se da para qualquer valor k de Q(k), porém ha um fato curioso
que a envolve: ela necessita do segundo teorema da incompletude para que provemos ser
indecidivel. Vamos inicialmente supor que -Q(k) é provavel em T, ou seja, Q(k) é refutavel.

Segue-se que:

TF-Q(k) ~ =3z(z#x A Provi(<—Q(z)>)), derivando de (B’) e por modus ponens;
T+ =3 z(z#x AProvi(<-Q(z)>));
T+ Vz(zzk —» —Provi<-Q(z)>)).

Consequentemente, aplicando instanciacdo universal em z por qualquer numeral n
diferente de k temos como resultado —Provr(<-Q(n)>)). Porém, de acordo com (i), se T +
=Q(k), entdo Provr(<-Q(k)>)). Ou seja, se houver outra sentenca Q(m) refutavel em T,
obviamente sendo m distinto de k, T seria inconsistente, pois teriamos como resultado dado T
F =Q(m), —Provi(<-Q(k)>)), e o mesmo caso em k. Logo, podemos entender que se T é
consistente, s6 ha uma sentenca tal que Q(k) é falsa, sendo todas as outras verdadeiras. Desta
maneira, quando temos por consequéncia T F =Prov(<—Q(n)>)), esta sentenca é equivalente a
demonstrabilidade da consisténcia de T, que sabemos por meio do segundo teorema da
incompletude ser indemonstravel em T. Este raciocinio se aplica inclusive a qualquer valor
que substituamos em x, pois se pressupormos T + =Q(n), sendo Q(n) verdadeiro, temos por

consequéncia T + =Prov:(<—Q(k)>)) - sendo =Q(k) verdadeiro, isto reforca a incompletude de
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T — e sabendo pelo segundo teorema que nao temos como obter T = —Prov(<-Q(n)>)), entao
T ¥ =Q(k) para todo valor de k.

Agora, pressupondo que T F Q(k), por modus ponens Iz(zzx A Provi(<-Q(z)>)).
Isto significa que temos um numeral n tal que T F -Q(n), incidindo na indecidibilidade
exposta ja na primeira parte da prova, portanto T ¥ Q(k) para todo valor de k, como queriamos
demostrar. O paradoxo (B) tem um fator interessante a ser apontado de que a indecidibilidade
de suas instancias esta no fato de ndo termos como rastrear o valor de verdade das Q(k) em T,
ndo em sua prova por contradicao, fazendo-a depender diretamente da indemonstrabilidade da
consisténcia de T para obtermos o resultado, o que ndo é claro no artigo original de Cheng.

Agora o caso de (C) é um pouco mais complexo, pois demanda algumas defini¢des a
mais. Seja Hs(x) a representacdo de uma sequéncia com k nimeros naturais distintos uns dos
outros onde x é seu numero de Godel. Esta sequéncia é denominada de heterosequéncia de
comprimento k, tal que cada elemento desta sequéncia pode também ser identificado por
codificacdo especifica. A férmula que buscamos, denominada R(k), permite estabelecer que
um elemento t de uma heterosequéncia de cédigo p e comprimento k+1 leve a demonstragao
que a prépria formula com numero de Godel t, i.e., R(t) seja refutdvel de maneira que,
generalizando, cada elemento da heterosequéncia estabelecida tenham por consequéncia este
fim, ou seja, a prova da negacao de uma heterosequéncia com seu valor numérico. Temos

assim a seguinte formalizagao:

Jz(Hs(z) A (I(z) = Sx) A (Vt<z) (Ele (t, z) —» Provr(neg(sub(y, <x>, <t>)))))

Onde 1(z) é a representacdo do comprimento da heterosequéncia de niumero de Godel z, Sx é o
numeral sucessor de x, ou seja, x+1, e Ele(t, z) é a representacdo do elemento t em z.

Aplicando o lema diagonal na fungdo substituicdo com variavel livre y, temos:

THR(X) o 3z(Hs(z) A (I(z) =Sx) A (Vt<z) (Ele(t, z) —» Provi(<=R(t)>))) 4. (C)

A interpretacdo da formula composta R(x) é que ela é provavel se e somente se ha uma
heterosequéncia de comprimento x+1 tal que de cada valor dos elementos da sequéncia segue-

se a prova de que a instancia da férmula com estes valores é refutavel (lembrando que os
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valores dos elementos sdao nimeros naturais, distintos uns dos outros). Assim, a partir de (C’)

temos que se m < n, entdo T F R(n) — R(m). Eis a prova. Supondo que T + R(n), entdo:

T+ Jz(Hs(z) A (I(z) =Sn) A (Vt<z) (Ele(t, z) - Provry(<-R(t)>))), portanto, ha um
numeral N tal que;
THHs(N) A (I(N) =Sn) A (Vt<N) (Ele(t, N) > Provr(<-R(t)>))).

Por esta ultima sentenca ter n+1 elementos, considerando que m< n, podemos escolher m+1
destes e fazer uma nova heterosequéncia de cédigo M, onde Hs(M), (I(M) = Sm) e (Vt<M)
(Ele(t, M) - Provri(<—R(t)>))) - Este ultimo por Ele(t, M) — Ele(t, N) por provavel em T, se
seguindo modus ponens a Ele(t, N) — Provr(<-R(t)>) - pelos elementos estarem contidos em

N e devido a isso, a propriedade de ser uma heterosequéncia é preservada. Logo:

THHs(M) A (IM) =Sm) A (Vt<M) (Ele(t, M) - Provr(<-R(t)>)));

T + R(m), e pelos termos de R(m) serem uma derivacao logica de R(n), entdo; T +

R(n) - R(m) - (C1).

Podemos observar também que se segue pela contrapositiva que T - -R(m) - —R(n)
(C2). Assim, obtemos as caracteristicas identificadas pelo paradoxo expresso em (C) que, se a
k-ésima sentenca for verdadeira, entdo todas anteriores a ela serdo e, se for falsa, todas
posteriores a ela também serdo. Assim obtemos o teorema de que para qualquer numeral n,
R(n) é indecidivel. Eis a prova. Suponha que T +~ —R(n). Por (C2) temos que todas as
sentencas —R(p) tal que n < p sdo provaveis em T. Portanto, se “R(n+1), =R(n+2), ...,mR(2n)
sdo provaveis, de acordo com (i), entdo Provi(<-R(n)>), Provi(<-R(n+1)>),
Provi(<=R(n+2)>), ..., Provy(<-R(2n)>) também sdo. Considere ¢ o numero de Godel da
heterosequéncia (n, n+1, n+2,..., 2n). As sentencas Hs(c), I(c) = Sn e (Vt < ¢) (Ele(t, ¢) —

Provr(<-R(t)>)) sdo provaveis, o que implica em:

T+ Hs(c) A (I(c) =Sn) A (Vt<c) (Ele(t, ¢) » Provi(<-R(t)>))), modus ponens em

(9%
T = R(n). Contradicdo.

Agora, com T F R(n), temos que:
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T+ Fz(Hs(z) A ((z) = Sn) A (Vt < z) (Ele(t, z) —» Provs(<-R(t)>))), por
instanciacao existencial;

T+ Hs(c) A (I(c) =Sn) A (Vt<c) (Ele(t, ¢) - Prov(<-R(t)>))), por eliminacdo de
conjuncoes, fica;

TH(Vt<c)(Ele(t, c) » Provr(<-R(t)>))).

Deste modo, temos que T + Provi(<-R(w)>))), onde w é a codificacdo do primeiro
elemento da heterosequéncia codificada por c. Contudo, considerando T correta, temos T +
R(w), com o mesmo resultado contraditorio da primeira parte da prova. Logo, T ¥ R(n) e T ¥
-R(n) para qualquer valor de n. As variantes do paradoxo do prefacio tém uma mesma ideia
de derivar em suas provas a capturabilidade de uma sentenca de Godel da negacdo de uma
instanciacdo de seu proprio predicado, cada uma com propriedades a serem reproduzidas que

caracterizam seus paradoxos.

3.3.4 Ciclo do Mentiroso

As sentencas acima se assemelham ao ciclo do mentiroso (The Liar cycles). Porém,
todos os exemplos sdo de ordem infinitaria. Para mostrarmos que o paradoxo do ciclo do
mentiroso também tem uma formalizacdo finitaria adequada, devemos entender como ele se
forma. Esta variante mais simples e conhecida abaixo® é chamada de “paradoxo do cartdo
postal” em (HAACK, 2002, p. 186). Temos duas pessoas, A e B, onde as duas sentengas LA e

LB enunciadas por eles, respectivamente, sao:

LA: A sentenca LB é verdadeira;
LB: A sentenca LA é falsa.

Vemos rapidamente que independente do valor de verdade que atribuimos as duas
sentencas, elas sempre entrardo em contradi¢do. Para desenvolver sentencas em PA que
reproduzam tal paradoxo semantico, devemos observar que o contetido de uma sentencga faz
parte da outra, porém com variaveis livres e ligadas invertidas. Portanto, tomemos JA e JB,

respectivamente, como férmulas semelhantes a de Gédel da forma:

62 Este é um problema que era denominado no periodo medieval, tal como outros paradoxos, de insoltveis
(insolubilia), referido inicialmente pelo filésofo Jean Buridan no capitulo oito de sua obra, Sophismata e sendo
retomado em discussdo por (ANDERSON, 1971, p. 20).
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3x(Prr(x, inv(neg(sub(y, <y>, y))), <x>, <y>))
-~Jy(Pr(y, inv(neg(sub(x, <x>, X))), <y>, <x>))

onde inv(<L>, <a>, <b>) é uma funcdo aritmética constituida por funcées de substituicao
encadeadas por recursao, tal que inv(<L>, <a>, <b>) = def
sub(sub(sub(<L>,<b><c>),<a>,<b>),<c>,<a>), sendo ¢ uma varidvel arbitraria nao
pertencente a sentenca I. Substituindo em JA e JB as variaveis livres por <JA> e <JB>,

obtemos:

Ix(Pr(x, inv(neg(sub(<Ja>, <y>, <JA>))), <x>, <y>));

~3y(Pri(y, inv(neg(sub(<JB>, <x>, <JB>))), <y>, <x>)).

Denominando tais sentencas de LA e LB, vemos que suas substituicoes incidem no argumento
diagonal, autorreferenciando-se. Porém, a fungdo inversao garante que as varidveis x e y
sejam trocadas. Esta tatica utilizada foi inspirada pela nocdo abstrata de referéncia cruzada
(cross reference) e propriedades da dupla recursdo apresentadas e desenvolvidas em
(SMULLYAN, 1994). Assim, temos:

LA o 3x(Pri(x, inv(<—LA>, <x>, <y>)))

LB « —-3y(Pr:(y, inv(<-LB>, <y>, <x>)))

Desta forma, aplicando a fungdo inversdo em LA na codificacdo de sua negacao,
obtemos como resultado a sentenca LB, devido a dois detalhes importantes: primeiro, a
diagonalizacdo da funcdo substituicdo sub(y, <y>, y), devido a inversdo, sera implementada
aritmeticamente pela codificacdo da varidavel a que foi substituida, i.e., sub(x, <x>, x).
Segundo, uma 6bvia propriedade da funcdo inversdao é a igualdade inv(<S>, <a>, <b>) =

inv(<S>, <b>, <a>). O mesmo argumento vale a LB, ou seja:

(1) T-LA o 3x Pre(x, <LB>) ou T - LA « Provr(<LB>)
(2) TFLB « -3y Pri(y, <LA>) ou T+ LB « —Provr(<LA>)

Agora, vamos ao entendimento das partes da prova. Para concluirmos que ambas as
sentencas sao indecidiveis, devemos provar que todas as possibilidades de arranjo das

sentencas LA e LB em T levardo a contradicdo. Neste caso, como sdao duas sentengas, ha de se
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supor quatro arranjos possiveis envolvendo as sentencas e suas negacdes. Logo, temos
inicialmente T - LA e T - LB. Se tenho LA, entdo ha um numeral n, tal que Prr (n, <LA>).
Porém, de acordo com (2), por termos LB, entdo —3yPr(y, <LA>), isso acarreta em uma -
inconsisténcia. A segunda parte tem T + LA e T - -LB. A segunda parte tem T+ LA e T +
-LB. Por (1) e modus ponens com LA, temos 3x Pri(x, <LB>), e se T - -LB, entdo ha um m
tal que Prr(m, <-LB>). Considerando T correta, derivariam em T tanto LB quanto sua
negacdo. Contradicdao. Considerando T - =LA e T + LB, por (1) e modus ponens com LA,
temos T + - 3xPrr(x, <LB>), porém, T - LB e ha um p tal que T - Prr(p, <LB>), incidindo em
w-inconsisténcia. Por ultimo, T +-LA e T = -LB. Em (2), por modus ponens com —LB temos
Ay Pri(y, <LA>), e se T + =LA, entdo temos um numeral q onde T - Prr (q, < -LA>), incidindo
em contradicdao tal como na segunda parte da prova. Admitindo que T é w-consistente em
todos os casos, entdao T ¥ LA e T ¥ LB, tal como T ¥ -LA e T ¥ -LB, como queriamos
demonstrar.

A partir deste resultado, apontaremos dois fatos interessantes. Um deles é que LB é
verdadeiro, porém LA é falsa! Entdo, neste caso as sentencas indemonstraveis em T porém
verdadeiras seriam —LA e LB. Outro fato é que podemos implementar o predicado de Rosser
para obter o resultado considerando apenas consisténcia simples sem problemas, posto que
utilizamos somente a primeira condi¢do de derivabilidade HBL e a prova surge tal como na

sentenca de Godel, porém com o dobro de etapas necessarias.

3.4 SENTENCAS DO TIPO-BERRY

As sentencas indecidiveis que trataremos agora sao baseadas no chamado Paradoxo de
Berry. A primeira versao deste paradoxo foi apresentada por Bertrand Russell em (RUSSELL,
1908), atribuindo sua elaboracao ao bibliotecario da Universidade de Oxford da época, Mr. G.
G. Berry. Sua enunciacdo adaptada tem por base a sentenga que define um numero inteiro
como “o menor nimero inteiro ndo-nomeavel com menos de doze palavras”. A definicao dada
tem onze palavras, ou seja, todo primeiro niimero ndao-nomeavel com menos de doze palavras
sera nomeavel por esta sentenca que tem menos de doze palavras. Portanto, temos uma
contradicdo. Claro, podemos tal qual foi feito com o Paradoxo de Richard apontar que este é

um problema linguistico, ndo matematico de fato. A questdo aqui € estabelecer uma
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caracterizacdo formalizada de um tipo de definicdo semelhante e expressar o paradoxo por

meio dela.

3.4.1 Caracteristica Principal

De acordo com (KIKUCHI e KURAHASHI, 2015) as sentencas do tipo Berry se
diferem do Mentiroso pela ultima ter autorreferenciacdo explicita, enquanto a primeira

encontra-se implicita:

“Um [tipo] sdo paradoxos com explicita ou direta autorreferéncia. Esta é uma
categoria de paradoxos sobre nocGes definidas referindo-se as no¢des mesmas. O
Paradoxo do Mentiroso é um exemplo tipico dos paradoxos desta categoria. O
Paradoxo de Yablo também é classificado nesta categoria se admitirmos que ha
autorreferéncia nele. Os outros sdo os paradoxos com autorreferéncia implicita ou
indireta. Esta categoria consiste em paradoxos relativos a nocdes definidas por
condi¢des em que quantificacbes sobre classes de nocbes as quais as nogdes
definidas pertencem sdo usadas. Encontramos autorreferéncia em tais nogdes apenas
quando percebemos que tais nog¢des sdo referidas indiretamente no escopo dos
quantificadores. Paradoxo de Berry e o Paradoxo de Grelling-Nelson sdo
categorizados nesta classe.” (KIKUCHI e KURAHASHI, 2015, p. 396-397,
traducao nossa)

Formalmente e de modo simples, a distincdo entre autorreferenciacao explicita e implicita
podem ser expressas pelas respectivas formulas p - @(p) ep « Vxo(x) ou Vx(p(x) o @(x)),
onde da derivacdo das ultimas temos p — @(p) e p(p(x)) « ©(p(x)), que assemelham-se ao
tipo mentiroso mas persistem em ter a diferenca crucial de autorreferéncia explicita ser o
fendmeno da circularidade em uma definicdo enquanto a implicita seria autoaplicabilidade de
uma nocgao definida (KIKUCHI e KURAHASHI, 2015, p. 397). A elaboracdao destas
distin¢des conceituais sdo interessantes e uteis. Porém, observacoes que podemos realizar é
que, aparentemente, da autoaplicabilidade se deriva a circularidade, mas o inverso nao se
segue®, e, além disso, a préopria nogdo de circularidade nio é bem esclarecida na literatura,
Como ja apontamos no artigo.

Assim, com base no Paradoxo de Berry foram feitas provas do primeiro teorema da
incompletude em (BOOLOS, 1998), com uma modificagcdo proposta por (KIKUCHI, 1994), e
(CAICEDO, 1993) com base no modelo standard da Aritmética (PA) e por (CHAITIN, 1974)

utilizando-se da Teoria Algoritmica da Informacao. Este tltimo terd uma atengdo maior e sera

63 (JACQUETTE, 2002) trata uma das principais caracteristicas da diagonalizacdo ou método diagonal é uma
autoaplicacdo — a designacao de um item envolvendo um termo que é aplicado a si mesmo — que é ligeiramente
distinto de autorreferenciacédo ou circularidade.
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tratado em separado, devido ao questionamento e critica na literatura da legitimidade de sua

prova.

3.4.2 Prova de George Boolos

Sua primeira versao foi apresentada em artigo de 1989, e republicada em seu livro
Logic, logic and Logic. Na época, sua justificativa foi proporcionar uma prova facil da
incompletude na forma “ndo existe algoritmo cuja saida (output) contém todos o0s
enunciados® (statement) aritméticos verdadeiros e nenhum falso” (BOOLOS, 1998, p. 383,
traducdo nossa). Ele da exemplos de enunciados na linguagem aritmética falsos e outros
verdadeiros, como Vx3y (x = Sy) - todo niimero natural tem um antecessor — e Vx3y ((x =y
+y)V (x=S(y +y))) - para cada nimero natural x existe um y tal que x = 2y ou x = 2y + 1,
ou seja, todo nimero natural é par ou impar — respectivamente, assim como de defini¢des
expressas por meio da linguagem da aritmética. Por um algoritmo, como veremos melhor
mais adiante, ele entende como um procedimento mecanico no qual por meio de certas regras
e rotinas previamente estabelecidas (programa em uma linguagem computavel), admitindo-se
uma saida, um conjunto de informacdes que ele imprime apds a realizacdo da computacao.
Assim, considerando tal algoritmo como o sistema formal no qual ha o minimo de Aritmética
(tal como o sistema T), entdo sua saida fornece o conjunto de todos os enunciados que sdo
provaveis no sistema e nenhuma dessas saidas é falsa. Boolos demonstrarda que ha uma

verdade aritmética que ndo esta na saida deste algoritmo T.

Para todo nimero natural n no sistema formal T, sua representacao se da pelo 0
seguido de n simbolos de sucessor, que serd expresso aqui por [n]. Também lembremos que
por |p| temos a expressdo do tamanho de algum termo ou sentenca p. Considere por definicao

que a formula F(x) nomeia o nimero natural n se o enunciado seguinte esta na saida de T:

Vx(F(x) « (x=[n]))

64 Ha discussoes em Filosofia da Linguagem e na Légica sobre que entidades linguisticas que portam a verdade
ou que se possa dizer que sdo verdadeiras. Resumindo os candidatos: frases ou sentencas sdo o conjunto léxico
de simbolos que tém um conteido significativo dentro de uma linguagem determinada; enunciados ou
declaracGes sdo os veiculos pelos quais todos nés comunicamos tal contetido significativo; proposi¢des sdo o
contetido significativo per se, independente da linguagem e ser utilizada para comunicé-lo. Boolos aqui tem o
compromisso ontologico de que enunciados sao os portadores de verdade. Para detalhes sobre este tema ver
(HAACK, 2002).
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Nenhum F(x) nomeia diferentes nimeros, portanto se Vx(F(x) « (x = [n])) e
Vx(F(x) o (x=[p])) sdo verdadeiros, entdo Vx((x = [n]) « (x = [p])) e [n] = [p]. Assim,
quando Boolos destaca que todas as férmulas bem formadas de T devem ter tamanho finito e
ha, obviamente, um numero limitado de férmulas com i simbolos (assim como a soma de
féormulas com tamanho menor que um nimero m também é finita), por termos infinitos
nimeros naturais, tem-se por conclusao que ha um menor niimero que nao seria nomeavel por
nenhuma férmula contendo menos que m simbolos. Temos aqui o inicio de uma versao do
paradoxo de Berry. Agora, se temos um numero finito de simbolos em uma férmula que
nomeia com nimero n em T, entdo sua formalizagdo tem inicio por meio da suposi¢cdo de uma
férmula aritmética C(x, z) que significa x é um ntimero nomeado por alguma férmula com z
simbolos. Em seguida, define-se B(x, y) como 3z(z<y A C(X, z)), que significa que x é
nomeado por alguma férmula com menos de y simbolos. Desta forma, seja A(X, y) uma

férmula tal que:

A(x,y) =def-B(x, y) A Va(@@a<x) - B(a,y))

Podemos dizer que se A(x, y) é verdadeiro, entdo x é o menor numero ndo nomedvel por
nenhuma formula contendo menos que y simbolos (BOOLQOS, 1998, p. 385). Considerando k
o nimero de simbolos de A(x, y), sendo k > 3. Com a formalizagio dos componentes
necessarios para realizacdo da prova, seja F(x) a formula Jy(y = [10].[k] A A(X, y)), que
significa x é o menor nimero nomeavel por nenhuma férmula com menos de 10k simbolos.
Porém, se contarmos os simbolos utilizados em F temos: |[k]| = k + 1, [[10]| = 11, |A(x, y)| = k
e mais 12 outros simbolos que compdem a férmula. Portanto, temos |F(x)| = 2k + 24. Ou seja,
sendo k >3, 2k + 24 < 10k, i.e., F(x) contétm menos de 10k simbolos. Como visto no
raciocinio mais acima, existe um nimero que nao pode ser expresso por qualquer férmula que
tenha menos de m simbolos. Consideremos n um numero que s6 possa ser representado por m
= 10k simbolos. Logo, dy((y = [10].[k] A A(X, y)) ndo seria uma férmula que nomeasse n,
por ter menos de 10k simbolos, ndo estando na saida do algoritmo T. No entanto, Vx3y((y =

[10].[k] A A(X,y)) « (x=[n])) é justamente a representacao da nomeacao do menor numero

65 O ndmero trés ndo parece ser arbitrario, pois leva em consideracdo o minimo possivel de simbolos utilizados
para representar uma férmula, que é a predicagdo A e as variaveis associadas x e y.
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ndo nomeavel por féormulas com menos de 10k simbolos! Ou seja, F(x) é uma sentenca
verdadeira e que ndo se encontra na saida de T.

Considerada uma prova elegante e razoavelmente didatica, dada a complexidade do
tema, e ainda aparentemente ndo utilizando-se do Lema Diagonal, foi até elogiada por John
Barwise como uma prova graciosa e a mais direta (straightforward) que ele ja vira
(BARWISE, 1989). Porém, ha criticas envolvendo ela ser distinta da prova de Godel por
tratar da verdade e ndo da provabilidade das sentengas, e por ser uma prova mais fraca, ndo
conseguindo-se obter o corolario do segundo teorema por meio dela, como destaca Makoto
Kikuchi em (KIKUCHI, 2012). A partir destas criticas, ele modifica a prova de Boolos,
reelaborando a definicao de nomear pela aritmetizacdo da provabilidade em T das férmulas de
PA em (KIKUCHI, 1994). Inicialmente, a definicdio de nomear passa a ser: sendo v, uma
variavel livre em F, F(v,) nomeia um nimero n se a sentenca F([n]) A VxVYy (F(x) A F(y) -
x =y) for provavel em T, representando a relacao do numero de Godel da féormula que nomeia
n como N(<F(vo)>, n).

Desta maneira, Kikuchi passa nas definicdes a se referir ndo a férmula que nomeia n em si,
mas a sua codificacdo. Assim, Cr(x, z) significa que x é um ntimero de Gddel de uma formula
em PA que nomeia n com z simbolos; Br(x, y) é Jz(z<y A C(x, z)), havendo uma férmula
intermedidria onde Qr(X, y) = 3zB1(z, y) A Provr(N(z, x)), com A1(x, y) = def -Qr(x, y) A
Va((a < x) - Qu(a, y)), que significa x é o menor niimero ndo nomedvel por nenhuma
férmula F(v0) que satisfaz B:(<F(vo)>,y). Supondo que a quantidade de simbolos em A+(X, y)
seja k e determinemos a férmula A(x, [10k]), que podemos representar também por S(x), onde
X é 0 menor niimero ndo nomedvel por nenhuma férmula contendo menos que 10k simbolos.
Do mesmo modo que no artigo de Boolos, porém mais detalhado, S(x) tem uma quantidade de
simbolos menor que 10k, portanto S(vo) satisfaz Br(<S(vo)>, [10k]). Agora, supondo T
consistente, podemos entender formalmente um principio deixado claro pelo préprio Boolos:
como as formulas que nomeiam numeros tém tamanho finito, ha sempre finitos numeros
naturais que sdo nomeados por férmulas de tamanho menor ou igual a j. Dito isso, seja n; o
menor nimero que ndo pode ser nomeado com formulas de tamanho menor ou igual a j,

portanto:

T = VX(Br(<F(vo)>,j) - (x <m))



74

Isto é, se para todo x, se x é um nimero nomeado com menos de j simbolos por uma
férmula F(vo), entdo x é menor que um numero n; sendo ele o menor niimero ndo nomeavel
por nenhuma férmula contendo menos que j simbolos. Logo, temos que se Br(<S(vo)>,
[10k]), entdo x < nje existindo um nimero ndo nomeavel com uma férmula de 10k simbolos
ou menos, ou seja, T m=Qr(niok, [10k]). Porém, se temos T + B1(<S(v)>, [10k]) e sabemos
que o menor nimero ndo nomeavel por nenhuma férmula contendo menos que 10k simbolos
é nyox, entdo T F N(<S(vo)>, niox). Aplicando (i), obtemos T + Provr(IN(<S(v,)>, nie)). Assim,
T = Br(<S(vo)>, [10k]) A Provr(IN(<S(vo)>, nio)), i.e., T = Qr(niok, [10k]). Contradicado.

Aqui, podemos observar que ha sim um tipo de diagonalizagdo indireta de A1(x, y) (ou
S(x)) em Qr(X, y), um componente da féormula A, sendo este fendmeno melhor elaborado em
(KIKUCHI; KURAHASHI e SAKAI, 2012), onde podemos denomina-lo propriamente de
autorreferenciacdo implicita, tema ja destacado acima em (KIKUCHI e KURAHASHI, 2016).

3.4.3 Prova de Xavier Caicedo

As motivagoes iniciais envolvidas no artigo de Xavier Caicedo (CAICEDO, 1993) para
desenvolver alguma sentenga indecidivel a partir do Paradoxo de Berry é mais relacionada a
analise do paradoxo em si do que ao tema da indecidibilidade. Ele é direcionado por uma
afirmacdo do fil6sofo Alexandre Koyré que o paradoxo se dissolve caso seja formalizado em
uma linguagem suficientemente precisa. Caicedo procura mostrar que ndo seria este o caso, e
tal como o Paradoxo do Mentiroso, ha um conteudo l6gico relevante no paradoxo que remete
a indefinibilidade da definibilidade por meios finitos a relacdo “a expressiao A define
univocamente o objeto B”.

Para tal, Caicedo comeca definindo a parte sintatica ja explicitadas aqui relativas a Aritmética
de Dedekind-Peano (PA), com uma distin¢do: a apresentacdao que ele denomina de nome
canonico de um numero natural n é da soma sucessiva de 1°s n vezes intercalada por
parénteses, i.e., n = (1+ (1+ (1+ (1+...(1+1))...)), ndo a utilizada no sistema T de n ocorréncias
da fungdo sucessor recursivamente aplicada a constante 0. Observando que toda férmula em
PA ¢(x), sendo x uma variavel livre, expressa uma propriedade de nimeros naturais, podendo

ser verdadeira ou falsa, temos @(x/n) como a férmula ¢@(x) substituindo x pelo nome candnico
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de n. Além disso, sabemos que ha ¢(x) onde apenas um nimero satisfaz suas condi¢es, como

por exemplo a féormula em (CAICEDO, 1993, p. 40):

0x)=((1<x AVyVz(x=yz - (y=1V z=1)) A Iw(x=w + W)

©(x) é apenas é satisfeita quando x = (1+1). Por meio destas consideragoes, dizemos que uma
férmula @(x) define um nimero natural n se este é o tinico ndmero que a faz verdadeira, ou

seja:

PA+ @(x/m) A VX (¢(X) » (X =n))

Obviamente, ha um nome can6nico para cada nimero natural, onde deste caso n = (1+

(1+ (1+ (1+...(1+1))...)) sempre tera

n| = 4.n - 3 simbolos, onde |n| representa o tamanho
canonico de n. Porém, Caicedo da o exemplo no nimero 10000 e como ele pode ser
algoritmicamente otimizado com apenas 41 simbolos, mostrando assim que ha uma grande
utilidade econdmica em sabermos a menor férmula que define um ndmero natural,
estabelecendo que uma propriedade P é aritmeticamente definivel se, havendo um n que
satisfaca P, entdo ¢(x/n) é verdadeira, assim como uma relacdo R entre os nimeros n e m é
aritmeticamente definivel se, havendo um n e um m que satisfaca R, entdo 8(x/n, y/m) é
verdadeira em PA, assim sucessivamente com relagGes entre mais variaveis.

Agora, para um entendimento formal dos principios e defini¢des mais gerais da nocao
de definibilidade, Caicedo relaciona tal conceito a Tese de Church: propriedades e relacoes
sao algoritmicamente verificaveis se um algoritmo nos diz que, para cada nimero natural que
realizamos a substituicao da(s) variavel(eis), as sentencas sao ou nao satisfeitas. Levando em
conta a tese de que todo algoritmo verificavel é efetivamente computavel e que todos sdo
aritmeticamente definiveis, segue-se que propriedades e relacdes calculaveis/verificaveis sao
aritmeticamente definiveis. Com todo o background dado, considere a codificacdao de
férmulas feita por Godel e a relacdo dela com propriedades da prépria férmula, neste caso, a
da quantidade de simbolos. A relacdo a formula com ntimero de Gédel m tem n simbolos é
algoritmicamente verificavel, portanto aritmeticamente definivel pela relacdao L(x, y), assim

como € a importante relagdo ternaria:
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k é um numero de Godel da formula (x/n) A Vx (p(x) - (x = n)), onde ¢(x) é uma férmula

de codigo m.

Caicedo explica todas as etapas para esta relacdo entre k, m e n ser aritmeticamente
definivel por S(x, y, z). A préxima sentenca abordada é m é a codificagdo de uma férmula
dedutivel, obviamente mais associada a nocdo de provabilidade em T de Godel e ja
comprovada ser algoritmicamente calculavel, pois a partir dessa féormula dedutivel podemos
realizar sua codificagdo recursivamente — sejam as regras utilizadas quais forem — e comparar
o nimero de Godel com tal m. Com axiomas do sistema formal mais a aplicacdo de regras
dedutivas, vemos que uma prova é nada menos representada como uma sequéncia de férmulas
concatenadas dedutivamente, e portanto, computaveis e aritmeticamente definiveis. Ou seja,
podendo ser expressos na forma JyP(X, y). Desta forma, podemos analisar se a propria nogao
de definibilidade possa ser codificada e ela mesma aritmeticamente definivel, expressando-se
tal sentenca, denominada 0(x, y) e informalmente como a férmula com cédigo m define o

numero n, ou:

a férmula com c6digo m e apenas uma variavel livre x, com y satisfazendo a férmula ¢(x/n)
A Vx (p(x) - (x =n))

Supondo que exista tal 8(x, y), consideremos a seguinte formula D,(x):
3z(0(z, x) A Iw(L(z, w) A w =n.n))

Onde D, (x) significa x é definivel por uma férmula de comprimento menor que n2. Com esta

construcdo, Caicedo pode formalizar sua sentenga de tipo-Berry B,(x):

—Du(x) A Vy(y <x - Du(y))),

Com a definicdo x é o menor numero ndo definivel por uma formula de comprimento menor
que n?. Este nimero existe, posto que ha uma quantidade finita de formulas que definem um
nimero somente, logo, uma quantidade também finita de nimeros, devendo haver um nimero

minimo que ndo seja definivel por uma quantidade especifica de simbolos. Chamando tal
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numero de b, concluimos que B,(x) define b. Vemos que o comprimento de B,(x) é
diretamente relacionado ao comprimento de n, posto que é o Unico termo que varia na
férmula, com |B,(x)| = k + 16n, sendo k constante. Considerando um ntimero M = k + 17,
temos que [Bu(x)| = k + 16M < M2, Entdo “[...] a férmula Bu(x) tem menos de M2 simbolos, e
por outra parte define um nimero que é o minimo nimero nao definivel por uma férmula de
comprimento menor que M?” (CAICEDO, 1993, p. 44, traducdo nossa). Sendo o sistema
formal T — e portanto PA — consistente, podemos concluir que By(x) ndo é capturavel, e como
a formula 6(z, x) é a tnica que ndo tinha sua existéncia assegurada, concluimos que a
definibilidade na aritmética é indefinivel por sua propria linguagem.

Caicedo tira como corolario desta conclusdo o Teorema da Indefinibilidade da Verdade
de Tarski, bem como o Primeiro Teorema da Incompletude. Eis a prova. Inicialmente, temos
por definicdo que uma férmula define dedutivamente em T um ntimero n se T F @(x/n) A Vx
(p(x) - (x = n)), ou seja, é demonstravel no sistema T que ¢ define n. Se a sentenca n é o
codigo de uma férmula dedutivel é definivel aritmeticamente pela férmula JyP(x,y), como
exposto anteriormente, entdo a sentenca a formula com cédigo n define dedutivamente o
niimero m — expressa por 0*(x, y) - sera formalizada como 3z (S(z, x, y) A IwP(z,w)),
novamente entrando na estrutura da sentenca que formaliza o Paradoxo de Berry, substituindo

0(x, y) por 8*(x, y) em Dy(x), com B*,(x), que significa:

X € o numero minimo ndo dedutivamente definivel por formulas de comprimento menor que
n2.

E, assim como B,(x), podemos pegar um M tal que B*y(x) tenha comprimento menor
que M2, Sendo b* este nimero minimo, a sentenga B*w(x/b*) A Vx (B*m(x) —» (x = b*)) é
verdadeira, porém ndo dedutivel em T, quer dizer, T ¥ B*u(x/b*) A Vx (B*u(x) - (x = b*)).
Logo ap06s, ao final do artigo ele trata do que ele denomina de ntimeros de Berry e da funcao
d(n) que expressa o minimo comprimento de uma definicdo de n, sobre as quais falaremos

mais a frente.
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3.3.4 Comparacoes entre as duas abordagens

Boolos publicou pela primeira vez sua prova em 1989, enquanto Caicedo em 1993,
sendo que o segundo admite ter sido o artigo de Boolos que lhe deu incentivo para publicar
seus trabalhos que foram divulgados em um congresso anos antes, em 1987. Vemos grande
semelhanca tanto entre as nocdes e expressoes do que é nomedvel e definivel utilizadas pelos
dois l6gicos para embasar formalmente o paradoxo, quanto as outras formulas consequentes,
como entre Ar(x, y) e B,y(x). Também vemos a importancia dada por ambos ao que é chamado
de calculabilidade efetiva ou computabilidade algoritmica das férmulas consideradas,
explicitamente devido a prépria natureza do Paradoxo de Berry que, diferentemente de outros
paradoxos, trata de processos finitarios de representabilidade de um conjunto de simbolos em
um sistema formal determinado, coisa que a abordagem por complexidade que Chaitin
também tem como fundamental.

Porém, nitidamente seus objetivos em desenvolver sentencas indecidiveis sdo bem
distintos. Boolos deixa claro no inicio do artigo que é uma questdo de possibilidade de
demonstracoes distintas de um teorema parte da motivacdo, além da busca de certa
simplicidade e a alegada economia de recursos logico-matematicos na prova, como a
diagonalizagdo. Ja Caicedo, a partir de uma afirmacdo de Koyré que o Paradoxo de Berry
quando formalizado seria dissolvido, procura mostrar que ha relevancia légica neste
paradoxo, com um foco mais geral de analisar se a prépria nocdo de definibilidade aritmética
é definivel pelas proprias leis de PA, o que é uma tematica mais ampla e robusta que a
abordagem de Boolos, pois a indefinibilidade da verdade e o primeiro teorema de Gdodel
seguem como seus corolarios.

Outra caracteristica relevante a ser destacada é o parametro escolhido por ambos como
limite superior do niimero de simbolos, sendo de Boolos 10k, sendo k o nimero de simbolos
de A1(x, y) e por Caicedo, M2 H4 uma distingdo na implementacdo destes limites por ambos:
Boolos opta pela derivacdo da sentenca Jy((y = [10].[k] A Ax(X, y)), menor que 10k, ao final
da formalizacdo de A, enquanto em Caicedo a limitacdo de simbolos por um n? ja encontra-se
dentro da formalizacdo do paradoxo, sendo tais valores dependentes do somatério dos
proprios simbolos que as constituem, i.e, valores numéricos em parte arbitrarios. Contudo, ha
uma semelhanca entre ambos obviamente utilizarem expressoes reduzidas para os valores de

10k ([10].[k]) e n? (n.n), sendo tais expressdoes também nomeaveis/definiveis em T. Se tais
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numeros nao fossem capturados de forma mais comprimida, a demonstracio da
indecidibilidade neste caso seria impossivel, pois o nimero de simbolos excederia a limitacao,
descaracterizando a contradicdo envolvida na sentenca se ela fosse dedutivel em T. Desta
forma, parece fundamental que a limitacdo superior estipulada seja capturavel por uma
quantidade menor de simbolos do que a definicdo canonica do nimero limitante para que a
autoaplicacdo da fungdo produza a indecidibilidade da sentenga. Este ultimo tépico sera

retomado adiante.
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4. APROVA TEORETICO-INFORMACIONAL DE CHAITIN: ANALISE E CRITICA

Chegamos ao topico principal de expor a prova de Chaitin com as criticas que a
envolvem. Mesmo tendo base no Paradoxo de Berry, sua prova foi separada por haver muitos
comentarios sobre sua legitimidade demonstrativa e ser a mais distinta de todas, utilizando
uma outra técnica formal: a definicdo de complexidade de Kolmogorov ou complexidade
algoritmica para estabelecer uma versao do Primeiro Teorema da Incompletude. A prova foi
apresentada pela primeira vez no artigo do cientista da computacao Gregory Chaitin
Information-Theoretic Limitations of Formal Systems (CHAITIN, 1974), desde entdo suas
justificativas e explicacdes de natureza algoritmico-informacionais foram constantemente
mais elaboradas. Porém, aparentemente, anos antes de sua primeira publicacdo sobre o tema,

Godel ja tinha manuscritos e ideias que o levavam pela mesma direcdo que Chaitin seguiu.

4.1 0 ESBOCO DE GODEL NOS COLLECTED WORKS

Em Collected Works II, onde reinem-se manuscritos de Kurt Godel com comentarios
acerca destes, ha trés observacoes reunidas de 1972 intitulado “Some remarks on the
undecidability results” (GODEL, 1972), onde na segunda observacdo Gédel faz um esbogo do
que seria uma outra versdo de seu primeiro teorema: o teorema estabelece que para resolucao
de problemas de tipo-Goldbach® dentro de um sistema formal com um grau de complicagdo
(ou complexidade) k, terilamos que ter um sistema de axiomas com grau maior ou igual a k,
sendo que a medicdo deste grau se da pelo nimero de simbolos necessarios para formular o
problema. Porém, tendo o sistema de axiomas sempre um tamanho finito, temos um dilema,
pois sempre havera sentencas verdadeiras porém ndo provaveis dentro de um grau maior que
K, onde K é o numero de simbolos do conjunto de axiomas do sistema em questdao. Como diz

Godel:

66 Este termo foi utilizado pelo préprio Godel em seu artigo de 1931. Franzén o explica sucintamente: “uma
sentenca da forma VxAx onde Ax é uma formula ligada [...] esta defini¢do satisfaz a condi¢do que um algoritmo
para checar se A(n) é verdadeiro para um particular niimero n pode ser formulado com base na formulagdo da
condicdo A(x)” (FRANZEN, 2005, p. 162). Ou seja, é uma sentenca com quantificador delimitado que afirma
que cada nimero x tem uma propriedade A, sendo A recursiva ou computavel, i.e, verificavel efetivamente se
este nlimero tem ou ndo esta propriedade.
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“Agora, toda a Matematica atual pode ser derivada de uma quantidade bem simples
de axiomas sobre alguns termos primitivos. Portanto, mesmo que sejam
solucionaveis apenas os problemas que possam ser formulados em poucas paginas,
os poucos axiomas simples usados hoje devem ser complementados por um grande
nimero de outros novos, ou por axiomas de grande complicacdo. Pode-se duvidar se
axiomas evidentes em tais grandes niimeros (ou de tdo grande complexidade)
possam existir e, portanto, o teorema mencionado pode ser tomado como uma
indicacdo para a existéncia de questdes matematicas sim ou ndo indecidiveis para a
mente humana” (GODEL, 1972, p. 309, tradugdo nossa).

Sua preocupacdo no texto se direciona a possibilidade e necessidade de axiomas mais
elaborados e complexos no desenvolvimento da matematica moderna, como o Axioma do
Infinito na Teoria de Conjuntos, que tém relacdo direta com seu projeto de extensdo dos
fundamentos da Aritmética para torna-la completa. Contudo, vemos que a descricdo feita por
Godel é muito semelhante a de complexidade algoritmica que falaremos a seguir, abordada
por Chaitin e Kolmogorov — e pensada antes da publicacdo de (CHAITIN, 1974). Robert
Solovay e Solomon Feferman, nos comentarios acerca das observacdes de Godel,
esquematizam o esboco de seu teorema. Seja o grau de complexidade de uma férmula A
expressada por d(A) = m onde m é o numero de simbolos de A. Considere um conjunto finito
de formulas ndo-légicas A = {A1,A,,A;,...A,} como axiomas de um sistema S. Temos que a
complexidade d(S) é definida pelo comprimento das formulas que integram S mais a
conjuncdo entre as mesmas, ou seja, d(A;) + d(Az) + d(As) + ... + d(A,) + n+1. O teorema
afirma que, para resolver problemas de complexidade k, d(S) > k, sendo esta sentenca
verdadeira e indecidivel em S.

Interessantemente, vemos que o esboco de Godel tem o mesmo significado da versdo
informacional de Chaitin. Os dois apenas tiveram contato duas vezes, como relatado em
(CHAITIN, 1995). Porém, pelas estimativas de Solovay e Feferman, G&del ja previra a versao
da incompletude de Chaitin alguns anos antes com a nogdo de complexidade algoritmica.
Todavia, este conceito ja estava sendo elaborado anteriormente de forma independente por

outros pesquisadores.

4.2 INFORMAGAO ALGORITMICA E A PROVA DE CHAITIN

Ha diversas abordagens sobre o conceito de Informacdo, todas dentro de contextos e
aplicacOes voltadas as necessidades tedricas e praticas do empreendimento da qual fazem

parte. Em geral, ndao ha andlise que conseguiu alcancar uma defini¢do unificadora do termo
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adequada, mas sim a aplicacao e uso do termo de acordo com certas propriedades e aspectos,
desenvolvendo-se conceitos intensionalmente distintos. Mesmo sendo questionavel o fato de
falarmos sobre informagao dependendo do contexto que o conceito se encontra, e sem termos
nenhum aspecto entre estes contextos que convirja a uma ou algumas caracteristicas
abrangentes a todos 0s casos, a questdo € que a analise conceitual do termo parece depender
dos fendmenos, objetos e eventos aos quais nos referimos utilizando tal termo em nossa

linguagem, pois como o filésofo Luciano Floridi afirma:

“Informacdo é notoriamente um fendmeno polimérfico e um conceito
polissemantico, podendo ser associado com varias explicacdes dependendo do [...]
feixe de requerimentos e as intengdes que orientam a teoria.” (FLORIDI, 2011, p.
81, traducdo nossa)

Em suma, podemos argumentar que as nogoes de informacdo podem ser aplicadas nos
mais diferentes investigacdes sem os termos de uma anular as restri¢des conceituais impostas
a outra. Pelo visto, até Claude Shannon, idealizador da Teoria Matematica da Informacao —
sofrendo criticas por considerar-se que ele realizou uma andlise matematica da informacao
desprovida de conteudo semantico — concebia a informacdo desta forma, e enxergava

dificuldades de sucesso em uma pretensa unificacdo conceitual, como se segue:

“A palavra ‘informacdo’ tem sido dado diferentes sentidos por varios escritores na
teoria geral da informacdo. E preferivel que ao menos uma quantidade deles
provem-se suficientemente Uteis para merecerem estudos posteriores e permanente
reconhecimento. Dificilmente deve se esperar que uma unica definicio de
informacdo poderia satisfatoriamente dar conta das intimeras possiveis aplicagdes
para esta area mais geral.” (SHANNON, 1993, p.180, traducdo nossa)

Em nosso caso, com o crescimento da area da Teoria da Computacdo e o
desenvolvimento do conceito de software e das linguagens de programacdo, havia a
necessidade premente do entendimento do que seria uma unidade de informacdo e de formas
quantitativas confidveis de medicdo de informacdo. E é dentro deste contexto que surge uma

abordagem algoritmica da informacao.
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4.2.1 Sobre a Informacao Algoritmica

Trabalhos em direcdao a abordagem denominada Informagdo Algoritmica foram
desenvolvidas inicialmente com objetivos distintos por Andrei Kolmogorov, Ray Solomonoff
e Per Martin-Lof, respectivamente voltados para medicdo de complexidade computacional,
predicao/probabilidade algoritmica e aleatoriedade de strings (conjunto de caracteres ou
simbolos), dando origem a versdo algoritmica da informacdo de Gregory Chaitin elaborada
em (CHAITIN, 1976) com aplicacdo em sua versdo teorético informacional do teorema da
incompletude.

Tendo Kolmogorov como precursor teérico, em (KOLMOGOROYV, 1968) ha o
destaque de duas abordagens comuns para definir a quantidade de informacdo de um conjunto
de caracteres ou sinais, que seriam as mais utilizadas em teoria da transmissdo de informacao
contidas na andlise de Claude Shannon®: combinatorial e probabilistica. A primeira interpreta
quantidade de informagdo a combinagado entre um conjunto pré-definido de caracteres levando
em conta seus possiveis arranjos, e no outro a distribuicdo de probabilidade de tais caracteres
na string considerada. Mas ambos tém em comum a condicdo de serem dependentes da
ocorréncia dos caracteres utilizados.

Porém, estas abordagens encontram algumas restricbes por ndo realizarem uma
medicdo de informacdo levando em consideragdo o objeto a ser descrito, mas a sequéncia de
caracteres que o descrevem, bem como permitirem apenas um cdalculo baseado na frequéncia
destes caracteres, o que ndo favorece uma otimizacao efetiva de strings mais ou menos
informativas, dependendo diretamente de sua aleatoriedade. Por exemplo, a string binaria
‘111111000000’, pelas abordagens anteriores, teria a mesma quantidade de informacgao que
‘001011101001°, mesmo a primeira string aparentemente sendo mais simples e tendo o
potencial de ser comprimida e transmitida de modo mais efetivo com menos caracteres®.

Assim, colocamos certas criticas que envolvem solucGes ndo-probalibisticas dentro
das definicdes de computabilidade e do que seria efetivamente computavel por meio de
funcdes recursivas de menor tamanho possivel, ou seja, do que pode ser descrito por algum
programa ou algoritmo minimo. Entramos aqui na abordagem algoritmica de Kolmogorov®

com sua nocdo de informacdo como complexidade, que tem suas condi¢oes cumpridas

67 Para introdugdo sobre os principais conceitos e aplicacdes da Teoria da Informacdo ver (COVER e
THOMAS, 1991).

68 Ha uma confrontagéo entre as abordagens de Shannon e Kolmogorov em (GRUNWALD e VITANY1, 2008).
69 Sobre o tema da Complexidade de Kolmogorov, para introducéo e aplicacdes ver (LI e VITANY1, 2006).
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teoricamente considerando-se um codigo universal na realizacao do programa e com o que é
chamado de principio do comprimento minimo, que define a complexidade K(x) de um objeto
ou observacgao x qualquer como sendo a menor string 1g(x) (relativo a comprimento, do inglés
length) comprime dos algoritmos possiveis que possam representar X, dado um computador U
que compile a linguagem com este codigo universal que seja capaz de reproduzir x, imprimi-
lo e parar.

Devemos lembrar aqui que nenhuma programacao efetiva é ideal, pois ainda depende
de regras de programacao e rotinas especificas para o algoritmo ser implementado. Porém
todas as programacoes existentes podem ser compiladas em outras, e estas reduzidas a passos
em um modelo de programacdo seguido por uma Maquina de Turing, portanto a diferenca
entre o comprimento dos strings produzidos por programas distintos para descrever um
mesmo objeto ou observacdao sao uma constante, ou seja, a complexidade de Kolmogorov
independe dos caracteres utilizados. Além do mais, os avancos de Ray Solomonoff auxiliaram
na consolidacdio desta nocdo de complexidade como informacdo algoritmica. Em
(SOLOMONOFF, 1997), ele destacava como o problema da compressdao de informacdes
(Information Packing Problem) — um problema computacional de como dados podiam ser
acondicionados em um nimero especifico de bits ou vice-versa™.

Inspirado pela nocao de Shannon de que a quantidade de informacao estava fortemente
relacionada com sua probabilidade (SHANNON, 1948) e na sua intencdo de dar uma resposta
ao problema da inducdo, Solomonoff tem como influéncia a obra de Carnap sobre o tema. A
Filosofia da Informacao carnapiana se desenrola medindo probabilisticamente as descricoes-
de-estado (state descriptions) dentro de estruturas linguisticas analisadas por meio de sua
abordagem semantica da informacdo (BAR-HILLEL e CARNAP, 1953). Solomonoff
considerava a descoberta do que ele denominou de Probabilidade Algoritmica” muito similar
ao proposto modelo carnapiano (SOLOMONOFF, 1997, p. 80). A proximidade entre as
nogoes de informacdo e os problemas aos quais elas estdao inseridas reforcou tal nogdo de
informacdo como complexidade.

Gregory Chaitin utilizou-se desta abordagem algoritmica para realizar sua prova do primeiro

teorema da incompletude, pois ele destaca que:

70 Problema este muito proximo da definicdo da Complexidade de Kolmogorov K(x) como o menor algoritmo
possivel que represente x.
71 Ver (SOLOMONOFF, 2009) para mais detalhes.
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“A requisi¢do-chave de Hilbert para um sistema matematico formal foi de existir um
critério objetivo para decidir se uma prova escrita em uma linguagem de um sistema
é vdlida ou ndo. Em outras palavras, deve existir um algoritmo, programa de
computador ou Méquina de Turing para checagem de provas. [...] Aplica-se o
checador de provas a todas as possiveis provas e imprime-se todos os teoremas.”
(CHAITIN, 1982, 943-944, traducdo nossa)

Desta forma, em (CHAITIN, 1974) associando esta concepg¢ao algoritmica de prova,
Chaitin teve uma ideia de demonstracdo da incompletude de sistemas formais baseada no
Paradoxo de Berry, retratado aqui de um modo mais adequado aos propésitos como “o menor
nimero natural cuja definicdo requer mais caracteres dos que os existentes nesta frase”
(CHAITIN, 1974, p. 418, traducdo nossa). Chaitin tem uma descri¢ao explicativa acerca do
porqué este programa apresenta a prova da incompletude de um sistema formal baseado no

Problema da Parada de Alan Turing:

“[...] Encontre uma série de digitos binarios onde possamos provar ser de
complexidade maior que o nimero de bits deste programa. O programa testa todas
as possiveis provas no sistema formal por ordem de tamanho até encontrar o
primeiro, provando que uma sequéncia bindria especifica é de uma complexidade
maior que o ntimero de bits no programa. Entdo ele imprime a série que encontrou e
para. (...) O programa supostamente calcula um nimero que nenhum programa com
este tamanho deva ser capaz de calcular. A absurdidade dessa conclusdo apenas
demonstra que o programa nunca devera encontrar o nimero que esta designado
para achar.” (CHAITIN, 1975, p. 52, traducdo nossa)

Com essa interpretacdo, muitos teoricos defendem que a prova Chaitin do primeiro teorema
da incompletude é legitima e elegante, assim como a Teoria Algoritmica da Informacao
mostra com este resultado muito potencial. Tanto que em artigos como (CHAITIN, 1987),
Chaitin busca uma extensao do seu papel com uma interpretacao teérico-informacional do
primeiro teorema da incompletude, porém, ha controvérsias e criticas as suas técnicas e

defini¢Oes estabelecidas. Vamos a tal prova.

4.2.2 A versao da incompletude de Gregory Chaitin

Como informagdes preliminares, temos que na Teoria da Informacao Algoritmica, bits

sdo os simbolos que representam a quantidade minima de informacado, sendo eles 0 e 1;

strings sdao cadeias de bits; l1g(p) = |p|, ou seja, o comprimento de uma ou o conjunto de
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strings; 0* e 1* expressam strings de k zeros e k uns, respectivamente; Chaitin especifica
relacdes de sinonimia entre os termos computacionais e metamatematicos, “computador” e
“regras de inferéncia”, “programa” e “axiomas”, relevantes para entender relacoes entre sua
prova informacional algoritmica e a l16gico-matematica. Assim, seja uma Mdaquina de Turing
Universal U que simula um computador C, rodando um programa p, sendo C(p) sua saida,
neste caso podendo representar um sistema formal como [U, p]. Considera-se quando o
programa p calcula S rodando em C quando C(p) = S e para, bem como o programa p
enumera S (sendo S finito ou infinito) se C(p) = S. U tem a seguinte propriedade: para
qualquer computador C, existe um programa p’ tal que 1g(p’) < 1g(p) + sim(C), onde U(p’) =
C(p), com sim(C) como o custo computacional em bits para a simulacdo de C em U.

Desta forma, temos I(S) e I(S) (complexidade e e-complexidade, respectivamente)
como a informacdo necessaria para calcular o conjunto finito S e para a enumeracdo do
conjunto (finito ou infinito) S, onde I(S) = lmnin(p) com U(p) = S e para e [(S) = Imin(p)
quando U(p) = S ou infinito quando ndo existe p. Assim, definimos I.(f) como a e-
complexidade de uma funcdo recursiva f de um conjunto de pares ordenados na forma (n,
f(n)), com cada par ordenado (i, j) podendo ser relacionado em uma funcdo de
correspondéncia 1-1 a uma sequéncia de nimeros naturais construidos através de i e j, que
sera mostrada adiante. A partir disso, temos certas propriedades a serem consideradas.
Baseado em Combinatéria, vemos que a quantidade de programas de tamanho n é 2n e
menores ou iguais a n é 2™ - 1, sendo assim, a quantidade dos diferentes conjuntos de
complexidade ou e-complexidade iguais entre si, também indicando pela variacdo entre
programas de comprimento n e menores ou iguais a n que boa parte dos programas que tém
sua descricdo minima sdo incompressiveis ao seu comprimento mais préximo de seu limite
superior, i.e, n.

Com estas observacoes, chegamos a conclusao em (CHAITIN, 1974, p. 414) que:

L(C(p)) = L(C’(s)) < 1g(s) + sim(C’) = I(p) + sim(C’); e
I(C(p)) = I(C’(s)) <Ig(s)+sim(C’) =1I(p) + sim(C’) se C(p) para.

Seguindo-se que a maioria dos programas tem comprimento aproximado de n, sendo c
uma constante dependente da implementacao computacional e tomando C = U, temos I(p) + ¢

> I(U(p)) = lg(p). Agora, pensando algoritmicamente um sistema formal com um conjunto de
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seus teoremas expresso por T e um computador (regras de inferéncia) C rodando um
programa p — que sao as instrucoes, ou seja, axiomas do sistema — tal que C(p) = T, entdo
lg(p) = I(T) - sim(C). Assim, vemos que a quantidade de bits (simbolos) dos axiomas é maior
ou igual a e-complexidade dos teoremas de <U, p> menos o custo da simulacao de C em U.
Temos que todos os programas que param rodando em U, assim como seus teoremas que tem
complexidade menor ou igual a de seus axiomas sdo recursivamente enumeraveis, portanto
verificaveis. Para isso, precisamos de um programa que faca a checagem dos programas que
rodam em U tal que para algum temos a prova de um teorema em [U, p]. A questdo que é
colocada agora é se a sentenca, I(s) > n — que significa a string de comprimento s tem
complexidade maior que n — é um teorema de [U, p].

Chaitin explica que um computador C por um programa p’ em U que realiza checagem
de provas verificando os pares ordenados (i, j), sendo i o comprimento da computacao
envolvida e p o programa rodado. Ele age como Torkel Franzén em (FRANZEN, 2005)
explicita; esta checagem nada mais é do que uma enumeragdo computavel das provas de T.
Esta enumeracdo pode ser a que (FRANZEN, 2005, p. 140) fornece, pela representacio em
strings de (i, j) por 1'0ij ou como Chaitin, invertendo a utilizagdo de zeros e uns (talvez por
economia energética) e omitindo a repeticdo de i (0'1j), para otimizar o comprimento da string
(que serd a adotada aqui), sendo que ambas sdo realizadas por compressdo algoritmica’.

Pela abordagem de Chaitin, na busca de I(s) vale a inequacdo n > Ig(p’) + k por n ser
limite superior do comprimento do programa p’ junto a uma computacdo de comprimento k
tal que onde a primeira string que tiver complexidade maior que n, para-se a computacdo k e
imprime-se s. A busca por I(s) > n simula-se nesta rodagem do programa p em U, ou seja,
U(p). Supondo que p satisfaca tal sentenga e encontre um I(s) > n e pare, temos o string do par
ordenado (sim(C), p) como resposta ao string s de I(s), tal que C(0"™©1p) = s. Portanto, temos
que k = sim(C) e p’ = 0°™©1p, logo pelas propriedades antes destacadas I(s) < 1g(0°™“1p) +
sim(C) = 1g(p) + 2.sim(C) + 1. Porém, como C para encontrando um s tal que I(s) > n, segue-
se que n > Ig(p’) + k = 1g(0°™@1p) + sim(C) = 1g(p) + 2.sim(C) + 1, o que gera contradi¢do
com o limite superior de I(s). Consequentemente, C(0°™“1p) ndo péra, portanto ndo fazendo

parte das sentencas provaveis em T, mesmo o teorema sendo verdadeiro levando em

72 Porém, como é descrito em (FRANZEN, 2005, p. 139-140), a escolha da maneira que algoritmicamente se
expressa e comprime-se os strings sdo, pelo Teorema da Invaridncia, qualitativamente semelhantes e
quantitativamente distintos por valores aproximadamente constantes e independentes das varidveis a serem
consideradas nas computagdes com estes strings, ou seja, independente da implementacdo computacional
otimizada de um programa ser mais longa ou mais curta que outra, sua complexidade ndo varia de acordo com a
entrada fornecida a computacdo. Ver (LI e VITANYT, 2006, pp. 197-198).
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consideracao a inequagao I(p) + c > Ig(p), onde c = 2.sim(C) + 1 (CHAITIN, 1974, pp. 419-
420).

Chaitin em (CHAITIN, 1982) destaca que seu resultado d4 margem a uma nova
interpretacdo de que ha limitacGes teorético-informacionais na Aritmética, considerando que a
quantidade de informacdo contida no conjunto de axiomas considerado é menor que a
necessaria para demonstrar I(s) > n e que a incompletude é um fendmeno que ndo seria
exclusivo e raro, mas algo comum e amplamente espalhado dentro de outras areas de
investigacdo, propondo pesquisas que indicassem seu ponto. Ha provas que sdo mais
intuitivas e simples do que a apresentada acima em seu principal artigo. Porém, com o tempo
ela passou a sofrer escrutinio da comunidade filosofica devido a fatores metodoldgicos e

epistémicos.

4.3 CRITICAS A PROVA DE CHAITIN

Os principais interesses de Chaitin ao demonstrar a incompletude pela via algoritmica
é ter um novo ponto de vista da existéncia na Matematica de sentencas verdadeiras por pura
questdo de aleatoriedade; devido a um natural excesso de complexidade de certas sentencas
que por vezes seus axiomas nao conseguem capturar, argumentando que a incompletude pode
ser um fendmeno que perpassa outras areas de investigacdo, bem como mostrar a forca tedrica
de sua teoria da informacao algoritmica. Veremos que alguns destes argumentos e pontos de

vista podem ser considerados controversos e até mesmo infundados por parte de seus criticos.

4.3.1 Analise dos aspectos relevantes a critica

O artigo (VAN LAMBALGEN, 1989) foi a primeira critica publicada a versao da
incompletude de Chaitin, seguida pelos complementos e desenvolvimentos de
(RAATIKAINEN, 1998) com comentérios de (FRANZEN, 2005). Eles se ativeram a trés

principais aspectos da prova:
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1. A alegacao que a prova de Chaitin é uma extensao do Primeiro Teorema da
Incompletude de Godel;

2. A pressuposicdo de um limite superior bem definido relacionado a medida do poder,
ou conteddo informativo, da teoria axiomatica formalizada em um sistema formal,
denominada de constante caracteristica’, e;

3. Falta de justificativa para confirmar como suficiente a dependéncia da medida de
complexidade dos teoremas da teoria em um sistema formal pela medida de

complexidade dos axiomas desta teoria através do comprimento destes.

Comecando por Van Lambalgen, em seu artigo ele destaca que na prova de Godel ha
uma construgao explicita de uma sentenca recursiva indecidivel, enquanto que na prova de
Chaitin, isto ndo ocorre. Devido a equivaléncia entre Turing-computabilidade e fungdes
recursivas, sabemos que a fungdo da complexidade de Kolmogorov ndo é Turing-computavel,
portanto ndo é recursiva. Sendo o limite superior que expressa o contetido informativo de uma
teoria S como f(S) e w(S) uma saida em funcdo de S, é impossivel estabelecer recursivamente
um w(S) tal que K(w(S)) > f (S) = cs — sendo cs a constante caracteristica estipulada — pois se
fosse, existiria uma sequéncia recursivamente enumeravel infinita de teorias tal que S, = PA,
S1 = So U {K(W(So) > f (So)} e assim sucessivamente. Assim, suas constantes caracteristicas
vao aumentando progressivamente, com o limite de f (S,) tende ao infinito com n tendendo ao
infinito, tal como o string w(S,). Porém, devido a natureza finita das strings expressas em S,
ndo temos como determinar efetivamente/recursivamente em uma teoria S, w(S) tal que
KW(S)) > f (S). Logo, para Van Lambalgen, este fato ndo mostra a prova algoritmica como
uma extensdo, mas sim revela-se mais fraca que a exposta por Godel.

Em seguida, é iniciado o tema (2) da arbitrariedade das constantes caracteristicas,
abordando que entre a Aritmética de Dedekind-Peano e um fragmento aritmético da Teoria de
Zermelo-Fraenkel (doravante ZF) podem haver infinitas teorias com constantes c iguais,
porém diferentes contetidos informativos™, ndo havendo nenhuma evidéncia para que
possamos associar a indecidibilidade de K(w) > n a afirmacdo de excesso de conteido

informativo da string w, havendo uma grande diferenca aqui entre uma string conter muita

73 Lembrando que no caso da Teoria da Informagdo Algoritmica, a constante caracteristica é um valor
aproximado pelo comprimento do conjunto de axiomas da teoria em conjunto com o custo da implementagado
necessaria a uma Maquina de Turing Universal U para simular tal teoria, que em nosso caso é PA.

74 Podemos afirmar isso sem saber inclusive se czr > cpa mesmo o contrario sendo contraintuitivo na légica
empregada na Teoria Algoritmica da Informacdo, pois ZF é mais robusta que PA, sendo inclusive ndo-
axiomatizavel em PA.
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informacdo e uma féormula expressar esta afirmacdo acerca de w. Contudo, isto pode ser
corrigido aplicando-se o Teorema do Ponto-Fixo em K(x), onde temos que T F ¢ « (K(<¢>)
> cpa), onde de modo informal K(<@>) > cpa significa “eu contenho muita informagdo para
PA”. Porém, mesmo com a diagonalizacdo, como nao temos um método efetivo de estipular a
constante caracteristica cpa, Ndo é exato dizer que ¢ expressa e desfaz a confusdao entre
linguagem e metalinguagem do modo que gostariamos.

Van Lambalgen conclui que ndo descarta a possibilidade da utilizagdao de uma medida
de informacdo para analisar o fendmeno da incompletude, entretanto esta maneira proposta
por Chaitin ndo parece uma boa medida por existir a possibilidade de termos teorias mais
poderosas que outras que, de acordo com a no¢dao de complexidade algoritmica aqui

considerada, teria contetido igual a outra bem mais fraca.

4.3.2 Raatikainen e a imprecisao da constante caracteristica

Panu Raatikainen em (RAATIKAINEN, 1998) da prosseguimento a analise de (2),
desenvolvendo uma maneira de mostrar como pode ser arbitraria a escolha de uma constante
caracteristica a ponto de reduzi-la a 0 por meio de uma funcdo que modifica o cédigo (ou
numeracdo de Godel, se estivermos nos referindo a T), a definindo como m"(x), dado um

parametro n tal que:

0, (sex=n)
m(x)= x+1, (sex<n)
X, (sex>n)

Assim, estabelecemos uma nova complexidade algoritmica baseada nesta nova
recodificacdo, K"(x) = z, sendo que a fungdo K é a fungdo minima de z onde existe um y tal
que n'(y) = z e a Maquina de Turing U, de codigo inicial y para, obtendo como saida o valor
de x. Admitindo a complexidade algoritmica como funcado aritmetizavel, podemos encontrar
K" formalizando n" podendo achar o nimero de Godel do primeiro através do ultimo, e
também efetivamente encontrar uma Maquina de Turing Um tal que procure o menor x tal que
para algum numeral p, Pri(x, <(K"(p) > 0)>). Agora, a questdao € encontrar uma maquina que

realize estas operacOes e utilizemos seu codigo inicial como parametro (RAATIKAINEN,
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1998, p. 577), ou seja, n = m. Como podemos encontrar esta maquina? Se temos como codigo
inicial um valor n, U, deve computar desde 0 todo niimero até chegar a um nimero de Godel
da prova de K,(p) > 0 para algum p, imprimindo-o. De acordo com o Teorema do Ponto-Fixo
aplicado a fungdes recursivas, existe uma funcao f tal que f (n) = m. Se n = m, existe um e
onde U, ® Uy, i.e., eles computam a mesma funcdo. Aqui, podemos observar entdao que este
programa U. nunca vai parar, pois ele vai persistir infinitamente devido a instanciacdo Uy em
U. executando na pratica o mesmo programa em looping. Porém, se houvesse um resultado,
este incidiria em contradicdo, pois encontrariamos K¢(p) > 0 tal que, por definicao, n°(e) = 0,

logo K(p) = 0, o que conclui o argumento.

Raatikainen igualmente expoe artificialmente, por meio do conjunto de instru¢ées por
quadruplas que representam uma Maquina de Turing simulando um programa simples,
maneiras de mostrar que a implementacdo pode ser feita com a necessidade de uma constante
caracteristica muito grande e com uma complexidade axiomatica de valor bem inferior a
constante. Mesmos tais contraexemplos sendo efetivos, podemos alegar que eles sdo artificiais
demais para considera-los. Porém, ndo ha nenhuma justificativa para que uma dita “forma
natural” de representar formalizacOes em sistemas tenha prioridade ou algum tipo de status
epistémico mais privilegiado, o que serve para mostrar o quanto esta alegada versao da
incompletude por Chaitin é dependente dos modos de implementar o programa que simule a
teoria que intencionamos analisar. Desta forma, podemos interpretar o valor da constante
caracteristica relacionado ao codigo da menor Maquina de Turing que ndo para,
consequentemente ndo-provavel no sistema formal T,”” levantando a suspeita de que
aparentemente tal codigo nada de relevante traz para entender o poder ou conteido
informativo da teoria analisada.

Destarte, ap6s o aprofundamento de (2), ele desenvolve (3) dando um exemplo
simples de uma teoria S; e S, tal que S; tem como axiomas uma quantidade finita de sentencas
da forma n = n, enquanto em S, hda a generalizacdo Vx(x = x). Nitidamente o poder
axiomatico de S, é maior que S;, porém, de acordo com a medida de complexidade estipulada,
ocorre o inverso. Inclusive, Raatikainen cita teorias matematicas que sintaticamente
aparentam ser mais complexas, porém tem um poder de prova bem menor que outras, como

Z, e PRA com relagdo a ZFC. Com isso, ele argumenta que ha a velha confusdo entre uso e

75 Raatikainen ainda analisa extensdes Q* e Q** da Aritmética de Robinson Q por sentencas deste tipo
seguidas, em comparacdo com Z2, mostrando que mesmo que a constante caracteristica da primeira seja maior
que a dltima (mesmo havendo em seus axiomas sentengas ndo-provaveis em Z2), a forca da teoria Z2 é
incomparavelmente maior que Q**, tal como Van Lambalgen ja havia apontado.
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mencao neste problema, pois uma sentenca pode expressar de forma sintaticamente simples
um objeto de ampla complexidade, i.e., em nosso caso, Chaitin “[...] compara a complexidade
dos axiomas como mencionada e a complexidade afirmada por um teorema quando usada”
(RAATIKAINEN, 1998, p. 581, traducdo nossa).

Ao fim, Raaitikainen toma por conclusao que deve-se abandonar esta nocao de relacao
entre o conteiido informativo de uma teoria com base na complexidade algoritmica de seus
axiomas e sua constante caracteristica. Ele expde quatro procedimentos para a construcdao de

uma Maquina de Turing que compute K(w) > ¢, que sdo:

Instrucdo para encontrar o menor x que satisfaca a condigao;

Algoritmo para gerar em ordem de comprimento, todas as provas da teoria;

Algoritmo que examine se um dado teorema tem ou ndo a forma K(w) > c, e;
Algoritmo que extraia o nimero w do numero de Godel <(K(w) > c)>, imprima-o e
pare.

el

Juntos, estes quatro procedimentos formam a Maquina de Turing que é necessaria, e 0s
custos para a simulacdo de T dependem destes algoritmos, que servem como subrotinas,
programas menores que compodem o principal. Com tantas variaveis a serem implementadas
efetivamente, mesmo considerando aqui o Teorema da Invaridncia’, dizer que a prova de
Chaitin fornece um comprimento minimo, um limite superior que depende inteiramente do
comprimento dos axiomas da teoria €, para Raaitikainen, ao menos uma ma interpretacao de
seus resultados.

Em (FRANZEN, 2005) ha comentrios sobre uma consequéncia do teorema de
Chaitin: a incapacidade de estabelecer um algoritmo que estipule, dada uma string w, que
tenhamos como decidir se a sentenga w é uma string maximamente incompressivel é valida ou
ndo em uma teoria no sistema formal T, pois s6 se consegue estabelecer tal decisao para
conjuntos finitos de strings devido a limitagcdo pela medida de complexidade dos axiomas da
teoria. Porém, como o proprio Franzén comenta, ha as criticas de (2) ou (3) que deixam o
problema indefinido, ndo-delimitado. Desta forma, Chaitin em (CHAITIN, 1993, p. 69)
propds uma versao melhorada de seu principio na forma uma teoria S ndo pode provar K(w)

> n, para nenhum n maior que K(S) + c. Porém, Franzén destaca que ndo é muito ébvio a

76 Trata-se de um teorema que em resumo demonstra que, dado duas Maquinas de Turing distintas programadas
para realizar a descricdo dos mesmos objetos, a diferenca das medidas de complexidade de Kolmogorov de
ambas de um mesmo objeto tem valor aproximadamente constante. Este teorema serve como justificativa para
mostrar que a medida de complexidade ndo é afetada qualitativamente pela implementacdo computacional
escolhida. Uma prova simples do teorema e mais detalhes em (LI e VITANYI, 2006).
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justificativa para tal alteracao, devido ao fato das criticas em (2) e (3) ndo serem diretamente

atingidas.

4.3.3 Comentarios acerca das criticas

No caso de (1), no sentido de aplicabilidade a outros contextos e sistemas, realmente
pode-se se dizer que houve uma extensao do resultado da incompletude. Contudo, seria uma
extensao no sentido trivial do termo, significando o acréscimo mais de um novo caso de
incompletude, posto que ndo ha precedentes de uma versao semelhante a demonstracao dada
por Chaitin na 4rea da computacdo’””. J4 no sentido epistémico de extensdo como uma
ampliacdao mais generalizante (tal como é considerado por Godel os resultados de Turing do
Problema da Parada com relacdio ao Primeiro Teorema da Incompletude), seja pelos
compromissos epistémicos assumidos na Complexidade Algoritmica (como a Tese de Church-
Turing) ou pela imprecisdo relacionada a constante caracteristica, dizer que ha uma dramatica
extensao dos resultados por esta versao como alegado por Martin Davis é, no minimo,

exagerado e inadequado.

Percebemos que as trés criticas sdo de certa maneira interligadas por (2). O foco na
imprecisao para estabelecer a constante caracteristica é levado a sério por uma area que preza
fortemente pelas justificativas e o uso de contraexemplos como a Filosofia. Porém, Chaitin
aparentemente ndo se preocupa muito com este problema justamente pelo Teorema da
Invariancia, visto que o desenvolvimento de diferentes Maquinas de Turing que implementem
0s quatro procedimentos acima em tese ndo tem interferéncia de ordem qualitativa no
resultado de K(S). Ou seja, o valor estabelecido relativo ao codigo de qualquer Maquina de
Turing, se for simulado por outro programa, pode alterar-se, mas apenas ha uma mudanca
constante e de ordem quantitativa’. Todavia, para determinar o valor de K(S) necessitamos
estabelecer precisamente uma implementacao de um algoritmo que compute K(w), sendo o

conjunto de axiomas de S o mais otimizado possivel, logo precisamos da resposta afirmativa

77 Claro, neste caso ndo levando em consideragdo a solugdo negativa ao Problema da Parada de Turing, por ndo
envolver a noc¢do precisa de incompletude, mas de incomputabilidade.

78 H4 uma prova algoritmo-informacional do principio heuristico de Chaitin em (CALUDE; JURGENSEN,
2005), mostrando que a complexidade dos teoremas estdo ligados a complexidade da teoria por meio de seu
conjunto de axiomas independentemente da elaboracdao dos procedimentos necessarios. Porém, a critica acerca
do estabelecimento do valor de K(S) feita acima aparentemente persiste.
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para se S é incompressivel. Porém, esta € uma sentenga que ndao consegue se responder dentro
de S, pois retornamos a questdo inicial de estabelecer se ndao ha um S’ com uma funcdo de
parada que seja igual ou contenha S, sendo 1g(S’) < 1g(S), o que seria impossivel, dificultando
a determinacdo de K(S) e até a propria definicao de complexidade algoritmica, obtendo-se um
problema de circularidade, assunto que falaremos mais adiante.

Ja os argumentos apresentados em (3) podem ser enfraquecidos com a versao
melhorada de Chaitin, pois do caso dos contraexemplos dados, se tivermos S1 e S2, 1g(S1) >
1g(S2) e a complexidade dos axiomas de S1 seria igual ou menor que K(S2), dado que o
conjunto de teoremas de S2 contém os de S1 e pode haver algum S3 com um conjunto de
axiomas de comprimento menor que S2 tenha um poder ou conteido informativo maior ou
igual a ele. Entretanto, a critica exposta no paragrafo acima se mantém, bem como a
comparabilidade de contelido informativo de duas teorias com o acréscimo de sentencas que
sao indemonstraveis em uma das teorias continua incerta, indicando que a prova de Chaitin
continua com alguns pontos a serem melhor definidos. Para compreendermos melhor estes

pontos, vamos retornar as outras provas da incompletude do tipo-Berry.

4.4 RETORNANDO A CAICEDO E A DEFINICAO DE COMPLEXIDADE

Ao final de (CAICEDO, 1993), ha o desenvolvimento de uma funcdo aritmética do
que Caicedo chama de nimeros de Berry, onde b(x) é o nimero minimo y ndo definivel na
Aritmética por uma formula de comprimento x. Esta funcdo é incalculavel e até indefinivel
em T, pois se o fosse, terlamos uma fungdo efetivamente computavel @(x,y) que calcularia y,
portanto o resultado de ¢@(x, n*n) definiria o menor nimero nao definivel por uma férmula
com comprimento menor que n? o que leva a contradi¢ao da conclusdo obtida por Caicedo
anteriormente. Agora, a parte interessante é a existéncia de outra funcdo d(x), que tem sua
definibilidade atrelada a b(x), pois ela determina o comprimento minimo das defini¢bes de x,
portanto b(x) = min{x € IN / d(x) > n}. Por conseguinte, se b(x) é indefinivel, d(x) também o
é. Porém, se olharmos com cuidado, d(x) pode ser interpretada como uma funcdo de
complexidade algoritmica dentro de PA em T. Indiretamente, mostra-se através deste esboco
que uma nocdo de complexidade algoritmica (que podemos chamar de complexidade

numeérico-algoritmica) nao é aritmeticamente definivel.
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A conclusado acima muda a perspectiva com que encaramos uma defini¢do recursiva ou
Turing-computavel de complexidade algoritmica, pois se esta pequena por¢do ndo €
aritmeticamente definivel, ela ndo é efetivamente calculavel, logo ndo é Turing-computavel
nem recursiva. Vamos aqui expor uma prova mais substancial do caso se atendo as analises
feitas neste trabalho previamente. Algumas férmulas confeccionadas por Caicedo tém a
determinacdo de n? em seus termos, cOmo queremos que seja o mais generalista e preciso
possivel, vamos nos utilizar das modificacoes feitas por Kikuchi nas sentencas de Boolos e
buscar um valor menos arbitrario. Considere a funcdo d(x) = y como a funcdo de
complexidade numérico-algoritmica de x e Kr(x,y) como a relacdao y é o comprimento minimo
de uma formula ¢(x) que define aritmeticamente x. Para sabermos que ela é minima, devemos
ter uma resposta afirmativa para a sentenga de que y é o menor nimero nao definivel por uma

férmula com comprimento menor que um |@(x)|, assim temos:

Ki(x, y) « 3zD1(z, x) A Vy(-Qi(x,y) - (¥ = o)),

Sendo Dr(x, y) semelhante a 0(x, y), porém com os elementos melhorados de Kikuchi,
i.e.: um @(vo) define aritmeticamente um numero n se T - @(n) A VxVy (¢(X) A 0(y) -» X =
y) for valida, representando a relagdo do nimero de Godel da férmula que define n como
N(<@(vo)>, n). E Q(X, y) = 3zB1(z, y) A Provi(N(z, x)) significa z é um niimero de Godel de
uma foérmula demonstravel em T que define aritmeticamente x com menos de y simbolos.

Agora, seja a formula W(x, y):

-Kr(X, y) A VzZVw((z < x) A (W <y) - Ki(z, w)), ou seja, W(x, y) significa que x é o
menor numero definivel por uma formula de comprimento minimo maior que y simbolos,

somente.

Assim, substituindo a variavel y pela constante caracteristica n, teriamos acima a
formalizacdo em T da sentenga de Chaitin onde existe uma string w tal que K(w) > n. E
também substituindo na férmula o simbolo de menor ou igual pelo de menor, teriamos W’(x,
y), sendo x o menor numero ndo definivel por férmulas de comprimento minimos menores

que y simbolos, formalizando a fungdo caracteristica de b(x) = y dos ntimeros de Berry. Isto
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posto, lembremos da secao 3.3.4 de comparabilidade entre as provas tipo-Berry, onde era
fundamental o estabelecimento de um limite superior capturavel por uma quantidade de
simbolos menor que a forma can6nica do numeral deste limite. Ou seja, podemos substituir
em W(X, y) a forma canonica de y pela funcdo minima que o defina aritmeticamente, quer
dizer, W(x, o(y)). Substituindo y por n, tem-se que W(X, ¢(n)) define um nimero de
comprimento maior que n, ou seja, |W(x, y)| + d(n) > [W(x, ¢(n))| > n. Visto que |W(x, y)| é
constante e d(n) < n com lim , .. d(n)/n = 0, havera um nimero natural minimo e tal que [W(X,
y)| + d(e) < e, logo a funcao W(X, e) serda a formula de menor comprimento que expressa o
proprio e, portanto W(x, e) = ¢(e); contudo, e > [W(x, y)| + d(e) > |[W(x, o(e))| > e.
Contradicao.

Vemos aqui que o lema diagonal surge naturalmente por meio de uma inevitavel
autoaplicacao de uma instancia de W(x, y) em si mesma: ndao ha como evitar a contradigao.
Contudo, como ja vimos, ndo se trata desta féormula ndo ser computavel, e sim que a
complexidade numérico-algoritmica desenvolvida aqui ndo é definivel na Aritmética de
Dedekind-Peano pela propria nocao de definibilidade aritmética modificada D+(x, y) ser o
unico componente das férmulas apenas pressuposto, diferente dos demais, calculaveis, tal
como nas provas de Caicedo apresentadas anteriormente. Porém, mesmo com o resultado que
obtemos acima, ndo significa que devemos abandonar a Teoria da Informacgdo Algoritmica ou
a medicdo por complexidade algoritmica de strings. S6 temos que ter plena nocao de que nao
ha definicionalmente como formaliza-la rigorosamente em um sistema formal que contenha

PA, realizando-se assim apenas medidas aproximadas de descricdo minima de strings.

4.5 SENTENCAS TIPO-BERRY, FINITUDE E PROCESSOS COMPUTAVEIS

As sentencgas de tipo-Berry acima, além da distincdo com as sentencas tipo-Mentiroso
envolvendo a diferenca entre autorreferenciacdo e autoaplicacdao, ha também em seus aspectos
de prova casos explicitos de recursdo infinita nas sentencas sob as quais existem
autoaplicacao — o que nao ocorre (a0 menos explicitamente) com as sentencas tipo-Mentiroso
— tendo como consequéncia sua indecidibilidade. Por exemplo, a relacdo de Boolos A(X, y).
Havendo um algoritmo P que computa A e sabendo que A é aplicavel em B(x, y) por meio do

valor de |A(X, y)|, o algoritmo realizara a provabilidade de todas as sentencas bem formadas
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com numero de simbolos menores ou iguais ao numeral |A(X, y)|. Deste modo, havera um [k]
> |A(x, k)| sendo que em algum momento na computacdo, o programa encontrara um |F(x)| <
k tal que ele sera o proprio A, ou seja, uma etapa de sua solucdo acabara sempre incidindo no
mesmo programa que esta sendo executado, e testara a si mesmo entrando em looping, sem

parar”.

Se formos pensar em um programa H que ao menos respondesse se A(x, k) para ou
ndo, vemos que se este programa imprime ‘sim’, entdo ndo ha um [F(x)| < k que nomeie um
numeral p, e P o imprimiria. Porém, vemos assim que A(x, k) nomeia p, e sendo menor que
[k], logo ha um |F(x)| < k que nomeie p. Contradicdo. Agora, se H imprime que P ndo para,
entdo ndo conseguimos encontrar um numero que seja 0 menor numero que ndo possa Ser
nomeado com k simbolos. Ora, como ja falamos acima, devido as férmulas terem natureza
finita e assim nomearem uma quantidade limitada de nimeros, a existéncia deste nimero p é
garantida, mesmo que passemos por ele e P ndo consiga identifica-lo, i.e., se a resposta de
ndo parar for equivalente a conclusdo de ndo haver um x tal que A(x, k), entdo temos aqui
outra contradicdo. Vemos uma relacdo proxima entre a parada ou ndao de programas que
computam finitamente certas propriedades ou relacdes e a indecidibilidade de sentencgas. Mas
qudo ligados estes fendmenos estao?

Suponha que o Problema da Parada de Turing tem resultado afirmativo, ou seja, ha um
processo efetivamente computdvel por uma Mdaquina de Turing Il. que calcule a funcao
caracteristica de parada H(<II1,>, n) de toda Maquina de Turing com ntimero de Goédel <IT,,>
com entrada n. Portanto, dado um IT,, Il. determina, dado uma entrada n, se ela para ou nao,
i.e, H(<IIx>, n) ou ~H(<II,>, n). Agora, consideremos a funcdo aritmetizavel de substitui¢ao
em T de uma varidvel y sub(a, <y>, b). Temos uma funcdo substituicdo diagonalizadora
quando sub(d, <y>, d), ou seja, ela substitui a variavel pelo numeral de seu préprio nimero de
Godel. Podemos reduzir a notagdo desta substituicao por sub(d, <y>). Sendo ela aritmetizavel,
é efetivamente computavel, entdo podemos representa-la por alguma Maquina de Turing I1,
que, dado um numero s, tem como resultado em Il. H(<II>, s) ou =H(<II;>, s). Seja S a
férmula diagonalizavel de Godel -3xPri(x, sub(y, <y>)). Se substituirmos y por <S> em S,

temos expressa a sentenca de Godel G. Logo, se H(<I1;>, <S>), entdo é porque a Maquina de

79 Mesmo se fizéssemos uma clausula “pulando” esta etapa do looping, isso ndo solucionaria o problema, pois
terlamos um programa distinto e uma relagdo distinta das estipuladas anteriormente — sejam estes P’ e A’,
respectivamente — onde existiria um numeral k’ tal que [k’] > |A’(X, k)|, incidindo em outro looping. Dentro das
sentencas tipo-Berry como a de Boolos, este fendmeno é equivalente a incompletabilidade de T, independente de
suas extensoes, e a indecidibilidade essencial da Aritmética, tema também tratado por Caicedo ao final de seu
artigo (CAICEDO, 1993).
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Turing fornece uma resposta, e com isso, uma prova. Logo, existe um X, tal que x é o numero

de Godel da prova de sub(<S>, <y>) em T, ou seja, IxPr(x, sub(<S>, <y>)). Logo:

1. T+ H(<II>, <S>) - -G;

Agora, se —-H(<IIg>, <S>), admitindo que sub(y, <y>) possa ser uma funcao
semirrecursiva, temos como pensar em duas circunstancias na qual o algoritmo que calcula tal
funcdo ndo pdara: na primeira ele analisa todas as instanciacdes de seu dominio, sem sucesso
de encontrar uma instanciacdo na qual o algoritmo forneca uma saida; ou entdo em
determinado estado, o programa entra em looping, ndo fornecendo nenhum resultado; em
nosso caso, trata-se da segunda opgdo, pois é especificada a instanciacdo com valor <S>.
Como o resultado de seu nimero de Gédel de prova tende ao infinito, ndo ha x tal que x seja o
numero de Godel da prova de sub(<y>, <S>) em T. logo —=3xPr(x, sub(<y>, <S>)), assim

temos:

2. T+ -H(<II>, <S>) - G;
3. T--G - H(<II;>, <S>), fazendo a contrapositiva de (2);
4. T+ -H(<II>, <S>) « G, com (1) e (3).

Ha uma outra forma de pensarmos no problema: considerando que se IxPr(x, sub(n, <y>)) —
para algum n, sendo n a godelizacdo de uma férmula de T — entdo ha um método efetivamente
computavel de calcula-lo. Sendo I1; este método e, existindo um x tal que I1, imprime o
nimero de Godel da prova de sub(n, <y>), por definicdo ele para. Logo podemos generalizar
T = Vz3x(Pri(x, sub(z, <y>)) - H(<IIg>, z)). Substituindo z por <S>, obtemos T - -G —
H(<IIg>, <S>), incidindo novamente em (4).

Por consequéncia, sabendo que se T é consistente, pelo Primeiro Teorema da
Incompletude T ¥ G e se T é w-consistente, T ¥ -G. Segue-se com isso que tanto H(<I1,>,
<S§>) quanto —H(<I1y>, <S>) sdo indecidiveis, pois, dado a entrada <S>, assumindo-se que
uma ou outra sera o caso, por modus ponens derivar-se-ia =G ou G, respectivamente,
incidindo em contradi¢do. Portanto, se hd incompletude, ndo hd como sabermos se o
algoritmo de I, para ou ndo. Ou seja, T ¥ -H(<I1>, <S>) e T ¥ H(<I1>, <S>). Um corolario
que podemos tirar deste resultado é que sendo G verdadeiro e indemonstravel em T, segue-se
que -H(<IIg>, <S>) também o é, e I, roda indefinidamente sem fornecer uma resposta. Além

disso, o resultado mais interessante a ser exposto: ha uma prova abstrata em (CALUDE,
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2021) mostrando que, a partir do Problema da Parada, segue-se o Primeiro Teorema da
Incompletude. No esbogo acima fizemos o percurso contrario, expondo em conjunto com seu
resultado a equivaléncia entre o Problema da Parada e a incompletude.

Mesmo alguns légicos — entre eles inclusive o proprio Godel — acreditam ou
acreditaram que o trabalho de Turing era mais generalista e robusto que a incompletude, pois
trata-se do estabelecimento de uma nocdo adequada ao que seriam processos mecanicos
computaveis e a demonstracao de suas limitacdes por meio do Problema da Parada, tendo
como corolario a resposta negativa ao Problema de Decisdo de Hilbert
(Entscheidungsproblem), enquanto a incompletude ¢ a indecidibilidade de sentencas dentro de
sistemas formais considerados consistentes e bons, parecendo este ser um caso particular de
problema de decisdao. Todavia, com tal resultado, vemos que sdao problemas equivalentes,
podendo este resultado ser reproduzido de forma abstrata para toda sentenca indecidivel em
um sistema formal T, ou seja, toda sentenca Y(x) onde se aplique T - VX(U(X) o o(X,
<yi(yo)>), existe uma Maquina de Turing U que computa a fun¢do diagonalizadora ¢(x, y) tal
que, tendo o nimero de Godel <yi(yo)> como entrada, ndo fornece resposta alguma. Assim
sendo, U nunca para. Isto pode nos reforcar uma direcdo para o entendimento da natureza da
incompletude associada a extrapolacdao semantica de processos computaveis finitos, na
passagem da capturabilidade por processos finitarios do que é transfinito, semelhante ao que

Godel cita em sua nota de rodapé 48a:

“Como sera mostrado na parte II deste ensaio, a verdadeira razdo inerente a todos os
sistemas formais de Matematica serem incompletos é que a formacdo de tipos cada
vez mais altos pode ser continuada até o transfinito [...] enquanto em qualquer
sistema formal s6 se dispde de no maximo muitos denumeravelmente disponiveis.
Nomeadamente pode-se mostrar que as proposicoes indecidiveis que se construiram
aqui se podem tornar sempre decidiveis através da adicdo de tipos suficientemente
altos.” (GODEL, 1931a, p. 181, traducdo nossa)

Observando que tal investigacdo continuaria em uma segunda parte do seu artigo, que
infelizmente nunca saiu dos planos, talvez até pela grande aceitabilidade que teve na
comunidade filos6fica. Had muitas interpretagdes da incompletude na literatura do tema®,
variando entre a distingdo conceitual entre demonstrabilidade e verdade, como argumento da
irredutibilidade da mente humana apenas a processos computaveis, até a versao teorético

informacional de Chaitin. O filésofo e l6gico Jaakko Hintikka em um livro sobre Godel critica

80 H& discussdes substanciais sobre as interpretacoes adequadas e inadequadas da incompletude em
(FRANZEN, 2005).
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0 que ele chama de “reacdes estranhas” ndo ao resultado de Godel, mas a sua prova. Ele cita a

versdo de Chaitin, onde comenta que:

“Infelizmente, para Chaitin, estas medidas de informac¢do acabaram ndo medindo
nada que pudesse ser chamado de informacdo. Claramente hd uma necessidade de
entender claramente o que Godel provou e ndo provou — e precisamente como ele
fez isso.” (HINTIKKA, 2000, p. 29, tradugdo nossa)

Ao dissertar acerca da aritmetizacdo da sintaxe e o Lema Diagonal, Hintikka destaca
que os resultados de Godel pertencem a Matematica, ndo a Logica, alegando que a prova da
incompletude mostra, de fato, é que ndo sdo todas as sentengas aritméticas verdadeiras que
podem ser provadas mecanicamente (ibidem, 2000, p. 37), ou seja, o tipo de incompletude
exposta por Godel seria uma incompletude dedutiva, relativa a Aritmética de primeira-ordem,
no qual ndo existiria um processo computavel para enumerar todas as suas verdades. Portanto,
a incompletude ndo versaria acerca dos limites da l6gica, mas sobre a limitacdo de nossa
nocdo idealizada de computabilidade e de processo mecanico, i.e, do que foi chamado
posteriormente de Maquina de Turing. Gédel mesmo afirma que a incompletude significa que
“o tipo de raciocinio necessario na Matematica ndo pode ser completamente mecanizado”
(HINTIKKA, 2000, p. 42, apud DAWSON, 1997, p. 263, traducdo, nossa) e, vemos também
que em seu Postscriptum de (GODEL, 1934), ele declara que Alan Turing em (TURING,
1937) deu uma “[...] definicdo precisa e incontestavelmente adequada de sistema formal”,

destacando que:

“A obra de Turing fornece uma andlise do conceito de “processo mecanico” (ou
antes “algoritmo”, ou “processo de célculo” ou “processo combinatério finito”).
Mostra-se que esse conceito é equivalente a uma “Maquina de Turing”. Um sistema
formal pode ser simplesmente definido como sendo qualquer processo mecanico de
produzir férmulas, chamadas férmulas demonstraveis” (GODEL, 1934, p. 355).

Com a ressalva de que, para a definicao de sistema formal tenha significado equivalente em
ambos os trabalhos, no artigo de Turing a expressao “processo finito” deveria ter o mesmo
significado de “processo mecanico”. Vemos assim, através de nosso resultado e comentarios
anteriores, que realmente a incompletude de sistemas formais estd intimamente ligada as

limitacGes da computabilidade, e ambos aparentemente envolvem a extrapolacao do que é
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finito em seus processos de inferéncia dedutiva ou computacionais, respectivamente. Este é

um tema em aberto para aprofundamento e investigacdes futuras.
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5. OBSERVACOES CONCLUSIVAS

O progresso em dreas e investigacdes da Filosofia, seja o que quer que definamos
como progresso, é um tema em pauta na comunidade filos6fica que surge junto a discussao da
existéncia de progresso no campo cientifico, gerando controvérsias sobre sua
substancialidade, levando em consideracdao a distincdo entre a natureza da investigacdo
cientifica e da filoséfica e havendo, no minimo, o debate se ha muito ou pouco progresso na
area®. Porém, é inegavel que com o desenvolvimento de setores da Ldgica e da Epistemologia
fomos levados a um melhor delineamento e compreensao de seus conceitos e técnicas, até
com obtencdo de respostas a problemas de natureza filos6fica, mesmo que sejam dependentes
de um sistema formal ou interpretacdo, trazendo a tona a concordancia da existéncia de
grandes progressos na area. E parece que toda a historia envolvendo a prova de Godel
corrobora isso. A incompletude de sistemas formais com o minimo de Aritmética é um dos
resultados mais conhecidos na Légica Matematica do século XX. Como observamos, além de
ter em seu background discussdes com programas de pesquisa de diferentes correntes
preocupadas com os fundamentos da Matemaética, seu resultado dependeu de muitos outros
avancos na formalizacdo e axiomatizacdo de teorias, de discussdes sobre finitismo e
infinitismo na pratica matematica, Teoria de Conjuntos e da diagonalizacdo de Cantor,
modelos e métodos de prova de consisténcia relativa e absoluta.

Assim, a partir do proprio artigo de Godel de 1931, ja é possivel obter inicialmente
trés resultados de interesse interdisciplinar: a conclusdo metamatematica de que —
AxPrr(x,<G>) era verdadeira, porém indemonstravel em T — ou seja, ha verdades aritméticas
que podem ser expressas em PA porém ndo provaveis dentro da propria PA — o corolario
denominado Segundo Teorema da Incompletude: sendo o sistema formal T consistente, ndo é
possivel uma prova de consisténcia absoluta de PA em T — resultado esse que pde em xeque o
Programa de Hilbert. E o terceiro, o sistema T é essencialmente incompleto, i.e., continuara
sendo incompleto independentemente dos axiomas que lhe sejam acrescidos.

Sobre suas consequéncias, podemos destacar que seu proprio resultado também foi
precursor de grandes avangos em vdrias areas tedricas e filoséficas®, como da nogdo de

computabilidade com o desenvolvimento da teoria de func¢des recursivas e na elaboracao de

81 Ver a exemplo do tema, (CHALMERS, 2015).
82 Para uma discussdo acerca da importancia e implica¢ées da incompletude de Godel no cenério das discussdes
e problemas filoséficos, ver (RAATIKAINEN, 2005).



104

uma melhor definicdo de procedimento efetivamente computavel — que veio a culminar no
conceito de Informacdo Algoritmica de Chaitin — na abordagem de conceitos da
metamatematica dentro de sistemas como o sistema formal T, obtendo-se resultados como a
teoria da indefinibilidade da verdade de Tarski, e na resolucdo e descobrimento de teoremas e
outras sentencas indecidiveis em outras formalizac¢Ges, tendo por exemplo a resposta negativa
ao Problema da Parada, fornecido separadamente por Alonzo Church e Alan Turing em 1936 e
1937, respectivamente.

Em conjunto a tais avancos, estudos envolvendo diferentes interpretacdes e outras
demonstragoes construidas com diferentes instrumentos l6gico-matematicos, baseadas em
paradoxos diversos e teorias de outras dreas — como a da complexidade algoritmica —
continuam levando a analises sobre a abrangéncia e a natureza da incompletude em sistemas
formais. Tais avancos destacados acima s6 foram possiveis com um progresso dentro do
campo da analise de conceitos e entendimento de suas aplicabilidades. Os resultados de Godel
sdao exemplo disso devido, além da capacidade técnica de desenvolvimento de suas intrincadas
funcdes recursivas, ao estabelecimento de distingoes filosoficas relevantes entre sentencas
aritméticas e metamatematicas, bem como a dissolucdo deste ponto critico ao Paradoxo de
Richard pela aritmetizacdao da sintaxe, bem como através de sua demonstracdo expds uma
cisdo entre verdade e provabilidade na Aritmética®.

A partir da andlise dos aspectos de versdes alternativas de sentengas paradoxais
indecidiveis que surgem no Primeiro Teorema da Incompletude, podemos entender um pouco
mais acerca da aplicacdo dos instrumentos 16gico-matematicos que levam a incompletude de
um sistema formal, bem como corroborar com a afirmacdo de Godel de que realmente o tipo
de paradoxo semantico envolvido ndo importa, e percebemos com isso que é a estrutura de
diagonalizacdo de férmulas, seja ela implicita ou explicita, fazendo-as incidir em uma
aurorreferenciacdo ou autoinaplicacdio que, se provavel em T, leva a contradicao.
Distinguindo-os entre sentencas de tipo-Mentiroso e tipo-Berry, vemos que estas ultimas
fornecem elementos de comparabilidade distintos das primeiras e especialmente titeis para
uma analise da versao do Teorema da Incompletude de Chaitin em conjunto com as criticas ja
publicadas de Van Lambalgen e Raatikainen e, dada a forma légica adequada, conseguimos
delinear a nocao de complexidade algoritmica associada a capturabilidade de numerais por
determinadas fungdes em PA e assim, demonstrar sua indefinibilidade pelas investigacoes e

recursos logico matematicos expostos nos capitulos anteriores, acrescentando mais uma

83 Para uma visdo critica desta interpretacdo, ver (VIDAL-ROSSET, 2006).
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camada as criticas da prova de Chaitin: tal como o conceito de verdade aritmética, nao ha
como definir de maneira precisa o conceito algoritmico de informa¢do em uma parte minima
da Aritmética.

Por meio destas investigacoes, podemos constatar que, considerando um
procedimento mecanico e efetivamente computavel de provabilidade de férmulas em T,
podemos ter algoritmos, Maquinas de Turing voltadas para implementacdo destes
procedimentos. Observando que mais explicitamente em sentencas do tipo-Berry ha recursoes
ao infinito, deixamos mais claro como estabelecer se isto seria uma constante dentro de
funcdes nas quais podemos realizar diagonalizacdes, tais como sub(a, <y>, b), culminando na
equivaléncia entre o Problema da Parada e a incompletude no sentido de, se existe uma
sentenca que pode ser expressa e ndo é provdvel nem refutdvel em T, entdo ndo conseguimos
determinar em T se o procedimento efetivamente computdvel que implemente a
capturabilidade desta instanciagdo pdra ou ndo, e vice-versa. Este é um resultado
interessante para buscarmos compreender o teorema da incompletude como um fenémeno
intimamente associado as complicacOes e dificuldades dentro de sistemas formais com o
minimo de Aritmética que envolvem a capturabilidade parcial do transfinito por métodos
finitistas de raciocinio, onde investigacGes futuras podem mostrar-se muito promissoras.

E através desta pesquisa, colateralmente podemos concluir que a realizacdo de uma
revisdo teodrica direcionada adequadamente a certos pontos pode trazer a tona certas
conclusdes que ja haviam de alguma maneira sido exploradas na literatura — como no caso dos
numeros de Berry e sua relacdo com o principio de descricdo minima da complexidade
algoritmica — cabendo ao pesquisador por vezes a funcdo de buscar compreensdo do texto,
afastar-se e observar o quadro amplo (big picture) do que estd envolvido no tema,
reinterpretando e por vezes complementando empreendimentos anteriores a fim de maiores
esclarecimentos do tema. Desta forma, o dito progresso ha de se fazer presente no horizonte

de possibilidades da area de investigacao abordada.
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