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RESUMO
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Neste trabalho obtemos a forma geral do tensor de energia-momento anomalo para
buracos negros estaticos com simetria esférica, para os trés estados de vacuo quantico
de interesse dentro da fisica dos buracos negros. Posteriormente particularizamos o
resultado obtido para os buracos negros de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom, para
0s quais conseguimos determinar os valores explicitos do tensor de energia-momento por

comparacgao de nossa solugao geral com os resultados da teoria quantica de campos.

Palavras-chave: Buracos negros; anomalias de traco; tensor de energia-momento;

vacuo; radiacao de Hawking.



ABSTRACT

In the present work we obtain the general form for the anomalous stress-energy
tensor for static black holes with spherical symmetry, for the three quantum vacuum
states of interest in black holes physics. The particular cases of Schwarzschild and
Reissner-Nordstrom black holes are then analyzed, for which we determine the explicit
values of the stress-energy tensor by comparison of our general solution to the results of

the quantum field theory.

Key-words: Black holes; trace anomalies; stress tensor; vacuum; Hawking radiation.
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1 INTRODUCAO

A teoria da relatividade geral, apresentada em sua formulacao definitiva em 1915
por Albert Einstein, pode ser resumida pela afirmacao de que o espago-tempo tem suas
propriedades totalmente definidas pelo conteido de matéria e energia, e vice versa:
as propriedades do espago-tempo determinam a forma como a matéria e a energia se
organizam tanto no tempo quanto no espaco. As propriedades locais do espago-tempo
sao totalmente determinadas por sua geometria, sendo esta totalmente caracterizada por
um objeto mateméatico denominado tensor métrico. As principais equagoes matematicas
da relatividade geral sao as equacoes de Einstein, que em sua forma compacta sao dadas
por

G

G,uz/ = 7T,uu7

onde GG é a constante gravitacional e ¢ é a velocidade da luz. O lado esquerdo desta
equacao esta associado com a geometria do espaco-tempo, enquanto que o lado direito

estd associado com a matéria e energia constituintes do universo.

Uma das previsoes mais interessantes da relatividade geral é a existéncia de bura-
cos negros. Do ponto de vista classico da relatividade geral, estes objetos sao regioes
do espaco-tempo que agregam campos gravitacionais tao intensos que nenhum tipo de
particula ou radiagao poderia escapar de seu interior. No final da década de sessenta
HAWKING e PENROSE (1969), mostraram que apds sua formagao, estes objetos se-
riam eternamente indestrutiveis. HAWKING (1971), também conseguiu mostrar que a
area do horizonte de eventos de um buraco negro nunca diminui, caracteristica esta, que
imediatamente nos faz lembrar do conceito termodinamico de entropia. Contudo, até
entao esta semelhanca aparentemente nao teria nenhuma justificativa fisica, sendo con-
siderada apenas uma grande coincidéncia. Porém o préprio HAWKING em (1974), ao
estudar a quantizagao dos campos no background de uma estrela submetida ao processo

de colapso gravitacional, mostrou que buracos negros podem decair, emitindo radiacao



térmica com uma temperatura caracteristica dada por

h

- 27rck:3/€’

onde h é a constante de Dirac, kg é a constante de Boltzmann e k é a gravidade superficial
c4

AGM*

Desta forma Hawking conseguiu associar uma entropia aos buracos negros dada por

no horizonte de eventos, que para um buraco negro com massa M é dada por k =

o 03]{33
-~ 4hG

Sbn A

onde A é area do horizonte de eventos do buraco negro.

A radiacao de Hawking, ou seja, o processo de evaporacao de buracos negros é
considerada uma das maiores descobertas da fisica tedrica das ultimas décadas, uma vez
que ao contrario do previsto pela relatividade geral cléssica, buracos negros poderiam

decair até um possivel desaparecimento total.

Apesar de terem se passado quatro décadas desde os resultados iniciais de HAW-
KING em (1974) e (1975), com muitos estudos a respeito do assunto, detalhes da
evolugao e morte dos buracos negros ainda nao sao bem conhecidos. Em termos formais,
a evolucao de um buraco negro no espago-tempo é descrita pelas flutuacoes quanticas
dos campos da matéria, que é descrita por uma agao efetiva. Desta forma, dando ori-
gem a uma teoria semi-cldssica, na qual a métrica dos espago-tempo é determinada
pelas equagdes classicas de Einstein. Por outro lado, de acordo com BIRREL (1977),
os campos quanticos seguem sua dinamica ditada pelas respectivas agoes quanticas no
espago-tempo curvo, desta forma, considera-se a evolugao dos campos quanticos se-
gundo a dinamica obtida via acoplamento minimo com o campo gravitacional classico.
Ou seja, os campos quanticos satisfazem equacoes no espago curvo, onde a curvatura do
espago-tempo é representada pelo campo gravitacional classico. E a dinamica do campo
gravitacional, descrita pela métrica, é determinada pelas equacoes classicas de Einstein,
tendo como fonte o tensor de energia-momento dos respectivos campos quanticos, como

sugerido por FULLING (1976).

O campo gravitacional encurva o espaco-tempo onde os campos da matéria evoluem,
e estes campos por sua vez interagem com o campo gravitacional através do momento
e da energia que carregam, representados pelo tensor de energia-momento do referido
campo. Esta é a estrutura béasica da teoria de campos no espago curvo, uma abordagem

semiclassica onde somente os campos da matéria sao quantizados, enquanto o campo



gravitacional ainda é descrito classicamente de acordo com a teoria da relatividade geral.

Uma das caracteristicas fundamentais da teoria de campos dentro do modelo padrao
da fisica de particulas elementares, é que, em geral estes modelos sao invariantes frente
a transformacoes conformes. Esta caracteristica aparece explicitamente no tensor de
energia-momento do campo considerado, o qual tem traco identicamente nulo. Ocorre
que a relatividade geral nao é invariante frente a transformacoes conformes, o que pode
gerar inconsisténcias em algumas teorias semi-classicas de campos. Também em muitos
casos, ocorre que a teoria de campos em espacos curvos renormalizada, deixa de ser
invariante frente estas transformacoes, dando origem ao que se chama de anomalia de
Weyl, ou anomalia de traco, a qual se manifesta nas propriedades do tensor de energia-
momento, que adquire traco no processo de renormalizacao. Do ponto de vista da
fisica de buracos negros, estas anomalias estao relacionadas a fenomenos quanticos,
que ocorrem no processo de colapso gravitacional, como por exemplo a producao e

aniquilacao de particulas e o efeito Hawking.

Usaremos na realizacao deste trabalho o sistema de unidades de Planck, descrito
no apéndice A. No qual a velocidade da luz (c) a constante de gravitagao universal(G),

a constante de Dirac (h) e a constante de Boltzmann (kp) assumem valor unitario,
c=G=h=kg=1.



2 REVISAO

2.1 Transformacao e invariancia conforme em rela-
tividade restrita

Como mencionado na se¢ao anterior, uma das caracteristicas fundamentais de uma
teoria de campos dentro do modelo padrao da fisica de particulas elementares é a in-
variancia destes modelos frente a transformagcoes conformes. Com o intuito de tornar
claro o conceito de invariancia conforme nas teorias fisicas, apresentamos nesta se¢ao
uma revisao sobre tais transformacoes no contexto da relatividade restrita, definindo-
as e apresentando suas principais caracteristicas e aplicagoes que sao de interesse no

contexto deste trabalho.

Consideremos um espaco R de dimensao n, com geometria descrita pela métrica g, .

O elemento de linha neste espacgo é dado por
ds® = g, dxtdz”. (2.1)

Sob uma transformacao geral das coordenadas, x — 2/, a métrica se transforma por

;o 0x® 0xP
o = Gla) = o S (). (22

De acordo com a definigdo dada por GINSPARG (1989) e DI FRANCESCO (1997), o
grupo conforme é formado pelo conjunto de transformacoes de coordenadas que mantém

o tensor métrico invariante, a nao ser por uma mudanga de escala,

I (€) = Gy, () = M) gap(2). (2.3)

Ou seja, as transformacoes conformes sao localmente equivalentes a pseudo-rotacoes e

dilatacoes.

Como ja mencionado, o conjunto de todas as transformagoes conformes, forma um



grupo algébrico, sendo que um dos subgrupos deste é o grupo de Poincaré, que é formado
pelo produto das transformagoes de Lorentz e das translagoes no espaco plano, o qual
corresponde ao caso especial A(z) = 1. Uma das caracteristicas das transformagoes
conformes é que, apesar da dilatacao local, elas preservam o angulo formado entre duas

curvas que se cruzam em um determinado ponto.

Os geradores infinitesimais do grupo conforme podem ser obtidos considerando-se a

seguinte transformacao de coordenadas,
ot — gt =gt 4 e (2.4)

onde €* é uma variacao infinitesimal sobre x*. Diante desta transformacao a métrica
varia por

gl“’(x) - g:w = g,U«V(x) + (a,uel/ + 8116;1) . (25)

Impondo que esta transformacao seja conforme, de acordo com a Eq. (2.3), devemos ter
Ouey + 0y = f(2) g, (2.6)

Tomando o trago dos dois lados dessa equacao obtemos a fungdo f(x) em termos dos

et

Y

(o) = %apeﬂ. (2.7)

Esse resultado, juntamente com a Eq. (2.6) produz
2
Ouey + 0pe, = - (0-€) g (2.8)

Assim, a transformagao conforme das coordenadas, dada por (2.4) faz a métrica variar

por,

s = Gusl0) + (D) gul). (29

De onde, comparando com a definigao de transformacao conforme dada pela Eq. (2.3),
obtém-se

Az)=1+ % (0-€). (2.10)

Para continuar, podemos assumir por uma questao de simplicidade e sem perda de
generalidade, que g,, = 7., onde 7, = diag(1,1,...,1). Substituindo a nova métrica

em (2.8) e derivando mais uma vez, temos

2
0,06, + 0,0,€, = Eap (0 €) Ny (2.11)



Construindo uma relagao analoga a esta tltima através de uma permutacao de indices,

e tomando uma combinacao linear adequada obtemos a relacao

20,0 6, = N O0p f + MupOuf — w0, f. (2.12)
Contraindo ambos os lados com n*” e derivando mais uma vez encontramos
20, (0%€,) = (2—n) 0,0, f. (2.13)
Por outro lado, aplicando 92 na equagao (2.8) temos
O (Ouer + Ovey) = N 0* f (2.14)
Das duas ultimas equagoes obtemos a seguinte identidade

w0+ (1 — 2)0,8,] (8- €) = 0. (2.15)

Desta equagao podemos ver que a derivada terceira de € se anula e, por conseguinte,
que a derivada segunda é uma constante. Dai concluimos que a dependéncia de ¢ com

x deve ser através de no maximo uma funcao quadratica.

Assim, as transformacoes conformes infinitesimais possiveis sao de trés diferentes

classes, conforme listamos a seguir.

a) Se € nao depende de x, temos que
et = a”, (2.16)

que representa uma translacao arbitraria independente das coordenadas.
b) Para o caso em que € possui dependéncia linear com x, existem duas possibilidades:
(1)
et = what, (2.17)
que representa uma rotacao, sendo w* antissimétrico; e
(i)
et =\t (2.18)

que representa dilatagoes.
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c¢) Por 1ltimo, em caso de dependéncia quadrética de € com z, temos que
e = bla? — 2P -z, (2.19)

a qual é denominada transformacao conforme especial (SCT).

As correspondentes formas finitas destas transformacgoes sao as seguintes:

r—1 =x+a, (2.20)

r — 2 =Rz, (2.21)

que sao respectivamente translacoes e rotagoes. Estas duas sao as geradoras do grupo

de Poincaré, para as quais A(x) = 1.

As dilatagoes sao dadas por,

r— 1z =z, (2.22)
para as quais temos A(z) = \72.
E as SCT, cuja transformacao das coordenadas é

, x + ba?
T 14 2b-x + 0222

(2.23)

r — X

para a qual o fator de escala é A(z) = (14 2b- z + b%a?)”.

Vale lembrar que esta tltima forma corresponde a transformacao mais geral possivel
que preservam localmente os cones de luz. Por isso, tém algum interesse no contexto da

teoria classica dos campos, como mostrado por SOPER, (1975).

2.1.1 Transformacao conforme na teoria de campos

Dentro da teoria de campos classica dizemos que esta possui simetria conforme se a
acao do referido campo € invariante frente a transformacoes conformes das coordenadas

do espacgo tempo de Minkoswski apresentadas na secao anterior.

A acdo de um campo escalar ¢ pode ser definida por

S = % / 4" 1/ =g " 9,006 . (2.24)

Nessa relacao estamos usando unidades de Planck, onde a constante de Dirac foi nor-
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malizada & unidade, h = 1 (ver Apéndice A).

Se consideramos uma transformacao infinitesimal arbitraria de coordenadas, como

a dada por (2.4), temos que a variagdo produzida por esta transformagao sobre a acao é

58 = / 4"z T™ 0,6,
(2.25)

1
=3 /d”xT“" (Ouen + Ovey) -

Nesta equacao T é o tensor de energia-momento do campo considerado, que assumimos

ser simétrico pela permutagao de p e v.

Usando as equagoes (2.6) e (2.7) podemos escrever a variagdo da agao frente a

transformacao conforme das coordenadas e do campo como

1 oy 2
5S:§/d xTH g(a'E)gwj,

:l/d":ET[j(@-e).

n

(2.26)

Assim, para que a acado seja invariante frente a transformacoes conformes e, por
conseqiiéncia, a teoria de campos considerada possua simetria conforme, é necesséario

que o tensor de energia-momento do campo considerado tenha trago identicamente nulo.

O tensor de energia-momento é classicamente definido pela relagao
2 48
T =—— .
V=g ogh

Ou seja, ele representa a reagao do campo em relacao a variagao da métrica. No caso

(2.27)

do campo escalar, cuja acao é dada por (2.24) , resulta

1
T, = 0,00,0 — igu,,ﬁpgb@pgb. . (2.28)

Como discutido acima, o tensor de energia-momento deve satisfazer a exigéncia de ter
trago nulo,
g, =T, =0, (2.29)

o que é verdade para o campo escalar somente para n = 2.

Usando a equagao do movimento para ¢, vemos que 7T}, também respeita a principio
de conservacao da energia
VT, = 0,000 =0, (2.30)
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onde [ é o operador de Laplace-Beltrami, que ao ser aplicado sobre o campo escalar ¢,

satisfaz as identidades

1

b — —
Ve

Oy (V=90"¢) = ¢"'V,V, 0. (2.31)
No contexto da teoria quantica de campos, uma expressdo analoga a (2.28) para
o tensor de energia-momento de um campo escalar ¢, evoluindo em um background

classico ¢ a seguinte

;o2 8z
M V=gagm

onde Z é o funcional do estado de vacuo, definido por

(2.32)

Z = / [d¢) exp (% / d"x\/—_gg“”((?“(ba,,(b) . (2.33)

Como o campo escalar ¢ nao varia frente a transformagoes conformes, temos que
[d¢] também permanece invariante. Dessa forma, a expressao semicldssica para o valor

esperado do tensor de energia-momento ¢ dada por
1
(1) = (0,00, 0 — §gu,,8p¢8p¢). (2.34)

Uma vez que estamos considerando que o espago-tempo curvo de background é

classico, esperamos que valham as seguintes relagoes

9" (L) = (9" T} = 0, (2.35)

VTw) = (V') = (9,0000). (2.36)

Nao podemos afirmar que esta ultima equagao é identicamente nula, pois nao podemos
usar a equacao de movimento classica em um tratamento quantico. Porém, nao hé
motivo que nos faga concluir que o tensor de energia-momento nao seja conservado

quando consideramos fendmenos quanticos.

Com base nas hipéteses acima, podemos chegar a uma conclusao a respeito de a
equacao (2.36) anular-se ou ndo. Para isso, multiplicamos o campo escalar ¢ pelo fator

(—g)1¢, definindo um novo campo

® = (—g)i0. (2.37)



13

Com esta alteragao, a acao para este campo é da forma (2.24), que é conformalmente
invariante, e o tensor de energia-momento é da forma (2.28), que respeita o principio de

conservacao da energia.

A transformacgao conforme para o novo campo ® pode ser escrita na forma
P = ®. (2.38)

onde a é uma funcgao caracteristica para cada tipo de campo. Porém, agora na ex-
pressao do funcional do estado de vécuo, o termo [d®] ndo é mais invariante frente a
transformagao conforme. De acordo com Fujikawa (1980, apud ALVES e BARCELOS-
NETO (2004)), sua variacao é dada por

D] = exp (z / d":c\/—_ga(x)A(x)> 4] (2.39)

onde A(z) é uma quantidade divergente que pode ser regularizada.

Uma conseqiiéncia da troca de ¢ por ® é que o tensor de energia-momento confor-
malmente transformado TW associado ao novo campo, obtido a partir do funcional de
vacuo, possui traco nao nulo. Para o caso bidimensonal o valor esperado do tensor de
energia-momento é dado por ALVES e BARCELOS-NETO (2004), como sendo

1

<T;w> = <T;u/> - 48—7_(_g;w R, (240)

onde (T},,) ¢ o tensor dado por (2.34), e o termo 4i-g,» R é a anomalia que surge da

regularizagao da fungao A(z).

2.1.2 Transformacao de Weyl: As transformacgoes conformes
em espagos-tempos curvos

No contexto da teoria da relatividade geral as transformagcoes conformes foram ini-
cialmente consideradas por WEYL (1952). Agora vamos definir estas transformagoes
e analisar o comportamento dos invariantes geométricos do espaco-tempo e de certas

equagoes de interesse fisico frente as mesmas.

Consideremos um espaco-tempo curvo n-dimensional, com geometria definida pela

métrica g,3, e seja 2 uma funcao homogénea e estritamente positiva das coordenadas.
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Nestas condigoes temos que a métrica

Jas = Vgag, (2.41)

¢ obtida a partir de g, através de uma transformacao conforme da métrica (veja-se
também a Eq. (2.3)). Como a métrica do espago-tempo tem inversa, segue de (2.41) a

relacao entre as métricas inversas
g’ = Q7% (2.42)
Destas relagoes temos
3*%gsy = Q29" Vgp, = g*%g5, = 65, (2.43)

conforme o esperado.

O préximo passo consiste em obter a relagao entre os operadores derivada, associados
com as duas métricas. Para esse fim, considere-se um campo vetorial wgz. Entao, em
qualquer ponto do espaco-tempo a diferenca entre V,wg e @ac% depende apenas do
valor do campo vetorial neste ponto, e portanto, pode ser escrita como uma combinac¢ao

linear dos mesmos. Ou seja,

Vawg — Vawg = Clawy , (2.44)
onde os coeficientes C’gﬁ podem ser fungoes do ponto e sao determinados a partir das

propriedades da derivada covariante, conforme vemos a seguir.

Uma vez que, para uma dada métrica gg, existe um, e somente um, operador deri-

vada V, que satisfaz a equagao

Vagsy =0, (2.45)
segue a identidade
0= Vads = Vagsy — Coplder — Con e - (2.46)
Ou seja,
Vagsy = Crap + Cpary- (2.47)

Permutando os indices, podemos escrever

vﬁgav = Cwﬁa + Caﬁw (2-48)



15

ngaﬁ = nga + COW@. (2.49)

Somando as duas primeiras dentre as relagoes (2.47), (2.48) e (2.49), e subtraindo a

terceira, temos

1 ~ ~ ~
Chap = 5 (Vagsy + Vday = Vadas) (2.50)
ou ainda,
1~ € ~ ~ ~
;/6 = 59’\/ (vagﬁe + vﬁgae - vegaﬁ) . (251)

Note-se também que vale a relagao
Valsy = Va (Q%95,) = 2Q95,Vo 2, (2.52)
e, entdao, podemos escrever a equacao (2.51) como

Cﬁ/ﬁ = Q_lgﬁ/E (ggean + QQEVQQ — gangQ) , (253)

«,

Além disso, lembrando a identidade Q7 'V,Q = V,In ), obtemos finalmente
Cop = 03ValnQ+06.VsInQ — gosg"V . In Q. (2.54)

Assim, a relagao entre os operadores derivada associados com a métrica original g,z e
com a métrica conformalmente transformada é dada por (2.44), cujos coeficientes C

sao definidos conforme a relagao (2.54).

Podemos usar a equacao (2.44) para comparar as geodésicas em relagao a V, com
as geodésicas em relacio & V,. Consideremos para isso um vetor v® tangente a uma
geodésica afim parametrizada em relagao a V,. Entao, a seguinte relacao deve ser
satisfeita

v*Va0? = 0. (2.55)

Em relagao ao operador V,, usando (2.44) e (2.54), temos
va@avﬁ =0V 0 + vo‘Cgﬁ/v” ,
=0 (267, V) InQ — g0, g” VI Q) 07, (2.56)
= 20907V, InQ — (garv®0?)g? V. In Q,

onde vemos que, em geral, as trajetorias geodésicas em relagao a V, nao sao trajetorias

geodésicas em relacao a V,. Porém, se consideramos geodésicas nulas, para as quais
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a7 = 0, a equacao anterior fica
vV o? = 20°07V, In Q = an”, (2.57)

que é justamente a equacao para uma geodésica nao afim parametrizada. Assim, as
geodésicas nulas em relacao a V, também sao geodésicas nulas em relacao a V,, ou

seja, geodésicas nulas sao conformalmente invariantes.

Vamos agora analisar o comportamento do tensor de Riemann frente a uma trans-

€

formacao conforme da métrica. A relacao entre o tensor de Riemann R,z associado

ao operador V,, e o tensor de Riemann R,3, associado com o operador V,, é dada por
Raﬁ,yﬁ = Raﬁ.ye — QV[acegh + 2077%@065}77, (2.58)

onde
V[acfﬁh = V.C, — V(. (2.59)

Substituindo os coeficientes C¢, a partir da Eq. (2.54), podemos escrever a relagao
explicita entre os tensores de Riemann associados com a métrica original e a métrica

conformalmente transformada, resultando

Rops = Ropy + 20V 5V, In Q — 2691,V 5V, In Q-+
+2(VialnQ) 6%V, InQ — 29,14059™ (V, In Q) V) In QO+ (2.60)
—2 (Ve InQ) g5,V In €.

Agora, contraindo esta expressao sobre § e ¢ obtemos a seguinte relagao para os

tensores de Riccl associados com as duas métricas

Roy = Roy — (n —2)V,V, InQ — 60,9V V, In QO+
+(n—2)(VolnQ)V,InQ — (n — 2)garg™ (Ve In Q) V, InQ,

(2.61)

onde n é a dimensao do espago-tempo considerado.

Multiplicando esta expressao por §*? e usando a identidade §** = Q~2¢%7, obte-
mos a forma pela qual o escalar de curvatura associado com a métrica conformalmente
transformada relaciona-se com o escalar de curvatura associado a métrica original, ou

seja,

R=072{R—-2(n—2)g"V,V,InQ— (n—2)(n —1)g*" (Vo nQ)V,InQ}. (2.62)
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Por 1ltimo, consideremos o tensor de Weyl, que é definido por

2
n—1)(n—

9
Capre = Rapre — — (Gaty Rdp — 9o Rela) + (

Ryatyalss 2.63
— 3) argals (2.63)

onde Ragye = gnellapy" € o tensor de Riemann. Substituindo este, que é obtido da
equacao (2.60), os R;;'s, que sao obtidos de forma analoga a equagao (2.61) e o escalar
de curvatura obtido de (2.62), temos que o tensor de Weyl associado com a métrica

conformalmente transformada ¢é igual ao tensor de Weyl original
Caﬁ’ye = Caﬁ'ye- (264)

Ou seja, o tensor de Weyl é invariante frente a transformagoes conformes da métrica.

Neste ponto é necessario analisar o comportamento de algumas equacoes de campos

de interesse fisico, que envolvem a métrica, frente as transformacoes conformes.

Consideremos inicialmente um campo ¥ qualquer. Uma equagao para este campo
é considerada conformalmente invariante se existe um nimero s € R, tal que ¥ é uma
solucao para a equacao com métrica g.g se, e somente se, ¥ = QU for uma solugao
para equagao com métrica G,z = Q2?gag. O pardmetro s é chamado de peso conforme

do campo considerado.

Vejamos entao o comportamento frente a uma transformacao conforme, da seguinte

equacao para o campo escalar P,
g*°V VP = 0. (2.65)

Esta equacao corresponde & equacao de Laplace se ¢ for uma métrica Riemanniana, e
a equacao de Klein-Gordon se ¢*? for uma métrica Lorentziana. Em relacdo a métrica

conformalmente transformada, esta equacao fica
GO0V Vd = Q2gV, [V5(Q°D)] = Q729 [V, V() — C705V, (2°P)]
= Qs—2gaﬁvavﬁ® + (2s+n— 2)93_3ga5(VQQ)V5<I>+ (2.66)
+ s 3G OV, V0 + s(n + 5 — 3)Q 3 gPD(V,Q) V590
Como podemos ver, esta equagao em geral nao ¢é invariante frente a transformagoes con-

formes da métrica. Porém, se considerarmos o caso bidimensional (n = 2), e escolhendo

o peso conforme do campo como sendo s = 0, temos

GV Va0 = Q2¢V, V3® = 0. (2.67)
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Ou seja, as equagoes de Laplace e Klein-Gordon, em espacgos-tempos bidimensionais, sao
invariantes frente a transformacoes conformes da métrica, sendo que o peso conforme

do campo é s = 0.

Consideremos agora espacos-tempos com dimensao n > 2. Nesse caso podemos
modificar a equagao (2.65) de maneira simples para que ela se torne conformalmente
invariante. Primeiro escolhemos o peso conforme do campo como sendo s = 1 — 7, de

forma que o termo proporcional a (V,£)V3® se anule, e entao

GOV V0 = Q57 2g°0V V3 + sQ° 3¢ 0V, V 50+

(2.68)
+s(n 45— 3)PgPd(V,Q) V0.

Essa ultima relacao lembra o comportamento do escalar de curvatura R frente a uma
transformacao conforme, que é dado pela equagao (2.62). Consideremos entao um termo
da forma aR®, o qual serd no final adicionado a equagao (2.65). Em relacao a métrica

conformalmente transformada este termo fica

aR® = a2 RO — 2(n — 1)a®0 22 PV, V304

n . (2.69)
+2(n — 1)a®Q 32V, QV0 — (n — 2)(n — 1)a®Q 3" 2¢*V OV 0.
Com esta alteragao temos
GV V0 + aRd = 07V, V0 4 (1 g) 023 0go%V, V04
n’ 3 —3-2x af -1z
+ —Z+§n—2 Q7 20g"V, Ve + aw™ 2 RO+
(2.70)

—2(n —1)a®Q 22 gV, VsQ+
+2(n — 1)ad®Q 372 gV OV 304
+ (n —2)(n — 1)a®Q 33 ¢V, OV0.

(n—2)

Fazendo oo = — A1) obtemos
B & —2) ~ = _q{_n (TL—Q) _1_n
0157, 7,0 — Y 0 Rb = 018 g0V, V0 O “RD. (271
3"V, Vj 4(n_1)aR 29"V, V3 =1 °R (2.71)
Assim, a equacao
-2
B Vb — ——— RP = 2.72
g7V Vpg 4(n—1)R 0, (2.72)

é conformalmente invariante, com o peso conforme do campo ® sendo s =1 — 7. Esta
equacao é uma extensao conformalmente invariante das equacoes de Laplace e Klein-

Gordon para espagos-tempos curvos.
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Consideremos agora as equacoes de Maxwell no vacuo

9°°V . F.5 =0, (2.73)

ViaFs = 0. (2.74)

Escrevendo a primeira dessas equagoes em relacao a métrica conformalmente transfor-

mada

gmﬁvﬁ’aﬁ = Q_zgm@'y (QSFaﬁ)

(2.75)
= Qg V(L Fo5) — C (Y Fp) — C (X Fae)},
substituindo os C%; e fazendo as derivadas necessdrias encontramos
GV Fop = U 72g°V  Fop + (n — 44 5)Q° 3¢V E, 3V Q. (2.76)
De modo analogo, para a segunda equacao temos
VieFs = Via(@°F
ok = Via(QFy) (277)

= OV [o Fjy) + s H(V[aQ) Fy).

Assim, podemos ver que em geral as equacoes de Maxwell nao sao conformalmente
invariantes. Porém, se consideramos o caso de interesse fisico n = 4, a equagao (2.76)
reduz-se a

GOV Eap = Q720 Fop + sQ° 3¢ FL5V,Q, (2.78)
e escolhendo s = 0 esta ultima equacao fica na forma
GV Fug = Qg% Fop, (2.79)
enquanto que a equagao (2.77) resulta invariante,
@[aﬁ’ﬁ“f] = Viaf . (2.80)

Logo, as equagoes de Maxwell no espaco-tempo quadridimensional sao comformalmente

invariantes, sendo o peso conforme do tensor eletromagnético s = 0.

Por 1ultimo vamos analisar o comportamento da equacao de conservacao da energia

VT = 0 frente a uma transformaciao conforme da métrica e das coordenadas do
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campo. Para um tensor de energia-momento simétrico 7% = T5% tem-se

VT =V, (Q°TF)
(2.81)
= Vo (T) + CL T + CL QT
Substituindo os C;v e fazendo as respectivas derivadas resulta
Vol = VT 4 (s +n + 2)Q 71TV ,Q — Q@1 gPV Q. (2.82)

Assim, a equagao de conservacao da energia nao é invariante frente a transformacoes

conformes.

2.2 Anomalias de traco e curvatura

O valor da anomalia do trago do tensor de energia-momento pode ser dada como uma
combinagao linear dos invariantes de curvatura do espaco-tempo considerado. Usando
o método da regularizacao dimensional, que leva em consideragao o principio de co-
variancia geral e algumas consideragoes dimensionais que envolvem a ordem das de-
rivadas do tensor métrico que sao fisicamente aceitaveis na expressao do tensor de
energia-momento, DESER, DUFF e ISHAM (1976), demonstraram que a forma geral

da anomalia de traco é dada por
(T3) Ren = AR, (2.83)
para espagos-tempos bidimensionais, e
(T gen = a1 C* + ay (RaﬁRag - %RQ) + as0OR + ay R?, (2.84)

para o caso quadridimensional. Nestas expressoes o simbolo () g.,, indica o valor esperado
da quantidade renormalizada, o e os a; sao constantes a serem determinadas. Apesar,
dos argumentos de gerais de DESER, DUFF e ISHAM nao determinarem o valor destas
constantes, sabemos que elas devem ser as mesmas para todos os estados de vacuo

quantico e todos os espacos-tempos para uma determinada dimensao.

Apbs a apresentacao desta forma geral para a anomalia do traco, foram realizados
varios estudos para fixar o valor das constantes que aparecem nestas expressoes. Para
o caso bidimensional o valor da constante « é bem determinado, uma vez que pode-se

comparar a eq. (2.83) com o valor do tensor de energia-momento calculado por DAVIES,
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FULLING e UNRUH (1976), o qual sugere que o = (24%)_1. De fato pode-se verificar

que este é o tnico valor consistente com a lei de conservagao da energia.

Para espacos-tempos de quatro dimensoes, a analise feita para determinar o valor
das constantes a; nao é tao simples, porém existem inimeros resultados obtidos por
diferentes métodos que concordam entre si, permitindo fixar o valor destas constantes.
Segundo DAVIES et al. (apud CHRISTENSEN e FULLING, 1977), no espago tempo de
Friedman-Robertson-Walker é possivel definir um estado de vacuo quantico para o qual
o tensor de energia-momento deve ser homogéneo e isotrépico. Porém, ao estudarem a lei
de conservacao da energia sob essas condicoes, eles chegaram a conclusao de que a tnica
funcao tensorial homogénea, isotrépica e que respeita a lei de conservacao para a qual
o trago seja uma combinagao linear de R* R, e R? é a combinagao (RQ'BRaﬁ — %R2).
Essa observacdo sugere que o termo contendo R? isoladamente em (2.84) nao deve

aparecer, ou seja, deve-se ter ay = 0.

CHRISTENSEN (1976), calculou a forma geral para o valor esperado do tensor
de energia-momento para um background curvo arbitrario no caso de um campo escalar
massivo. Embora seus cédlculos nao sejam diretamente aplicaveis para o caso sem massa,
seus resultados sugerem que as constantes aj, as e az tenham todas o mesmo valor e
que este seja igual a (2880%2)_1. DOWKER e CRITCHLEY (1976), calcularam o va-
lor do tensor de energia-momento para um campo escalar sem massa no espago-tempo
de Sitter, para o qual encontram (T%)gen = 5ea (RaﬁRag — %Rz). Dado que nesta

283072
geometria temos C? = [JR = 0, este resultado confirma o valor de ay sugerido por

Christensen. Além disso, um célculo feito por CAPPER e DUFF (1974 apud CHRIS-
TENSEN e FULLING, 1977), usando o método de regularizagao dimensional no espago
dos momentos, também confirma o valor de a3 citado acima. Por tltimo, para a cons-
tante a;, DUFF (apud CHRISTENSEN e FULLING, 1977) mostrou que no background
de Schwarzschild, onde R,s = R = 0, o trago do tensor energia-momento é dado por

T pen = s==—C?, 0 que confirma também o valor de a; previamente sugerido.
alR 288072 ~

Com tais resultados, a relagao esperada entre o trago do tensor de energia-momento
renormalizado (andémalo) e os escalares de curvatura num espago-tempo quadridimensi-
onal para um campo escalar deve ser (ver Eq. (2.84)) da forma

1 1
(T&)ren = 5555 <02 + R Rop — 5R2 + DR) : (2.85)
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2.3 Anomalias de traco e radiacao de Hawking

A efeito Hawking é considerado um dos fenomenos mais extraordindarios ja previstos
pela fisica tedrica. Sua origem estd na combinacao da teoria da relatividade geral com
a mecanica quantica, combinagao conhecida pelo nome de teoria de campos em espacos
curvos. Usando este método para estudar a dinamica de um campo escalar sem massa
no background de um espaco-tempo com horizonte de eventos, como por exemplo um
buraco negro formado através do colapso gravitacional de uma estrela, Hawking sur-
preendentemente chegou ao resultado que buracos negros emitem um fluxo de radiacao
para o infinito, o qual apresenta um espectro caracteristico de corpo negro a uma tem-
peratura que é totalmente definida pelos parametros do buraco negro: massa, momento

angular e cargas associadas a campos de longo alcance, como a carga elétrica.

Outro resultado interessante da teoria de campos em espagos curvos é o surgimento
de anomalias, que surgem como um conflito entre o processo de quantizacao dos campos
e as simetrias classicas apresentadas pela lagrangeana destes campos. De acordo com as
teorias classicas, espera-se que a agao efetiva de um determinado campo conformalmente
invariante seja conservada, conforme discutimos mais acima. Para que isto ocorra,
¢ necessario que o traco do tensor de energia-momento associado a este campo seja
identicamente nulo. Porém ocorre que, ao quantizarmos o campo considerado, ou seja,
ao expandirmos o campo em modos normais, aparecem termos divergentes no tensor de
energia-momento do campo quantizado, o que é fisicamente inaceitavel, uma vez que
este representa grandezas fisicas mensuraveis. Para removermos estas partes divergentes
(e obtermos um tensor de energia-momento que respeite o principio de conservagao da
energia), é necessario adotarmos um método de renormalizacao. Independentemente do
método escolhido, o tensor de energia-momento resultante adquire trago no processo de

renormalizacao.

A radiacao de Hawking e a anomalia de traco do tensor de energia estao profunda-
mente relacionadas, como mostrado por CHRISTENSEN e FULLING (1977). Segundo
estes, a anomalia pode ser interpretada como um fluxo de radiagao, o qual esta em plena
concordancia quantitativa com o fluxo obtido por HAWKING (1974) em seu célculo ori-
ginal. Segundo tal ponto de vista, isto significa que a radiacao de Hawking, ou seja,
a criacao e aniquilacao de particulas, ¢ uma conseqiiéncia do processo de regularizacao

necessario para a preservacao do principio de covariancia geral.
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2.4 Os estados de vacuo quanticos

O estado de vacuo é geralmente associado ao estado que emerge em um sistema
do qual se excluem todas as particulas de matéria. Porém, no contexto da mecanica
quantica, sendo o vacuo o estado de minima energia acessivel ao sistema, além de excluir
todas as particulas massivas, devemos também excluir todas as formas de radiacao. O
conceito de vacuo, do totalmente vazio, é bastante dificil de ser concebido. E natural
nos perguntarmos o que sobraria apds retirarmos todas as particulas e todas as formas
de radiacao de um determinado sistema. De acordo com a mecanica quantica, o vacuo
é povoado por particulas virtuais que nao podem ser removidas. Estas particulas sao
criadas e aniquiladas aos pares tao rapidamente que, de acordo com o previsto pelo

principio da incerteza, sua deteccao se torna impossivel.

Do ponto de vista formal, na teoria quantica de campos em espagos-tempos curvos,
o processo de quantizacgao é feito da forma usual, expandindo-se o operador de campo

T

em termos dos operadores de aniquilacao (a;) e criacdo (a,

1), sobre um conjunto de

modos que sao solucao das equagoes de campo. Nesse contexto, o estado de vacuo
|0), é o estado aniquilado por (a;), a;|0) = 0, indicando que ndo hé mais quanta de
campo a serem aniquilados no estado |0). Um dos resultados mais surpreendentes deste
procedimento, é que, na presenca do campo gravitacional, ou seja, em um espago-tempo
curvo, a nocao de estado de vacuo torna-se um pouco vaga, uma vez que, diferentemente
do que ocorre no espaco-tempo plano de Minkowski, onde a teoria quantica de campos
preve a existéncia de um unico estado de vacuo, num background curvo existem infinitos
estados de vacuo possiveis, sendo que nem todos os estados possiveis sao vazios. O tipo
de particulas que constituem estes estados de vacuo nao vazios dependem do observador.
Dentro de nossa compreensao atual deste problema, as diferencas entre as constituicoes
dos estados de vacuo de possivel existéncia, representam situacoes fisicas diferentes
as quais o sistema considerado esta submetido. Em espacos-tempos na vizinhanca de

buracos negros, é usual considerar-se trés tipos de estado de vécuo.

O primeiro dos estados considerados e que tem interesse para o presente estudo € o
estado de vdcuo de Boulware |B). Este estado foi definido no trabalho de BOULWARE
(1975), sendo construido exigindo-se que particulas tenham energia positiva em relacao
ao vetor de Killing na geometria de Schwarzschild, ou seja, que os modos do campo que
chegam ao horizonte do futuro e que saem do horizonte do passado tenham freqiiéncias

positivas em relagao a coordenada temporal que assintoticamente se aproxima do tempo
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de Minkowski. A grandes distancias do buraco negro r — oo, os modos se reduzem a
ondas planas, ou seja, no infinito este estado se aproxima do estado de Minkowski,
(IB) ~ |0)r, que é vazio. Porém, préximo ao horizonte de eventos, este estado nao é
bem comportado, pois, no estado quantico de Boulware um observador inercial caindo
nas proximidades do horizonte de eventos mediria uma densidade de energia e pressoes

infinitas.

Outro estado de vicuo que nos interessa é o estado de Hartle-Hawking |H), o qual
é definido nos trabalhos de HARTLE e HAWKING (1976) e de ISRAEL (1976). Este
estado é construido usando modos com freqiiéncia positiva em relagao a um parametro
afim, chegando no horizonte do futuro, e modos com freqiiéncia positiva saindo no
horizonte do passado. No infinito estes modos nao se reduzem a ondas planas, (|H) #
|0)as, ou seja, |H) ndo é vazio no infinito. Este estado descreve um fluxo de radiagao
térmica em equilibrio na temperatura de Hawking, tem as propriedades de um estado
térmico, sendo também o Unico estado entre os considerados que é regular no horizonte
do passado e no horizonte do futuro. Este estado pode ser usado para descrever um
buraco negro em equilibrio com a radiacao emitida pelo préprio, onde o estado de
equilibrio é obtido através do confinamento do sistema em uma caixa com paredes
totalmente refletoras. Assim, este estado pode ser usado para descrever um buraco

negro em equilibrio num banho térmico de radiacao de corpo-negro.

Por tltimo, temos o estado de vacuo de Unruh |U) definido por UNRUH (1976), que
é construido com modos que chegam com freqiiéncia positiva em relagao a um parametro
afim no horizonte do futuro que assintoticamente se aproxima do tempo Minkowskiano, e
modos que partem com freqiiéncia positiva em relagao a um parametro afim no horizonte
do passado. Dos estados considerados este é o mais interessante, uma vez que ele
descreve o comportamento de campos quanticos na vizinhanga de um corpo colapsando
na formacao de um buraco negro. Neste estado nao temos fluxo de particulas entrando
do infinito do passado, mas temos um fluxo térmico de particulas na temperatura de
Hawking fluindo na dire¢ao do infinito do futuro. Este estado é regular no horizonte do
futuro, porém no horizonte do passado ele é tdo mal comportado quanto |B). Podemos

usar este estado para descrever a emissao de radiacao de Hawking por um buraco negro.



3 O TENSOR DE
ENERGIA-MOMENTO E AS
ANOMALIAS

Neste capitulo nés vamos encontrar a forma geral do tensor de energia-momento do
vacuo, para o espaco-tempo nas vizinhancas de buracos negros estaticos com simetria
esférica. Esta solugao serd obtida resolvendo-se a equacao de conservagao de energia,
cuja solucao serd encontrada a partir de consideragoes geométricas sobre o espago-tempo
considerado e algumas restricoes impostas sobre a prépria solucao. A solucao geral
da equagao de conservagao de energia serd escrita em termos de duas constantes de
integracao e duas fungoes, sendo uma destas o traco do tensor de energia-momento. Apods
esta etapa, vamos particularizar os resultados encontrados considerando-se dois casos
especificos, o buraco negro de Schwarzschild e o buraco negro de Reissner-Nordstrom,
comparando o nosso resultado com o tensor de energia-momento quantico, determinamos
o valor das constantes de integracao para os trés estados de vacuo quantico de interesse

na fisica de buracos negros.

3.1 Um espaco-tempo suficientemente geral: Carac-
teristicas geométricas

O espaco-tempo que consideramos é dado pela seguinte métrica,
1
f(r)

onde f(r) é uma funcdo continua da coordenada r, que pode ter zeros e singularidades

ds® = —f(r)dt® + —dr® +1* (d6° + sin® 6dg?) , (3.1)

isoladas. Esta métrica descreve a geometria do espago-tempo na regiao exterior a buracos
negros estaticos com simetria esférica, sendo que o horizonte de eventos corresponde ao

zero cujo raio ry, tem o maior valor dentre os zeros de f(r), tal que f(r) > 0 para r > 7p,.
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Para esta geometria, os simbolos de Christoffel, definidos por

1
Lo = 59" (0o + Oup — D) (3.2)

e nao identicamente nulos sao os seguintes

f/
Ff’t = Fir = ﬁ’
f'f
I ==
tt 2 )
f'f
" =-—-==
rr 2 Y
F§9 = _r.fa
I,=-rf sin? 6,
1
M, =19 ==
rf Or ,,,,7
Fi¢ = —cosfsinb,
1
¥ =T7¢ — —
reY pr ’f”

Iy, =10y =cotd,
onde, f’ representa a derivada da funcao f em relacao a coordenada r,

0

I _ -
f= o p). (33)
O tensor de Ricci, definido por
Ry, = O\, — 0,4, + T3, 10, — T T, (3.4)

para esta geometria tem todas as componentes fora da diagonal principal identicamente

nulas, e as componentes nao nulas sao

_1 " 2][‘/

Rtt—§f2 (74'?), (3.5)
_ (S 2

R =3 (5 +25). (36)
Rgng—’r’f/—l, (37)

R,, =sin®0(f —rf —1). (3.8)
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O escalar de curvatura, ou escalar de Ricci, é dado por
R=—-f"4+—"——-=%——. (3.9)

Conseqlientemente, o tensor de Einstein, definido por

1
G/w = R/w - §g/wR> (310)
tem as seguintes componentes nao nulas:
oy
Gtt == ﬁ ﬁ T, (311)
Loy
==+ === A2
2. £1
Geezrf’+r2f : (3.13)
© 2.1
Gy, = sin’ 6 (rf’ - T2f ) : (3.14)

3.2 Solucao geral da equacao de conservacao da ener-
gia

A forma geral do tensor de energia-momento para buracos negros estaticos com
simetria esférica, para os quais a geometria do espaco-tempo em sua vizinhanga é descrita
pela métrica dada por (3.1), pode ser obtida resolvendo-se a equacao de conservagao da
energia

onde a derivada covariante de um tensor misto de segunda ordem ¢é dada por
VTl = 8,T) +Th\T) — T, 1Y, (3.16)

sendo que 0,7} indica a derivada parcial convencional da componente do tensor de
energia-momento. Os coeficientes Ti‘w’s sao os simbolos de Christoffel definidos anteri-

ormente.

Na equagao (3.15), o indice repetido y, indica a soma sobre todos os valores possiveis

do mesmo. Explicitamente, em termos das coordenadas do espaco-tempo, esta equagao
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pode ser escrita na forma

VT4V, T+ VT +V, 17 =0. (3.17)

Para a geometria descrita por buracos negros estaticos com simetria esférica, supo-
mos que T seja independente do tempo, o que é uma boa aproximacao para a regiao de
estado estaciondrio, e também que os estados quanticos de interesse possuam simetria
esférica. Segue entao que as tinicas componentes nao nulas do tensor de energia-momento
sao TF, T7, T T, T e T, . Outra conseqiiéncia da simetria esférica € a identidade T =
T7. Com estas consideragoes a equagao de conservagao de energia fornece as seguintes

trés equacoes diferenciais:

2
O, T + 17 =0, (3.18)
I ¢ 200
T + 1" — —T = 1
€
Ty =T7. (3.20)

Resolvendo a equagao (3.18) temos que a componente 7} é dada por

A

T—_—
="

(3.21)

onde A é uma constante de integracao.

A componente T} pode ser escrita em termos do trago, e das outras trés componentes

da diagonal principal do tensor de energia-momento, sendo
T =T —T" — 217 . (3.22)

Usando esta relagao, a equagao (3.19) pode ser escrita como

r f/ r L/ o g [ L/ o
o, T + (f )T +<f " Ty QfT =0, (3.23)
ou, de maneira mais simples, na forma
o, T + Lf {(%f +r? )T — (2rf —r?f) T — gTQ} =0, (3.24)

cuja solucao em termos de f(r) e f'(r) é dada por

Tr = %{BT_Z)AJF/T; { Qf/ T (r') — (P f = 2r' f) Tg(r')] dr'}. (3.25)
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Para a andlise a ser feita no presente trabalho, é conveniente introduzirmos a coor-
denada r*, definida de maneira que tenhamos

dr
dr*

= f(r). (3.26)

Em termos das coordenas (¢, r*), as componentes do tensor de energia-momento transformam-

se da seguinte maneira

T =T, (3.27)
» 1
T = 4 (3.28)
e
T = -T/". (3.29)
Para facilitar a analise que faremos a seguir, vamos definir as seguinte funcoes:
1
O(r)=T{(r) — ETS(T), (3.30)
G(r) = / (2r'f — r'2f/) o(r')dr', (3.31)
TH
e

H(r) = % / ' (T/;f +r f) T2 (") dr . (3.32)

Usando estas funcoes podemos escrever o tensor de energia-momento como sendo a soma
de quatro termos.

TH — Tk + T2)n + TEw + TIE4)”- (3'33)

v v v v

Nas coordenadas (t,7*,0 e ¢ ) esses termos sao:

—%H(r) + 3T%(r) 0 0 0
1
TN _ 0 apHr) 0 o (3.34)
0 0 1T (r) 0
0 0 0 2T (r)
(1 10 0
A |1 =10 0
Ty(z)“ == ? y (335)
M2riflo 0 0 0
0 0 0 0,
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—2:G(r)—20(r) 0 0 0
T = ’ A G 00 (3.36)
Y 0 0o o o |
0 0 0 O
€ _ .
—100 0
B 0 10 0
TWr = 3.37
Mr2f L0 0 0 0 (3:37)
0 00 0

Cada um dos quatro tensores apresentados acima, independentemente satisfaz a
equagao de conservagao da energia V,T¥ = 0. Em funcao da andlise que faremos
posteriormente para definir os valores das constantes de integracao A e B nos estados de
vacuo na vizinhanca de alguns buracos negros especificos, é importante observarmos que,

)

somente T,,(1 possui trago nao nulo, somente T,,(z)“ tem componentes fora da diagonal

. . 3 . . , ~
principal e somente 3" possui trago nulo, cuja componente T} é nao nula.

Os resultados obtidos até este ponto aplicam-se de maneira geral a buracos negros
estdticos com simetria esférica. As equagoes (3.34) a (3.37) fornecem a forma correta do
tensor de energia-momento independentemente do tipo de campo considerado. Somente
quando particularizamos os nossos resultados, fornecendo o valor do traco do tensor de
energia-momento, é possivel fazermos consideracoes adicionais a respeito dos resultados

obtidos e tragarmos novas conclusoes acerca da teoria de campos especifica.

3.2.1 O caso bidimensional

A analise que faremos aqui depende do conhecimento prévio do valor esperado de
tensor de energia-momento quantico. Ocorre que estes valores esperados, em geral,
nao sao encontrados na literatura para geometrias quadridimensionais, pois em virtude
das complicacoes técnicas que surgem nos calculos decorrentes dos métodos da teoria
quantica de campos, que fornecem estes resultados, os calculos sao em geral realizados
apenas para geometrias bidimensionais. Assim, é necessario restringirmos nossa analise
para esse caso. Esta restri¢do serd feita truncando-se a métrica (3.1) considerando
apenas as coordenas t e r do espaco-tempo. Fazendo isto obtemos

1

ds* = —f(r)dt +f(7“)

dr?. (3.38)
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Esta métrica pode ser escrita, de forma conformalmente transformada, em termos das

coordenadas (t,7*), definidas por (3.26) como,
ds* = f(r) (—dt* + dr*?). (3.39)

Ou ainda, em termos das coordenadas nulas (v, u), definidas respectivamente por

v=t+r", (3.40)
w=1t-r" (3.41)

temos
ds* = f(r)dudv. (3.42)

Para a métrica dada por (3.38) a equagao de conservagao da energia nos fornece as

seguintes equacoes diferenciais:

o, 1) =0, (3.43)
¢ /
o,T! + 2f 7 (217 —T}) = 0. (3.44)

Escrevendo novamente a componente T} em termos do trago
=Ty -1, (3.45)

podemos escrever a segunda equacao na forma

r ]' ! f/ [e% .
8, T" + 7 (f Tr — ETQ) = 0. (3.46)

Resolvendo as equagdes (3.43) e (3.46) temos que as componentes do tensor de
energia-momento sao

" — _i (3.47)

Tr = < / Loy ) , (3.48)
T = —— ( / Loy ) +TO(r). (3.49)

A relagao de transformacao entre as coordenadas (¢,7) e (¢,7*), das componentes deste
tensor, é a mesma que para o caso quadridimensional. Da mesma forma que no caso

da geometria quadridimensional, podemos definir a seguinte funcao, analoga a fungao
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H(r) definida em (3.32),
1 T
Hy(r) = 5/ FTe(r")dr. (3.50)

Usando esta equacao podemos escrever o tensor de energia-momento como sendo a soma

de trés termos

TH =T 4 TPn o 7Ok (3.51)
onde
g — | T3 M) + 1) o0 ] | 552)
0 ?Hg(’f’)
TP = fj\lp 1 j , (3.53)
¢ -
Tk = f]f\; _01 (1] . (3.54)

3.3 Particularizacao dos resultados

A partir desta secao particularizaremos os resultados gerais obtidos até agora, espe-
cificando o tipo de campo considerado e a geometria do espago-tempo onde este campo
evolui. Consideraremos em todos os casos um campo escalar ®. Para este caso o valor
do trago do tensor de energia-momento pode ser encontrado, através do procedimento
descrito na secao 2.2. Até este momento os cédlculos realizados aplicam-se de forma
correta a qualquer tipo de buraco negro estatico com geometria esférica, para o qual
exista um horizonte de eventos. Nesta se¢@o especificaremos qual a fungao f(r), ou seja,
o tipo particular de buraco negro considerado, e analisaremos a forma da radiacao de
Hawking em um infinito espacial desta geometria. Assim por comparacao com os resul-
tados obtidos da teoria quantica de campos podemos determinar o valor das constantes
de integracao A e B. Os casos que consideraremos sao os espacos-tempos na vizinhanca

dos buracos negros de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom.

3.3.1 O buraco negro de Schwarzschild

A geometria do espaco-tempo de Schwarzschild é descrita por uma métrica que é a
solucao para as equagoes de Einstein no vacuo com simetria esférica. O buraco negro

de Schwarzschild pode ser imaginado como uma casca esférica de massa M que forma
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um buraco negro ao ser submetida ao processo de colapso gravitacional. A métrica que

descreve o buraco negro de Schwarzschild ¢ dada por

r r

1
. (1 _ ﬂ) g (1 _ %) dr? + 12 (d6? + sin® 0dg?) (3.55)

Comparando esta métrica com a equagao (3.1) vemos que

) = (1 - %) | (3.56)

r

onde podemos observar que f(r) se anula quando r = 2M, sendo este o valor do raio do

horizonte de eventos do buraco negro de Schwarzschild.

3.3.1.1 Caso bidimensional.

Agora vamos obter a forma explicita do tensor de energia-momento para a métrica

de Schwarzschild truncada,

-1
ds* = — (1 — %) dt* + (1 - %) dr?. (3.57)

T r

Para esta métrica o tensor de curvatura é dado por
R=—, (3.58)

e assim, usando a relagao (2.83), segue que o trago do tensor de energia-momento é

M

T gen = .
(Ta)n 63

(3.59)

Substituindo este valor na equagao (3.50) e integrando a fun¢ao Hs(r) fica determinada,

M? 1 1

Com este resultado temos que a forma geral do tensor de energia-momento do buraco ne-
gro de Schwarzschild bidimensional pode ser escrito, nas coordenadas (¢, 7*), da seguinte
forma.

TH =T + TP + T, (3.61)

v v v v

onde

-1 M? M
T(l)ﬂ = (1 _ %) [_E (16]1W4 o 7‘%) + 6mr3 0 (362)

0 3= (e — 7))
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A oM\ '[1 -1
TR — = (1 222 3.63
Y M? < r ) 1 -1 (3.63)
e - -
-1
-1 0
T,f?’)” = E 1— % . (3.64)
M? r 0 1

A fim determinarmos os valores das constantes A e B vamos comparar as trés ex-
pressoes acima com o valor do tensor de energia-momento do buraco negro de Schwarzs-
child para os trés estados de vacuo mencionados na secao 2.4. Isto serd feito analisando o
valor esperado do tensor de energia momento em um infinito espacial, onde o comporta-
mento desta quantidade fisica deve ser bem definida, e é conhecida através de resultados

obtidos da teoria quantica de campos.

Consideremos inicialmente o estado de vacuo de Boulware. Dado que este estado é
vazio no infinito, o valor esperado do tensor de energia momento deve se anular quando
r — oo. Portanto, vemos que a tnica forma de obtermos este resultado é com Ag = 0
em (3.63). Assim, o tensor de energia momento do buraco negro de Schwarzschild

bidimensional para este estado deve ser da forma

TEm = T 4 T3, (3.65)
No infinito temos que
T2 (0) =0, (3.66)

e a equacao (3.60) assume o valor

1

H(00) = seur

(3.67)

Dessa forma a equagao (3.65) no infinito é dada por

- 0] : (3.68)

5 1 Bp
S (00) (38T 7rM2+W) 0 1

Como este estado é vazio no infinito, devemos ter que ;2 (c0) = T (00) = 0. Com
esta imposicao podemos calcular a constante de integracao Bp, para a qual obtemos o

valor

1
Bp=—— . .
B 38471 (3.69)

Portanto, o tensor de energia-momento do buraco negro de Schwarzschild bidimensional,
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no estado de vacuo de Boulware é

-1 M? 1 1 M
TBw _ 1 _ 2M T 24r (16M4 B r_4) *+ Gre 0 +
v r 0 M2 (e — &)
247 \16M%* =~ 74

(3.70)

1 L 2M -1 0
3847 M? r o 1|

Para o estado de Hartle-Hawking o valor esperado do tensor de energia-momento
do buraco negro de Schwarzschild bidimensional no infinito é dado por Christesen e
FULLING (1977) como sendo

(H|T}(c0)|H) = W [_01 (1)] . (3.71)

Comparando este valor com a equacdo (3.63) vemos que para obtermos este resultado

devemos ter novamente
Ay =0. (3.72)

Assim, neste estado de vacuo o tensor de energia-momento é como no estado de Boulware,
a soma das equagoes (3.62) e (3.64), ou seja, no infinito ele é dado por (3.68). Compa-
rando (3.68) com (3.71) resulta

(H|TH(o0)| H) = TV (00) + T (00),

de onde segue que,
1 1 By

3847 M2 384nM2? M2’

e assim temos

By = 0. (3.73)

Logo, o tensor de energia-momento do buraco negro de Schwarzschild bidimensional

no estado de vacuo de Hartle-Hawking é dado por

oM\ A (- L) M 0
TlEH)u _ (1 _ T) 247 (16M4 7“4) 67 o : ) . (3‘74)
0 247w (16M4 - 7’_4)

Consideremos agora o caso da radiacao de Hawking. Em tal caso, ou seja, no
estado de vacuo quantico de Unruh, o tensor de energia-momento do buraco negro de

Schwarzschild bidimensional apresentado por Christesen e FULLING (1977) tem seu
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valor esperado no infinito dado por

(U|T}(c0)|U) = 7681M2 [_11 _11] (3.75)

Comparando este resultado com T, (0c0) temos,

(U|T7 (00)|U) = T2 (c0),
1 Ay

S 768TM? T M?
de onde obtemos, para a radiacao de Hawking,

1
Ay = — . .
V' 7687 (3.76)

Uma vez conhecidos os valores de Ay e Hy(o0), podemos determinar a outra constante

de integragao usando a relagao
(UIT (00)|U) = T (00) + T, (00) + TV (c0),

obtida de (3.61, e as Eqs. (3.62), (3.63) e (3.64) no limite r — oo. Ou seja,
1 1 1 By

TIGSTME . 38AnME T TesAME T M2

de onde conclui-se que

By =0. (3.77)

Assim, o tensor de energia-momento da radiacao de Hawking emitida pelo buraco negro

de Schwarzschild é dado por

-1[_M? 1 1 M
T — (1 _ 2M T 24w (16M4 - r_4) + Gm 0 +
Y r 0 M2 (# _ L)
241 \ 16 M4 -

(3.78)

1 oM\ |1 —1
+ 1-— .
7687 M? r 1 —1

Desta forma conseguimos obter o valor do tensor de energia-momento da radiacao
de Hawking partindo do conhecimento da anomalia do trago. Podemos também fazer a
andlise inversa, ou seja, obter o valor da anomalia do traco a partir do conhecimento da

radiacao de Hawking.

Como para o estado de Unruh By = 0, a densidade total de energia no limite r — oo
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é, Ty = Hy(oo) — T¢(o0) — 4. Para qualquer tipo de campo considerado, espera-se
que esta quantidade seja maior ou igual ao fluxo assintotico, Ty, = %. Para o nosso

caso, que consiste em um campo escalar descrevendo particulas sem massa, temos que

a densidade de energia no infinito e o fluxo assintético sao iguais, ou seja

Ttt — Ttr
o A A
Hy(00) — T(00) — MUZ = MUZ
De onde obtemos
M2
Ay = = [H(00) + T3(00) (3.79)

Como no caso bidimensional o trago do tensor de energia momento deve ser proporcional

ao escalar de curvatura, 7%(r) = aR, resulta

M? < g 4AM
AU = 7 {M/zM(T/) Oémd?"/} . (380)
Resolvendo para Ay temos
a
Ay = o= 81
HNETX (3.81)
e substituindo o valor de Ay obtido em (3.76) encontramos o valor de «,
1
= .82
a= g (3.82)

Assim, partindo do conhecimento daradiacao de Hawking, conseguimos obter a anomalia

do traco do tensor de energia-momento.

3.3.1.2 Caso quadridimensional

Agora vamos analisar a solucao geral da equacao de conservacao da energia dada pe-
las equagbes (3.34) a (3.37) para o caso do buraco negro de Schwarzschild, cuja métrica
é dada por (3.55), afim de obter informagoes a respeito da relagao existente entre a ano-
malia de traco do tensor de energia-momento e o fluxo de radiacao de Hawking emitido
por este buraco negro. Porém, para o caso quadridimensional esta relacao nao podera
ser obtida tao diretamente como foi feito para a métrica de Schwarzschild truncada, pois
nao conhecemos a fungao ©(r). Uma alternativa para transpor tal dificuldade é, entdo,
usarmos o conhecimento do coeficiente da anomalia e do fluxo assintético da radiagao

calculados independentemente, para obter as informacoes possiveis e estimar o valor de
O(r).
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Para a geometria de Schwarzschild, o valor do trago do tensor de energia-momento
anomalo em termos dos invariantes geométricos do espaco-tempo dada pela equacao

(2.85) assume o valor
1 1 M?
T pen = ———C? = ——. 3.83
Tatnen = Segom 6072 76 (3.83)

Substituindo este valor em (3.32) e resolvendo a integral encontramos

ﬁ<3 M4 M5)

H(T):W — - —

.84
640  8r4 + 1075 (3.84)

onde, f = -1

6072 *
D o .
O tensor T3V é o mesmo para todos os estados de vacuo para um dado campo sem

massa, e suas componentes nao nulas sao dadas por

-1 4 5
o B 2M 3 5M* 11M
W = 1—- = - - :
S VEr ( . ) ( 610 8t 100 ) (3:85)
oM\ ' (3 M*  MP
TOr _ s 1— _ 3.86
" M?2y2 r 640  8&rt + 107 )7 ( )
1 3 oM\ ' (3 3M* 3MP

TWr _ Zpae Py 2 o 3.87
r 4@ M2r2 r 640  8rt + 5r5 )7 (3.87)

¢ w1 3 oM\ /MY MO

_ Lpmae _ 2 ME M
1o 4Ta M?r? (1 r ) <47’4 27’5) ’ (3.88)

Para o estado de vdcuo de Boulware (|B)), que é definido de forma que seja vazio

)

. . B . N .
no infinito, espera-se que as componentes de 7, B tendam rapidamente a zero a medida

que r — o0, e também que se anulem no limite M — 0. Sabemos ainda que T,,(B)“ nao
é regular no horizonte do futuro, de forma que existe a possibilidade de ©(r) nao ser
bem comportada a medida que r — 2M, e, com isso, a integral que define Gg(r) pode
nao ser convergente. Para contornar este problema vamos redefinir a funcdo Gg(r),
substituindo o limite de integracao inferior, o que equivale a redefinirmos a constante
Bpg. Para este estado de vécuo consideraremos, ao invés de (3.31), a seguinte integral

Gp(r) =2 /T (r' = 3M)©p(rdr'. (3.89)

o

O tensor de energia-momento para o estado de Boulware é

TEO = T 4 TOW (0] + TE By (3.90)
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By ~
e as componentes de TV( " sio:

oM\ ! 3 5M*  11M°
- 21 (e )+

640 | 8t 1000

1 - 5 o1/ ! (3.91)
B
— ﬁ (]_ — T) GB('I") — 2@3(7") — —M27“2 (]. — T) s
T(B)T_ /6 1_% - i_M_i_%s +
N VRS r 640  8r*  10r° (3.92)
1 oM\ ! Bg 2M\ ™ '
+ﬁ(1_7) GB(T)+M2T2(1_ 7’) ’
e
1
TP = T2 = O5(r) + {T2(0). (3.93)

Dado que este estado de vacuo é regular no infinito, devemos ter Tt(B)t(oo) =

TT(B)T(OO) = 0, o que fornece a equacgao

B (1 - %yl <_i _ M74) +Gulr) + Bﬁ;) 0. (3.94)

Tomando o limite » — oo nesta ultima equagao , a fungao Gg(r) se anula, e resulta

_36
640

5= (3.95)

o que completa a determinacao das constantes arbitrarias no tensor de energia-momento

anomalo para o estado de vacuo de Boulware.

A analise para o estado quantico de Hartle-Hawking no caso quadridimencional
envolve complexidades técnicas que estao além do escopo deste trabalho e portanto nao

serd feita aqui.

Para o estado de vacuo de Unruh que é regular no horizonte do futuro, temos que

By = 0 e, portanto, o tensor de energia-momento para este estado é dado por

T\r = 7k L T (A 4+ T [Oy] (3.96)

v v v

Desta forma, as componentes do tensor de energia-momento para o estado de vacuo de

Unruh, na geometria de Schwarzschild sao:

3 (1_%)‘1< 3 5M* 11M5) BM?

640 B 2r6

640 - 8rd 1075

B - (3.97)
e (1_ﬂ) _i<1_%) G (r) — 204 ().
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-1 4 5
T}U)T:i<1_%) (i_%_FM)_‘_

M?2r2? r 640 8r% 1075
A oM\t 1 oM\ ! (3.98)
U
s (1_7) +t3 (1—7) Gu(r),
‘ A M\
Uy U 2
T = 5 (1 - 7) . (3.99)

A tnica forma de matéria na regiao assintotica é o fluxo de radiacdo emitido pelo
buraco negro. Isso implica que os termos principais de T e —T}, que sao da ordem de
r=2, devem ser iguais a T, ou seja, a densidade total de energia deve ser igual ao fluxo
assintotico. Igualando estes termos, no limite » — oo resulta

30

M? =2Ay — —
Gy (o) U 640"

(3.100)

onde Gy(r) é definida em termos de Oy (r) pela equacdo (3.31). A equacao (3.100) é

analoga a (3.79) e é uma condi¢ao que a fungao Oy (r) deve satisfazer.

Neste ponto podemos afirmar pouca coisa a respeito da forma da fungdo Oy (),
uma das informagoes que temos é que, assintoticamente ela deve corresponder a pressao
transversal, T, exercida pela radiagdao emitida pelo buraco negro. Esta quantidade nao
pode ser nula para a radiagao vinda de uma fonte com dimensao efetiva finita. Sabe-se
que a contribuicao para o tensor de energia-momento proveniente de uma particula com
quadri-momento p* é proporcional a p,p,. No espaco-tempo plano, um corpo com raio
b é visto por um observador posicionado a uma distancia r do corpo, como sendo um
disco. Para este observador, a razao entre as componentes py e p, do momento de uma

particula emitida de um ponto localizado na extremidade do disco é dada por

b
Po~ 2 (3.101)
pr T

Logo, a relagao entre as componentes do tensor de energia-momento ¢é

T b\ 2
20 (_) , (3.102)

onde T ~ ﬁ, sendo L a luminosidade do corpo, ou seja, a poténcia total irradiada.

Para um buraco negro, essa quantidade é dada por

L= / v2 sin 0d0d (1) — AU (3.103)

M?
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resultando em ,
M2r4

Para particulas vindas de pontos mais proximos do centro do disco, a pressao transversal

(3.104)

¢ menor do que a aproximacao obtida em (3.104).

Uma anélise da trajetoria de particulas sem massa na geometria de Schwarzschild
feita por AMES e THORNE (1968), mostra que, um corpo cuja massa € ligeiramente
maior que 2M, e que irradia, é visto por um observador distante como sendo um disco
de raio efetivo b ~ /27M . Esta conclusdo aplica-se também & radiacio de Hawking.

Dessa forma, podemos escrever

27TAy
1) ~ s (3.105)
Conseqiientemente, a funcao Oy é estimada como sendo dada por
Ay

sendo A um parametro cujo valor esta no intervalo 0 < A < 27, CHRISTENSEN e
FULLING (1976).

3.3.2 O buraco negro de Reissner-Nordstrom

A métrica de Reissner-Nordstrom é a solucao com simetria esférica para as equacoes
de Einstein-Maxwell no vacuo,
Gy, = 81T, (3.107)

onde 7,,,, ¢ o tensor de energia-momento de Maxwell. A geometria de Reissner-Nordstrom
descreve a regiao exterior a uma casca esférica de massa M e carga () submetida ao co-
lapso gravitacional. A métrica que descreve este buraco negro é dada pela equagao (3.1)

com

flr) = (1 R —) , (3.108)

r r2

ou seja,

2
ds2=—<1—ﬂ+Q—2)dt2+
T T (1_%_‘_@2)

r r2

dr® 4+ r* (d6* + sin® 6dp*) . (3.109)

No presente estudo consideraremos apenas buracos negros para os quais sua massa ¢

maior que o modulo de sua carga elétrica (M > |Q|). Para este caso existem dois
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valores de 7 que anulam a funcao f(r). Estes valores sao
reo=M+ /M2 = Q. (3.110)

onde r_ é chamado de horizonte de Cauchy, e r, é o horizonte de eventos do buraco

negro de Reissner-Nordstrom.

Consideraremos apenas o caso bidimensional, truncando a métrica nas coordenadas

t e r. Assim, a métrica resultante é

T

oM Q? 1
ds® = — (1 -+ —2) dt* + dr?. (3.111)
roor (1-20+2)

Os calculos que seguem sao analogos aos feitos para o caso bidimensional da solugao
de Schwarzschild.

Para a métrica (3.111) o tensor de curvatura vale,

4M  6Q?
e o trago do tensor de energia-momento anémalo é
M Q?
T pom = —— — . 3.113
(Tan 63 4mrd ( )
Substituindo este valor na equagao (3.50) e fazendo a integragao resulta
1 M? 2MQ* Q* M? 2MQ@Q* Q*
H. =— | —— -4+ — - — 3.114
2(r) 247 < r4 o 76 * ri o * rﬁ) ’ ( )
que no limite r — oo se reduz a
1 [(M?* 2MQ@* Q*
H =— | — - — . 3.115
2(00) 24w ( ri ri * rﬁ) ( )

Uma vez que conhecemos Hs(r) para o buraco negro de Reissner-Nordstrom, pode-
mos obter uma solugao para a equacao de conservacao da energia analoga as equagoes
(3.51) a (3.54) do buraco negro de Schwarzschild para o caso de Reissner-Nordstrom
substituindo (3.114) na equagao (3.52). Com isso, obtemos o tensor de energia-momento

do buraco negro de Reissner-Nordstrom, o qual, no o limite r — oo, é dado por

— (% — QT Q—é‘) 0
247 r r r
le(l)‘u(oo) = * * * 1 M2 2MQ2 Q4 ? (3116)
0 24 <_4 — 5 _6)

T Ty Ty
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A |1 =1
T - 11
M (00) | _1] (3.117)
e
B |-10
7@ -2 , 11
7 (00) M| g 1] (3.118)

O valor esperado do tensor de energia-momento quantico do buraco negro de Reissner-
Nordstrom bidimensional nos trés estados de vacuo considerados é calculado nos artigos
de HISCOCK (1977) e de BALBINOT et al. (2004), sendo as suas componentes nas

coordenadas (v, u) dadas por:

Boulware:

(BTl 8) = (BITul3) = o (-2 + 20D ML G g

247 73 24 7o
e
(BITulB) = (BITy|B) = (-2 2M° 307 AMQ® | 30 (3.120)
u N v T 2r 3 rd 2r4 rd 2r6 ) ’
Hartle-Hawking:
M2 _ Q2
48mrt
e
Unruh:
M2 _ Q2
(UTu|U) = (H|Tuu|H) = (B|Tuu|B) + QYT (3.123)
+
(UIT,u|U) = (B|Tuu| B), (3.124)
e
(U|Tw|U) = (U|Tw|U) = (B|Tw|B). (3.125)

Para o estado de Boulware o tensor de energia-momento deve anular-se no infinito.

Assim temos novamente que

Ap =0. (3.126)

Da mesma forma que para o buraco negro de Schwarzschild, obtemos

By = —M?Hy(0), (3.127)
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ou seja,

B:

1 (K_QMQ2+Q_4)‘

DY 4 T 6
24w \ ri Ty ry

(3.128)
Para o estado de vacuo de Hartle-Hawking o valor esperado do tensor de energia-
momento do buraco negro de Reissner-Nordstrém nas coordenadas (¢,r*), pode ser

obtido a partir de (3.121) e (3.122), sendo o seu valor no infinito

M?—-@*|-1 0
(HIT (o) H) = L~ - (3.129)
24mry 0 1
Logo, para este estado de vacuo encontramos
Ay =0. (3.130)

omparandao a componente € . com + no 1minito, o temos
C d te (T7) de (3.129 T+ 7O 1o infinito, ob

By 1 M*>—@Q’

H — = . 3.131
2(00) + M? 24w i ( )
Dessa relacao e de (3.115) determina-se o valor da constante By,
1 M2 2 2M3 2 M2 4
By = - 4Q + 5Q - GQ . (3.132)
247 Ty Ty Ty

Para o estado de vacuo de Unruh o valor esperado do tensor de energia-momento

no infinito é dado por

M?—@Q*|-1 —1
TH e . 1
UITeoU) = g3 [ o ] (3.133)
Comparando a componente 77 desta equagdo com a componente 7, de (3.119) temos
M4 _ M2Q2
Ay = ——————— 3.134
v 48mrt ( )

Seguindo os mesmos procedimentos usados no caso do estado de Hartle-Hawking, en-
contramos

By (3.135)

1 <_ M2Q2 N 2M3Q2 B M2Q4)

- 4 5 6
24m Ty Ty Ty

Fazendo ) = 0 nestas expressoes, os valores das constantes de integracao obtidas
para os trés estados de vacuo considerados na geometria de Reissner-Nordstrom coinci-

dem com os encontrados para os mesmos estados para o buraco negro de Schwarzschild.



4 CONSIDERACOES FINAIS

4.1 Resumo dos resultados obtidos

No capitulo dois desta monografia obtivemos a forma geral do tensor de energia-
momento para buracos negros estaticos com simetria esférica. Este resultado foi en-
contrado resolvendo-se a equacao covariante de conservacao da energia, supondo-se que
os estados quanticos de interesse sao esfericamente simétricos, e que o valor esperado
do tensor de energia-momento nesses estados seja independente do tempo. Para o caso
bidimensional a solucao obtida foi dada em funcao de duas constantes de integracao in-
determinadas (A e B) e uma funcio, (Hs(7)) que depende do valor do trago do tensor de
energia-momento. Para o caso quadridimensional a solucao encontrada é andloga ao caso
bidimensional, porém, temos uma fungao adicional (G(r)), a qual carrega informacao a

respeito das componentes angulares do tensor de energia-momento.

Uma vez encontrada a solucao geral para a equagao de conservagao da energia, pas-
samos a considerar alguns casos particulares de interesse. Primeiramente consideramos
o caso do buraco negro de Schwarzschild bidimensional, no qual trunca-se a métrica
considerando apenas as coordenadas t e r. Para este caso pudemos, por comparacao de
nossas expressoes com o valor esperado do tensor de energia-momento quantico, o qual
é encontrado na literatura, determinar o valor das constantes A e B para os estados de
vacuo quantico de Boulware |B), Hartle-Hawking |H) e Unruh |U), sendo que os re-
sultados por noés obtidos estao em concordancia com os obtidos por CHRISTENSEN e
FULLING (1977). Também realizamos o processo inverso, determinando a anomalia do
trago a partir do conhecimento do tensor de energia-momento da radiacao de Hawking.
Para o buraco negro de Schwarzschild nao podemos fazer uma andlise tao simples e com
resultados tao objetivos como com a métrica truncada, uma vez que nao conhecemos
o valor da fungao G(r), desta forma nao é possivel determinar o valor das constantes

de integracao para todos os estados de vacuo considerados. Porém, analisando o com-
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portamento assintotico do tensor de energia-momento no estado de Unruh, conseguimos
estabelecer certas condigoes que a fungao O(r) deve satisfazer (Egs.. (3.100) e (3.106)).
Para o estado de Boulware conseguimos determinar explicitamente o valor de B (Eq.
(3.95)).

Por 1ltimo, estendemos a andlise feita no caso do buraco negro de Schwarzschild com
a métrica truncada para o buraco negro de Reissner-Nordstrom, determinado os valores
das constantes de integracao para os trés estados de vacuo considerados. Fazendo ) = 0
nas expressoes obtidas para estas constantes, temos que elas tomam os mesmos valores

que no caso de Schwarzschild, como o esperado.

4.2 Possibilidades de futuros trabalhos.

Como ja mencionado anteriormente, o resultado obtido para a forma geral do tensor
de energia-momento dada pelas equagoes (3.34) a (3.37) e (3.52) a (3.54) ¢ aplicdvel a
qualquer buraco negro estdtico com simetria esférica. Assim, a anédlise feita pode ser
estendida para outros buracos-negros com esta simetria. Desde se conheca previamente
o valor do tensor de energia-momento quantico, podemos determinar o valor das cons-
tantes de integracao. Para buracos negros para os quais nao conhecemos o valor do
tensor de energia-momento quantico, podemos, por consideragoes geométricas, estimar
o valor destas constantes, como feito por CHRISTENSEN e FULLING (1977). A mesma

andlise feita aplica-se a outros efeitos quanticos, como por exemplo o efeito Casimir.

Também podemos considerar campos gerados por outros tipos de particulas além
das escalares, como neutrinos e elétrons, uma vez que a tnica alteragao necesséaria esté
nos coeficientes da expressao que da a anomalia do traco em termos das propriedades

geométricas do espago-tempo.

Outra possibilidade é calcularmos diretamente através da teoria quantica de cam-
pos o valor esperado do tensor de energia-momento de diferentes efeitos quanticos, em
background’s nos quais este ainda nao seja conhecido, e comparar com os resultados do

presente trabalho.
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4.3 Conclusao

Neste trabalho realizamos um estudo a respeito da relagao entre a anomalia de traco
com o valor esperado do tensor de energia-momento de buracos negros estaticos com
simetria esférica, para os trés estados de vacuo quantico de interesse fisico no back-
ground de buracos negros. Obtivemos uma solugao geral para a equagao covariante de
conservagao da energia e, posteriormente, particularizamos os resultados considerando
os buracos negros de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom, calculando os valores das
constantes de integracao e desta forma obtendo o valor explicito do tensor de energia-
momento para os trés estados de vacuo de interesse. Para o buraco negro de Schwarzs-
child, os resultados obtidos estao em concordancia com os ja encontrados na literatura.
Para o caso de Reissner-Nordstrom podemos testar os resultados obtidos no limite sem
carga elétrica, e constatamos que os resultados coincidem com os obtidos para o buraco

negro de Schwarzschild, o que indica que nossos resultados estao corretos.



APENDICE A - SISTEMAS DE
UNIDADES

No desenvolvimento deste trabalho, todas quantidades fisicas, equagoes e formulas
foram escritas em termos das unidades de Planck, também conhecidas como unidades
naturais. Este apéndice dedica-se a especificar os sistemas de unidades geometrizadas e
de unidades de Planck, os quais geralmente sao usados na literatura referente a relati-

vidade geral e na mecanica quantica, respectivamente.

A.1 Unidades Geometrizadas

Na relatividade geral é conveniente usar-se o sistema de unidades geometrizadas.
Neste sistema de unidades fisicas fundamentais sao escolhidas de tal forma que as cons-
tantes fundamentais como a velocidade da luz ¢ e a constante gravitacional G' assumam
o valor adimensional de uma unidade. Conseqiientemente, todas as quantidades fisicas
que no sistema internacional de unidades (SI) sao dadas em unidades de comprimento
(L), tempo (T), massa (M) e poténcias desta quantidades, sao dadas no sistema de uni-
dades geometrizadas com dimensoes da unidade de comprimento e de poténcias desta,
ou seja, como comprimentos, areas, volumes, grandezas adimensionais, etc.... Mais pre-
cisamente, uma quantidade fisica que no SI tem sua dimensao dada em unidades de
L™T™M° no sistema de unidades geometrizadas terd sua dimensao dada em unidades
de L™*"*°  Uma vez que a velocidade da luz ¢ e constante gravitacional G assumem
um valor unitario, adimensional e constante, podemos omitir estas constantes em todas
as expressoes onde originalmente elas apareceriam. Desta forma, o uso do sistema de
unidades geometrizadas torna-se conveniente e extremamente 1til na relatividade geral,

uma vez que simplifica os célculos e notagoes.

Porém, é importante ressaltar que para aplicagoes praticas como medidas experimen-

tais, é sempre necessario expressar quaisquer grandezas fisicas em termos das unidades
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originais do sistema internacional. Felizmente, é facil encontrarmos o fator de conversao
que relaciona o sistema de unidades geometrizadas com o SI. Podemos citar, por exem-
plo, a velocidade da luz, que no sistema internacional de unidades tem dimensoes de
(%) Assim, o fator de conversao do SI para unidades geometrizadas de uma quantidade
com dimensao de tempo é exatamente o valor numérico da velocidade da luz no véacuo,
c. Outro exemplo simples é uma quantidade que no SI tem dimensoes de massa, cujo
fator de conversao para o sistema de unidades geometrizadas é o valor numérico corres-
pondente a (C%) Em geral, uma quantidade que no sistema internacional de unidades
tem dimensao dada em unidades de L™T™M? possui um fator de conversao em relagao
ao sistema de unidades geometrizadas dado por ¢" (C%)O Em termos praticos, para con-
verter uma equagao escrita em unidades geometrizadas para um forma que seja valida
no SI, devemos primeiramente identificar a dimensao em unidades nao-geometrizadas
de cada uma das quantidades fisicas que aparecem na referida equacao. Feito isto, basta

multiplicar cada quantidade por seu respectivo fator de conversao.

Em céalculos que envolvem propriedades eletromagnéticas e térmicas de sistemas

fisicos, é usual fixarmos também a constante de Boltzmann kg e a constante de Coulomb

ke = 47350 iguais a um. Na tabela abaixo apresentamos os fatores de conversao mais
utilizados.

Tabela 1: Fatores de conversao para unidades geometrizadas

Grandeza Dimensao Dimensao Fator de
Fisica no SI em unidades CONVErsao
geometrizadas
Comprimento L L
Tempo T L c
Velocidade LTt 1 ¢!
Massa M L Ge™?
Carga Q L (GKo)Y? 2
Aceleracao LT—2 L7t 2
Forca, LT*M 1 Ge™
Momento L>T—'M L? Ge™3
Energia L*T—2M L Ge™
Poténcia L>T—3M 1 Ge™d
Temperatura 0 L GKpc™
Pressao L'T=2M L2 Ge™
Densidade L3M L2 Ge™?
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A.2 Unidades de Planck

Quando efeitos quanticos sao considerados na relatividade geral, é usual fazer-se
também a constante de Dirac h = %, onde h é a constante de Planck, assumir o valor
unitario, A = 1. No sistema de unidades de Planck todas as grandezas fisicas que
originalmente sao expressas em unidades de comprimento, tempo e massa, passam a
ser adimensionais. Neste sistema as unidades de medida fundamenteis passam a ser o
Comprimento de Planck (I,), o tempo de Planck (I,), a massa de Planck (m,) a carga

de Planck (Q),) e a temperatura de Planck (7},).

Na tabela abaixo listamos estas e outras quantidades que podem ser derivadas a
partir das unidades fundamentais, apresentando as expressoes que as definem e seu

valor numérico no sistema internacional de unidades.

Tabela 2: Unidades de Planck

Grandeza Expressao Valor
Fisica numérico

no Sl
Comprimento de Planck [, = /2 1.61624 x 10~%m
Tempo de Planck ty=1/% 539121 x 107*s
Massa de Planck my, = /2% 217645 x 10~%kg
Carga de Planck Q, = Ihf—; 1.87555 x 10718¢C
Temperatura de Planck 6, = thf; 1.41679 x 102K

B

Energia de Planck E, = %5 1.9561 x 10°J
Densidade de Planck pp =12 5.15500 x 10°6%%
Forca de Planck F,= g 1.21027 x 104N
Pressao de Planck P, =+ 4.63309 x 10'Pa

Nessa tabela podemos ver que os valores numéricos da maioria das unidades de
Planck sao imensuraveis ou inatingiveis para a fisica experimental. As unidades de
Planck sao muitas vezes, dentro do modelo atual da fisica tedrica, o limite superior
ou inferior que uma determinada quantidade fisica pode assumir. Por exemplo, uma
velocidade de Planck igual a um, corresponde a uma velocidade igual a velocidade da
luz no vacuo. Podemos também citar o comprimento e o tempo, sendo que dentro

de nossa compreensao atual da natureza, valores menores que uma unidade de Planck
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destas quantidades nao sao aplicaveis a nenhum sistema fisico. Por ltimo, podemos
considerar a temperatura e a pressao de Planck, o inico modelo de sistema fisico onde
valores correspondentes a uma unidade de Planck destas quantidades sao possiveis, é o

Big Bang.

Para fins praticos, devemos sempre, apresentar nossas equacgoes e formulas nas uni-
dades do sistema internacional de unidades. Para convertermos uma equagao escrita em
termos das unidades de Planck para uma forma que seja valida no sistema de coordena-
das convencional, o fator de conversao para cada quantidade que aparece na equacao, é
o respectivo fator de conversao em unidades geometrizadas divididos por ', onde m ¢

o expoente da dimensao de comprimento desta quantidade em unidades geometrizadas.
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APENDICE B - O TENSOR DE
ENERGIA-MOMENTO

O principal foco da realizacao deste trabalho foi a determinagao do tensor de energia-
momento anoémalo de buracos negros estaticos com simetria esférica, para os trés estados
de vacuo quantico de interesse no contexto da fisica dos buracos negros. Neste apéndice

apresentamos uma breve revisao sobre o tensor de energia-momento.

O tensor de energia-momento de um dado sistema fisico ¢ um objeto matematico que
carrega grande parte da informacao necessaria para a descricao do sistema em questao.
Este objeto matematico pode ser apresentado na forma de uma matriz quadrada de

ordem n X n, sendo n a dimensao do espaco tempo considerado.

TOO TOl . TOn

, TlO Tll . Tln
™= | (B.1)

TnO Tnl ... T

O nosso maior interesse nao esta no tensor de energia-momento em si, mas sim em
suas componentes, uma vez que estas representam quantidades fisicas bem definidas,
as quais determinam a estrutura do sistema fisico caracterizado pelo referido tensor de

energia-momento.

A componente T% ¢ interpretada como sendo a densidade total de energia, ou seja,
a energia por unidade de volume. Se considerarmos, por exemplo um fluido perfeito em

repouso, esta componente corresponde a densidade de massa do fluido.

As outras componentes da primeira linha da matriz sdo interpretadas como fluxos
de energia. Cada uma das componente 7% corresponde ao fluxo de energia através de

um plano cujo vetor normal ao mesmo aponta na direcao 7.
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As componentes restantes da primeira coluna correspondem a densidades de mo-
mento, sendo a componente T a densidade da i-ésima componente do momento. Para
um tensor simétrico, esta componente é equivalente a j-ésima componente do fluxo de

energia.

As componentes espaciais da diagonal principal, (7%), do tensor de energia-momento

representam quantidades fisicas do tipo pressao.

As outras componentes puramente espaciais, (T%) sdao interpretadas como fluxos de

momento.

Em unidades geometrizadas todas as componentes do tensor de energia-momento

sao dadas com dimensoes de m 2.
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