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Este trabalho traz como principal contribuição um procedimento de projeto de controla-
dores de corrente robustos por realimentação de estados aplicados a inversores conectados
à rede por meio de filtro LCL, fornecendo resultados que cumprem exigências de desem-
penho da norma IEEE Standard 1547. Primeiramente, a planta é modelada no espaço
de estados e discretizada, incluindo um atraso de uma amostra na implementação do si-
nal de controle, e um conjunto de controladores ressonantes de dimensão arbitrária. A
incerteza na indutância da rede é modelada, levando a uma descrição politópica do sis-
tema. Um controlador por realimentação de estados é então utilizado. Os ganhos deste
controlador são calculados por meio de condições baseadas em desigualdades matriciais
lineares, que garantem a alocação dos autovalores de malha fechada em regiões circulares
dentro do círculo de raio unitário. Os resultados de simulação deste controlador indicam
bom desempenho em transitórios e em regime permanente, rastreamento da referência
senoidal e rejeição de harmônicas da rede. Os resultados de simulação são comprovados
experimentalmente, utilizando um processador digital de sinais para implementação da lei
de controle. Um exemplo de projeto de um controlador não robusto, projetado para um
valor nominal da indutância da rede, é apresentado, mostrando que este controlador leva
à instabilidade para valores de indutância de rede diferentes do nominal, o que reforça
a importância do uso de controladores robustos. Também é apresentada uma análise de
desempenho utilizando a norma H∞ para ilustrar o efeito de incertezas paramétricas na
capacidade de rejeição de distúrbios do sistema em malha fechada. Uma extensão para
o controle de inversores trifásicos é realizada. O controlador robusto trifásico é validado
por meio de simulações e resultados experimentais semelhantes aos obtidos para o caso
monofásico, indicando a viabilidade da técnica também para o caso multivariável.

Palavras-chave: Controle robusto, Inversores conectados à rede, Filtros LCL, Desigual-
dades matriciais lineares
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This work provides as a main contribution a procedure to design robust state feedback
current controllers applied to inverters connected to the grid by means of LCL filters,
providing results which comply with performance requirements from the IEEE Standard
1547. First, the plant is modeled in the state space and discretized including a delay
of one sample from the control signal implementation, and including in the augmented
system a set of resonant controllers of arbitrary dimension. The uncertainty on the grid
inductance is modeled, leading to a polytopic description of the augmented system. A
state feedback controller is then used. The gains of this controller are determined by
means of conditions based on linear matrix inequalities, which ensure the location of the
eigenvalues in circular region inside the unit circle for the closed-loop system. The simu-
lation results with this controller in the time domain and also in the frequency domain
indicate good transient and steady state performances, tracking of sinusoidal reference
and rejection of harmonics from the grid. The simulation results are corroborated expe-
rimentally, using a digital signal processor for the implementation of the control law. An
example of design of a non robust controller, designed for a nominal value of the grid
inductance, is presented, showing that this controller leads to instability for values of grid
inductance different from the nominal, which emphasizes the importance of the use of
robust controllers for this application. Also is presented a performance analysis based
on the H∞ norm that illustrates the effect of parametric uncertainties on the closed-loop
disturbance rejection capacity. An extension for the control of three-phase inverters are
presented. The three-phase robust controller is validated by means of simulations and
experimental results similar with the results obtained for the single-phase case.

Keywords: Robust control, Grid-connected inverters, LCL filters, Linear matrix inequa-
lities
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1 INTRODUÇÃO

A popularização de sistemas com fontes renováveis de energia tem levado a uma
intensificação do uso de inversores modulados por largura de pulso, empregados como
interface entre fontes primárias (e.g. eólica, solar etc.) e a rede elétrica (CARRASCO
et al., 2006; TEODORESCU; LISERRE; RODRÍGUEZ, 2011). Em tais aplicações, tem
grande importância um estágio de filtragem entre o inversor e a rede, para reduzir a dis-
torção harmônica na corrente injetada na rede, proveniente da modulação por largura de
pulso (em inglês, Pulse Width Modulation – PWM) (MOHAN; UNDELAND; ROBBINS,
2003). Neste contexto, filtros L e LCL são as principais alternativas para o estágio de
filtragem. Filtros L são simples em termos de topologia, mas possuem pequena atenu-
ação (−20 dB/década) e, como uma importante limitação, a necessidade de uma alta
frequência de comutação para assegurar pequena circulação de potência reativa no filtro.
Por outro lado, filtros LCL são alternativas interessantes, pois fornecem maior atenuação
de harmônicas (−60 dB/década), e menores elementos reativos em relação aos dos filtros
L, permitindo a redução do custo, peso, frequência de comutação e potência reativa no
filtro (TEODORESCU; LISERRE; RODRÍGUEZ, 2011). No contexto da aplicação de
inversores conectados à rede, filtros LCL são amplamente encontrados na literatura em
geração de energia por meio de fontes renováveis (PARK et al., 2008; FIGUERES et al.,
2009; AGORRETA et al., 2011; BAO et al., 2013), filtros ativos (BINA; PASHAJAVID,
2009; TANG et al., 2012b) e geração distribuída (BLAABJERG et al., 2006; LISERRE;
TEODORESCU; BLAABJERG, 2006b; GREEN; PRODANOVIC, 2007; TIMBUS et al.,
2009; BALAGUER et al., 2011; MOHAMED, 2011a).

Uma desvantagem do filtro LCL é a presença de um alto pico de ressonância, que
pode comprometer a rejeição de distúrbios nas frequências ao redor da frequência de resso-
nância do filtro, podendo inclusive levar à instabilidade. Este pico de ressonância pode ser
atenuado por dois métodos de amortecimento: passivo e ativo (JULEAN, 2009). O amor-
tecimento passivo é obtido por meio da inserção de elementos passivos, que modificam a
estrutura do filtro LCL, garantindo a atenuação do pico de ressonância. Esta solução é
simples e amplamente utilizada, mas leva ao aumento das perdas de condução, do custo
do filtro e da emissão de interferência eletromagnética, especialmente em aplicações de
alta potência (BINA; PASHAJAVID, 2009; PEÑA-ALZOLA et al., 2013). O desafio para
a utilização do amortecimento passivo é escolher a topologia correta e os parâmetros dos
elementos passivos de forma a manter o balanço entre as perdas de condução, a atenu-
ação da ressonância e rejeição de harmônicas. Neste intuito, em (WU et al., 2013), os
autores apresentam uma metodologia de projeto de um amortecimento passivo baseado
na redução do fator Q do filtro. Diferentes topologias de amortecimento passivo podem
ser utilizadas. Por exemplo, em (PEÑA-ALZOLA et al., 2013), os autores apresentam
uma análise das perdas de condução para a utilização de uma estratégia com apenas um
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resistor em série com o capacitor do filtro de potência, e para a utilização de topologias
mais complexas, em que se utiliza a inserção de elementos ativos e reativos no filtro.

Com o objetivo de melhorar o desempenho do sistema em malha fechada e também
reduzir perdas de condução e custo do sistema, o amortecimento ativo é uma alternativa
de interesse. Esta estratégia consiste no projeto de um sistema de controle que seja capaz
de atenuar a ressonância do filtro sem inserir elementos adicionais no mesmo. Um detalhe
importante do ponto de vista de síntese é que o amortecimento ativo requer um projeto
de controlador mais complexo, para não resultar em um controlador que seja sensível,
ou até mesmo instável, frente a incertezas na impedância da rede, como mostrado em
(LISERRE; TEODORESCU; BLAABJERG, 2006b). Neste trabalho, os autores utilizam
uma estratégia de amortecimento ativo e mostram que uma escolha inadequada da posi-
ção dos polos dos controladores ressonantes, utilizados para compensação de harmônicas
específicas, pode levar o sistema à instabilidade. Também é mostrado que possíveis va-
riações da impedância da rede podem levar a malha de corrente à instabilidade devido a
uma diminuição da sua banda passante.

O projeto de controladores para amortecimento ativo de conversores monofásicos e
trifásicos é distinto. Inversores monofásicos conectados à rede podem ser modelados como
sistemas de única entrada e única saída (em inglês, Single Input - Single Output – SISO)
que permitem a utilização de técnicas convencionais no domínio da frequência. Comu-
mente são utilizados controladores do tipo proporcional-ressonante (PR) para atingir as
especificações de desempenho transitório e em regime permanente. Entretanto, inverso-
res trifásicos conectados à rede tem como principal característica o acoplamento entre as
grandezas de cada uma das fases, o que leva à utilização de técnicas de controle multiva-
riável (SKOGESTAD; POSTLETHWAITE, 2005). Para permitir a utilização de técnicas
de controle de sistemas SISO, são largamente utilizadas transformadas de eixos de refe-
rência assíncronas (transformada αβ) e síncronas (transformada dq). A primeira realiza
a transformação de um sistema trifásico de eixos estacionários em um sistema bifásico de
eixos estacionários desacoplados, que permite a utilização de controladores ressonantes
para rastreamento de referências senoidais, e a última, transforma um sistema trifásico
de eixos estacionários em um sistema bifásico de eixos síncronos, que permite trabalhar
com técnicas de rastreamento de sinais contínuos em aplicações com referências senoidais.
Deste modo, para sistemas trifásicos, as estratégias de amortecimento ativo mais utiliza-
das são os controladores do tipo proporcional-integral em eixo de referências síncrono (em
inglês, Synchronous Reference Frame Proportional-Integral – SRFPI) ou os controladores
do tipo proporcional-ressonante (PR) em eixos estacionários.

Controladores SRFPI são utilizados para assegurar um controle de corrente com
transitório suave, bom rastreamento de referência e boa resposta em regime permanente
(LISERRE; BLAABJERG; HANSEN, 2005; HE et al., 2013; YIN; DUAN; LIU, 2013).
Estes controladores podem ser utilizados por meio de duas diferentes abordagens: estraté-
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gias baseadas em filtros e estratégias multimalha (DANNEHL; LISERRE; FUCHS, 2011).
Em estratégias baseadas em filtros utiliza-se apenas um sensor para medir, a corrente do
lado do conversor ou do lado da rede, e utilizá-las na malha de controle de corrente. Um
estudo da estabilidade do sistema em malha fechada utilizando controladores SRFPI com
realimentação da corrente, tanto do lado da rede como do lado do conversor, foi realizado
em (DANNEHL; WESSELS; FUCHS, 2009). Neste trabalho, os autores identificaram os
limites de operação estável do sistema para variações da razão entre a banda passante do
controlador e a frequência de ressonância do filtro. Os controladores SRFPI podem ser
utilizados isoladamente ou juntamente com um filtro na malha de controle para se atingir
especificações na resposta em frequência, tais como banda passante e margens de fase e
de ganho adequadas. Em (DANNEHL; LISERRE; FUCHS, 2011) os autores estudam os
efeitos de diferentes topologias de filtros digitais, responsáveis pela atenuação da ressonân-
cia do filtro LCL, em série com um controlador SRFPI, responsável pelo rastreamento da
referência de corrente. O projeto destes filtros pode ser um processo dispendioso, muitas
vezes tratando-se de um processo iterativo. Um projeto sistemático, baseado em algorit-
mos genéticos, para o controlador SRFPI e o filtro digital é apresentado em (LISERRE;
DELL’AQUILA; BLAABJERG, 2004) com bons resultados experimentais, apresentando
boa rejeição de distúrbios.

Estratégias multimalha baseiam-se no uso do controlador SRFPI para garantir
rastreamento da referência de corrente com duas ou mais malhas de controle internas,
frequentemente com medidas da corrente e tensão do capacitor do filtro, para garantir
amortecimento do pico de ressonância e margens de fase e de ganho satisfatórias (TANG
et al., 2012a). Um exemplo da utilização desta estratégia é a chamada técnica do resistor
virtual, que consiste na realimentação da corrente ou tensão do capacitor de forma a emu-
lar a inserção de um resitor na estrutura do filtro LCL, e com isso efetuar o amortecimento
da ressonância (WESSELS; DANNEHL; FUCHS, 2008; MISKOVIC et al., 2014). Outra
forma de aplicação da estratégia multimalhas pode ser vista em (TWINING; HOLMES,
2003), em que os autores analisam os efeitos de distorções na rede e os limites de estabili-
dade para uma estratégia com uma malha interna da corrente do capacitor, utilizando um
controlador proporcional, e uma malha externa da corrente do lado da rede, utilizando
um controlador PR ou um controlador SRFPI. Também utilizando uma estratégia com
uma malha externa e uma interna, em (DANNEHL et al., 2010) foi realizado um estudo
mais detalhado de diferentes abordagens para a malha de realimentação interna, avali-
ando os efeitos da realimentação da corrente ou da tensão do capacitor na malha interna,
e fazendo uma comparação entre controladores proporcional, integral e derivativo nesta
malha interna. Diferentes filtros podem ser utilizados na malha de realimentação interna,
como em (PEÑA-ALZOLA et al., 2014b), em que são atingidas as especificações de amor-
tecimento por meio da realimentação da tensão do capacitor e da utilização de um filtro
de avanço-atraso de fase nesta malha. Este filtro é projetado utilizando um algoritmo de
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otimização, sem necessitar de um processo iterativo, apresentando bons resultados. Como
adversidade para a utilização dos controladores SRFPI, está a necessidade de utilização
de fatores de desacoplamento entre os eixos. Para o caso do filtro L, estes termos são
simples realimentações, porém, no caso do filtro LCL, estes termos possuem uma alta
complexidade e acarretam erros de regime permanente (KHAJEHODDIN et al., 2011).
Entretanto, comumente são utilizados os termos de desacoplamento dos filtros do tipo L
em aplicações do filtro LCL. Esta simplificação pode apresentar problemas de estabilidade
para alguns casos (DANNEHL; WESSELS; FUCHS, 2009).

Ao contrário dos controladores SRFPI, controladores PR são projetados em eixos
estacionários, podendo ser utilizados também em sistemas monofásicos. O controlador PR
é composto por um controlador ressonante, que introduz um ganho infinito em frequências
específicas, para eliminar erros de regime permanente e rejeitar distúrbios nestas frequên-
cias, e por um ganho proporcional, que é projetado para garantir resposta transitória
adequada e boas margens de estabilidade (TEODORESCU et al., 2006). Controlado-
res PR são comumente utilizados com filtros em série, responsáveis pela atenuação da
ressonância (JULEAN, 2009), contudo também podem ser empregados em estratégias
multimalhas como em (XU; XIE; TANG, 2014), em que um controlador PR é utilizado
em conjunto com uma realimentação adicional da corrente injetada na rede. Em relação
aos controladores em eixos síncronos, os controladores PR apresentam como vantagem o
fato de não necessitarem fatores de desacoplamento, o que beneficia o projeto do ponto
de vista da estabilidade e da diminuição do erro de regime permanente. Controladores
PR foram utilizados com inversores em aplicações de energia fotovoltaica em (ASIMINO-
AEI et al., 2005; CASTILLA et al., 2008; CASTILLA et al., 2009) e em aplicações com
células a combustível, como em (SHEN et al., 2010), em que os autores apresentam uma
estratégia de controle que utiliza realimentação da corrente do lado da rede juntamente
com realimentação da corrente do lado do conversor, em um procedimento que aumenta
a banda passante do sistema, permitindo a utilização de controladores ressonantes para
atenuação de distúrbios em frequências mais altas. Tratando da estabilidade de inversores
conectados à rede por meio de filtros LCL para diferentes condições de rede, uma aná-
lise do sistema em malha fechada utilizando controladores PR para um grande conjunto
de impedâncias da rede é apresentada em (LISERRE; TEODORESCU; BLAABJERG,
2006b). Como ponto desfavorável para a aplicação de controladores ressonantes está o
fato de estes exigirem um projeto mais complexo que um controlador do tipo SRFPI. Os
controladores ressonantes frequentemente precisam ser modificados, adicionando-se zeros,
ou associados a outros controladores para garantir boas margens de estabilidade e rejei-
ção de distúrbios (CASTILLA et al., 2013). Também é interessante mencionar que uma
alternativa ao uso de controladores ressonantes para reduzir o efeito de harmônicas de
tensão da rede, mas sem reduzir a margem de fase, é o uso de estratégias feedforward,
tais como (ABEYASEKERA et al., 2005; WANG et al., 2010; XUE et al., 2012; LI et al.,
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2013).
Técnicas de controle no espaço de estados também podem ser utilizadas em aplica-

ções a inversores conectados à rede. Esta abordagem permite a utilização de controladores
por realimentação de estados, possibilitando a obtenção de controladores por meio de es-
tratégias não baseadas no domínio da frequência, tais como alocação de autovalores e
controle ótimo, como o regulador linear quadrático (em inglês, Linear Quadratic Regu-
lator – LQR) (DORATO; ABDALLAH; CERONE, 1995; CHEN, 1999). Técnicas de
alocação de autovalores permitem ao projetista especificar exatamente a posição dos au-
tovalores do sistema em malha fechada para atingir as especificações dadas, geralmente,
tempos de acomodação e máximo sobressinal na resposta transitória. Em (DANNEHL;
FUCHS; THØGERSEN, 2010), desenvolve-se uma metodologia de projeto de um contro-
lador por alocação de polos que se baseia no projeto de alocação de polos e zeros de um
controlador SRFPI para filtros L. A metodologia desenvolvida apresenta bons resultados
experimentais, porém fundamenta-se na obtenção dos ganhos de realimentação de esta-
dos por meio de expressões analíticas, em termos dos parâmetros do filtro e da posição
desejada dos polos e zeros dos sistema em malha fechada. Estas expressões são complexas
e não consideram a necessidade da inserção de controladores ressonantes para a rejeição
de distúrbios harmônicos específicos.

O LQR foi utilizado no contexto da aplicação de controle de corrente de inver-
sores conectados à rede por meio de filtros LCL, por exemplo, em (WU; LEHN, 2006),
em que os autores empregam um LQR projetado no espaço de estados no domínio do
tempo discreto combinado com uma ação de controle deadbeat. Outro exemplo do uso de
controle ótimo pode ser visto em (HUERTA et al., 2012), em que os autores apresentam
uma metodologia para o projeto de um LQR e para o projeto de um filtro de Kalman,
utilizado para assegurar uma estimação de estados ótima para as variáveis de estado não
medidas no sistema. Estratégias baseadas no LQR podem garantir bons resultados, mas
em geral apresentam dificuldades na escolha das matrizes de ponderação da função custo.
Uma grande vantagem da utilização das técnicas no espaço de estados consiste na possibi-
lidade de se realizar um projeto sistemático para a inclusão de controladores ressonantes,
para tratar do problema de rejeição de distúrbios harmônicos em frequências específicas.
A inclusão de controladores ressonantes por meio de técnicas de projeto no domínio da
frequência é bem conhecida e já foi estudada em trabalhos como em (LISERRE; TEODO-
RESCU; BLAABJERG, 2006a; TEODORESCU et al., 2006). Entretanto, a determinação
dos parâmetros dos controladores se torna uma tarefa difícil no caso de grande número
destes e também devido às pequenas margens de estabilidade. Para projeto no espaço de
estados, os controladores ressonantes são considerados como estados adicionais no modelo
da planta, permitindo um projeto integrado dos ganhos de realimentação dos estados da
planta e dos controladores ressonantes. Essa metodologia foi utilizada com sucesso, por
exemplo, em aplicações de sistemas de inversores conectados a filtros LC como em (RI-
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BAS et al., 2012). Como desvantagem preliminar da utilização de técnicas no espaço de
estados, pode-se citar a necessidade de medição de todos os estados da planta, o que leva
a um aumento do custo da instrumentação. Porém, cabe ressaltar que para contornar
esta dificuldade, técnicas de observação de estados podem ser utilizadas, (KUKKOLA;
HINKKANEN, 2014).

As referências previamente mencionadas não levam em consideração, no estágio
de projeto do controlador, a obtenção de ganhos que assegurem robustez contra incerte-
zas paramétricas. Os controladores anteriormente citados foram projetados apenas para
uma condição nominal, e podem levar o sistema em malha fechada à perda de desempe-
nho ou até mesmo à instabilidade diante de incertezas ou variações paramétricas. Em
aplicações de conversores conectados à rede por meio de filtros LCL, esta é uma ques-
tão fundamental, pois, por exemplo, devido às características das cargas conectadas à
rede, existe uma incerteza no valor da impedância da rede no ponto de conexão comum.
Comumente, para tratar de incertezas paramétricas, são projetados controladores con-
vencionais e a robustez a incertezas paramétricas é analisada a posteriori, o que pode
garantir bons resultados, porém carece de uma certificação teórica para a estabilidade.
Esta abordagem é realizada, por exemplo, em trabalhos como (LI et al., 2012), em que os
polos de malha fechada são escolhidos e a estabilidade do sistema diante de variações de
diversos parâmetros é testada exaustivamente, e em (NGUYEN; LUO; LI, 2014), em que
é apresentado um algoritmo de projeto de um controlador com múltiplos ressonantes que
leva em consideração variações paramétricas do sistema. Algumas técnicas de controle
robusto foram utilizadas com sucesso. Por exemplo, estratégias de controle robusto mul-
tiobjetivo usando estruturas adaptativas conjuntamente com estruturas deadbeat podem
ser encontradas nos trabalhos (MOHAMED, 2011b) e (MOHAMED; A-RAHMAN; SE-
ETHAPATHY, 2012). Controladores preditivos robustos podem ser vistos em (MORENO
et al., 2009; ALMER; MARIETHOZ; MORARI, 2013). Em (MORENO et al., 2009), são
utilizados um controlador deadbeat de duas amostras e um observador de Luenberguer
para obter uma estimação um passo à frente na corrente do lado da rede. Utilizando esta
abordagem, os autores conseguem garantir um controlador com grande margem de fase,
o que indica a robustez em malha fechada diante de variações e incertezas paramétricas.
Outro exemplo do uso de controladores preditivos pode ser encontrado em (ESPí et al.,
2011), em que um controlador deadbeat opera em paralelo com uma estratégia adaptativa,
que elimina o erro de regime permanente devido à presença de incertezas paramétricas nos
parâmetros do filtro, impedância da rede e resistências parasitas nos elementos reativos do
filtro. Controladores adaptativos para conversores conectados à rede por meio de filtros
LCL foram utilizados em (MASSING et al., 2012), em que um controlador adaptativo
por modelo de referência garante rastreamento e desempenho robusto para uma rede com
incertezas paramétricas e dinâmicas não modeladas. Cabe mencionar, sobre as estratégias
de controle robusto apresentadas acima, que, apesar dos bons resultados, os limites de
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operação estável do controle em malha fechada não são parâmetros para o projeto, sendo
necessária, por exemplo, uma inspeção por simulações para se determinar os limites de
estabilidade do controle projetado.

Tratando do estudo da estabilidade de inversores conectados à rede por meio de
filtros LCL, alguns trabalhos já foram reportados na literatura. Em (LISERRE; TEO-
DORESCU; BLAABJERG, 2006b), atesta-se que a possível grande faixa de incerteza
paramétrica na impedância da rede dificulta a estabilidade e o desempenho dos contro-
ladores de corrente. Neste trabalho foi mostrado que o uso de um amortecimento ativo
auxilia a estabilizar o sistema com respeito a diversos tipos de ressonâncias. Em (DAN-
NEHL; WESSELS; FUCHS, 2009), um controlador SRFPI de tensão é desenvolvido e a
estabilidade do sistema é analisada considerando-se diferentes razões entre a frequência
de ressonância do filtro LCL a frequência de controle. Em (DANNEHL et al., 2010), vá-
rias abordagens diferentes de amortecimento ativo utilizando-se controladores SRFPI são
estudadas. Novamente, diversas razões entre a frequência de ressonância e a frequência
de controle são estudadas. Fica demonstrado que para altas frequências de ressonân-
cia, somente realimentação de corrente estabiliza o sistema. Já em (MUKHERJEE; DE,
2013), uma solução híbrida utilizando amortecimento passivo e ativo é utilizada para con-
versores de alta potência conectados à rede, fornecendo boas margens de estabilidade e
desempenho dinâmico apropriado. Em (YIN; DUAN; LIU, 2013), o problema de estabi-
lidade para um controlador digital de apenas uma malha de corrente no lado da rede é
estudado. A análise de estabilidade é realizada por meio de um diagrama de Nyquist no
domínio discreto e fornece uma região de estabilidade para o espaço das variáveis do filtro
e parâmetros do controlador.

Há pelo menos duas décadas, uma ferramenta importante para análise de esta-
bilidade e projeto de controladores robustos para sistemas dinâmicos têm sido as desi-
gualdades matriciais lineares (em inglês, Linear Matrix Inequalities – LMIs), devido à
sua capacidade de tratar, com grande eficiência computacional, variadas condições de de-
sempenho, como alocação de polos, restrição de normas de sistemas, etc. (BOYD et al.,
1994; EL GHAOUI; NICULESCU, 2000). Modelos politópicos podem ser utilizados para
representar sistemas com incertezas paramétricas e LMIs podem ser empregadas para ava-
liar a estabilidade do sistema e para projetar controladores robustos (BOYD et al., 1994;
ACKERMANN, 1993). Deste modo, um campo interessante de pesquisa é a aplicação
prática desta ferramenta à Eletrônica de Potência. Isto pode ser visto, por exemplo, para
conversores CC-CC, em (OLALLA et al., 2011), em que um modelo politópico do sistema
é utilizado para se obter um controlador robusto. A abordagem politópica em (OLALLA
et al., 2011) é reportada para o caso de sistemas em tempo contínuo. Embora uma razoá-
vel quantidade de estudos tenha sido feita, poucos deles trazem a validação experimental
de controladores robustos por meio de LMIs aplicados a conversores estáticos. Dentre os
trabalhos com LMIs que trazem validação experimental, podem-se destacar os trabalhos
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(OLALLA et al., 2009a; OLALLA et al., 2009b; OLALLA et al., 2010; MACCARI JR. et
al., 2012) para aplicações a conversores CC-CC, e também (RIBAS et al., 2011; RIBAS et
al., 2014; PEREIRA et al., 2014), para aplicações em controle de fontes ininterruptas de
energia. Uma vez que condições baseadas em LMIs permitem tratar incertezas paramé-
tricas na planta e utilizar diferentes especificações de desempenho, esta ferramenta ainda
tem excelente potencial de aplicação ao controle de inversores conectados à rede.

Alguns trabalhos tratam do projeto por meio de LMIs de controladores robustos
aplicados em inversores conectados à rede por meio de filtros LCL. Em (GABE; MON-
TAGNER; PINHEIRO, 2009), uma retroação parcial de estados foi utilizada para fornecer
robustez à incertezas paramétricas da rede. O controlador foi associado com múltiplos
controladores ressonantes para assegurar rastreamento de referência senoidal e rejeição de
distúrbios em harmônicas específicas da rede. Este trabalho mostra a viabilidade prática
do uso de LMIs para se obter controladores que garantam robustez para esta aplicação,
mas com um procedimento para obtenção dos ganhos dos controladores ressonantes ba-
seado no domínio da frequência. Em (MASSING et al., 2011), uma retroação total de
estados foi utilizada, com somente um controlador ressonante, com bons resultados de
simulação, mas sem validação experimental. Na prática, as formas de onda da corrente a
ser controlada podem ser distorcidas, devido, por exemplo, às componentes harmônicas
da tensão da rede e ao tempo morto dos interruptores do conversor, o que indica a im-
portância da validação experimental dos resultados. Em (MACCARI JR. et al., 2014),
uma metodologia mais geral é apresentada para o projeto dos ganhos dos controladores
ressonantes, juntamente com os ganhos de um controlador por realimentação dos estados
da planta. Em todos estes trabalhos, modelos politópicos simplificados são utilizados para
representar sistemas com indutância incerta do lado da rede. Resultados de simulação e
experimentais são obtidos com boa qualidade e boa correspondência entre si, ilustrando
que estes modelos aproximados são adequados para o projeto dos ganhos dos controlado-
res.

A presente tese de doutorado tem como objetivo principal fornecer os seguintes
avanços com respeito aos resultados prévios de controle aplicado baseado em LMIs: um
procedimento sistemático de projeto de controladores por meio de realimentação de es-
tados, incluindo controladores ressonantes de dimensão arbitrária, que forneça robustez
a incertezas na indutância da rede e a validação experimental destes controladores. Este
tipo de incerteza paramétrica é plausível em aplicações com fontes de energias renováveis,
como no caso de turbinas eólicas conectadas à rede, em que a rede pode ser considerada
predominantemente indutiva e incerta (PEÑA-ALZOLA et al., 2014a). Escolhidos os
controladores ressonantes, o projeto do controlador robusto aqui realizado depende so-
mente da seleção do valor de um único parâmetro no intervalo real ]0, 1], e é capaz de
fornecer resultados experimentais em conformidade com a norma IEEE Standard 1547
(IEEE, 2011).



1 INTRODUÇÃO 31

O trabalho está organizado da seguinte forma. No Capítulo 2, o efeito da incer-
teza na indutância da rede, da discretização e do atraso de implementação do controle
são estudados, e um modelo adequado no espaço de estados é obtido para incluir este
atraso, os controladores ressonantes, e a incerteza na indutância da rede. No Capítulo 3,
apresentam-se as LMIs para obter um controlador robusto que garante: i) estabilidade
robusta frente a incertezas paramétricas na indutância da rede, ii) resposta transitória ade-
quada por meio da alocação robusta dos autovalores de malha fechada, e iii) rastreamento
da referência senoidal de corrente e rejeição de distúrbios provenientes de harmônicas de
tensão da rede. Apresentado o controlador, um estudo de caso é feito para um protótipo
de padrão industrial conectado a uma rede com indutância incerta. O controlador pro-
jetado para este sistema mostra estabilidade e boas respostas em frequência para todas
as condições de indutância dentro do intervalo considerado no projeto. São estudados
aspectos da implementação e limitações da metodologia de projeto. Resultados de simu-
lação e experimentais possuem boa correspondência para uma referência da corrente da
rede representando diferentes condições de potência ativa e reativa. Como comprovação
da qualidade dos resultados experimentais, mostra-se que estes possuem conteúdo harmô-
nico que atende aos requisitos da norma IEEE Standard 1547 (IEEE, 2011). Ainda neste
capítulo, é apresentada uma análise do impacto da incerteza paramétrica de cada um dos
parâmetros do filtro sobre a rejeição de distúrbios. Essa análise é realizada por meio do
cômputo da norma H∞. No Capítulo 4, é realizada uma extensão do projeto apresentado
no Capítulo 3 para a aplicação de inversores trifásicos conectados à rede. Neste capítulo,
apresenta-se a modelagem do filtro trifásico, resultados experimentais, nos moldes do capí-
tulo anterior, e verifica-se que estes resultados também atendem à norma IEEE Standard
1547. Por fim, no Capítulo 5, são descritas as principais conclusões e perspectivas deste
trabalho.1

Notação

A notação no decorrer do texto segue o padrão usual na literatura: matrizes e ve-
tores são representados em negrito, o símbolo ′ representa transposto e M > 0 representa
que a matriz M é definida positiva, ou seja, que x′Mx > 0 para todo vetor x diferente
de zero. As variáveis utilizadas são definidas na primeira vez em que são mencionadas.

1O texto desta tese de doutorado foi elaborado segundo as normas do Novo Acordo Ortográfico.
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O objetivo deste capítulo é obter um modelo no espaço de estados de um inver-
sor conectado à rede por meio de um filtro LCL, que seja adequado para o projeto de
controladores robustos por meio de LMIs. Primeiramente, é apresentada a planta a ser
controlada e feita uma descrição do problema de controle. Em seguida, é obtido um
modelo da mesma, a partir do qual são feitas análises da resposta em frequência e de
posição dos polos e zeros. Posteriormente, o efeito de incertezas paramétricas na indu-
tância da rede é estudado por meio da resposta em frequência e da trajetória dos polos
e zeros diante destas incertezas. Na sequência, um modelo de tempo discreto é obtido,
e são discutidos os efeitos da discretização do sistema, da modulação PWM e do atraso
de implementação da lei de controle. A seguir, é apresentado um modelo de múltiplos
controladores ressonantes com dimensão arbitrária, utilizados para garantir rastreamento
de referências senoidais e rejeição de distúrbios da rede com harmônicas. Por fim, é obtido
um modelo politópico do sistema discreto, incluindo atraso de transporte e os múltiplos
controladores ressonantes, sendo este modelo adequado para o projeto de um controlador
robusto.

2.1 Inversor conectado à rede por meio de filtro LCL

Considere o inversor conectado à rede elétrica por meio de um filtro LCL, dado
na Figura 2.1. O objetivo principal deste sistema é realizar o processamento da energia
proveniente de algum tipo de fonte primária, por exemplo, painéis fotovoltaicos ou turbi-
nas eólicas, para posterior transferência à rede elétrica. O controle da corrente injetada
na rede é um problema importante, pois permite ajustar o fluxo de potência, tanto ativa
como reativa, transferido à rede (TEODORESCU; LISERRE; RODRÍGUEZ, 2011). No
entanto, os parâmetros da rede elétrica no ponto de conexão comum (PCC) dificilmente
são precisamente conhecidos. Esta incerteza paramétrica dificulta o projeto de contro-
ladores para este tipo de sistema. Neste contexto, o presente trabalho tem por objetivo
desenvolver um controlador para a corrente lado da rede, ig, conveniente para implemen-
tação com processadores digitais de sinais (em inglês, Digital Signal Processors – DSPs),
que seja robusto a incertezas paramétricas da rede.

Algumas hipóteses utilizadas no decorrer do trabalho são agora descritas:

H1) a rede elétrica é assumida como predominantemente indutiva, sendo modelada por
uma fonte de tensão senoidal vd em série com uma indutância Lg2;

H2) o barramento de entrada é assumido estabilizado, podendo ser representado por uma
fonte CC;
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Figura 2.1 – Inversor monofásico em ponte completa conectado à rede por meio de filtro
LCL.

H3) o sincronismo entre a tensão de saída do filtro e a tensão no PCC é previamente
garantido;

H4) os interruptores utilizados no conversor são considerados ideais;

H5) a frequência de comutação utilizada é muito maior que a componente fundamen-
tal da tensão, podendo-se, para fins de projeto de controle, desprezar os efeitos de
harmônicas advindas do PWM na tensão de saída do inversor.

2.2 Modelo da planta

A planta a ser controlada é dada pelo filtro LCL, na Figura 2.1. Tais filtros,
devido a suas características de boa atenuação de harmônicas (−60 dB/década a partir da
frequência de ressonância), são utilizados para a eliminação das harmônicas provenientes
do inversor PWM (TEODORESCU; LISERRE; RODRÍGUEZ, 2011). Como principal
problema na sua utilização, o filtro LCL possui um pico de ressonância, que prejudica
o desempenho e pode levar à instabilidade do sistema (OGATA, 2002; TEODORESCU;
LISERRE; RODRÍGUEZ, 2011). Assim, se faz necessária alguma técnica capaz de realizar
o amortecimento do pico de ressonância e, para tanto, primeiramente deve-se obter um
modelo adequado para o filtro.

Deste modo, dado um filtro LCL com tensão de entrada vab(t), conectado a uma
fonte de distúrbio vd(t), como na Figura 2.2. Note que a indutância do lado da rede, Lg,
é composta pela soma da indutância do filtro LCL do lado da rede, Lg1, com a indutância
da rede propriamente dita, Lg2. Portanto, tem-se

Lg = Lg1 + Lg2 (2.1)

Aplicando-se a lei de Kirchhoff das tensões nas malhas m1 e m2 tem-se as seguintes
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Figura 2.2 – Filtro LCL conectado à rede.

equações

dic
dt

= −(rc + rz)
Lc

ic −
1
Lc
vc + rz

Lc
ig + 1

Lc
vab (2.2)

dig
dt

= rz
Lg
ic + 1

Lg
vc −

(rg + rz)
Lg

ig −
1
Lg
vd (2.3)

e, aplicando a lei de Kirchhoff das correntes no nó n1 tem-se

dvc
dt

= ic
Cf
− ig
Cf

(2.4)

Estas equações permitem representar a planta por meio de um modelo no espaço
de estados, com entradas vab(t) e vd(t) (OGATA, 2002; CHEN, 1999), dado por

ẋ(t) = Acx(t) + Bcvab(t) + Bdcvd(t)

y(t) = Ccx(t)
(2.5)

Neste modelo tem-se que: x(t) é o vetor de estados, vab(t) é a entrada de controle, vd(t)
é a entrada de distúrbio, representando a rede com seu eventual conteúdo harmônico, e
y(t) é a saída do sistema. As matrizes são: Ac (matriz dinâmica), Bc (matriz de entrada
de controle), Bdc (matriz de entrada de distúrbios) e Cc (matriz de saída). Para a planta
dada na Figura 2.2, tem-se que

x =


ic

vc

ig

 Ac =


− (rc+rz)
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− 1
Lc
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Lc

1
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0 − 1
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1
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 Bc =


1
Lc

0
0

 Bdc =


0
0
− 1
Lg



C =
[

0 0 1
]

(2.6)
sendo, portanto, os estados dados pela corrente do lado do conversor, ic(t), pela tensão
do capacitor, vc(t), e pela corrente do lado da rede, ig(t). A entrada vab(t) é a tensão
aplicada no filtro, a saída do sistema é a corrente ig(t) e o distúrbio é representado pela
tensão vd(t) da rede. É importante mencionar que o modelo em espaço de estados (2.6)
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é conveniente para o uso de técnicas de controle no espaço de estados, como as que serão
investigadas neste trabalho.

Para obter as respostas em frequência da planta, utilizam-se as funções de trans-
ferência que caracterizam o sistema (2.5), obtidas por meio de

ig(s)
vab(s)

= Cc(sI−Ac)−1Bc (2.7)

e de
ig(s)
vd(s)

= Cc(sI−Ac)−1Bdc (2.8)

Desta forma, a função de transferência que relaciona a entrada vab(s) com a saída
ig(s), é dada por

Gu(s) = ig(s)
vab(s)

= rzCfs+ 1 CfLgLcs
3 + [rzCfLg + CfLc(rz + rg) + CfLgrc]s2

+ [rzrgCf + Lg + Lc + Cfrc(rz + rg)]s+ (rg + rc)


(2.9)

e a função de transferência que relaciona a entrada vd(s) com a saída ig(s), é dada por

Gd(s) = ig(s)
vd(s)

= −[LcCfs2 + (rz + rg)Cfs+ 1] CfLgLcs
3 + [rzCfLg + CfLc(rz + rg) + CfLgrc]s2

+ [rzrgCf + Lg + Lc + Cfrc(rz + rg)]s+ (rg + rc)


(2.10)

Devido ao fato de as resistências presentes no circuito serem muito pequenas em
comparação com a impedância dos elementos reativos, é comum supor o filtro LCL ideal,
ou seja, com resistências série nulas (i.e. rz = 0, rc = 0 e rg = 0). Deste modo, as funções
de transferência (2.9) e (2.10) podem ser simplificadas resultando em

Gu(s) = ig(s)
vab(s)

= 1
CfLgLcs3 + (Lg + Lc)s

(2.11)

e em
Gd(s) = ig(s)

vd(s)
= −(CfLcs2 + 1)
CfLgLcs3 + (Lg + Lc)s

(2.12)

Por meio da equação (2.11), é obtida a frequência de ressonância ωres do filtro
LCL, determinada pela raiz não nula do denominador. Desta forma, obtém-se

ωres = 2πfres =
√
Lg + Lc
CfLgLc

(2.13)
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2.3 Resposta em frequência da planta

Para se obter as respostas em frequência da planta, e também as demais análises
numéricas no decorrer deste capítulo, serão utilizados os parâmetros nominais dados na
Tabela A.1, do Apêndice A. Deste modo, a resposta em frequência que relaciona a entrada
de controle vab(s) com a saída ig(s) é apresentada na Figura 2.3, em que verificam-se o
pico de ressonância, localizado em fres = 1423, 5250 Hz, e a atenuação de −60 dB/década
para frequências acima da frequência de ressonância. Note que, para possíveis harmônicas
do sinal vab(s) com frequências ao redor da frequência de ressonância, haverá uma grande
amplificação.
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Figura 2.3 – Resposta em frequência de vab(s) para ig(s), para os parâmetros nominais
da planta.

A relação entre a entrada de distúrbio vd(s) e a saída ig(s) é apresentada na res-
posta em frequência dada na Figura 2.4, em que podem-se verificar a presença do pico de
ressonância em fres = 1423, 5250 Hz, conjuntamente com um efeito rejeita-faixa, prove-
niente da presença do par de zeros complexos conjugados vistos em (2.12). Novamente,
haverá grande amplificação para harmônicas de tensão provenientes da rede ao redor da
frequência de ressonância.

Como mencionado anteriormente, o pico de ressonância tem por efeito amplificar
possíveis harmônicas de tensão presentes na rede ou na tensão de entrada, prejudicando
a qualidade da corrente injetada na rede. Isto caracteriza um problema, uma vez que
o conteúdo harmônico da corrente injetada na rede é limitado por normas, tais como a
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Figura 2.4 – Resposta em frequência de vd(s) para ig(s), para os parâmetros nominais da
planta.

IEEE Standard 1547 (vide (IEEE, 2011)). Portanto, o amortecimento da ressonância é
um dos principais objetivos de controle para esta aplicação.

Para garantir o amortecimento da ressonância, são utilizadas técnicas de amorte-
cimento passivo e ativo. No amortecimento passivo são inseridos elementos passivos no
filtro, modificando sua estrutura de modo a garantir a atenuação do pico de ressonância
(PEÑA-ALZOLA et al., 2013). Já no amortecimento ativo, a atenuação do pico de res-
sonância é garantida por meio da utilização de um sistema de controle em malha fechada
sem que seja necessária a modificação da estrutura do filtro.

Dentre as técnicas de amortecimento ativo no espaço de estados, podem ser cita-
das técnicas de controle que são projetadas em duas etapas, uma etapa responsável pelo
amortecimento da ressonância e outra etapa que inclui controladores ressonantes, respon-
sáveis pelo rastreamento da referência e rejeição de harmônicas da rede, como em (GABE;
MONTAGNER; PINHEIRO, 2009) e (ENDERLE et al., 2012). Este tipo de solução pode
apresentar dificuldades no ajuste dos ganhos, pois a estratégia se caracteriza pela intera-
ção de duas malhas de controle, que são projetadas em separado, mas que interferem uma
na outra. Outro problema com esta estratégia de projeto em duas etapas é a dificuldade
de determinar os ganhos para múltiplos controladores ressonantes de dimensão arbitrária
(GABE; MONTAGNER; PINHEIRO, 2009). O controlador a ser projetado no capítulo
seguinte deste trabalho, diferentemente, fornece um projeto em etapa única, mesmo se
forem incluídos controladores ressonantes de dimensão arbitrariamente grande no projeto.

A Figura 2.5 e a Figura 2.6 apresentam a posição dos polos e zeros para as funções
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de transferência (2.11) e (2.12), para os parâmetros nominais. Nas representações de
diagramas de polos e zeros, no decorrer do texto, tem-se o símbolo (×) para representar
os polos e o símbolo (◦) para representar os zeros.
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Figura 2.5 – Diagrama de polos e zeros para a função de transferência de vab(s) para ig(s),
para os parâmetros nominais da planta.
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Figura 2.6 – Diagrama de polos e zeros para a função de transferência de vd(s) para ig(s),
para os parâmetros nominais da planta.
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2.4 Influência de incertezas paramétricas da rede

Incertezas paramétricas podem causar perda de desempenho ou até mesmo ins-
tabilidade em sistemas de controle (ACKERMANN, 1993; ZHOU; DOYLE; GLOVER,
1996). Em aplicações de sistemas conectados à rede elétrica, a impedância desta pode ser
considerada um parâmetro incerto devido, por exemplo, ao fato de não se saber a priori
quais cargas estão conectadas à rede em determinado momento.

Para o filtro LCL dado na Figura 2.1, com parâmetros dados na Tabela A.1,
verifica-se a família de respostas em frequência, dadas na Figura 2.7 e na Figura 2.8, para
valores de indutância da rede de Lg2min = 0 mH até Lg2max = 1 mH.
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Figura 2.7 – Respostas em frequência de vab(s) para ig(s), para valores de Lg2 dentro do
intervalo na Tabela A.1. Em destaque, a resposta para os valores nominais da planta. A
seta indica o deslocamento do pico de ressonância com o aumento da indutância Lg2.

Analisando as respostas em frequência, a incerteza paramétrica na indutância da
rede é responsável por deslocar o pico de ressonância, podendo prejudicar o desempenho,
ou mesmo levar à instabilidade, do sistema em malha fechada com controladores proje-
tados apenas para a condição nominal, como será apresentado no capítulo seguinte. Por
meio da Figura 2.7 e da Figura 2.8, percebe-se que o pico de ressonância para valores de
indutância dentro do intervalo de Lg2 considerado varia de 1299 Hz até 1743 Hz, à medida
que a indutância Lg2 é reduzida de 1 mH a 0 mH. A incerteza no valor da frequência de
ressonância pode trazer problemas para o projeto convencional de controladores por rea-
limentação de estados computados para alocar polos de malha fechada em posições que
atenuem o pico de ressonância.
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Figura 2.8 – Respostas em frequência de vd(s) para ig(s), para valores de Lg2 dentro do
intervalo na Tabela A.1. Em destaque, a resposta para os valores nominais da planta. A
seta indica o deslocamento do pico de ressonância com o aumento da indutância Lg2.

Continuando a análise do efeito das incertezas paramétricas, as posições dos polos
e zeros da planta para indutâncias da rede dentro do intervalo considerado na Tabela A.1
são apresentadas na Figura 2.9 e na Figura 2.10, em que pode-se observar que o par de
polos complexo conjugados em ambas as figuras tende a se aproximar da origem, à medida
que a indutância Lg2 aumenta de 0 mH a 1 mH. Portanto, verifica-se que para condições
de rede fraca (alta impedância de rede) o problema da ressonância se torna mais crítico,
pois o pico de ressonância tende a amplificar as harmônicas de baixa ordem, que são
críticas em sistemas com inversores conectados à rede.

Observe que é importante para o projeto de um controlador robusto a incertezas
na rede a obtenção de um modelo adequado que descreva estas incertezas. Este modelo
será tratado no final deste capítulo.

2.5 Modelo discreto

O modelo de tempo discreto do sistema (2.5) permite o projeto direto de leis de
controle passíveis de implementação digital usando, por exemplo, DSPs, evitando assim
problemas comuns da implementação analógica como, por exemplo, imprecisão dos ganhos
do controlador, suscetibilidade a ruídos na instrumentação e dificuldades de construção
dos circuitos necessários para a implementação da lei de controle analógica (OGATA,
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Figura 2.9 – Diagrama de polos e zeros da função de transferência de vab(s) para ig(s), para
valores de Lg2 dentro do intervalo considerado na Tabela A.1. Em destaque, a resposta
para os valores nominais da planta. As setas indicam o deslocamento dos autovalores com
o aumento da indutância Lg2.

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
x 10

4

E
ix

o 
Im

ag
in

ár
io

Eixo real

Figura 2.10 – Diagrama de polos e zeros da função de transferência de vd(s) para ig(s), para
valores de Lg2 dentro do intervalo considerado na Tabela A.1. Em destaque, a resposta
para os valores nominais da planta. As setas indicam o deslocamento dos autovalores com
o aumento da indutância Lg2.

1995; ASTRÖM; WITTENMARK, 1997).
A representação discreta de (2.5), com a inserção de um amostrador e um retentor

de ordem zero (em inglês, Zero Order Hold – ZOH), sob a hipótese simplificadora do
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distúrbio ser considerado um sinal discreto, é dada por

x((k + 1)Ts) = Gx(kTs) + Hu(kTs) + Hdvd(kTs)

y(kTs) = Ccx(kTs)
(2.14)

em que as matrizes do sistema são obtidas, utilizando um período de discretização Ts, por

G = eAcTs , H =
∫ Ts

0
eAc(Ts−τ)Bcdτ, Hd =

∫ Ts

0
eAc(Ts−τ)Bdcdτ (2.15)

É importante observar que o modelo discreto possui como entrada o sinal amos-
trado u(kTs) que, devido ao fato de o sistema utilizar um ZOH, se caracteriza por ser
um pulso de amplitude constante durante o período de discretização, como vê-se na Fi-
gura 2.11(a). Sendo a entrada u(kTs) constante dentro de um período, o sistema (2.14)
tem como resposta

x((k + 1)Ts) = eAcTsx(kTs) +
∫ (k+1)Ts

kTs

eAc(Ts−τ)Bcu(kTs)dτ (2.16)

que resulta, para Ts suficientemente pequeno, em

x((k + 1)Ts) = eAcTsx(kTs) + eAcTsBcu(kTs)Ts (2.17)

É possível se obter um sinal modulado por largura de pulso (PWM), vab(t), que
produza mesma resposta dinâmica que a do sinal u(kTs), em (2.17). Esta equivalência é de
grande interesse, pois sinais PWM são facilmente sintetizados por inversores de frequência
como o utilizado no sistema apresentado na Figura 2.1. Para demonstrar a equivalência,
suponha um sinal PWM, vab(t), em um período Ts, como o dado na Figura 2.11(b). A
resposta do sistema (2.5) para este sinal é dada por

x((k + 1)Ts) = eAcTsx(kTs) +
∫ t1+∆

t1
eAc(Ts−τ)BcEdτ (2.18)

que resulta, novamente para um período de discretização suficientemente pequeno, em

x((k + 1)Ts) = eAcTsx(kTs) + eAcTsBcE∆ (2.19)

Observando as equações (2.17) e (2.19), nota-se que, se

u(kTs)Ts = E∆ (2.20)

então as respostas (2.17) e (2.19) são equivalentes. Ou seja, se for assegurado que as áreas
de ambos os pulsos na Figura 2.11 sejam iguais dentro de um período Ts suficientemente
pequeno, ambos fornecem a mesma resposta dinâmica para o sistema.

Para sintetizar o sinal PWM, vab(t), respeitando a igualdade apresentada em (2.20)
pode-se utilizar, por exemplo, modulação vetorial com uma estratégia PWM como a



2 MODELAGEM 44

( 1)
s

k T+
s

kT

( )
s

u kT

( 1)
s

k T+
s

kT
1

t
1

t + D

E
( )

ab
v t

( )a ( )b

Figura 2.11 – (a) Pulso u(k) e (b) pulso PWM vab(t), ambos com a mesma área.

apresentada na Figura 2.16 (para detalhes, vide Apêndice B).
Para facilitar a notação, deste ponto em diante, o índice kTs das variáveis será

descrito somente por k, omitindo-se o período de discretização Ts. Por exemplo, será
utilizado x(k) no lugar de x(kTs).

2.6 Resposta em frequência para o sistema discreto

As respostas em frequência do sistema discreto (2.14), para z = ejωTs , são obtidas
a partir das funções de transferência discretas, que podem ser determinadas por meio de

ig(z)
u(z) = Cc(zI−G)−1H (2.21)

e de
ig(z)
vd(z) = Cc(zI−G)−1Hd (2.22)

Deste modo, para os parâmetros da Tabela A.1, a resposta em frequência do sinal de
controle u(z) para a saída ig(z) é dada na Figura 2.12, e a resposta em frequência do
distúrbio vd(z) para a saída ig(z) é dada na Figura 2.13.

Note na Figura 2.12 e na Figura 2.13 que a discretização do sistema tem por
efeito a inserção de um atraso de fase nas frequências próximas da metade da frequência
de discretização (1/(2Ts)). Este atraso reduz a margem de fase do sistema, trazendo
dificuldade adicional para o projeto de compensadores em relação ao projeto equivalente
em tempo contínuo.

O diagrama de polos e zeros para função de transferência da entrada, u(z), para
a saída, ig(z), pode ser visto na Figura 2.14, e mostra outro efeito da discretização do
sistema, dado pela inserção de um zero de fase não-mínima, como se vê representado pelo
zero fora do círculo de raio unitário. Este zero de fase não-mínima tende a prejudicar a
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Figura 2.12 – Resposta em frequência de u(z) para ig(z).
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Figura 2.13 – Resposta em frequência de vd(z) para ig(z).

resposta transitória do sistema e técnicas de realimentação de estados não atuam direta-
mente na sua alocação. Cabe comentar que a função de transferência de vd(z) para ig(z)
com polos e zeros dado na Figura 2.15 não apresenta zeros de fase não-mínima.
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Figura 2.14 – Diagrama de polos e zeros para a função de transferência de u(z) para ig(z).
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Figura 2.15 – Diagrama de polos e zeros para a função de transferência de vd(z) para
ig(z).

2.7 Atraso na implementação do sinal de controle

Na prática, uma característica inerente à utilização de um sinal de controle digital
é a impossibilidade de se medir as variáveis do sistema, atualizar a lei de controle e
implementá-la no mesmo instante de tempo. Desta forma existe um atraso de pelo menos
um período de amostragem na implementação da lei de controle. Para ilustrar isso note,
pela Figura 2.16, que no instante k tem-se disponível para aplicação o sinal de controle
calculado em (k − 1), representado por u(k − 1) (MASSING, 2013).

Para modelar este atraso implementação da lei de controle, é utilizado um estado
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Figura 2.16 – Processo de implementação da lei de controle.

adicional, φ(k), dado por (ASTRÖM; WITTENMARK, 1997; OGATA, 1995)

φ(k) = u(k − 1) (2.23)

que, inserido no sistema (2.14), fornece o modelo aumentado discreto com atraso, dado
por x(k + 1)

φ(k + 1)

=
 G H
01×3 0

x(k)
φ(k)

+
03×1

1

u(k) +
Hd

0

 vd(k)

y(k)=
[
Cc 0

] x(k)
φ(k)

 (2.24)

A inserção deste estado adicional produz um atraso de fase na resposta em frequên-
cia da entrada, u(z), para a saída, ig(z), como pode ser visto na Figura 2.17.

Observando o diagrama de polos e zeros da função de transferência de u(z) para
ig(z), o estado adicional representando o atraso na implementação da lei de controle tem
como efeito inserir um polo na origem, como pode ser visto na Figura 2.18.

Analisando a resposta de vd(z) para ig(z), o estado adicional insere um polo e um
zero na origem que se cancelam, como pode ser visto na Figura 2.19.

Devido a este cancelamento a resposta em frequência do sistema de vd(z) para ig(z)
com o atraso na implementação do sinal de controle permanece igual à da Figura 2.13.
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Figura 2.17 – Resposta em frequência de u(z) para ig(z), levando em conta o atraso da
implementação do sinal de controle.
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Figura 2.18 – Diagrama de polos e zeros da função de transferência discreta de u(z) para
ig(z), considerando o atraso na implementação do sinal de controle.

2.8 Controladores ressonantes no espaço de estados

Para garantir rastreamento de referências senoidais e rejeição de distúrbios prove-
nientes de harmônicas da rede, uma alternativa é a utilização de controladores baseados
no princípio do modelo interno (FRANCIS; WONHAM, 1976), como por exemplo contro-
ladores ressonantes. No domínio da frequência, pode-se considerar o seguinte controlador
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Figura 2.19 – Diagrama de polos e zeros da função de transferência discreta de vd(z) para
ig(z), considerando o atraso na implementação do sinal de controle.

ressonante (ZMOOD; HOLMES, 2003)

Gc(s) = yr(s)
e(s) = s

s2 + 2ζiωis+ ω2
i

(2.25)

em que ωi é a frequência de ressonância e ζi é o fator de amortecimento, empregado
para evitar problemas na implementação discreta, relativos à alocação de polos de malha
fechada na borda do círculo unitário.

Efetuando a discretização do controlador ressonante e reescrevendo o mesmo em
espaço de estados, tem-se que

ξi(k + 1) = Riξi(k) + Tie(k) (2.26)

em que ξi(k) ∈ R2×1, Ri ∈ R2×2, Ti ∈ R2×1.
A entrada do controlador é o erro de rastreamento, dado por

e(k) = iref (k)− y(k) (2.27)

Em que iref (k) representa a referência de corrente. Substituindo o erro (2.27) em (2.26),
obtém-se

ξi(k + 1) = Riξi(k)−TiCcx(k) + Tiiref (k) (2.28)

É importante observar que, de forma geral, pode-se utilizar um grupo de con-
troladores na forma (2.26) para rejeição de distúrbios com harmônicas em frequências
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específicas. Para um conjunto de n controladores ressonantes, tem-se a representação

ξ =


ξ1
...
ξn

 ,R =


R1

. . .
Rn

 ,T =


T1
...
Tn

 (2.29)

Nesta representação, o vetor de estados possui dimensão 2n, em que n é o número de
controladores ressonantes . Cada ressonante é discretizado independentemente, resultando
na matriz bloco diagonal R, e no vetor T.

Inserindo múltiplos controladores ressonantes (2.29) no modelo do sistema dado
em (2.24), chega-se ao modelo aumentado, dado por

x(k + 1)
φ(k + 1)
ξ(k + 1)

=


G H 03×2n

01×3 0 01×2n

−TCc 02n×1 R




x(k)
φ(k)
ξ(k)

+


03×1

1
02n×1

u(k)+


Hd

0
02n×1

 vd(k) +


03×1

0
T

 iref (k)

y(k)=
[
Cc 0 01×2n

] 
x(k)
φ(k)
ξ(k)


(2.30)

ou, em uma notação mais compacta, por

ρ(k + 1) = Aρ(k) + Bu(k) + Bdvd(k) + Briref (k)

y(k) = Cρ(k)
(2.31)

em que ρ ∈ <(2n+4), u ∈ <, vd ∈ <, iref ∈ < e y ∈ <, com matrizes A ∈ <(2n+4)×(2n+4),
B ∈ <(2n+4)×1, Bd ∈ <(2n+4)×1, Br ∈ <(2n+4)×1 e C ∈ <1×(2n+4).

O modelo dado em (2.30) inclui a planta discretizada, o atraso da implementação
do sinal de controle e n controladores ressonantes inseridos no sistema para garantir o
rastreamento da referência e rejeição de distúrbios com harmônicas. Este formato tem
como vantagem possibilitar o projeto de todos os ganhos do controlador em uma única
etapa. Os ganhos relativos aos controladores ressonantes, ao atraso da implementação do
sinal de controle e aos estados da planta serão todos obtidos simultaneamente para serem
utilizados em um controlador por realimentação de estados, como será visto no próximo
capítulo.

Esta abordagem apresenta vantagens sobre abordagens tradicionais que se baseiam
em um procedimento de duas etapas de projeto: a primeira, para o projeto do amorteci-
mento da ressonância e a segunda, para o ajuste dos n controladores ressonantes. Com a
inclusão de vários ressonantes as margens de estabilidade se tornam reduzidas e, à medida
que aumenta o número de ganhos a serem determinados, aumenta a dificuldade de projeto
(DE; RAMANARAYANAN, 2010; PEREIRA et al., 2014).
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2.9 Modelo politópico

Devido ao fato de o valor da indutância da rede não ser precisamente conhecido,
o parâmetro Lg2 no modelo (2.5) é considerado incerto. A inclusão desta incerteza no
modelo do sistema aumentado permite a utilização de técnicas de controle robustas a
incertezas paramétricas. Considerando o parâmetro Lg2 como sendo incerto variante no
tempo, pertencente a um intervalo real, cujos limites são conhecidos, é possível escrever
um modelo politópico do sistema na seguinte forma

ρ(k + 1) =A(α(k))ρ(k) + B(α(k))u(k) + Bd(α(k))vd(k) + Br(α(k))iref (k) (2.32)

em que (
A,B,Bd,Br

)
(α(k)) = ∑N

j=1 αj(k)
(
A,B,Bd,Br

)
j
,∑N

j=1 αj(k) = 1, αj(k) ≥ 0, j = 1, · · · , N
(2.33)

Os vértices do modelo politópico (2.32) podem ser obtidos por meio das matrizes(
A,B,Bd,Br

)
avaliadas para os valores máximo e mínimo do parâmetro incerto Lg2 e

serão utilizados nas LMIs de projeto de controladores robustos no próximo capítulo. Note
que esta descrição trata de um modelo politópico simplificado, em que as matrizes do
modelo contínuo da planta para os casos mínimo e máximo de Lg2 são convertidas em
dois vértices para o sistema discretizado. Isso é plausível assumindo que o período de
discretização é suficientemente pequeno para que a discretização, dada por

G = I + AcTs H = BcTs Hd = BdcTs (2.34)

possa ser utilizada como sendo uma aproximação válida do modelo discreto da planta (2.15).

2.10 Conclusões parciais

Este capítulo abordou a modelagem matemática de inversores conectados à rede
por meio de filtros LCL com ênfase em modelos no espaço de estados. Esta modelagem
permite a análise das respostas da planta e será útil na síntese de controladores robustos.

Primeiramente, por meio das respostas em frequência da entrada de controle e do
distúrbio da rede para a corrente no lado da rede, considerada como saída do sistema, foi
verificada a presença do pico de ressonância do filtro LCL. Este pico de ressonância causa
amplificação distúrbios da rede e de harmônicas de tensão provenientes do inversor. Desta
forma, se fazem necessárias técnicas de amortecimento da ressonância. Tratando-se de
amortecimento ativo, deve ser utilizado um controlador para atenuar o pico de ressonância
do sistema em malha fechada.
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Em seguida, foi feita uma análise do efeito das incertezas no parâmetro indutância
da rede no deslocamento da frequência de ressonância, o que justifica o interesse por
controladores robustos capazes de tratar estas incertezas.

Para realizar projeto do controlador robusto passível de ser implementado em DSP,
foi obtido um modelo em tempo discreto da planta, que inclui o efeito da discretização do
sistema com ZOH e o efeito do atraso de implementação da lei de controle. Foi mostrado
que a discretização do sistema tem por efeito inserir um zero de fase não-mínima e um
polo na origem da função de transferências da entrada de controle para a saída.

Na sequência, baseando-se no princípio do modelo interno, controladores ressonan-
tes de dimensão arbitrária foram inseridos no modelo discreto para se garantir rastrea-
mento de referência e rejeição de harmônicas específicas da rede.

Por fim, depois de se obter um modelo discreto aumentado com estados adicionais
representando o atraso da implementação da lei de controle e os controladores ressonantes,
foi obtido um modelo politópico capaz de descrever a incerteza na indutância da rede.
Este modelo politópico é adequado para o projeto do controlador robusto por meio de
LMIs, como será visto no capítulo seguinte.
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Este capítulo apresenta o projeto de um controlador, baseado em LMIs, robusto
a incertezas na indutância da rede, e os seus respectivos resultados de simulação e expe-
rimentais. O procedimento para a obtenção e validação deste controlador é a principal
contribuição deste trabalho. Primeiramente, será apresentada a lei de controle utilizada
e o diagrama geral do sistema de controle. Posteriormente, as LMIs para o projeto do
controlador robusto, baseado em alocação de polos, são apresentadas, e o controlador
robusto é computado, seguindo um procedimento detalhado. Considerações adicionais
sobre aspectos importantes relativos aos controladores ressonantes utilizados, ao raio da
região circular para alocação de polos e à influência de resistências parasitas do filtro tam-
bém são fornecidas. Em seguida, simulações do sistema em malha fechada são realizadas,
certificando a estabilidade e o bom desempenho do controlador diante das incertezas para-
métricas da rede. O controlador robusto é então validado experimentalmente, ilustrando
a boa qualidade dos resultados obtidos e sua adequação com as especificações de espectro
harmônico e distorção harmônica total dadas pela norma IEEE Standard 1547 (IEEE,
2011). Para efetuar uma comparação e demonstrar as vantagens da técnica de controle
robusto, apresenta-se um controlador projetado por alocação de polos sem levar em conta
incertezas paramétricas, mostrando que o mesmo leva o sistema em malha fechada à ins-
tabilidade para valores da indutância da rede diferentes do valor nominal utilizado no
projeto. Por fim, é apresentada uma análise de desempenho do sistema em malha fechada
utilizando a norma H∞, que aponta uma melhor condição de operação, considerando o
critério rejeição de distúrbios.

3.1 Alocação robusta de polos por meio de LMIs

Assuma que o vetor de estados está disponível para realimentação, e que as hipó-
teses H1 a H5, dadas no Capítulo 2, são atendidas.

Seja a lei de controle por realimentação de estados

u(k) = Kρ(k) (3.1)

comK ∈ R1×(2n+4). Note que o vetor de ganhos pode ser representado porK =
[
K1 K2

]
.

K1 ∈ R1×4 é dado por K1 = [Kic Kvc Kig Kφ], e K2 ∈ R1×2n tem como elementos os
ganhos de realimentação de estados dos controladores ressonantes.

O sistema em malha fechada pode ser representado por diagrama de blocos como
na Figura 3.1. A ação de controle é dada por uma combinação da realimentação dos
estados conversor e dos estados dos controladores ressonantes, levando em conta o atraso
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de um período de amostragem proveniente da implementação digital do controle.
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Figura 3.1 – Estrutura do controlador de corrente proposto.

O objetivo aqui é sintetizar simultaneamente os vetores de ganhos K1 e K2 para
assegurar: estabilidade robusta a incertezas e variações paramétricas no parâmetro Lg2,
boa resposta transitória, rastreamento de referências senoidais de corrente e rejeição de
distúrbios harmônicos provenientes da rede;

Estes objetivos podem ser assegurados pela condição de projeto baseada em LMIs,
dada no teorema seguinte.

Teorema 1. Para um dado escalar r, 0 < r ≤ 1, se existirem matrizes simétricas defini-
das positivas Sj ∈ R(2n+4)×(2n+4) e matrizes G ∈ R(2n+4)×(2n+4) e R ∈ R1×(2n+4) tais que

 G + G′ − Sj G′
A′j
r

+R′
B′j
r

Aj

r
G + Bj

r
R S`

> 0, (3.2)

j = 1, · · · , N, ` = 1, · · · , N

então os ganhos de realimentação de estados dados por

K =RG−1 (3.3)

garantem:

i) estabilidade robusta em malha fechada para (2.32);

ii) que, no caso de parâmetros invariantes no tempo, os autovalores de A(α)+B(α)K
pertencem ao círculo de raio r, dado na Figura 3.2;

iii) rastreamento da referência de corrente senoidal e a rejeição de distúrbios com harmô-
nicas da rede nas frequências de interesse;
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Re
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r

Figura 3.2 – Círculo com centro na origem e raio r, para alocação dos autovalores no
círculo de raio unitário.

Demonstração. O sistema discreto linear incerto variante no tempo (2.32) em malha fe-
chada, considerando-se as entradas de distúrbio e de referência nulas, é dado por

x(k + 1) = Acl(α(k))x(k) (3.4)

em que
Acl(α(k)) = A(α(k)) + B(α(k))K (3.5)

O sistema (3.4) é robustamente estável, isto é, estável para qualquer valor ou
variação do parâmetro α(k), se existir uma função de Lyapunov da forma

V (x(k),α(k)) = x(k)′P(α(k))x(k) (3.6)

com
P(α(k)) =

N∑
j=1

αj(k)Pj,
N∑
j=1

αj(k) = 1, αj(k) ≥ 0, j = 1, · · · , N (3.7)

em que Pj são matrizes simétricas definidas positivas de dimensões apropriadas, que
satisfazem a equação de diferença de Lyapunov dada por

∆V (x(k),α(k)) = V (x(k + 1),α(k + 1))− V (x(k),α(k))

= x(k)′ [Acl(α(k))′P(α(k + 1))Acl(α(k))−P(α(k))]x(k) < 0
(3.8)

O termo P(α(k + 1)) pode ser reescrito como sendo

P(α(k + 1)) =
N∑
j=1

αj(k + 1)Pj =
N∑
`=1

β`(k)P` = P+(β(k)) (3.9)

em que
N∑
`=1

β`(k) = 1, β`(k) ≥ 0, ` = 1, · · · , N (3.10)

Substituindo (3.9) em (3.8) a factibilidade de (3.8) equivale a verificar a existência
matrizes P(α(k)) e P+(β(k)) simétricas definidas positivas que satisfaçam a condição
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(DAAFOUZ; BERNUSSOU, 2001)

Acl(α(k))′P+(β(k))Acl(α(k))−P(α(k)) < 0 (3.11)

Reescrevendo a condição (3.11) na forma matricial tem-se P(α(k)) Acl(α(k))′P+(β(k))
P+(β(k))Acl(α(k)) P+(β(k))

> 0, (3.12)

Realizando as seguintes substituições de variáveis

P(α(k)) = S(α(k))−1

P+(β(k)) = S+(β(k))−1
(3.13)

com

S(α(k)) = ∑N
j=1 αj(k)Sj,

∑N
j=1 αj(k) = 1, αj(k) ≥ 0, j = 1, · · · , N

S+(β(k)) = ∑N
`=1 β`(k)S`,

∑N
`=1 β`(k) = 1, β`(k) ≥ 0, ` = 1, · · · , N

(3.14)

é possível escrever S(α(k))−1 Acl(α(k))′S+(β(k))−1

S+(β(k))−1Acl(α(k)) S+(β(k))−1

> 0, (3.15)

que por meio da seguinte transformação de congruênciaG′ 0
0 S+(β(k))

  S(α(k))−1 Acl(α(k))′S+(β(k))−1

S+(β(k))−1Acl(α(k)) S+(β(k))−1

G 0
0 S+(β(k))

> 0,

(3.16)
resulta na condição equivalente dada porG′S(α(k))−1G G′Acl(α(k))′

Acl(α(k))G S+(β(k))

> 0, (3.17)

Substituindo (3.5) em (3.17) e assumindo K =RG−1 obtém-se G′S(α(k))−1G G′A(α(k))′ +R′B(α(k))′

A(α(k))G + B(α(k))R S+(β(k))

> 0, (3.18)

Note que para a condição (3.18) ser factível tem-se que

G′S(α(k))−1G > 0 (3.19)

Portanto, se a matriz G for não singular, e a matriz S(α(k)) for definida positiva, é
possível escrever a seguinte expressão

(S(α(k))− G)′S(α(k))−1(S(α(k))− G) > 0 (3.20)
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o que é equivalente a
G′S(α(k))−1G > G + G′ − S(α(k)) (3.21)

Portanto, a factibilidade da expressão

G + G′ − S(α(k)) > 0 (3.22)

implica a factibilidade de (3.19). Por fim, substituindo-se (3.22) em (3.18) obtém-se G + G′ − S(α(k)) G′A(α(k))′ +R′B(α(k))′

A(α(k))G + B(α(k))R S+(β(k))

> 0, (3.23)

Note que (3.23) é um problema de dimensão infinita, pois o conjunto α(k) possui infinitos
pontos. Substituindo (2.33) e (3.14) em (3.23) obtém-se G + G′ −

(∑N
j=1 αj(k)Sj

)
G′
(∑N

j=1 αj(k)A′j
)

+R′
(∑N

j=1 αj(k)Bj

)(∑N
j=1 αj(k)Aj

)
G +

(∑N
j=1 αj(k)Bj

)
R ∑N

`=1 β`(k)S`

> 0,

(3.24)
que pode ser reescrita como

N∑
j=1

αj(k)
 N∑
`=1
β`(k)

G + G′ − Sj G′A′j +R′Bj

AjG + BjR S`

> 0, (3.25)

Considerando-se a convexidade dos conjuntos politópicos é possível testar a facti-
bilidade de (3.25) avaliando-se apenas os seus vértices, resultando na condiçãoG + G′ − Sj G′Aj +R′B′j

AjG + BjR S`

> 0, (3.26)

j = 1, · · · , N, ` = 1, · · · , N

o que recupera a expressão (3.2) para o caso de r = 1 e garante a propriedade i) do
Teorema 1.

A alocação de polos de malha fechada dentro de uma determinada região do plano
complexa é assegurada se existir matrizes P(α(k)) e P+(β(k)) que satisfaçam (CHILALI;
GAHINET, 1996; PEAUCELLE et al., 2000)

R11 ⊗P(α(k)) + R12 ⊗ (P(α(k))Acl(α(k))) + R′12 ⊗ (Acl(α(k))′P(α(k)))
+R22 ⊗ (Acl(α(k))′P+(β(k))Acl(α(k))) < 0

(3.27)

em que o operador ⊗ indica o produto de Kronecker e as matrizes R11, R12 e R22 ∈ Rd×d,
em que d é a ordem da região, indicam qual a forma da região no plano complexo.

Para a alocação dos autovalores de malha fechada em um círculo de raio r ∈]0 1]
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centralizado na origem, conforme a Figura 3.2, as matrizes R11, R12 e R22 são dadas por

R11 = −r, R12 = 0, R22 = −1/r (3.28)

Substituindo-se (3.28) em (3.27) obtém-se a condição

Acl(α(k))′P+(β(k))Acl(α(k))− r2P(α(k)) < 0 (3.29)

Note que, realizando-se a divisão da matrizAcl(α(k)) do sistema em malha fechada
(3.4) por r, substituindo-a em (3.11) e multiplicando ambos os lados da inequação por r2

obtém-se a condição (3.29) para alocação de polos em um círculo de raio r centrado na
origem como o da Figura 3.2.

Deste modo, repetindo-se o mesmo desenvolvimento utilizado para o caso de r = 1,
agora para Acl(α(k))/r, recupera-se a condição (3.2) que assegura a propriedades ii) do
Teorema 1.

Para a propriedade iii), tem-se que os múltiplos controladores ressonantes (2.28),
incluídos no sistema em malha fechada da forma apresentada Figura 3.1, garantem ras-
treamento da referência de corrente senoidal e rejeição de harmônicas na tensão da rede,
baseado no princípio do modelo interno (FRANCIS; WONHAM, 1976; RIBAS, 2011).

É importante ressaltar que a propriedade i) do Teorema 1 é válida tanto para
sistemas incertos variantes quanto invariantes no tempo, enquanto as propriedades ii) e
iii) do Teorema 1 são aplicáveis somente para o caso de parâmetros incertos invariantes
no tempo.

Note que o Teorema 1 trata de um problema de factibilidade, em que as matrizes
Aj,Bj e o escalar r são os dados do problema, informados pelo projetista, e as matrizes G,
R, Sj , j = 1, . . . N são variáveis matriciais a serem calculadas por meio de um algoritmo
especializado denominado LMI solver, como por exemplo os algoritmos de (GAHINET
et al., 1995; LÖFBERG, 2004; STURM, 1999). As matrizes Aj e Bj são obtidas pela
avaliação das matrizes A e B, em (2.31), para os valores máximo e mínimo de Lg2. Então
com a escolha de r, o Teorema 1 é aplicado usando, por exemplo, os pacotes computacio-
nais LMI Control Toolbox do MATLAB (GAHINET et al., 1995) ou LMITOOL do Scilab
(NIKOUKHAH; DELEBECQUE; GHAOUI, 1995). A solução do problema fornece ma-
trizes G, R e Sj , j = 1, 2, a partir das quais, utilizando (3.3), obtém-se os ganhos do
controlador, dados por K. Portanto, se o Teorema 1 apresentar solução factível, então
a estabilidade robusta em malha fechada é garantida para os vértices (A,B)j, j = 1, 2
e também para qualquer matriz obtida pela combinação convexa de (A,B)j, ou seja, a
estabilidade é garantida para um politopo que contém infinitas matrizes.

É importante mencionar que em (GABE; MONTAGNER; PINHEIRO, 2009), em
que LMIs são utilizadas para se obter o vetor de ganhos de controladores robustos por
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realimentação de estados para inversores conectados à rede por meio de filtros LCL, foi
utilizado, ao invés de controladores ressonantes de dimensão arbitrária, como aqui apresen-
tados, um conjunto de controladores PR com ganho único para todos estes controladores.
Este ganho deveria ser encontrado em um espaço ilimitado de valores, baseado em um pro-
cedimento heurístico no domínio da frequência. Aqui, diferentemente desta abordagem,
um projeto mais sistemático é realizado para a obtenção dos controladores ressonantes.
O Teorema 1 baseia-se na escolha de um único parâmetro de projeto, r, pertencente a um
intervalo real 0 < r ≤ 1, para fornecer todos os ganhos K2 de um conjunto de controlado-
res ressonantes de dimensão arbitrária, e, simultaneamente, os ganhos K1, para as outras
variáveis de estado, assegurando as propriedades de i) a iii) do Teorema 1. Esta condi-
ção de projeto é uma boa opção para o uso de múltiplos controladores ressonantes, cujo
projeto dos ganhos torna-se mais difícil à medida que o número de ressonantes aumenta.
Também deve-se observar que, diferentemente de (MASSING et al., 2011) e (MACCARI
JR. et al., 2012), que utilizam apenas um controlador ressonante, o projeto realizado
neste trabalho utiliza múltiplos controladores ressonantes, para garantir a rejeição de um
conjunto de harmônicas provenientes da rede, assegurando melhores resultados em termos
de conteúdo harmônico da corrente controlada.

Também é importante ressaltar que, em aplicações de inversores conectados à
rede, outras fontes de incerteza, além da incerteza no parâmetro Lg2, podem existir. Por
exemplo, dinâmicas de alta frequência devido a bancos de capacitores conectados na rede,
cabos, ou outras impedâncias capacitivas podem prejudicar o desempenho do sistema em
malha fechada. Abordagens como a de (MASSING et al., 2012) tratam de dinâmicas
não-modeladas no contexto de estratégias de controle adaptativo. Entretanto, existem
casos em que a rede é altamente indutiva, como no caso de turbinas eólicas conectadas à
rede de distribuição (GABE; MONTAGNER; PINHEIRO, 2009). Nestes casos a principal
fonte de incerteza provém da indutância da rede. A estratégia de controle aqui proposta
é adequada para esta situação, em que a indutância da rede é incerta, sendo representável
por meio de um intervalo real, em que somente os limitantes são conhecidos.

3.2 Procedimento de projeto

Para a realização do projeto do controlador robusto de corrente, considere os pa-
râmetros dados na Tabela A.1. Observe que a indutância do lado da rede Lg = Lg1 +Lg2

é um parâmetro incerto pertencente ao intervalo [0, 5 1, 5] mH, o qual será considerado
para o projeto do controlador robusto. O projeto do controlador é realizado por meio da
solução do Teorema 1, utilizando o seguinte procedimento de projeto:

1o) escolher o número de controladores ressonantes;
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2o) escolher ωi em (2.25) para cada controlador ressonante, levando-se em consideração
que estas frequências são relacionadas com a frequência da referência de corrente a
ser rastreada e com as frequências das harmônicas da rede a serem rejeitadas;

3o) escolher um fator de amortecimento ζi para cada controlador ressonante em (2.25);

4o) discretizar cada controlador ressonante e obtêm-se as matrizes R e T para a repre-
sentação em (2.29);

5o) obter os vértices Aj e Bj do modelo politópico em (2.32), avaliando-se as matrizes
(2.6) para os valores máximo e mínimo de Lg2;

6o) utilizar o Teorema 1, escolhendo um valor r, visando obter uma boa relação entre
o valor deste parâmetro e a resposta de malha fechada, evitando-se, por exemplo,
oscilações na resposta transitória e saturação do sinal de controle;

7o) verificar as respostas no tempo, os autovalores de malha fechada para valores de Lg2
pertencendo ao intervalo considerado e as respostas em frequência do sistema em
malha fechada. Se satisfatórias, conclui-se o projeto. Se não, retorna-se ao 6o passo.

3.3 Projeto de controlador robusto

Em aplicações de inversores conectados à rede, devido à necessidade de rastrea-
mento da referência senoidal e de atenuação de distúrbios harmônicos, principalmente na
3a, 5a e 7a harmônicas (TEODORESCU; LISERRE; RODRÍGUEZ, 2011), uma escolha
interessante é a utilização de quatro controladores ressonantes (nas frequências 60, 180,
300 e 420 Hz, por exemplo), o que leva ao modelo aumentado da forma (2.30). Para a
obtenção do controlador robusto descrito neste trabalho esta escolha de ressonantes se
mostrou apropriada e propiciou bons resultados, como os que serão mostrados na Seção
3.6.

Devido a problemas relativos à estabilidade dos controladores ressonantes quando
implementados em DSP com restrições da aritmética de ponto flutuante, se faz necessá-
ria a inserção de um pequeno fator de amortecimento nestes controladores. O fator de
amortecimento escolhido aqui é tal que ζω = 0, 00001, para todos os controladores res-
sonantes. Assim, posicionam-se os polos dos controladores ressonantes ligeiramente para
o interior do círculo de raio unitário, retirando-os de posições exatamente sobre a borda
do círculo que poderiam causar instabilidade devido à representação numérica quando
implementados no DSP.

Dados os parâmetros da Tabela A.1, e definidos os controladores ressonantes, é
possível obter o modelo aumentado do sistema. As matrizes deste modelo aumentado
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podem ser vistas no Apêndice C e considerações adicionais sobre a discretização e a
realização adotada para os controladores ressonantes são discutidas na Seção 3.4.

Para se obter os ganhos do controlador robusto por meio dos passos anteriores,
neste trabalho foi escolhido r = 0, 99 para a alocação dos polos de malha fechada. Apli-
cando o Teorema 1, obtêm-se os ganhos

K =



−13, 004632173987261
−0, 872723561904671
−3, 244405818527905
−0, 588680017482641
−−−−−−−−−
87, 264101556613866
−86, 563795945538686
43, 099265333994907
−41, 893248719321036
38, 475120850291177
−37, 792019606258179
37, 806097075928108
−36, 242548397891369



′

= [K1 | K2] (3.30)

Observe que, como dito anteriormente, o modelo politópico com dois vértices uti-
lizado para o projeto do controlador é um modelo simplificado. Um politopo que inclui
todo o domínio de incerteza pode ser escrito com 215 = 32768 vértices, sendo 15 o número
de elementos das matrizes no Apêndice C que variam com a variação de Lg2. Este modelo
conservador inviabiliza o projeto de controladores robustos por LMIs para esta aplicação.
No entanto, a simplificação aqui utilizada resulta em um modelo com apenas dois vértices,
plausível para o uso com período de amostragem Ts pequeno, e que se mostra eficiente
para o projeto de controladores robustos por meio de LMIs para este sistema, como será
comprovado na sequência. Observe também que o projeto de controle realizado neste
trabalho é diferente dos projetos em que, primeiramente, projeta-se um controlador por
realimentação de estados para garantir estabilidade e atenuação do pico de ressonância
(malha interna de controle) e, posteriormente, projetam-se ganhos dos controladores res-
sonantes baseando-se, por exemplo, em técnicas no domínio da frequência (malha externa
de controle), como por exemplo, (ENDERLE, 2012; ENDERLE et al., 2012). Tal abor-
dagem precisa ser realizada em um processo iterativo, uma vez que a segunda etapa afeta
os resultados da primeira, e pode levar a dificuldades no projeto dos ganhos para contro-
ladores ressonantes de maior dimensão. No projeto proposto neste trabalho, os ganhos do
controlador, K1 e K2, este último incluindo os ganhos dos controladores ressonantes de
dimensão arbitrária, são computados simultaneamente (sem necessidade de um projeto
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iterativo), de forma rápida, utilizando as LMIs do Teorema 11.
Com os ganhos do controlador robusto (3.30), a resposta em frequência que rela-

ciona a referência iref e a corrente no lado da rede ig é tal que, para valores de Lg2 no
intervalo dado na Tabela A.1, a magnitude na resposta em frequência permanece igual
a 0 dB e a fase permanece igual a 0 graus em 60 Hz, indicando bom rastreamento da
referência na presença da incerteza paramétrica, como visto na Figura 3.3, confirmando
a propriedade iii) do Teorema 1.
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Figura 3.3 – Respostas em frequência da referência (iref ) para a saída do sistema em
malha fechada (ig), para Lg2 no intervalo dado na Tabela A.1. Em destaque, a resposta
para o valor nominal.

Para avaliar a capacidade de rejeição de distúrbios, a resposta em frequência que
relaciona o distúrbio da rede vd e a corrente ig é apresentada na Figura 3.4, para valores
de Lg2 no intervalo dado na Tabela A.1. Note a grande atenuação na frequência da
fundamental (60 Hz), bem como nas 3a, 5a e 7a harmônicas, indicando boa rejeição de
harmônicas da tensão da rede nestas frequências, novamente confirmando a propriedade
iii) do Teorema 1. Note também que a ressonância do filtro LCL evidenciada na Figura 2.4
é significativamente amortecida.

Para avaliar a estabilidade robusta, a Figura 3.5 mostra os autovalores de malha
fechada para valores de Lg2 dentro do intervalo dado na Tabela A.1. Em todos os casos,
os autovalores estão localizados dentro do círculo de raio r = 0, 99 (linha tracejada), como
pode ser visto na Figura 3.6, confirmando as propriedades i) e ii) do Teorema 1.

Também foi realizada uma análise a posteriori relativa à estabilidade do sistema em
malha fechada com o controlador robusto diante de incertezas paramétricas não incluídas

1Os ganhos (3.30) foram calculados em 1,18 s em um microcomputador com um processador Intel
Core 2 Quad de 2.33 GHz e 2 GB de memória RAM.
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Figura 3.4 – Respostas em frequência do distúrbio de tensão (vd) para a saída do sistema
em malha fechada (ig), para diferentes valores de Lg2 dentro do intervalo dado na Tabela
A.1. Em destaque, a resposta para o valor nominal.

−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.5

0

0.5

1

E
ix

o 
Im

ag
in

ár
io

Eixo real

Figura 3.5 – Autovalores de malha fechada do controlador robusto para diferentes valores
de Lg2, dentro do intervalo dado na Tabela A.1. Círculo de raio r = 0, 99 é represen-
tado pela linha tracejada. As setas indicam o deslocamento dos autovalores conforme o
parâmetro Lg2 é aumentado.

no modelo politópico. Esta análise foi realizada obtendo a nuvem de autovalores do
sistema em malha fechada para valores de Lg ∈ [0, 5 1, 5] mH, Lc ∈ [0.5 1.5] mH e Cf ∈
[20 30] µF. A Figura 3.7 e o detalhamento desta, mostrado na Figura 3.8, indicam que,
para estas análises, os autovalores do sistema em malha fechada permanecem dentro do
círculo de raio unitário, indicando a estabilidade do sistema também para estes parâmetros
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Figura 3.6 – Detalhamento dos autovalores da Figura 3.5.

incertos não considerados no projeto.
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Figura 3.7 – Autovalores de malha fechada para valores de Lg ∈ [0, 5 1, 5] mH, Lc ∈
[0, 5 1, 5] mH e Cf ∈ [20 30] µF.

Para confirmar o bom desempenho do sistema em malha fechada conectado à rede,
resultados de simulação são dados na Figura 3.9. A simulação foi realizada no PSIM
(POWERSIM, 2011), em condições próximas às da implementação prática, com o algo-
ritmo de controle implementado em linguagem C, incluindo o atraso no sinal de controle.
Estas simulações também incluem um algoritmo de filtro de Kalman (CARDOSO et al.,
2006; CARDOSO et al., 2008), utilizado para realizar o sincronismo entre a referência de
corrente e a tensão no PCC. Nota-se o bom desempenho do sistema em malha fechada,
com boas respostas transitórias e em regime permanente para o conversor operando com
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Figura 3.8 – Detalhamento dos autovalores da Figura 3.7.

a indutância da rede Lg2 com valores de 0 mH, 0, 5 mH e 1 mH. Na Figura 3.9(a), existem
três formas de onda de ig (sobrepostas), representando estes três casos de Lg2. A mesma
observação é valida para a Figura 3.9(b), Figura 3.9(c) e para a Figura 3.9(d). Para
outros valores de Lg2 entre 0 mH e 1 mH, o mesmo comportamento é obtido, indicando
desempenho robusto diante de incertezas neste parâmetro. A Figura 3.9(a) mostra a par-
tida do sistema, com 1, 5 kVAr de potência reativa indutiva. Na Figura 3.9(b), observa-se
a resposta para uma variação da referência de corrente resultando em uma transição de
potência reativa indutiva para capacitiva (1, 5 kVAr). A Figura 3.9(c) mostra a varia-
ção da referência de corrente resultando em uma transição de potência reativa capacitiva
para ativa (1, 5 kW). E, por fim, a Figura 3.9(d) apresenta uma variação da referência de
corrente resultando em uma transição de 1, 5 kW para 3 kW de potencia ativa.

Os resultados na Figura 3.9 são adequados para esta aplicação e serão experimen-
talmente confirmados na Seção 3.6.

3.4 Considerações adicionais sobre o projeto

Nas etapas descritas no procedimento de projeto dado na Seção 3.2 são escolhas
do projetista o número, n, de controladores ressonantes, as frequências, wi, dos mesmos,
seus fatores de amortecimento, ζi, e o valor do raio de alocação dos autovalores, r. Para
auxiliar nestas escolhas, pode-se levar em consideração os aspectos discutidos a seguir.
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Figura 3.9 – Resultados de simulação: ig (linha contínua) e 0, 1×vd (linha tracejada). (a)
Partida do sistema. (b) Variação de fase de −180◦ na referência. (c) Variação de fase de
−90◦ na referência. (d) Variação de amplitude de 10 A para 20 A na referência.

3.4.1 Controladores ressonantes

Inicialmente deve-se estabelecer o número de controladores ressonantes que serão
utilizados. Esta escolha é importante pois as dimensões das matrizes do sistema au-
mentado, e consequentemente a complexidade numérica do projeto do controlador (custo
computacional), com o aumento do número de ressonantes. A escolha de n é realizada
levando-se em consideração as harmônicas a serem rejeitadas, e a complexidade numérica
do problema a ser solucionado. As harmônicas a serem rejeitadas dependem, por exemplo,
do conteúdo harmônico da rede em que será conectado o inversor e da existência ou não
de dinâmicas não-modeladas que afetam o desempenho do sistema em malha fechada.

Outro fator importante para a escolha do número de controladores ressonantes é
o custo computacional para se obter a solução do Teorema 1. A complexidade numérica
de um problema de otimização convexa depende do algoritmo utilizado para a solução
do problema. Para o algoritmo utilizado neste trabalho a complexidade numérica (cn) é
proporcional ao produto do cubo do número de variáveis de decisão (vd) pelo número de
linhas do problema de otimização convexa (lp). Deste modo, tem-se (GAHINET et al.,
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1995)
cmp ∝ v3

dlp (3.31)

Para o problema aqui tratado, em que o Teorema 1 apresenta vd = (8n2 +36n+40)
e lp = (16n+ 32), a complexidade numérica em função do número de controladores resso-
nantes pode ser vista na Figura 3.10. Esta figura aponta que o número de operações para
se obter os ganhos do controlador cresce polinomialmente com o número de ressonantes,
n, sendo possível perceber que existe uma limitação para o uso de um número muito
elevado destes controladores.
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Figura 3.10 – Complexidade numérica da solução do Teorema 1 em função do número de
controladores ressonantes.

Além deste aspecto da complexidade numérica, do ponto de vista da implemen-
tação prática dos controladores ressonantes, é importante ressaltar alguns fatores impor-
tantes. Primeiramente, tem-se que um número elevado de controladores ressonantes leva
a um maior tempo de cômputo para o sinal de controle no DSP. Isso pode levar a uma
lei de controle que não seja passível de implementação dentro de um dado período de
amostragem Ts. Além disso, para se escrever as matrizes Ri e Ti no DSP se realiza um
truncamento dos valores de seus elementos. Este truncamento pode trazer problemas de
estabilidade, uma vez que, idealmente, os polos dos controladores ressonantes ficam alo-
cados na borda do círculo unitário e o erro de truncamento pode levar estes polos para
fora do círculo de raio unitário. Para contornar este problema são utilizados pequenos
valores de amortecimento ζi para os ressonantes, a fim de garantir que seus polos sejam
posicionados muito próximos à borda, mas em posições dentro do círculo de raio unitário.

E, por fim, é importante ressaltar que a técnica de discretização utilizada para obter
os controladores ressonantes em tempo discreto afeta diretamente a realização numérica
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dos mesmos. Neste trabalho, efetuou-se a discretização dos controladores ressonantes
(2.25) pelo método de Tustin. Tomando um dos ressonantes como exemplo, em uma
função de transferência discreta, tem-se (OPPENHEIM; SCHAFER, 1999; ASTRÖM;
WITTENMARK, 1997)

Gc(z) = yr(z)
e(z) = boz

2 + b1z + b2

aoz2 + a1z + a2
(3.32)

Reescrevendo a mesma em espaço de estados, tem-se que

ξi(k + 1) = Riξi(k) + Tie(k)

y(k) = Uiξi(k) + Vie(k)
(3.33)

em que ξi(k) ∈ R2×1, Ri ∈ R2×2, Ti ∈ R2×1, Ui ∈ R1×2, Vi ∈ R1×1 .
Note que a equação de saída do controlador ressonante discreto (3.33) descreve

apenas a posição dos zeros da planta sem afetar a posição dos polos (OGATA, 2002).
Sabendo-se deste fato, nesta etapa do projeto a saída do controlador foi assumida

y(k) = [k1 k2]ξi(k) (3.34)

Com a escolha desta nova saída a função de transferência do controlador ressonante re-
sultante em tempo discreto torna-se

Gcn(z) = yrn(z)
e(z) = k2z + k1

aoz2 + a1z + a2
(3.35)

Note que esta escolha diminui o número de zeros do controlador ressonante porém
não afeta a posição dos polos em relação à função de transferência (3.32), o que garante
a capacidade de rastreamento e rejeição de distúrbio também para o controlador resso-
nante com a nova saída. Esta escolha facilita o projeto do controlador ressonante usando
técnicas de realimentação de estados pois os ganhos de cada ressonante serão projetados
simultaneamente, em uma única etapa, evitando um projeto dos ressonantes a posteriori
e evitando o uso de técnicas de realimentação de saída, que são mais complexas em termos
de cômputo e implementação do controlador.

3.4.2 Raio de alocação

O raio de alocação dos autovalores do sistema em malha fechada, r, é diretamente
relacionado com o desempenho transitório do sistema. Por meio do valor de r, é possível
encontrar um limitante superior para o tempo de acomodação ta da resposta transitória
do sistema em malha fechada. Considerando-se, por exemplo, o critério de erro de 1%, o
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tempo de acomodação pode ser calculado por (OGATA, 1995)

ta <
5

fs|ln(r)| (3.36)

Com a redução de r, ta também é reduzido, tornando a resposta transitória mais rápida,
como pode ser visto na Figura 3.11, para r ∈ [0, 975 0, 99].
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Figura 3.11 – Tempo de acomodação ta em função do raio de alocação r, para frequência
de amostragem fs = 20040 Hz.

Contudo, dois aspectos importantes precisam ser considerados. O primeiro é que a
redução do raio de alocação tende a fornecer ganhos do controlador K mais elevados, que
podem conduzir o sistema à saturação da ação de controle (TARBOURIECH; GARCIA;
Gomes da Silva Jr., 2002; Gomes da Silva Jr.; TARBOURIECH; GARCIA, 2003). A rela-
ção entre o raio r e os elementos dos ganhos do controlador pode ser vista na Figura 3.12,
para um estudo de caso para r ∈ [0, 975 0, 99]. Para a obtenção deste resultado, foram
utilizados os parâmetros dados na Tabela A.1, assumindo quatro controladores ressonan-
tes com coeficiente amortecimento de ζω = 0, 00001 e desprezadas as resistências parasitas
do filtro.

A Figura 3.12 mostra que à medida que o raio de alocação dos polos, r, aumenta,
os ganhos Ki tendem a diminuir. Este comportamento também pode ser observado por
meio da Figura 3.13 que relaciona a norma do vetor de ganhos do controlador, dada por
KK′, com o raio de alocação r.

Outra importante consideração em relação à escolha do raio de alocação é o fato
de que o problema apresentado no Teorema 1 torna-se infactível para 0 < r < r1, em que
r1 é o mínimo valor para o qual o Teorema 1 apresenta solução. Este valor depende dos
parâmetros do sistema (BOYD et al., 1994; GAHINET et al., 1995), e para o sistema
aqui estudado foi encontrado r1 = 0, 9701051.
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Figura 3.12 – Elementos dos ganhos do controlador (Ki) como função do raio de alocação
dos polos (r).
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Figura 3.13 – Norma do vetor de ganhos em relação ao raio de alocação de polos (r).

3.4.3 Influência das resistências parasitas rc e rg

Outra fonte de incerteza paramétrica, além da indutância da rede, são as resistên-
cias parasitas rg e rc, presentes nos indutores do filtro indicados na Figura 2.2. Porém,
apesar de estas resistências poderem afetar diretamente as matrizes do modelo politópico
(2.32) e, consequentemente, o valor dos ganhos do controlador obtido, no projeto apre-
sentado na Seção 3.3, os valores destas resistências foram considerados nulos. Sendo este
o pior caso em termos de maior pico de ressonância do filtro e polos da planta marginal-
mente estáveis. Esta consideração é plausível, pois para o caso aqui estudado os valores
dos ganhos do controlador são pouco afetados por mudanças nos valores destas resistências
parasitas. A Figura 3.14 indica que a norma do ganho pouco varia para a faixa de valores
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de rc e rg considerada nesta análise. Este comportamento justifica a adoção de valores
nulos para estas resistências na obtenção do modelo politópico (2.32) para o cálculo dos
ganhos.
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Figura 3.14 – Variação da norma dos ganhos do controlador em função das resistências
parasitas rg e rc.

3.5 Projeto de controlador não robusto

Nesta seção, mostra-se como um projeto sem levar em consideração as incertezas
na indutância da rede, Lg2, pode levar à instabilidade do sistema em malha fechada, o
que ilustra a importância do uso do controlador robusto nesta aplicação. Considere como
condição nominal Lg2 = 0, 5 mH para o projeto de um controlador baseado na alocação
dos autovalores de malha fechada nas posições:



−0, 002608116668629 + 0, 000000000000000i
0, 777782895162903 + 0, 399605436710880i
0, 777782895162903− 0, 399605436710880i
0, 960138777544352 + 0, 173068391904952i
0, 960138777544352− 0, 173068391904952i
0, 921235523705565 + 0, 000000000000000i
0, 978449434656229 + 0, 114445150577322i
0, 978449434656229− 0, 114445150577322i
0, 983462658165491 + 0, 043667024978950i
0, 983462658165491− 0, 043667024978950i
0, 980238928108492 + 0, 078946235614114i
0, 980238928108492− 0, 078946235614114i



(3.37)
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Estas posições para os autovalores foram escolhidas pois são uma das possíveis
alocações que garantem a estabilidade do sistema em malha fechada para a condição
nominal do sistema. Deste modo, usando a função acker do MATLAB para este projeto
que não considera as incertezas em Lg2, tem-se os ganhos de controle

Kpl =



−10, 733807341578300
−0, 710427215053500
−4, 655224343440100
−0, 495680013557400
202, 349812698905230
−198, 390836587839690

44, 734316612751002
−39, 813874375355603
28, 384610265218203
−23, 486253010173400
16, 293497649343198
−11, 121437917815300



(3.38)

que asseguram a alocação dos autovalores de malha fechada em (3.37) para o caso nomi-
nal. No entanto, estes ganhos levam o sistema à instabilidade para alguns valores de Lg2
pertencentes ao intervalo dado na Tabela A.1, como mostrado na Figura 3.15 e na Fi-
gura 3.16. Isso ocorre devido ao fato de este controlador convencional somente considerar
a condição nominal, não utilizando informações sobre a incerteza em Lg2, como foi feito
no projeto do controlador robusto obtido por meio do Teorema 1, em que os extremos de
Lg2 foram incluídos no modelo politópico.

3.6 Validação experimental

Para a validação experimental do controlador robusto, os testes de simulação mos-
trados na Figura 3.9 foram repetidos na prática em um protótipo que utiliza os parâmetros
da Tabela A.1, e componentes e sensores de padrão industrial. O algoritmo de controle e a
aquisição das medidas foi realizado utilizando um DSP de 32 bits, de ponto flutuante, mo-
delo TMS320F28335 (Texas Instruments). Mais detalhes sobre o protótipo encontram-se
no Apêndice A.

Os resultados experimentais são dados na Figura 3.17, tendo uma correspondência
muito boa com os resultados de simulação na Figura 3.9. A Figura 3.18 apresenta, na
figura superior, a corrente injetada na rede ig para o mesmo ensaio da Figura 3.17, e, na
figura inferior, o respectivo sinal de controle u. Note que o mesmo não apresenta saturação.
Além disso, a análise harmônica em regime permanente de ig, como por exemplo o caso
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Figura 3.15 – Autovalores de malha fechada, para valores de Lg2 no intervalo da Ta-
bela A.1, para o ganho do controlador computado sem levar em conta incertezas para-
métricas. Setas indicam o deslocamento dos autovalores conforme aumenta o valor de
Lg2.
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Figura 3.16 – Detalhamento dos autovalores da Figura 3.15, mostrando a instabilidade.
Setas indicam o deslocamento dos autovalores conforme aumenta o valor de Lg2.

de ig na Figura 3.17d, está de acordo com as exigências da norma IEEE Standard 1547
(IEEE, 2011) em relação a espectro harmônico e a distorção harmônica total (THD), como
mostrado na Figura 3.19. Isso certifica a boa qualidade dos resultados com o controlador
proposto e sua viabilidade prática, tanto para injeção de potência ativa como para injeção
de potência reativa na rede. Desta forma, uma vez que inversor, filtro, sensores e DSP
do protótipo utilizado são de padrão industrial, e a técnica de controle garante bons
resultados, que atendem à norma IEEE Standard 1547 (IEEE, 2011), verifica-se que o
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.17 – Resultados experimentais correspondentes aos da Figura 3.9.

controlador robusto proposto tem viabilidade para aplicações industriais.
Para ilustrar a robustez contra incertezas e variações da indutância da rede, foram

realizados testes experimentais incluindo comutação entre as indutâncias mínima Lg2 =
0 mH e máxima Lg2 = 1 mH da rede, para os controladores robusto (3.30) e não robusto
(3.38). Os resultados obtidos estão ilustrados na Figura 3.20. Estes resultados foram
obtidos utilizando-se o circuito da Figura 2.1, com vd = 0 V. Nas figuras 3.20(a) e 3.20(b),
é possível visualizar o desempenho do controlador robusto (3.30) para os valores mínimo
e máximo de Lg2. A Figura 3.20(c) apresenta o resultado para um teste de comutação
da indutância Lg2. Neste teste foi realizada uma comutação do valor máximo para o
mínimo de Lg2. Pode-se observar que o controlador robusto garante a estabilidade do
sistema mesmo diante de comutações na indutância Lg2. O mesmo teste de comutação
de Lg2 foi realizado para o controlador não robusto (3.38). O resultado é apresentado na
Figura 3.20(d), em que o sistema torna-se instável após a comutação de Lg2, evidenciando
que este controlador não robusto não é capaz de garantir estabilidade para o sistema para
variações no parâmetro Lg2.

Cabe ressaltar que o exemplo de controlador não robusto da Seção 3.5 foi reali-
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Figura 3.18 – Resultado experimental. Figura superior: corrente ig. Figura inferior: sinal
de controle u.
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Figura 3.19 – Componentes harmônicas da forma de onda de ig na Figura 3.17d, res-
peitando os limites descritos na norma IEEE Standard 1547 para harmônicas ímpares
(limitante superior) e harmônicas pares (limitante inferior). THD de 3,16 %.

zado para ilustrar que o projeto de um controlador convencional feito somente para um
valor nominal de Lg2, ou seja, que não considera incertezas neste parâmetro, pode levar o
sistema à instabilidade para condições diferentes da nominal. Um método possível para
a realização de um projeto convencional que seja adequado para esta aplicação é obter
um controlador estável para a condição nominal e certificar, a posteriori, a estabilidade
testando vários valores dentro do intervalo de incerteza paramétrica considerado. Porém,
este tipo de estratégia carece de uma certificação teórica de estabilidade para todo o inter-
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 3.20 – Resultados experimentais para teste de robustez: (a) corrente ig para o con-
trolador robusto com Lg2 = 0 mH para a mesma referência da Figura 3.9 (Escalas: ig, 10
A/div e tempo, 50 ms/div). (b) O mesmo teste de (a), para Lg2 = 1 mH. (c) Corrente
ig do sistema com o controlador robusto para uma comutação de Lg2 de 0 mH to 1 mH
(Escalas: ig, 10 A/div, e tempo, 10 ms/div). (d) O mesmo teste que em (c), para o
controlador não robusto.

valo de variação paramétrica. Já o controlador robusto proposto aqui possui estabilidade
assegurada para o modelo politópico (2.32) por meio de uma função de Lyapunov da forma
v(x) = x(k)′S(α(k))x(k), inclusive para comutações do valor mínimo para o máximo de
Lg2 e vice-versa.

3.7 Análise de desempenho utilizando norma H∞

Uma característica fundamental para o sistema em malha fechada sob estudo neste
trabalho é prover boa atenuação de distúrbios provenientes da tensão rede vd. Esta
característica pode ser analisada por meio da chamada norma H∞ (BOYD et al., 1994;
ZHOU; DOYLE; GLOVER, 1996). Esta norma, para um sistema SISO, fornece o valor
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γ do pico do diagrama de Bode de magnitudes, ou seja, fornece o valor do pior caso
para a atenuação de distúrbios. Desta forma para o sistema descrito por uma função de
transferência

G(z) = ig(z)
vd(z) (3.39)

a norma H∞ pode ser definida como

||G(z)||∞ = max( ||ig(z)||2
||vd(z)||2

) = max(|G(z)|) = γ (3.40)

e qualquer escalar positivo µ maior que γ é chamado custo garantido H∞ do sistema,
sendo um limitante superior para o pico do diagrama de Bode de magnitudes.

3.7.1 Norma H∞ por meio de LMIs

Supondo o sistema em malha fechada

x(k + 1) = Aclx(k) + Bdvd(k)
y(k) = Cx(k)

(3.41)

em que Acl = A+BK e y(k) = ig(k). A função de transferência que relaciona a entrada
de distúrbio com a saída é dada por

ig(z)
vd(z) = C(zI−Acl)−1Bd (3.42)

e a norma H∞ do sistema pode ser obtida por meio da solução do seguinte problema de
otimização convexa (BOYD et al., 1994).

Teorema 2. Se existir uma matriz simétrica definida positiva P ∈ R(2n+4)×(2n+4) tal que

µ? = minµ
P = P′ > 0

P A′clP 0 C ′

PAcl P PBd 0
0 B′P I 0
C 0 0 µI

 > 0
(3.43)

então a norma H∞ é dada por γ =
√
µ?.

Demonstração. Supondo o sinal da entrada de distúrbio vd(k) tal que

||vd(k)||22 =
∞∑
k=0

vd(k)′vd(k) <∞ (3.44)

Se o sistema for estável, também é possível afirmar a existência de um limitante superior
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µ que satisfaça a relação
∞∑
k=0

ig(k)′ig(k) < µ
∞∑
k=0

vd(k)′vd(k) (3.45)

e, consequentemente, seja também um limitante para

max( ||ig(z)||2
||vd(z)||2

) < √µ (3.46)

Para um sistema linear é possível garantir que seu ganho máximo será menor que
um dado valor µ se existir uma função de Lyapunov do tipo

v(x(k)) = x(k)′Px(k) (3.47)

com P = P′ > 0 tal que

v(x(k + 1))− v(x(k)) < µvd(k)′vd(k)− ig(k)′ig(k) (3.48)

Note que, realizando-se o somatório em ambos os lados da expressão (3.48) tem-se
∞∑
k=0

[v(x(k + 1))− v(x(k))] < µ
∞∑
k=0

vd(k)′vd(k)−
∞∑
k=0

ig(k)′ig(k) (3.49)

e que
∞∑
k=0

[v(x(k + 1))− v(x(k))] = v(∞)− v(0) (3.50)

Deste modo, supondo-se que o sistema é estável, v(∞) = 0, e que as condições iniciais
são nulas, v(0) = 0, recupera-se a expressão (3.45).

A expressão (3.48) é utilizada para a obtenção das condições LMI que fornecem a
norma H∞ do sistema. Para isso, reescreve-se (3.48) na forma

v(x(k + 1))− v(x(k)) + ig(k)′ig(k)− µvd(k)′vd(k) < 0 (3.51)

Substituindo-se (3.47) em (3.51) e, sabendo-se que v(x(k + 1)) = x(k + 1)′Px(k + 1), é
possível escrever (3.51) como

x(k + 1)′Px(k + 1)− x(k)′Px(k) + ig(k)′ig(k)− µvd(k)′vd(k) < 0 (3.52)

Substituindo as equações do sistema em malha fechada (3.41) obtém-se

x(k)′[A′clPAcl −P + C′C]x(k) + vd(k)′[B′dPBd]vd(k) + vd(k)′[B′dPAcl]x(k)

+x(k)′[A′clPBd]vd(k)− µvd(k)′vd(k) < 0
(3.53)
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que pode ser reescrita na forma matricial x(k)
vd(k)

′  A′clPAcl −P + C′C A′clPBd

B′dPAcl B′dPBd − µI

 x(k)
vd(k)

 < 0 (3.54)

Aplicando complemento de Schur em (3.54), obtém-se a condição LMI dada por
P A′clP 0 C′

PAcl P PBd 0
0 B′dP I 0
C 0 0 µI

 > 0 (3.55)

Portanto, se existir, para um dado escalar positivo µ, uma matriz simétrica definida
positiva P que satisfaça a condição (3.55), o máximo ganho do sistema é menor do que µ.
Para encontrar o valor da norma H∞ é necessário encontrar o menor limitante superior
para o qual a condição (3.55) é factível. Para isso, insere-se a condição para a minimização
de µ e, desta forma, recupera-se o Teorema 2, que fornece o valor da norma H∞, dada
por γ =

√
(µ).

3.7.2 Rejeição de distúrbios por meio da norma H∞

Por meio do Teorema 2, foi realizado o estudo do impacto das incertezas paramé-
tricas na rejeição de distúrbios do sistema em malha fechada. Com este estudo, é possível
obter a melhor condição de operação, considerando-se a atenuação do distúrbio vd para
a saída ig. Todas as análises foram realizadas assumindo-se o sistema em malha fechada
(3.41) com os ganhos dados por (3.30). Quando forem mencionados valores nominais para
as variáveis do sistema, assumem-se os valores dados na Tabela A.1.

A Figura 3.21 ilustra o comportamento da normaH∞ do sistema em malha fechada
supondo o sistema com indutância do lado da rede Lg ∈ [0, 5 1, 5] mH e os demais
parâmetros nominais.

Por meio da Figura 3.21 é possível observar que existe um valor ótimo para a
rejeição de distúrbios, dado por γ = 0, 27814, que é obtido para operação com Lg =
0, 76 mH.

Realizando-se o mesmo tipo de análise, supondo-se Lc ∈ [0, 5 1, 5] mH, e os demais
parâmetros nominais, tem-se o resultado apresentado na Figura 3.22, em que é possível
observar que o ponto de melhor rejeição de distúrbios, dado por γ = 0, 29432, ocorre para
a condição de operação Lc = 1, 45 mH.

A Figura 3.23 mostra que para o sistema com a condição de operação com Cf ∈
[20 30] µF e os demais parâmetros nominais. A norma H∞ mínima é dada por γ =
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Figura 3.21 – Valores da norma H∞(γ) para Lg ∈ [0, 5 1, 5] mH, com Lc e Cf com valores
nominais.
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Figura 3.22 – Valores da norma H∞(γ) para Lc ∈ [0, 5 1, 5] mH com Lg e Cf com valores
nominais.

0, 27694, e é obtida para Cf = 20 µF.
As análise anteriores trataram do comportamento da norma H∞ para o caso de

apenas um parâmetro incerto. Agora serão analisados o comportamento da rejeição de
distúrbios diante da incerteza em dois parâmetros, simultaneamente.

A Figura 3.24 ilustra o valor da norma H∞ supondo o valor nominal de Lc e
tomando-se valores de Lg ∈ [0, 5 1, 5] e Cf ∈ [20 30] µF. A análise resultou em um valor
mínimo γ = 0, 24960 para a condição de operação Lg = 0, 75 mH e Cf = 20 µF.

A mesma análise foi realizada para obter a Figura 3.25 considerando-se Lg nominal
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Figura 3.23 – Valores da norma H∞(γ) para Cf ∈ [20 30] µF com Lg e Lc com valores
nominais.

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

x 10
−3

2

2.5

3

3.5

x 10
−50.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Cf (µF)

Lg (mH)

γ

Figura 3.24 – Valores da norma H∞(γ) para Cf ∈ [20 30] µF, Lg ∈ [0, 5 1, 5] mH e Lc
fixo em 0, 5 mH.

e Lc ∈ [0, 5 1, 5] e Cf ∈ [20 30] µF como parâmetros incertos . O valor mínimo obtido para
a norma H∞ foi γ = 0, 27367, para a condição de operação Lc = 1, 4 mH e Cf = 20 µF.

E, por fim, foi realizada a análise do sistema considerando-se Cf nominal e Lc ∈
[0, 5 1, 5] e Lg ∈ [0, 5 1, 5] como parâmetros incertos, com resultados apresentados na
Figura 3.26. O valor mínimo foi γ = 0, 27843 encontrado para a condição de operação
Lg = 0, 8 mH e Lc = 1, 05 mH.

Note que todas as análises mostradas nesta seção indicam a estabilidade do sistema
em malha fechada pois para todos os domínios de parâmetros analisados, uma vez que a
normaH∞ é limitada nestes casos. Além disso, pode-se concluir, pelos valores mínimos da
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Figura 3.25 – Valores da norma H∞(γ) para Cf ∈ [20 30] µF, Lc ∈ [0.5 1.5] mH e Lg
fixo em 0, 5 mH.
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Figura 3.26 – Valores da norma H∞(γ) para Lc e Lg ∈ [0, 5 1, 5] mH e Cf fixo em 25 µF.

norma H∞ em cada um dos estudos de caso anteriores, que existem condições de operação
mais favoráveis, em termos de melhor rejeição de distúrbio.

3.8 Conclusões parciais

Este capítulo apresentou um procedimento de projeto de controle robusto por
alocação de polos baseado em LMIs que garante: i) estabilidade robusta em malha fechada,
ii) que, no caso de parâmetros invariantes no tempo, os autovalores de A(α) + B(α)K
pertencem ao círculo de raio r e iii) rastreamento da referência de corrente senoidal e a
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rejeição de distúrbios com harmônicas da rede nas frequências de interesse.
O procedimento é aplicável para um número arbitrário de controladores resso-

nantes. Um projeto de controlador robusto foi executado, resultando em um conjunto de
ganhos que garantiram a estabilidade e bom desempenho do sistema para todo o intervalo
de incerteza paramétrica considerado.

O sistema em malha fechada com os ganhos projetados foi testado em simula-
ções, em que se verificaram bons resultados considerando-se rastreamento de referência e
resposta transitória. Em seguida, apresentou-se uma discussão de alguns critérios impor-
tantes para a implementação da técnica aqui apresentada, como por exemplo, a comple-
xidade numérica e o efeito de resistências parasitas sobre os ganhos. Após, foi realizado
um projeto de um controlador por meio de uma técnica convencional de realimentação de
estados, demonstrando-se que esta técnica pode levar o sistema à instabilidade diante de
incertezas paramétricas.

Uma vez realizado o projeto do controlador robusto e tendo sido verificado o bom
desempenho por meio de simulações, foi então realizada uma série de testes experimentais
em um protótipo construído para validar a técnica de controle. Os resultados experimen-
tais mostraram muito boa correspondência com os resultados de simulação e confirmaram
o bom desempenho transitório e em regime permanente, e também comprovaram, em uma
análise de comutação da indutância Lg2, a capacidade de o controlador robusto manter
a estabilidade diante de comutações entre os valores máximos e mínimos de Lg2, o que
não ocorreu com o controlador convencional. Adicionalmente, os resultados experimen-
tais de regime permanente foram testados e estão de acordo com a norma IEEE 1547,
comprovando a sua boa qualidade.

Por fim, foram realizadas análises de rejeição de distúrbios considerando-se incer-
tezas em outros parâmetros do filtro não incluídos no projeto do controlador robusto.
Estas análises foram realizadas calculando-se norma H∞ do sistema em malha fechada
por meio de LMIs. Estas análises permitem verificar a estabilidade do sistema em malha
fechada para todo o domínio de incertezas, e também a existência de pontos de operação
com melhor rejeição de distúrbio.
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Este capítulo apresenta a extensão da utilização da técnica de controle robusto
desenvolvida no Capítulo 3, para um inversor trifásico conectado à rede. Primeiramente,
será apresentada a modelagem do sistema para o caso trifásico em coordenadas αβ. O
modelo do sistema trifásico é descrito por dois sistemas monofásicos desacoplados, e um
controlador robusto é calculado por meio do Teorema 1. Posteriormente, são apresentados
resultados de simulação e experimentais do sistema em malha fechada similares aos do
Capítulo 3, para atestar a adequação da metodologia de projeto por meio de LMIs também
para o caso trifásico. Os resultados são analisados tendo em vista a conformidade com as
exigências de conteúdo harmônico da norma IEEE 1547. São também realizados testes
para demonstrar a robustez do sistema em malha fechada frente a variações paramétricas
e à ocorrência de faltas na rede.

4.1 Modelagem

Suponha o inversor trifásico conectado a uma rede predominantemente indutiva
por meio de um filtro LCL, dado na Figura 4.1.
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Figura 4.1 – Inversor trifásico conectado à rede por meio de filtro LCL.

Como no caso monofásico, considere que as indutâncias da rede, Lg2, não são
precisamente conhecidas. Um problema importante neste tipo de aplicação é o controle
das correntes iga, igb e igc, que são injetadas pelo inversor trifásico na rede.

A partir das tensões de saída do inversor, vga, vgb e vgc, é possível obter um conjunto
de equações de estado do filtro LCL, descrito por um modelo de nove variáveis de estado,
três entradas de controle e três entradas de distúrbio, dado por

ẋabc = Aabcxabc + Buabcuabc + Bdabcvdabc
yabc = Cabcxabc

(4.1)



4 EXTENSÃO PARA SISTEMAS TRIFÁSICOS 86

Neste modelo, o vetor de estados xabc, o vetor de controle uabc e o vetor de distúrbios
vdabc são dados por

x′abc = [ica icb icc vca vcb vcc iga igb igc]

uabc =


ua

ub

uc

 vdabc =


vga

vgb

vgc


(4.2)

com as matrizes Aabc, Buabc, Bdabc e Cabc dadas por

Aabc =


03×3 Ap1 03×3

Ap2 03×3 −Ap2

03×3 Ap3 03×3

 , Buabc =


−Ap1

03×3

03×3

 , Bdabc =


03×3

03×3

−Ap3



Cabc =


0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1


(4.3)

e estas por sua vez são compostas pelas matrizes

Ap1 =


− 2

3Lc1
1

3Lc1
1

3Lc1
1

3Lc1
− 2

3Lc1
1

3Lc1
1

3Lc1
1

3Lc1
− 2

3Lc1

 , Ap2 =


1
Cf

0 0
0 1

Cf
0

0 0 1
Cf

 , Ap3 =


2

3Lg
− 1

3Lg
− 1

3Lg

− 1
3Lg

2
3Lg

− 1
3Lg

− 1
3Lg

− 1
3Lg

2
3Lg


(4.4)

em que Lg = Lg1 + Lg2.
Note pelas equações (4.2), (4.3) e (4.4) que o sistema (4.1) possui termos de aco-

plamento entre as fases. Estes termos de acoplamento dificultam a obtenção de con-
troladores por meio de técnicas convencionais, sendo para este caso necessário o uso
ferramentas de projeto e análise provenientes do controle multivariável (SKOGESTAD;
POSTLETHWAITE, 2005), ou a utilização de transformações de sistemas que permitam
o desacoplamento entre as fases.

Para evitar o problema do acoplamento entre as fases, o sistema trifásico aco-
plado pode ser transformado em um sistema bifásico desacoplado utilizando a conhecida
transformação de coordenadas abc para coordenadas αβ0 (DUESTERHOEFT; SCHULZ;
CLARKE, 1951), cuja matriz de transformação é dada por

Tαβ0 = 2
3


1 −1

2 −1
2

0
√

3
2 −

√
3

2
1
2

1
2

1
2

 (4.5)

A mudança de coordenadas é realizada multiplicando-se os vetores uabc e vdabc pela
matriz de transformação Tαβ0 e o vetor de estados xabc por uma matriz de transformação
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aumentada dada por

Ta =


Tαβ0 03×3 03×3

03×3 Tαβ0 03×3

03×3 03×3 Tαβ0

 (4.6)

Deste modo, são obtidos os novos vetores em coordenadas αβ0 dados por

xαβ0 = Taxabc
uαβ0 = Tαβ0uabc
vdαβ0 = Tαβ0vdabc

(4.7)

Substituindo os vetores da equação (4.7) no sistema (4.1) é possível obter o equi-
valente do sistema em coordenadas αβ0, dado por

ẋαβ0 = Aαβ0xαβ0 + Buαβ0uαβ0 + Bdαβ0vdαβ0

yαβ0 = Cαβ0xαβ0
(4.8)

em que os vetores de estados, de controle e de distúrbios, em coordenadas αβ0, são dados
por

x′αβ0 = [icα icβ ic0 vcα vcβ vc0 igα igβ ig0]
u′αβ0 = [uα uβ u0]
v′dαβ0 = [vdα vdβ vd0]

(4.9)

e as matrizes do sistema são encontradas por meio das seguintes expressões

Aαβ0 = T−1
a AabcTa

Buαβ0 = T−1
a BuabcTαβ0

Bdαβ0 = T−1
a BdabcTαβ0

Cαβ0 = CabcTa

(4.10)

O sistema (4.8) pode ser reescrito por meio da seguinte matriz de transformação

Tr =



1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1



(4.11)

levando à representação

ẋαβ0r = Aαβ0rxαβ0r + Buαβ0ruαβ0 + Bdαβ0rvdαβ0

yαβ0r = Cαβ0rxαβ0r
(4.12)
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com o vetor de estados sendo

x′αβ0r = [icα vcα igα icβ vcβ igβ ic0 vc0 ig0] (4.13)

e as matrizes do sistema dadas por

Aαβ0r = T−1
r AabcTr

Buαβ0r = T−1
r Buabc

Bdαβ0r = T−1
r Bdabc

Cαβ0r = CabcTr

(4.14)

O sistema (4.12) pode ser interpretado como sendo composto por três sistemas
monofásicos desacoplados, que conduzem à representação

ẋα
ẋβ
ẋ0

 =


Aα 03×3 03×3

03×3 Aβ 03×3

03×3 03×3 A0




xα
xβ
x0

+


Buα 03×1 03×1

03×1 Buβ 03×1

03×1 03×1 Bu0



uα

uβ

u0



+


Bdα 03×1 03×1

03×1 Bdβ 03×1

03×1 03×1 Bd0



vdα

vdβ

vd0



yαβ0 =


Cα 01×3 01×3

01×3 Cβ 01×3

01×3 01×3 C0




xα
xβ
x0



(4.15)

Levando em consideração que o sistema trifásico em questão é a três fios, não há
caminho para a corrente relacionada ao eixo ’0’ (TEODORESCU; LISERRE; RODRÍ-
GUEZ, 2011). Assim, é possível desconsiderar os estados relativos à coordenada ’0’, o
que leva à representação do inversor trifásico conectado à rede por meio de dois sistemas
monofásicos desacoplados, dada por

ẋα = Aαxα + Buαuα + Bdαvdα

yα = Cαxα
(4.16)

ẋβ = Aβxβ + Buβuβ + Bdβvdβ

yβ = Cβxβ
(4.17)

em que as matrizes que compõem os sistemas são dadas por

Aα = Aβ =


0 − 1

Lc1
0

1
C

0 − 1
C

0 1
Lg

0

 , Buα = Buβ =


1
Lc1

0
0

 , Bdα = Bdβ =


0
0
− 1
Lg


Cα = Cβ = [0 0 1]

(4.18)
nas quais Lg representa o parâmetro incerto do sistema, como no caso monofásico.
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Note que as matrizes do sistema em α, (4.16) e em β, (4.17), são idênticas. Por-
tanto, para fins de projeto de controlador, é possível utilizar apenas um dos sistemas, por
exemplo, o sistema (4.16), e empregar os mesmos ganhos do controlador para ambos os
sistemas, em α e em β e as referências para as correntes em α e em β serão diferentes
apenas em fase. Para a implementação do controlador, são necessários dois sistemas em
malha fechada, um para a coordenada α e outro para a coordenada β, conforme descreve
a Figura 4.2.
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Figura 4.2 – Diagrama de blocos do sistema trifásico em malha fechada.

É importante ressaltar que as matrizes em (4.16) e (4.17) são as mesmas do sistema
apresentado no Capítulo 2 para o caso do inversor monofásico conectado à rede, supondo
resistências parasitas nulas. Considerando que o objetivo do controlador para o caso
trifásico é o mesmo já exposto no Capítulo 3 para o caso monofásico, é possível utilizar a
mesma metodologia para a obtenção de um modelo politópico discreto (2.32), que permite
o projeto e validação de um controlador robusto obtido por meio das LMIs do Teorema 1.

4.2 Projeto do controlador robusto

Os controladores projetados para cada um dos sistemas desacoplados são imple-
mentados novamente por meio de uma lei de controle por realimentação de estados dada
por u(k) = Kρ(k), idêntica a (3.1). O ganho K é calculado por meio do Teorema 1, e a
lei de controle é implementada conforme ilustra a Figura 4.2.

Note pela Figura 4.2, que, primeiramente, as variáveis de estado do filtro são
transformadas de coordenadas abc para coordenadas αβ. Após as variáveis de estados
são processadas no bloco controlador, onde existem dois controladores semelhantes ao
apresentado na Figura 3.1 para o caso monofásico. Note que o bloco do controlador
recebe as variáveis de estados e as referências para cada uma das coordenadas α e β e
fornece duas ações de controle, uma para cada coordenada. As duas ações de controle
calculadas são inseridas em um bloco PWM, que é responsável pela síntese dos sinais de
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acionamento dos interruptores do inversor, utilizando uma técnica de modulação space
vector, conforme o Apêndice B. Por fim, o inversor trifásico é responsável por gerar as
tensões de entrada ua, ub e uc, que sintetizam as correntes de saída iga, igb e igc.

Suponha o filtro LCL trifásico com os parâmetros dados na Tabela A.2. Para
encontrar um controlador robusto que garanta estabilidade frente a incertezas e variações
paramétricas na indutância da rede Lg2 foi utilizado o Teorema 1, escolhendo-se os mesmos
controladores ressonantes empregados no Capítulo 2, e um raio de alocação de polos
r = 0, 999. Os ganhos do controlador robusto encontrados são

K =



−9, 353062614113796
−1, 589581155590395
−0, 015781509653429
−0, 433935629733246
44, 812047507212128
−44, 223484308260709
15, 748238818246421
−15, 389049112498071

9, 140628701117180
−9, 334703263767665
5, 046537600082559
−5, 662160504166877



(4.19)

Para demonstrar a robustez do sistema em malha fechada com os ganhos (4.19), a Fi-
gura 4.3 ilustra os autovalores de malha fechada para diversos valores da variável Lg2
dentro do intervalo de [0 1] mH.

A Figura 4.4 apresenta uma visão detalhada do autovalores da Figura 4.3 em que
percebe-se que os autovalores permanecem dentro do círculo de raio r = 0, 999 escolhido
para a alocação de polos, indicando, portanto, estabilidade e desempenho robusto frente
à incerteza em Lg2.

O sistema em malha fechada conectado à rede foi simulado no PSIM para os valo-
res máximo e mínimo da indutância Lg2, e o comportamento das correntes trifásicas para
variações das referências de corrente em coordenadas αβ é apresentado na Figura 4.5 e
na Figura 4.6. Como sinal referência foram utilizados para a corrente igα um sinal de
referência, irefα, composto por cossenoides com as mesmas variações de fase e amplitude
empregadas no Capítulo 2 para o caso monofásico, e para a corrente igβ foi utilizado o
mesmo sinal, defasado apropriadamente na coordenada β, irefβ. A Figura 4.5 e a Fi-
gura 4.6 mostram o desempenho dinâmico do controlador projetado em termos de rápidas
respostas transitórias e bom desempenho de regime permanente, para os extremos do in-
tervalo de incerteza paramétrica. Correntes de rede de qualidade similar às da Figura 4.5
e Figura 4.6 são observadas para testes com indutância da rede Lg2 com valores interme-
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Figura 4.3 – Autovalores de malha fechada do controlador robusto para diferentes valores
de Lg2, dentro do intervalo dado na Tabela A.2. Círculo de raio r = 0, 999 é represen-
tado pela linha tracejada. As setas indicam o deslocamento dos autovalores conforme o
parâmetro Lg2 é aumentado.

0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1
−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

E
ix

o 
Im

ag
in

ár
io

Eixo real

Figura 4.4 – Detalhamento dos autovalores da Figura 4.3.

diários entre 0 mH e 1 mH, confirmando o bom desempenho.

4.3 Resultados experimentais

Para realizar a validação experimental do sistema em malha fechada para o caso
trifásico, foi utilizado um protótipo de 5, 2 kW com parâmetros descritos na Tabela A.2.
O sistema apresentado na Figura 4.1 foi implementado conectado à rede. Primeiramente,
foram realizados testes de variação das referências irefα e irefβ, no mesmo padrão dos testes
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Figura 4.5 – Resultado de simulação do sistema em malha fechada: correntes de saída
trifásicas iga, igb e igc para Lg2 = 0 mH.
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Figura 4.6 – Resultado de simulação do sistema em malha fechada: correntes de saída
trifásicas iga, igb e igc para Lg2 = 1 mH.

de simulações dados na Figura 4.5 e na Figura 4.6. Os resultados experimentais, para iga,
igb e igc, obtidos com o inversor conectado à rede, estão apresentados na Figura 4.7.

O detalhamento das correntes de saída para cada um dos transitórios nas referên-
cias é dado na Figura 4.8(a)-(d). Em todos os casos, nota-se a respostas transitórias e em
regime permanente satisfatórias.

A Figura 4.8(a) apresenta o detalhamento do transitório da partida. A Figura 4.8(b)
detalha o comportamento das correntes iga, igb e igc quando ocorre uma variação de 180◦

na fase das referências irefα e irefβ. A Figura 4.8(c) mostra o comportamento das corren-
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Figura 4.7 – Resultado experimental contra a rede: correntes iga, igb e igc para variações
nas referências irefα e irefβ no mesmo padrão utilizado na Figura 4.5.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.8 – Detalhamento dos transitórios da Figura 4.7. (a) Partida do sistema. (b)
Variação de 180◦ nas referências. (c) Variação de 90◦ nas referências. (d) Transitório de
variação de amplitude.
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tes iga, igb e igc para uma variação de 90◦ na fase das referências irefα e irefβ. E, por fim,
na Figura 4.8(d), são mostradas as correntes trifásicas iga, igb e igc para uma variação de
amplitude de 10 A para 20 A nas referências.

A boa capacidade de rastreamento do sistema em malha fechada com o controlador
robusto desenvolvido é confirmada pela Figura 4.9, que apresenta a corrente igα junta-
mente com a referência irefα, e pela Figura 4.10, que apresenta a mesma análise para a
corrente igβ e a referência irefβ.
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Figura 4.9 – Resultado experimental contra a rede: corrente de saída igα (linha contínua)
e sinal de referência irefα (linha tracejada) referentes ao teste mostrado na Figura 4.7.
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Figura 4.10 – Resultado experimental contra a rede: corrente de saída igβ (linha contínua)
e sinal de referência irefβ (linha tracejada) referentes ao teste mostrado na Figura 4.7

Pela Figura 4.9 e pela Figura 4.10, é possível visualizar o bom desempenho em
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relação ao rastreamento de referências, com rápida recuperação nos transitórios e baixa
distorção harmônica em regime permanente, o que confirma a adequação da modelagem
do conversor trifásico por meio de dois sistemas monofásicos desacoplados, apresentada
neste capítulo.

O bom desempenho em regime permanente também pode ser visto na Figura 4.11,
que apresenta as correntes trifásicas, iga, igb e igc, injetadas na rede. A THD da corrente
iga é 2, 34%, da corrente igb é dada por 2, 12% e da corrente igc é 1, 90%. Estes resultados
de THD são considerados adequados para a conexão com a rede, de acordo com a norma
IEEE 1547.

Figura 4.11 – Resultado experimental: detalhamento do regime permanente das correntes
trifásicas de saída, iga, igb e igc, injetadas na rede.

O conteúdo harmônico de cada uma das correntes injetadas na rede, dadas na
Figura 4.11, é apresentado na Figura 4.12, Figura 4.13 e na Figura 4.14. Os limites para
cada uma das harmônicas, de acordo com a norma IEEE 1547, são também apresentados
nestas figuras. Pode-se notar que o sistema em malha fechada com o controlador robusto
projetado neste capítulo tem desempenho em conformidade com os padrões exigidos na
norma IEEE 1547.

Para demonstrar a robustez do controlador projetado, foram realizados ensaios
de curto circuito, utilizando-se os mesmos sinais de referência irefα e irefβ descritos an-
teriormente. Nestes ensaios, a tensão vd é suposta nula e a indutância da rede Lg2 foi
substituída por indutores com os valores de indutância máxima e mínima do intervalo
utilizado no projeto do controlador robusto. O resultado do ensaio para os valores de
indutâncias mínima e máxima podem ser vistos na Figura 4.15 e na Figura 4.16, respec-
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Figura 4.12 – Componentes harmônicas da forma de onda de iga na Figura 4.11, res-
peitando os limites descritos na norma IEEE Standard 1547 para harmônicas ímpares
(limitante superior) e harmônicas pares (limitante inferior). THD de 2.34%.
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Figura 4.13 – Componentes harmônicas da forma de onda de igb na Figura 4.11, res-
peitando os limites descritos na norma IEEE Standard 1547 para harmônicas ímpares
(limitante superior) e harmônicas pares (limitante inferior). THD de 2.12%.

tivamente. Ambos os resultados confirmam a estabilidade do sistema em malha fechada
para os valores extremos da indutância Lg2.

Para confirmar a estabilidade do sistema diante de uma comutação arbitrária da
indutância Lg2, foi realizado um teste de variação abrupta deste parâmetro. Por meio
de uma comutação manual de um interruptor o sistema pode variar rapidamente do
valor mínimo para o valor máximo de Lg2. Este teste está apresentado na Figura 4.17
que mostra que o sistema em malha fechada é capaz de manter-se estável, e, após um
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Figura 4.14 – Componentes harmônicas da forma de onda de igc na Figura 4.11, res-
peitando os limites descritos na norma IEEE Standard 1547 para harmônicas ímpares
(limitante superior) e harmônicas pares (limitante inferior). THD de 1.90%.

Figura 4.15 – Resultado experimental para vd = 0 V e Lg2 = 0 mH: correntes iga, igb e igc
para variações nas referências irefα e irefβ no mesmo padrão utilizado na Figura 4.5.

rápido transitório, devido à comutação da indutância, recupera a boa resposta em regime
permanente.

Por fim, foi realizado um teste de simulação de falta na rede. Foi estudado o
comportamento do sistema em malha fechada diante de uma possível falta fase-terra na
rede. Esta falta foi escolhida pois representa aproximadamente 70 % dos eventos que
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Figura 4.16 – Resultado experimental para vd = 0 V e Lg2 = 1 mH: correntes iga, igb e igc
para variações nas referências irefα e irefβ no mesmo padrão utilizado na Figura 4.5.

Figura 4.17 – Resultado experimental com vd = 0 V para uma comutação de Lg2 = 0 mH
para Lg2 = 1 mH.

ocorrem em um sistema de potência (GABE, 2012). O teste foi realizado para observar
o comportamento do sistema em malha fechada diante de um afundamento de 50% na
tensão vda da rede, assumindo que o sincronismo com a rede é preservado. O resultado do
teste é mostrado na Figura 4.18, em que estão apresentadas, na figura superior, as tensões
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de fase da rede com o afundamento de 50% em uma das fases e, na figura inferior, estão
apresentadas as correntes injetadas na rede igabc. Note que o sistema em malha fechada
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Figura 4.18 – Resultados de simulação. Figura superior: tensões da rede de fase vdabc,
com afundamento de tensão na fase a. Figura inferior: correntes, iga, igb e igc, injetadas
na rede pelo sistema em malha fechada.

mostrou uma boa rejeição para este tipo de distúrbio das tensões da rede, ilustrando que
o controlador robusto projetado é adequado também para operação frente neste caso, que
afeta frequentemente sistemas trifásicos.

4.4 Conclusão parciais

Este capítulo apresentou a modelagem de um conversor trifásico conectado à rede
por meio de filtro LCL e o projeto de um controlador robusto capaz de garantir a es-
tabilidade frente a incertezas e variações arbitrárias da indutância da rede, incluindo a
comutação abrupta do valor mínimo para o valor máximo deste parâmetro. Os resultados
de simulação e experimentais obtidos demonstram a viabilidade da extensão das condições
de projeto do controlador robusto, dadas no Capítulo 3, para o caso de aplicações trifási-
cas. Particularmente, boas respostas transitórias e em regime permanente para variações
de referência e para comutações de parâmetros foram observadas, mostrando inclusive a
conformidade com as exigências da norma IEEE 1547, em termos de THD e de limites
para as harmônicas de correntes injetadas na rede. Por fim, foi realizado um teste de
afundamento da tensão da rede para o qual o controlador robusto projetado apresentou
bom desempenho dinâmico caracterizado pela rápida resposta transitória.
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Como conclusões deste trabalho, citam-se as seguintes:

• no Capítulo 2, obteve-se a modelagem no espaço de estados para a planta e foram
estudadas as respostas em frequência do sinal de controle para a corrente do lado da
rede (saída a ser controlada) e do distúrbio da tensão da rede para a corrente do lado
da rede. Notou-se claramente a existência do pico de ressonância e a necessidade
de amortecimento deste pico visando estabilidade em malha fechada. Também foi
feita uma análise da incerteza na indutância da rede, que é um problema relevante a
ser enfrentado no projeto do controlador para esta aplicação. Esta incerteza desloca
o pico de ressonância significativamente, tornando possivelmente fraco (ou mesmo
instável) o desempenho de controladores projetados para uma condição assumida
como nominal. Isso indica a importância de se utilizar técnicas de controle robusto
para esta aplicação. Na sequência, ainda no Capítulo 2, foi feita a discretização
da planta e inserido o atraso de um período de amostragem no modelo, represen-
tando o atraso típico na implementação da lei de controle digital para esta aplicação
utilizando DSPs. Múltiplos controladores ressonantes foram modelados no espaço
de estados e agregados ao modelo anterior, resultando em um modelo no espaço
de estados conveniente para projeto de controladores por realimentação de estados,
inclusive para o uso de um número arbitrário de ressonantes. Finalmente, este mo-
delo aumentado foi descrito na forma politópica, a fim de incluir e incerteza na
indutância da rede e permitir o projeto de controladores robustos a esta incerteza;

• no Capítulo 3, foram enunciadas a lei de controle por realimentação de estados e
as LMIs de projeto dos ganhos de realimentação de estados que garantem robustez
à incerteza na indutância da rede. Estas LMIs são baseadas na alocação dos polos
de malha fechada em um círculo localizado dentro do círculo de raio unitário. O
procedimento de projeto do controlador robusto é detalhado, utilizando os parâ-
metros da planta advindos de um protótipo de padrão industrial, e um conjunto
de quatro controladores ressonantes, que se mostrou suficiente para a obtenção de
resultados de simulação e experimentais de boa qualidade, que atendem à norma
IEEE Standard 1547 (IEEE, 2011). Os testes realizados no Capítulo 3 ilustram que
os resultados, tanto para referências de corrente que descrevem injeção de potência
ativa, quanto para referências que descrevem injeção de potência reativa capacitiva
ou indutiva na rede, são de boa qualidade, e não sofrem variações significativas para
valores de indutância de rede dentro do intervalo de incertezas considerado, o que é
uma característica de desempenho robusto em malha fechada. Também neste capí-
tulo é apresentado o projeto de um controlador convencional por alocação de polos.
Ilustra-se, por meio de simulações e resultados experimentais, em um teste de varia-
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ção de indutância, que um projeto realizado apenas para uma condição nominal do
sistema pode levar à instabilidade para indutância do lado da rede diferente da con-
siderada no projeto. Os resultados experimentais têm muito boa correspondência
com os resultados de simulação, validando tanto o modelo utilizado quanto o con-
trolador, indicando a eficiência do procedimento de projeto proposto. Uma análise
de rejeição de distúrbios por meio do cômputo da norma H∞ é realizada. São feitos
testes para diferentes valores de parâmetros do sistema e evidencia-se que, para o
controlador robusto obtido, existe uma condição de indutância de rede que fornece
melhor rejeição de distúrbios;

• no Capítulo 4 é apresentada uma extensão para o caso trifásico do projeto do contro-
lador robusto desenvolvido no Capítulo 3. São derivados os modelos em coordenadas
αβ descrevendo o comportamento do filtro LCL trifásico. Uma vez obtido o modelo
aumentado conforme o capítulo anterior, calculam-se controladores robustos para
implementação em α e em β. O sistema trifásico em malha fechada é validado por
meio de simulações e experimentalmente, com resultados de boa qualidade em um
protótipo trifásico conectado à rede. Esses resultados atendem à norma IEEE Stan-
dard 1547, no que diz respeito ao conteúdo harmônico da corrente injetada na rede.
Por fim, um teste de simulação é realizado para ilustrar o desempenho transitório
do controlador obtido em uma situação de afundamento em uma das tensões da
rede. Neste teste foi possível observar que o controlador robusto é capaz de prover
boa resposta a este tipo distúrbio, apresentando pequenos tempo de acomodação e
sobressinal na corrente de saída.

Quanto a perspectivas de trabalhos futuros, podem-se citar as seguintes:

i) acréscimo de robustez para o procedimento de projeto em duas etapas (GABE;
MONTAGNER; PINHEIRO, 2009; ENDERLE et al., 2012) em que, em uma pri-
meira etapa, são computados os ganhos de realimentação dos estados do conversor
(malha interna de controle) e depois, em outra etapa, são computados os ganhos de
controlador ressonante (malha externa de controle). Em geral, este procedimento
não considera a priori robustez a incertezas paramétricas e, desta forma, condições
na forma de LMIs de controle robusto podem ser utilizadas;

ii) utilização de outros controladores robustos ótimos baseados em LMIs, como os con-
troladores robustos H2 e H∞, visando comparação de desempenho;

iii) projeto de observadores de estado baseados em LMIs para identificação de distúrbio
da rede;

iv) controle da corrente do lado do conversor e inserção de outras incertezas paramétri-
cas no problema de projeto do controlador;
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v) projeto de controladores por meio de LMIs que levem em consideração não-linearidades
para esta aplicação, como por exemplo, saturação de atuadores (TARBOURIECH
et al., 2011);

vi) aplicações em filtros ativos de potência;

vii) controle de múltiplos conversores em paralelo conectados à rede.

Produção associada ao trabalho

Publicações diretamente associadas ao tema da tese:

1. LMI-based control for grid-connected converters with LCL filters under uncertain
parameters. IEEE Transactions on Power Electronics, 2014.

2. Controle robusto de corrente para inversor trifásico com filtro LCL sujeito a incerteza
paramétrica. Congresso Brasileiro de Automática 2014, 2014.

3. Robust state feedback current controller applied to converters connected to the grid
through LCL filters. Congresso Brasileiro de Automática 2012, 2012.

Outras publicações relacionadas com o tema da tese:

1. Robust optimal current control for grid-connected three-phase PWM converters.
IET Power Electronics, (Aceito para publicação.)

2. Design and implementation of a discrete-time H-infinity controller for uninterrupti-
ble power supply systems. IET Power Electronics, 2014.

3. Projeto e análise de robustez de controladores DLQR aplicados a inversores conec-
tados à rede. Seminário de Eletrônica de Potência e Controle 2014, 2014.

4. Projeto de controladores robustos de inversores conectados à rede baseado em mo-
delos politópicos. Seminário de Eletrônica de Potência e Controle 2014,
2014.
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Apêndice A – Parâmetros e descrição do protótipo

O protótipo utilizado na realização dos experimentos possui as seguintes caracte-
rísticas:

•Processador: Microcontrolador/DSP da empresa Texas Instruments, de ponto flutu-
ante, modelo TMS320F28335, com clock de 150MHz, com 16 conversores A/D e 12
saídas PWM disponíveis;

•Filtro: Capacitores da marca Epcos;

•Instrumentação: Sensores de tensão com transformadores e sensores de corrente da
marca LEM. Modelo LV 25-P, para medição de tensão, e LA 100-P, para medição
de corrente;

•Acionamento do conversor: Inversor da marca Semikron, com três braços de IGBT,
tensão das chaves de 1200V.

Os parâmetros do sistema monofásico e trifásico estudados neste trabalho são dados
nas tabelas A.1 e A.2.

Tabela A.1 – Parâmetros do sistema monofásico

Frequências
Frequência de amostragem 20040 Hz
Frequência de comutação 10020 Hz

Valores
nominais

Potência 3 kW
Tensão da rede (RMS) 220 V
Corrente nominal (RMS) 13, 63 A
Tensão do barramento CC 400 V

Filtro LCL
Indutância do lado do conversor Lc 1 mH
Indutância do lado da rede Lg1 0, 5 mH
Capacitância Cf 25 µF

Indutância
da rede

Máxima indutância da rede Lg2 1 mH
Indutância nominal da rede Lg2 0, 5 mH
Mínima indutância da rede Lg2 0 mH
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Tabela A.2 – Parâmetros do sistema trifásico

Frequências
Frequência de amostragem 20040 Hz
Frequência de comutação 10020 Hz

Valores
nominais

Potência 5, 2 kW
Tensão de fase da rede (RMS) 127 V
Corrente nominal de fase (RMS) 13, 63 A
Tensão do barramento CC 420 V

Filtro LCL
Indutância do lado do conversor Lc1 1 mH
Indutância do lado da rede Lg1 0, 3 mH
Capacitância Cf 62 µF

Indutância
da rede

Máxima indutância da rede Lg2 1 mH
Indutância nominal da rede Lg2 0, 5 mH
Mínima indutância da rede Lg2 0 mH

Figura A.1 – Visão geral do protótipo: (a) Fonte de alimentação CC. (b) Protótipo
construído. (c) Indutores para ensaios de variação paramétrica.



Apêndice A – Parâmetros e descrição do protótipo 119

Figura A.2 – Vista frontal do protótipo. Circuito de controle: (a) DSP em que a lei de
controle é executada. (b) Circuitos para aquisição das medidas de tensão. (c) Circuito
para aquisição das medidas de corrente.
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Figura A.3 – Vista posterior do protótipo. Circuito de potência: (a) Inversor trifásico.
(b) Filtro LCL.
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Apêndice B – Modulação vetorial

B.1 Inversor monofásico

Dado um conversor de ponte completa monofásico como o da Figura 2.1 tem-se a
seguinte definição dos setores no espaço das tensões de saída do conversor (PINHEIRO
et al., 2005).

Tensão de saída Setores
Vab > 0 1
Vab < 0 2

Table B.1 – Setores do diagrama vetorial.

Dada a definição dos setores, os vetores possíveis de serem sintetizados na saída
do conversor são apresentados na Tabela B.2.

Vetores S1 S3 Vab

v0 0 0 0
v1 0 1 Vcc

v2 1 0 −Vcc
v3 1 1 0

Table B.2 – Vetores de comutação para o caso monofásico.

A sequência de comutação escolhida foi a sequência simétrica apresentada na Ta-
bela B.3.

Tensão de saída Setores Sequência
Vab > 0 1 v0 − v1 − v3 − v1 − v0

Vab < 0 2 v0 − v2 − v3 − v2 − v0

Table B.3 – Sequências de comutação para o caso monofásico.

O sinal PWM gerado por esta técnica de comutação é visto na Figura B.1, que
ilustra o processo de formação do sinal PWM analisando três períodos da portadora.

Da definição da modulação por largura de pulso tem-se a equivalência da área do
sinal de saída (Vab) com a área do sinal de controle (u) dentro de um período de comutação.
Desta forma tem-se dentro de um período de comutação Tsw

u = 1
Tsw

∫ Tsw

0
Vab dt (B.1)
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Figura B.1 – PWM unipolar de pulso simétrico.

Analisando apenas o setor 1 tem-se que a saída Vab pode ser escrita pela composição
dos vetores v0, v1, v3. Deste modo

u = 1
Tsw

[v0∆t0 + v1∆t1 + v3∆t3] (B.2)

onde ∆t0, ∆t1 e ∆t3 correspondem respectivamente aos intervalos em que os vetores v0,
v1 e v3 ficam ativos dentro de um período de comutação. Como se trata de apenas um
intervalo de comutação tem-se

Tsw = ∆t0 + ∆t1 + ∆t3 (B.3)

e, por se tratar de uma sequência simétrica, o tempo em que o vetor nulo é implementado
é dividido igualmente entre os vetores v0 e v3. Desta forma

∆t0 = ∆t3 (B.4)

Por meio das equações (B.2), (B.3) e (B.4) pode-se escrever a equação matricial
u

1
0

 = 1
Tsw


v0 v1 v3

1 1 1
1 0 −1




∆t0
∆t1
∆t3

 (B.5)

que relaciona os tempos de comutação ∆t0, ∆t1 e ∆t3 com o sinal de controle. Isolando
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o vetor dos tempos de comutação em (B.5) chega-se à relação
∆t0
∆t1
∆t3

 = Tsw


v0 v1 v3

1 1 1
1 0 −1


−1 

u

1
0

 (B.6)

Assumindo os valores da Tabela B.2 tem-se que v0 = v3 = 0 e v1 = Vcc. Procedendo
à substituição e calculando a matriz inversa, obtém-se os tempos de cada vetor, dados
por 

∆t0
∆t1
∆t3

 = Tsw


1
2 −

u
2Vcc

u
Vcc

1
2 −

u
2Vcc

 (B.7)

Uma vez determinados os tempos que cada um dos vetores será implementado,
parte-se para o cálculo dos valores dos comparadores que serão utilizados para gerar o
sinal PWM dentro do DSP.

A triangular utilizada é gerada por meio de um contador incrementando a cada
período de amostragem até chegar à amplitude máxima Vt, no tempo Tsw

2 , a partir do
qual o contador é decrementado até chegar a zero no tempo Tsw, como pode ser visto na
Figura B.1. Deste modo no intervalo 0 < t < Tsw/2 tem-se

vtri = Vt
t

Tsw/2
(B.8)

No instante t1 = ∆t0
2 ocorre a primeira comutação. O valor do comparador para

garantir esta comutação é dado por

Comp1 = vtri(t1) = Vt
∆t0
Tsw

(B.9)

substituindo o valor de ∆t0 dado em (B.7) em (B.9) tem-se

Comp1 = Vt
2 (1− u

Vcc
) (B.10)

A segunda comutação ocorre em t2 = ∆t0
2 + ∆t1

2 . Substituindo t2 em (B.8) tem-se

Comp2 = Vt
2 (1 + u

Vcc
) (B.11)

B.2 Inversor trifásico a três fios

Dado um inversor trifásico a três fios como o da Figura 4.1 os possíveis vetores de
serem sintetizados na saída do inversor são apresentados na Tabela B.4 (PINHEIRO et
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al., 2005).

Vetores S1 S2 S3 Vab Vbc Vca

v0 0 0 0 0 0 0
v1 0 0 1 0 −Vcc +Vcc
v2 0 1 0 −Vcc +Vcc 0
v3 0 1 1 −Vcc 0 +Vcc
v4 1 0 0 +Vcc 0 −Vcc
v5 1 0 1 +Vcc −Vcc 0
v6 1 1 0 0 +Vcc −Vcc
v7 1 1 1 0 0 0

Table B.4 – Vetores de comutação para o caso trifásico.

Os vetores v0 até v7 são dados no espaço das tensões em coordenadas abc. Apli-
cando a transformada αβ nestes vetores, tem-se como resultado os vetores no espaço das
tensões αβ, dados na Tabela B.5.

Vetores vabc uαβ

v0 (000) [0 0]

v1 (001) [−1
3 −

√
3

3 ]

v2 (010) [−1
3

√
3

3 ]

v3 (011) [−2
3 0]

v4 (100) [23 0]

v5 (101) [13 −
√

3
3 ]

v6 (110) [13

√
3

3 ]

v7 (111) [0 0]

Table B.5 – Vetores de comutação em coordenadas αβ.

Os vetores vabc definem um hexágono como o da Figura B.2. Este hexágono pode
ser dividido em seis setores distintos dados por S1 até S6 na Figura B.2.

Os setores são delimitados pelas seguintes retas de separação

uβ −
√

3uα = 0
uβ +

√
3uα = 0

uβ = 0
(B.12)

Para sintetizar um tensão saída ucmd específica é necessário identificar a qual setor
esta tensão pertence e aplicar uma sequência de comutação específica. Neste trabalho, a
sequência de comutação escolhida foi a sequência simétrica apresentada na Tabela B.6
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Figura B.2 – Espaço das tensões de saída no sistema de coordenadas αβ.

Setores Sequência
S1 v0 − v4 − v6 − v7 − v6 − v4 − v0

S2 v0 − v2 − v6 − v7 − v6 − v2 − v0

S3 v0 − v2 − v3 − v7 − v3 − v2 − v0

S4 v0 − v1 − v3 − v7 − v3 − v2 − v0

S5 v0 − v1 − v5 − v7 − v5 − v1 − v0

S6 v0 − v4 − v5 − v7 − v5 − v4 − v0

Table B.6 – Sequências de comutação para o caso trifásico.

Para exemplificar os cálculos dos tempos de comutação e dos comparadores assuma
como exemplo um vetor ucmd pertencente ao Setor 1. Este vetor pode ser escrito pela
composição dos vetores v0, v4, v6, v7. Deste modo tem-se

ucmdTsw = [v0∆t0 + v4∆t4 + v6∆t6 + v7∆t7] (B.13)

em que ∆t0, ∆t4, ∆t6 e ∆t7 correspondem respectivamente aos intervalos em que os
vetores v0, v4, v6 e v7 ficam ativos dentro de um período de comutação.

Como trata-se de apenas um intervalo de comutação tem-se

Tsw = ∆t0 + ∆t4 + ∆t6 + ∆t7 (B.14)

e, por se tratar de uma sequência simétrica, o tempo em que o vetor nulo é implementado
é dividido igualmente entre os vetores v0 e v7. Desta forma

∆t0 = ∆t7 (B.15)
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Por meio das equações (B.13), (B.14) e (B.15) pode-se escrever a equação matricial

uα

uβ

1

 = Tsw


u4α u6α u0α

u4β u6β u0β

1 1 1




∆t4
∆t6
∆t0

 (B.16)

que relaciona os tempos de comutação ∆t0, ∆t1 e ∆t3 com o sinal de controle. Isolando
o vetor dos tempos de comutação em (B.16) chega-se a relação

∆t4
∆t6
∆t0

 = 1
Tsw


u4α u6α u0α

u4β u6β u0β

1 1 1


−1 

uα

uβ

1

 (B.17)

em que a matriz inversa é a chamada matriz de decomposição.
Uma vez determinados os tempos que cada um dos vetores será implementado

calcula-se os valores dos comparadores que serão utilizados para gerar o sinal PWM den-
tro do DSP. O cômputo dos comparadores é desenvolvido de modo semelhante ao caso
monofásico apresentado na Seção B.1. A principal diferença é que agora são calcula-
dos três comparadores. Por exemplo, para o Setor 1, utilizando a triangular (B.8), os
comparadores são dados por

Comp1 = vtri(
∆t0
4 ) = Vt

∆t0
2Tsw

Comp2 = vtri(
∆t4
2 + ∆t0

4 ) = Vt
Tsw

(∆t4 + ∆t0
2 )

Comp3 = vtri(
∆t6
2 + ∆t4

2 + ∆t0
4 ) = Vt

Tsw
(∆t6 + ∆t4 + ∆t0

2 )

(B.18)

Cabe ressaltar que existe uma matriz de decomposição para cada um dos setores, e que o
cálculo dos comparadores é diferente para cada um destes setores.
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Apêndice C – Matrizes utilizadas para os projetos dos controladores

C.1 Matrizes para o projeto do controlador robusto monofásico

C.1.1 Matrizes para o valor mínimo de indutância da rede (Lg2 = 0 mH)

A =

0.95143 −0.04745 0.04857 0.04908 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
1.89808 0.85428 −1.89808 0.04857 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.09715 0.09490 0.90285 0.00163 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 1.99965 −1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 0.00000 0.00000 1.99682 −1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.99117 −1.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.98273 −1.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000


,

B =



0.00000
0.00000
0.00000
1.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000


, Bd =



−0.00163
0.09715

−0.09654
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000


, Br =



0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00781
0.00000
0.00781
0.00000
0.00781
0.00000
0.00781
0.00000


,

C =
[

0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
]

C.1.2 Matrizes para o valor máximo de indutância da rede (Lg2 = 1 mH)

A =

0.95088 −0.04853 0.04912 0.04908 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
1.94124 0.91814 −1.94124 0.04912 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.03274 0.03235 0.96726 0.00055 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 1.99965 −1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 0.00000 0.00000 1.99682 −1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.99117 −1.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.98273 −1.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000


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B =



0.00000
0.00000
0.00000
1.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000


, Bd =



−0.00055
0.03274

−0.03290
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000


, Br =



0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00781
0.00000
0.00781
0.00000
0.00781
0.00000
0.00781
0.00000



C =
[

0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
]

C.2 Matrizes para o projeto do controlador convencional monofásico

C.2.1 Matrizes para valor nominal de indutância da rede (Lg2 = 0, 5 mH)

A =

0.95102 −0.04826 0.04898 0.04908 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
1.93040 0.90204 −1.93040 0.04898 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.04898 0.04826 0.95102 0.00082 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 1.99965 −1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 0.00000 0.00000 1.99682 −1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.99117 −1.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.98273 −1.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000



B =



0.00000
0.00000
0.00000
1.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000


, Bd =



−0.00082
0.04898

−0.04908
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000


, Br =



0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00781
0.00000
0.00781
0.00000
0.00781
0.00000
0.00781
0.00000



C =
[

0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
]

C.3 Matrizes para o projeto do controlador robusto trifásico

C.3.1 Matrizes para o valor mínimo de indutância da rede (Lg2 = 0 mH)
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A =



0.98021 −0.04847 0.01979 0.04957 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.78170 0.91424 −0.78170 0.01979 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.06597 0.16155 0.93403 0.00110 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 1.99965 −1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 0.00000 0.00000 1.99682 −1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.99117 −1.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.98273 −1.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000



B =



0.00000
0.00000
0.00000
1.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000


, Bd =



−0.00110
0.06597

−0.16265
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000


, Br =



0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00781
0.00000
0.00781
0.00000
0.00781
0.00000
0.00781
0.00000



C =
[

0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
]

C.3.2 Matrizes para o valor máximo de indutância da rede (Lg2 = 1 mH)

A =



0.98004 −0.04931 0.01996 0.04957 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.79534 0.96468 −0.79534 0.01996 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.01536 0.03793 0.98464 0.00026 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 1.99965 −1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 0.00000 0.00000 1.99682 −1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.99117 −1.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 −0.00781 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.98273 −1.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 0.00000



B =



0.00000
0.00000
0.00000
1.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000


, Bd =



−0.00026
0.01536

−0.03819
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000


, Br =



0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00781
0.00000
0.00781
0.00000
0.00781
0.00000
0.00781
0.00000



C =
[

0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
]


