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RESUMO

Tese de doutorado
Programa de Pés-Graduacao em Fisica
Universidade Federal de Santa Maria

MODOS QUASE-NORMAIS E A CORRESPONDENCIA ADS/CFT
AUTOR: ALEX DOS SANTOS MIRANDA
ORIENTADOR: VILSON TONIN ZANCHIN
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 25 de abril de 2008.

No presente trabalho, investigou-se o espectro de vibragoes eletromagnéticas e gravi-
tacionais de buracos negros anti-de Sitter com horizontes plano-simétricos. Segundo a cor-
respondéncia AdS/CFT, os modos quase-normais desses buracos negros estao associados aos
polos de fungoes de correlagao de corrente-R e do tensor energia-momento na teoria de cam-
pos holograficamente dual: a super-Yang-Mills N’ = 8 em 2 + 1 dimensoes. Neste estudo, a
relagao com a teoria de campos foi explorada ao se fixar as condi¢oes de contorno que definem
os modos quase-normais, bem como na escolha das quantidades invariantes de calibre que
governam as perturbagoes dos buracos negros anti-de Sitter. Para obter as equagoes de onda
gravitacionais, foram utilizados formalismos baseados em variacoes da métrica e dos escalares
de curvatura de Weyl. Entre outros resultados, mostrou-se que as perturbacoes axiais com
numero de onda nulo produzem somente pequenas rotacgoes sobre o sistema, enquanto que as
perturbacoes polares conduzem a mudangas na massa e também podem se propagar na forma
de ondas gravitacionais cilindricas. Em relagao ao espectro quase-normal, no limite de baixas
freqiéncias e grandes comprimentos de onda, algumas relacoes de dispersao apresentam o
comportamento hidrodinamico caracteristico de uma teoria conformemente invariante, com o
aparecimento de modos de difusao, cisalhamento e de onda sonora. Por fim, no setor eletro-
magnético das perturbacgoes, surgem também modos puramente amortecidos que tendem as
freqiiéncias de Matsubara de um sistema bosonico no regime de grandes comprimentos de

onda.
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ABSTRACT

Tese de doutorado
Programa de Pés-Graduacao em Fisica
Universidade Federal de Santa Maria

QUASINORMAL MODES AND THE ADS/CFT CORRESPONDENCE
AUTHOR: ALEX DOS SANTOS MIRANDA
ADVISER: VILSON TONIN ZANCHIN
Local and Date: Santa Maria, April 25nd, 2008.

The electromagnetic and gravitational quasinormal mode spectra of plane-symmetric
anti-de Sitter black holes are investigated in the present work. According to the AdS/CFT
correspondence, the black hole quasinormal frequencies correspond to the poles of R-current
and stress-energy tensor correlation functions in the holographically dual field theory: the
N = 8 super-Yang-Mills in 2 + 1 dimensions. In the present study, this duality is explored
in order to choose the quasinormal mode boundary conditions and the gauge invariant vari-
ables governing the black hole perturbations. Among the main results, it is shown that zero
wavenumber axial perturbations yield only small rotations on the system, while the polar
perturbations lead to a change in the mass of the black hole and may also produce cylin-
drical gravitational waves. In relation to the quasinormal spectra, the long-distance and
low-frequency limit of the dispersion relations present the hydrodynamical behavior that is
characteristic of a conformally invariant theory, with diffusion, shear and sound-wave modes.
In the electromagnetic perturbation sector, it also appears purely damped modes that tend

to the bosonic Matsubara frequencies in the long-wavelength regime.

Keywords: black holes; anti-de Sitter; quasinormal modes; AdS/CFT
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1 INTRODUCAO

O estudo dos aspectos nao-perturbativos de sistemas fortemente interagentes e a for-
mulacao de uma teoria quantica da gravitacao sao dois dos principais problemas em aberto na
fisica atual. Exemplos de sistemas em que os constituintes encontram-se fortemente acoplados
aparecem em areas tao distintas quanto a matéria condensada e a fisica nuclear. Em alguns
casos, uma mudanca na intensidade do acoplamento leva a uma transicao de fase quantica, que
é governada por flutuagdes do estado fundamental do sistema (SAcHDEV, 1999). Isso ocorre,
por exemplo, nas transicoes entre estados Hall quanticos,! na transicao supercondutor-isolante
em filmes finos? e nas transicoes entre ordens magnéticas de isolantes de Mott e supercon-

dutores.?

Muitas vezes, as vizinhancas do ponto critico quantico, que marca a mudanca
de fase, sdo descritas por uma teoria de campos conforme (CFT, Conformal Field theory)
fortemente interagente & temperatura finita.* Além da invariancia por mudanca de escala, o
grupo de simetrias conformes contém as transformagoes de Lorentz da relatividade especial
como subgrupo; nesse caso, com a velocidade da luz ¢ substituida por uma velocidade menor,
caracteristica do material.

Em escalas de energia mais altas, experimentos envolvendo colisoes entre fons rela-
tivisticos pesados® sugerem a existéncia de um novo estado da matéria: um plasma formado
por quarks e gltions (QGP, Quark-Gluon Plasma) fortemente interagentes.® A interagao nu-
clear forte, que atua entre essas particulas, é descrita por uma teoria de calibre nao-abeliana
baseada no grupo SU(3), a cromodinamica quantica (QCD, Quantum Chromodynamics). As
equacoes de movimento para os graus de liberdade de calibre sao nao-lineares; além de mediar
a interagao, os glions interagem uns com os outros. Em decorréncia dessa auto-interagao, a
QCD ¢ uma teoria assintoticamente livre,” o que significa que a constante de acoplamento
efetiva decresce com o aumento da energia. Em principio, fendmenos como o confinamento

dos quarks e a transicao da fase hadronica para o QGP estao fora do limite de validade

das técnicas de perturbacao usuais. A dependéncia do acoplamento com a energia também

'ENGEL et al, 1993; SHAHAR et al, 1997.

2STEINER, BOEBINGER E KAPITULNIK, 2005; SAMBANDAMURTHY et al, 2005; CRANE et al, 2007.

3SDEMLER, SACHDEV E ZANG, 2001; KHAYKOVICH et al, 2005; STONE et al, 2007.

4Exemplos sao encontrados nas transicdes de fase do modelo de Hubbard bosonico (FISHER et al, 1989;
GREINER et al, 2002; SPIELMAN, PHILLIPS E PORTO, 2007), nas transi¢des de dimeros/escadas/camadas de
spins acoplados (MATSUMOTO et al, 2001; WANG, BEACH E SANDVIK, 2006) e no ponto critico ‘desconfinado’
de um antiferromagneto de spin 1/2 (SENTHIL et al, 2004a; 2004b; SANDVIK, 2007).

SResumos sobre os experimentos do RHIC (Colisor de fons Pesados Relativisticos) sdo encontrados em
ARSENE et al (2005), ADCOX et al (2005), BACK et al (2005) e ADAMS et al (2005).

SSHURYAK, 2004; 2005; GYULASSY E MCLERRAN, 2005.

"GRoSS E WILCZEK, 1973; POLITZER, 1973.
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demonstra que a cromodinamica nao é invariante por transformacoes conformes. Existe, no
entanto, uma teoria de calibre nao-abeliana que apresenta essa caracteristica: a teoria su-
persimétrica de Yang-Mills (SYM) com N = 4 supercargas de espinores e grupo de calibre
SU(N). Especula-se que a SYM possa capturar alguns aspectos nao-perturbativos da QCD,
pelo menos nas vizinhancas da temperatura de formacao do plasma de quarks e gltions.®
Outro desafio enfrentado pela fisica atual é a implementagao consistente dos principios
da mecanica quantica em um modelo de interacao gravitacional. No regime de campo fraco, a
aplicacao das regras usuais de quantizacao a relatividade geral produz uma teoria perturbativa
nao-renormalizavel: a eliminacao de todas as divergéncias exigiria uma quantidade infinita

de parametros.’

Uma alternativa é quantizar a teoria classica completa empregando uma
formulacao hamiltoniana da gravitacao. Nesse caso, entretanto, a presenca de equacoes de
vinculo representa um sério obstaculo para a obtencao de um modelo canonico de gravidade
quantica.'’

Na auséncia de uma teoria definitiva, muitas vezes sao utilizadas aproximacoes semi-
classicas em que os campos de matéria sao quantizados na forma usual, mas o espago-tempo
curvo permanece classico. Com essa técnica, Hawking (1975) demonstrou que os buracos
negros emitem radiacao como se fossem um corpo quente com uma temperatura que depende
apenas de suas propriedades: massa, carga elétrica e momento angular. Outras quantidades
tipicamente termodinamicas também foram calculadas. Em unidades de Planck,!! a entropia

2 Esse resultado

de um buraco negro é um quarto da drea do seu horizonte de eventos.!
conduziu a idéia de que, tal como um holograma, os graus de liberdade de uma teoria quantica
da gravidade encontram-se codificados na fronteira da regiao em que essa teoria esta definida
('T HoorT, 1993; SusskiND, 1995). A derivacao da férmula de entropia de um buraco negro,
a partir da contagem de estados quanticos microscopicos, constitui um importante teste a
qualquer teoria quantica da gravidade.

Ainda na busca por uma formulacdo inteiramente quéantica, uma abordagem muito
explorada nas ltimas décadas baseia-se em teorias de supercordas. Para contornar os tradi-

cionais obstaculos encontrados pelos métodos de perturbagao, essas teorias abandonam a idéia

de que as particulas elementares sao objetos pontuais e assumem que elas correspondam as

8Ver, por exemplo, SHURYAK E ZAHED (2004) e GUBSER (2007).

91 HOOFT, 1973; *'T HOOFT E VELTMAN, 1974; GOROFF E SAGNOTTI, 1985.

0Um exemplo de utilizagio do método canénico é a antiga geometrodinimica quantica (DEWITT, 1967a;
b; ¢). Atualmente, esse método é empregado com relativo sucesso na gravidade quantica em lagos (ASHTEKAR
E LEWANDOWSKI, 2004; ROVELLI, 2004).

1 As unidades de Planck sdo definidas pela condicio h=G =c = kg = 1.

12Uma relacdo de proporcionalidade entre a 4rea e a entropia de um buraco negro foi originalmente sugerida
por Bekenstein (1973, 1974).
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excitacoes de uma corda fundamental.'® A quantizacao de uma corda relativistica no espaco-
tempo de Minkowski produz uma infinidade de modos com diferentes valores de energia. Um
desses modos, com massa zero e spin dois, é identificado com o graviton, a particula me-
diadora da forga gravitacional. Os modelos com interacao também reproduzem a expansao
perturbativa da relatividade geral (HorowiTz, 2000). Costuma-se dizer, nesse sentido, que
as cordas fornecem uma visao unificada das interacoes fundamentais na qual a gravidade ja
esta quantizada.

Uma das caracteristicas das teorias envolvendo supercordas é o ntimero de dimensoes.
Essas teorias sao consistentes apenas em espacos-tempos com dez dimensoes. As seis dimen-
sOes extras precisam ser pequenas o suficiente para nao terem sido observadas nos experimen-
tos atuais. Outra dificuldade é a construgao de modelos nao-perturbativos que sejam inde-
pendentes do espaco-tempo de fundo (WITTEN, 1993), caracteristica presente na gravitacao
de Einstein. As descobertas realizadas nos tltimos quinze anos, no entanto, sao bastante
animadoras. Sabe-se agora da existéncia de uma rede de relagoes, chamadas de dualidades,
ligando as cinco teorias de supercordas mais a supergravidade em onze dimensoes. Essas
dualidades indicam que todos os modelos sao diferentes limites de uma tnica teoria, cuja
formulacao ainda é desconhecida e que recebeu o nome de teoria-M (Horava E WITTEN,
1996).

Enquanto a teoria-M completa ainda esta por ser desvendada, as pesquisas em cordas
sugerem uma conexao entre a descricao de certos sistemas fortememente acoplados e a gravi-
dade quantica. Os primeiros indicios apareceram nos estudos de teorias de calibre SU(N) com
um grande nimero de cores N. Nesse limite, 't Hooft (1974) observou a existéncia de cadeias
de glions com um comportamento muito semelhante ao das cordas. Percebeu-se, posterior-
mente, que essas cordas vivem num espago com mais dimensoes do que aquele em que vivem
os glions (Poryakov, 1981). Porém, foi a partir da anélise de objetos nao-perturbativos
estendidos, conhecidos como D-branas, que Maldacena (1998) conjecturou uma equivaléncia
exata entre modelos de supercordas e determinadas teorias de calibre. Essa relacao contempla
as idéias contidas no principio holografico: graus de liberdade gravitacionais em n dimensoes
estao associados com campos quanticos vivendo na fronteira (n— 1)-dimensional desse espago.
O exemplo original, descoberto por Maldacena, indica que a SYM com N =4 (uma CFT) é
equivalente a uma teoria de supercordas fechadas do tipo IIB. As dez dimensoes nessa teoria

de supercordas assumem um formato particular: cinco dimensoes formam uma esfera S° e as

13As teorias de supercordas sdo apresentadas, por exemplo, em GREEN, SCHWARZ E WITTEN (1987) e
POLCHINSKI (1998).



17

demais, um espac¢o com curvatura constante negativa, chamado de anti-de Sitter (AdS). A
teoria de campos holografica é definida sobre o espaco-tempo de Minkowski usual — a fron-
teira quadridimensional do espago-tempo anti-de Sitter. Esse resultado ficou conhecido como
a correspondéncia AdS/CFT.!

Embora tenham ocorrido alguns avancos na busca por uma demonstracao formal,'® a
AdS/CFT continua sendo uma conjectura. As primeiras evidéncias para essa relacao basea-
vam-se em argumentos de simetria e no célculo de secoes de choque de D3-branas.'® Durante
os ultimos dez anos, a correspondéncia foi submetida a uma infinidade de testes quantitativos,
nos quais comparam-se os resultados obtidos nos dois lados da dualidade: todos os testes con-
firmaram a conjectura de Maldacena.

Uma vez aceita como verdadeira, a correspondéncia AdS/CFT d& origem a intme-
ras aplicacoes.!” A teoria de calibre definida sobre a fronteira AdS fornece uma formulacao
(inicial) nao-perturbativa e independente do fundo para as teorias de supercordas. Pode-
se também utilizar a correspondéncia para investigar questoes fundamentais como o papel
das singularidades espaco-temporais (HorowiTz E Ross, 1998) e a perda de informagdes em
buracos negros (HAWKING, 2005). Em alguns casos, é possivel obter a chamada “fungao de
onda do universo” com a ajuda de simulacoes Monte-Carlo em teoria de campos.'® Por
outro lado, calculos puramente gravitacionais tém sido extensamente utilizados no estudo das
propriedades nao-perturbativas do QGP — o plasma formado por quarks e glions. Apesar das
diferengas entre a SYM e a QCD, os resultados encontrados concordam relativamente bem
com as observacoes experimentais.'® Foram conseguidas boas estimativas para quantidades
como o coeficiente de viscosidade de cisalhamento (POLICASTRO, SON E STARINETS, 2001) e o
tempo de termalizagdo do QGP (FRIEss et al, 2007), além da forga de arraste sobre um quark
pesado em movimento no plasma (GUBSER, 2006). E, surpreendentemente (ZaANEN, 2007),
pesquisas recentes?® também sugerem a possibilidade de se usar a AdS/CFT no estudo de
fenomenos de transporte, como o efeito Nernst,?! em supercondutores de altas temperaturas.
Nesse caso, a teoria de campos dual é definida sobre um espago-tempo de Minkowski de

(241) dimensdes. Em muitos aspectos, essa teoria é diferente das CFT que descrevem alguns

14 A correspondéncia AdS/CFT é discutida em detalhes em AHARONY et al (2000).

15Ver, por exemplo, BERKOVITS (2007) e BERKOVITS E VAFA (2008).

8K 1LEBANOV, 1997; GUBSER, KLEBANOV E TSEYTLIN, 1997; GUBSER E KLEBANOV, 1997.

1"Para se ter uma idéia, o trabalho pioneiro de Maldacena (1998) possui hoje mais de 5000 citacoes, de
acordo com a base de dados SPIRES-HEP.

I8BERENSTEIN E COTTA, 2006; 2007; BERENSTEIN, COTTA E LEONARDI, 2008.

9Revisdes sao apresentadas, por exemplo, em BOSCHI-FILHO E BRAGA (2006), MATEOS (2007) e PESCHAN-
SKI (2007).

20HERZOG et al, 2007; HARTNOLL E KOVTUN, 2007; HARTNOLL E HERZOG, 2008.

21X U et al, 2000; WANG, L1 E ONG et al, 2006; LI et al, 2007
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dos fenomenos criticos quanticos encontrados em materiais. Mesmo assim, os resultados
obtidos para o coeficiente de Nernst, por exemplo, descrevem bem o comportamento observado
experimentalmente (HARTNOLL et al, 2007; SAcHDEV, 2008).

Do ponto de vista tedrico, dispoe-se atualmente de um amplo dicionario relacionando
quantidades de um lado e de outro da correspondéncia. Por exemplo, o funcional gerador das
fungoes de Green na fronteira é identificado com a fungao de partigdo das cordas no interior
do espago-tempo AdS.?? Outra caracteristica importante da AdS/CFT é a relacao entre as
constantes de acoplamento. No limite de N grande, a constante de 't Hooft A = g2, N é
uma medida do acoplamento efetivo da SYM. Com A fixo e grande, a teoria de campos dual
torna-se fortemente interagente e os métodos de perturbacao perdem sua validade. Para essa
combinagao de parametros, as teorias de cordas podem ser aproximadas pela supergravidade
num espago-tempo com curvatura pequena, isto é, com raio de curvatura muito maior do que
o comprimento das cordas. A supergravidade, por sua vez, tem a gravitacao de Einstein como
limite de baixas energias.

Na pratica o interesse em sistemas fortemente acoplados e a simplicidade dos calculos
transformaram a relatividade geral numa das ferramentas mais utilizadas em aplicagoes da
AdS/CFT. A exemplo do que acontece com a cromodinamica quantica, as equagoes de movi-
mento de Einstein sao nao-lineares. Embora se conheca hoje um grande nimero de solugoes
exatas (KRAMER et al, 1980) e ja se disponha de métodos de integragdo numérica (GUNDLACH,
2007), a nao-linearidade das equagoes faz com que se recorra, muitas vezes, ao uso de técnicas
de aproximacao para a andlise da dinamica de objetos compactos. Entre essas técnicas, desta-
ca-se a teoria de perturbacoes lineares. O estudo das perturbagoes de uma solugao de buraco
negro, por exemplo, mostra de que forma campos de teste evoluem nesse espago-tempo. Em
particular, as equagoes de perturbagao revelam como ondas gravitacionais incidentes sobre
um buraco negro sao espalhadas e absorvidas, além de permitirem testar a estabilidade do
horizonte de eventos contra pequenos afastamentos do equilibrio (CHANDRASEKHAR, 1983).

Com a teoria de perturbagoes da relatividade geral, também ¢é possivel investigar o
espectro de vibragoes dos buracos negros — os chamados modos quase-normais (QNM, Quasi-
normal Modes). Esses modos formam um conjunto discreto de oscilagbes amortecidas que
dominam, em tempos intermediarios, a resposta dinamica do sistema a qualquer tipo de per-
turbagao externa. Tal resultado tem sido verificado tanto no nivel linearizado (DAVIS et al,
1971), quanto em simulagdes completamente numéricas para processos de colapso gravita-

cional estelar (STARK E PIRAN, 1985) e colisoes frontais de buracos negros (ANNINOS et al,

22GUBSER, KLEBANOV E POLYAKOV, 1998; WITTEN, 1998.
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1993). A possibilidade de observacao, nos préximos anos, da radiagao associada aos QNM
abre uma nova perspectiva para a tao sonhada astronomia de ondas gravitacionais. Por meio
dessas observagoes, seria possivel obter, pelo menos em principio, uma evidéncia direta da
existéncia dos buracos negros,?* bem como estimar os parametros associados a eles com uma
alta precisao.?*

Além das aplicagbes astrofisicas, no inicio da década (Horowitz E HUBENY, 2000),
surgiu uma interpretagdo dos QNM em termos da correspondéncia AdS/CFT. Segundo essa
correspondéncia, um buraco negro no espaco-tempo AdS corresponde a um sistema em equi-
librio térmico na CF'T, que é caracterizado pela temperatura Hawking do buraco negro. Per-
turbar essa geometria é equivalente a perturbar o estado térmico correspondente, conforme
descrito pela teoria da resposta linear. O tempo de amortecimento da perturbacao, dado pelo
inverso da parte imaginaria do modo fundamental, fornece a escala de tempo para a CFT
retornar ao equilibrio. Sendo assim, com o calculo de freqiiéncias quase-normais (QN) em um
espago AdS, é possivel ndo apenas obter a energia das excitagoes elementares (parte real dos
QNM) como também o tempo de termalizagao numa CFT fortemente acoplada.

Os diversos estudos sobre QNM de buracos negros AdS se diferenciam pelo niimero
de dimensoes do espago-tempo, pelo campo de perturbagao, pela topologia (ou simetria)
do horizonte de eventos e pelos parametros que caracterizam o buraco negro. Todas essas
variantes se refletem na CFT dual, que pode mudar de acordo com as condig¢oes do espaco-
tempo anti-de Sitter. Perturbagoes da métrica e do campo eletromagnético no interior do AdS
acoplam-se as flutuagoes do tensor energia-momento e de uma corrente conservada na fronteira
desse espago. Se um espago-tempo anti-de Sitter de (4+1) dimensées contém, por exemplo,
um buraco negro esfericamente simétrico, a teoria de campos holografica estara definida sobre
uma esfera S3. Além disso, os pardmetros associados aos buracos negros estao relacionados
aos parametros que caracterizam o estado de equilibrio do plasma dual na fronteira do espacgo-
tempo AdS.

A literatura envolvendo QNM no espago-tempo anti-de Sitter é bastante extensa, mas
vale a pena citar aqui alguns trabalhos de suma importancia. A comecar pela solucao de bu-
raco negro mais simples: a familia de buracos negros BTZ, obtida originalmente por Banados,
Teitelboim e Zanelli (1992). Essa solugao representa um espago-tempo assintoticamente AdS
de apenas (2+1) dimensoes. Para os buracos negros BTZ, as expressoes analiticas encontradas

para as freqiiéncias quase-normais (CARDOSO E LEMOs, 2001a) coincidem exatamente com os

ZVer, por exemplo, DREYER et al (2004) e BERTI E CARDOSO (2006).
24Revisdes sobre os trabalhos tradicionais em modos quase-normais sdo apresentadas em KOKKOTAS E
SCcHMIDT (1999) e NOLLERT (1999).
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pdlos das fungdes de correlagao retardadas na CFT dual em (141) dimensoes (BIRMINGHAM,
SACHS E SOLODUKHIN, 2002). Esse resultado forneceu um teste quantitativo importante para
a correspondéncia AdS/CFT.

Em dimensoes mais altas, os trabalhos tradicionalmente se dividem em duas linhas
de pesquisa principais, relativamente independentes. Quando se estd mais interessado nos
aspectos gravitacionais da AdS/CFT, costuma-se investigar o espectro de vibragoes de bura-
cos negros quadridimensionais com horizontes (topologicamente) esféricos, como sao os casos
do Schwarzschild-AdS,?® Reissner-Nordstrom-AdS?® e Kerr-AdS.?” Essas solugoes represen-
tam analogos anti-de Sitter dos espacos-tempos que em geral sao estudados pela astrofisica
relativistica. Com isso, pode-se observar as mudangas no espectro quase-normal devido a
inclusao de um termo cosmoldgico nas equagoes de Einstein. Por exemplo, enquanto num
espago-tempo assintoticamente chato as freqiiéncias QN sao inversamente proporcionais ao
raio do horizonte de eventos, no caso de grandes buracos negros anti-de Sitter essas freqiiéncias
variam linearmente com o tamanho do buraco negro e, conseqiientemente, com a temperatura
do plasma dual.

Com outro enfoque, uma série de pesquisas utilizam os buracos negros AdS como
“laboratérios” tedricos para a investigacao de propriedades nao-perturbativas do QGP.2 Nesse
caso, a teoria de campos dual & temperatura finita é a SYM N = 4 com grupo de calibre
SU(N), definida sobre o espago-tempo de Minkowski de (3+1) dimensdes. Para N grande,
essa teoria é equivalente ao limite de proximidade do horizonte de uma geometria formada pela
colecao de N D3-branas paralelas nao-extremas. A variedade completa possui dez dimensoes,
sendo que a parte AdS (4+1)-dimensional do espago-tempo contém um buraco negro (brana
negra) com horizonte de eventos plano-simétrico. O estudo dos QNM dessas branas negras
mostrou que o comportamento hidrodinamico do plasma dual é muito semelhante ao do
QGP observado no RHIC. Descobriu-se, por exemplo, um valor universal para a razao entre o
coeficiente de viscosidade de cisalhamento (7) e a densidade volumétrica de entropia do plasma
(s): m/s = h/4rwkp (POLICASTRO, SON E STARINETS, 2001). Todas as teorias de campos com
modelos gravitacionais duais apresentam o mesmo valor para 7n/s. Especula-se também que
esse seja um limite inferior para qualquer fluido encontrado na natureza (KovTuN, SON E

STARINETS, 2005).

2>HorowITZ E HUBENY, 2000; CARDOSO E LEMOS, 2001b; ZHU, WANG E ABDALLA, 2001; KONOPLYA,
2002a; Moss E NORMAN, 2002; MUSIRI E S10PSIs, 2003; GIAMMATTEO E JING, 2005.

26WANG, LIN E ABDALLA, 2000; WANG, MOLINA E ABDALLA, 2001; KONOPLYA, 2002b; BERTI E KOKKO-
TAS, 2003; WANG, LIN E MOLINA, 2004; JING E PAN, 2005.

27TCARDOSO et al, 2004a; CARDOSO E Dias, 2004; GIAMMATTEO E Moss, 2005.

28Para revisoes recentes, ver SON E STARINETS (2007), GUBSER (2007) e PESCHANSKI (2007).
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Diante desse quadro geral, o presente trabalho dedica-se ao estudo dos modos quase-
normais de um sistema que contempla aspectos de ambas as linhas de pesquisa, a saber, um
buraco negro plano-simétrico quadridimensional. Ou seja, mantém-se o nimero de dimensoes
que ¢é relevante do ponto de vista astrofisico, porém se investiga uma solugao tipo buraco
negro que, ao invés da simetria esférica usual, apresenta uma simetria plana. Da perspectiva
das teorias de supercordas, os buracos negros quadridimensionais planos surgem da reducao
dimensional de uma solucao de supergravidade em 11 dimensoes. Essa solucao é gerada por
uma ‘pilha’ de M2-branas nao-extremas. No limite de proximidade do horizonte, o espaco-
tempo completo se separa no produto de uma esfera S7 por um espaco-tempo anti-de Sitter
de (3+1) dimensoes. A parte AdS dessa solugao de supergravidade satisfaz as equagoes de
Einstein para um espaco-tempo quadridimensional com constante cosmologica negativa. E
exatamente essa geometria que serd investigada neste trabalho e que se estd chamando de
buraco negro plano-simétrico. De acordo com a correspondéncia AdS/CFT, as freqiiéncias
quase-normais gravitacionais e eletromagnéticas dos buracos negros planos correspondem aos
polos de fungoes de correlagao de dois pontos na teoria de campos holograficamente dual:
a super-Yang-Mills com N = 8 supersimetrias num espaco-tempo de Minkowski de (2+1)
dimensoes.

Em relacao a sua estrutura, a tese estd organizada da seguinte forma. No capitulo
2, apresenta-se uma revisao da teoria de perturbagoes lineares em relatividade geral, e se
introduz o conceito de QNM de buracos negros assintoticamente chatos com base na conhe-
cida técnica de fungoes de Green para equacoes diferenciais parciais. O capitulo 3 contém
um resumo da correspondéncia AdS/CFT, com énfase especial aqueles aspectos que serao
mais importantes para a seqiiéncia da tese, como a prescricao minkowskiana de Son-Starinets
(2002). Os primeiros resultados originais deste trabalho aparecem no capitulo 4, onde se dis-
cute a interpretacao fisica dos diferentes modos de perturbacao gravitacional de um buraco
negro plano. No capitulo 5, apresenta-se um estudo das perturbacoes gravitacionais com
base no formalismo de variagoes de curvatura de Teukolsky (1972). Também sdo obtidas
as frequiiéncias dos modos algebricamente especiais, que sao solugoes exatas das equagoes de
perturbagao, bem como um primeiro conjunto de freqiiéncias QN gravitacionais. O capitulo
6, por sua vez, tem como objetivo investigar a relagao entre as perturbagoes dos buracos
negros planos AdS e as flutuagoes de corrente conservada e tensor energia-momento na CFT
holografica. Em particular, mostra-se que uma escolha adequada das variaveis ‘mestres’ para
os campos eletromagnético e gravitacional conduz diretamente aos polos das fungoes de Green

retardadas na teoria de campos dual. Calcula-se entao o espectro de freqiiéncias quase-normais
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completo, incluindo um estudo analitico dos modos hidrodinamicos de difusao, cisalhamento
e onda sonora. Finaliza-se a tese, no capitulo 7, com uma discussao e interpretacao fisica dos
principais resultados, e as perspectivas de continuidade do trabalho.

No decorrer desta tese, a menos que se diga algo em contrario, utilizar-se-a4 um sistema
de unidades naturais, no qual a velocidade da luz, a constante de Boltzmann e a constante
de Planck h = h/27 sdo normalizadas a unidade, ¢ = kg = h = 1. Com isso, todas as
quantidades fisicas sao medidas em unidades de massa (ou energia). Em relagao a notacao,
o asterisco sobrescrito denota conjugacao complexa, os indices latinos maitsculos M, N, ...
variam sobre as coordenadas do espaco-tempo n dimensional completo, os indices gregos
1, V, ... apenas sobre as n — 1 coordenadas que definem a fronteira do espaco-tempo AdS e os
indices latinos minusculos i, 7, ... variam sobre as n — 2 coordenadas espaciais dessa fronteira.
As convengoes dos sinais para a métrica e os diferentes tensores de curvatura sdo as mesmas

utilizadas no livro cldssico Gravitation de Misner, Thorne e Wheeler (1973).



2 MODOS QUASE-NORMAIS E TEORIA DE
PERTURBACOES: UMA REVISAO

De um modo geral, os estudos das propriedades cldssicas de uma solucao de buraco
negro utilizam como base a teoria da relatividade de Einstein. Quando essas propriedades
caracterizam estados nas vizinhangas do equilibrio, considera-se uma teoria de perturbagoes
lineares sobre espagos-tempos curvos. Um dos objetivos deste capitulo é apresentar uma breve
revisao dessa teoria.! Além disso, define-se o conceito de modos quase-normais de buracos
negros com base na conhecida técnica de fungoes de Green para equagoes diferenciais parciais.
Tal defini¢ao vale tanto para campos de teste (escalares, eletromagnéticos, Dirac, etc), quanto

para flutuagoes da prépria geometria do espago-tempo.

2.1 Equacoes de Einstein e teoria de perturbacoes
2.1.1 As bases da teoria e a relatividade numérica

A teoria geral da relatividade baseia-se num pequeno conjunto de postulados funda-
mentais; dentre eles, a exigéncia de que o espaco-tempo seja uma variedade diferenciavel sobre
a qual uma métrica lorentziana estd definida, e que todas as leis fisicas da relatividade espe-
cial sejam validas num sistema inercial local da métrica. A estrutura geométrica (dinamica)
do espago-tempo esta vinculada ao conteiido de massa e energia no universo por meio das
equacgoes de Einstein

Gun +Ac gun = 87GT )y, (2'1)

onde G,y representa o tensor de Einstein, Ac a constante cosmolégica, g,,x a métrica do
espago-tempo, T,y 0 tensor de energia-momento e G a constante da gravitacao de Newton.
Em (341) dimensoes, a equagao tensorial (2.1) forma um sistema acoplado de dez equagoes
diferenciais parciais, nao-lineares e de segunda ordem para as componentes métricas g,,y. Essa
equacao é semelhante, em certos aspectos, as equagoes de Maxwell do eletromagnetismo, com
o tensor T),» exercendo um papel andlogo ao da quadricorrente j,,. No entanto, o termo de
fonte eletromagnético é totalmente independente dos campos, ao passo que o tensor de energia-

momento, em geral, depende da métrica. A dinamica de uma particula carregada é governada

LA teoria de perturbacoes sobre o espaco-tempo de Minkowski é discutida em livros-texto de gravitacio
como WEINBERG (1972), MISNER, THORNE E WHEELER (1973), WALD (1984), ScHUTZ (1985) ¢ CARROLL
(2003).
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pela equacao de movimento de Lorentz, que é independente das equagoes de Maxwell. Na
teoria da relatividade, por outro lado, toda a dindmica do sistema fisico (particulas e campos)
esta contida nas equacoes de Einstein. Inclusive as leis de conservagao de energia e momento
sao automaticamente satisfeitas, ja que a divergéncia do tensor G,y é identicamente nula.
Assim como ocorre em outros ramos da fisica, a maior parte dos problemas relativisticos
de grande interesse fisico sao muito dificeis e complexos para serem resolvidos analiticamente.
Uma forma de contornar esse obstaculo é recorrer ao uso de técnicas computacionais sofisti-
cadas, integrando numericamente as equacoes de campo. Esses estudos focam principalmente
na investigacao da dinamica de sistemas localizados em regioes de campo gravitacional forte,
como nas vizinhancas de estrelas de néutrons e buracos negros. Apesar de alguns resulta-
dos promissores, a eficiéncia dos algoritmos numéricos é limitada pelo carater nao-linear das
equagoes de evolucao (Cook, 2000). Além disso, a covariancia geral da teoria impede uma
interpretacao fisica direta dos resultados, especialmente na presenca de radiagao gravitacional
(BEETLE E BURKO, 2002). Essas dificuldades sdo apenas alguns dos problemas encontrados

em relatividade numérica.

2.1.2 A gravidade linearizada

Na falta de solugoes exatas e cddigos numéricos confidveis, recorre-se muitas vezes a
técnicas de aproximagao. E entre essas técnicas, aquela que abrange o maior ntimero de apli-
cagoes € a teoria de perturbagdes. Do ponto de vista formal, as perturbacoes na geometria
de um espago-tempo foram definidas por Stewart e Walker (1974), porém o uso da teoria em
relatividade remonta aos trabalhos pioneiros de Einstein em ondas gravitacionais. O campo
produzido pelas ondas é geralmente tao fraco que o espago-tempo permanece essencialmente

minkowskiano, ou seja, existe um sistema de coordenadas no qual

gun = Nun + Parw, (2.2)

onde |hyy| < 1 e nyy = diag(—1,+1,+1,+1) é a métrica de Minkowski. A mesma de-
composicao é usada no estudo de efeitos relativisticos no sistema solar, onde |hyy| ~ |®] <
GMy/Rs ~ 107%. Em tais situagoes, é possivel expandir as equagoes de Einstein em poténcias
de h,x e, sem muita perda de precisao, manter apenas os termos lineares. O formalismo re-
sultante é conhecido como a teoria linearizada da gravidade.

Além de um campo gravitacional fraco, a condigao (2.2) também exige que as coorde-

nadas {z™} estejam associadas a um sistema de referéncia aproximadamente inercial. Esses
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sistemas estao relacionados por transformagoes globais de Lorentz e por mudancas infinitesi-

mais nas coordenadas,

2" = oM M (z), (2.3)

onde |¢M| < 1. Frente a uma transformacgao de Lorentz, as quantidades h,;y comportam-se
como as componentes de um tensor no espaco-tempo de Minkowski. Por outro lado, ao serem

submetidas a transformagao (2.3), as perturbagdes métricas mudam para

hM’N’ - h'MN - aM€N - aNgMa (2'4)

enquanto todos os demais escalares, vetores e tensores permanecem inalterados dentro da
precisao da teoria linearizada. Em particular, os tensores de curvatura nao mudam, o que
significa que o préprio espago-tempo fisico se mantém inalterado. As transformagoes (2.4)
formam o chamado grupo de calibre da gravidade linearizada.

De maneira semelhante ao que se faz no eletromagnetismo, costuma-se utilizar a in-
variancia de calibre da teoria linearizada para simplificar as equagoes de campo resultantes.
Por meio de uma escolha especial das coordenadas, é possivel impor a condigao de calibre de
Lorentz

IVINh

onde h denota o trago da perturbagao métrica, h = h",, = n vn- Com essa condicao, as

equagoes de Einstein linearizadas (sem constante cosmolégica) assumem a forma da equagao
de d’Alembert
040" by = — 167G Ty, (2.6)

onde as variaveis h,,y sao definidas por

- 1
Ry = by — §7IMNh- (27)

Na auséncia de fontes (T),y = 0), as equagoes (2.6) admitem solugoes de onda plana que
se propagam a velocidade da luz e possuem dois modos independentes de polarizagao. Sao
exatamente esses campos cldssicos que estao associados com particulas quanticas (gravitons)

de massa zero e spin dois no espaco-tempo de Minkowski.



26

2.1.3 Perturbagoes num espaco-tempo curvo

Formalmente, a passagem de uma teoria de perturbacoes no espago-tempo de Min-
kowski para uma teoria em um espaco-tempo curvo corresponde simplesmente a uma troca
da equagao (2.2) por gyn = 9% x + P, onde 0s hyy sdo novamente ‘pequenos’ e a métrica
g%~ ¢ uma solucao das equagoes de campo (2.1). As derivadas parciais sdo trocadas por
derivadas covariantes em relagdo a nova métrica de fundo, e a equacao de onda (sem fontes)

recebe contribuicoes de termos de curvatura:

VoV Tiw + 2R, B — 2R

A(M

hy =0, (2.8)

onde indices entre parénteses indicam simetrizagao.

No caso de solugoes de buraco negro, o trabalho pioneiro em perturbagoes métricas
foi realizado por Regge e Wheeler (1957) e visava estudar a estabilidade do horizonte de
eventos de Schwarzschild contra pequenos afastamentos do equilibrio. Esse estudo foi posteri-
ormente completado por Zerilli (1970a) e ampliado para a solugao eletricamente carregada de
Reissner-Nordstrom por Moncrief (1974a, 1974b). Também foram realizadas pesquisas para
investigar as propriedades de um buraco negro como um centro espalhador de ondas planas
monocromaticas.?

A propagacao de ondas gravitacionais nas vizinhangas de um buraco negro esferica-

mente simétrico é modelada, em geral, por uma equacao de Klein-Gordon do tipo

0?0

8t2 W + ‘/1(7”) ¢1(T, t) = 07 (29)

onde r e t sao as coordenadas radial e temporal de Schwarzschild, e [ denota o momento angu-
lar da perturbagao. A coordenada tartaruga de Regge-Wheeler r,(r) é uma func¢ao univoca de
r que varia no intervalo (—oo, +00). A variavel ¢;(r,t) é usualmente uma quantidade invari-
ante de calibre formada por uma combinacao, nao necessariamente linear, das perturbagcoes
métricas h,y. O potencial efetivo V;(r) descreve o espalhamento das ondas pela curvatura
do espaco-tempo de fundo. Um exemplo tipico desse potencial é mostrado na Figura 2.1.
Quando se aplica o procedimento anterior a um buraco negro em rotagao, a quebra da
simetria esférica provoca uma grande mistura dos h,,y, de tal modo que ninguém foi capaz de
desacoplar as equacoes linearizadas correspondentes. A alternativa entao foi procurar por um

novo formalismo. Teukolsky (1972) mostrou que é possivel desacoplar as perturbagoes gra-

2Ver, por exemplo, CHRZANOWSKI et al (1976) e MATZNER E RYAN (1977).
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Figura 2.1: Descricao esquematica do espalhamento de ondas no espago-tempo de Schwarzschild.
Uma onda incidente I é decomposta numa componente transmitida 7" e numa componente espalhada
S. Extraido de Andersson e Jensen (2002).

vitacionais da solucao de Kerr, bem como separar as variaveis radial e angular do problema,
desde que as equagoes sejam escritas num formalismo de Newman-Penrose (1962). Nessa
formulagao, nao se trabalha mais com variagoes das componentes métricas, mas sim com
perturbagoes em quantidades puramente escalares, as quais representam as projecoes dos

tensores de curvatura numa tétrada de vetores nulos e complexos.

2.2 Modos quase-normais de buracos negros
2.2.1 A relagdo com os modos normais

A experiéncia cotidiana mostra intimeros sistemas fisicos que, ao vibrarem, selecionam
um certo conjunto de freqiiéncias ‘naturais’ de ressonancia. Por exemplo, a vibracao da
membrana de um tambor ou das cordas de um violao produz um som ‘caracteristico’, associado
com as ondas estacionarias do instrumento. Na auséncia de dissipagao, qualquer sistema osci-
latdrio, linear e compacto apresenta uma série de estados de movimento harmonico preferen-
ciais, os chamados modos normais de vibracao. Cada um desses estados é caracterizado por
uma dada freqiiencia real de oscilacao e pelas autofungoes correspondentes, as quais descre-
vem a dependéncia espacial do movimento. O sistema, uma vez perturbado, vibra em uma
superposicao linear, geralmente infinita, dos modos normais, o que significa que as autofuncoes
formam um conjunto completo.

Quando se leva em conta algum mecanismo de ‘dissipagao’, seja num sistema aberto
ou acoplado a um meio vizinho, os modos deixam de ser estacionarios, tornando-se expo-
nencialmente amortecidos. Isso acontece, por exemplo, com uma corda de violao que perde
energia por meio da producao de ondas sonoras no ar. As pulsacoes de estrelas da seqiiéncia

principal também apresentam dissipacao se a viscosidade interna nao puder ser ignorada. Por
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Figura 2.2: Grafico log-log que mostra a evolugao de um pacote de ondas gravitacionais gaussiano
nas proximidades de um buraco negro de Schwarzschild. Extraido de Cardoso (2003).

outro lado, na astrofisica relativistica, buracos negros e estrelas de néutrons sao sistemas in-
trinsecamente dissipativos: qualquer oscilagao do espago-tempo implica na geracao de ondas
gravitacionais, as quais levam energia para o infinito.

A existéncia de um fator de amortecimento nao impede que sistemas oscilatérios apre-
sentem modos de vibragao com freqiiéncias ‘caracteristicas’, proximamente relacionadas as res-
sonancias de espalhamento. Na fisica dos buracos negros, Vishveshwara (1970) foi o primeiro
a observar essas oscilagoes amortecidas quando investigava a evolucao de um pacote de on-
das gravitacionais gaussiano na geometria de Schwarzschild. Conforme mostrado na Figura
2.2, apdés um rapido pulso inicial, o sinal é dominado durante um certo tempo por oscilagoes
amortecidas de uma unica freqiiéncia. Press (1971) denominou essas oscilagoes de modos
quase-normais (QNM). A freqiiéncia e o tempo de amortecimento desses modos dependem
apenas dos parametros que caracterizam o buraco negro, sendo totalmente independentes da
perturbacao inicial. Ao contrario dos modos normais, os QNM nao formam um conjunto
completo e, portanto, sao insuficientes para descrever completamente a dinamica do sistema.
Por exemplo, na Figura 2.2, as oscilacoes amortecidas aparecem apenas durante um intervalo

de tempo limitado e, no final, dao lugar a um decaimento numa lei de poténcia.

2.2.2  Definigao dos QNM com base em fungoes de Green

Os primeiros calculos das freqiiéncias quase-normais de buracos negros foram realizados
por Chandrasekhar e Detweiler (1975). No entanto, uma definicdo formal para os QNM

veio somente com o trabalho de Nollert e Schmidt (1992), os quais utilizaram o tradicional
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método da funcao de Green para expressar solucoes de equagoes diferenciais parciais. A idéia
¢ modelar a resposta de um buraco negro a uma dada perturbagao inicial, seja ela resultado
da propagacao de um campo de teste escalar ou eletromagnético, ou entao uma excitagao da
prépria geometria do espago-tempo. Por uma questao de simplicidade, a revisao que segue
trata da propagacao de um campo escalar sem massa na geometria de Schwarzschild. Esse

campo obedece a equagao de Klein-Gordon
Do(z,t) = [0} — 02+ V()] ¢(z,t) = 0, (2.10)

com o potencial V' (z) mostrado na Figura 2.1 e x no lugar da coordenada tartaruga r,. Para
equagoes de onda do tipo (2.10), a teoria geral das equagoes diferenciais parciais mostra que,
para dados iniciais ‘suaves’ ¢(x,0) e 0;¢(z,0), existe uma tnica solugao ‘suave’ ¢(z,t) para

todo t e x. Essa solugao pode ser escrita como (MORSE E FESHBACH, 1953)

o, 1) = / dy (. y: )0H(y,0) + / Ay ()6 (. 0), (2.11)

para t > 0, onde a fungao de Green retardada ¢ (x,y;t) é definida por
DY (x,y;t) = 6(t)0(x — y) (2.12)

e pela condigao causal ¥ (x,y;t) = 0 para t < 0. Além disso, Kay e Wald (1987) mostraram
que, para dados iniciais com suporte compacto sobre superficies de Cauchy, a solugao ¢(x,t)
é necessariamente limitada, ou seja, existe uma constante positiva C tal que |¢(x,t)| < C para
todo t e x. Isso implica, entre outras coisas, que a funcao de Green possui uma transformada

de Fourier

Y (z,y;w) = / it (x, y; t)e™, (2.13)
0
que é uma fungao analitica de w para Im(w) > 0 e satisfaz a equagao diferencial

Dw)¥ = [-w’ =074+ V(2)] ¥4 (z,y;w) = 6(z — y). (2.14)

Tradicionalmente, além de um conjunto de condigoes iniciais, impoe-se condigoes de
fronteira espacial apropriadas para determinar a evolugao temporal de ¢(z,t). Em espacos
assintoticamente Minkowski, como é o caso de Schwarzschild, o potencial V(z) é positivo
e se anula nas extremidades, V' — 0 para * — +oo. Conseqiientemente, nessas regioes, a

solucao é formada por uma combinacao de ondas planas, 5 ~ exp(tiwz). As ondas que se
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Figura 2.3: O comportamento de duas solugoes linearmente independentes para um campo escalar
nas vizinhancas de um buraco negro de Schwarszchild. O modo in corresponde a ondas puramente
‘entrantes’ (ingoing) no horizonte (H ™), enquanto o modo up corresponde a ondas puramente ‘saido-
ras’ (outgoing) no infinito (I). Baseado em Andersson e Jensen (2002).

propagam num espaco curvo e sao medidas por um observador distante precisam satisfazer
uma condi¢ao de onda puramente emergente (outgoing) do dominio que se estd investigando.
Dito de outra forma, nada sai do horizonte de eventos do buraco negro nem do infinito espacial.

Em simbolos,

QZN e para x — +00; b ~e ™ para T — —00. (2.15)

Essas exigéncias fazem sentido fisico, ja que o objetivo é estudar a evolucao do campo fora
do horizonte de eventos, e nao se quer que ondas vindas do infinito continuem a perturbar o
buraco negro (NoLLERT, 1999).

A funcao de Green 9| (z,y;w) pode agora ser expressa em termos de duas solugoes line-
armente independentes da equacao homogénea D (E(az, w) = 0. A primeira solucao é escolhida

de tal modo que as ondas que cruzam o horizonte sao normalizadas a unidade. Essa solucao,

conhecida como modo in, pode ser escrita como

O (x,w) ~

e—iwx7 T — —00,
(2.16)

AT 4 A emw x — 4o0.

A segunda solucao, conhecida como modo up, corresponde a ondas que chegam ao infinito

espacial com amplitude unitaria:

- B,.et™* 4+ B e " 1 — —o0,
O (z,w) ~ (2.17)

et T — +00.

O comportamento assintético dessas duas solugoes é mostrado no diagrama de Penrose da
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Figura 2.4: A estrutura de singularidades de ¢(x,y;w) na metade inferior do plano w: os pontos
indicam pdlos da fungao de Green e o zig-zag uma linha de corte. Baseado em Ching et al (1995).

Figura 2.3, onde os simbolos H~, H*, I~ e I' representam os horizontes passado e futuro,
e os infinitos nulos passado e futuro, respectivamente. Em termos de qzi“(a:, w) e g“p(z, w), a

transformada de Fourier da fungao de Green é dada por

~ 1 ", W) (y,w), T <,
Y(z,y;w) = =5 ? ( )f %) Y (2.18)
2wdu | Gy, w)d(zw), >y,
onde aqui utilizou-se a relacao para o wronskiano
B ~in d(fgup Nup d;gin B ]
W(w)=¢ o o= 2iwA;, (w). (2.19)

A solucao do problema de valor inicial, em principio, passaria por uma integracao
numérica direta das equagoes homogéneas 15;5“‘ = 55‘”’ = 0, juntamente com as condicoes
assintéticas (2.16) e (2.17). Isso precisaria ser feito para todos os valores reais de w, possi-
bilitando a subseqiiente inversao de (2.13). Alternativamente, tem se mostrado conveniente
deformar o contorno de integracao, trocando a linha reta que vai de w = —o0 até w = 400 por
um semicirculo de raio R na metade inferior do plano complexo w, e no final tomar o limite
R — oo (Figura 2.4). O teorema de Cauchy pode entao ser usado para expressar ¥ (x,y;1t)
como uma soma sobre residuos mais termos Iz e Is oriundos da integral sobre o semicirculo
e de singularidades de &“(m, w) e 5‘”’(:6, w), respectivamente.

As diferentes contribuigbes para ¢ (z,y;t) aparecem isoladamente na evolugao tempo-
ral do campo ¢(x,t). Um exemplo cldssico considera a propagagao de um pacote de ondas
gaussiano, inicialmente centrado em g, no exterior de um buraco negro de Schwarzschild. O

resultado dessa perturbacao, conforme observado numa posicao fixa x = x1, é apresentado na
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Figura 2.5: Uma recriagdo da simulagao numérica cléssica de Vishveshwara (1970). A dependéncia
temporal de ¢(z,t), conforme observada em um ponto fixo x1, é resultado da evolugao de um pacote
de ondas escalares gaussiano nas vizinhancas de um buraco negro de Schwarzschild. Adaptado de
Andersson e Jensen (2002).

Figura 2.5. O primeiro pico em A corresponde a uma propagacao ‘quase-livre’ desde 1, até
o ponto de observacao x1, sendo exatamente a contrapartida da evolucao no cone de luz do
caso V = 0. Os picos que seguem referem-se as ondas que sao refletidas no horizonte e que se
propagam até o observador praticamente sem serem espalhadas pelo potencial. Matematica-
mente, eles resultam de um termo de ‘contribuicao rapida’ que vem da integral Iz e que se
anula em tempos suficientemente grandes devido ao fator exp(—iwt).

Em tempos intermedidrios (entre t ~ 150M e t =~ 300M),> a resposta do buraco
negro é dominada por um conjunto de oscilagoes amortecidas (ringing), as quais decaem
exponencialmente com o tempo. Segundo o teorema de Cauchy, esse tipo de contribuicao
é dado por uma soma de residuos, calculados em todos os pontos singulares de ¥ (z,y;w),
contidos no semicirculo de raio R. Os pélos da funcao de Green (2.18) localizam-se nos
zeros simples (w = w,,) do coeficiente A;,(w), sendo representados por pontos na Figura 2.4.
Para esses valores (complexos) de freqiiéncia, o wronskiano W(w) se anula, o que significa
que as solucgoes gi“(x,wn) e g“p(a?,wn) sao linearmente dependentes, ou seja, as autofuncoes
correspondentes satisfazem tanto a condicao de contorno no horizonte quanto no infinito. Tais
solugoes, por defini¢do, sdo os modos quase-normais do buraco negro (CHING et al, 1996). Em
outros termos, os modos podem ser vistos como o resultado de repetidos espalhamentos em
regices de x finito. Para certas freqiiéncias, as multiplas reflexdes somam-se coerentemente,
produzindo uma onda de amplitude maxima.

Nos ultimos instantes da perturbagao (regiao C'), o sinal vai a zero segundo uma lei de

3Nas unidades adotadas neste trabalho, M representa o produto da massa do buraco negro de Schwarzschild
pela constante da gravitagao de Newton.
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poténcia (PRrICE, 1972), cujo comportamento nao pode ser obtido por meio de uma combinagao
de QNM. Esse decaimento resulta do retroespalhamento das ondas pela ‘cauda’ do potencial,
isto é, para valores grandes de x. O limite assintético de V' é muitas vezes formado por uma
combinacao de uma barreira centrifuga de momento angular [, onde [ é um inteiro, mais um
termo do tipo 27%(Inz)” (3 = 0,1). Por exemplo, para um campo escalar no espaco-tempo de
Schwarzschild, o = 3 e f = 1. Nesses casos, o comportamento genérico da perturbagao para t
grande é ¢~ (Int)%. Porém, quando o é um inteiro menor do que 21 + 3, o termo principal
se anula, e o préximo termo vai com t~(*+2¢=2) para 3 = 0 e t~*) para 3 = 1 (CHING et
al, 1995). No formalismo de fungdes de Green, essa contribuicao de ‘tempo tardio’ vem da
integral Is que, por sua vez, estd associada com as singularidades da solugao gup(x, w). Em
geral, essas singularidades sao encontradas sobre o eixo —Im(w) e tomam a forma de um linha

de corte que vai da origem até o infinito (Figura 2.4).



3 UMA BREVE HISTORIA DA CORRESPONDENCIA
ADS/CFT

Modelos baseados em cordas apareceram inicialmente como uma alternativa para des-
crever a interacao nuclear forte. Hoje eles sao reconhecidos como excelentes protétipos de uma
teoria de grande unificacao que contemple a quantizacao da gravidade. A correspondéncia
AdS/CFT surge nesse contexto como uma combinagao de elementos gravitacionais (espago-
tempo anti-de Sitter) e de interacao forte (teoria de calibre nao-abeliana). O presente capitulo
contém um resumo da AdS/CFT,! com énfase especial aqueles aspectos que serdo mais im-
portantes para a seqiiéncia desta tese. Um exemplo é a prescricdo minkowskiana (tempo
real) de Son-Starinets (2002), que permite o calculo de fungoes de dois pontos térmicas dos
operadores da CF'T a partir de quantidades puramente gravitacionais, ou seja, quantidades

definidas sobre o espago-tempo AdS.

3.1 As origens da AdS/CFT

O caminho que conduziu & AdS/CFT tem como ponto de partida as primeiras tenta-
tivas de se utilizar a teoria de cordas para descrever hadrons fortemente interagentes. Essa
teoria conseguia explicar a relacao entre o spin e a massa de uma ampla variedade de mésons:
J = o'm?, onde o/ é uma constante conhecida como a inclinacao de Regge. Porém, os dados
experimentais mostraram que esse modelo nao era capaz de reproduzir o comportamento dos
hadrons em altas energias, e posteriormente a QCD foi adotada como a descricao correta da
interacao nuclear forte.

Permanecia a questao sobre como a acao de Yang-Mills, que representa a QCD, poderia
conter informagoes sobre objetos tipo cordas no limite de acoplamento forte. Sabe-se agora
que um méson é um estado ligado formado por um par quark-antiquark, cujas linhas de campo
de cor estdo confinadas num tubo de fluxo. E exatamente esse tubo de fluxo que se comporta
como uma corda de determinada tensao. Outra evidéncia para a relacao entre a QCD e a
teoria de cordas veio com o trabalho pioneiro de 't Hooft (1974) sobre o limite de N grande
de teorias de calibre SU(N). A constante de acoplamento efetiva nesse regime é dada por
A = ¢g2,,N, onde gy, é a constante que usualmente aparece na acao de Yang-Mills. Essas

teorias possuem uma expansao perturbativa em que a contribuicao de cada um dos termos

1O material contido neste capitulo baseia-se em revisdes realizadas por AHARONY et al (2000), KLEBANOV
(2000), ZWIEBACH (2004), YOUNG (2007) e SON E STARINETS (2007).
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Figura 3.1: A expansao perturbativa da teoria de campos (acima) em comparacado com aquela da
teoria de cordas (abaixo). Uma corda fechada gera uma folha de mundo bidimensional em que o
género representa a poténcia da constante de acoplamento das cordas associada com o processo.
Extraido de Young (2007).

depende do género g do diagrama, correspondente:?

i N*29 i Cil = i N2 £ (), (3.1)
g=0 =0 g=0

onde f,()\) é dada pela soma de todos os diagramas de género g. Por exemplo, fy(A) é a soma
de todos os diagramas planares. O ponto importante aqui é que a teoria de perturbagoes em
cordas também se organiza naturalmente numa expansao de género (Figura 3.1). A seme-
lhanga entre as duas expansoes indica uma possivel relacao entre teorias de cordas e (pelo

menos algumas) teorias de calibre.

3.2 O nascimento da correspondéncia

Um passo importante para se chegar a AdS/CFEFT foi o estudo de objetos estendidos
tridimensionais conhecidos como D3-branas. Dentro das teorias de cordas, as particulas que
formam o Modelo Padrao surgem como excitagoes de cordas abertas de comprimento [, = v
Na presencga de D-branas, as pontas dessas cordas estao limitadas a se deslocar apenas sobre
a brana, dai a letra D de Dirichlet. As D-branas apareceram inicialmente em formulacoes
perturbativas (acoplamento fraco) das teorias de supercordas (DAIl, LEIGH E POLCHINSKI,
1989). Existe, no entanto, um outro conjunto de objetos estendidos, chamados de p-branas,
que foram originalmente encontrados como solucoes classicas da supergravidade — o limite de

baixas energias das teorias de cordas. A solugao de 3-brana da supergravidade do tipo IIB é

20 género de uma superficie representa o niimero total de cortes ao longo de curvas fechadas que se pode
fazer sem tornar a variedade final desconexa. Em linguagem informal, ele é o nimero de buracos de uma
superficie. Por exemplo, uma esfera (ou plano) possui género zero, enquanto um toro (rosca) é caracterizado
por g = 1.



36

representada pela métrica’
ds® = H'2(r) [=b(r)dt* + da'dx;] + HY(r) [~ (r)dr® + r?dQ2] (3.2)

onde

Hr) =1+ (5)4 e Br)=1- (9)4, (3.3)

r r
e por um campo de 5-forma cujas componentes sao dadas por
1

Fiiyigisr = 5i1i2i3H2—(r)%~ (3.4)
Essa solucao tem praticamente as mesmas caracteristicas do buraco negro eletricamente car-
regado de Reissner-Nordstrom. Ela possui um horizonte de eventos em r = ry e uma carga
Q sobre o campo de forma (3.4). Entretanto, ao invés da singularidade pontual dos buracos
negros tradicionais, aqui a sigularidade é estendida sobre as trés dimensoes espaciais cobertas
pelas coordenadas z¢. A exemplo da solucao de Reissner-Nordstrom, a massa M e a carga
@ (como fungdes de R e rg) possuem valores limitados pela condigdo M > Q. Quando esse
limite ¢ alcangado, o raio do horizonte é nulo e a solugao é dita extrema. E exatamente essa
‘brana negra’ extrema que pode ser vista como o limite de baixas energias de uma ‘pilha’ de
D3-branas.

Ao analisar um conjunto de N D3-branas coincidentes, pode-se entao adotar duas
descrigoes que, em principio, sao distintas. Uma descricao baseada em branas definidas sobre
um espaco-tempo de Minkowski e outra, que toma por base a solucao de ‘brana negra’ da
supergravidade. O limite de interesse é aquele em que as energias envolvidas sao muito me-
nores que a escala de energia das cordas 1/l;, ou seja, £ < 1/ v/, Uma das maneiras de se
alcancar esse regime é manter a energia limitada e o acoplamento das cordas g, fixo, enquanto
se faz o/ — 0. Em particular, nesse limite, os estados massivos das cordas abertas nao podem
ser acessados, e a fisica sobre as branas é governada por campos de Yang-Mills sem massa.
Além disso, as cordas fechadas, que descrevem os graus de liberdade gravitacionais e que
podem se deslocar sobre todo o espaco-tempo, tornam-se livres, ja que a constante de Newton
em dez dimensoes, G ~ g%(a’)?, vai a zero. Tém-se, portanto, a teoria supersimétrica de
Yang-Mills SU(N) sobre as D3-branas e cordas fechadas desacopladas sobre o espaco-tempo
de Minkowski de dez dimensoes.

Na descricao de supergravidade, por outro lado, as D3-branas sao objetos que atuam

SHOROWITZ E STROMINGER (1991), DUFF E LU (1991) e DUFF, KHURI E LU (1995).
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como fontes do campo gravitacional, gerando a versao extrema da métrica (3.2):
ds® = H(r)~Y/? (—dt* + da} + dxj + da3) + H(r)Y? (dr* + r2d2) . (3.5)

O fato de g4 nao ser constante significa que a energia E, de um objeto, conforme medida
por um observador em 7, estd relacionada a energia F medida no infinito por um fator de
deslocamento para o vermelho: E = H~/ 1E,. Dessa forma, as excitagdes de baixas energias,
medidas pelo observador no infinito, podem ser de dois tipos: excitagoes que se originam
préximas ao horizonte ou excitagoes de baixa energia distantes das branas. Os célculos das
secoes de choque de absor¢ao mostram que esses dois tipos de excitacoes se desacoplam: aque-
las que estao distantes o suficiente quase nunca sao capturadas pelas D3-branas, enquanto que
aquelas préximas as branas nao conseguem escapar para o infinito. Como resultado, tem-se
que a teoria de baixas energias consiste de duas partes desacopladas: um sistema de cordas
fechadas sobre o espaco-tempo chato da regiao r > R e um sistema préximo ao horizonte

r < R, cuja métrica é dada aproximadamente por

2

2
ds® = <T ) (—dt* + da? + da? + da?) + (R

i 72) dr? + R*dQZ, (3.6)

e que representa justamente a geometria do espaco AdSs x S°.

Quer seja do ponto de vista da teoria de cordas perturbativa, quer seja do ponto de
vista da supergravidade, a descricao de um sistema de D3-branas sempre conduz a modelos
desacoplados. Além disso, ambas as descrigdes apresentam um sistema em comum, formado
por cordas fechadas livres sobre um espaco-tempo chato de dez dimensoes. A conjectura de
Maldacena (1998) afirma que as outras duas teorias também sao equivalentes: SYM com
N =4 em (3+1) dimensdes é dual a teoria de supercordas do tipo IIB sobre o AdSs x S°.

Os argumentos apresentados acima também se aplicam as solugoes classicas de 2-bra-
nas e b-branas da supergravidade em onze dimensoes. Essas solugoes sao identificadas com
‘pilhas’ de N M2-branas e Mb5-branas, que conduzem a dualidades similares no contexto
da teoria-M. No limite de N grande, conjectura-se que uma determinada teoria de campos
em seis dimensoes ¢ dual ao AdS; x S%, enquanto que uma teoria de calibre tridimensional
com supersimetria maxima ¢é dual ao AdS; x S7. Essa ultima relacio é particularmente
relevante para o presente trabalho, que lida com buracos negros planos assintoticamente
AdS,. Na seqiiéncia deste capitulo, discute-se exclusivamente o caso das D3-branas, porém a

generalizagao para as M-branas é direta.
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3.3 Parametros e funcoes de Green

Para que dois modelos sejam holograficamente equivalentes, é necessario que se tenha
uma relacao de um para um entre elementos no interior e elementos na fronteira de uma
determinada regiao do espago. No caso da AdS/CFT, existe um mapeamento entre quanti-
dades da teoria de calibre e aquelas encontradas em gravitacao. A relacao entre as constantes
de acoplamento é particularmente importante. A teoria SU(N) de Yang-Mills possui dois
parametros adimensionais: a constante de acoplamento gy-,, € o nimero de cores N. No caso
da teoria de supercordas IIB sobre o AdSs x S®, os parametros adimensionais sao dados pelo
acoplamento das cordas g, e pelo raio anti-de Sitter (e da pentaesfera) expresso em unidades
do comprimento da corda, R/ls. As duas teorias sao equivalentes quando os parametros estao
relacionados por

gf,M = 4dmg, e gf,MN = RA‘/l;l. (3.7)

A relevancia da correspondéncia estd no mapeamento de uma teoria, num regime
em que os calculos podem ser realizados usando técnicas bem estabelecidas, em uma outra
teoria, cujos parametros assumem valores em que essas técnicas perdem a sua validade. Por
exemplo, os cdlculos na teoria de Yang-Mills tornam-se factiveis no limite em que N é grande
e A = ¢g2,,N ¢ pequeno. As relagbes acima mostram que nesse regime a teoria de cordas
é caracterizada por um acoplamento g, fraco e um raio de curvatura R muito menor que o
comprimento das cordas. Isso ocorre nas proximidades de singularidades espaco-temporais
como aquelas encontradas no interior de buracos negros e no big bang. Acredita-se que
os efeitos de gravidade quantica sejam relevantes nessas regioes extremas, e as teorias de
supercordas ainda nao dispoem de técnicas para investigar esse regime. Por outro lado, a
descricao da gravidade classica torna-se eficaz quando R > [,, e as cordas sao fracamente
interagentes quando g5 é pequeno. Nesse limite, tanto N quanto a constante de 't Hooft A
sao grandes, de modo que as técnicas usuais de perturbagao da teoria de campos perdem a
sua validade.

A correspondéncia AdS/CFEFT também estabele uma relac¢ao, conhecida como GKP-W,
entre um operador O da teoria de calibre e um campo (classico) ¢ no interior do espago-
tempo anti-de Sitter.* O valor que esse campo assume na fronteira (u = % = 0) do espago
AdS, ¢(u,x)|u=0 = ¢o(x), acopla-se ao operador O da CFT dual. O gerador das funcoes
de Green conexas na teoria de campos ¢é identificado com o logaritmo da funcao de particao

completa da teoria de cordas. Na aproximacao de supergravidade, uma versao euclidiana

4GUBSER, KLEBANOV E PoLYAKOV, 1998; WITTEN, 1998.



39

(t — it) da relacio GKP-W assume a forma

<ef d4x¢o(x)6(x)> = 5191, (3.8)
CFT

onde S[¢] representa a agao de (super)gravidade para o campo classico ¢ com a condigao de
contorno ¢ na fronteira, u = 0. Para o calculo de fungoes de Green, basta tomar derivadas
funcionais de S[¢] em relagao a ¢q e, no final, fazer ¢9 = 0. Dessa forma, a AdS/CFT reduziu
o problema de encontrar fungoes de correlacao quanticas na teoria de campos dual a um
problema cldssico em gravitagao. Além disso, no calculo de fungoes de dois pontos, é possivel
limitar-se a parte quadratica em ¢ da acao classica no espago AdS.

Dois exemplos do mapeamento operador-campo sao particularmente relevantes para
este trabalho. Os campos da teoria supersimétrica de Yang-Mills satisfazem uma simetria
global SO(6) conhecida como simetria R. Associadas a essa simetria, tém-se uma ‘carga’-R e
uma corrente conservada J*. De acordo com a AdS /CFET, essa corrente acopla-se ao campo de
calibre eletromagnético no interior do espaco-tempo AdS. Outra quantidade que satisfaz uma
lei de conservacao na CFT é o tensor energia-momento TH. Nesse caso, a correspondéncia
estabelece uma relacao entre as flutuagoes do tensor energia-momento e as perturbagoes da

métrica anti-de Sitter.

3.4 A prescricao minkowskiana de Son-Starinets

A relacao GKP-W foi originalmente formulada para um espago-tempo de assinatura
euclidiana (tempo imaginario) e, desde entao, tem sido aplicada com muito sucesso. Um
exemplo é o estudo de teorias de campos holograficas a temperatura nula. Nesse caso, as
equagoes para os campos cldssicos no espago-tempo anti-de Sitter admitem uma série de
solugbes exatas. Kssas solucoes, junto com propriedades analiticas das fungdes de Green,
levam ao calculo de propagadores no tempo real.

Quando se considera a presenga de um buraco negro, no entanto, a teoria de campos
na fronteira passa a ser caracterizada pela temperatura Hawking desse buraco negro. Ex-
istem varias propriedades de teorias de calibre a temperatura e densidade finitas que sao
obtidas diretamente das fungoes de correlacao minkowskianas. Entre essas propriedades estéd
a resposta de um ensemble térmico a pequenas perturbacoes que o deslocam do equilibrio,
conforme descrito pela teoria da resposta linear. As func¢oes de Green de tempo real po-
dem, em principio, ser obtidas por meio de uma continuagao analitica das versoes euclidianas.

Ocorre que, na pratica, esse método exige que se conheca as fungoes de correlacao euclidianas
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para todas as freqiiéncias de Matsubara, enquanto que os estudos de um campo no exterior de
um buraco negro, em geral, fornecem apenas solucoes aproximadas, validas em certos limites.
Essas dificuldades levaram Son e Starinets (2002) a formular uma prescricdo minkowskiana
que permite o calculo de fungoes de dois pontos térmicas diretamente dos resultados obtidos
no lado gravitacional da AdS/CFT.

Para entender a receita de Son-Starinets, é conveniente considerar a evolugao de um
campo escalar ¢(u,x) de massa m nas vizinhangas de um buraco negro assintoticamente

anti-de Sitter, cuja métrica tem a forma geral
ds* = guu(w)du® + g, (u)da"dz”. (3.9)

Por hipétese, a fronteira AdS estd localizada em © = upg e o horizonte num ponto u = uy em

que o coeficiente gy, diverge. A equacao de campo linearizada para ¢(u, x),

1
\/—__g(?u(x/—_g 9" 0u9) + 90,0, — m*$ = 0, (3.10)

é resolvida com uma condicado de contorno fixa na fronteira. A solucao para essa equacao

pode ser escrita como

'k
o) = [ G uon(l) (.11)
onde ¢o(k) representa a transformada de Fourier do campo na fronteira e fi(u) é uma solucao
da equacao
0L (VZ30" D) = (o + ) i = 0 (312)
com a condi¢ao de contorno fx(up) = 1 na fronteira e de onda puramente ‘entrante’ no

horizonte de eventos © = ug.
Quando se leva em conta a equacao de movimento do campo escalar, a acdo para as

solugoes classicas (on-shell) se reduz a termos de superficie

d*k u=un
S = / Gyl WFw 9| (3.13)
onde
Fluk) = Kyv/=g g™ frc(w)dfi(u) (3.14)

sendo K uma constante de normalizacao.
O que a prescrigdo minkowskiana de Son-Starinets (2002) faz é estabelecer uma relagao

entre F(u, k) e a funcao de Green retardada correspondente ao operador (’3, que se acopla a
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¢ na fronteira do espago AdS. Postulou-se a seguinte relagdo (SON E STARINETS, 2002):

GH(k) = —2F (u, k)| (3.15)

u=upg’

Inicialmente a tunica justificativa para essa receita era a sua validade em todos os
casos passiveis de verificacao independente, isto é, com a realizacao de cdlculos em ambos os
lados da correspondéncia. Isso acontece, por exemplo, com o espago-tempo AdS puro, que é
dual a uma teoria de campos a temperatura nula, e com os buracos negros tridimensionais
BTZ (BaNADOS, TEITELBOIM E ZANELLI, 1992), que sdo equivalentes a uma CFT em (1+1)
dimensoes.

Apesar da sua simplicidade e eficiéncia, a prescricao de Son-Starinets nao apenas care-
cia de uma formulacdo que fosse obtida de primeiros principios da AdS/CFT, como também
nao permitia uma ampliacao direta para funcoes de Green com mais de dois pontos. A solucao
para esses problemas foi encontrada por Herzog e Son (2003), que deram um carater formal
a receita minkowskiana original, bem como a generalizaram para fungoes de Green de or-
dens mais altas. Para tanto, eles seguiram sugestoes anteriores,” que relacionavam os campos
fantasmas do formalismo de Schwinger-Keldysch,® para sistemas & temperatura finita, com
os campos que vivem sobre a segunda fronteira do espaco AdS, conforme descrita pela ex-
tensao de Kruskal (1960) e Szekeres (1960) dos buracos negros anti-de Sitter.” No presente
trabalho, entretanto, sera aplicada diretamente a prescricao, formalmente mais simples, de

Son-Starinets (2002).

SHoOROWITZ E MAROLF, 1998; BALASUBRAMANIAN et al, 1999; MALDACENA, 2003.

6SCHWINGER, 1961; BAKSHI E MAHANTHAPPA, 1963a,b; KELDYSH, 1964.

7As coordenadas de Kruskal-Szekeres para o espaco-tempo de um buraco negro plano-simétrico AdS sdo
apresentadas no capitulo 4.



4 BURACOS NEGROS PLANOS E PERTURBACOES
METRICAS

As equagoes de Einstein com constante cosmoldgica negativa possuem uma solucao
de buraco negro com simetria plana. Globalmente, o horizonte de eventos dessa solugao ad-
mite topologias orientaveis como a cilindrica, toroidal e planar ou, até mesmo, topologias
nao-orientéaveis como a faixa de Mobius e a garrafa de Klein (BrIiLL, LOUKO E PELDAN,
1997). De modo anélogo ao caso esférico de Schwarzschild, o campo no exterior do buraco
negro é estatico, porém assintoticamente anti-de Sitter. Um dos objetivos deste capitulo é
discutir algumas das propriedades geométricas desse espago-tempo. Além disso, apresenta-se
uma revisao do trabalho de Cardoso e Lemos (2001c) sobre flutuagoes da métrica de fundo,
conforme analisadas no formalismo de calibre de Chandrasekhar (1983). Essa revisao serve de
base para um estudo, apresentado no final do capitulo, sobre o significado fisico dos diferentes

modos de perturbagao gravitacional (MIRANDA E ZANCHIN, 2007).

4.1 Buracos negros anti-de Sitter

No esquema conceitual da relatividade geral, buracos negros surgem naturalmente
como solugoes exatas das equagoes de Einstein. De um ponto de vista tedrico, esses objetos
sao de fundamental importancia na investigacao de fenomenos altamente relativisticos, sejam
eles de natureza classica ou quantica. De um ponto de vista astrofisico, eles podem aparecer
como o produto final do colapso gravitacional de estrelas massivas ou nicleos de galaxias e
como o resultado da contragao de flutuagdes de densidade no universo primordial (MISNER,
THORNE E WHEELER, 1973).

Em espagos-tempos assintoticamente Minkowski, a familia de Kerr-Newman contém
todas as solugoes possiveis de buracos negros estacionarios. Essas solucoes sao caracterizadas
por apenas trés parametros (massa, carga elétrica e momento angular), resultado que ficou
conhecido como o teorema do no hair (ISRAEL, 1967; 1968; CARTER, 1971). Além disso, os
horizontes de eventos dos buracos negros assintoticamente Minkowski sao necessariamente
esféricos (HAwKING, 1971; 1972). A situa¢ao muda, no entanto, ao se adicionar um termo de
constante cosmoldgica negativa as equagoes de Einstein. O espago entao deixa de ser assin-
toticamente Minkowski e globalmente hiperbdlico, e surgem solucoes com caracteristicas de

buraco negro, cujos horizontes podem apresentar topologias nao-triviais. Para uma revisao,
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ver LEmos (2001).

Particularmente, existem espagos-tempos assintoticamente anti-de Sitter (AdS) nos
quais o horizonte esférico da solucao Schwarzschild-AdS é trocado por um plano ou hiper-
boldide. No caso plano-simétrico, além da topologia planar usual do R?, é possivel identificar
pontos da superficie e gerar horizontes com topologias multiplamente conexas, como o cilin-
dro, o toro, a faixa de Mobius e a garrafa de Klein (BriLL, Louko E PELDAN, 1997). Também
podem ser realizadas transformagdes de Lorentz ‘proibidas’ no sentido de Stachel (1982), as
quais misturam o tempo com uma coordenada angular, produzindo novas geometrias que
representam um buraco negro em rotagao (LEMOS, 1995; LEMOS E ZANCHIN, 1996). A solugao

estatica com simetria plana é objeto de estudo nesta tese de doutorado.!

4.2 Propriedades do espago-tempo de fundo

Em relatividade geral, o conceito de simetria plana é definido de uma forma invariante
por meio da teoria dos grupos de transformagoes continuas. Dentro dessa teoria, um grupo de
Lie r-dimensional é denotado por G,., e as érbitas tipo-espaco (com dimensao d) de um grupo
de movimentos (isometrias) sdo denotadas por S;. Com essa notacao, um espago-tempo M é
dito ser plano-simétrico se ele admite um grupo 3 de movimentos atuando sobre 2-espacos
Sy com curvatura gaussiana nula (KRAMER et al, 1980).

Num universo com constante cosmoldgica negativa (Ac = —3/R?), as equagoes de
Einstein para o vicuo (T,y = 0) admitem uma tnica solugado com simetria plana (MIRANDA,

2003). A métrica desse espaco-tempo pode ser escrita como

2
_ r
ds* = —f(r, M)dt* + f(r, M)~ dr* + ﬁ(daf +d2?), (4.1)
onde a funcao horizonte é dada por
oy = = - 2 (4:2)
r =— - — .
’ R? r

e M é um parametro relacionado com a massa Arnowitt-Deser-Misner (1962) do sistema. Nas
coordenadas escolhidas, os trés vetores de Killing tipo-espago que caracterizam a simetria

plana da variedade sao dados por 0,, 0, e 0, — 20,.

!Na literatura, a solucdo plano-simétrica descrita acima recebe diferentes denominacdes: buracos negros
chatos anti-de Sitter (ou de Ricci), Schwarzschild-AdS com horizonte invariante por translagoes, etc. Quando
se atribui uma topologia especifica ao buraco negro, sao utilizadas expressoes alternativas como cordas negras,
planos negros (ou menbranas negras) e buracos negros tipo toro.
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O carater anti-de Sitter da solugao de buraco negro se manifesta no limite assintético
r — doo. Nessa regido, a troca da coordenada radial r por w = Rln|r/R| transforma (4.1)

na métrica padrao do espago-tempo AdS (CVETIC E GRIFFIES, 1992):
ds? = e®/B(—dt* + dp* + d2?) + duw?. (4.3)

Para valores finitos de r, o elemento de linha (4.1) apresenta singularidades em r = 0 e

r=ro=(2M Rz)l/ % No entanto, da expressao para o escalar de Kretschmann

2 p4
RABCDRABCD = % <1 + %) ; (44)
observa-se que r = ry é uma singularidade induzida pelo sistema de coordenadas, enquanto
r = 0 é uma singularidade intrinseca do espacgo-tempo. Esse tltimo resultado mostra que
a variedade ¢ naturalmente dividida em duas componentes desconexas e distintas: r > 0 e
r < 0. J& que uma inversao no sinal de r tem o mesmo efeito que uma inversao no sinal de M,
a solugao com r < 0 representa o campo gerado por um sistema de massa negativa. Esse caso
nao apresenta muito interesse fisico e, por isso, nao serd discutido neste trabalho. Por outro
lado, parar > 0e M > 0, a existéncia de uma pseudo-singularidade em r = ry demonstra que
o sistema de coordenadas {t,r, ¢, z} cobre (continuamente) apenas uma parte da variedade,
e a solucao precisa ser estendida para que se tenha um espaco-tempo ‘méximo’.?

Assim como ocorre com o espaco-tempo de Schwarzschild, é possivel estender analiti-
camente a solugao (4.1), para além da hipersuperficie r = ry, por meio da introducao de
um sistema de coordenadas de Kruskal-Szekeres {u, v, ¢, 2} (MiraANDA, 2003). Nessas coor-

denadas, o elemento de linha (4.1) transforma-se em

1 _ an,1 2r+rg 2
ds? = ——(r? +rro +12)%%e Vatan~t ( Varg )(dv2 — du?) + -
,

R2 (d(p2 +dz2)? (45)

onde r agora é uma fungao métrica definida implicitamente por

4R?
u? — vt = —(r—ro)(r* +rro + 18

- 53 v (52)

3ro /., (4.6)
Do elemento de linha (4.5) segue que curvas geodésicas radiais nulas s@o linhas retas

de 45 graus no plano u — v. Por causa dessa propriedade, o cone de luz radial no diagrama

2Um espaco-tempo ¢ dito ‘méximo’ se toda geodésica que se origina num ponto arbitrario da variedade
pode ser estendida a valores infinitos do parametro afim, em ambas as diregoes, ou entao termina sobre uma
singularidade intrinseca (D’INVERNO, 1992).
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Figura 4.1: O diagrama de Kruskal-Szekeres para a solugao de buraco negro com simetria plana e
constante cosmoldgica negativa.

de Kruskal-Szekeres (Figura 4.1) tem a mesma forma como no diagrama espago-temporal de
Minkowski. Em particular, curvas tipo-tempo e geodésicas nao-radiais nulas formam angulos
menores do que 45 graus com o eixo vertical v, ao passo que curvas tipo-espago formam angulos
maiores do que 45 graus com esse mesmo eixo. Isso implica que observadores na regiao I nao
podem se comunicar com observadores na regiao III. Além disso, qualquer particula que se
encontre na regiao IV deve ter sido criada na singularidade do passado, e qualquer particula
que cair na regiao Il estard condenada a ser destruida na singularidade do futuro. Nesse
sentido, a superficie r = rg é um horizonte de eventos, isto é, a fronteira de todos os eventos
acessiveis a um observador externo (nos quadrantes I ou I1I). Ainda dentro dessa interpretacao,
a regiao II é dita ser o interior de um buraco negro e a regiao IV um buraco branco.
Dependendo da topologia do horizonte de eventos, algumas vezes costuma-se dizer que
a métrica (4.1) representa o espaco-tempo de um buraco negro cilindrico (0 < ¢ < 27R,
—00 < 2 < +00), toroidal (0 < ¢,z < 27R) ou planar (—oo < ¢,z < +00).> Para o toro,
M estd relacionada simplesmente com a massa do sistema (HUANG E LiaNg, 1995); para o
cilindro, com a massa por unidade de comprimento da linha z (LEMos, 1995); e para o plano,

com a massa por unidade de drea do plano ¢ — z (CAI E ZHANG, 1996).

30utras opcoes multiplamente conexas, porém nao-orientdveis, sdo a faixa de Mobius e a garrafa de Klein
(BRILL, LOUKO E PELDAN, 1997).
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4.3 Perturbacoes métricas no formalismo de Chandrasekhar
4.3.1 Formulagao geral

Os estudos das perturbagoes gravitacionais de buracos negros envolvem duas aborda-
gens principais: uma formulagao em termos de variagoes da curvatura de Weyl, que tem como
exemplo cldssico o trabalho de Teukolsky (1972) na solucao de Kerr (1963), e uma anélise
direta via variagoes do tensor métrico. Quando se trabalha com flutuagdes na métrica, um
problema que surge é a escolha de um calibre apropriado. No caso de buracos negros (3+1)-
dimensionais, o procedimento padrao consiste em decompor as perturbacoes métricas em
harménicos tensoriais (planos ou esféricos) e escrever as equagoes de Einstein linearizadas no
calibre coordenado de Regge-Wheeler (1957).

Seguindo o trabalho original de Cardoso e Lemos (2001c) sobre as perturbagdes mé-
tricas de um buraco negro plano-simétrico, adota-se aqui uma formulacao alternativa, de-
senvolvida por Chandrasekhar (1983). Dentro dessa formulagao, considera-se uma geometria

‘suficientemente geral’
ds® = —e*dt* + e (dp + qodt + qodz + qsdr)? + e*2dz* + e*3dr?, (4.7)

de modo a acomodar qualquer tipo de perturbagao do espago-tempo de fundo. Como é facil
de se observar, a métrica (4.1) é um caso particular do elemento de linha acima, no qual os

coeficientes métricos assumem os valores
e = e = f, e = e =2 | R? e Go=q =q3=0. (4.8)

Sendo assim, no estado perturbado, as funcoes qg, ¢2 € g3 transformam-se em quantidades
infinitesimais de primeira ordem, e os coeficientes v, s, pus € ¥ experimentam as pequenas
alteragoes v, dpg, Oz € 0.

As variagoes métricas qg, ¢o € g3 e 0s incrementos em v, o, p3 e Y apresentam diferentes
caracteristicas; por exemplo, somente os ¢’s induzem rotacao no buraco negro. Além disso, o
primeiro grupo é impar sobre a troca de ¢ por —y, enquanto que o segundo grupo ¢é par. Por
causa dessa ultima propriedade, as funcoes qp, ¢» € 3 sao denominadas perturbacoes axiais
(ou fmpares), e as quantidades dv, duq, dug e 01, perturbagdes polares (ou pares).

As equacgoes para as flutuagoes métricas sao entao obtidas através de uma linearizacao
das equagoes de Einstein, apropriadas para o elemento de linha (4.7), sobre a métrica nao-

perturbada (4.1). As equacoes resultantes formam um sistema acoplado no qual as pertur-
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bacoes axiais e polares encontram-se misturadas. No entanto, devido a simetria plana do
espaco de fundo, é possivel restringir a analise aos modos de perturbacao independentes de
. Nesse caso, as equagoes de Einstein linearizadas dividem-se em dois grupos: o primeiro

grupo envolve somente as quantidades axiais,

Q232 — 7’2R_2€_2”Q03,0 =0,

(4.9)
Q32,3 + 2 (7’_1 + V,s) Q32 — € Qo2 = 0,
enquanto que o segundo grupo depende apenas das quantidades polares,
[03 + (’f’_l — 1/73)} (5’& + 5#2)70 — 27’_15,U370 = 0,
(6 + 0p3) 2.0 = 0,
(60 +0v) 05— (r" —vs)vo— (1 +v3) dusp, =0, ¢ (4.10)

[6_4V0080 - (’f’_l + 1/73) 03:| (5’¢ + 5,&2) — 27’_151/73

—r 2 R%e™? (64 + 0v) 29+ or1 (7’_1 + 21/73) ous =0,
Vs

onde a virgula denota derivada parcial, Qap = Gap — Gap com a,b = 0,2, 3 e foram realizadas
id ifi ~ _ 0,1 .2 .3 D f ~ T s
as identificages {t,p, z,7} = {z°, 2!, 2% 2°}. Dessa forma, as equagdes para as variagoes

métricas axiais e polares se desacoplam e podem ser tratadas de maneira independente.

4.3.2 Perturbacoes axiais

Dentro do formalismo de calibre de Chandrasekhar, as perturbagoes axiais sao caracter-
izadas pelas fungoes qo, g2 € g3. Em termos da quantidade Q(, z,7) = fr?Qss = fr?(qz2—q2.3),

as equacoes que governam a evolugao dessas perturbacgoes sao dadas por

R?0
ﬁa—g = —Qu30 = —(q03 — 930).0 (4.11)
e
0
rizﬁ—? = +Qo2,0 = +(q0.2 — ¢2,0) 0- (4.12)

Formando uma combinagao simples entre derivadas parciais de (4.11) e (4.12), é possivel

desacoplar esse sistema de equagoes e obter a seguinte equacao de onda para Q(t, z,r):

D (L00) 0 g .

T@r r2 Or B

CF oo 022

Ja que o espaco-tempo de fundo é estatico e invariante por translagoes na direcao z,
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—i(wt—kz 4
( ), onde w é

as perturbacoes métricas possuem uma dependéncia em t e z do tipo e
uma freqiiéncia, e £ é um numero de onda cujos valores podem variar de forma continua
ou discreta, dependendo se z é uma coordenada compacta ou nao-compacta. Separando a
varidvel Q(t,z,7) na forma Q(t,z,r) = rR™2Z) (r)e”*“=*2) ¢ introduzindo a coordenada

tartaruga r,, definida de tal modo que dr/dr, = f, descobre-se que Z7) satisfaz a equacao

unidimensional tipo Schrédinger (Carposo E LEmos, 2001c)

d2
(— + uﬂ) 79 =vozo, (4.14)

dr?
onde o potencial efetivo V) é dado por

i

r3

VO = L (rk*R? — 6M). (4.15)

Além disso, tendo em vista futuras aplicagoes, é conveniente introduzir aqui os operadores

/A\i e /A\z, definidos pelas expressoes

~ d . Ny~ A d?
O iy +iw e A*=AA_=A_A,= pE + w?. (4.16)
Nessa nova notacao, a equacao para Z) se reduz a
N2ZO =y z0, (4.17)

4.3.3 Perturbacoes polares

As perturbagoes polares sao caracterizadas pelas fungoes ov, dus, oz e 01. Novamente,
espera-se que essas quantidades tenham uma dependéncia exponencial em t e z. Supondo que
Su = ]V(,r)e—i(wt—kz)7 6:“/2 — T(T)e—i(wt—kz)7

| | (4.18)
5:“/3 — L(,r)e—z(wt—kz) e 5¢ — ‘/(,r)e—z(wt—kz)7

obtém-se um sistema de quatro equagoes lineares de primeira ordem para as fungoes radiais
N, T, L eV. Esse sistema pode ser reduzido a uma unica equacao diferencial de segunda
ordem, similar aquela para Z. De fato, mostra-se que, em virtude das equagoes (4.10), a

varidvel ‘mestre’

200) = (oY frions (FEEY g paag
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satisfaz a equacdo unidimensional tipo Schrodinger (CArRDOSO E LEMOS, 2001c¢)

d2
(ﬁ + uJ2) yAS - V(+)Z(+), (4‘20)
T*

onde o potencial efetivo V' é dado por

Ve I T2M3R? + r?k*Re(rk®> R* + 6 M) + 36 M?r(k*R* + 2r?) (4.21)
RE R?(rk?R*+ 6M)? '
A equagao (4.20) também pode ser escrita na forma alternativa
A2ZH) — ) g+ (4.22)

4.4 Interpretacao fisica das perturbacgoes

As funcoes ZM e Z) sao quantidades invariantes de calibre, no sentido que elas nao
mudam (no regime linear) sob a transformagao infinitesimal de coordenadas x™ — z™ + £,
onde &M é um vetor arbitrario de primeira ordem. Em geral, tais fungoes representam ondas
axiais e polares que se propagam sobre o espago-tempo de fundo e transportam energia do
buraco negro para o infinito. Entretanto, no caso particular das perturbacoes com niimero
de onda nulo (k = 0), existem graus de liberdade extras que podem mudar a interpretagao
fisica desses modos. Abaixo, discute-se a interpretacao fisica correta desses modos, analisando

separadamente os setores axial e polar das perturbacoes.?

4.4.1 Setor axial

Antes de analisar em detalhes as perturbacoes com niimero de onda nulo, é interessante
considerar o efeito de uma transformacao infinitesimal de coordenadas sobre as quantidades
qo, g2 e q3. Qualquer que seja a dependéncia coordenada das perturbacoes, as variagoes

métricas h,;y sao tais que

hig® = qor’R™> = &p — oy (4.23)
hr;:)ovo = q2T2R_2 - gz,ap - &p,z’ (424)
W = qer? R — & p — Epp + 27 ', (4.25)

enquanto que as demais componentes representam o setor polar das perturbagoes. Devido

40 material contido nesta secio foi publicado originalmente em MIRANDA E ZANCHIN (2007).
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ao desacoplamento dos dois tipos de perturbacao, considera-se aqui que as variagoes polares
sejam nulas. Para que isso permaneca valido, a tinica transformacao de calibre possivel en-
volve um vetor independente da coordenada ¢, com uma tinica componente diferente de zero:
£,(t, z,7). Darelacao (4.24), observa-se que a escolha de um vetor cuja componente satisfaga
a equagao qur’R™2—¢, . = 0 cancela o termo hi°, deixando apenas go e g3 como quantidades
nao-nulas.

Passando para o estudo do modo k = 0, considera-se uma nova transformacao de

calibre, cujo vetor deslocamento infinitesimal tem, como tnica componente nao-nula, uma

funcdo apenas de t e 7: £,(t,r). Nesse caso, as relagoes (4.23) e (4.25) se reduzem a

hyo = qor’R™% — &,y (4.26)
B = g R — r2(r %) . (4.27)

Escolhendo uma funcao &, (¢, ) que seja solugao da equagao gor?R™2 — &, = 0, o termo hioe

se anula, e as componentes (1¢) e (tp) das equagoes de Einstein transformam-se em®

02q3 =0 e 0r(r*0,q3) = 0. (4.28)

A primeira equacao pode ser diretamente integrada para dar gs(t,r) = f(r)t + g(r). Substi-
tuindo essa expressao na segunda das equagoes (4.28), encontra-se f(r) = —3JR?/r, onde J
¢ uma constante de integracao arbitraria. Pode-se agora eliminar h,, por meio de uma nova

transformacao de calibre, cujo vetor deslocamento tem

Es(t,r) = %t +r?R72 /g(r) dr (4.29)

como tnico elemento diferente de zero. Além de eliminar a componente (r¢) do tensor variagao
métrica, essa mudanca infinitesimal nas coordenadas afeta também a componente hy,, que
era originalmente nula. De fato, segue da relagao (4.26) que essa fungao métrica assume um
novo valor, dado por

J
h?;m = ot = T (4.30)

Reunindo os resultados anteriores, descobre-se que o modo de perturbagao axial k = 0

5Uma lista completa com as equacdes de Einstein linearizadas encontra-se em CHANDRASEKHAR E FRIED-
MAN (1972), CHANDRASEKHAR (1983) e MIRANDA (2003).



51

leva a uma geometria que pode ser escrita como

7“2

ds* = —f(r, M)dt* + f(r, M) dr* — Q%dapdt + 72

(dp® + dz?). (4.31)

Essa métrica representa um espaco-tempo estaciondario, sendo uma versao de rotacao lenta
da solugdo de buraco negro encontrada originalmente por Lemos (1995). O parametro J é
proporcional ao momento angular por unidade de comprimento da linha z para uma topologia
cilindrica, e ao momento angular total para uma topologia toroidal. No caso planar, nao
faz sentido falar num buraco negro em rotacao. Quando ¢ denota uma direcao infinita, é
possivel realizar um transformacao de coordenadas de Lorentz infinitesimal, globalmente bem
comportada na defini¢ao de Stachel (1982), a qual mistura as varidveis ¢ e t e reduz a métrica

(4.31) a forma original (4.1).

4.4.2 Setor polar

Diferentemente do que acontece com o setor axial, o modo de perturbagao polar k = 0
nao conduz, em geral, a um espaco-tempo estacionario. Frente a uma mudanca infinitesimal
das coordenadas, as variagoes métricas associadas a esse tipo de perturbacao transformam-se

em

R = —2e* v — 264 + 2v,eME,, (4.32)
hine = 2r?R™260 — 26, , — 2re™ R7%E,, (4.33)
hie® = 2P R™26pp — 26, . — 2re™ R3¢, (4.34)
hie = 2”2 6pug — 26,, — 2v,&r, (4.35)
hiy® = =& — o + 20,6, (4.36)
hl = =&z — Sats (4.37)
W = =& — &+ 20 E (4.38)

No caso de uma transformacao com um vetor deslocamento independente de ¢ e z, e
componentes &, = (§,0,0,&,), as perturbacoes axiais e as variagoes h;, e h,, permanecem
nulas, enquanto as demais componentes polares mudam de acordo com as relagoes (4.32)-
(4.36). E facil de observar agora que uma escolha conveniente de &-(t,r) anulard a combinagao
higwe + hize. Além disso, existe um conjunto de fungdes & (t,7) que satisfazem a equagao

Eer +&r1— 20,6 = 0 e cancelam a variagao métrica h}>°. Nesse novo calibre, a soma 1) + 0 io
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é nula, e as componentes (tr), (r7) e (pp) + (zz) das equagoes de Einstein reduzem-se a

1
Opsy =0, ov, — (; + 2V7r) Oz =0,

] (4.39)
(5,“/3,7" - 51/,7« + 2 <— + 21{,«) (5/113 =0.
T
Essas equagoes tém como solucao
ops = 6M R*/ (r® — 2M R?) e ov=~Iuz+Et), (4.40)

onde M é uma constante de integragao arbitraria e €(¢) é uma fungao que pode ser elimi-
nada mediante uma redefinicao da coordenada temporal. Substituindo esses resultados na

componente (o) das equagoes de campo, encontra-se uma equagao de onda para a fungao

50,
0? 02 2f MR2?
a2 TOV) = G (rov) = [ﬁ <1+ = )}(raw, (4.41)

Dessa forma, num calibre apropriado, o modo de perturbagao polar k& = 0 conduz a geometria
2
ds? = —f (r, M + 6 M) dt* + f (r, M + M) ™" dr* + % (e*dp® + e *Vdz") . (4.42)

Visto que em geral §¢) é uma func¢ao dependente do tempo, a métrica (4.42) representa
um buraco negro dinamico, com um geometria cilindricamente simétrica e com a funcao 6y
descrevendo a evolu¢do de pequenas ondulagdes sobre o espago-tempo de fundo (4.1). Es-
sas ondulagoes poderiam, em principio, ser observadas em algum lugar de um tal universo
por meio da utilizagdo de um detector de ondas gravitacionais. Observa-se também que a
equagao (4.41) admite solugbes especiais nas quais 09 nao depende do tempo, correspon-
dendo a espagos-tempos cilindricamente simétricos estéaticos. Além disso, a equagao (4.41)
admite a solugao trivial d¢) = 0, caso em que a métrica (4.42) representa um buraco negro
plano-simétrico, assim como o buraco negro nao-perturbado (4.1), porém com um desvio no
parametro de massa pela quantidade 6 M. A solucao 9y = 0 corresponde a perturbacgao polar

[ = 0 no caso de buracos negros esféricos (ZerirLi, 1970b).



5 PERTURBACOES DE CURVATURA E QNM
GRAVITACIONAIS

Este capitulo apresenta um estudo das perturbacoes gravitacionais de buracos negros
planos AdS com base no formalismo de variagoes de curvatura de Teukolsky (1972). Além de
tornar possivel uma analise geral das perturbagoes, levando em conta a dependéncia em ¢,
essa investigacao conduz a informacoes importantes, como os modos algebricamente especiais,
que sao solugoes exatas das equagoes de perturbacao. Discute-se também a estabilidade dessa
familia de buracos negros frente a flutuagoes do campo gravitacional, e apresentam-se os
resultados obtidos para as freqliéncias quase-normais com a utilizacao do método de Horowitz-
Hubeny (2000).! Segundo a correspondéncia AdS/CFT, a parte imaginaria da freqiiéncia QN
fundamental fornece a escala de tempo de termalizagdo na teoria de campos dual em (2+1)

dimensoes.

5.1 O espago-tempo de fundo no formalismo de Newman-Penrose

De acordo com a classificacao de Petrov, a métrica (4.1) é algebricamente especial
do tipo D. Torna-se entao conveniente definir as quantidades de Newman-Penrose (1962) em
termos da base de vetores nulos de Kinnersley (1969). Nesse caso, os dois vetores reais da

base sao escolhidos ao longo de geodésicas radiais nulas,

1

D =10y = 50+ £0,), (5.1)
A = ntd, = %(at — 18,), (5.2)

sendo estas as diregoes nulas (duplas) principais do tensor de Weyl. Para completar a tétrada,
téem-se o vetor
R
0 =m"0, = ——=(0, + 10, 5.3
o r \/5( ® ) ( )

e o seu complexo conjugado 6* = m**0,. Ambos os vetores, m" e m**, sao ortogonais a " e

n*, e satisfazem a condicao de normalizacao? mtm;, = 1. Em relacao a essa base, os unicos

1O estudo apresentado neste capitulo, com algumas pequenas modificacdes, encontra-se publicado em
MIRANDA E ZANCHIN (2006).

2As defini¢oes das quantidades de Newman-Penrose sdo aquelas introduzidas por Chandrasekhar (1983).
Apenas a normalizacdo da base estd invertida por conta da diferenca na assinatura da métrica.
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coeficientes de spin nao-nulos sao
p=1/r, p=f/2r v=—("+MR?*)/2r*R?, (5.4)
e os unicos escalares de Weyl e de Ricci nao-nulos sao

Uy = M/r?, A=—1/2R% (5.5)

5.2 Perturbacoes de curvatura na formulagao de Teukolsky

As equagodes para as perturbacoes gravitacionais sao aqui obtidas com a utilizacao do
formalismo de Teukolsky (1972). Esse formalismo tem como base o método dos coeficientes
de spin de Newman-Penrose (NP), o que permite uma investigagdo de propriedades gerais
de espacos-tempos Petrov tipo D, sem qualquer hipdtese simplificadora. Dentro dessa for-
mulagao, as mudancas nos coeficientes métricos estao diretamente relacionadas as mudancas
nos vetores nulos da tétrada. Além disso, as perturbacoes nos vetores [*, n* e m* conduzem
a alteracoes de primeira ordem nos escalares de Weyl e de Ricci, e também nos coeficientes
de spin. Para obter o sistema completo de equacgoes linearizadas, expandem-se as equacoes
NP sobre o espaco-tempo de fundo de um buraco negro plano e se mantém apenas os termos
de primeira ordem nas fungoes de perturbagao.

Em geral, as equacoes NP linearizadas formam um grande sistema de equagoes aco-
pladas, que sao muito dificeis de serem resolvidas. Entretanto, para espacos-tempos Petrov
tipo D sem fontes, o problema se reduz a resolver um par de equagoes desacopladas para os
invariantes de calibre e tétrada, ¥y e U, (TEUKOLSKY, 1973). No presente caso, essas equagoes

assumem as formas simples®

[(D+4p+ p*) (A + 4y — pu) — 60" + 3W,] ¥y =0, (5.6)

[(A =3y + " — 4 — p*)(D + p) — 676 + 3W,] W, = 0. (5.7)

As equacgoOes acima ja estao linearizadas, tendo em vista que os escalares de Weyl Uy e Wy
se anulam no estado de equilibrio e, portanto, devem ser considerados como perturbacgoes de
primeira ordem. As outras quantidades assumem os seus valores nao-perturbados, dados por
(5.1)-(5.5).

As simetrias do espago-tempo de fundo, junto com as equagoes de perturbagao (5.6)

30correm algumas inversoes de sinais em relagdo ao trabalho original de Teukolsky (1973), ja que ele
utilizou uma métrica de assinatura —2.
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e (5.7), indicam que os escalares ¥y e U, podem ser colocados na forma de um produto de
quatro funcgoes, cada uma dependente apenas de uma das coordenadas: t, r, ¢ ou z. Além
disso, devido ao cardter tipo onda das equacoes, a dependéncia dessas func¢oes nas coordenadas
t, ¢ e z é da forma exp[—i(wt —me — kz)], onde w é uma freqiiéncia, e m e k sdo componentes
de um vetor de onda que podem assumir valores discretos ou continuos, dependendo se ¢ e 2
sao coordenadas compactas ou nao-compactas, respectivamente. As fungoes radiais, por sua

vez, sa0 convenientemente escritas como
Wo(r) =r~ [V pa(r), Wy(r) = r~'Yoy(r), (5.8)

onde os subescritos +2 estao relacionados aos pesos de spin e pesos conformes dos escalares
de Weyl \I/() (§ \114.

As equagoes resultantes para Yy, assumem a forma padrao
A*Yiy + PALYiy — QY =0, (5.9)

sendo que, para isso, foram introduzidas as quantidades

d 4
P=g-ln (%) : Q= %(rq2R2 +6M), (5.10)

com ¢ = m? + k2.
A teoria de transformagao de Chandrasekhar (1983) pode agora ser usada para levar

as equacoes (5.9) em equagoes unidimensionais tipo Schrodinger,
N2Z®H = y® 75 (5.11)
Isso é realizado por meio das substituicoes

Yio = VEZ® 4 (WS — 2iw)A_Z®), (5.12)

Yoo = VO ZE 4 (WS + 2iw)A, 25, (5.13)

cujas transformagoes inversas assumem as formas

4 4
T T

QY — 5
I I
T4 7”4

7 Y.y — F(W(i) + 2iw)A_Y_,, (5.15)

K®Zz® = (WS — 2iw)A, Yo, (5.14)

K® 7 —
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onde

K® = ¢*R* + 12iwM. (5.16)
Nas equacoes anteriores, as funcoes potenciais V& sado dadas por

f [72M3R? + r2¢*RS(rq®?R? + 6 M) + 36 M>*r(¢*R* + 2r?)

Ve = 5.17
73 R2(rq*R? + 6 M )? ’ (5.17)
Ve = %(rquz —6M), (5.18)
enquanto as fun¢oes auxiliares W& sao, respectivamente,
3 2 4 2
W(+):_6M(2T +rq¢°R +2MR)’ W(’):—%. (5.19)
r2R2(rq?R*> + 6 M) r2

O significado dos sinais (+) vem do estudo das perturbagdes gravitacionais via variagoes
da métrica, conforme discutido por Cardoso e Lemos (2001c) e revisado no capitulo 4 desta
tese. Eles estao associados a propriedade de paridade dos coeficientes métricos sob a troca
w — —p (ou z — —z). A varidvel Z™ representa as perturbagoes polares (fungoes pares sob
mudanca de sinal da coordenada ¢ ou z), enquanto que Z~) representa as axiais ({Impares).

Num certo sentido, as equacoes de onda (5.11) generalizam aquelas encontradas origi-
nalmente por Cardoso e Lemos (2001c) e apresentadas nas equagoes (4.17) e (4.22) do capitulo
anterior. Aqui as perturbagoes dependem de ambas as coordenadas, ¢ e z, enquanto no tra-
balho citado acima a andlise esta restrita as variagoes métricas independentes de . Isso é
equivalente a anular o nimero de onda m, resultando em ¢*> = k2. Entretando, a simetria
plana do espago-tempo de fundo torna possivel encontrar novas coordenadas (¢, 2’), de tal
forma que um dos ntimeros de onda, m’ ou &/, é zero. Ou seja, sempre é possivel encontrar
um sistema de coordenadas no qual as perturbagoes dependem apenas de duas coordenadas
espaciais (r e g our e z).

Outro resultado obtido da anélise acima estda vinculado a constante de Starobinsky
(1973), |€]? = KPK, onde K® sdo dados por (5.16). As solugoes de |€]? = 0 sao

freqiiéncias algebricamente especiais na definicdo de Chandrasekhar (1984). Conforme serd

mostrado na Secao 5.5, uma dessas freqiiéncias, dada por w = —iw, com
4R4 4R6
Wq = q = q—3, (520)
12M ~ 6r

aparece nos resultados numéricos em conexao com os QNM puramente amortecidos. As pro-

priedades das perturbagoes axiais, relacionadas a esses modos algebricamente especiais, sao
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discutidas em detalhes na Segao 5.7.

5.3 Propriedades analiticas dos QNM

Para resolver as equagoes de onda (5.11), é necessario impor condi¢oes de contorno so-
bre as possiveis solugoes. Inicialmente, no entanto, considere o espaco-tempo assintoticamente
chato de Schwarzschild, discutido no capitulo 2 desta tese. As perturbacoes gravitacionais
conduzem a equacgoes tipo Schrodinger cujos potenciais efetivos sao nulos no horizonte de
eventos e no infinito. Conseqiientemente, proximo a essas extremidades, a solugao geral é

Fiwrs

dada por uma combinag¢ao de ondas planas, Z — e , onde a coordenada r, vai de —oo a

+00. Os QNM sao entao definidos como solugoes que se comportam como ondas puramente

T s

entrantes no horizonte, Z — e " e ondas puramente saidoras no infinito, 7 — et®r,
Essas exigéncias sao satisfeitas apenas por um conjunto discreto de valores complexos de w,
as freqiiéncias quase-normais do buraco negro.

Em espagos-tempos assintoticamente AdS, mantém-se a exigéncia de ondas puramente
entrantes no horizonte. Contudo, ja que agora a coordenada tartaruga r, assume um valor
finito conforme r — 400, a condi¢ao de contorno no infinito espacial precisa ser modificada.
Essa condigao de contorno pode ser de Dirichlet, Neumann ou Robin, dependendo se o campo,
a sua derivada ou uma combinacao de ambos se anule, respectivamente. Aqui, como em boa
parte da literatura, adotam-se condi¢oes de contorno de Dirichlet, ja que estas conduzem a
conservacao de energia na teoria de campos escalares sobre o espaco AdS puro.* Para condi-
¢oes de contorno alternativas, ver o trabalho de Moss e Norman (2002) e também a discussao
apresentada no capitulo 6 desta tese.

Tendo definido os QNM, mostra-se abaixo que a parte imagindria das freqiiéncias QN
assume valores negativos para potenciais estritamente positivos no exterior do buraco negro.

A demonstracao segue aquela realizada no caso Schwarzschild-AdS por Horowitz e Hubeny

(2000). Inicialmente, troca-se a variavel Z por ¢ = e 7 de modo que a equagao (5.11) se
d?¢ df dp 'V
—_— — 2w | ———=¢0=0 5.21
fdr2 - <dr zw) dr f ’ (5:21)

onde Z, ¢ e V denotam ambos os tipos de perturbacao, as polares (Z, ¢ V) e as

axiais (20O, ¢, V).

transforma em

Nas proximidades do horizonte e do infinito espacial, as solucoes ¢ que satisfazem as

4Avis, ISHAM E STOREY (1978), BURGESS E LUTKEN (1985) e COTAESCU (1999).
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condicoes de contorno dos QNM sao dadas, respectivamente, por

(CIR2/3TO)—M«)R2/37‘0
['[1 — (2iwR?/3rg)]

bro = A (5.22)

) R2
Goo = Be ™ /" gin <7 Vw?— 02) : (5.23)

onde A e B sao constantes arbitrarias, e Cy = V (rg)/f(r9) e Cy = V(00) sao constantes cujos
valores dependem do tipo de perturbacao.
Multiplica-se agora a equacao (5.21) por ¢* e integra-se por partes utilizando as

solugoes assintoticas (5.22) e (5.23). Apds alguma dlgebra, obtém-se

J bl

J& que f(r) assume apenas valores positivos na regiao exterior ao buraco negro, o sinal da

LVl wPlero)
+7|¢|]d7‘— i) (5.24)

quantidade entre colchetes, no lado esquerdo da equagao (5.24), depende essencialmente do
sinal de V/(r). Para um potencial nao-negativo, segue que a parte imaginaria das freqiiéncias
QN é negativa, Im(w) < 0. Além disso, observa-se da equacao (5.17) que V™ é positivo na
regiao ro < r < oo para qualquer g e rg, e dai se conclui que os buracos negros plano-simétricos
AdS sao estaveis frente a perturbacoes polares. O mesmo acontece com as perturbagoes
axiais tao logo os ntimeros de onda estejam restritos & ¢R? > v/3ry. Por outro lado, para
qR? < \/3ro, o potencial V) assume valores negativos e o teorema nao pode ser aplicado.
Outra caracteristica importante das perturbagoes de buracos negros planos vem da
propriedade de simetria desses espacos-tempos. Essa simetria permite uma mudanca na escala
de w, g e 1y por meio de uma simples transformacao de coordenadas: t = at’, x = ax’, y = ay’
er =1'/a, onde a é uma constante (HorowiTz E HUBENY, 2000). Isso indica que a freqiiéncia
é uma fungdo homogénea de primeiro grau dos parametros q e ro, w(agq, arg) = aw(q,ry). Em

particular, pode-se fazer a = R/rg, de tal forma que

w(g, o) = (%0) W (ﬁ, R) . (5.25)

Entao, apds calcular freqiiencias QN para um dado ry, por exemplo, para ry = R, e para
diferentes valores de ¢, pode-se estimar w(q, rg) por meio da equacao anterior. Além disso, os
valores de w para um determinado buraco negro sao naturalmente divididos em trés regimes:
vetores de onda grandes (¢R > 19/R), de tamanho intermediario (¢R ~ 79/R) e pequenos
(qR < ro/R). No limite de grandes (pequenos) vetores de onda, r9/R (¢R) é desprezivel e se
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espera que w X ¢R (w x 19/ R).

Alternativamente, pode-se fixar o nimero de onda ¢ e variar o raio do horizonte, o que
leva a uma divisao baseada no tamanho do buraco negro: grandes, intermediarios e pequenos
em comparacao com o valor de ¢R%. Essa denominacao ¢ particularmente interessante para
buracos negros Schwarzschild-AdS, pois nesse caso costuma-se trabalhar com os primeiros
multipolos radiativos, [ = 1 para o campo eletromagnético e [ = 2 para o campo gravitacional,
fazendo-se variar o raio do horizonte de eventos.

Em consonancia com a AdS/CFT, também costuma-se introduzir uma freqiiéncia e

um vetor de onda normalizados pela temperatura Hawking do buraco negro,

3 To
T=——. 5.26
4t R? (5.26)
Essa quantidade é identificada com a temperatura da teoria de campos holografica, definida

na fronteira (2+1)-dimensional do espago-tempo anti-de Sitter. A nova freqiiéncia e o novo

niumero de onda sao definidos por

3w 3q

Agora que ja foram apresentadas algumas das propriedades analiticas dos QNM, se
estd em condigoes de resolver as equagoes de perturbagao (5.11) e encontrar os valores das
freqiiéncias QN. Em geral, essa tarefa sé pode ser realizada por meio de procedimentos
numéricos. Por isso, revisa-se a seguir o método que sera utilizado no calculo dos modos

de vibragao dos buracos negros plano-simétricos.

5.4 O método de Horowitz-Hubeny

Nas ultimas décadas, foi desenvolvida uma série de procedimentos numéricos para o
calculo dos QNM de buracos negros. Entre esses procedimentos, destaca-se aqui o método
de Horowitz-Hubeny (2000), j& que ele é um dos mais adequados para espagos-tempos as-
sintoticamente AdS. Tendo em vista futuras aplicagoes, reescreve-se abaixo as equacoes de
perturbacao numa forma mais apropriada.

Utilizando a freqtiéncia normalizada tv e o vetor de onda normalizado ¢, e trocando a
varidvel independente r por u = ro/r, a equagao (5.21) transforma-se em

d*¢ do

(u® — Do+ (3u? — 2it0) —- + V(u)g =0, (5.28)
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onde o potencial efetivo modificado V (u) é dado por

_9u® 4+ 3q%u + q° + 99%u” + 18
(92 + 3u)’

V) (u) (5.29)

para perturbagoes polares e
VO(u) = g* — 3u (5.30)

para perturbacoes axiais.

A equag@o (5.28) possui um ponto singular regular (u = 1) na regiao de interesse,
0 < u < 1. Entao, pelo teorema de Fuchs, qualquer solucao de (5.28) pode ser escrita como
uma série de Frobenius generalizada (BuTkov, 1968). Para explorar o comportamento das
solugbes proximo ao horizonte, supoe-se que ¢(u) = (u — 1)®, onde a é uma constante a ser
determinada. Substituindo essa expressao na equagao (5.28) e mantendo termos apenas até a
ordem dominante, segue que a(3a — 2itw) = 0. As raizes dessa equagao, @ = 0 e a = 2i0/3,
estao associadas, respectivamente, as ondas planas que entram e que saem do horizonte de
eventos (HorowITz E HUBENY, 2000). J4 que se deseja apenas modos ‘entrantes’ (ingoing),

assume-se o = () e procura-se por solugoes da forma
Su) = am(l—u)™. (5.31)
m=0

Substituindo (5.31) em (5.28), encontram-se expressdes para o0s a,,’s em termos da
freqiiéncia v e do nimero de onda q. Entao, impondo a condigao de contorno de Dirichlet na

fronteira do espago-tempo anti-de Sitter, obtém-se
$(0) =) an(r.q) =0. (5.32)
m=0

Sendo assim, o problema de encontrar freqiiencias QN se reduz aquele de obter as raizes
da equagao (5.32). Claro que, numericamente, nao é possivel realizar a soma completa na
expressao (5.32). Na pratica, o que se faz é truncar a série apés um grande nimero de termos
e procurar pelos zeros dessa soma parcial. A precisao dos resultados é entao verificada com
o calculo da variacao relativa entre os zeros de somas parciais consecutivas. Interrompe-
se a busca uma vez que se tenha uma precisao de 6 digitos decimais. Para cada valor de
q, encontra-se um conjunto infinito de freqiiéncias QN (fora da infinidade de freqiiéncias
possiveis). Essas freqiiéncias sdo usualmente rotuladas pelo nimero quantico principal n e

ordenadas num conjunto que comega pelas raizes com as menores partes imagindrias (em
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Axial Polar
q R oy g oy
0,002 1,84942 2,66384 1,84945 2,66385
0,004 1,84942 2,66384 1,84945 2,66384
0,02 1,84948 2,66384 1,84963 2,66351
0,04 1,84964 2,66378 1,85027 2,66248
0,2 1,85492 2,66228 1,86960 2,62961
0,4 1,87098 2,65760 1,92488 2,52658

Tabela 5.1: Freqiiéncias dos modos quase-normais fundamentais no regime de grandes buracos negros
(ro/R > qR) ou altas temperaturas (T > q).

modulo).

5.5 Resultados numéricos e andlise

Utilizou-se o procedimento de Horowitz-Hubeny, descrito acima, para o cédlculo dos
QNM gravitacionais de buracos negros plano-simétricos AdS. Os principais resultados sao
apresentados nesta secao. Assim como ocorre com outros buracos negros AdS, surge aqui
uma familia de modos axiais puramente amortecidos, cujas freqiiéncias sao ntmeros ima-
ginarios puros. Os demais modos, no entanto, sao todos regulares, isto é, com freqiiéncias
caracterizadas por uma parte real nao-nula, responsavel pelo comportamento oscilatorio das
perturbagoes.

Conforme mencionado no final da se¢ao 5.3, a analise numérica naturalmente se divide
em trés diferentes regimes, determinados pelo valor de q. Costuma-se dizer que se tém (i)
grandes buracos negros (ou altas temperaturas) quando q < 1; (ii) buracos negros de tamanho
intermedidrio (ou temperaturas intermedidrias) se g ~ 1 ; e (iii) pequenos buracos negros (ou
baixas temperaturas) quando q > 1.

E importante também mencionar, neste ponto, que uma parte da analise numérica
dos QNM gravitacionais foi realizada por Cardoso e Lemos (2001c). Entretanto, aquele es-
tudo ficou restrito principalmente ao regime de grandes buracos negros (pequenos vetores de
onda), sem ampliagdo para outros intervalos de q. No que segue, realiza-se uma andlise mais
detalhada, incluindo os regimes de buracos negros pequenos e de tamanho intermediario, de

modo a obter relagoes de dispersao to(q) completas.

5.5.1 Modos quase-normais comuns

Inicialmente discute-se o caso dos QNM regulares (comuns), cujas freqiiéncias possuem

partes reais e imaginarias nao-nulas, to = twr — tv;. Sao listados os resultados numéricos
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Axial Polar
q R oy p o7
1 1,96444 2.62349 2.03016 1,02213
1,25 2,00766 2,59662 2,01082 1,74220
1,67 2,03888 2,49909 2,10507 1,60223
2 2,04735 2,21550 2,30526 1,55218
2,5 2,56487 1,76938 2,72952 1,49964
5 5,24650 1,30006 5,25618 1,27974

Tabela 5.2: Freqiiéncias dos modos quase-normais fundamentais no regime de buracos negros de
tamanho intermediario (rq/R ~ ¢R) ou temperaturas intermediarias (7' ~ q).

Axial Polar

q R oy p o7

20 20,2727 0,916071 20,2727 0,915965
24 24,2668 0,880433 24,2668 0,880379
28 28,2613 0,851793 28,2613 0,851763
32 32,2562 0,827964 32,2562 0,827946
36 36,2516 0,807820 36,2516 0,807810
40 40,2472 0,790246 40,2472 0,790236

Tabela 5.3: Freqiiéncias dos modos quase-normais fundamentais no regime de pequenos buracos
negros (rg/R < qR) ou baixas temperaturas (T’ < q).

das freqiiéncias dos modos fundamentais para alguns valores de q. As quantidades calculadas
incluem ambos os tipos de perturbacgao, axial e polar, e os trés regimes definidos anterior-
mente. Os resultados para buracos negros grandes, de tamanho intermediario e pequenos sao
mostrados nas tabelas 5.1, 5.2 e 5.3, respectivamente.

A primeira caracteristica a ser observada é que, diferentemente dos espacgos-tempos
assintoticamente chatos, as perturbacoes axiais e polares nao possuem o mesmo espectro. De
fato, a isoespectralidade é recuperada apenas nos limites de grandes e pequenos vetores de
onda. Para outros exemplos em que isso ocorre, ver CARDOSO E LEMOS (2001b) e BERTI E
KOKKOTAS (2003).

Para grandes buracos negros (q pequeno), os resultados apresentados aqui estao em
perfeita concordancia com aqueles encontrados por Cardoso e Lemos (2001c). Tanto para
perturbagoes axiais quanto polares, as partes reais e imaginarias das freqiiéncias fundamentais
sao dadas aproximadamente por

To

.
mo© wr =11,16T = 2,66 — (5.33)

wrp="T,75T = 1,85 =

Essas expressoes reproduzem aquelas obtidas para grandes buracos negros Schwarzschild-AdS

(CarpOso E LEMOs, 2001b), o que ji era esperado, pois um sistema esférico aproxima-se de
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Figura 5.1: As freqiiéncias dos modos axiais fundamentais o = (3wg/47T) — i(3w; /47T) em fungao
do nimero de onda normalizado q = 3¢/4nT. Os pontos representam resultados numéricos e as
linhas continuas, curvas de ajuste. A parte real da freqiiéncia tende a linha tracejada wr = ¢ no
limite de 3¢q/4nT grande, enquanto a parte imagindria vai a zero nesse mesmo limite. Nas inser¢oes,
mostra-se o comportamento da freqiiéncia no regime de buracos negros pequenos e de tamanho
intermediario.
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Figura 5.2: Graficos com os resultados numéricos para as freqiiéncias polares fundamentais.

um plano conforme o raio vai a infinito.

Para buracos negros pequenos (q < 1) e de tamanho intermedidrio (q ~ 1), as
freqiiéncias QN nao-normalizadas deixam de ser proporcionais ao raio do horizonte (ou & tem-
peratura). Isso pode ser facilmente observado nas figuras 5.1 e 5.2, onde sao apresentadas as
freqiiéncias fundamentais normalizadas to = 3w /47T para diferentes valores de q = 3¢/4nT.
A maneira exata na qual v altera o seu comportamento inicial, aproximadamente constante,
depende da paridade da perturbagao. Dentro de uma certa precisao, as freqiiéncias funda-

mentais comecam a se desviar da linha

w=(7,75—1i11,16)T = (1,85—2'2,66)% (5.34)

em torno de g = 2 para as oscilagdes axiais e de ¢ = 2/5 para as oscilagoes polares. Conforme a

razdo q/T vai a infinito, tém-se wg — ¢ e w; — 0, independentemente do tipo de perturbacao.
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q o, q°/3 q 1o, q o, q'/6

0,02 0,000133342 0,000133333 1 0,366519 2.5 6,51103 6,51042
0,04 0,000533409  0,000533333 1,25 0,611520 4 42,6667 42,6667
0,2 0,0133786 0,0133333 1,7 143533 5 104,167 104,167
025  0,0209443 0,0208333 1,8  1,72508 8 682,667 682,667
0,4 0,0540722 0,0533333 1,9 214757 10  1666,67 1666,66
0,5 0,0851610 0,0833333 2,0 264636 20  26666,7 26666,7

Tabela 5.4: As freqiiéncias QN puramente imagindrias para alguns valores selecionados de q. A
formula ¢2/3 é um ajuste valido para grandes buracos negros, enquanto que q*/6 é o médulo da
freqiiéncia algebricamente especial o = —ito,.

De fato, no limite de pequenos buracos negros, a dependéncia de w em ¢ pode ser prevista

com base na propriedade de homogeneidade da freqiiéncia:

1 To/R

w(g,m0) = qR*w (ﬁ’ q—R) ~ R*w (1/R?0) ¢ = const. x q. (5.35)

O que os resultados numéricos mostram é que, pelo menos para os modos fundamentais, a
constante de proporcionalidade é igual a unidade. A relacao desse resultado com os modos

gravitacionais AdS puros é investigada no apéndice A.

5.5.2 Modos puramente amortecidos

Uma das caracteristicas das perturbagoes axiais de buracos negros AdS é a presenca
de modos especiais, puramente amortecidos. Para cada valor de ¢, encontra-se uma unica
freqiéncia quase-normal com parte real nula. Os valores dessas freqiiéncias, separadas na
forma o = —itug, estao listados na Tabela 5.4 para alguns valores selecionados de q.

Para grandes buracos negros (q pequeno), os resultados numéricos concordam, nova-
mente, com aqueles obtidos por Cardoso e Lemos (2001c). Dentro de uma certa precisao, as
freqiéncias dos modos quase-normais puramente amortecidos sao bem descritas pela formula
ws = ¢*R?/3ry. Um resultado semelhante foi obtido por Cardoso, Konoplya e Lemos (2003)
para espagos-tempos Schwarzschild-AdS. Eles encontraram w, = (I — 1)(I + 2)R?/3r, onde [
¢ o momento angular da perturbacao. Em principio, essas duas férmulas representam apenas
bons ajustes aos dados numéricos. No entanto, com base numa expansao de tv, em série de
poténcias de q, é possivel deduzir analiticamente a expressao para a freqiiéncia QN imaginéria
no limite em que 79/ R > qR. Esse seré o assunto tratado na préxima segao.’

Para buracos negros de tamanho intermediario (q ~ 1) e fixo (rq = const.), a freqiiéncia

5Nesta tese, apresenta-se uma deducdo analitica para o ajuste de w, apenas para buracos negros plano-
simétricos. Para demonstragoes no caso Scharzschild-AdS, ver MIRANDA E ZANCHIN (2006), S10PSIS (2007)
e FRIESS et al (2007).
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Figura 5.3: A freqiiéncia wgs = 3ws/47T em funcao do vetor de onda q = 3q/47T (os pontos
representam resultados numéricos). A linha pontilhada é w, = q?/3 e a linha tracejada é a freqiiéncia
algebricamente especial , = ¢q*/6. No ponto P = (\/3, 3/2), a freqiiéncia algebricamente especial
cruza a frequéncia QN puramente amortecida.

ws cresce mais rapido do que ¢?R?/3ry conforme o niimero de onda cresce (ver Figura 5.3).
Outra caracteristica especial desse regime esta relacionada ao comportamento do potencial
modificado VO (u) = ¢2—3u em funcio da variavel u = ro/r. Conforme o valor de q aumenta,
o ponto q = /3 representa a fronteira a partir da qual o potencial se transforma numa funcao
nao-negativa na regiao 0 < v < 1. Em outras palavras, V(*)(u) > 0 em todos os pontos no
exterior de um buraco negro perturbado por um modo axial com q > v/3. No célculo numérico,
o nimero de onda q = v/3 também apresenta um comportamento singular. O programa de
busca de raizes, baseado no método de Horowitz-Hubeny (2000), falha na procura por uma
freqiiéncia QN puramente imaginéria para g = v/3. O problema ocorre justamente quando q se
aproxima do ponto em que v, interceptaria a freqiiéncia algebricamente especial w, = q*/6.
Isso ¢ indicado pelo ponto P na Figura 5.3, onde sao apresentados os valores de tou, para
diferentes niimeros de onda q. Os dados numéricos mostram que o, > 1, para todo q < v/3
e, < v, para todo q > V3.

Para pequenos buracos negros (q grande), os valores da freqiiéncia to, dos modos
puramente amortecidos aproximam-se da freqiiéncia algebricamente especial tv,. De fato, a
diferenca fracional entre essas freqiiéncias é menor do que 107% para q = 4 e decresce conforme
q — oo. Essa conclusao tem novamente uma contrapartida no caso esférico, conforme pode
ser observado dos resultados numéricos encontrados em CARDOSO, KONOPLYA E LEMOs (2003).
Mais detalhes sobre a freqiiéncia algebricamente especial e sobre o seu cardter (nao) quase-

normal sao apresentados na Secao 5.7.
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5.6 O limite de grandes buracos negros dos QNNM puramente amortecidos

Embora procedimentos numéricos sejam, em geral, necessarios para o calculo de fre-
quencias QN é possivel estudar analiticamente certos regimes do espectro quase-normal. Um
exemplo é o limite de grandes buracos negros das perturbacgoes gravitacionais axiais. Mostra-
se abaixo, em detalhes, o procedimento usado para encontrar uma expressao assintotica para
as freqiiéncias dos modos puramente amortecidos.

O ponto de partida é o método de Horowitz-Hubeny (2000), descrito na Secao 5.4.
Utilizando esse método, descobre-se que as freqiiéncias QN axiais sao dadas pelas raizes da

equacao

> am(r,q) =0. (5.36)

Conseqiientemente, é necessario obter uma expressao analitica para a soma dessa série, a fim
de que se possa encontrar valores exatos para a freqiiéncia. Tal tarefa é muito dificil de ser
realizada para um valor de g genérico, mas ela torna-se factivel no limite de grandes buracos
negros (q < 1) dos modos puramente amortecidos.

Os coeficientes a,, (1o, q), que aparecem na expressao (5.36), representam os coeficientes
de Fro-benius da solugao em série de poténcias da equagao (5.28), porém escrita para per-
turbagoes axiais. Eles sao dados em termos da freqiiéncia e nimero de onda normalizados

pela relacao de recorréncia

3(m? —m —1) + ¢* m?—2m — 3
m = m—1 — . m—2 5.37
¢ m(3m — 2iw) b mBm — 2zm)a ? (5:37)
onde a; = —[(3 — g?)/(3 — 2itv)]ag e a equagao acima vale para todo m > 2.

No regime de grandes buracos negros (¢R < ro/R), o nimero de onda ¢ torna-se
desprezivel e a freqiiéncia w tende a uma constante. Supde-se entdo que to(q) possua uma
expansao em séries de Taylor em torno de q = 0, que seja valida sobre o intervalo 0 < q <
X, para algum Z (Burkov, 1968). Tal expansao pode ser convenientemente escrita como
2ir0 = Y "*_ b, q", onde b, sdo constantes a serem determinadas. Entretanto, nem todos
os elementos b, sao independentes, ja que uma parte deles pode ser eliminada com base na
propriedade de paridade da fungao w(q). Independentemente do resultado da soma no lado
esquerdo de (5.36), o formato da relagao de recorréncia (5.37) assegura que to é uma fungao de
2. Isso quer dizer que to nao muda de sinal frente & transformacao q — —q, sendo uma funcao

par de q. Na série que representa 2ito, apenas as poténcias pares em q devem sobreviver,® e

6A tinica possibilidade de se ter poténcias fmpares em ¢ é no caso em que r(0) = 0 e o primeiro termo
nao-nulo na expansao é puramente real. Essa possibilidade serd ignorada num primeiro momento. Para mais
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dai segue que by, 1 = 0 para todo m > 0. Esse resultado permite que se escreva

oo
2im = e 27, (5.38)
m=0

onde 2 = g? e ¢, sdo constantes a serem determinadas.
A representacao em série de 2ito abre a possibilidade de se expandir em séries de Taylor
os termos a,, sobre 2 = 0. Antes de fazer isso, no entanto, observa-se que o valor de ag é
arbitrario, j4 que todos os termos na série (5.36) sdo proporcionais a esse elemento, e a soma
completa é igualada a zero. Por uma questao de simplicidade, escolhe-se aqui ag = 1. Na
seqiiéncia, substitui-se (5.38) na expressao (3m — 2ito)~! e se expande essa quantidade sobre
2 = 0. Quando essa expansao é substituida de volta na relagao de recorréncia (5.37), obtém-
se um conjunto de séries de Taylor para os elementos a,, (uma série para cada m). Essas

séries podem ser representadas por
am =Y, 2, (5.39)
5=0

onde os elementos 7/, sao fungoes de co, ci, ..., ¢;. Substituindo as expansoes anteriores na

equagao (5.36) e colecionando termos de mesma poténcia em 2, encontra-se
[1+n0(co) + m9(co) + -..] + [mi(co, 1) + mi(co, c1) +...] 2+ ... = 0. (5.40)

O lado esquerdo da equacao (5.40) é uma série de poténcias na varidvel 2. Para que
a equacao completa seja satisfeita, todos os termos entre colchetes devem ser nulos. Dessa
forma, o coeficiente de ordem zero fornece uma equacao para cg, o coeficiente de primeira
ordem, com o valor de ¢q calculado anteriormente, fornece uma equagao para c;, e assim por

diante. Para os calculos que conduzem a cg, os primeiros termos relevantes sao dados por

3 0_ 300
2 2(3 — C())(G - CO) . (541)

0—_
nm = 3— ¢

Além disso, observa-se em (5.37) que m = 3 é um dos zeros da quantidade (m? — 2m — 3),
de modo que o termo ag difere de as apenas por um fator multiplicativo. Isso implica, em

particular, que o elemento 73 estd relacionado a 19 por

5
7. (5.42)

0 _
N3 9— ¢

detalhes, ver a discussao sobre o modo de onda sonora no capitulo 6.
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Junto com a férmula (5.37), essa relagdo mostra que todos os elementos subseqiientes também
sao proporcionais a 79. De modo mais especifico, o m-ésimo coeficiente (para m > 2) pode

ser escrito como

M, = Y (C0) 713, (5.43)

onde 7v,,(¢o) é dado pela férmula de recorréncia:

o) = o B —m— Do) — (0 — 2m — Bpma(cd)] s (5.44)

3m — ¢p)

com 7 (co) = 1 & 5(co) = 5/9.
Levando em conta os tltimos resultados, descobre-se entao que o termo independente

de £ na equacao (5.40) d4 origem a seguinte equacao para cy:

1 3 =
B o) * 2(3 — ¢o) (6 — co) Z:Jm(c‘)) =0 (545)

Claramente, a equagao acima possui a solugao especial ¢g = 0, além das raizes que
surgem como zeros do termo entre colchetes. A existéncia dessa solugao especial explica
porque os QNM puramente amortecidos nao se escalam com o tamanho do horizonte, como
acontece com os modos regulares, no limite de grandes buracos negros. De fato, os cédlculos
numéricos mostraram que os modos puramente amortecidos sao os inicos dos QNM que, em
primeira aproximacao, nao sao proporcionais a ry. Esse fato sugere que ele deve estar associado
a raiz ¢g = 0. Segue entdo de (5.38) que, para grandes raios do horizonte, a freqiiéncia v
correspondente vai com ¢? (w ~ ¢>R?/ry). Por outro lado, os resultados numéricos também
indicam que os QNM axiais comuns sdo proporcionais a ro (em primeira aproximacao). Disso
se conclui que as raizes restantes, obtidas dos zeros do termo entre colchetes na equacao
(5.45), correspondem aos valores assintoticos da fungao 2ito para os QNM regulares.

Para obter o limite de q pequeno das freqiiéncias QN puramente imaginarias, tém-se
entdo que assumir ¢y = 0 e calcular o préximo elemento, c;. Nesse caso, os coeficientes n{ e
ns se reduzem a

_1—01

1 1_ 4
= 3 € o = 12’ (5-46)

enquanto os demais elementos 7}, (para m > 3) assumem a forma ), = ~,,(0)n3. Substituindo

esses resultados no termo de primeira ordem em 2 da equacao (5.40), obtém-se uma equagao
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algébrica que ao ser resolvida para c¢; produz

== 4
&1 4‘|”Y’ (5 7)

onde acima foi introduzida a quantidade

Y= Yml0). (5.48)

O problema agora ¢é somar a série que leva a v. Em geral, essa tarefa é extremamente
dificil, mas no presente caso foi possivel somar a série (5.48) (ver Apéndice B) e obter o re-
sultado exato v = 2. Dessa forma, tem-se ¢; = 2/3 e a férmula assintética das freqiiéncias

QN puramentes imagindrias segue diretamente de (5.38):
. ()
o = —i, = — o0, (5.49)
ou, colocando em termos do raio do horizonte e da temperatura, encontra-se
w=—i—q = ——=q". (5.50)

Essa expressao representa um resultado exato, valido no limite assintotico de grandes buracos
negros (ou altas temperaturas) em comparagao com ¢. A férmula (5.50) concorda perfeita-

mente com os ajustes encontrados por meio dos célculos numéricos.”

5.7 Modos algebricamente especiais

Os resultados numéricos para as freqiiéncias QN revelaram uma relacao proxima en-
tre os modos algebricamente especiais e os QNM puramente amortecidos. Para ry fixo, a
frequiéncia w, aproxima-se dos valores da freqiiéncia w, conforme o ntimero de onda ¢ tende a
infinito. Existe também um ponto de encontro P entre essas duas freqiiéncias para uma com-
binagao particular de parametros tal que v(*)(u = 1) = 0, conforme mostrado na Figura 5.3.
Além disso, a relagao entre os QNM puramente amortecidos e as freqiéncias algebricamente
especiais nao se restringe aos buracos negros com simetria plana, mas ela também aparece nas

perturbacoes axiais do espaco-tempo Schwarzschild-AdS. Todos esses fatos demonstram a im-

TApés ter deduzido a férmula (5.50) e ter publicado essa demonstragao em MIRANDA E ZANCHIN (2006),
tomou-se conhecimento de um trabalho anterior (HERZOG, 2002) que j4 havia obtido esse mesmo resultado
por meio de um procedimento diferente. Para mais detalhes, ver secao 6.5.
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portancia de uma analise do cardater QN dos modos de perturbacao algebricamente especiais,

cuja freqiiéncia negativa é dada por

q4
= —iw, = _iE' (5.51)

Para verificar se os modos algebricamente especiais satisfazem as condi¢oes de contorno
que definem um QNM, é necessério obter a solugao ¢! (u) associada a freqiiéncia algebrica-
mente especial to = —itv,. J& que essa funcao é um caso particular da solucao em série de
poténcias geral (5.31), pode-se usar a relagao de recorréncia (5.37) para determinar os coefi-
cientes a,, para tv = —itv,. Novamente, assume-se que ag = 1, de tal modo que os coeficientes

a1 e as sao dados, respectivamente, por

3—q? q* — 6ito
=1 = : —. 5.52
N T i “27 43— i) (3 — 2iw) (552)
Observa-se da tultima expressao que a; = 0 para a freqiiéncia to = —itv,. Além disso, ja que

todos os demais elementos a,, (para m > 3) diferem de ay apenas por um fator multiplicativo,

tem-se ag = a4 = ... = 0. A solucdo ¢ (u), entdo, se reduz a
o (u)=1-— 5 (1 —w). (5.53)
‘ 3+¢q°

Sabe-se do método de Horowitz-Hubeny que a fungao (5.53) representa uma onda
entrante no horizonte de eventos. O problema aqui é verificar se ¢! (u) satisfaz a condigao de
Dirichlet no infinito espacial (v = 0). Impondo a condigao de contorno ¢ (0) = 0, encontra-
se uma equagcao que ¢é satisfeita somente se q = 0. Isso significa que é necessario um nimero de
onda nulo, a fim de que se tenha uma freqiiéncia QN igual a w = —iw,. Nesse caso, entretanto,
as fungoes de perturbacao seriam independentes do tempo e nao poderiam representar ondas
gravitacionais. Com base nesse resultado, conclui-se que w = —iw, nao é uma freqiiéncia
QN, porque a fun¢do de onda correspondente ¢!~ (u) nao satisfaz a condi¢do de contorno
no infinito. Ainda assim, w, representa um limite assintotico para o comportamento dos
QNM puramente amortecidos no regime de pequenos buracos negros (baixas temperaturas)
em comparac¢ao com o nimero de onda da perturbacao.

Em resumo, mesmo que os calculos numéricos tenham mostrado que, no limite de ho-
rizontes pequenos, w, ¢ muito proximo de w,, o resultado acima prova que as freqiiéncias QN
dos modos puramente amortecidos nao sao exatamente iguais as freqiiéncias algebricamente

especiais negativas. A linha continua da Figura 5.3 nao coincide com os pontos que repre-
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sentam os QNM, nem mesmo no regime de pequenos buracos negros (baixas temperaturas).
Existe, no entanto, um ponto especial P, no qual w, cruza a linha de w,. A resposta a questao
se w = —iw, corresponde ou nao a uma freqiiéncia quase-normal naquele ponto especifico é
apresentada abaixo.

Embora a andlise anterior tenha sido bastante geral, ela falha ao testar o carater
quase-normal de tv = —itv, no caso em que v(*)(u = 1) = 0. Essa situagado ocorre para
uma combinagao especial de parametros que satisfazem a condigao q = 3¢/4nT = V3. Nesse
caso, as raizes da equagao indicial de Frobenius, que sdo a = 0 e o = 2w,/3 = 1, diferem
por um nimero inteiro e o método de Horowitz-Hubeny, tal qual foi originalmente formulado,
torna-se invalido. Uma das formas de se resolver esse problema é escrever explicitamente a
versdo axial da equacdo (5.28) para tv = —itv, e q = v/3, do que resulta

s

du?

+3(u+ 1)% — 3¢ = 0. (5.54)

(u® 4+ u+1) o

Aqui, v = 1 é um ponto regular da equagao diferencial acima, e a solugao geral para ¢!~ pode

ser escrita na forma de uma série de Taylor,
Ou) =) dm(1 —u)™ (5.55)

Substituindo essa expressao na equagao (5.54), encontra-se, como é usual, que todos os co-
eficientes d,, (para m > 2) podem ser expressos em termos dos dois primeiros, dy e d;. A
solucdo geral da equagao (5.54), entao, assume a forma

v (1= )+ f: Bl — )™, (5.56)

m=2

60 (u) = do | 1+ %m;ﬁmu )

onde os parametros 3, (para todo m > 4) sdo dados pela férmula de recorréncia

(m—3)(m+1)
3m(m —1)

Bm = Bm-1 — Bm—2, (B2 = B3 =1). (5.57)

O primeiro termo entre colchetes em (5.56) representa uma funcao de perturbagao
que é constante no horizonte de eventos e, por essa razao, corresponde a uma onda entrante
(ingoing), enquanto o segundo termo representa uma onda saidora (outgoing), ja que ela vai
com (1 — u) no limite em que u — 1. Para satisfazer a condigdo de contorno dos QNM,
deve-se fazer d; = 0 e manter apenas o primeiro termo da solucao geral (5.56). Além disso,

sem perda de generalidade, pode-se escolher dy = 1. Por fim, é necessario verificar se a funcao
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¢ (u) satisfaz a condigao de contorno de Dirichlet no infinito espacial, u = 0. Substituindo

do=1,d; =0eu=0em (556), segue que
100
D0)=1+= - 5.58
wO=14530 (5.58)

Os célculos numéricos mostram que ¢'7(0) ~ 3,29, da onde se conclui que os modos
algebricamente especiais, definitivamente, nao sao modos quase-normais, nem mesmo para a
familia de parametros que conduz & V) (u = 1) = 0. Para buraco negros AdS planos, isso
corresponde ao ponto P na Figura 5.3, onde as linhas que representam as freqiiéncias QN
puramente amortecidas e as frequiéncias algebricamente especiais negativas se interceptam.
Entre outras coisas, esse resultado mostra que o espectro QNM de alguns buracos negros nao
apresenta uma freqiiéncia imaginaria pura particular; justamente para aquele modo especifico

cujo niimero de onda satisfaz a equacdo 3¢/47T = /3.



6 FREQUENCIAS QN COMO POLOS DE FUNCOES DE
CORRELACAO DE DOIS PONTOS

Em teorias de campos fortemente interagentes a temperatura finita, um problema im-
portante, porém dificil, é o estudo das propriedades de transporte de quantidades conservadas
como energia, momento e carga. Das féormulas de Kubo (1966), sabe-se que os coeficientes de
transporte hidrodinamicos estao relacionados com os limites de baixas freqiiéncias de fungoes
de correlagao no tempo real. Ao menos para certas teorias conformemente invariantes, a cor-
respondéncia AdS/CFT fornece uma ferramenta para o cdlculo desses coeficientes com base
em estudos de buracos negros assintoticamente anti-de Sitter.

O objetivo deste capitulo é investigar a relagao entre perturbacoes eletromagnéticas e
gravitacionais de buracos negros planos AdS e as flutuagoes de corrente conservada e tensor
energia-momento na CFT holografica. Em particular, mostra-se que uma escolha adequada
das variaveis ‘mestres’ para os campos eletromagnético e gravitacional conduz diretamente
aos polos das funcoes de Green retardadas na teoria de campos dual. Para obter esses polos,
calcula-se entao o espectro de freqiiéncias QN completo, incluindo um estudo analitico dos

modos hidrodinamicos de difusao, cisalhamento e onda sonora.

6.1 A teoria de M2-branas

A correspondéncia AdS/CFT relaciona os buracos negros plano-simétricos AdS, dis-
cutidos nos ultimos dois capitulos, com uma teoria de campos tridimensional a temperatura
finita. Para entender essa relacao ¢ importante considerar o mapeamento completo.! No
contexto das teorias de supercordas, surgem objetos bidimensionais estendidos conhecidos
como M2-branas (TowNSEND, 1996). Um conjunto de N M2-branas coincidentes admite duas
descrigoes que, em principio, sao distintas e que levam a uma correspondéncia entre teoria
M/calibre. Sobre o volume de mundo das M2-branas, estd definida uma teoria nao-abeliana
de Yang-Mills em (2+1) dimensoes. Além de um grupo de calibre SU(N), essa teoria possui
N = 8 supersimetrias. A constante de acoplamento da teoria flui para um acoplamento forte
no infravermelho. Acredita-se que esse ‘fluxo’ leve a um ponto fixo estavel que descreve uma
teoria de campos superconforme (SCFT) (SEBERG, 1998). Essa SCFT também possui uma

simetria de carga-R que se expande para o SO(8).

LA revisdo apresentada nesta secdo, baseia-se principalmente em material contido em AHARONY et al
(2000), HERZOG (2002) e HERZOG et al (2007).
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Do ponto de vista da supergravidade, um conjunto de M2-branas curva o espaco-tempo
chato de onze dimensoes, conduzindo a uma solu¢ao nao-extrema das equacoes de movimento,

caracterizada pela métrica?
ds® = H23(7) [-h(F)dt* + dz® + dy*] + HY3(7) [h~ (7)dr? + 72d92] (6.1)

s (B e oo (2) o

e por um campo de 4-formas cujo dual de Hodge é dado por
*Fy = F; = 6R%Vol(S e, (6.3)

com € representando o tensor de Levi-Civita no S7.
A conjectura de Maldacena (1998) afirma que a SCFT N = 8 tridimensional é dual &
teoria M sobre o espago-tempo de fundo (6.1). Além disso, a condi¢ao de quantizagao sobre

o fluxo Fy vincula o parametro Rg ao ntimero de branas N:
RAm® = N32k2\/2, (6.4)

onde k17 é a intensidade do acoplamento gravitacional na supergravidade de (10+1) dimensoes
(KLEBANOV, 1997). Isso indica que tomar o limite de N grande é o mesmo que tomar o limite
de proximidade do horizonte 7 < Rg. Nesse regime, a funcdo H(7) tende & R%/7° e o

elemento de linha (6.1) se reduz a

B 472
Ry

R% dr?
[—b(r)dt* + da* + dy?] + 5 24 R2402, (6.5)

ds* 4r2 h(r)

onde na expressio acima foi introduzida uma nova coordenada radial » = 7>/2Rg e agora
h(r) =1 —r3/r3. Com as identificaces * = ¢, y = 2z ¢ Rg = 2R, a parte AdS da métrica
(6.5), descrita pelas coordenadas {t, x,y, r}, torna-se igual & métrica (4.1), que representa um
buraco negro plano assintoticamente anti-de Sitter.?

Apesar da teoria completa ser a supergravidade 11-dimensional sobre o AdS, x S7, a

existéncia de uma heptaesfera permite que essa teoria seja consistentemente ‘truncada’ numa

2HOROWITZ E STROMINGER, 1991; ITZHAKI et al, 1998; HERZOG, 2002.
3Quando vistos dessa perspectiva, as solucdes de buracos negros com simetria plana sio algumas vezes
chamadas simplesmente de ‘branas negras’.
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teoria de Einstein-Maxwell sobre o AdS,.? Via reducao dimensional de Kaluza-Klein, o campo
de Maxwell A,, origina-se como um subgrupo U(1) do grupo de simetrias SO(8) do espago-

tempo completo (6.5). Esse mecanismo também fornece a agao da teoria de Einstein-Maxwell

com uma constante cosmoldgica negativa Ac = —3/R%:
1 4 6 2 MN
522—,%2 d,’L’\/—g R—i_ﬁ_RFMNF y (66)
4

onde R denota o escalar de curvatura de Ricci e Fy;y 0 tensor campo eletromagnético.
Assume-se que as constantes de acoplamento gravitacional em quatro e onze dimensoes este-
jam relacionadas por meio do volume da esfera S7 (HERZOG et al, 2007),
1 RZVol(S7
— = 57() (6.7)

2
2Ky 2K

Considerando entdao que o volume da heptaesfera unitaria é Vol(S7) = 71/3 e utilizando a

normalizagao padrao (6.4) para k11, encontra-se

1 B \/§N3/2

= — 6.8
2k7 247 R? (6:8)

Uma vez estabelecida a relacao entre os buracos negros planos AdS e a CFT N =8 &
temperatura finita, pode-se agora utilizar a prescricao de Son-Starinets (2002) para explorar
a estrutura analitica das fungoes de Green retardadas nessa teoria de campos holografica.
Para tanto, sera necesséario investigar, sob uma nova perspectiva, a evolucao de perturbagoes

eletromagnéticas e gravitacionais no espago-tempo de fundo (4.1).

6.2 Flutuagoes no campo eletromagnético

Segundo a correspondéncia AdS/CFT, o campo eletromagnético no interior do espago-
tempo anti-de Sitter acopla-se a corrente de cargas-R na teoria de campos da fronteira. Para
encontrar as fungoes de correlagao corrente-corrente na SCFT, precisam ser investigadas as

flutuacoes do campo de calibre A,,, definido implicitamente por
FMN = 8MAN - 8NAM~ (6'9)

As equagoes de movimento para Aj; sdo assim obtidas da parte eletromagnética da ac¢do (6.6).

4Mais detalhes podem ser encontrados, por exemplo, em DUFF, POPE E WARNER (1983), BERENSTEIN,
HERzOG E KLEBANOV (2002) e HERZOG et al (2007).
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Supondo que F),;y € pequeno o suficiente para nao modificar a geometria do espago-tempo de

fundo, encontram-se as equacoes linearizadas de Maxwell

O (\/ _ggMAgNBFAB) =0, (6.10)

onde g,y representa as componentes da métrica (4.1), o lado AdS do espago-tempo (6.5).
As simetrias do espago-tempo de fundo tornam conveniente uma decomposi¢ao do

campo de calibre nas suas componentes de Fourier,

At g, 21) = / %e‘imﬂm@”kZAM(w, m, k). (6.11)

Sem qualquer perda de generalidade, é possivel escolher o trivetor de onda p = (—w, p), onde
p=(m,k) = (0,q) com ¢> = m? + k?. Essa escolha separa as perturbacoes em dois conjuntos

ortogonais de acordo com as suas propriedades frente a troca ¢ — —:
e Perturbagoes axiais (impares ou transversais): A;
e Perturbagoes polares (pares ou longitudinais): A;, A,, A,.

A ortogonalidade desses dois conjuntos de perturbagao permite que elas sejam tratadas de
maneira independente. No estudo que segue também serd utilizado o valor do determinante

da métrica:

gun = diag (_f7 T2/R27T2/R2’f—1) = —g= 712/R27 (6.12)

onde f(r) é a funcao horizonte introduzida no capitulo 4, equagao (4.2).

6.2.1 Equacoes para as perturbagoes axiais

A escolha de uma direcao preferencial para o vetor de onda envolve uma rotagao
adequada do sistema de coordenadas no plano ¢ — z. Com esse vetor apontando na direcao
z, o setor axial das perturbacoes eletromagnéticas é governado pela componente transversal
(p) das equagoes de Maxwell:

d? df d wr? — ?R%f
— A, +——A,+ | ——— ) A, =0. 6.13
fdr2 Y drdr? ( fr? v ( )
Além disso, a fungdo A, fica diretamente proporcional & componente (¢) do campo elétrico:

E, = iwA,. Isso mostra que A, é uma quantidade invariante por transformagoes de calibre e,

portanto, uma boa candidata a variavel mestre das perturbacoes axiais. Utilizando a coorde-
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nada tartaruga r, e fazendo W (r) = A,(r), Cardoso e Lemos (2001c) conseguiram colocar

a equagao (6.13) na forma de uma equagao tipo Schrodinger,

d? - A
(d_rz_l_uﬂ) \Ij( ):f (T) \If( )‘ (6.14)

Alternativamente, para os estudos que serao realizados na seqiiéncia, torna-se conve-
niente trocar a varidvel independente r por u = r/r e, por uma questdo de padronizagao,
escrever a equacao fundamental (6.14) em termos de E,:

b/

Ept Bt

? — q%h

Lo =0 (6.15)

Nessa equacao, a linha denota derivada em relacao a u, a freqiiéncia e o nimero de onda
normalizados s@o w = 3w/4nT e q = 3¢/47T e, ao invés da fungao horizonte f, utilizou-se a
funcao

hlu)=1—u (6.16)

6.2.2 Equacoes para as perturbacoes polares

Ao investigar as perturbacoes eletromagnéticas polares, pode-se usar a invariancia da
teoria frente a transformacao A,, — A,, + 0, A para simplificar as equacgoes de movimento.
Uma das possibilidades é escolher o valor de A de modo que A, = 0. Nesse calibre radial, as

componentes® (r), (t) e (z) das equagoes de Maxwell (6.10) se reduzem a

d d
wr2%z4t + QR2f%AZ = 0, (617)
d? d R?
et 2= = (gwds 4+ ¢7A) =0, (6.18)
d? df d 1
f@th-%éég;A%+-?(qut+uﬁA%)::O (6.19)

Essas equacoes, no entanto, nao sao todas independentes: quaisquer duas delas sao suficientes
para reproduzir a equagao restante e determinar as variaveis A; e A,. Além disso, esse conjunto
de equacgoes é invariante frente as transformacoes de calibre residuais: A, — A, — iwA e
A, — A, + g\, onde X é independente de r.

Deste ponto em diante, poder-se-ia adotar tanto A; quanto A, como variavel primaria

5No calibre radial, as equacoes eletromagnéticas polares foram originalmente apresentadas por Herzog
(2002). Esse autor, no entanto, utilizou a varidvel u = r¢/r ao invés da coordenada r, e uma normalizagio da
freqiiéncia e do ntimero de onda que difere por um fator dois em relacao aquela definida neste trabalho.
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e desacoplar as equacoes (6.17) a (6.19), encontrando uma tnica equagao diferencial para uma
dessas funcoes. Ocorre que o objetivo aqui é encontrar uma equacao de onda que governe
as perturbacoes eletromagnéticas polares, da qual todas as quantidades fisicas, incluindo os
modos quase-normais, serao obtidas. Nesse sentido, a adocao de A; ou A, seria artificial, ja
que essas quantidades sao dependentes do calibre escolhido. Uma alternativa mais adequada é
utilizar as componentes do campo elétrico, que sao quantidades invariantes de calibre formadas
por combinagoes de A; e A,. Nesse caso, a duvida que surge é qual das componentes escolher,
E.=dA;/dr ou E, =i(qA; + wA,).

Motivados por trabalhos anteriores (RUFFINI, 1973) em buracos negros assintotica-
mente chatos, Cardoso e Lemos optaram pela componente radial E, no estudo do campo
eletromagnético em espagos-tempos Schwarzschild-AdS (Carposo E LeEmos, 2001b), bem
como em espagos-tempos anti-de Sitter com simetria plana (CArRDOSO E LEmOos, 2001c). In-
troduzindo a quantidade ¥ (r) = r?E,(r) e utilizando as equagoes (6.17) e (6.18), eles foram

capazes de reduzir o problema a uma equac¢ao unidimensional tipo Schrodinger,

d? ) qR\’
<d—r§ T w ) Yo = f <7> o, (6.20)

que é idéntica & equacao (6.14) das perturbagoes axiais. Uma conseqiiéncia imediata desse
resultado é que, com as mesmas condi¢oes de contorno, os espectros quase-normais axial e
polar sao iguais. O que precisa ser justificada é a escolha das condi¢oes de contorno, para
ambas as perturbagoes, no caso de buracos negros anti-de Sitter.

De uma forma alternativa e andloga ao trabalho de Kovtun e Starinets (2005) em
branas negras de cinco dimensoes, adota-se aqui a componente E, do campo elétrico como
variavel fundamental das perturbagoes polares. Em termos da freqiiéncia tv, do nimero de
onda q e da varidvel independente u, o desacoplamento das equagoes (6.17) e (6.18) para F,
conduz a seguinte equacao:

. w2h’
E, + b

o (0® — g%h)

57— 7] - B =0 (6.21)

6.3 Flutuacoes no campo gravitacional

As perturbagoes gravitacionais de buracos negros assintoticamente anti-de Sitter aco-
plam-se ao tensor energia-momento na teoria de campos holografica. Isso quer dizer que, na
fronteira do espaco AdS, os valores assumidos pelas flutuagoes métricas atuam como fontes

no calculo de fungoes de Green do operador T"”. No caso de buracos negros com simetria
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plana, as perturbagoes gravitacionais ja foram objetos de estudo nos capitulos 4 e 5 desta
tese. A revisao contida no capitulo 4 seguiu as idéias do trabalho de Cardoso e Lemos
(2001c). Este se baseia em variagoes infinitesimais da métrica e na escolha do calibre coor-
denado de Chandrasekhar (1983). No capitulo 5, por outro lado, foi apresentado um estudo
completamente novo (MIRANDA E ZANCHIN, 2006), que utiliza o formalismo de variacoes de
curvatura de Teukolsky (1972). Obviamente, essas duas formula¢ées nao sao independentes.
Conforme mostrado na segao 5.2, elas estao interligadas por meio da teoria da transformacao
de Chandrasekhar (1983).

Por ser arbitraria, entretanto, a escolha de um calibre para as perturbacoes gravitacio-
nais pode variar dependendo do problema em questao. Um calibre tradicional, muito difundi-
do na literatura, é o de Regge-Wheeler (1957). Outra alternativa, especialmente relevante para
o presente trabalho, é fixar o sistema de coordenadas de modo que h,y = hy, = by, = by = 0.
Tendo como objetivo investigar a relagao entre os QNM e as fungoes de correlacao, utiliza-se
abaixo esse calibre radial para estudar as flutuagoes gravitacionais de buracos negros anti-de

Sitter planos.

6.3.1 Perturbacoes axiais no calibre radial

A exemplo do que foi feito no estudo do campo eletromagnético, toma-se aqui a trans-
formada de Fourier das variacoes métricas nas coordenadas t, ¢ e z, e escolhe-se o trivetor
de onda como sendo p, = (—w,0,q). Com essa escolha, o setor axial (transversal) das per-

turbagoes gravitacionais fica caracterizado pelas quantidades

Ht@ = htSD = g@@htw = (R2/7’2)ht4p, (622)
H.,=h? = g*h,, = (R*/r*)h.,. (6.23)

A linearizagao das componentes axiais das equagoes de Einstein (2.1) leva a um con-
junto de trés equagoes acopladas para Hy, e H,, (HErzoc, 2002). Dentre esse conjunto,

selecionam-se duas equagoes que sao escritas abaixo em termos de u:

, qb .
Htcp ‘|— EHZSD - 07 (624)
1" 2 !
. —2H, -3 wH,, +qH,) = 0. (6.25)

A teo_B

O critério para a escolha da variavel mestre axial é a invariancia por transformacoes

infinitesimais das coordenadas, equagdo (2.3). Entre as diferentes combinagoes de Hy, e H.,,
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que sao invariantes de calibre, opta-se neste trabalho por®

Desacoplando as equagoes (6.24) e (6.25) para Z;(u), encontra-se a seguinte equacao funda-

mental:
2(w? — ¢%h)h —ub'w? . w?— g%

5 - g At A0 (6.27)

6.3.2 Perturbagoes polares no calibre radial

Na formulagao das perturbagoes gravitacionais via calibre radial, o setor polar (lon-
gitudinal) é descrito pelas variacoes métricas hy, hpyp, h.. € hy.. Esses elementos podem ser

usados para definir as quantidades

1
Hy = ?htt, H,, = (R*/1*)h, (6.28)
HZZ = (Rz/r2)h’227 th = <R2/T2)htz- (629)

Ao linearizar as componentes polares das equagoes de Einstein (2.1), encontra-se agora
um conjunto de sete equacoes acopladas para as quantidades listadas anteriormente. Desse
conjunto, pode-se escolher quatro equagoes independentes, as quais sozinhas governam toda
a evolucao desse setor das perturbagoes. Para a seqiiéncia do trabalho, as equagoes abaixo

sao as mais adequadas:

, 2utog ua(u) 4ol

Hy, =) (Hpp — Hu) + Sabb(u) (0Hy, +WH.,, +2qH,,) — —qb(u)Htt; (6.30)
, wua(u) c(u) . 2utw? ua(u)
oo aqppuy (oo e 0] = Gy Bty e gy e (031
[ —_ [>Hg, + 0 H... + q°h (Hy — Hy,) + 2qroHy. | + <ﬂ+ﬂ) H,
2z f)b(u) wp 2z it PP tz b(u) ng(u) tt
—%;f(u) (42 H,,, + c(u)Hy] — 2‘:;;7% (WH ., + WH,, + 2qH,,) (6.32)
"o 2m2 2q (2 + u3) 2 3 ’

(6.33)

SNovamente, a inspiracao vem do estudo de branas negras pentadimensionais, conforme encontrado em
KOVTUN E STARINETS (2005).
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Nas expressoes anteriores, foram introduzidas as quantidades
a(u) = 3u* — 12u — 4r0?, b(u)=bH+3 e c(u) = 4r0? — ¢%b(u). (6.34)

Com a utilizacdo das equagoes de movimento (6.30)-(6.33), pode-se mostrar que a

combinagao invariante de calibre
Zy(u) = dwqHy. + 2w H... + [¢°(3 — b) — 2w*] Hyy, + 2¢°H Hy (6.35)

obedece a seguinte equacao diferencial de segunda ordem:

v A2 (24 ud) + qd(u) o 4wt + qthb(u) — g%e(u)
G T 2c(u)

Zy =0, (6.36)
onde d(u) =4u® —5u® —8 e e(u) = Ju'h + w?(8 — 5u?).

6.4 Funcoes de Green retardadas e os modos quase-normais

Um importante desafio no estudo dos modos de vibracao de buracos negros diz respeito
a escolha das condic¢oes de contorno. No caso de espagos-tempos assintoticamente Minkowski,
existem condigoes de contorno ‘naturais’, a saber, onda plana entrando no horizonte de eventos
e saindo no infinito espacial. Para buracos negros anti-de Sitter, entretanto, nao existe nenhu-
ma condi¢ao natural a ser imposta no infinito. Em geral, é possivel optar por uma condicao
de Dirichlet, Neumann ou Robin. Além disso, para campos vetoriais e tensoriais, também
surge uma ambigiiidade na escolha de uma combinacao invariante de calibre especifica como
variavel fundamental das perturbacoes.

Para colocar o trabalho sobre uma base mais sélida, daqui até o final desta tese, adotar-
se-4 uma definicao geral para os QNM, que segue a visao pragmatica apresentada por Nunez
e Starinets (2003, p. 2, em tradugao livre):

Freqiiéncias quase-normais de uma perturbagdo num espaco assintoticamente AdS s&o definidas
como as posicoes, no plano complexo das freqiiéncias, dos pdlos das fungoes de correlacao re-

tardadas dos operadores duais aquela perturbagao, calculados usando a prescrigio AdS/CFT
minkowskiana de (SON E STARINETS, 2002) e (HERZOG E SON, 2003).

De acordo com a definicao acima, uma vez que ja se tenham encontrado as equagoes
de evolucao para um determinado campo sobre o AdS, o préximo passo no cdlculo dos QNM
é relacionar as variaveis fundamentais dessa perturbacao a funcao de Green retardada corres-

pondente. E exatamente dessa relacao que vai emergir a condi¢ao de contorno no infinito, a
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saber, aquela que conduz as singularidades das fungoes de correlacao de dois pontos na teoria

de campos da fronteira.

6.4.1 Funcoes de correlacao corrente-corrente

A conjectura de Maldacena (1998) mapeia quantidades encontradas na teoria gravi-
tacional em quantidades da CF'T holografica. No limite de acoplamento forte e N grande,
as informagoes sobre as fungoes de correlagao térmicas da corrente-R estao codificadas nas
solugoes das equagoes diferenciais (6.15) e (6.21). O comportamento das componentes do
campo elétrico E; (j = ¢, z) nas vizinhangas do horizonte (u = 1) é dado por E; = h+/3,
onde o expoente negativo/positivo corresponde as ondas planas que entram/saem do buraco
negro. Além disso, dependendo do sinal, as perturbacoes vao atuar como fontes de funcoes
de Green retardadas ou avancadas na teoria de campos dual. Para o calculo das funcoes de
dois pontos retardadas, opta-se entao pelo expoente negativo. Mostra-se necessario, também,
investigar o comportamento do campo nas proximidades da fronteira, v = 0. Supondo que
E; ~ u®, encontram-se & = 0 e &« = 1. Dessa forma, as solucoes de (6.15) e (6.21) que satis-
fazem uma condigao de onda entrante no horizonte apresentam os seguintes comportamentos

em torno de u = 0:

Esp = .A(SD)(FO, q) + ...+ B(@)(m, q)u + .. (637)

E. = Ax(v,q) + ...+ Bey(w, q)u + ..., (6.38)

onde as reticéncias indicam poténcias em u maiores do que 1. As fungoes A(;(w,q) e
B(j)(0,q), que aparecem acima, sdo os coeficientes de conexdo associados as equacoes di-
ferenciais de F, e F..

A solucao de buraco negro que esta sendo aqui considerada é eletricamente neutra. Do
ponto de vista termodinamico, isso mostra que o plasma dual possui densidade de carga nula,
sendo caracterizado apenas pela temperatura Hawking do buraco negro. Outra conseqiiéncia
dessa neutralidade é o formato da agao (6.6): a parte eletromagnética contém apenas termos
quadréticos em A; ou E;. As derivadas funcionais desses termos vao dar origem as funcoes
de Green de dois pontos na CFT holografica. Antes disso, no entanto, considera-se uma
decomposi¢ao de (6.6) do tipo S = Syorrzonre + Sp. Entao, utilizando as equagoes de

movimento (6.10), coloca-se a acdo de Maxwell da fronteira na forma

X . dwdq b , h
Sp = 5 }LI_)I% / r)? sz — q%Ez(u, p)E.(u,—p) + EEso(% pP)E,(u, —p)|, (6.39)
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onde
_ 8xTR?* (2N)*°T
3k 9

(6.40)

¢é a susceptibilidade de carga do sistema, conforme mostrado por estudos da fungao resposta
densidade-densidade, dentro da aproximagao hidrodinamica (HErRzoG, 2002; HERZOG et al,
2007).

Para encontrar as funcgoes de correlacao retardadas, as derivadas do campo elétrico
sao escritas em termos dos valores assumidos pelo trivetor potencial na fronteira, Ag(p) =

A, (u— 0,p). De acordo com as solucdes assintéticas (6.37) e (6.38), tém-se

B)(1,q) / 0 Bg)(w,q)
NEZA AL E_(u,p) = iwA) -~ "=
A(z)(m7q> 80( )

E.(u,p) = i(qA) + wA?) " Ao (w0)
) )

+ .., (6.41)

onde as reticéncias indicam termos de mais altas ordens em u. Agora, substituindo as ex-
pressoes acima na agao (6.39) e aplicando a prescrigao minkowskiana de Son-Starinets (se¢ao

3.4), segue que’

2 2
q B.)(ro,q) w B.)(ro,q)
Cyy = , C.. = , 6.42
"= X0 ) Ay, q) =) A () (6.42)
wq B(z)(m> q) B(«P)(ma q)
Cp, = — , = y—". 6.43
' X (wz - q2) A(z) (m7 q) e XA(sD) (mv q) ( )

Além disso, conforme discutido no apéndice D, para uma teoria de campos tridimensional a

temperatura finita, as funcoes de correlacao corrente-corrente podem ser escritas como

I (w, q), (6.44)

C, = — — T4 (w, q), Cypp = " (w, q). (6.45)

Entao, comparando essas expressoes gerais com os resultados (6.42) e (6.43), encontram-se as

auto-energias transversal 117 (w, q) e longitudinal I1*(w, q):

B(%O) (m7 q)

7A(¢)(m, 0 : (6.46)

" (w,q) = x

Sendo assim, as fungoes de dois pontos da corrente- R sao completamente determinadas pela
razao dos coeficientes de conexao das equagoes (6.15) e (6.21). Em particular, os pélos das

fungdes de correlacao térmicas sao dados pelos zeros dos coeficientes A,) (10, q) e A (1, q).

"Tal qual estd expressa em (3.15), a receita minkowskiana produz funcoes de correlacio com indices con-
travariantes (SON E STARINETS, 2006). Para baixar e levantar indices de quantidades definidas na fronteira,
utiliza-se a métrica de Minkowski tridimensional, de modo que C** = —Cy..
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De acordo com Nufiez e Starinets (2003), os pélos de C,, servem de definicdo para as
freqiiéncias QN eletromagnéticas do buraco negro localizado no interior do espago-tempo AdS.
Essas freqiiéncias sao entao obtidas impondo condicoes de Dirichlet na fronteira, u = 0, sobre
as componentes do campo elétrico, E, e E., que satisfazem a condi¢ao de onda entrante no
horizonte. Sob essa perspectiva, o horizonte comporta-se como uma superficie perfeitamente

absorvedora, enquanto a fronteira comporta-se como um condutor perfeito.

6.4.2 Funcoes de correlagao do tensor energia-momento

No caso das perturbagoes gravitacionais, a correspondéncia AdS/CFT estabelece uma
relagdo entre as solugoes das equagoes (6.27) e (6.36) e o tensor energia-momento da CFT dual,
permitindo assim a obtencao das fungoes de correlagao correspondentes. Esse mapeamento
depende da evolugao do campo no interior do espaco-tempo AdS. Nas vizinhancas do hori-
zonte, as variaveis mestres Z; e Z, possuem o mesmo comportamento que o campo elétrico:
Lig ~ hrw/3 . Para o célculo das funcoes de Green retardadas, opta-se entdo pelo expoente
negativo. Na outra extremidade, a fronteira do espaco AdS, as flutuagoes gravitacionais sao

tais que

Zy = Apy(r0,q) + ... + By (o, q)u’ + ..., (6.47)

Ly = A(g)(m, q) + ...+ 8(2)(m, q)u3 + .. (648)

onde as reticéncias indicam poténcias em u maiores do que 3. As funcoes A1) (10, q) e B1) (1, q)
sao os coeficientes de conexao associados a equacao diferencial (6.27), enquanto A)(to, q) e
B(s)(1, q) representam os coeficientes de (6.36).

Para a continuacao deste trabalho, na qual vai se lidar com os termos quadraticos na
parte gravitacional da agao (6.6), torna-se conveniente separar a analise, como ja é usual, nos

setores axial e polar das perturbagoes.

(a) Setor axial

Tendo em vista que o objetivo deste estudo é o calculo de fungoes de dois pontos, pode-
se restringir a analise aos termos da acgao gravitacional quadraticos nas variagoes métricas.
Além disso, de acordo com a receita de Son-Starinets (2002),® os tnicos termos relevantes

para a obtencao das funcoes de correlagao retardadas sao aqueles que envolvem o quadrado

8Ver também a revisdo contida em POLICASTRO, SON E STARINETS (2002a).
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das derivadas de H,, (u). No célculo do escalar de curvatura de Ricci R para a métrica pertur-
bada, além do surgimento imediato de elementos na forma H'?, também aparecem termos do
tipo H H. Esses termos, apés uma integracio por partes, produzem elementos quadraticos
nas derivadas primeiras dos H,,(u). Agrupando as diferentes contribuigdes, encontra-se a

expressao

P 1 ! !
59 = 5 / dud'v— [Hﬁ sz] . (6.49)

onde a constante P é identificada com a pressao do plasma dual, sendo obtida da féormula
para a densidade de entropia

8v/272
5= %N?’/QTQ (6.50)

e da relagao termodinamica de Euler para uma CFT (e = 2P)
P=—e4+Ts=-2P+Ts =  P=8V2r°N*?T3/81, (6.51)

onde € é a densidade de energia do sistema (KLEBANOV E TSEYTLIN, 1996).
As relagoes entre H;SO e H ;sa e a varidvel mestre Z;(u) podem ser obtidas das equagoes
(6.24)-(6.26). Substituindo essas relagoes em (6.49) e considerando solugoes da equacdo fun-

damental (6.27), encontra-se a seguinte expressao para a a¢ao na fronteira:

SO = g }L / ?;:;Z u2(w2b— 24 Z,(u, p)Zy(u, —p) + termos de contato, (6.52)
onde os termos de contato nao contém derivadas das flutuagoes gravitacionais. Quando in-
cluidos no céalculo das fungoes de correlagao, esses termos tornam-se proporcionais a derivadas
de 0(x) apos transformada de Fourier inversa. A remogao deles por meio da adi¢do de con-
tratermos na acao de supergravidade é conhecida como renormalizagao holografica (BiaNcHi,
FREEDMAN E SKENDERIS, 2002).

Para aplicar a receita de Son-Starinets (segao 3.4), utiliza-se a expansao assintética
(6.47), vélida nas vizinhancas de u = 0, para escrever a derivada de Z;(u) em termos dos
valores do campo na fronteira, ng(p) = H,,(u— 0,p). Substituindo a expressao resultante
em (6.52) e utilizando a relagao (3.15), adaptada para as perturbagoes gravitacionais, obtém-

se as fungoes de correlacao retardadas do operador T,

2
_ ¢ Buy(w,q)
Gw,w - 3Pw2 — 2 A(l)(m, q)7 (6'53)
By (1o,
Gtgp,zgp - 3P we (1)( q) ; (654)

w? —q? Ay(1o,q)’
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W2 B(l) (mv q)
w? — ¢ Ay (1o, q)

Gapp = —3P (6.55)

A exemplo do que ocorre com as funcoes de correlagao corrente-corrente, as fungoes
de dois pontos térmicas associadas ao tensor energia-momento possuem expressoes gerais,
validas para qualquer teoria de campos tridimensional invariante por mudancas na escala

(ver apéndice D). Para as componentes axiais, tém-se

2 w2

q wq
Gtcp,tgp = _2—132 Gl (wa q)a Gtcp,ch = 2—p2 G!1 (wa q)a ngp,zgo - _2—132 G!1 (wa q)a (656)
onde p? = —w? + ¢? é a norma ao quadrado do trivetor de onda p. Entao, comparando essas

expressoes gerais com os resultados (6.53)-(6.55), encontra-se a fungao

Gi(w,q) = —6P (6.57)

Observa-se, portanto, que a imposicao de uma condi¢ao de Dirichlet na fronteira sobre a

variavel mestre 7,

Zl(o) = -A(l)(ma CI) =0, (658)

conduz diretamente aos pélos das fungoes de correlacao Gy 1y, Gipzp € Gap 2o B, como
conseqiiéncia disso, ela produz também o espectro de freqiiencias QN associado aos modos de

perturbagao axiais dos buracos negros planos.

(b) Setor polar

O procedimento realizado para o setor polar das perturbagoes é muito semelhante.
Parte-se de uma expressao para a acao gravitacional na fronteira, que depende apenas dos

termos quadraticos nas variagdes métricas polares (HERZOG, 2003):

P 1 1
Sy = 5 lim &’z [1 (2H, —8H} + HyH,, + HyH..) — 1 (Hop = ..
b (6.59)
- ﬁ (thz + Hgogasz - HttHgogp — Httsz)

Utiliza-se, entao, a defini¢ao (6.35) para Zs(u) e as equagoes de movimento (6.30)-(6.33) para

colocar a agao (6.59) na forma

P . dwdq b ,
2) _ l Z Z _ (2) .
S5 =7 lim / (2m)? u? [4ro2 — q2(4 — u3)]? o1 P) 2l =) S (600



87

onde o termo de contato S5y ndo contém derivadas das flutuacoes métricas.
Novamente, para o cdlculo das funcgoes de correlagao, a derivada da variavel mestre é

escrita em termos dos valores do campo na fronteira,
Z5(0) = dwqH), + 2w°HY, + 2(¢* — w?)H), + 2¢°Hy), (6.61)

com o uso da expansdo assintdtica (6.48). Apds substituir esse resultado na agao (6.60),
toma-se as derivadas funcionais apropriadas’ com respeito aos valores dos campos HY, HY,
H° e H gsp. No caso das perturbacoes gravitacionais polares, entretanto, a aplicagao da receita
de Son-Starinets (3.15) nao é direta. E preciso levar em conta de que forma as perturbagoes
métricas h”, acoplam-se ao tensor energia-momento na fronteira. Esse acoplamento ¢ dado

por!0

1 1 24 z
-5 / dt d’z h", T", = -5 / dt &’z [HLT" + H) T%¢ + H), T + 2H. T"] . (6.62)

Com isso, as fungoes de correlagao polares contravariantes sao identificadas com as funcoes

F’s, definidas para um campo escalar na secao 3.4, por meio das seguintes relacoes:
) )

G (p) = 8Fuu(u, p)|,_,; G2 (p) = 8Fupp(u, P)LZO? (6.63)
G"**(p) = 8Fu,.-(u, p)|_,; G (p) = 4Fus:(uw, )| i (6.64)
GO () = 8Fppp)| o OF(p) = 8Fp(up)| o (665)
G = AF powp)| i GTE()=8Fenup) o (6.66)
G%(p) = 4Foea(u.p)| G (p) = 2Fiepe(u,p)| (6.67)

Os valores assumidos pelas F,, o3 sao lidos diretamente da acao (6.60) com a substituigao de
Zé e Z, pelos valores dos campos na fronteira. Por fim, baixando os indices de G***# com a

métrica de Minkowski 7, encontram-se as funcoes de correlacao com indices covariantes,

Gm/,aﬁ - Q/u/,ozﬁG2(wa Q)> (668)

onde a funcao escalar Go(w, k) é dada por

8(2) (mv q)
-’4(2) (ma q)

9Derivadas funcionais no sentido definido pela prescrigao de Son-Starinets (2002).
L1y E TSEYTLIN, 1998; POLICASTRO, SON E STARINETS, 2002b.

Go(w,q) = —6P + termos de contato, (6.69)
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e as componentes do tensor (), .3 sao apresentadas no apéndice D. O resultado anterior
mostra, definitivamente, que a imposicao da condi¢ao de Dirichlet sobre a varidvel Z; leva aos
pélos da fungao Ga(w, q) e, por defini¢ao, as freqiiéncias dos modos de vibragao gravitacionais

polares.

6.5 O limite hidrodinamico

De uma forma bastante geral, espera-se que qualquer sistema formado por muitos ele-
mentos interagentes apresente, num certo limite, um comportamento descrito pela tradicional
mecanica dos fluidos. Embora nao exista nenhuma demonstracao formal para esse resultado,
a intuicao fisica desenvolvida no estudo de diversos sistemas macroscépicos sugere que, no
regime de grandes distancias e baixas freqiiéncias em comparacao com uma certa escala mi-
croscopica, a evolucao temporal dos constituintes de toda e qualquer teoria interagente a
temperatura finita seja dada pelas leis da hidrodinamica. Tal comportamento hidrodinamico
aparece, por exemplo, na descricao quantica das vibragoes de uma rede cristalina. A quan-
tizagao desse sistema produz um conjunto de excitacoes coletivas denominadas de fonons.
O comportamento das relagoes de dispersao dos fonons depende essencialmente da razao do
comprimento de onda A da flutuacao pela distancia a entre os sitios da rede. No limite em
que A > a, a energia dos chamados fonons acusticos varia linearmente com o momento line-
ar, tendo a velocidade do som no meio como constante de proporcionalidade. Fisicamente,
esse resultado ja era esperado, tendo em vista que, nesse limite, as ondas nao “enxergam”
a discretizacao da rede, e o sistema comporta-se conforme previsto pela mecanica dos meios
continuos.

Algo semelhante acontece com um plasma descrito por uma teoria interagente a tem-
peratura finita T'. A escala de comprimento é agora dada pelo livre caminho médio das par-
ticulas do sistema, ou entao pelo tempo médio entre colisdes sucessivas, que é inversamente
proporcional a temperatura do plasma. Para flutuagoes com um periodo tipico muito menor do
que 1/T, o que significa que w0 = 3w/47T > 1 e q = 3¢/47T > 1, as particulas permanecem
praticamente livres dentro de um ciclo de oscilacao, e o sistema pode ser descrito por uma fisica
essencialmente sem colisoes, com relagoes de dispersao dadas aproximadamente por w = gq.
Por outro lado, quando o periodo das oscilagoes é muito maior do que 1/T'; o que ocorre para
w = 3w/4rT < 1 e q = 3¢/4nT < 1, as particulas sofrem um grande ntmero de colisoes
durante um ciclo de oscilagao, levando o sistema a um estado de equilibrio termodinamico

cujas flutuagoes sao bem descritas pelas equacoes da hidrodinamica.
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6.5.1 Perturbacoes eletromagnéticas

No limite hidrodinamico, espera-se que pelo menos um dos modos quase-normais eletro-
magnéticos apresente o comportamento tipico de um modo de difusdo (para mais detalhes,
ver apéndice E). Para v, q < 1, procuram-se solugoes das equagoes de perturbagao eletro-
magnéticas (6.15) e (6.21) na forma de uma série de poténcias em tv e ¢, sob a hipétese de
que v ~ q. Entretanto, ao invés de expandir a relagao de dispersao r(q) na solugao de Frobe-
nius das equagoes de onda, conforme realizado no capitulo 5, expandem-se aqui as préprias
varidveis fundamentais F, e F, em torno de v = q = 0.

Ao impor as condigoes de contorno, é conveniente ja ter separado o termo que domina
o comportamento dos campos nas proximidades do horizonte. Seguindo a definicao de modos
quase-normais, trocam-se as componentes do campo elétrico por F; = fir/ 3E; (paraj = @, 2),

de modo que Fj(u)} = constante corresponde a uma onda plana entrante no horizonte.

u=1

Em termos dessas novas variaveis, as equagoes de perturbagao transformam-se em

2

1" ! 1
F + % (2ito — 3a;) F; + — [iv(2u +u' — 3a;u’) + w?(1 —u') — ¢’ F; =0,  (6.70)

b
onde a, = 1 e a, = w?/(? — g?h). Apés as mudancas de escala v — Av e ¢ — Aq para

A < 1, supdem-se que as solucoes das equagoes (6.70) podem ser colocadas na forma
Fj(u) = F{(u) + AF} (u) + N F} (u) + ... (6.71)

Além de solucionar as equacgoes (6.70), as séries de poténcia acima também precisam

satisfazer a condi¢ao de contorno de onda entrante no horizonte. De acordo com a relagao en-

—ito/3

tre E; e Ij, o campo elétrico vai com b conforme F}; tende a uma constante no horizonte

ou, em termos dos coeficientes de (6.71),

F?(1) = constante, Fl(1)=F(1)=..=0. (6.72)

J

Resolvendo as equagoes (6.70), ordem a ordem, e impondo as condi¢oes de contorno (6.72)

sobre as possiveis solucoes, encontram-se as expansoes do campo elétrico:

+0O(w?)|;  (6.73)

\/§<7r 1—|—2u) ivv . 14+u+u?
5 — — arctan ——— In ——

E@=C¢b—im/3l1—z‘m— 7 + 5 In—s



, iq? 3(m 1+ 2u iv 14 u+u?
E,=C.h ™31+ i(1 —u) — im£ — —arctan—— | + —In———— +
1o 3 V3 2 3

(6.74)
onde C, e C, sao constantes de normalizacao arbitrarias. Ao impor as condigoes de Dirichlet
na fronteira (v = 0) sobre (6.73) e (6.74), observa-se que nao existem solucoes para E,(0) =0
compativeis com a hipo6tese tv,q < 1. Do ponto de vista hidrodinamico, esse resultado ja era
esperado, visto que nao existe difusao de carga na direcao transversal ao vetor de onda p.

Por outro lado, a equagiao E,(0) = 0 conduz a'’

2 319

de onde se pode ler o coeficiente de difusdo D = 3/47T.

Uma vez encontrada a relacao de dispersao para o modo eletromagnético de difusao, a
validade do procedimento anterior poderia ser questionada, ja que o resultado final mostrou
que to ~ g2, enquanto que a solucao (6.74) foi obtida sob a hipdtese de que to ~ q. Uma das
maneiras de se conferir esse resultado é introduzir um novo parametro g = t/q ~ q, e resolver
a equagao (6.70) perturbativamente em p,q < 1. Fazendo isso, encontra-se novamente a re-

lacao de dispersao to = —ig?.

6.5.2 Perturbacoes gravitacionais

No caso das flutuacoes do tensor energia-momento na teoria de campos dual, a hidro-
dindmica prevé a existéncia de um modo de cisalhamento no setor transversal (axial) e de
um modo de onda sonora no setor longitudinal (polar). Para verificar o aparecimento desses
modos no espectro QN gravitacional dos buracos negros AdS, investiga-se aqui o regime de
v e q pequenos das equagoes (6.27) e (6.36).

Com o objetivo de separar, num primeiro momento, o termo dominante no horizonte

de eventos, realizam-se as seguintes mudancas de variaveis:
H;(u) = bh™3Z;(u), ji=12. (6.76)

Num procedimento semelhante aquele das perturbagoes eletromagnéticas, expandem-se H; e
H, em séries de poténcias de 1w e q. Essas séries precisam ser boas aproximagoes para as

solugoes de (6.27) e (6.36) no limite hidrodinamico e, além disso, satisfazer a condigao de

HEsse resultado foi originalmente encontrado por Herzog (2002, 2003) com base no célculo (direto) do
limite hidrodinamico das fungoes de correlagao. A comparagao com os resultados por ele obtidos serve como
um teste para o estudo realizado na segao 6.4.
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contorno no horizonte, a saber, H; (u)}u:1 = constante. Até primeira ordem em to e ¢, as

seguintes expansoes satisfazem essas exigéncias:

2
Zy = Cyh~i/3 [1 + z% + O(m2)} ; (6.77)
2 .
Z@:cm%w3P—uﬁ—ﬁéu—@?h+oo&ﬂ, (6.78)

onde C] e (5 sao constantes de normalizagao arbitrarias.
A utiliza¢ao da condigao de contorno de Dirichlet na fronteira, Z;(0) = 0, conduz entao

a um modo quase-normal axial identificado com o modo de cisalhamento,
w = —iDgq?, (6.79)

enquanto que a imposi¢ao dessa mesma condi¢ao sobre Z(u) produz a relagdo de dispersao

caracteristica de um modo de onda sonora,

1 iDg?
w=+—q— , 6.80
N (6.80)
onde a constante de difusao D é dada por
i 1
— =, 6.81
e+P AT ( )

Entre outras coisas, a combinagao desse resultado com a relacdo de Euler (6.51) fornece a

razao entre o coeficiente de cisalhamento e a densidade de entropia do plasma dual:

nt 1, on__h
s €e+P Ar s drky’

(6.82)

sendo que, na ultima expressao, foram utilizadas unidades de medida convencionais. A razao
n/s apresenta o mesmo valor para todas as teorias de campos & temperatura finita com uma
descri¢ao gravitacional dual (KOvTUN, SON E STARINETS, 2005). Além disso, especula-se que
essa razao represente um limite inferior — o limite KSS — para todas as substancias encontradas

na natureza.
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Figura 6.1: As freqiiéncias QN eletromagnéticas s = 3w,/47T em funcao do vetor de onda q =
3q/4nT. As linhas continuas representam os modos polares e as tracejadas, os modos axiais. A linha
pontilhada é o modo de difusdo o, = g2 que tende & freqiiéncia quase-normal de ny = 0 no limite
hidrodinamico w, q < 1.

6.6 Relagoes de dispersao

O limite hidrodinamico das equagoes de perturbagao compreende um intervalo muito
particular no espaco de valores possiveis de 1o e q. Além da relevancia fisica, esse regime
representa um dos poucos exemplos em que se pode encontrar resultados analiticos para as
freqiiéncias dos modos quase-normais. Em todos os demais casos, é necessario recorrer ao uso
de métodos numéricos para encontrar as relagoes de dispersao tv x q. Novamente, utiliza-se
aqui o método de Horowitz-Hubeny (se¢ao 5.4) para a obtengao do espectro QN dos buracos

negros AdS planos.

6.6.1 Modos quase-normais eletromagnéticos
(a) Modos puramente amortecidos

As perturbagoes eletromagnéticas de buracos negros anti-de Sitter apresentam um con-
junto de modos quase-normais puramente amortecidos. Esses modos, em geral, nao podem ser
caracterizados como polos hidrodinamicos, ja que a maior parte deles tende a uma freqiiéncia
nao-nula conforme o ntimero de onda q vai a zero. Daqui para diante, as freqiiéncias puramente
imagindrias, tanto axiais quanto polares, serao rotuladas por um nimero quantico especial,
ng, que assume apenas valores inteiros, comegando em ng = 0 para o modo hidrodinamico de
difus@o. Ja que o setor axial (transversal) das perturbagoes nao apresenta esse tipo de modo,

o primeiro QNM axial puramente amortecido é rotulado por ny, = 1.



93

Polar Axial
s JQlim Wiim n qlim Wjim
(0,1) 0,557  entre 0,625 e 0,649 (1,2) 0,339 entre 2,020 e 2,076
(2,3) 0,162  entre 3,524 ¢ 3,527  (3,4) 0,0718  entre 4,991 e 5,045
(4,5) 0,0310  entre 6,511 e 6,515 (5,6) 10,0131 entre 7,944 e 8,081
(6,7) 0,00556 entre 9,504 e 9,514 (7,8) 0,00232 entre 10,959 e 11,059

Tabela 6.1: Valores aproximados para as freqiiéncias v = —itoy;y, € os numeros de onda qy;y, limitrofes
das relacoes de dispersao dos modos eletromagnéticos puramente amortecidos.

Uma caracteristica particular dos modos eletromagnéticos de buracos negros AdS qua-
dridimensionais foi descoberta recentemente por Herzog et al (2007): as fungoes de correlagao
corrente-corrente sao analiticas em ¢ = 0, ou seja, nao existem freqiiéncias QN para um
nimero de onda nulo. Essa propriedade esta intimamente relacionada a dualidade campo
elétrico «» campo magnético das equacoes de Maxwell para o vacuo. De fato, devido a
essa propriedade, os coeficientes de conex@o associados as equagoes (6.15) e (6.21) est@o
relacionados por

2o (6.83)

O produto das auto-energias transversal e longitudinal entao se reduz a
I (w, )11 (w, q) = x*(0* — ). (6.84)

Além disso, a invariancia por rotacoes para um momento nulo implica em 117 (w, 0) = I1*(w, 0)

(ver apéndice D), de modo que as auto-energias em ¢ = 0,
7 (w, 0) = I (w, 0) = +xt, (6.85)

sao funcoes perfeitamente bem comportadas para quaisquer valores de tv.

De acordo com os resultados numéricos, no limite em que q — 0, as freqiiéncias QN
puramente imaginarias w = —iws sao dadas aproximadamente por ws = w,,, onde w,, =
2n'T'ng sao as freqiiéncias de Matsubara de um sistema bosonico. Conforme pode ser observado
na figura 6.1, o pélo hidrodinamico n, = 0 se destaca entre os demais modos puramente
amortecidos somente por apresentar uma freqiiéncia nula para ¢ = 0. Na outra extremidade
do espectro, os QNM apresentam valores de saturacao ¢, para o vetor de onda, a partir
dos quais alguns modos puramente imagindrios deixam de existir. Exatamente nos pontos
de saturagao, as relagoes de dispersao associadas a diferentes valores de n, se encontram. Os

modos polares se agrupam de dois em dois na forma n, = {(0,1), (2, 3), (4,5), ...}, enquanto
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Figura 6.2: As cinco primeiras freqiiéncias dos modos eletromagnéticos axiais comuns, v =
(Bwr/4AnT) — i(3wr/47T), em fungdo do nimero de onda normalizado q = 3¢/47T. O numero
quantico principal n ordena os modos quase-normais comuns, comecando pelas freqiiéncias com as
menores partes imaginarias.
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Figura 6.3: Graficos das primeiras freqiiéncias dos modos eletromagnéticos polares comuns.

que os axiais formam os pares ns = {(1,2),(3,4), (5,6),...}. Os valores limitrofes para 1y e q

sao apresentados na tabela 6.1 para ng =0,1,2,..., 8.

(b) Modos quase-normais comuns

As perturbagoes eletromagnéticas dos buracos negros anti-de Sitter também apresen-
tam uma familia de modos quase-normais comuns (regulares) com partes reais nao-nulas.
Os resultados encontrados para as freqiiéncias (v = tog — itv;) dos primeiros cinco modos,
rotulados por n, sao apresentados nas figuras 6.2 e 6.3 para as flutuacoes axiais e polares,
respectivamente.

Os resultados numéricos aqui obtidos mostram que os buracos negros AdS nao sao
bons ‘osciladores’. Uma das formas de se mensurar a qualidade de um oscilador é por meio
do fator Q = wg/2w;. De uma forma geral, os modos eletromagnéticos para ¢ pequeno
apresentam () < 1. Por exemplo, no caso do modo polar fundamental com q = 0,0311,

tem-se () = 0,00347, o que caracteriza um sistema fortemente amortecido. Somente para
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Figura 6.4: Graficos do primeiro QNM eletromagnético polar comum, mostrando o comportamento
da frequiéncia para grandes valores de g. As linhas continuas representam os valores calculados
numericamente, enquanto que a linha tracejada é wg = q.

numeros de onda maiores é que o fator () se aproxima da unidade. Ainda em relagdo ao
primeiro modo polar comum, ¢) = 1 para um ntmero de onda normalizado ao redor de 6,7 e
o fator de qualidade chega a 1,8 para q ~ 12.

Do ponto de vista da teoria de campos hologréafica, pode-se tentar interpretar a parte
real das freqiiencias QN como a energia de excitacoes de quase-particulas no plasma dual,
definido na fronteira do espago AdS. Esse tipo de interpretagao, no entanto, faz sentido apenas
para modos com fator de qualidade () > 1. Realmente, segundo o principio de incerteza de
Heisenberg, a incerteza nas energias das quase-particulas é da ordem de w;. Sendo assim,
um fator () menor ou da ordem da unidade implica numa incerteza AE tao grande quanto
a propria energia F = wg, inviabilizando qualquer significado fisico imediato que se possa
atribuir as excitagoes de quase-particulas.

No regime em que ) > 1 e a interpretacao de quase-particula torna-se viavel, os
graficos em 6.4 mostram que as freqiiéncias dos modos eletromagnéticos comuns tendem a
relacao de dispersao que é caracteristica de uma particula de massa zero: wg = ¢. Além
disso, o tempo de decaimento da perturbacao diverge no limite em que q — oo. Todos esses
resultados sao compativeis com o que se espera dos polos das fungoes de correlacao de uma

teoria de campos a 17" = 0.

6.6.2 Modos quase-normais gravitacionais

(a) Modos hidrodinamicos

No caso dos modos de perturbacao gravitacionais, torna-se conveniente dividir a anélise

dos resultados de acordo com o comportamento das relacoes de dispersao no limite em que
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g — 0. Num primeiro momento, serao analisados aqueles modos, ditos hidrodinamicos, que
apresentam uma freqiiéncia nula para ¢ = 0. Todos os demais QNM serao chamados de
modos nao-hidrodinamicos. Além disso, a fim de comparar os resultados desta secao com
aqueles do capitulo 5, as fungoes V& e Z&) | que satisfazem equacgoes tipo Schrodinger, serao
associadas aos nomes de Regge-Wheeler, enquanto as quantidades F, . e Z; 5, que conduzem
diretamente aos pdlos das fungoes de correlagdo na super-Yang-Mills, serao chamadas de
variaveis de Kovtun-Starinets.

Em principio, poder-se-ia imaginar que a imposic¢ao de condig¢oes de Dirichlet, na fron-
teira do AdS, sobre as variaveis de Kovtun-Starinets produz um conjunto totalmente novo de
freqiiéncias QN, quando comparado com aquele proveniente das variaveis de Regge-Wheeler.
Existem alguns indicios, no entanto, de que esse possa nao ser exatamente o caso, especial-
mente para as flutuacoes transversais. Em primeiro lugar, as quantidades eletromagnéticas
U e E, diferem apenas por uma constante de proporcionalidade, e as semelhangas nas
definigoes das variaveis axiais eletromagnéticas e gravitacionais de Kovtun-Starinets sugerem
que o0 mesmo possa ocorrer entre Z) e Z;. Outra evidéncia vem do estudo do limite hidrodi-
namico (grandes buracos negros) das perturbagoes gravitacionais axiais, conforme realizado
nas segoes 5.6 e 6.5. Embora os métodos empregados sejam diferentes, em ambos os casos os
espectros quase-normais apresentam o comportamento tipico de um modo de cisalhamento
com o mesmo coeficiente de difusao D = 1/47T', quer seja com o uso de Z7)| quer seja com
a utilizacao de Z;.

Para obter as relagoes entre as variaveis de Regge-Wheeler e de Kovtun-Starinets, o
procedimento padrao consiste em encontrar as equacoes de transformacao que levam as quan-
tidades do formalismo de calibre de Chandrasekhar naquelas do formalismo de calibre radial.
Opta-se aqui, no entanto, por um procedimento alternativo, que utiliza a relagao entre os Z’s
e as quantidades da formulacao completamente invariante de calibre de Kodama, Ishibashi e
Seto (2000):

1 f .
Zl == ;E = 7‘_28T [TZ( )], (686)

onde F; é uma das quantidades que aparecem na formulacao citada acima. Na fronteira do
espago-tempo anti-de Sitter, as varidveis mestres axiais Z; e Z7) diferem apenas por um fator
multiplicativo,

1

Z1(W)] oo = 7527 (W) s (6.87)

demonstrando assim que o espectro quase-normal axial obtido a partir de Z~ é o mesmo que

seria obtido com Z;.
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Figura 6.5: Gréfico com os valores de B(y)(v, q) para diferentes freqiiéncias puramente imaginarias
v = —iw, e numero de onda normalizado q = 1/5.

Os resultados para o QNM hidrodinamico transversal, que se reduz ao modo de cisa-
lhamento (6.79) no infravermelho, j& foram apresentados na se¢ao 5.5 (figura 5.3). Além disso,
argumentos puramente gravitacionais foram utilizados na secao 5.7 para demonstrar que a
curva 1o, x q apresenta uma ‘descontinuidade’ no ponto P = (1/3,3/2). Para ser mais explicito,
o programa de busca de raizes nao encontra QNM puramente amortecido para qualquer
multiplo inteiro da freqiiéncia fundamental de Matsubara: ws = 277, 47T, .... Uma relagao de
dispersao ‘descontinua’, no entanto, nao é o que seria esperado do ponto de vista da teoria de
campos dual. Uma possivel solucao para esse problema surge da identificacao das freqiiéncias
QN com os pdlos das fungoes de correlagao do tensor energia-momento. Ainda que o coeficiente
de conexao A()(w,q) seja diferente de zero no ponto P, as funcoes de Green transversais
podem apresentar divergéncias provenientes das singularidades de B (1o, q) = Z; (0)/6. Por
exemplo, para q = 1/5, os resultados numéricos apresentados na figura 6.5 mostram que o
coeficiente B(y(tv, q) diverge para as freqiiéncias w, = 3/2, 3, 9/2, 6, .... Ao aplicar o mesmo
procedimento para q = v/3, problemas de convergéncia impedem que se calcule B (m, \/3)
para valores de tv, menores do que 2,6. Com isso, a analise numérica nao permite que se che-
gue a uma conclusao sobre a existéncia de um QNM nos pontos em que a relagao de dispersao
hidrodinamica cruza as freqiiéncias de Matsubara wy = 27T n.

Ao passar das perturbacoes axiais para as polares, encontra-se uma situacao comple-
tamente distinta. O limite hidrodinamico de Z(u) mostra a existéncia de um modo de onda
sonora que nao esta presente no espectro quase-normal obtido da variavel Z*. Na figura 6.6
sao apresentadas as relacao de dispersao para o QNM hidrodinamico longitudinal. A parte

real da freqiiéncia mostra claramente a passagem do limite hidrodinamico wp = ¢/v/2 para
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Figura 6.6: As partes real e imagindria da relacao de dispersao m(q) do modo hidrodinamico longitu-
dinal (linhas continuas). As curvas tracejadas correspondem as freqiiéncias do modo de onda sonora
(6.80), enquanto a curva pontilhada no grafico da esquerda representa a relacao energia-momento
ultrarelativistica wr = q.
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Figura 6.7: A velocidade de grupo ¢; = dwg/dq e a derivada dw;y/dq em fungao do niimero de onda
normalizado q. No gréfico da esquerda, a linha tracejada representa a velocidade do som 1//2 para
uma CFT 2+1 dimensional e a linha pontilhada, a velocidade da luz.

um regime caracterizado pela auséncia de ‘colisdes’ no plasma dual, wg = ¢. Entre esses dois
extremos, a velocidade de grupo das ondas, definida por ¢, = dwr/dq, assume valores superio-
res inclusive a velocidade da luz. Os graficos da figura (6.7) mostram que ¢; > 1 para todos os
nimeros de onda maiores do que q =~ 1,336 e o tempo de decaimento da perturbacao alcanga
um minimo (rw; é maximo) para valores de q entre 3,213 e 3,214. Observe, no entanto, que
¢ ultrapassa a velocidade da luz em regioes que estao fora do regime hidrodinamico, de modo
que essa velocidade de grupo superluminal nao pode ser interpretada como a velocidade do

som no meio.

(b) Modos nao-hidrodinamicos

Convencionou-se chamar aqui de modos nao-hidrodinamicos a todos aqueles QNM

que apresentam uma abertura (gap) na relagdo de dispersao quando o momento linear é nulo.
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Kovtun-Starinets Regge-Wheeler
q R oy g oy
0,004 1.84942 2.66385 1,84945 2,66384
0,04 1,84964 2.66379 1,85027 2,66248
0,4 1,87207 2,65770 1,92488 2,52658
1 2,00603 2,62917 2,03016 1,92213
2 2,60256 2,56803 2,30526 1,55218
5 5,57791 2,25854 5,25618 1,27974
10 10,5703 1,94304 10,2839 1.07342

Tabela 6.2: Os resultados encontrados para as freqiiéncias QN dos modos gravitacionais polares.
A esquerda, estao os valores obtidos com a utilizacao da variavel mestre de Kovtun-Starinets Zo,
enquanto a direita, estao aqueles obtidos com a varidvel de Regge-Wheeler Z*), j4 apresentados no
capitulo 5.

Existe de fato uma infinidade desses modos para qualquer valor de q. No caso das flutua-
cOes axials, em que o espectro associado a Z; é o mesmo de Z7), o objetivo desta secao é
apenas completar os dados ja contidos no capitulo 5, contemplando também as freqiiéncias
QN dos modos n = 2, 3, 4, 5. Tais resultados sao mostrados na figura 6.8. As relagoes de
dispersao para diferentes valores de n apresentam basicamente o mesmo comportamento que
foi apresentado na figura 5.1: existe um “réton” minimo (local) para valores intermediarios
de g, e a curva twvr X g tende a relacao energia-momento ultrarelativistica wg = ¢ no limite
de g — oc.

Por outro lado, as flutuagdes longitudinais (ou polares) apresentam espectros QN dis-
tintos, conforme sao impostas as mesmas condi¢oes de contorno sobre Z, ou Z*. Os resulta-
dos para as frequéncias QN dos modos de perturbacao gravitacional polar, com base em Zj,
sao apresentadas na figura 6.9. Observe que agora a parte real wy é uma fungao monotoni-
camente crescente de ¢, nao apresentando os maximos e minimos locais contidos nas relacgoes
de dispersao do espectro de Z™" (ver figura 5.2). Uma comparagdo mais detalhada entre
os valores obtidos com as varidveis de Regge-Wheeler (resultados do capitulo anterior) e de
Kovtun-Starinets (resultados desta se¢ao) é mostrada na tabela 6.2. Nao é dificil de perceber
que os dados sao praticamente idénticos para pequenos valores de q e que eles voltam a se
aproximar no limite de q grande. As diferengas mais acentuadas encontram-se no regime em
que o numero de onda g é da mesma ordem de grandeza da temperatura Hawking do buraco
negro. Além disso, as partes reais das freqiiéncias sao relativamente proximas se comparadas

com as diferengas nos tempos de decaimento das perturbagoes (7 = 1/wy).
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Swy/4nT
Sw/4mT

3q/4nT 3q/4nT

Figura 6.8: As cinco primeiras freqiiéncias dos modos gravitacionais axiais nao-hidrodinamicos,
w = (Bwr/4rT) — i(3wr/47T), em fungdo do numero de onda normalizado q = 3¢/47T. O
numero quantico principal n ordena os modos quase-normais nao-hidrodinamicos, comecando pelas
freqliéncias com as menores partes imagindrias.
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Figura 6.9: Graficos das primeiras freqiiéncias dos QNM polares nao-hidrodinamicos.



7 Consideracoes finais

Investigou-se ao longo deste trabalho o comportamento das perturbacoes gravitacionais
e eletromagnéticas de buracos negros plano-simétricos assintoticamente anti-de Sitter. Para
as flutuagoes do campo gravitacional, descobriu-se que os modos de perturbagao com niimero
de onda nulo possuem as seguintes caracteristicas: (i) o modo axial produz uma geome-
tria estaciondaria, que representa uma versao de rotacao lenta da solucao de buraco negro de
Lemos (1995) e (ii) a perturbagao polar conduz a uma mudanga no parametro de massa e a
producao de ondas gravitacionais. Se, por um lado, o resultado para o setor axial é analogo
aquele de uma perturbacao dipolar impar de um buraco negro esférico (ZERILLI, 1970b); por
outro lado, o modo polar com ntimero de onda nulo apresenta um comportamento totalmente
inesperado. Uma perturbacao desse tipo conduz a uma pequena mudanca no parametro de
massa, a exemplo do que acontece com uma perturbacao tipo-monopolo num buraco negro
de Schwarzschild. No entanto, ao invés de resultar numa geometria estatica, o espago-tempo
perturbado é dinamico, ocorrendo a propagacao de ondas gravitacionais cilindricas. A razao
para essa diferenca é que uma perturbacao independente dos angulos 6 e ¢ de um buraco
negro esférico nao altera a simetria do espacgo-tempo de fundo e, conseqiientemente, pelo teo-
rema de Birkhoff, a geometria resultante é necessariamente estatica. Aqui, uma perturbacao
independente de ¢ e z conduz, em geral, a um espacgo-tempo com simetria cilindrica, no
sentido que o grupo completo de isometrias espago-temporais possui apenas dois vetores de
Killing tipo-espaco, d, e 0,. E, conforme é bem conhecido desde a solugao de radiacao de
Einstein-Rosen, um sistema dinamico com simetria cilindrica é responsavel pela emissao de
ondas gravitacionais.

Os resultados obtidos nesta tese também tém implicagoes para o estudo do colapso
gravitacional de matéria que seria responsavel pela formacao de um buraco negro AdS com
simetria plana. Ao analisar esse problema, Lemos (1998, 1999) argumentou que o colapso
de uma configuragao plano-simétrica de massa se daria sempre com a emissao de radiacao.
Consistente com essa observacao, ele descreveu a geometria no exterior de uma ‘estrela plana’
por meio de uma métrica de Vaidya modificada e ‘casou’ essa solucao, na superficie da estrela,
com uma métrica tipo Friedmann-Robertson-Walker para o interior. Ocorre que, segundo a
analise aqui apresentada, uma perturbagao que mantém a simetria plana do espago-tempo
de fundo nao leva a producao de ondas gravitacionais. Esse resultado mostra-se consistente

também com a existéncia de uma versao plano-simétrica do teorema de Birkhoff (BRONNIKOV
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E KOVALCHUK, 1980; MIRANDA, 2003). Sendo assim, para investigar os diferentes aspectos do
colapso de matéria com simetria plana, pode-se fazer uso da métrica (4.1) para representar a
solucao no exterior desse sistema. Tal observagao é particularmente importante para estudos
futuros em espagos-tempos plano-simétricos com n dimensoes.

Para o estudo das flutuacoes com um vetor de onda arbitrario, foram utilizados diferen-
tes formalismos de perturbacao, bem como diferentes escolhas de variaveis mestres. Enquanto
que as variaveis de Regge-Wheeler mostram-se convenientes por satisfazer equagoes de onda
simples, similares as da mecanica quantica, mostrou-se no capitulo 6 desta tese que as va-
riaveis de Kovtun-Starinets conduzem diretamente aos polos das funcgoes de correlagao na
teoria de campos dual. No caso especifico das perturbacgoes gravitacionais, as equacoes de
onda axiais e polares também foram obtidas com um procedimento baseado no formalismo
de Teukolsky (1972) e na teoria da transformagao de Chandrasekhar (1983). Esses métodos
permitiram que se tratasse em pé de igualdade as duas coordenadas espaciais ¢ e z, bem
como forneceram as freqiiéncias algebricamente especiais associadas as ondas gravitacionais
radiadas pelos buracos negros.

Em relagao a teoria da transformacao de Chandrasekhar, observa-se que o conjunto
de transformacoes duais, que levam as variagdes da curvatura de Weyl Y., nas variaveis
mestres Z®)| representa um conjunto particular no universo de transformacoes possiveis.
Tais transformagoes duais sao caracterizadas nao apenas por apresentar uma relacao simples
entre os potenciais axial e polar, V® (r) = £6M(df /dr,) + 36 M?f* + ¢*R*f, mas também
por conduzir a um conjunto de equacoes tipo Schrédinger em que os potenciais efetivos sao
independentes da freqiiéncia. Embora nao tenha sido verificado neste trabalho, certamente
existem transformagoes que mapeiam as quantidades Y, o do formalismo de Teukolsky nas
variaveis de Kovtun-Starinets Z; e Zy. Possivelmente, essas transformagoes possam levar
a novas interpretacoes e resultados analiticamente simples, como as freqiiéncias especiais
w = +iw,, que seriam importantes para um entendimento da estrutura analitica das fungoes
de correlagao na teoria supersimétrica de Yang-Mills.

Os modos quase-normais calculados neste trabalho sao responsaveis pelo comporta-
mento de ‘tempo tardio’ das perturbagoes gravitacionais e eletromagnéticas dos buracos ne-
gros AdS planos. Na teoria de campos hologréfica, a parte imaginaria do QNM fundamental
fornece a escala de tempo 7 para o sistema retornar ao equilibrio térmico, Im{w] = —1/7. Com
o método de Horowitz-Hubeny (2000), foram encontradas as freqiiéncias QN normalizadas to
para diferentes valores do niimero de onda g.

(£

Ao contrario do que fora obtido com o uso das varidveis de Regge-Wheeler U as
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flutuagdes eletromagnéticos axiais (transversais) e polares (longitudinais), governadas pelas
variaveis de Kovtun-Starinets, possuem diferentes espectros quase-normais. Tanto na diregao
transversal quanto longitudinal, existem familias de modos puramente amortecidos que ten-
dem as freqiiéncias de Matsubara de um sistema bosonico, w = —2inTn,, no limite de pe-
quenos vetores de onda q. Resultados semelhantes ja haviam sido obtidos para branas negras
pentadimensionais (NUNEz E STARINETS, 2003), w = 27Tns(1 — i), porém o significado fisico
dessa seqiiéncia infinita de polos ainda nao esta claro.

Além da analiticidade em g = 0 das fungoes de dois pontos da corrente- R, outra carac-
teristica particular das flutuacoes eletromagnéticas em quatro dimensoes espaco-temporais é
a existéncia de um ‘corte’ no momento linear, denotado por qj,, que limita o aparecimento
de freqiiéncias QN puramente imaginarias. Esse corte tem importantes implicagdes no tempo
de termalizacao 7. Para valores de q no intervalo 0 < q < qum, 0 parametro 7 é dado pelo
inverso do modo puramente amortecido fundamental, 7 = 1/w,. Para valores de q acima de
Qiim, 08 tempos de decaimento sao determinados pelos QNM fundamentais comuns, 7 = 1/wy,
diminuindo drasticamente o seu valor. Para se ter um idéia, no caso das flutuagoes polares, o
valor de 7 passa abruptamente de 0,38/7 para 0,044/T conforme q cruza g, ~ 0, 557.

Os resultados numéricos para as flutuagoes gravitacionais mostram que o tempo de
termalizagao dos modos axiais é determinado pela parte imaginaria da freqiiéncia QN hidro-
dinamica, w = —iw,, para vetores de onda no intervalo 0 < q < 1,94. Isso quer dizer que
T varia linearmente com a temperatura Hawking do buraco negro, pelo menos no regime de
validade (q < 1) do modo de cisalhamento: 7 ~ 47T /¢?. A passagem para valores maiores de
q marca também a passagem (aqui continua) para um regime em que o tempo de decaimento
¢é determinado pelo QNM axial comum fundamental. Isso ocorre para um valor de q = 1,94
e uma frequiéncia to; ~ 2,3. Além disso, nesse ponto, o tempo de termalizacao alcanca o
seu valor minimo: 7 &~ 1/107. Por outro lado, no caso das flutuagoes polares, o tempo de
decaimento das perturbacoes é sempre determinado pelo QNM hidrodinamico que se reduz
ao modo de onda sonora (6.80) no limite de w,q < 1,.

Em relagao a estabilidade dos buracos negros AdS planos, mostrou-se analiticamente
que, para um potencial positivo definido, a parte imaginaria das freqiiéncias QN é sempre
negativa, independentemente do modo de perturbagao gravitacional considerado. Nao é dificil
de perceber também que o mesmo tipo de andlise se aplica as perturbagoes eletromagnéticas.
Por sua vez, os resultados numéricos mostram que todas as freqiiéncias QN tém uma parte
imagindaria negativa, incluindo os casos em que o potencial efetivo assume valores negativos

fora do horizonte de eventos. Esses resultados, conjuntamente, implicam que os buracos ne-
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gros plano-simétricos AdS sao realmente estaveis frente a perturbacoes eletromagnéticas e
gravitacionais.

Deste ponto em diante, cabe interpretar as relagoes de dispersao obtidas no presente
trabalho em termos das propriedades de um plasma na super-Yang-Mills, bem como comparar
essas relagoes com o comportamento de sistemas bem conhecidos, como um gas de elétrons.
A temperatura Hawking do buraco negro AdS é identificada com a temperatura do plasma
em equilibrio térmico. No capitulo 5, investigou-se o comportamento das freqiiéncias QN
no limite em que q < 1. Desse estudo ficou claro que as relagoes de dispersao dos modos
nao-hidrodinamicos para q < 1 sao semelhantes a relagao energia-momento de uma particula
relativistica: 4mw? = —cy(co + 2¢19%). A parte real de to é idéntica ao modo coletivo RPA,
também conhecido como plasmon, que aparece no estudo de um gés de elétrons interagentes.
A freqiiéncia do plasma w,, é dada pela parte imagindria do coeficiente ¢y: o, = Im[cy]/2.
A diferenca aqui é o surgimento de um fator de amortecimento, responsavel pelo decaimento
das perturbagoes. J& que Re[cg| ~ Im[cp], ndo é possivel interpretar esses modos como quase-
particulas, visto que a incerteza na energia, AFE ~ wy, é tao grande quanto a propria energia
das excitagoes, £ = wg.

No caso especifico das flutuacoes longitudinais de f’“’, torna-se conveniente explorar
ainda mais a analogia com um sistema de particulas interagentes. Poder-se-ia dizer, nesse
sentido, que a relacao de dispersao do polo hidrodinamico mostra a passagem do som ter-
modinamico (ou primeiro som), no regime em que v < 1, para um modo que Landau chamou
de som zero, no extremo oposto v > 1. O som zero é composto por quase-particulas, que
surgem num regime em que o periodo das flutuacoes é muito menor do que o tempo médio
1/T entre colisoes sucessivas. Nesse regime, as colisdes podem ser desprezadas e as quase-
particulas praticamente nao decaem. Esse quadro é consistente com o nosso resultado para a
parte imagindria das freqiiéncias quase-normais: 7 = 1/w; — oo conforme q — oo. Por outro
lado, o som termodinamico exige equilibrio local, de modo que as freqiiéncias precisam ser
muito menores do que a temperatura, para que as colisoes dominem e os modos de perturbacao
decaiam.

O papel da velocidade de Fermi kr/m no caso de um gas de elétrons é exercido na
SYM pela velocidade da luz ¢ = 1. Em geral, a velocidade do som zero é um pouco maior
do que kr/m, o que lembra o comportamento mostrado na figura 6.7, onde a velocidade de
grupo c¢s > 1 para todo q > 1, 336. Essa propagacgao superluminal, que a primeira vista parece
violar o principio de causalidade, j& foi observada em outros sistemas descritos por teorias de

campos relativisticos. Por exemplo, ao estudar o efeito Casimir em eletrodinamica quanti-
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ca, Scharnhorst (1990) demonstrou que, quando as flutuagoes de vicuo obedecem condigoes
periddicas de contorno, as corregoes em dois lacos do tensor de polarizacao conduzem a uma
propagacao superluminal dos fotons. Embora essa questao ainda seja polémica, argumenta-se
que o movimento superluminal viola a causalidade somente se o espaco-tempo ¢ invariante por
transformagoes de Lorentz globais (SHORE, 2003). Ja que as condigdes de contorno no efeito
Casimir e a presenca do plasma na SYM quebram a invariancia de Lorentz, em principio, a
causalidade é preservada. Além disso, a velocidade de interesse para a propagacao de sinais,
e conseqlientemente para a definicao dos cones de luz, nao é a velocidade de grupo, e sim a
velocidade da frente de onda vy, dada pelo limite de w — oo da velocidade de fase vy, = w/q.
O primeiro gréafico de 6.7 mostra que vy, tende a ¢ = 1 no limite de altas freqiiéncias, e as
oscilagoes no plasma da SYM preservam assim o principio de causalidade.

A quebra da simetria de Lorentz, mencionada acima, devido a presenca do plasma
tem implicagoes no espago-tempo AdS. A passagem para um referencial em movimento no
plasma implica numa mudanga na forma da métrica anti-de Sitter. Se a direcao do boost for
compacta, como ¢ — ¢+ 27 R, entao a transformagao de Lorentz é globalmente ‘proibida’ na
definigdo de Stachel (1982), de modo que se tem uma nova solugao das equagdes de Einstein:
os buracos negros em rotagao de Lemos (1995). O estudo dos modos de vibragdo desses
buracos negros, bem como da solugao eletricamente carregada de Lemos e Zanchin (1996),
representa uma extensao natural do trabalho apresentado nesta tese. Outra generalizacao
consiste em investigar buracos negros plano-simétricos em n dimensoes. Parte desse trabalho

ja se encontra na dissertacao de Morgan (2007).
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A Modos gravitacionais plano-simétricos AdS puros

Este apéndice discute, de forma breve, como encontrar os modos de perturbacao gra-
vitacional em espacos-tempos AdS puros com simetria plana. Os resultados obtidos aqui
servem de comparacao para os QNM gravitacionais no limite de pequenos buracos negros (ou
baixas temperaturas), conforme apresentados na se¢ao 5.5.

Para as perturbagoes gravitacionais, as equagoes de onda relevantes para esse caso sao
obtidas da equacao (5.11), assumindo M = 0 em todos os lugares em que o parametro de
massa aparece. Por exemplo, os potenciais V* reduzem-se a um mesmo valor constante,
V® = g% As equacoes resultantes sao, entdo, dadas por

A
il (W —¢*) 2% =0. (A1)

Em termos da coordenada radial » = 1/r,, as solucoes de (A.1) sao da forma

)22 iS22
a(:t)ez w q/r+b(i)e i/ w q/r’ w2§£q27

R w? =",

onde a®, b*) c*) e d® sao constantes de integracao.

No caso em que w? # ¢2, a solucao é analitica em todo o intervalo que é de interesse
para comparagao com os QNM de pequenos buracos negros: 0 < r < oo. Conseqiientemente,
a Unica condicao que w precisa satisfazer é w? > ¢, a fim de evitar que as ondas crescam
exponencialmente no limite em que » — 0. No entanto, surgem restri¢oes adicionais a esses
modos ao se impor as condi¢oes de contorno usuais para os QNM em espacos-tempos AdS:
nenhuma onda pode sair do horizonte do buraco negro, localizado em r = ry — 0; e nenhuma
onda pode propagar-se para o infinito espacial, r — oo. Essas condi¢oes implicam em a* = 0
e b® =0, o que significa que ondas com w? # k? se anulam.

2 = ¢%. Nesse caso, de fato, nao existem

Restam, entao, apenas as solugoes em que w
ondas na diregao radial, tal que as solugoes Z* = ¢* +d™* /r parar > 0, representam ondas
que viajam ao longo das direcoes espaciais ortogonais a direcao . Em outras palavras, nao
existem ondas saindo do horizonte de eventos nem tao pouco propagando-se para o infinito
espacial. Considerando estes como os modos plano-simétricos AdS puros, as freqiiéncias deles,

dadas por w = ¢, concordam com o resultado encontrado numericamente para pequenos

buracos negros.
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B Somatério da série para modos de grandes buracos negros

Mostra-se aqui como a série apresentada em (5.48) pode ser somada exatamente. J&
que ela é uma série alternada, é importante nao apenas provar a sua convergencia, mas
também testar a sua convergéncia absoluta. Por indu¢ao matematica, encontra-se que a série

(5.48) pode ser escrita como uma combinagao de sete termos

7:2+iainjtiafnjtiafnjtiafmtiafmtia?m (B.1)
m=1 m=1 m=1 m=1 m=1 m=1

onde os elementos a! (i =1, 2, ..., 6) sao dados por
2 2
L (_qym 2 _ (_qymtl
= Y S m r5) = ) S T )
1 6m + 5
3 = —1 m 4 - _1 m
= ) G nenry - Y EmmEn e 1)
; 6m + 5 ] 12m + 11
a) = =

n= A g ey O Y e 2 em 8

Tem-se, entao, uma soma de seis séries, de tal modo que, ao demonstrar a convergéncia
absoluta de cada uma delas, prova-se também a convergéncia absoluta da série completa

>, Ym(0). Com esse propésito, calcula-se o limite

i ol = 2

e se verifica que ele é menor do que a unidade para qualquer 7. Aplicando o teste da razao de
D’Alembert, conclui-se que cada série individual é absolutamente convergente. Esse resultado
mostra que a soma final para v é independente da ordem dos elementos na série alternada.
Em particular, pode-se adicionar os termos o/ sobre todo i antes de realizar a soma sobre

m. Ao fazer isso, encontra-se o resultado simples

6
Zaﬁn:a,ln%—afnjt...%—afn:() (B.3)
i=1

para qualquer valor de m e, conseqiientemente, a soma sobre m da zero. Dessa forma, a soma

da série (B.1) resulta em v = 2.
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C A teoria da resposta linear

Tendo em vista que os principais resultados obtidos neste trabalho dizem respeito aos
polos das funcoes de Green de uma teoria quantica de campos, torna-se importante apresen-
tar aqui de que forma essas funcoes estao relacionadas a quantidades fisicamente relevantes
como, por exemplo, a susceptibilidade magnética e a condutividade elétrica de um sistema.
Encontrar tais relagoes é o objetivo principal da teoria da resposta linear: sonda-se o sistema
por meio de uma perturbacao fraca e se investiga a resposta dele dentro da aproximacao line-
ar. A revisao contida neste apéndice estd baseada na monografia classica de Negele e Orland
(1998).

Considera-se, inicialmente, um sistema que no tempo t; estd no autoestado |1, (t;)) do
hamiltoniano H. Posteriormente, esse sistema ¢é colocado sob a acao de um campo externo

dependente do tempo, U(t), que se acopla a ele por meio do operador @1,

onde estados e operadores sao dados na representagao de Schrodinger.

Para sistemas com hamiltonianos dependentes do tempo, uma forma conveniente de
representar o operador evolucao é por meio de uma exponencial ordenada no tempo. Define-
se o produto ordenado no tempo de um conjunto de operadores de criacao e destruicao

dependentes do tempo por
T |0y (41)0as (12).-Ou (tn) | = ¢" Oy, (t8,)Oui, (1) Oyt ), (C2)

onde ¢ é —1 para férmions e +1 para bésons, e P é uma permutagao de {1, 2, ...,n} que coloca

em ordem cronoldgica os tempos,
tpl > tp2 > tp3 > > tpn, (C?))

e em ordem normal os operadores de criacao e destruicao. Nesse sentido, a exponencial

ordenada no tempo é dada por

Te— i AR)dt — Ji e—cAltN) p=cAltn—1)  ,—€Alt2) j—eAlt)
N—o0

: (C4)

sendo € = (t, —t,)/N e t, =t, + ne.
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Em termos da exponencial ordenada no tempo definida anteriormente, o operador

evolucao do sistema pode ser escrito como
Ut ;) = Te e o)t (C.5)

Esse operador é solucao da equagao de movimento

z'%ljl(t, t:) = Hy(OU(L,t;), (C.6)

e ainda satisfaz a condicao de contorno
A~ . ti = / !
Ut t;) = Te e Huddt —q (C.7)

Por definicao, o operador evolucao temporal conecta vetores de estado em instantes de

tempo distintos. Se o sistema encontra-se no autoestado |¢,) no tempo ¢;, entao
~ et T N
[Walt)) = U(t, i) ) = Te T [y,), (C8)

A resposta da funcao de onda a atuacao de um campo externo infinitesimal entre os instantes

t; e t é, dessa forma, dada por

t 7 .

o) = | T

[Ya(ti)- (C.9)

U=0

A derivada funcional que aparece na equagao anterior segue da variagao de (C.5) com respeito

ao campo externo U(t),

OU(t, ;) — Te_ifttl Hy(ydt @1T6_ifttil Hy (at (C.10)
0U(t1) ly—o U=0
Substituindo esse resultado na equacao (C.9), obtém-se
t s ~
Sl(8)) = —i / dt6U (t)e TOP (1) ), (11)
t.

(3

onde o operador O} (t) na representacio de interacio estd relacionado ao operador O; na

representacao de Schrodinger por

O (t) = LD, e~ (C.12)
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e o vetor de estado |¢") na representagao de interacao esta relacionado ao vetor de estado

|1)(t)) na representagao de Schrédinger por
) = (). (C.13)

De acordo com a interpretacao padrao da mecanica quantica, o proprio vetor de estado
associado a um sistema nao é uma quantidade diretamente observavel. O que pode ser medido,

por exemplo, é o valor esperado de um operador O, avaliado no tempo t5 com o sistema no

estado [¢(t2)):
(W (t2)| Oalti(t2)) = (alt)IU (b, £:) O2 Ut 1) [tha (8:)) (C.14)

A dependéncia desse valor esperado em U (t) estd inteiramente contida no produto de operado-
res U'(ty, t;)Oslh (2, 1;). Sendo assim, a variacio de (1(t;)|O2|t(t,)) frente a uma perturbagio

infinitesimal no campo externo é dada por

)
oU(t1)

S{(6)1Butve) = [ 2dt1w<t1><wa<ti>\[ m(tzati)@za(hati)} alt)), (C.15)

U=0
ou entdo, utilizando (C.10) no calculo da derivada funcional acima, encontra-se

+oo

5()(t2)| Dal(t2)) = —i /

—00

dt6U (t1)0(ta — t1) (3| [@” (t2), @Y)(h)} 1), (C.16)

onde o limite inferior da integral foi extendido para —oo de modo a incluir todas as possiveis
variagoes de U (ty).

Numa situagdo em que o estado inicial [i),) ndo é bem determinado, mas dado por
uma mistura estatistica de estados num ensemble canonico, por exemplo, é necessario tomar

uma média termodinamica com peso estatistico dado pelo operador densidade
p=2te BT (C.17)

onde Z é a funcao de particao do sistema, Z = Tr[exp(—f] /T)]. Com isso, a variacao do valor

médio do operador Oy transforma-se em

5(Oy(ts)) = —i /_ o At 0U (1)0(ts — 1) < [@;’)(tQ), @;’)(tl)] > , (C.18)

[e.e]

ou seja, a mudanca em <@2(t2)) devido a uma perturbacao acoplada a O, é dada pela funcao



111

resposta

D(1,2) = ‘Sﬁf]—m = —i0(t— 1) (|05 (1), 00 (1] ). (C.19)

onde os parénteses angulares denotam a média termodinamica representada pelo operador
densidade (C.17).

Observa-se, portanto, que a resposta de um sistema a um potencial externo é carac-
terizada pelas funcdes de correlacao (O (t5)O% (t,)). Em outras palavras, um coeficiente de
transporte que caracteriza a dissipacao em um sistema é dado por um elemento de matriz
das flutuacoes termodinamicas ou de estado fundamental de um operador. Tal resultado é
conhecido como o teorema da flutuagao-dissipacao. Como exemplos do resultado geral (C.19),
tém-se a susceptibilidade magnética e a condutividade elétrica de um sistema. A primeira
quantidade é dada em termos de fungoes de correlagao spin-spin (& (x1,t1) . o (2, t2)), ja que
um campo magnético externo acopla-se a uma rede de spins por meio de &(z).H(z). De
maneira similar, um campo elétrico acopla-se a um sistema de particulas carregadas por meio
do potencial vetor 3 A, num calibre em que ® =0 e E = —0A/0t. Dessa forma, a condu-

~ ~

tividade elétrica é dada por fungdes de correlacdo corrente-corrente (j(xy,t1) . J(x2,t2)).
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D Funcoes de correlacao em teoria de campos

No presente apéndice discute-se a estrutura de indices de Lorentz das func¢oes de cor-
relacao retardadas de correntes conservadas e do tensor energia-momento. Essa andlise é bas-
tante geral, sendo vélida para teorias quanticas de campos relativisticos num espaco-tempo de
Minkowski D-dimensional. O estudo se baseia em revisao apresentada por Kovtun e Starinets
(2005).

Assume-se inicialmente a invariancia da teoria por translagoes e rotacoes. A idéia é

analisar a estrutura de indices das seguintes fungoes de Green:

)

<

Cu(x — y) = =i 0(2° — y){[T.(x), L(y)]); (D.1)

Gumaﬁ(x - Y) = —2'9(3:0 - y0)<[ uu(x)> Taﬁ(}’)} > (DQ)

)

Ja que os valores esperados referem-se a estados invariantes por translacoes, torna-se conve-

niente tomar a transformada de Fourier das fungoes de Green,

C(x —y) = / (;;‘D ek (K), (D.3)

o mesmo acontecendo com G, .3(x —y). Na equacao acima, k = (ko, k) é o vetor momento
linear D-dimensional, kx = koz® + kx. Assume-se, aqui, que os valores esperados de todas
as cargas globais sejam nulos no estado de equilibrio, o que significa considerar sistemas com

potenciais quimicos nulos. Com isso, a invariancia CPT do estado de equilibrio implica em

Cuw(k) = Cup(k), (D.4)

Gvap(k) = Gog (k). (D.5)

Além disso, devido a simetria de T),,,, as funcoes de correlacao do tensor energia-momento sao

Iz

tais que

Gw,aﬁ(k) = vaaﬁ(k) = Gw,ﬁa(k)- (D-G)

A conservagao de ju(x) e fu,,(X) indica que as fungoes de correlagdo podem ser definidas de

modo que satisfacam as seguintes identidades de Ward:

B C (k) = 0; (D.7)
kGl (k) = 0. (D.8)
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Se, além disso, a teoria é invariante por mudancas na escala, entao as fungoes de correlacao

do tensor energia-momento satisfazem uma identidade de Ward extra,
0" Gu,ap(k) = 0. (D.9)

Por sua vez, a combinagao da hermiticidade de J,(x) e 7},,(x) com a invariancia por rotacoes

implica em

C/.u/(k(b k) = C/Jl/(_k(b k)*7 (D10>
G/u/,ozﬁ(kOa k) = Guu,aﬁ(_km k)* (Dll)
D.1 Correntes conservadas

As identidades de Ward (D.7) para o vacuo indicam que a fungao de correlagao

corrente-corrente é proporcional ao operador de projecao sobre vetores conservados,

k.k,

ij = 7]“,, — %, (D12)
onde k? = —k2 + k*. Com isso, todas as componentes C,, (k) sdo determinadas por uma
tinica fungao escalar I1(k?):

Co(k) = P, TI(K?). (D.13)

Nos casos em que se considera o valor esperado num estado que nao é invariante por trans-
formagoes de Lorentz, como por exemplo, um estado de equilibrio termodinamico no ensemble

canonico, torna-se entao conveniente dividir o projetor P,, nas suas partes transversal e lon-

gitudinal,
P, =P, + PL, (D.14)
onde P7, e Pl sdo projetores mutuamente ortogonais (P, n** Py = 0), definidos por
Py =0, Py, =0, Pl =6 — % PL =P, — P, (D.15)

rojetor istaz relaco = = T raza ualquer ex-
Esses projetores satisfazem as relacgoes k”PED k”PuLV 0 e, por essa razao, qualquer e
pressao construida a partir de Pfu e PMLV satisfaz automaticamente o vinculo de conservagao

de corrente. Sendo assim, num estado invariante apenas por rotagoes, a funcao de correlacao
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corrente-corrente é determinada por duas fungoes escalares independentes,
Cuw(k) = PL 1T (ko, k*) + P, 11" (ko, k7). (D.16)

Quando II7" = IIY = II, essa expressao se reduz & forma invariante de Lorentz (D.13). Além
disso, devido a invariancia por rotagoes, os limites para k — 0 das auto-energias transversais
e longitudinais coincidem,

lim 117 (ko, k%) = lim I (ko, k). (D.17)

k—0

D.2 O tensor energia-momento

No vacuo, a funcao de correlacao de dois pontos do tensor energia-momento pode ser
escrita como uma soma de cinco termos admitidos pelas simetrias (D.5) e (D.6) e proporcionais
& Nutlags (Muallvs + Muptva); (Muwkaks + kukunag), (Muakvks + Muakuks + Muskyka + 1upkuks)
e k,k,kokg. No entanto, somente duas combinacoes lineares desses termos sao compativeis
com a identidade de Ward (D.8). Tais combinacoes podem ser escolhidas como P, P,z e
PP, + P3P, onde P, ¢é o projetor definido na secao anterior. Uma forma conveniente

de escrever G ap(k) é
Gruvap(K) = P PapGp(K?) + HyupapGis(K?), (D.18)

onde
1

5 P Pos (D.19)

1
Hyyap = §(Puapuﬁ + PupPra) —

é um projetor sobre tensores simétricos conservados e sem traco, o qual é construido de modo
a satisfazer n** H,,, .3 = 0. No caso de uma teoria invariante por mudancas na escala, tem-se

Gp(k?) =0, e a funcao de correlacao assume a forma simples
Guu,aﬁ = Huu,aﬁGS(k2)- (D20)

Se o valor esperado refere-se a um estado que nao é invariante por transformacoes de Lorentz,
tal como o estado de um sistema em equilibrio termodinamico num ensemble canonico, torna-

~ . . . . . T
se entao conveniente separar H,, s em dois projetores ortogonais formados a partir de P, e
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P, Um combinagao importante é

1 T pL L pT T pL L pT

2 po v po v

Devido & ortogonalidade de P, e P, a combinacao anterior satisfaz k*S,,a3 = 0 e também

" Suv,ep = 0. Uma outra combinacgao independente com as mesmas propriedades ¢ dada por

1 L pL 1 T pT T pL L pT
QMVﬂlﬁ = ﬁ (D - 2)P;ujpo¢ﬁ + mpuupaﬁ - (P/M/Paﬁ + P/uxpaﬁ) : (D22)
Como ocorre com qualquer projetor, os quadrados de Sy,a3 € Qu,as reproduzem a eles

préprios. Além disso, um projetor é ortogonal ao outro, S, .51 n**Qx,.- = 0. Portanto, o

projetor H,, .3 pode ser separado em
H}LV,CM,B = S}LV,CM,B _'_ Q/J‘V7a6 + L“y,aﬁg (D'23>

onde L, o3 € ortogonal a ambos, S, . € Quuqp. Dessa forma, numa teoria invariante por
mudancas na escala, a funcao de correlacao do tensor energia-momento pode ser escrita como

uma soma de treés estruturas de indices independentes:
G = SuvapGiko, k) + QuasGa(ko, k) + Lyw.asGs(ko, k). (D.24)

Pode-se mostrar que, devido a invariancia por rotagoes, os limites de k — 0 (com kq fixo) das

trés fungoes escalares coincidem,
llciir%)Gl(ko,kz) = H)@(%,E) = lim G5 (ko, k?). (D.25)

Numa teoria que nao é invariante por mudangas na escala, sao necessarias duas funcoes
escalares extras para especificar G, og(k). Elas multiplicam duas combinacoes lineares inde-

pendentes de PZ/Pgﬁ, PMLVPO% e (PZ/PO% + PMLVPO%); uma das escolhas possiveis é

1
Guvap(k) =+ lPﬁlP,fﬁ +5 (P PL + Pjypgﬁ)} Cor(ko, k)
1
+ [PfyPcfg +5 (PP + Pjypgﬁ)] C(ko, k?) (D.26)
+ Suu,aﬁGl(kOa k2) + Quu@ﬁGg(k’o, k2) + Lw/,aﬁGi’,(kO, k2)
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Quando Cr = Cf, = G e G = Gy = G3 = (g, essa expressao se reduz exatamente a forma

invariante de Lorentz (D.18).

D.3 CFT tridimensional

Um exemplo particularmente interessante para o presente trabalho é o de uma teoria
de campos tridimensional conforme a temperatura finita. Nesse caso especifico, o nimero de
dimensoes (D = 3) faz com que os projetores Sy, .5 € Qu.op Sejam nao apenas ortogonais,

mas também suplementares em relacao ao espaco de projecao de H,, .. Em simbolos,

Huu,aﬁ = S/u/,ozﬁ + Q/u/,ozﬁ> (D27)

e o projetor L,, .3 ¢ identicamente nulo. No lado gravitacional da AdS/CFT, esse resultado
reflete a auséncia de perturbagoes gravitacionais tensoriais num espaco-tempo quadridimen-
sional, tendo em vista a inexisténcia de um tensor simétrico com trago e divergéncia nulos
sobre o R?.

Escolhendo o trivetor momento linear de modo que k, = (—w,0,q), a componente

transversal da funcao de correlagao corrente-corrente assume a forma
Coigi (k) = 11" (w, q), (D.28)

enquanto que as componentes longitudinais ficam dadas por

2

Ctt(k> = qu_ q2 HL(wv Q)u (D29>
w

Cuuz (k) = —— _qqz 11" (w, q). (D.30)
w?

Cuaslk) = 11 (w.). (D.31)

As correlagoes da densidade de momento transversal sdo determinadas por Gi(w, q):

2

I q
Gtxl,t:vl (k) = 5 ((.4)2 — q2) Gl (wa Q)ﬂ (D32)
B 1 wq )
G = 2 G(w0) (D.34)
212 zplg2 = 5 (w2 — q2) 1w, q). .

As correlagoes da densidade de momento longitudinal, densidade de energia e tensoes diago-



nais sdo determinadas por Gs(w, q),

Guu,aﬁ(k) = Qm/,aﬁ ((U, Q)GQ (wa q)’

onde as componentes do projetor (),,,o3 sao dadas por:

4 3

Qit,it = %(qu_ti)T Qi = —§#§
2 2.2
Qtt,z1a1 = —%ﬁ§ Qit 0222 = %ﬁ,
Qurat g1zt = %; Qurgt o2 = %ﬁ7
2 4
lewl,waQ = —%ﬁ; Qx2m2,m2m2 = %(w;iti)T
Qx2x2,m2 = —%ﬁ; QmZ,mZ = %%
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(D.35)

(D.36)

(D.37)

(D.38)
(D.39)

(D.40)
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E Elementos de hidrodinamica

O comportamento hidrodinamico de um sistema impoe uma série de restrigoes so-
bre a forma das fungoes de correlagdo no espago-tempo de Minkowski (POLICASTRO, SON E
STARINETS, 2002a). Em particular, os p6los das fungdes de Green retardadas apresentam for-
matos especificos, dependentes apenas de um conjunto de parametros do fluido que representa
o limite continuo do sistema. No caso das flutuacoes numa densidade de corrente, j° evolui

de acordo com a equacao da difusao (lei de Fick),
0’ = DV?*5°, (E.1)

onde D é uma constante de difusao com dimensao de comprimento. Essa equacao corresponde
a um modo puramente amortecido, cuja relacio de dispersao é w = —iDg?. De um modo
similar, as flutuagoes nas componentes do tensor energia-momento T"" satisfazem as equacoes

hidrodinamicas linearizadas

80T00 —|— aZTVOz = 0’ aoTVOi + @T” = 0, (E2)
onde
700 _ 00 _ <T00> — 00 _ €, TOi Toi’ (E.3)
~ g g 1 . 2 N
T9 =T4 — P§i = -—> {77 (@TOJ +0,T" — gé”akTOk) - <5”akT°’f] , (E.4)

sendo € e P a densidade de energia e a pressao, n e ¢ os coeficientes de viscosidade de cisalha-
mento e de volume, respectivamente. Flutuacoes transversais na densidade de momento 7

produzem um modo de cisalhamento caracterizado por uma freqiiéncia puramente imaginéria,

w=—i—" . (E.5)

Por outro lado, as flutuacoes da densidade de energia 7% e da componente longitudinal da
densidade de momento 7% apresentam um modo de onda sonora, cuja relacio de dispersao é
dada por
11 4
u}::l:Cs - + = 27 E.6
q 26+P(< 3n)q (E.6)
onde ¢ = 9P/de. No caso de teorias tridimensionais conformemente invariantes, o tensor

energia-momento possui trago nulo, o que implica em ( =0, e =2P e cs =1/ V2.
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