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CENTRO DE CIÊNCIAS NATURAIS E EXATAS
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contribúıram para enriquecer este trabalho, e a ajuda na construção dos gráficos e parte dos
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RESUMO
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No presente trabalho, investigou-se o espectro de vibrações eletromagnéticas e gravi-

tacionais de buracos negros anti-de Sitter com horizontes plano-simétricos. Segundo a cor-

respondência AdS/CFT, os modos quase-normais desses buracos negros estão associados aos

pólos de funções de correlação de corrente-R e do tensor energia-momento na teoria de cam-

pos holograficamente dual: a super-Yang-Mills N = 8 em 2 + 1 dimensões. Neste estudo, a

relação com a teoria de campos foi explorada ao se fixar as condições de contorno que definem

os modos quase-normais, bem como na escolha das quantidades invariantes de calibre que

governam as perturbações dos buracos negros anti-de Sitter. Para obter as equações de onda

gravitacionais, foram utilizados formalismos baseados em variações da métrica e dos escalares

de curvatura de Weyl. Entre outros resultados, mostrou-se que as perturbações axiais com

número de onda nulo produzem somente pequenas rotações sobre o sistema, enquanto que as

perturbações polares conduzem a mudanças na massa e também podem se propagar na forma

de ondas gravitacionais ciĺındricas. Em relação ao espectro quase-normal, no limite de baixas

freqüências e grandes comprimentos de onda, algumas relações de dispersão apresentam o

comportamento hidrodinâmico caracteŕıstico de uma teoria conformemente invariante, com o

aparecimento de modos de difusão, cisalhamento e de onda sonora. Por fim, no setor eletro-

magnético das perturbações, surgem também modos puramente amortecidos que tendem às

freqüências de Matsubara de um sistema bosônico no regime de grandes comprimentos de

onda.

Palavras-chave: buracos negros; anti-de Sitter; modos quase-normais; AdS/CFT



ABSTRACT
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QUASINORMAL MODES AND THE ADS/CFT CORRESPONDENCE

Author: Alex dos Santos Miranda

Adviser: Vilson Tonin Zanchin

Local and Date: Santa Maria, April 25nd, 2008.

The electromagnetic and gravitational quasinormal mode spectra of plane-symmetric

anti-de Sitter black holes are investigated in the present work. According to the AdS/CFT

correspondence, the black hole quasinormal frequencies correspond to the poles of R-current

and stress-energy tensor correlation functions in the holographically dual field theory: the

N = 8 super-Yang-Mills in 2 + 1 dimensions. In the present study, this duality is explored

in order to choose the quasinormal mode boundary conditions and the gauge invariant vari-

ables governing the black hole perturbations. Among the main results, it is shown that zero

wavenumber axial perturbations yield only small rotations on the system, while the polar

perturbations lead to a change in the mass of the black hole and may also produce cylin-

drical gravitational waves. In relation to the quasinormal spectra, the long-distance and

low-frequency limit of the dispersion relations present the hydrodynamical behavior that is

characteristic of a conformally invariant theory, with diffusion, shear and sound-wave modes.

In the electromagnetic perturbation sector, it also appears purely damped modes that tend

to the bosonic Matsubara frequencies in the long-wavelength regime.

Keywords: black holes; anti-de Sitter; quasinormal modes; AdS/CFT
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cias do modo de onda sonora (6.80), enquanto a curva pontilhada no gráfico
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1 INTRODUÇÃO

O estudo dos aspectos não-perturbativos de sistemas fortemente interagentes e a for-

mulação de uma teoria quântica da gravitação são dois dos principais problemas em aberto na

f́ısica atual. Exemplos de sistemas em que os constituintes encontram-se fortemente acoplados

aparecem em áreas tão distintas quanto a matéria condensada e a f́ısica nuclear. Em alguns

casos, uma mudança na intensidade do acoplamento leva a uma transição de fase quântica, que

é governada por flutuações do estado fundamental do sistema (Sachdev, 1999). Isso ocorre,

por exemplo, nas transições entre estados Hall quânticos,1 na transição supercondutor-isolante

em filmes finos2 e nas transições entre ordens magnéticas de isolantes de Mott e supercon-

dutores.3 Muitas vezes, as vizinhanças do ponto cŕıtico quântico, que marca a mudança

de fase, são descritas por uma teoria de campos conforme (CFT, Conformal Field theory)

fortemente interagente à temperatura finita.4 Além da invariância por mudança de escala, o

grupo de simetrias conformes contém as transformações de Lorentz da relatividade especial

como subgrupo; nesse caso, com a velocidade da luz c substitúıda por uma velocidade menor,

caracteŕıstica do material.

Em escalas de energia mais altas, experimentos envolvendo colisões entre ı́ons rela-

tiv́ısticos pesados5 sugerem a existência de um novo estado da matéria: um plasma formado

por quarks e glúons (QGP, Quark-Gluon Plasma) fortemente interagentes.6 A interação nu-

clear forte, que atua entre essas part́ıculas, é descrita por uma teoria de calibre não-abeliana

baseada no grupo SU(3), a cromodinâmica quântica (QCD, Quantum Chromodynamics). As

equações de movimento para os graus de liberdade de calibre são não-lineares; além de mediar

a interação, os glúons interagem uns com os outros. Em decorrência dessa auto-interação, a

QCD é uma teoria assintoticamente livre,7 o que significa que a constante de acoplamento

efetiva decresce com o aumento da energia. Em prinćıpio, fenômenos como o confinamento

dos quarks e a transição da fase hadrônica para o QGP estão fora do limite de validade

das técnicas de perturbação usuais. A dependência do acoplamento com a energia também

1Engel et al, 1993; Shahar et al, 1997.
2Steiner, Boebinger e Kapitulnik, 2005; Sambandamurthy et al, 2005; Crane et al, 2007.
3Demler, Sachdev e Zang, 2001; Khaykovich et al, 2005; Stone et al, 2007.
4Exemplos são encontrados nas transições de fase do modelo de Hubbard bosônico (Fisher et al, 1989;

Greiner et al, 2002; Spielman, Phillips e Porto, 2007), nas transições de d́ımeros/escadas/camadas de
spins acoplados (Matsumoto et al, 2001; Wang, Beach e Sandvik, 2006) e no ponto cŕıtico ‘desconfinado’
de um antiferromagneto de spin 1/2 (Senthil et al, 2004a; 2004b; Sandvik, 2007).

5Resumos sobre os experimentos do RHIC (Colisor de Íons Pesados Relativ́ısticos) são encontrados em
Arsene et al (2005), Adcox et al (2005), Back et al (2005) e Adams et al (2005).

6Shuryak, 2004; 2005; Gyulassy e McLerran, 2005.
7Gross e Wilczek, 1973; Politzer, 1973.
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demonstra que a cromodinâmica não é invariante por transformações conformes. Existe, no

entanto, uma teoria de calibre não-abeliana que apresenta essa caracteŕıstica: a teoria su-

persimétrica de Yang-Mills (SYM) com N = 4 supercargas de espinores e grupo de calibre

SU(N). Especula-se que a SYM possa capturar alguns aspectos não-perturbativos da QCD,

pelo menos nas vizinhanças da temperatura de formação do plasma de quarks e glúons.8

Outro desafio enfrentado pela f́ısica atual é a implementação consistente dos prinćıpios

da mecânica quântica em um modelo de interação gravitacional. No regime de campo fraco, a

aplicação das regras usuais de quantização à relatividade geral produz uma teoria perturbativa

não-renormalizável: a eliminação de todas as divergências exigiria uma quantidade infinita

de parâmetros.9 Uma alternativa é quantizar a teoria clássica completa empregando uma

formulação hamiltoniana da gravitação. Nesse caso, entretanto, a presença de equações de

v́ınculo representa um sério obstáculo para a obtenção de um modelo canônico de gravidade

quântica.10

Na ausência de uma teoria definitiva, muitas vezes são utilizadas aproximações semi-

clássicas em que os campos de matéria são quantizados na forma usual, mas o espaço-tempo

curvo permanece clássico. Com essa técnica, Hawking (1975) demonstrou que os buracos

negros emitem radiação como se fossem um corpo quente com uma temperatura que depende

apenas de suas propriedades: massa, carga elétrica e momento angular. Outras quantidades

tipicamente termodinâmicas também foram calculadas. Em unidades de Planck,11 a entropia

de um buraco negro é um quarto da área do seu horizonte de eventos.12 Esse resultado

conduziu à idéia de que, tal como um holograma, os graus de liberdade de uma teoria quântica

da gravidade encontram-se codificados na fronteira da região em que essa teoria está definida

(’t Hooft, 1993; Susskind, 1995). A derivação da fórmula de entropia de um buraco negro,

a partir da contagem de estados quânticos microscópicos, constitui um importante teste à

qualquer teoria quântica da gravidade.

Ainda na busca por uma formulação inteiramente quântica, uma abordagem muito

explorada nas últimas décadas baseia-se em teorias de supercordas. Para contornar os tradi-

cionais obstáculos encontrados pelos métodos de perturbação, essas teorias abandonam a idéia

de que as part́ıculas elementares são objetos pontuais e assumem que elas correspondam às

8Ver, por exemplo, Shuryak e Zahed (2004) e Gubser (2007).
9’t Hooft, 1973; ’t Hooft e Veltman, 1974; Goroff e Sagnotti, 1985.

10Um exemplo de utilização do método canônico é a antiga geometrodinâmica quântica (DeWitt, 1967a;
b; c). Atualmente, esse método é empregado com relativo sucesso na gravidade quântica em laços (Ashtekar

e Lewandowski, 2004; Rovelli, 2004).
11As unidades de Planck são definidas pela condição ~ = G = c = kB = 1.
12Uma relação de proporcionalidade entre a área e a entropia de um buraco negro foi originalmente sugerida

por Bekenstein (1973, 1974).
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excitações de uma corda fundamental.13 A quantização de uma corda relativ́ıstica no espaço-

tempo de Minkowski produz uma infinidade de modos com diferentes valores de energia. Um

desses modos, com massa zero e spin dois, é identificado com o gráviton, a part́ıcula me-

diadora da força gravitacional. Os modelos com interação também reproduzem a expansão

perturbativa da relatividade geral (Horowitz, 2000). Costuma-se dizer, nesse sentido, que

as cordas fornecem uma visão unificada das interações fundamentais na qual a gravidade já

está quantizada.

Uma das caracteŕısticas das teorias envolvendo supercordas é o número de dimensões.

Essas teorias são consistentes apenas em espaços-tempos com dez dimensões. As seis dimen-

sões extras precisam ser pequenas o suficiente para não terem sido observadas nos experimen-

tos atuais. Outra dificuldade é a construção de modelos não-perturbativos que sejam inde-

pendentes do espaço-tempo de fundo (Witten, 1993), caracteŕıstica presente na gravitação

de Einstein. As descobertas realizadas nos últimos quinze anos, no entanto, são bastante

animadoras. Sabe-se agora da existência de uma rede de relações, chamadas de dualidades,

ligando as cinco teorias de supercordas mais a supergravidade em onze dimensões. Essas

dualidades indicam que todos os modelos são diferentes limites de uma única teoria, cuja

formulação ainda é desconhecida e que recebeu o nome de teoria-M (Hořava e Witten,

1996).

Enquanto a teoria-M completa ainda está por ser desvendada, as pesquisas em cordas

sugerem uma conexão entre a descrição de certos sistemas fortememente acoplados e a gravi-

dade quântica. Os primeiros ind́ıcios apareceram nos estudos de teorias de calibre SU(N) com

um grande número de cores N . Nesse limite, ’t Hooft (1974) observou a existência de cadeias

de glúons com um comportamento muito semelhante ao das cordas. Percebeu-se, posterior-

mente, que essas cordas vivem num espaço com mais dimensões do que aquele em que vivem

os glúons (Polyakov, 1981). Porém, foi a partir da análise de objetos não-perturbativos

estendidos, conhecidos como D-branas, que Maldacena (1998) conjecturou uma equivalência

exata entre modelos de supercordas e determinadas teorias de calibre. Essa relação contempla

as idéias contidas no prinćıpio holográfico: graus de liberdade gravitacionais em n dimensões

estão associados com campos quânticos vivendo na fronteira (n−1)-dimensional desse espaço.

O exemplo original, descoberto por Maldacena, indica que a SYM com N = 4 (uma CFT) é

equivalente a uma teoria de supercordas fechadas do tipo IIB. As dez dimensões nessa teoria

de supercordas assumem um formato particular: cinco dimensões formam uma esfera S5 e as

13As teorias de supercordas são apresentadas, por exemplo, em Green, Schwarz e Witten (1987) e
Polchinski (1998).
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demais, um espaço com curvatura constante negativa, chamado de anti-de Sitter (AdS). A

teoria de campos holográfica é definida sobre o espaço-tempo de Minkowski usual – a fron-

teira quadridimensional do espaço-tempo anti-de Sitter. Esse resultado ficou conhecido como

a correspondência AdS/CFT.14

Embora tenham ocorrido alguns avanços na busca por uma demonstração formal,15 a

AdS/CFT continua sendo uma conjectura. As primeiras evidências para essa relação basea-

vam-se em argumentos de simetria e no cálculo de seções de choque de D3-branas.16 Durante

os últimos dez anos, a correspondência foi submetida a uma infinidade de testes quantitativos,

nos quais comparam-se os resultados obtidos nos dois lados da dualidade: todos os testes con-

firmaram a conjectura de Maldacena.

Uma vez aceita como verdadeira, a correspondência AdS/CFT dá origem a inúme-

ras aplicações.17 A teoria de calibre definida sobre a fronteira AdS fornece uma formulação

(inicial) não-perturbativa e independente do fundo para as teorias de supercordas. Pode-

se também utilizar a correspondência para investigar questões fundamentais como o papel

das singularidades espaço-temporais (Horowitz e Ross, 1998) e a perda de informações em

buracos negros (Hawking, 2005). Em alguns casos, é posśıvel obter a chamada “função de

onda do universo” com a ajuda de simulações Monte-Carlo em teoria de campos.18 Por

outro lado, cálculos puramente gravitacionais têm sido extensamente utilizados no estudo das

propriedades não-perturbativas do QGP – o plasma formado por quarks e glúons. Apesar das

diferenças entre a SYM e a QCD, os resultados encontrados concordam relativamente bem

com as observações experimentais.19 Foram conseguidas boas estimativas para quantidades

como o coeficiente de viscosidade de cisalhamento (Policastro, Son e Starinets, 2001) e o

tempo de termalização do QGP (Friess et al, 2007), além da força de arraste sobre um quark

pesado em movimento no plasma (Gubser, 2006). E, surpreendentemente (Zaanen, 2007),

pesquisas recentes20 também sugerem a possibilidade de se usar a AdS/CFT no estudo de

fenômenos de transporte, como o efeito Nernst,21 em supercondutores de altas temperaturas.

Nesse caso, a teoria de campos dual é definida sobre um espaço-tempo de Minkowski de

(2+1) dimensões. Em muitos aspectos, essa teoria é diferente das CFT que descrevem alguns

14A correspondência AdS/CFT é discutida em detalhes em Aharony et al (2000).
15Ver, por exemplo, Berkovits (2007) e Berkovits e Vafa (2008).
16Klebanov, 1997; Gubser, Klebanov e Tseytlin, 1997; Gubser e Klebanov, 1997.
17Para se ter uma idéia, o trabalho pioneiro de Maldacena (1998) possui hoje mais de 5000 citações, de

acordo com a base de dados SPIRES-HEP.
18Berenstein e Cotta, 2006; 2007; Berenstein, Cotta e Leonardi, 2008.
19Revisões são apresentadas, por exemplo, em Boschi-Filho e Braga (2006), Mateos (2007) e Peschan-

ski (2007).
20Herzog et al, 2007; Hartnoll e Kovtun, 2007; Hartnoll e Herzog, 2008.
21Xu et al, 2000; Wang, Li e Ong et al, 2006; Li et al, 2007
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dos fenômenos cŕıticos quânticos encontrados em materiais. Mesmo assim, os resultados

obtidos para o coeficiente de Nernst, por exemplo, descrevem bem o comportamento observado

experimentalmente (Hartnoll et al, 2007; Sachdev, 2008).

Do ponto de vista teórico, dispõe-se atualmente de um amplo dicionário relacionando

quantidades de um lado e de outro da correspondência. Por exemplo, o funcional gerador das

funções de Green na fronteira é identificado com a função de partição das cordas no interior

do espaço-tempo AdS.22 Outra caracteŕıstica importante da AdS/CFT é a relação entre as

constantes de acoplamento. No limite de N grande, a constante de ’t Hooft λ = g2
Y M
N é

uma medida do acoplamento efetivo da SYM. Com λ fixo e grande, a teoria de campos dual

torna-se fortemente interagente e os métodos de perturbação perdem sua validade. Para essa

combinação de parâmetros, as teorias de cordas podem ser aproximadas pela supergravidade

num espaço-tempo com curvatura pequena, isto é, com raio de curvatura muito maior do que

o comprimento das cordas. A supergravidade, por sua vez, tem a gravitação de Einstein como

limite de baixas energias.

Na prática o interesse em sistemas fortemente acoplados e a simplicidade dos cálculos

transformaram a relatividade geral numa das ferramentas mais utilizadas em aplicações da

AdS/CFT. A exemplo do que acontece com a cromodinâmica quântica, as equações de movi-

mento de Einstein são não-lineares. Embora se conheça hoje um grande número de soluções

exatas (Kramer et al, 1980) e já se disponha de métodos de integração numérica (Gundlach,

2007), a não-linearidade das equações faz com que se recorra, muitas vezes, ao uso de técnicas

de aproximação para a análise da dinâmica de objetos compactos. Entre essas técnicas, desta-

ca-se a teoria de perturbações lineares. O estudo das perturbações de uma solução de buraco

negro, por exemplo, mostra de que forma campos de teste evoluem nesse espaço-tempo. Em

particular, as equações de perturbação revelam como ondas gravitacionais incidentes sobre

um buraco negro são espalhadas e absorvidas, além de permitirem testar a estabilidade do

horizonte de eventos contra pequenos afastamentos do equiĺıbrio (Chandrasekhar, 1983).

Com a teoria de perturbações da relatividade geral, também é posśıvel investigar o

espectro de vibrações dos buracos negros – os chamados modos quase-normais (QNM, Quasi-

normal Modes). Esses modos formam um conjunto discreto de oscilações amortecidas que

dominam, em tempos intermediários, a resposta dinâmica do sistema a qualquer tipo de per-

turbação externa. Tal resultado tem sido verificado tanto no ńıvel linearizado (Davis et al,

1971), quanto em simulações completamente numéricas para processos de colapso gravita-

cional estelar (Stark e Piran, 1985) e colisões frontais de buracos negros (Anninos et al,

22Gubser, Klebanov e Polyakov, 1998; Witten, 1998.
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1993). A possibilidade de observação, nos próximos anos, da radiação associada aos QNM

abre uma nova perspectiva para a tão sonhada astronomia de ondas gravitacionais. Por meio

dessas observações, seria posśıvel obter, pelo menos em prinćıpio, uma evidência direta da

existência dos buracos negros,23 bem como estimar os parâmetros associados a eles com uma

alta precisão.24

Além das aplicações astrof́ısicas, no ińıcio da década (Horowitz e Hubeny, 2000),

surgiu uma interpretação dos QNM em termos da correspondência AdS/CFT. Segundo essa

correspondência, um buraco negro no espaço-tempo AdS corresponde a um sistema em equi-

ĺıbrio térmico na CFT, que é caracterizado pela temperatura Hawking do buraco negro. Per-

turbar essa geometria é equivalente a perturbar o estado térmico correspondente, conforme

descrito pela teoria da resposta linear. O tempo de amortecimento da perturbação, dado pelo

inverso da parte imaginária do modo fundamental, fornece a escala de tempo para a CFT

retornar ao equiĺıbrio. Sendo assim, com o cálculo de freqüências quase-normais (QN) em um

espaço AdS, é posśıvel não apenas obter a energia das excitações elementares (parte real dos

QNM) como também o tempo de termalização numa CFT fortemente acoplada.

Os diversos estudos sobre QNM de buracos negros AdS se diferenciam pelo número

de dimensões do espaço-tempo, pelo campo de perturbação, pela topologia (ou simetria)

do horizonte de eventos e pelos parâmetros que caracterizam o buraco negro. Todas essas

variantes se refletem na CFT dual, que pode mudar de acordo com as condições do espaço-

tempo anti-de Sitter. Perturbações da métrica e do campo eletromagnético no interior do AdS

acoplam-se às flutuações do tensor energia-momento e de uma corrente conservada na fronteira

desse espaço. Se um espaço-tempo anti-de Sitter de (4+1) dimensões contém, por exemplo,

um buraco negro esfericamente simétrico, a teoria de campos holográfica estará definida sobre

uma esfera S3. Além disso, os parâmetros associados aos buracos negros estão relacionados

aos parâmetros que caracterizam o estado de equiĺıbrio do plasma dual na fronteira do espaço-

tempo AdS.

A literatura envolvendo QNM no espaço-tempo anti-de Sitter é bastante extensa, mas

vale a pena citar aqui alguns trabalhos de suma importância. A começar pela solução de bu-

raco negro mais simples: a famı́lia de buracos negros BTZ, obtida originalmente por Bañados,

Teitelboim e Zanelli (1992). Essa solução representa um espaço-tempo assintoticamente AdS

de apenas (2+1) dimensões. Para os buracos negros BTZ, as expressões anaĺıticas encontradas

para as freqüências quase-normais (Cardoso e Lemos, 2001a) coincidem exatamente com os

23Ver, por exemplo, Dreyer et al (2004) e Berti e Cardoso (2006).
24Revisões sobre os trabalhos tradicionais em modos quase-normais são apresentadas em Kokkotas e

Schmidt (1999) e Nollert (1999).
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pólos das funções de correlação retardadas na CFT dual em (1+1) dimensões (Birmingham,

Sachs e Solodukhin, 2002). Esse resultado forneceu um teste quantitativo importante para

a correspondência AdS/CFT.

Em dimensões mais altas, os trabalhos tradicionalmente se dividem em duas linhas

de pesquisa principais, relativamente independentes. Quando se está mais interessado nos

aspectos gravitacionais da AdS/CFT, costuma-se investigar o espectro de vibrações de bura-

cos negros quadridimensionais com horizontes (topologicamente) esféricos, como são os casos

do Schwarzschild-AdS,25 Reissner-Nordström-AdS26 e Kerr-AdS.27 Essas soluções represen-

tam análogos anti-de Sitter dos espaços-tempos que em geral são estudados pela astrof́ısica

relativ́ıstica. Com isso, pode-se observar as mudanças no espectro quase-normal devido à

inclusão de um termo cosmológico nas equações de Einstein. Por exemplo, enquanto num

espaço-tempo assintoticamente chato as freqüências QN são inversamente proporcionais ao

raio do horizonte de eventos, no caso de grandes buracos negros anti-de Sitter essas freqüências

variam linearmente com o tamanho do buraco negro e, conseqüentemente, com a temperatura

do plasma dual.

Com outro enfoque, uma série de pesquisas utilizam os buracos negros AdS como

“laboratórios” teóricos para a investigação de propriedades não-perturbativas do QGP.28 Nesse

caso, a teoria de campos dual à temperatura finita é a SYM N = 4 com grupo de calibre

SU(N), definida sobre o espaço-tempo de Minkowski de (3+1) dimensões. Para N grande,

essa teoria é equivalente ao limite de proximidade do horizonte de uma geometria formada pela

coleção de N D3-branas paralelas não-extremas. A variedade completa possui dez dimensões,

sendo que a parte AdS (4+1)-dimensional do espaço-tempo contém um buraco negro (brana

negra) com horizonte de eventos plano-simétrico. O estudo dos QNM dessas branas negras

mostrou que o comportamento hidrodinâmico do plasma dual é muito semelhante ao do

QGP observado no RHIC. Descobriu-se, por exemplo, um valor universal para a razão entre o

coeficiente de viscosidade de cisalhamento (η) e a densidade volumétrica de entropia do plasma

(s): η/s = ~/4πkB (Policastro, Son e Starinets, 2001). Todas as teorias de campos com

modelos gravitacionais duais apresentam o mesmo valor para η/s. Especula-se também que

esse seja um limite inferior para qualquer fluido encontrado na natureza (Kovtun, Son e

Starinets, 2005).

25Horowitz e Hubeny, 2000; Cardoso e Lemos, 2001b; Zhu, Wang e Abdalla, 2001; Konoplya,
2002a; Moss e Norman, 2002; Musiri e Siopsis, 2003; Giammatteo e Jing, 2005.

26Wang, Lin e Abdalla, 2000; Wang, Molina e Abdalla, 2001; Konoplya, 2002b; Berti e Kokko-

tas, 2003; Wang, Lin e Molina, 2004; Jing e Pan, 2005.
27Cardoso et al, 2004a; Cardoso e Dias, 2004; Giammatteo e Moss, 2005.
28Para revisões recentes, ver Son e Starinets (2007), Gubser (2007) e Peschanski (2007).
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Diante desse quadro geral, o presente trabalho dedica-se ao estudo dos modos quase-

normais de um sistema que contempla aspectos de ambas as linhas de pesquisa, a saber, um

buraco negro plano-simétrico quadridimensional. Ou seja, mantém-se o número de dimensões

que é relevante do ponto de vista astrof́ısico, porém se investiga uma solução tipo buraco

negro que, ao invés da simetria esférica usual, apresenta uma simetria plana. Da perspectiva

das teorias de supercordas, os buracos negros quadridimensionais planos surgem da redução

dimensional de uma solução de supergravidade em 11 dimensões. Essa solução é gerada por

uma ‘pilha’ de M2-branas não-extremas. No limite de proximidade do horizonte, o espaço-

tempo completo se separa no produto de uma esfera S7 por um espaço-tempo anti-de Sitter

de (3+1) dimensões. A parte AdS dessa solução de supergravidade satisfaz as equações de

Einstein para um espaço-tempo quadridimensional com constante cosmológica negativa. É

exatamente essa geometria que será investigada neste trabalho e que se está chamando de

buraco negro plano-simétrico. De acordo com a correspondência AdS/CFT, as freqüências

quase-normais gravitacionais e eletromagnéticas dos buracos negros planos correspondem aos

pólos de funções de correlação de dois pontos na teoria de campos holograficamente dual:

a super-Yang-Mills com N = 8 supersimetrias num espaço-tempo de Minkowski de (2+1)

dimensões.

Em relação à sua estrutura, a tese está organizada da seguinte forma. No caṕıtulo

2, apresenta-se uma revisão da teoria de perturbações lineares em relatividade geral, e se

introduz o conceito de QNM de buracos negros assintoticamente chatos com base na conhe-

cida técnica de funções de Green para equações diferenciais parciais. O caṕıtulo 3 contém

um resumo da correspondência AdS/CFT, com ênfase especial àqueles aspectos que serão

mais importantes para a seqüência da tese, como a prescrição minkowskiana de Son-Starinets

(2002). Os primeiros resultados originais deste trabalho aparecem no caṕıtulo 4, onde se dis-

cute a interpretação f́ısica dos diferentes modos de perturbação gravitacional de um buraco

negro plano. No caṕıtulo 5, apresenta-se um estudo das perturbações gravitacionais com

base no formalismo de variações de curvatura de Teukolsky (1972). Também são obtidas

as freqüências dos modos algebricamente especiais, que são soluções exatas das equações de

perturbação, bem como um primeiro conjunto de freqüências QN gravitacionais. O caṕıtulo

6, por sua vez, tem como objetivo investigar a relação entre as perturbações dos buracos

negros planos AdS e as flutuações de corrente conservada e tensor energia-momento na CFT

holográfica. Em particular, mostra-se que uma escolha adequada das variáveis ‘mestres’ para

os campos eletromagnético e gravitacional conduz diretamente aos pólos das funções de Green

retardadas na teoria de campos dual. Calcula-se então o espectro de freqüências quase-normais
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completo, incluindo um estudo anaĺıtico dos modos hidrodinâmicos de difusão, cisalhamento

e onda sonora. Finaliza-se a tese, no caṕıtulo 7, com uma discussão e interpretação f́ısica dos

principais resultados, e as perspectivas de continuidade do trabalho.

No decorrer desta tese, a menos que se diga algo em contrário, utilizar-se-á um sistema

de unidades naturais, no qual a velocidade da luz, a constante de Boltzmann e a constante

de Planck ~ = h/2π são normalizadas à unidade, c = kB = ~ = 1. Com isso, todas as

quantidades f́ısicas são medidas em unidades de massa (ou energia). Em relação à notação,

o asterisco sobrescrito denota conjugação complexa, os ı́ndices latinos maiúsculos M,N, ...

variam sobre as coordenadas do espaço-tempo n dimensional completo, os ı́ndices gregos

µ, ν, ... apenas sobre as n− 1 coordenadas que definem a fronteira do espaço-tempo AdS e os

ı́ndices latinos minúsculos i, j, ... variam sobre as n− 2 coordenadas espaciais dessa fronteira.

As convenções dos sinais para a métrica e os diferentes tensores de curvatura são as mesmas

utilizadas no livro clássico Gravitation de Misner, Thorne e Wheeler (1973).



2 MODOS QUASE-NORMAIS E TEORIA DE

PERTURBAÇÕES: UMA REVISÃO

De um modo geral, os estudos das propriedades clássicas de uma solução de buraco

negro utilizam como base a teoria da relatividade de Einstein. Quando essas propriedades

caracterizam estados nas vizinhanças do equiĺıbrio, considera-se uma teoria de perturbações

lineares sobre espaços-tempos curvos. Um dos objetivos deste caṕıtulo é apresentar uma breve

revisão dessa teoria.1 Além disso, define-se o conceito de modos quase-normais de buracos

negros com base na conhecida técnica de funções de Green para equações diferenciais parciais.

Tal definição vale tanto para campos de teste (escalares, eletromagnéticos, Dirac, etc), quanto

para flutuações da própria geometria do espaço-tempo.

2.1 Equações de Einstein e teoria de perturbações

2.1.1 As bases da teoria e a relatividade numérica

A teoria geral da relatividade baseia-se num pequeno conjunto de postulados funda-

mentais; dentre eles, a exigência de que o espaço-tempo seja uma variedade diferenciável sobre

a qual uma métrica lorentziana está definida, e que todas as leis f́ısicas da relatividade espe-

cial sejam válidas num sistema inercial local da métrica. A estrutura geométrica (dinâmica)

do espaço-tempo está vinculada ao conteúdo de massa e energia no universo por meio das

equações de Einstein

GMN + Λc gMN = 8πGTMN , (2.1)

onde GMN representa o tensor de Einstein, Λc a constante cosmológica, gMN a métrica do

espaço-tempo, TMN o tensor de energia-momento e G a constante da gravitação de Newton.

Em (3+1) dimensões, a equação tensorial (2.1) forma um sistema acoplado de dez equações

diferenciais parciais, não-lineares e de segunda ordem para as componentes métricas gMN . Essa

equação é semelhante, em certos aspectos, às equações de Maxwell do eletromagnetismo, com

o tensor TMN exercendo um papel análogo ao da quadricorrente jM . No entanto, o termo de

fonte eletromagnético é totalmente independente dos campos, ao passo que o tensor de energia-

momento, em geral, depende da métrica. A dinâmica de uma part́ıcula carregada é governada

1A teoria de perturbações sobre o espaço-tempo de Minkowski é discutida em livros-texto de gravitação
como Weinberg (1972), Misner, Thorne e Wheeler (1973), Wald (1984), Schutz (1985) e Carroll

(2003).
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pela equação de movimento de Lorentz, que é independente das equações de Maxwell. Na

teoria da relatividade, por outro lado, toda a dinâmica do sistema f́ısico (part́ıculas e campos)

está contida nas equações de Einstein. Inclusive as leis de conservação de energia e momento

são automaticamente satisfeitas, já que a divergência do tensor GMN é identicamente nula.

Assim como ocorre em outros ramos da f́ısica, a maior parte dos problemas relativ́ısticos

de grande interesse f́ısico são muito dif́ıceis e complexos para serem resolvidos analiticamente.

Uma forma de contornar esse obstáculo é recorrer ao uso de técnicas computacionais sofisti-

cadas, integrando numericamente as equações de campo. Esses estudos focam principalmente

na investigação da dinâmica de sistemas localizados em regiões de campo gravitacional forte,

como nas vizinhanças de estrelas de nêutrons e buracos negros. Apesar de alguns resulta-

dos promissores, a eficiência dos algoritmos numéricos é limitada pelo caráter não-linear das

equações de evolução (Cook, 2000). Além disso, a covariância geral da teoria impede uma

interpretação f́ısica direta dos resultados, especialmente na presença de radiação gravitacional

(Beetle e Burko, 2002). Essas dificuldades são apenas alguns dos problemas encontrados

em relatividade numérica.

2.1.2 A gravidade linearizada

Na falta de soluções exatas e códigos numéricos confiáveis, recorre-se muitas vezes a

técnicas de aproximação. E entre essas técnicas, aquela que abrange o maior número de apli-

cações é a teoria de perturbações. Do ponto de vista formal, as perturbações na geometria

de um espaço-tempo foram definidas por Stewart e Walker (1974), porém o uso da teoria em

relatividade remonta aos trabalhos pioneiros de Einstein em ondas gravitacionais. O campo

produzido pelas ondas é geralmente tão fraco que o espaço-tempo permanece essencialmente

minkowskiano, ou seja, existe um sistema de coordenadas no qual

gMN = ηMN + hMN , (2.2)

onde |hMN | ≪ 1 e ηMN = diag(−1,+1,+1,+1) é a métrica de Minkowski. A mesma de-

composição é usada no estudo de efeitos relativ́ısticos no sistema solar, onde |hMN | ∼ |Φ| .

GM⊙/R⊙ ∼ 10−6. Em tais situações, é posśıvel expandir as equações de Einstein em potências

de hMN e, sem muita perda de precisão, manter apenas os termos lineares. O formalismo re-

sultante é conhecido como a teoria linearizada da gravidade.

Além de um campo gravitacional fraco, a condição (2.2) também exige que as coorde-

nadas {xM} estejam associadas a um sistema de referência aproximadamente inercial. Esses
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sistemas estão relacionados por transformações globais de Lorentz e por mudanças infinitesi-

mais nas coordenadas,

xM
′
= xM + ξM(x), (2.3)

onde |ξM| ≪ 1. Frente a uma transformação de Lorentz, as quantidades hMN comportam-se

como as componentes de um tensor no espaço-tempo de Minkowski. Por outro lado, ao serem

submetidas à transformação (2.3), as perturbações métricas mudam para

hM
′
N

′ = hMN − ∂MξN − ∂NξM , (2.4)

enquanto todos os demais escalares, vetores e tensores permanecem inalterados dentro da

precisão da teoria linearizada. Em particular, os tensores de curvatura não mudam, o que

significa que o próprio espaço-tempo f́ısico se mantém inalterado. As transformações (2.4)

formam o chamado grupo de calibre da gravidade linearizada.

De maneira semelhante ao que se faz no eletromagnetismo, costuma-se utilizar a in-

variância de calibre da teoria linearizada para simplificar as equações de campo resultantes.

Por meio de uma escolha especial das coordenadas, é posśıvel impor a condição de calibre de

Lorentz

∂Mh
M

N
− 1

2
∂Nh = 0, (2.5)

onde h denota o traço da perturbação métrica, h = hM

M
= ηMNhMN . Com essa condição, as

equações de Einstein linearizadas (sem constante cosmológica) assumem a forma da equação

de d’Alembert

∂A∂
Ah̄MN = −16πGTMN , (2.6)

onde as variáveis h̄MN são definidas por

h̄MN = hMN − 1

2
ηMNh. (2.7)

Na ausência de fontes (TMN = 0), as equações (2.6) admitem soluções de onda plana que

se propagam à velocidade da luz e possuem dois modos independentes de polarização. São

exatamente esses campos clássicos que estão associados com part́ıculas quânticas (grávitons)

de massa zero e spin dois no espaço-tempo de Minkowski.
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2.1.3 Perturbações num espaço-tempo curvo

Formalmente, a passagem de uma teoria de perturbações no espaço-tempo de Min-

kowski para uma teoria em um espaço-tempo curvo corresponde simplesmente a uma troca

da equação (2.2) por gMN = g0
MN

+ hMN , onde os hMN são novamente ‘pequenos’ e a métrica

g0
MN

é uma solução das equações de campo (2.1). As derivadas parciais são trocadas por

derivadas covariantes em relação à nova métrica de fundo, e a equação de onda (sem fontes)

recebe contribuições de termos de curvatura:

∇A∇Ah̄MN + 2R0

ABMN
h̄AB − 2R0

A(M
h̄ A

N)
= 0, (2.8)

onde ı́ndices entre parênteses indicam simetrização.

No caso de soluções de buraco negro, o trabalho pioneiro em perturbações métricas

foi realizado por Regge e Wheeler (1957) e visava estudar a estabilidade do horizonte de

eventos de Schwarzschild contra pequenos afastamentos do equiĺıbrio. Esse estudo foi posteri-

ormente completado por Zerilli (1970a) e ampliado para a solução eletricamente carregada de

Reissner-Nordström por Moncrief (1974a, 1974b). Também foram realizadas pesquisas para

investigar as propriedades de um buraco negro como um centro espalhador de ondas planas

monocromáticas.2

A propagação de ondas gravitacionais nas vizinhanças de um buraco negro esferica-

mente simétrico é modelada, em geral, por uma equação de Klein-Gordon do tipo

[
∂2

∂t2
− ∂2

∂r2
∗

+ Vl(r)

]
φl(r, t) = 0, (2.9)

onde r e t são as coordenadas radial e temporal de Schwarzschild, e l denota o momento angu-

lar da perturbação. A coordenada tartaruga de Regge-Wheeler r∗(r) é uma função uńıvoca de

r que varia no intervalo (−∞,+∞). A variável φl(r, t) é usualmente uma quantidade invari-

ante de calibre formada por uma combinação, não necessariamente linear, das perturbações

métricas hMN . O potencial efetivo Vl(r) descreve o espalhamento das ondas pela curvatura

do espaço-tempo de fundo. Um exemplo t́ıpico desse potencial é mostrado na Figura 2.1.

Quando se aplica o procedimento anterior a um buraco negro em rotação, a quebra da

simetria esférica provoca uma grande mistura dos hMN , de tal modo que ninguém foi capaz de

desacoplar as equações linearizadas correspondentes. A alternativa então foi procurar por um

novo formalismo. Teukolsky (1972) mostrou que é posśıvel desacoplar as perturbações gra-

2Ver, por exemplo, Chrzanowski et al (1976) e Matzner e Ryan (1977).
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Figura 2.1: Descrição esquemática do espalhamento de ondas no espaço-tempo de Schwarzschild.
Uma onda incidente I é decomposta numa componente transmitida T e numa componente espalhada
S. Extráıdo de Andersson e Jensen (2002).

vitacionais da solução de Kerr, bem como separar as variáveis radial e angular do problema,

desde que as equações sejam escritas num formalismo de Newman-Penrose (1962). Nessa

formulação, não se trabalha mais com variações das componentes métricas, mas sim com

perturbações em quantidades puramente escalares, as quais representam as projeções dos

tensores de curvatura numa tétrada de vetores nulos e complexos.

2.2 Modos quase-normais de buracos negros

2.2.1 A relação com os modos normais

A experiência cotidiana mostra inúmeros sistemas f́ısicos que, ao vibrarem, selecionam

um certo conjunto de freqüências ‘naturais’ de ressonância. Por exemplo, a vibração da

membrana de um tambor ou das cordas de um violão produz um som ‘caracteŕıstico’, associado

com as ondas estacionárias do instrumento. Na ausência de dissipação, qualquer sistema osci-

latório, linear e compacto apresenta uma série de estados de movimento harmônico preferen-

ciais, os chamados modos normais de vibração. Cada um desses estados é caracterizado por

uma dada freqüência real de oscilação e pelas autofunções correspondentes, as quais descre-

vem a dependência espacial do movimento. O sistema, uma vez perturbado, vibra em uma

superposição linear, geralmente infinita, dos modos normais, o que significa que as autofunções

formam um conjunto completo.

Quando se leva em conta algum mecanismo de ‘dissipação’, seja num sistema aberto

ou acoplado a um meio vizinho, os modos deixam de ser estacionários, tornando-se expo-

nencialmente amortecidos. Isso acontece, por exemplo, com uma corda de violão que perde

energia por meio da produção de ondas sonoras no ar. As pulsações de estrelas da seqüência

principal também apresentam dissipação se a viscosidade interna não puder ser ignorada. Por
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Figura 2.2: Gráfico log-log que mostra a evolução de um pacote de ondas gravitacionais gaussiano
nas proximidades de um buraco negro de Schwarzschild. Extráıdo de Cardoso (2003).

outro lado, na astrof́ısica relativ́ıstica, buracos negros e estrelas de nêutrons são sistemas in-

trinsecamente dissipativos: qualquer oscilação do espaço-tempo implica na geração de ondas

gravitacionais, as quais levam energia para o infinito.

A existência de um fator de amortecimento não impede que sistemas oscilatórios apre-

sentem modos de vibração com freqüências ‘caracteŕısticas’, proximamente relacionadas às res-

sonâncias de espalhamento. Na f́ısica dos buracos negros, Vishveshwara (1970) foi o primeiro

a observar essas oscilações amortecidas quando investigava a evolução de um pacote de on-

das gravitacionais gaussiano na geometria de Schwarzschild. Conforme mostrado na Figura

2.2, após um rápido pulso inicial, o sinal é dominado durante um certo tempo por oscilações

amortecidas de uma única freqüência. Press (1971) denominou essas oscilações de modos

quase-normais (QNM). A freqüência e o tempo de amortecimento desses modos dependem

apenas dos parâmetros que caracterizam o buraco negro, sendo totalmente independentes da

perturbação inicial. Ao contrário dos modos normais, os QNM não formam um conjunto

completo e, portanto, são insuficientes para descrever completamente a dinâmica do sistema.

Por exemplo, na Figura 2.2, as oscilações amortecidas aparecem apenas durante um intervalo

de tempo limitado e, no final, dão lugar a um decaimento numa lei de potência.

2.2.2 Definição dos QNM com base em funções de Green

Os primeiros cálculos das freqüências quase-normais de buracos negros foram realizados

por Chandrasekhar e Detweiler (1975). No entanto, uma definição formal para os QNM

veio somente com o trabalho de Nollert e Schmidt (1992), os quais utilizaram o tradicional
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método da função de Green para expressar soluções de equações diferenciais parciais. A idéia

é modelar a resposta de um buraco negro a uma dada perturbação inicial, seja ela resultado

da propagação de um campo de teste escalar ou eletromagnético, ou então uma excitação da

própria geometria do espaço-tempo. Por uma questão de simplicidade, a revisão que segue

trata da propagação de um campo escalar sem massa na geometria de Schwarzschild. Esse

campo obedece à equação de Klein-Gordon

Dφ(x, t) =
[
∂2
t − ∂2

x + V (x)
]
φ(x, t) = 0, (2.10)

com o potencial V (x) mostrado na Figura 2.1 e x no lugar da coordenada tartaruga r∗. Para

equações de onda do tipo (2.10), a teoria geral das equações diferenciais parciais mostra que,

para dados iniciais ‘suaves’ φ(x, 0) e ∂tφ(x, 0), existe uma única solução ‘suave’ φ(x, t) para

todo t e x. Essa solução pode ser escrita como (Morse e Feshbach, 1953)

φ(x, t) =

∫
dyG (x, y; t)∂tφ(y, 0) +

∫
dy∂tG (x, y; t)φ(y, 0), (2.11)

para t > 0, onde a função de Green retardada G (x, y; t) é definida por

DG (x, y; t) = δ(t)δ(x− y) (2.12)

e pela condição causal G (x, y; t) = 0 para t 6 0. Além disso, Kay e Wald (1987) mostraram

que, para dados iniciais com suporte compacto sobre superf́ıcies de Cauchy, a solução φ(x, t)

é necessariamente limitada, ou seja, existe uma constante positiva C tal que |φ(x, t)| 6 C para

todo t e x. Isso implica, entre outras coisas, que a função de Green possui uma transformada

de Fourier

G̃ (x, y;ω) =

∫ ∞

0

dtG (x, y; t)eiωt, (2.13)

que é uma função anaĺıtica de ω para Im(ω) > 0 e satisfaz a equação diferencial

D̃(ω)G̃ =
[
−ω2 − ∂2

x + V (x)
]
G̃ (x, y;ω) = δ(x− y). (2.14)

Tradicionalmente, além de um conjunto de condições iniciais, impõe-se condições de

fronteira espacial apropriadas para determinar a evolução temporal de φ(x, t). Em espaços

assintoticamente Minkowski, como é o caso de Schwarzschild, o potencial V (x) é positivo

e se anula nas extremidades, V → 0 para x → ±∞. Conseqüentemente, nessas regiões, a

solução é formada por uma combinação de ondas planas, φ̃ ∼ exp(±iωx). As ondas que se
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Figura 2.3: O comportamento de duas soluções linearmente independentes para um campo escalar
nas vizinhanças de um buraco negro de Schwarszchild. O modo in corresponde a ondas puramente
‘entrantes’ (ingoing) no horizonte (H+), enquanto o modo up corresponde a ondas puramente ‘saido-
ras’ (outgoing) no infinito (I+). Baseado em Andersson e Jensen (2002).

propagam num espaço curvo e são medidas por um observador distante precisam satisfazer

uma condição de onda puramente emergente (outgoing) do domı́nio que se está investigando.

Dito de outra forma, nada sai do horizonte de eventos do buraco negro nem do infinito espacial.

Em śımbolos,

φ̃ ∼ e+iωx para x→ +∞; φ̃ ∼ e−iωx para x→ −∞. (2.15)

Essas exigências fazem sentido f́ısico, já que o objetivo é estudar a evolução do campo fora

do horizonte de eventos, e não se quer que ondas vindas do infinito continuem a perturbar o

buraco negro (Nollert, 1999).

A função de Green G̃ (x, y;ω) pode agora ser expressa em termos de duas soluções line-

armente independentes da equação homogênea D̃ φ̃(x, ω) = 0. A primeira solução é escolhida

de tal modo que as ondas que cruzam o horizonte são normalizadas à unidade. Essa solução,

conhecida como modo in, pode ser escrita como

φ̃in(x, ω) ∼





e−iωx, x→ −∞,

Aoute
+iωx + Aine

−iωx, x→ +∞.
(2.16)

A segunda solução, conhecida como modo up, corresponde a ondas que chegam ao infinito

espacial com amplitude unitária:

φ̃up(x, ω) ∼





Boute
+iωx +Bine

−iωx, x→ −∞,

e+iωx, x → +∞.
(2.17)

O comportamento assintótico dessas duas soluções é mostrado no diagrama de Penrose da
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Im (  )ω

Re (  )ω

Figura 2.4: A estrutura de singularidades de G̃ (x, y;ω) na metade inferior do plano ω: os pontos
indicam pólos da função de Green e o zig-zag uma linha de corte. Baseado em Ching et al (1995).

Figura 2.3, onde os śımbolos H−, H+, I− e I+ representam os horizontes passado e futuro,

e os infinitos nulos passado e futuro, respectivamente. Em termos de φ̃in(x, ω) e φ̃up(x, ω), a

transformada de Fourier da função de Green é dada por

G̃ (x, y;ω) = − 1

2iωAin





φ̃in(x, ω)φ̃up(y, ω), x < y,

φ̃in(y, ω)φ̃up(x, ω), x > y,
(2.18)

onde aqui utilizou-se a relação para o wronskiano

W (ω) = φ̃in
dφ̃up

dx
− φ̃up

dφ̃in

dx
= 2iωAin(ω). (2.19)

A solução do problema de valor inicial, em prinćıpio, passaria por uma integração

numérica direta das equações homogêneas D̃φ̃in = D̃φ̃up = 0, juntamente com as condições

assintóticas (2.16) e (2.17). Isso precisaria ser feito para todos os valores reais de ω, possi-

bilitando a subseqüente inversão de (2.13). Alternativamente, tem se mostrado conveniente

deformar o contorno de integração, trocando a linha reta que vai de ω = −∞ até ω = +∞ por

um semićırculo de raio R na metade inferior do plano complexo ω, e no final tomar o limite

R → ∞ (Figura 2.4). O teorema de Cauchy pode então ser usado para expressar G (x, y; t)

como uma soma sobre reśıduos mais termos IR e IS oriundos da integral sobre o semićırculo

e de singularidades de φ̃in(x, ω) e φ̃up(x, ω), respectivamente.

As diferentes contribuições para G (x, y; t) aparecem isoladamente na evolução tempo-

ral do campo φ(x, t). Um exemplo clássico considera a propagação de um pacote de ondas

gaussiano, inicialmente centrado em y0, no exterior de um buraco negro de Schwarzschild. O

resultado dessa perturbação, conforme observado numa posição fixa x = x1, é apresentado na



32

Figura 2.5: Uma recriação da simulação numérica clássica de Vishveshwara (1970). A dependência
temporal de φ(x, t), conforme observada em um ponto fixo x1, é resultado da evolução de um pacote
de ondas escalares gaussiano nas vizinhanças de um buraco negro de Schwarzschild. Adaptado de
Andersson e Jensen (2002).

Figura 2.5. O primeiro pico em A corresponde a uma propagação ‘quase-livre’ desde y0 até

o ponto de observação x1, sendo exatamente a contrapartida da evolução no cone de luz do

caso V = 0. Os picos que seguem referem-se às ondas que são refletidas no horizonte e que se

propagam até o observador praticamente sem serem espalhadas pelo potencial. Matematica-

mente, eles resultam de um termo de ‘contribuição rápida’ que vem da integral IR e que se

anula em tempos suficientemente grandes devido ao fator exp(−iωt).
Em tempos intermediários (entre t ≈ 150M e t ≈ 300M),3 a resposta do buraco

negro é dominada por um conjunto de oscilações amortecidas (ringing), as quais decaem

exponencialmente com o tempo. Segundo o teorema de Cauchy, esse tipo de contribuição

é dado por uma soma de reśıduos, calculados em todos os pontos singulares de G (x, y;ω),

contidos no semićırculo de raio R. Os pólos da função de Green (2.18) localizam-se nos

zeros simples (ω = ωn) do coeficiente Ain(ω), sendo representados por pontos na Figura 2.4.

Para esses valores (complexos) de freqüência, o wronskiano W (ω) se anula, o que significa

que as soluções φ̃in(x, ωn) e φ̃up(x, ωn) são linearmente dependentes, ou seja, as autofunções

correspondentes satisfazem tanto a condição de contorno no horizonte quanto no infinito. Tais

soluções, por definição, são os modos quase-normais do buraco negro (Ching et al, 1996). Em

outros termos, os modos podem ser vistos como o resultado de repetidos espalhamentos em

regiões de x finito. Para certas freqüências, as múltiplas reflexões somam-se coerentemente,

produzindo uma onda de amplitude máxima.

Nos últimos instantes da perturbação (região C), o sinal vai a zero segundo uma lei de

3Nas unidades adotadas neste trabalho, M representa o produto da massa do buraco negro de Schwarzschild
pela constante da gravitação de Newton.
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potência (Price, 1972), cujo comportamento não pode ser obtido por meio de uma combinação

de QNM. Esse decaimento resulta do retroespalhamento das ondas pela ‘cauda’ do potencial,

isto é, para valores grandes de x. O limite assintótico de V é muitas vezes formado por uma

combinação de uma barreira centŕıfuga de momento angular l, onde l é um inteiro, mais um

termo do tipo x−α(lnx)β (β = 0, 1). Por exemplo, para um campo escalar no espaço-tempo de

Schwarzschild, α = 3 e β = 1. Nesses casos, o comportamento genérico da perturbação para t

grande é t−(2l+α)(lnt)β. Porém, quando α é um inteiro menor do que 2l+3, o termo principal

se anula, e o próximo termo vai com t−(2l+2α−2) para β = 0 e t−(2l+α) para β = 1 (Ching et

al, 1995). No formalismo de funções de Green, essa contribuição de ‘tempo tardio’ vem da

integral IS que, por sua vez, está associada com as singularidades da solução φ̃up(x, w). Em

geral, essas singularidades são encontradas sobre o eixo −Im(ω) e tomam a forma de um linha

de corte que vai da origem até o infinito (Figura 2.4).



3 UMA BREVE HISTÓRIA DA CORRESPONDÊNCIA

ADS/CFT

Modelos baseados em cordas apareceram inicialmente como uma alternativa para des-

crever a interação nuclear forte. Hoje eles são reconhecidos como excelentes protótipos de uma

teoria de grande unificação que contemple a quantização da gravidade. A correspondência

AdS/CFT surge nesse contexto como uma combinação de elementos gravitacionais (espaço-

tempo anti-de Sitter) e de interação forte (teoria de calibre não-abeliana). O presente caṕıtulo

contém um resumo da AdS/CFT,1 com ênfase especial àqueles aspectos que serão mais im-

portantes para a seqüência desta tese. Um exemplo é a prescrição minkowskiana (tempo

real) de Son-Starinets (2002), que permite o cálculo de funções de dois pontos térmicas dos

operadores da CFT a partir de quantidades puramente gravitacionais, ou seja, quantidades

definidas sobre o espaço-tempo AdS.

3.1 As origens da AdS/CFT

O caminho que conduziu à AdS/CFT tem como ponto de partida as primeiras tenta-

tivas de se utilizar a teoria de cordas para descrever hádrons fortemente interagentes. Essa

teoria conseguia explicar a relação entre o spin e a massa de uma ampla variedade de mésons:

J = α′m2, onde α′ é uma constante conhecida como a inclinação de Regge. Porém, os dados

experimentais mostraram que esse modelo não era capaz de reproduzir o comportamento dos

hádrons em altas energias, e posteriormente a QCD foi adotada como a descrição correta da

interação nuclear forte.

Permanecia a questão sobre como a ação de Yang-Mills, que representa a QCD, poderia

conter informações sobre objetos tipo cordas no limite de acoplamento forte. Sabe-se agora

que um méson é um estado ligado formado por um par quark-antiquark, cujas linhas de campo

de cor estão confinadas num tubo de fluxo. É exatamente esse tubo de fluxo que se comporta

como uma corda de determinada tensão. Outra evidência para a relação entre a QCD e a

teoria de cordas veio com o trabalho pioneiro de ’t Hooft (1974) sobre o limite de N grande

de teorias de calibre SU(N). A constante de acoplamento efetiva nesse regime é dada por

λ = g2
Y M
N , onde gY M é a constante que usualmente aparece na ação de Yang-Mills. Essas

teorias possuem uma expansão perturbativa em que a contribuição de cada um dos termos

1O material contido neste caṕıtulo baseia-se em revisões realizadas por Aharony et al (2000), Klebanov

(2000), Zwiebach (2004), Young (2007) e Son e Starinets (2007).
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Figura 3.1: A expansão perturbativa da teoria de campos (acima) em comparação com aquela da
teoria de cordas (abaixo). Uma corda fechada gera uma folha de mundo bidimensional em que o
gênero representa a potência da constante de acoplamento das cordas associada com o processo.
Extráıdo de Young (2007).

depende do gênero g do diagrama correspondente:2

∞∑

g=0

N2−2g
∞∑

i=0

cg,iλ
i =

∞∑

g=0

N2−2gfg(λ), (3.1)

onde fg(λ) é dada pela soma de todos os diagramas de gênero g. Por exemplo, f0(λ) é a soma

de todos os diagramas planares. O ponto importante aqui é que a teoria de perturbações em

cordas também se organiza naturalmente numa expansão de gênero (Figura 3.1). A seme-

lhança entre as duas expansões indica uma posśıvel relação entre teorias de cordas e (pelo

menos algumas) teorias de calibre.

3.2 O nascimento da correspondência

Um passo importante para se chegar à AdS/CFT foi o estudo de objetos estendidos

tridimensionais conhecidos como D3-branas. Dentro das teorias de cordas, as part́ıculas que

formam o Modelo Padrão surgem como excitações de cordas abertas de comprimento ls =
√
α′.

Na presença de D-branas, as pontas dessas cordas estão limitadas a se deslocar apenas sobre

a brana, dáı a letra D de Dirichlet. As D-branas apareceram inicialmente em formulações

perturbativas (acoplamento fraco) das teorias de supercordas (Dai, Leigh e Polchinski,

1989). Existe, no entanto, um outro conjunto de objetos estendidos, chamados de p-branas,

que foram originalmente encontrados como soluções clássicas da supergravidade – o limite de

baixas energias das teorias de cordas. A solução de 3-brana da supergravidade do tipo IIB é

2O gênero de uma superf́ıcie representa o número total de cortes ao longo de curvas fechadas que se pode
fazer sem tornar a variedade final desconexa. Em linguagem informal, ele é o número de buracos de uma
superf́ıcie. Por exemplo, uma esfera (ou plano) possui gênero zero, enquanto um toro (rosca) é caracterizado
por g = 1.



36

representada pela métrica3

ds2 = H−1/2(r)
[
−h(r)dt2 + dxidxi

]
+H1/2(r)

[
h−1(r)dr2 + r2dΩ2

5

]
, (3.2)

onde

H(r) = 1 +

(
R

r

)4

e h(r) = 1 −
(r0
r

)4

, (3.3)

e por um campo de 5-forma cujas componentes são dadas por

Ft i1i2i3r = εi1i2i3
1

H2(r)

Q

r5
. (3.4)

Essa solução tem praticamente as mesmas caracteŕısticas do buraco negro eletricamente car-

regado de Reissner-Nordström. Ela possui um horizonte de eventos em r = r0 e uma carga

Q sobre o campo de forma (3.4). Entretanto, ao invés da singularidade pontual dos buracos

negros tradicionais, aqui a sigularidade é estendida sobre as três dimensões espaciais cobertas

pelas coordenadas xi. A exemplo da solução de Reissner-Nordström, a massa M e a carga

Q (como funções de R e r0) possuem valores limitados pela condição M ≥ Q. Quando esse

limite é alcançado, o raio do horizonte é nulo e a solução é dita extrema. É exatamente essa

‘brana negra’ extrema que pode ser vista como o limite de baixas energias de uma ‘pilha’ de

D3-branas.

Ao analisar um conjunto de N D3-branas coincidentes, pode-se então adotar duas

descrições que, em prinćıpio, são distintas. Uma descrição baseada em branas definidas sobre

um espaço-tempo de Minkowski e outra, que toma por base a solução de ‘brana negra’ da

supergravidade. O limite de interesse é aquele em que as energias envolvidas são muito me-

nores que a escala de energia das cordas 1/ls, ou seja, E ≪ 1/
√
α′. Uma das maneiras de se

alcançar esse regime é manter a energia limitada e o acoplamento das cordas gs fixo, enquanto

se faz α′ → 0. Em particular, nesse limite, os estados massivos das cordas abertas não podem

ser acessados, e a f́ısica sobre as branas é governada por campos de Yang-Mills sem massa.

Além disso, as cordas fechadas, que descrevem os graus de liberdade gravitacionais e que

podem se deslocar sobre todo o espaço-tempo, tornam-se livres, já que a constante de Newton

em dez dimensões, G(10) ∼ g2
s(α

′)4, vai a zero. Têm-se, portanto, a teoria supersimétrica de

Yang-Mills SU(N) sobre as D3-branas e cordas fechadas desacopladas sobre o espaço-tempo

de Minkowski de dez dimensões.

Na descrição de supergravidade, por outro lado, as D3-branas são objetos que atuam

3Horowitz e Strominger (1991), Duff e Lu (1991) e Duff, Khuri e Lu (1995).
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como fontes do campo gravitacional, gerando a versão extrema da métrica (3.2):

ds2 = H(r)−1/2
(
−dt2 + dx2

1 + dx2
2 + dx2

3

)
+H(r)1/2

(
dr2 + r2dΩ2

5

)
. (3.5)

O fato de gtt não ser constante significa que a energia Ep de um objeto, conforme medida

por um observador em r, está relacionada à energia E medida no infinito por um fator de

deslocamento para o vermelho: E = H−1/4Ep. Dessa forma, as excitações de baixas energias,

medidas pelo observador no infinito, podem ser de dois tipos: excitações que se originam

próximas ao horizonte ou excitações de baixa energia distantes das branas. Os cálculos das

seções de choque de absorção mostram que esses dois tipos de excitações se desacoplam: aque-

las que estão distantes o suficiente quase nunca são capturadas pelas D3-branas, enquanto que

aquelas próximas às branas não conseguem escapar para o infinito. Como resultado, tem-se

que a teoria de baixas energias consiste de duas partes desacopladas: um sistema de cordas

fechadas sobre o espaço-tempo chato da região r ≫ R e um sistema próximo ao horizonte

r ≪ R, cuja métrica é dada aproximadamente por

ds2 =

(
r2

R2

) (
−dt2 + dx2

1 + dx2
2 + dx2

3

)
+

(
R2

r2

)
dr2 +R2dΩ2

5, (3.6)

e que representa justamente a geometria do espaço AdS5 × S5.

Quer seja do ponto de vista da teoria de cordas perturbativa, quer seja do ponto de

vista da supergravidade, a descrição de um sistema de D3-branas sempre conduz a modelos

desacoplados. Além disso, ambas as descrições apresentam um sistema em comum, formado

por cordas fechadas livres sobre um espaço-tempo chato de dez dimensões. A conjectura de

Maldacena (1998) afirma que as outras duas teorias também são equivalentes: SYM com

N = 4 em (3+1) dimensões é dual à teoria de supercordas do tipo IIB sobre o AdS5 × S5.

Os argumentos apresentados acima também se aplicam às soluções clássicas de 2-bra-

nas e 5-branas da supergravidade em onze dimensões. Essas soluções são identificadas com

‘pilhas’ de N M2-branas e M5-branas, que conduzem a dualidades similares no contexto

da teoria-M. No limite de N grande, conjectura-se que uma determinada teoria de campos

em seis dimensões é dual ao AdS7 × S4, enquanto que uma teoria de calibre tridimensional

com supersimetria máxima é dual ao AdS4 × S7. Essa última relação é particularmente

relevante para o presente trabalho, que lida com buracos negros planos assintoticamente

AdS4. Na seqüência deste caṕıtulo, discute-se exclusivamente o caso das D3-branas, porém a

generalização para as M-branas é direta.
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3.3 Parâmetros e funções de Green

Para que dois modelos sejam holograficamente equivalentes, é necessário que se tenha

uma relação de um para um entre elementos no interior e elementos na fronteira de uma

determinada região do espaço. No caso da AdS/CFT, existe um mapeamento entre quanti-

dades da teoria de calibre e aquelas encontradas em gravitação. A relação entre as constantes

de acoplamento é particularmente importante. A teoria SU(N) de Yang-Mills possui dois

parâmetros adimensionais: a constante de acoplamento gY M e o número de cores N . No caso

da teoria de supercordas IIB sobre o AdS5 × S5, os parâmetros adimensionais são dados pelo

acoplamento das cordas gs e pelo raio anti-de Sitter (e da pentaesfera) expresso em unidades

do comprimento da corda, R/ls. As duas teorias são equivalentes quando os parâmetros estão

relacionados por

g2
Y M

= 4πgs e g2
Y M
N = R4/l4s . (3.7)

A relevância da correspondência está no mapeamento de uma teoria, num regime

em que os cálculos podem ser realizados usando técnicas bem estabelecidas, em uma outra

teoria, cujos parâmetros assumem valores em que essas técnicas perdem a sua validade. Por

exemplo, os cálculos na teoria de Yang-Mills tornam-se fact́ıveis no limite em que N é grande

e λ = g2
Y M
N é pequeno. As relações acima mostram que nesse regime a teoria de cordas

é caracterizada por um acoplamento gs fraco e um raio de curvatura R muito menor que o

comprimento das cordas. Isso ocorre nas proximidades de singularidades espaço-temporais

como aquelas encontradas no interior de buracos negros e no big bang . Acredita-se que

os efeitos de gravidade quântica sejam relevantes nessas regiões extremas, e as teorias de

supercordas ainda não dispõem de técnicas para investigar esse regime. Por outro lado, a

descrição da gravidade clássica torna-se eficaz quando R ≫ ls, e as cordas são fracamente

interagentes quando gs é pequeno. Nesse limite, tanto N quanto a constante de ’t Hooft λ

são grandes, de modo que as técnicas usuais de perturbação da teoria de campos perdem a

sua validade.

A correspondência AdS/CFT também estabele uma relação, conhecida como GKP-W,

entre um operador Ô da teoria de calibre e um campo (clássico) φ no interior do espaço-

tempo anti-de Sitter.4 O valor que esse campo assume na fronteira
(
u = 1

r
= 0

)
do espaço

AdS, φ(u,x)|u=0 = φ0(x), acopla-se ao operador Ô da CFT dual. O gerador das funções

de Green conexas na teoria de campos é identificado com o logaritmo da função de partição

completa da teoria de cordas. Na aproximação de supergravidade, uma versão euclidiana

4Gubser, Klebanov e Polyakov, 1998; Witten, 1998.
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(t→ it) da relação GKP-W assume a forma

〈
e

R
d4xφ0(x) bO(x)

〉

CFT
= e−S[φ], (3.8)

onde S[φ] representa a ação de (super)gravidade para o campo clássico φ com a condição de

contorno φ0 na fronteira, u = 0. Para o cálculo de funções de Green, basta tomar derivadas

funcionais de S[φ] em relação à φ0 e, no final, fazer φ0 = 0. Dessa forma, a AdS/CFT reduziu

o problema de encontrar funções de correlação quânticas na teoria de campos dual a um

problema clássico em gravitação. Além disso, no cálculo de funções de dois pontos, é posśıvel

limitar-se à parte quadrática em φ da ação clássica no espaço AdS.

Dois exemplos do mapeamento operador-campo são particularmente relevantes para

este trabalho. Os campos da teoria supersimétrica de Yang-Mills satisfazem uma simetria

global SO(6) conhecida como simetria R. Associadas a essa simetria, têm-se uma ‘carga’-R e

uma corrente conservada Ĵµ. De acordo com a AdS/CFT, essa corrente acopla-se ao campo de

calibre eletromagnético no interior do espaço-tempo AdS. Outra quantidade que satisfaz uma

lei de conservação na CFT é o tensor energia-momento T̂ µν . Nesse caso, a correspondência

estabelece uma relação entre as flutuações do tensor energia-momento e as perturbações da

métrica anti-de Sitter.

3.4 A prescrição minkowskiana de Son-Starinets

A relação GKP-W foi originalmente formulada para um espaço-tempo de assinatura

euclidiana (tempo imaginário) e, desde então, tem sido aplicada com muito sucesso. Um

exemplo é o estudo de teorias de campos holográficas à temperatura nula. Nesse caso, as

equações para os campos clássicos no espaço-tempo anti-de Sitter admitem uma série de

soluções exatas. Essas soluções, junto com propriedades anaĺıticas das funções de Green,

levam ao cálculo de propagadores no tempo real.

Quando se considera a presença de um buraco negro, no entanto, a teoria de campos

na fronteira passa a ser caracterizada pela temperatura Hawking desse buraco negro. Ex-

istem várias propriedades de teorias de calibre à temperatura e densidade finitas que são

obtidas diretamente das funções de correlação minkowskianas. Entre essas propriedades está

a resposta de um ensemble térmico a pequenas perturbações que o deslocam do equiĺıbrio,

conforme descrito pela teoria da resposta linear. As funções de Green de tempo real po-

dem, em prinćıpio, ser obtidas por meio de uma continuação anaĺıtica das versões euclidianas.

Ocorre que, na prática, esse método exige que se conheça as funções de correlação euclidianas
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para todas as freqüências de Matsubara, enquanto que os estudos de um campo no exterior de

um buraco negro, em geral, fornecem apenas soluções aproximadas, válidas em certos limites.

Essas dificuldades levaram Son e Starinets (2002) a formular uma prescrição minkowskiana

que permite o cálculo de funções de dois pontos térmicas diretamente dos resultados obtidos

no lado gravitacional da AdS/CFT.

Para entender a receita de Son-Starinets, é conveniente considerar a evolução de um

campo escalar φ(u,x) de massa m nas vizinhanças de um buraco negro assintoticamente

anti-de Sitter, cuja métrica tem a forma geral

ds2 = guu(u)du
2 + gµν(u)dx

µdxν . (3.9)

Por hipótese, a fronteira AdS está localizada em u = uB e o horizonte num ponto u = uH em

que o coeficiente guu diverge. A equação de campo linearizada para φ(u,x),

1√−g∂u(
√−g guu∂uφ) + gµν∂µ∂νφ−m2φ = 0, (3.10)

é resolvida com uma condição de contorno fixa na fronteira. A solução para essa equação

pode ser escrita como

φ(u,x) =

∫
d4k

(2π)4
eik·xfk(u)φ0(k), (3.11)

onde φ0(k) representa a transformada de Fourier do campo na fronteira e fk(u) é uma solução

da equação
1√−g∂u(

√−gguu∂ufk) − (gµνkµkν +m2)fk = 0 (3.12)

com a condição de contorno fk(uB) = 1 na fronteira e de onda puramente ‘entrante’ no

horizonte de eventos u = uH .

Quando se leva em conta a equação de movimento do campo escalar, a ação para as

soluções clássicas (on-shell) se reduz a termos de superf́ıcie

S =

∫
d4k

(2π)4
φ0(−k)F(u,k)φ0(k)

∣∣∣∣
u=uH

u=uB

, (3.13)

onde

F(u,k) = K
√−g guuf−k(u)∂ufk(u) (3.14)

sendo K uma constante de normalização.

O que a prescrição minkowskiana de Son-Starinets (2002) faz é estabelecer uma relação

entre F(u,k) e a função de Green retardada correspondente ao operador Ô, que se acopla à
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φ na fronteira do espaço AdS. Postulou-se a seguinte relação (Son e Starinets, 2002):

GR(k) = −2F(u,k)
∣∣
u=uB

. (3.15)

Inicialmente a única justificativa para essa receita era a sua validade em todos os

casos pasśıveis de verificação independente, isto é, com a realização de cálculos em ambos os

lados da correspondência. Isso acontece, por exemplo, com o espaço-tempo AdS puro, que é

dual a uma teoria de campos à temperatura nula, e com os buracos negros tridimensionais

BTZ (Bañados, Teitelboim e Zanelli, 1992), que são equivalentes a uma CFT em (1+1)

dimensões.

Apesar da sua simplicidade e eficiência, a prescrição de Son-Starinets não apenas care-

cia de uma formulação que fosse obtida de primeiros prinćıpios da AdS/CFT, como também

não permitia uma ampliação direta para funções de Green com mais de dois pontos. A solução

para esses problemas foi encontrada por Herzog e Son (2003), que deram um caráter formal

à receita minkowskiana original, bem como a generalizaram para funções de Green de or-

dens mais altas. Para tanto, eles seguiram sugestões anteriores,5 que relacionavam os campos

fantasmas do formalismo de Schwinger-Keldysch,6 para sistemas à temperatura finita, com

os campos que vivem sobre a segunda fronteira do espaço AdS, conforme descrita pela ex-

tensão de Kruskal (1960) e Szekeres (1960) dos buracos negros anti-de Sitter.7 No presente

trabalho, entretanto, será aplicada diretamente a prescrição, formalmente mais simples, de

Son-Starinets (2002).

5Horowitz e Marolf, 1998; Balasubramanian et al, 1999; Maldacena, 2003.
6Schwinger, 1961; Bakshi e Mahanthappa, 1963a,b; Keldysh, 1964.
7As coordenadas de Kruskal-Szekeres para o espaço-tempo de um buraco negro plano-simétrico AdS são

apresentadas no caṕıtulo 4.



4 BURACOS NEGROS PLANOS E PERTURBAÇÕES

MÉTRICAS

As equações de Einstein com constante cosmológica negativa possuem uma solução

de buraco negro com simetria plana. Globalmente, o horizonte de eventos dessa solução ad-

mite topologias orientáveis como a ciĺındrica, toroidal e planar ou, até mesmo, topologias

não-orientáveis como a faixa de Möbius e a garrafa de Klein (Brill, Louko e Peldán,

1997). De modo análogo ao caso esférico de Schwarzschild, o campo no exterior do buraco

negro é estático, porém assintoticamente anti-de Sitter. Um dos objetivos deste caṕıtulo é

discutir algumas das propriedades geométricas desse espaço-tempo. Além disso, apresenta-se

uma revisão do trabalho de Cardoso e Lemos (2001c) sobre flutuações da métrica de fundo,

conforme analisadas no formalismo de calibre de Chandrasekhar (1983). Essa revisão serve de

base para um estudo, apresentado no final do caṕıtulo, sobre o significado f́ısico dos diferentes

modos de perturbação gravitacional (Miranda e Zanchin, 2007).

4.1 Buracos negros anti-de Sitter

No esquema conceitual da relatividade geral, buracos negros surgem naturalmente

como soluções exatas das equações de Einstein. De um ponto de vista teórico, esses objetos

são de fundamental importância na investigação de fenômenos altamente relativ́ısticos, sejam

eles de natureza clássica ou quântica. De um ponto de vista astrof́ısico, eles podem aparecer

como o produto final do colapso gravitacional de estrelas massivas ou núcleos de galáxias e

como o resultado da contração de flutuações de densidade no universo primordial (Misner,

Thorne e Wheeler, 1973).

Em espaços-tempos assintoticamente Minkowski, a famı́lia de Kerr-Newman contém

todas as soluções posśıveis de buracos negros estacionários. Essas soluções são caracterizadas

por apenas três parâmetros (massa, carga elétrica e momento angular), resultado que ficou

conhecido como o teorema do no hair (Israel, 1967; 1968; Carter, 1971). Além disso, os

horizontes de eventos dos buracos negros assintoticamente Minkowski são necessariamente

esféricos (Hawking, 1971; 1972). A situação muda, no entanto, ao se adicionar um termo de

constante cosmológica negativa às equações de Einstein. O espaço então deixa de ser assin-

toticamente Minkowski e globalmente hiperbólico, e surgem soluções com caracteŕısticas de

buraco negro, cujos horizontes podem apresentar topologias não-triviais. Para uma revisão,



43

ver Lemos (2001).

Particularmente, existem espaços-tempos assintoticamente anti-de Sitter (AdS) nos

quais o horizonte esférico da solução Schwarzschild-AdS é trocado por um plano ou hiper-

bolóide. No caso plano-simétrico, além da topologia planar usual do R
2, é posśıvel identificar

pontos da superf́ıcie e gerar horizontes com topologias multiplamente conexas, como o cilin-

dro, o toro, a faixa de Möbius e a garrafa de Klein (Brill, Louko e Peldán, 1997). Também

podem ser realizadas transformações de Lorentz ‘proibidas’ no sentido de Stachel (1982), as

quais misturam o tempo com uma coordenada angular, produzindo novas geometrias que

representam um buraco negro em rotação (Lemos, 1995; Lemos e Zanchin, 1996). A solução

estática com simetria plana é objeto de estudo nesta tese de doutorado.1

4.2 Propriedades do espaço-tempo de fundo

Em relatividade geral, o conceito de simetria plana é definido de uma forma invariante

por meio da teoria dos grupos de transformações cont́ınuas. Dentro dessa teoria, um grupo de

Lie r-dimensional é denotado por Gr, e as órbitas tipo-espaço (com dimensão d) de um grupo

de movimentos (isometrias) são denotadas por Sd. Com essa notação, um espaço-tempo M é

dito ser plano-simétrico se ele admite um grupo G3 de movimentos atuando sobre 2-espaços

S2 com curvatura gaussiana nula (Kramer et al, 1980).

Num universo com constante cosmológica negativa (Λc = −3/R2), as equações de

Einstein para o vácuo (TMN = 0) admitem uma única solução com simetria plana (Miranda,

2003). A métrica desse espaço-tempo pode ser escrita como

ds2 = −f(r,M)dt2 + f(r,M)−1dr2 +
r2

R2
(dϕ2 + dz2), (4.1)

onde a função horizonte é dada por

f(r,M) =
r2

R2
− 2M

r
(4.2)

e M é um parâmetro relacionado com a massa Arnowitt-Deser-Misner (1962) do sistema. Nas

coordenadas escolhidas, os três vetores de Killing tipo-espaço que caracterizam a simetria

plana da variedade são dados por ∂ϕ, ∂z e ϕ∂z − z∂ϕ.

1Na literatura, a solução plano-simétrica descrita acima recebe diferentes denominações: buracos negros
chatos anti-de Sitter (ou de Ricci), Schwarzschild-AdS com horizonte invariante por translações, etc. Quando
se atribui uma topologia espećıfica ao buraco negro, são utilizadas expressões alternativas como cordas negras,
planos negros (ou menbranas negras) e buracos negros tipo toro.
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O caráter anti-de Sitter da solução de buraco negro se manifesta no limite assintótico

r → ±∞. Nessa região, a troca da coordenada radial r por w = R ln|r/R| transforma (4.1)

na métrica padrão do espaço-tempo AdS (Cvetic e Griffies, 1992):

ds2 = e2w/R(−dt2 + dϕ2 + dz2) + dw2. (4.3)

Para valores finitos de r, o elemento de linha (4.1) apresenta singularidades em r = 0 e

r = r0 = (2MR2)
1/3

. No entanto, da expressão para o escalar de Kretschmann

RABCDRABCD =
24

R4

(
1 +

2M2R4

r6

)
, (4.4)

observa-se que r = r0 é uma singularidade induzida pelo sistema de coordenadas, enquanto

r = 0 é uma singularidade intŕınseca do espaço-tempo. Esse último resultado mostra que

a variedade é naturalmente dividida em duas componentes desconexas e distintas: r > 0 e

r < 0. Já que uma inversão no sinal de r tem o mesmo efeito que uma inversão no sinal de M ,

a solução com r < 0 representa o campo gerado por um sistema de massa negativa. Esse caso

não apresenta muito interesse f́ısico e, por isso, não será discutido neste trabalho. Por outro

lado, para r > 0 e M > 0, a existência de uma pseudo-singularidade em r = r0 demonstra que

o sistema de coordenadas {t, r, ϕ, z} cobre (continuamente) apenas uma parte da variedade,

e a solução precisa ser estendida para que se tenha um espaço-tempo ‘máximo’.2

Assim como ocorre com o espaço-tempo de Schwarzschild, é posśıvel estender analiti-

camente a solução (4.1), para além da hipersuperf́ıcie r = r0, por meio da introdução de

um sistema de coordenadas de Kruskal-Szekeres {u, v, ϕ, z} (Miranda, 2003). Nessas coor-

denadas, o elemento de linha (4.1) transforma-se em

ds2 = −1

r
(r2 + rr0 + r2

0)
3/2e

−
√

3 tan−1
“

2r+r0√
3r0

”

(dv2 − du2) +
r2

R2
(dϕ2 + dz2), (4.5)

onde r agora é uma função métrica definida implicitamente por

u2 − v2 =
4R2

9r2
0

(r − r0)(r
2 + rr0 + r2

0)
−1/2e

√
3 tan−1

“
2r+r0√

3r0

”

. (4.6)

Do elemento de linha (4.5) segue que curvas geodésicas radiais nulas são linhas retas

de 45 graus no plano u − v. Por causa dessa propriedade, o cone de luz radial no diagrama

2Um espaço-tempo é dito ‘máximo’ se toda geodésica que se origina num ponto arbitrário da variedade
pode ser estendida a valores infinitos do parâmetro afim, em ambas as direções, ou então termina sobre uma
singularidade intŕınseca (D’Inverno, 1992).
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Figura 4.1: O diagrama de Kruskal-Szekeres para a solução de buraco negro com simetria plana e
constante cosmológica negativa.

de Kruskal-Szekeres (Figura 4.1) tem a mesma forma como no diagrama espaço-temporal de

Minkowski. Em particular, curvas tipo-tempo e geodésicas não-radiais nulas formam ângulos

menores do que 45 graus com o eixo vertical v, ao passo que curvas tipo-espaço formam ângulos

maiores do que 45 graus com esse mesmo eixo. Isso implica que observadores na região I não

podem se comunicar com observadores na região III. Além disso, qualquer part́ıcula que se

encontre na região IV deve ter sido criada na singularidade do passado, e qualquer part́ıcula

que cair na região II estará condenada a ser destrúıda na singularidade do futuro. Nesse

sentido, a superf́ıcie r = r0 é um horizonte de eventos, isto é, a fronteira de todos os eventos

acesśıveis a um observador externo (nos quadrantes I ou III). Ainda dentro dessa interpretação,

a região II é dita ser o interior de um buraco negro e a região IV um buraco branco.

Dependendo da topologia do horizonte de eventos, algumas vezes costuma-se dizer que

a métrica (4.1) representa o espaço-tempo de um buraco negro ciĺındrico (0 ≤ ϕ ≤ 2πR,

−∞ ≤ z ≤ +∞), toroidal (0 ≤ ϕ, z ≤ 2πR) ou planar (−∞ ≤ ϕ, z ≤ +∞).3 Para o toro,

M está relacionada simplesmente com a massa do sistema (Huang e Liang, 1995); para o

cilindro, com a massa por unidade de comprimento da linha z (Lemos, 1995); e para o plano,

com a massa por unidade de área do plano ϕ− z (Cai e Zhang, 1996).

3Outras opções multiplamente conexas, porém não-orientáveis, são a faixa de Möbius e a garrafa de Klein
(Brill, Louko e Peldán, 1997).
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4.3 Perturbações métricas no formalismo de Chandrasekhar

4.3.1 Formulação geral

Os estudos das perturbações gravitacionais de buracos negros envolvem duas aborda-

gens principais: uma formulação em termos de variações da curvatura de Weyl, que tem como

exemplo clássico o trabalho de Teukolsky (1972) na solução de Kerr (1963), e uma análise

direta via variações do tensor métrico. Quando se trabalha com flutuações na métrica, um

problema que surge é a escolha de um calibre apropriado. No caso de buracos negros (3+1)-

dimensionais, o procedimento padrão consiste em decompor as perturbações métricas em

harmônicos tensoriais (planos ou esféricos) e escrever as equações de Einstein linearizadas no

calibre coordenado de Regge-Wheeler (1957).

Seguindo o trabalho original de Cardoso e Lemos (2001c) sobre as perturbações mé-

tricas de um buraco negro plano-simétrico, adota-se aqui uma formulação alternativa, de-

senvolvida por Chandrasekhar (1983). Dentro dessa formulação, considera-se uma geometria

‘suficientemente geral’

ds2 = −e2νdt2 + e2ψ(dϕ+ q0dt+ q2dz + q3dr)
2 + e2µ2dz2 + e2µ3dr2, (4.7)

de modo a acomodar qualquer tipo de perturbação do espaço-tempo de fundo. Como é fácil

de se observar, a métrica (4.1) é um caso particular do elemento de linha acima, no qual os

coeficientes métricos assumem os valores

e2ν = e−2µ3 = f, e2ψ = e2µ2 = r2/R2 e q0 = q2 = q3 = 0. (4.8)

Sendo assim, no estado perturbado, as funções q0, q2 e q3 transformam-se em quantidades

infinitesimais de primeira ordem, e os coeficientes ν, µ2, µ3 e ψ experimentam as pequenas

alterações δν, δµ2, δµ3 e δψ.

As variações métricas q0, q2 e q3 e os incrementos em ν, µ2, µ3 e ψ apresentam diferentes

caracteŕısticas; por exemplo, somente os q’s induzem rotação no buraco negro. Além disso, o

primeiro grupo é ı́mpar sobre a troca de ϕ por −ϕ, enquanto que o segundo grupo é par. Por

causa dessa última propriedade, as funções q0, q2 e q3 são denominadas perturbações axiais

(ou ı́mpares), e as quantidades δν, δµ2, δµ3 e δψ, perturbações polares (ou pares).

As equações para as flutuações métricas são então obtidas através de uma linearização

das equações de Einstein, apropriadas para o elemento de linha (4.7), sobre a métrica não-

perturbada (4.1). As equações resultantes formam um sistema acoplado no qual as pertur-
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bações axiais e polares encontram-se misturadas. No entanto, devido à simetria plana do

espaço de fundo, é posśıvel restringir a análise aos modos de perturbação independentes de

ϕ. Nesse caso, as equações de Einstein linearizadas dividem-se em dois grupos: o primeiro

grupo envolve somente as quantidades axiais,

Q23,2 − r2R−2e−2νQ03,0 = 0,

Q32,3 + 2
(
r−1 + ν,3

)
Q32 − e−4νQ02,0 = 0,



 (4.9)

enquanto que o segundo grupo depende apenas das quantidades polares,

[
∂3 +

(
r−1 − ν,3

)]
(δψ + δµ2),0 − 2r−1δµ3,0 = 0,

(δψ + δµ3),2,0 = 0,

(δψ + δν),2,3 −
(
r−1 − ν,3

)
δν,2 −

(
r−1 + ν,3

)
δµ3,2 = 0,

[
e−4ν∂0∂0 −

(
r−1 + ν,3

)
∂3

]
(δψ + δµ2) − 2r−1δν,3

−r−2R2e−2ν(δψ + δν),2,2 + 2r−1
(
r−1 + 2ν,3

)
δµ3 = 0,





(4.10)

onde a v́ırgula denota derivada parcial, Qab = qa,b − qa,b com a, b = 0, 2, 3 e foram realizadas

as identificações {t, ϕ, z, r} = {x0, x1, x2, x3}. Dessa forma, as equações para as variações

métricas axiais e polares se desacoplam e podem ser tratadas de maneira independente.

4.3.2 Perturbações axiais

Dentro do formalismo de calibre de Chandrasekhar, as perturbações axiais são caracter-

izadas pelas funções q0, q2 e q3. Em termos da quantidade Q(t, z, r) = fr2Q32 = fr2(q3,2−q2,3),
as equações que governam a evolução dessas perturbações são dadas por

R2

r4

∂Q

∂z
= −Q03,0 = −(q0,3 − q3,0),0 (4.11)

e
f

r2

∂Q

∂r
= +Q02,0 = +(q0,2 − q2,0),0. (4.12)

Formando uma combinação simples entre derivadas parciais de (4.11) e (4.12), é posśıvel

desacoplar esse sistema de equações e obter a seguinte equação de onda para Q(t, z, r):

r4 ∂

∂r

(
f

r2

∂Q

∂r

)
− r2

f

∂ 2Q

∂t2
= −R2∂

2Q

∂z2
. (4.13)

Já que o espaço-tempo de fundo é estático e invariante por translações na direção z,
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as perturbações métricas possuem uma dependência em t e z do tipo e−i(ωt−kz), onde ω é

uma freqüência, e k é um número de onda cujos valores podem variar de forma cont́ınua

ou discreta, dependendo se z é uma coordenada compacta ou não-compacta. Separando a

variável Q(t, z, r) na forma Q(t, z, r) = rR−2Z (−)(r)e−i(ωt−kz) e introduzindo a coordenada

tartaruga r∗, definida de tal modo que dr/dr∗ = f , descobre-se que Z (−) satisfaz a equação

unidimensional tipo Schrödinger (Cardoso e Lemos, 2001c)

(
d 2

dr2
∗

+ ω2

)
Z (−) = V (−)Z (−), (4.14)

onde o potencial efetivo V (−) é dado por

V (−) =
f

r3
(rk2R2 − 6M). (4.15)

Além disso, tendo em vista futuras aplicações, é conveniente introduzir aqui os operadores

Λ̂± e Λ̂2, definidos pelas expressões

Λ̂± =
d

dr∗
± iω e Λ̂2 = Λ̂+Λ̂− = Λ̂−Λ̂+ =

d 2

dr2
∗

+ ω2. (4.16)

Nessa nova notação, a equação para Z (−) se reduz a

Λ̂2Z (−) = V (−)Z (−). (4.17)

4.3.3 Perturbações polares

As perturbações polares são caracterizadas pelas funções δν, δµ2, δµ3 e δψ. Novamente,

espera-se que essas quantidades tenham uma dependência exponencial em t e z. Supondo que

δν = N(r)e−i(ωt−kz), δµ2 = T (r)e−i(ωt−kz),

δµ3 = L(r)e−i(ωt−kz) e δψ = V (r)e−i(ωt−kz),




 (4.18)

obtém-se um sistema de quatro equações lineares de primeira ordem para as funções radiais

N , T , L e V . Esse sistema pode ser reduzido a uma única equação diferencial de segunda

ordem, similar àquela para Z (−). De fato, mostra-se que, em virtude das equações (4.10), a

variável ‘mestre’

Z (+)(r) =

(
rR

rk2R2 + 6M

) [
T (r) +

(
rk2R2 + 3M

3M

)
L(r)

]
(4.19)
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satisfaz a equação unidimensional tipo Schrödinger (Cardoso e Lemos, 2001c)

(
d 2

dr2
∗

+ ω2

)
Z (+) = V (+)Z (+), (4.20)

onde o potencial efetivo V (+) é dado por

V (+) =
f

r3

[
72M3R2 + r2k4R6(rk2R2 + 6M) + 36M2r(k2R4 + 2r2)

R2(rk2R2 + 6M)2

]
. (4.21)

A equação (4.20) também pode ser escrita na forma alternativa

Λ̂2Z (+) = V (+)Z (+). (4.22)

4.4 Interpretação f́ısica das perturbações

As funções Z (+) e Z (−) são quantidades invariantes de calibre, no sentido que elas não

mudam (no regime linear) sob a transformação infinitesimal de coordenadas xM → xM + ξM ,

onde ξM é um vetor arbitrário de primeira ordem. Em geral, tais funções representam ondas

axiais e polares que se propagam sobre o espaço-tempo de fundo e transportam energia do

buraco negro para o infinito. Entretanto, no caso particular das perturbações com número

de onda nulo (k = 0), existem graus de liberdade extras que podem mudar a interpretação

f́ısica desses modos. Abaixo, discute-se a interpretação f́ısica correta desses modos, analisando

separadamente os setores axial e polar das perturbações.4

4.4.1 Setor axial

Antes de analisar em detalhes as perturbações com número de onda nulo, é interessante

considerar o efeito de uma transformação infinitesimal de coordenadas sobre as quantidades

q0, q2 e q3. Qualquer que seja a dependência coordenada das perturbações, as variações

métricas hMN são tais que

hnovo

tϕ = q0r
2R−2 − ξt,ϕ − ξϕ,t, (4.23)

hnovo

zϕ = q2r
2R−2 − ξz,ϕ − ξϕ,z, (4.24)

hnovo

rϕ = q3r
2R−2 − ξr,ϕ − ξϕ,r + 2r−1ξϕ, (4.25)

enquanto que as demais componentes representam o setor polar das perturbações. Devido

4O material contido nesta seção foi publicado originalmente em Miranda e Zanchin (2007).
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ao desacoplamento dos dois tipos de perturbação, considera-se aqui que as variações polares

sejam nulas. Para que isso permaneça válido, a única transformação de calibre posśıvel en-

volve um vetor independente da coordenada ϕ, com uma única componente diferente de zero:

ξϕ(t, z, r). Da relação (4.24), observa-se que a escolha de um vetor cuja componente satisfaça

a equação q2r
2R−2−ξϕ,z = 0 cancela o termo hnovo

zϕ , deixando apenas q0 e q3 como quantidades

não-nulas.

Passando para o estudo do modo k = 0, considera-se uma nova transformação de

calibre, cujo vetor deslocamento infinitesimal tem, como única componente não-nula, uma

função apenas de t e r: ξϕ(t, r). Nesse caso, as relações (4.23) e (4.25) se reduzem a

hnovo

tϕ = q0r
2R−2 − ξϕ,t, (4.26)

hnovo

rϕ = q3r
2R−2 − r2(r−2ξϕ),r. (4.27)

Escolhendo uma função ξϕ(t, r) que seja solução da equação q0r
2R−2 − ξϕ,t = 0, o termo hnovo

tϕ

se anula, e as componentes (rϕ) e (tϕ) das equações de Einstein transformam-se em5

∂2
t q3 = 0 e ∂r(r

4∂tq3) = 0. (4.28)

A primeira equação pode ser diretamente integrada para dar q3(t, r) = f(r)t+ g(r). Substi-

tuindo essa expressão na segunda das equações (4.28), encontra-se f(r) = −3JR2/r4, onde J

é uma constante de integração arbitrária. Pode-se agora eliminar hrϕ por meio de uma nova

transformação de calibre, cujo vetor deslocamento tem

ξϕ(t, r) =
J

r
t+ r2R−2

∫
g(r) dr (4.29)

como único elemento diferente de zero. Além de eliminar a componente (rϕ) do tensor variação

métrica, essa mudança infinitesimal nas coordenadas afeta também a componente htϕ, que

era originalmente nula. De fato, segue da relação (4.26) que essa função métrica assume um

novo valor, dado por

hnovo

tϕ = −ξϕ,t = −J
r
. (4.30)

Reunindo os resultados anteriores, descobre-se que o modo de perturbação axial k = 0

5Uma lista completa com as equações de Einstein linearizadas encontra-se em Chandrasekhar e Fried-

man (1972), Chandrasekhar (1983) e Miranda (2003).
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leva a uma geometria que pode ser escrita como

ds2 = −f(r,M)dt2 + f(r,M)−1dr2 − 2
J

r
dϕdt+

r2

R2
(dϕ2 + dz2). (4.31)

Essa métrica representa um espaço-tempo estacionário, sendo uma versão de rotação lenta

da solução de buraco negro encontrada originalmente por Lemos (1995). O parâmetro J é

proporcional ao momento angular por unidade de comprimento da linha z para uma topologia

ciĺındrica, e ao momento angular total para uma topologia toroidal. No caso planar, não

faz sentido falar num buraco negro em rotação. Quando ϕ denota uma direção infinita, é

posśıvel realizar um transformação de coordenadas de Lorentz infinitesimal, globalmente bem

comportada na definição de Stachel (1982), a qual mistura as variáveis ϕ e t e reduz a métrica

(4.31) à forma original (4.1).

4.4.2 Setor polar

Diferentemente do que acontece com o setor axial, o modo de perturbação polar k = 0

não conduz, em geral, a um espaço-tempo estacionário. Frente a uma mudança infinitesimal

das coordenadas, as variações métricas associadas a esse tipo de perturbação transformam-se

em

hnovo

tt = −2e2νδν − 2ξt,t + 2ν,re
4νξr, (4.32)

hnovo

ϕϕ = 2r2R−2δψ − 2ξϕ,ϕ − 2re2νR−2ξr, (4.33)

hnovo

zz = 2r2R−2δµ2 − 2ξz,z − 2re2νR−2ξr, (4.34)

hnovo

rr = 2e−2νδµ3 − 2ξr,r − 2ν,rξr, (4.35)

hnovo

tr = −ξt,r − ξr,t + 2ν,rξt, (4.36)

hnovo

tz = −ξt,z − ξz,t, (4.37)

hnovo

rz = −ξr,z − ξz,r + 2r−1ξz. (4.38)

No caso de uma transformação com um vetor deslocamento independente de ϕ e z, e

componentes ξM = (ξt, 0, 0, ξr), as perturbações axiais e as variações htz e hrz permanecem

nulas, enquanto as demais componentes polares mudam de acordo com as relações (4.32)-

(4.36). É fácil de observar agora que uma escolha conveniente de ξr(t, r) anulará a combinação

hnovo
ϕϕ + hnovo

zz . Além disso, existe um conjunto de funções ξt(t, r) que satisfazem a equação

ξt,r+ ξr,t−2ν,rξt = 0 e cancelam a variação métrica hnovo
tr . Nesse novo calibre, a soma δψ+ δµ2
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é nula, e as componentes (tr), (rr) e (ϕϕ) + (zz) das equações de Einstein reduzem-se a

δµ3,t = 0, δν,r −
(

1

r
+ 2ν,r

)
δµ3 = 0,

δµ3,r − δν,r + 2

(
1

r
+ 2ν,r

)
δµ3 = 0.

(4.39)

Essas equações têm como solução

δµ3 = δM R2/
(
r3 − 2MR2

)
e δν = δµ3 + k(t), (4.40)

onde δM é uma constante de integração arbitrária e k(t) é uma função que pode ser elimi-

nada mediante uma redefinição da coordenada temporal. Substituindo esses resultados na

componente (ϕϕ) das equações de campo, encontra-se uma equação de onda para a função

δψ,
∂ 2

∂r2
∗
(rδψ) − ∂ 2

∂t2
(rδψ) =

[
2f

R2

(
1 +

MR2

r3

)]
(rδψ), (4.41)

Dessa forma, num calibre apropriado, o modo de perturbação polar k = 0 conduz à geometria

ds2 = −f (r,M + δM) dt2 + f (r,M + δM)−1 dr2 +
r2

R2

(
e2δψdϕ2 + e−2δψdz2

)
. (4.42)

Visto que em geral δψ é uma função dependente do tempo, a métrica (4.42) representa

um buraco negro dinâmico, com um geometria cilindricamente simétrica e com a função δψ

descrevendo a evolução de pequenas ondulações sobre o espaço-tempo de fundo (4.1). Es-

sas ondulações poderiam, em prinćıpio, ser observadas em algum lugar de um tal universo

por meio da utilização de um detector de ondas gravitacionais. Observa-se também que a

equação (4.41) admite soluções especiais nas quais δψ não depende do tempo, correspon-

dendo a espaços-tempos cilindricamente simétricos estáticos. Além disso, a equação (4.41)

admite a solução trivial δψ = 0, caso em que a métrica (4.42) representa um buraco negro

plano-simétrico, assim como o buraco negro não-perturbado (4.1), porém com um desvio no

parâmetro de massa pela quantidade δM . A solução δψ = 0 corresponde à perturbação polar

l = 0 no caso de buracos negros esféricos (Zerilli, 1970b).



5 PERTURBAÇÕES DE CURVATURA E QNM

GRAVITACIONAIS

Este caṕıtulo apresenta um estudo das perturbações gravitacionais de buracos negros

planos AdS com base no formalismo de variações de curvatura de Teukolsky (1972). Além de

tornar posśıvel uma análise geral das perturbações, levando em conta a dependência em ϕ,

essa investigação conduz a informações importantes, como os modos algebricamente especiais,

que são soluções exatas das equações de perturbação. Discute-se também a estabilidade dessa

famı́lia de buracos negros frente a flutuações do campo gravitacional, e apresentam-se os

resultados obtidos para as freqüências quase-normais com a utilização do método de Horowitz-

Hubeny (2000).1 Segundo a correspondência AdS/CFT, a parte imaginária da freqüência QN

fundamental fornece a escala de tempo de termalização na teoria de campos dual em (2+1)

dimensões.

5.1 O espaço-tempo de fundo no formalismo de Newman-Penrose

De acordo com a classificação de Petrov, a métrica (4.1) é algebricamente especial

do tipo D. Torna-se então conveniente definir as quantidades de Newman-Penrose (1962) em

termos da base de vetores nulos de Kinnersley (1969). Nesse caso, os dois vetores reais da

base são escolhidos ao longo de geodésicas radiais nulas,

D = lµ∂µ =
1

f
(∂t + f∂r) , (5.1)

∆ = nµ∂µ =
1

2
(∂t − f∂r), (5.2)

sendo estas as direções nulas (duplas) principais do tensor de Weyl. Para completar a tétrada,

têm-se o vetor

δ = mµ∂µ =
R

r
√

2
(∂ϕ + i∂z) (5.3)

e o seu complexo conjugado δ∗ = m∗µ∂µ. Ambos os vetores, mµ e m∗µ, são ortogonais à lµ e

nµ, e satisfazem a condição de normalização2 mµm∗
µ = 1. Em relação a essa base, os únicos

1O estudo apresentado neste caṕıtulo, com algumas pequenas modificações, encontra-se publicado em
Miranda e Zanchin (2006).

2As definições das quantidades de Newman-Penrose são aquelas introduzidas por Chandrasekhar (1983).
Apenas a normalização da base está invertida por conta da diferença na assinatura da métrica.
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coeficientes de spin não-nulos são

ρ = 1/r, µ = f/2r, γ = −(r3 +MR2)/2r2R2, (5.4)

e os únicos escalares de Weyl e de Ricci não-nulos são

Ψ2 = M/r3, Λ = −1/2R2. (5.5)

5.2 Perturbações de curvatura na formulação de Teukolsky

As equações para as perturbações gravitacionais são aqui obtidas com a utilização do

formalismo de Teukolsky (1972). Esse formalismo tem como base o método dos coeficientes

de spin de Newman-Penrose (NP), o que permite uma investigação de propriedades gerais

de espaços-tempos Petrov tipo D, sem qualquer hipótese simplificadora. Dentro dessa for-

mulação, as mudanças nos coeficientes métricos estão diretamente relacionadas às mudanças

nos vetores nulos da tétrada. Além disso, as perturbações nos vetores lµ, nµ e mµ conduzem

a alterações de primeira ordem nos escalares de Weyl e de Ricci, e também nos coeficientes

de spin. Para obter o sistema completo de equações linearizadas, expandem-se as equações

NP sobre o espaço-tempo de fundo de um buraco negro plano e se mantêm apenas os termos

de primeira ordem nas funções de perturbação.

Em geral, as equações NP linearizadas formam um grande sistema de equações aco-

pladas, que são muito dif́ıceis de serem resolvidas. Entretanto, para espaços-tempos Petrov

tipo D sem fontes, o problema se reduz a resolver um par de equações desacopladas para os

invariantes de calibre e tétrada, Ψ0 e Ψ4 (Teukolsky, 1973). No presente caso, essas equações

assumem as formas simples3

[(D + 4ρ+ ρ∗)(∆ + 4γ − µ) − δδ∗ + 3Ψ2]Ψ0 = 0, (5.6)

[(∆ − 3γ + γ∗ − 4µ− µ∗)(D + ρ) − δ∗δ + 3Ψ2]Ψ4 = 0. (5.7)

As equações acima já estão linearizadas, tendo em vista que os escalares de Weyl Ψ0 e Ψ4

se anulam no estado de equiĺıbrio e, portanto, devem ser considerados como perturbações de

primeira ordem. As outras quantidades assumem os seus valores não-perturbados, dados por

(5.1)-(5.5).

As simetrias do espaço-tempo de fundo, junto com as equações de perturbação (5.6)

3Ocorrem algumas inversões de sinais em relação ao trabalho original de Teukolsky (1973), já que ele
utilizou uma métrica de assinatura −2.
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e (5.7), indicam que os escalares Ψ0 e Ψ4 podem ser colocados na forma de um produto de

quatro funções, cada uma dependente apenas de uma das coordenadas: t, r, ϕ ou z. Além

disso, devido ao caráter tipo onda das equações, a dependência dessas funções nas coordenadas

t, ϕ e z é da forma exp[−i(ωt−mϕ−kz)], onde ω é uma freqüência, e m e k são componentes

de um vetor de onda que podem assumir valores discretos ou cont́ınuos, dependendo se ϕ e z

são coordenadas compactas ou não-compactas, respectivamente. As funções radiais, por sua

vez, são convenientemente escritas como

Ψ0(r) = r−1f−2Y+2(r), Ψ4(r) = r−1Y−2(r), (5.8)

onde os subescritos ±2 estão relacionados aos pesos de spin e pesos conformes dos escalares

de Weyl Ψ0 e Ψ4.

As equações resultantes para Y±2 assumem a forma padrão

Λ̂2Y±2 + P Λ̂±Y±2 −QY±2 = 0, (5.9)

sendo que, para isso, foram introduzidas as quantidades

P =
d

dr∗
ln

(
r4

f 2

)
, Q =

f

r3
(rq2R2 + 6M), (5.10)

com q2 = m2 + k2.

A teoria de transformação de Chandrasekhar (1983) pode agora ser usada para levar

as equações (5.9) em equações unidimensionais tipo Schrödinger,

Λ̂2Z (±) = V (±)Z (±). (5.11)

Isso é realizado por meio das substituições

Y+2 = V (±)Z (±) + (W (±) − 2iω)Λ̂−Z
(±), (5.12)

Y−2 = V (±)Z (±) + (W (±) + 2iω)Λ̂+Z
(±), (5.13)

cujas transformações inversas assumem as formas

K(∓)Z (±) =
r4

f 2
QY+2 −

r4

f 2
(W (±) − 2iω)Λ̂+Y+2, (5.14)

K(±)Z (±) =
r4

f 2
QY−2 −

r4

f 2
(W (±) + 2iω)Λ̂−Y−2, (5.15)
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onde

K(±) = q4R4 ± 12iωM. (5.16)

Nas equações anteriores, as funções potenciais V (±) são dadas por

V (+) =
f

r3

[
72M3R2 + r2q4R6(rq2R2 + 6M) + 36M2r(q2R4 + 2r2)

R2(rq2R2 + 6M)2

]
, (5.17)

V (−) =
f

r3
(rq2R2 − 6M), (5.18)

enquanto as funções auxiliares W (±) são, respectivamente,

W (+) = −6M(2r3 + rq2R4 + 2MR2)

r2R2(rq2R2 + 6M)
, W (−) = −6M

r2
. (5.19)

O significado dos sinais (±) vem do estudo das perturbações gravitacionais via variações

da métrica, conforme discutido por Cardoso e Lemos (2001c) e revisado no caṕıtulo 4 desta

tese. Eles estão associados à propriedade de paridade dos coeficientes métricos sob a troca

ϕ→ −ϕ (ou z → −z). A variável Z (+) representa as perturbações polares (funções pares sob

mudança de sinal da coordenada ϕ ou z), enquanto que Z (−) representa as axiais (́ımpares).

Num certo sentido, as equações de onda (5.11) generalizam aquelas encontradas origi-

nalmente por Cardoso e Lemos (2001c) e apresentadas nas equações (4.17) e (4.22) do caṕıtulo

anterior. Aqui as perturbações dependem de ambas as coordenadas, ϕ e z, enquanto no tra-

balho citado acima a análise está restrita às variações métricas independentes de ϕ. Isso é

equivalente a anular o número de onda m, resultando em q2 = k2. Entretando, a simetria

plana do espaço-tempo de fundo torna posśıvel encontrar novas coordenadas (ϕ′, z′), de tal

forma que um dos números de onda, m′ ou k′, é zero. Ou seja, sempre é posśıvel encontrar

um sistema de coordenadas no qual as perturbações dependem apenas de duas coordenadas

espaciais (r e ϕ ou r e z).

Outro resultado obtido da análise acima está vinculado à constante de Starobinsky

(1973), |C |2 = K(+)K(−), onde K(±) são dados por (5.16). As soluções de |C |2 = 0 são

freqüências algebricamente especiais na definição de Chandrasekhar (1984). Conforme será

mostrado na Seção 5.5, uma dessas freqüências, dada por ω = −iωa com

ωa =
q4R4

12M
=
q4R6

6r3
0

, (5.20)

aparece nos resultados numéricos em conexão com os QNM puramente amortecidos. As pro-

priedades das perturbações axiais, relacionadas a esses modos algebricamente especiais, são
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discutidas em detalhes na Seção 5.7.

5.3 Propriedades anaĺıticas dos QNM

Para resolver as equações de onda (5.11), é necessário impor condições de contorno so-

bre as posśıveis soluções. Inicialmente, no entanto, considere o espaço-tempo assintoticamente

chato de Schwarzschild, discutido no caṕıtulo 2 desta tese. As perturbações gravitacionais

conduzem a equações tipo Schrödinger cujos potenciais efetivos são nulos no horizonte de

eventos e no infinito. Conseqüentemente, próximo a essas extremidades, a solução geral é

dada por uma combinação de ondas planas, Z → e±iωr∗ , onde a coordenada r∗ vai de −∞ a

+∞. Os QNM são então definidos como soluções que se comportam como ondas puramente

entrantes no horizonte, Z → e−iωr∗ , e ondas puramente saidoras no infinito, Z → e+iωr∗ .

Essas exigências são satisfeitas apenas por um conjunto discreto de valores complexos de ω,

as freqüências quase-normais do buraco negro.

Em espaços-tempos assintoticamente AdS, mantém-se a exigência de ondas puramente

entrantes no horizonte. Contudo, já que agora a coordenada tartaruga r∗ assume um valor

finito conforme r → +∞, a condição de contorno no infinito espacial precisa ser modificada.

Essa condição de contorno pode ser de Dirichlet, Neumann ou Robin, dependendo se o campo,

a sua derivada ou uma combinação de ambos se anule, respectivamente. Aqui, como em boa

parte da literatura, adotam-se condições de contorno de Dirichlet, já que estas conduzem à

conservação de energia na teoria de campos escalares sobre o espaço AdS puro.4 Para condi-

ções de contorno alternativas, ver o trabalho de Moss e Norman (2002) e também a discussão

apresentada no caṕıtulo 6 desta tese.

Tendo definido os QNM, mostra-se abaixo que a parte imaginária das freqüências QN

assume valores negativos para potenciais estritamente positivos no exterior do buraco negro.

A demonstração segue aquela realizada no caso Schwarzschild-AdS por Horowitz e Hubeny

(2000). Inicialmente, troca-se a variável Z por φ = e+iωr∗Z, de modo que a equação (5.11) se

transforma em

f
d 2φ

dr2
+

(
df

dr
− 2iω

)
dφ

dr
− V

f
φ = 0, (5.21)

onde Z, φ e V denotam ambos os tipos de perturbação, as polares (Z (+), φ(+), V (+)) e as

axiais (Z (−), φ(−), V (−)).

Nas proximidades do horizonte e do infinito espacial, as soluções φ que satisfazem as

4Avis, Isham e Storey (1978), Burgess e Lütken (1985) e Cotaescu (1999).
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condições de contorno dos QNM são dadas, respectivamente, por

φr0 = A
(C1R

2/3r0)
−iωR2/3r0

Γ[1 − (2iωR2/3r0)]
, (5.22)

φ∞ = B e−iωR
2/r sin

(
R2

r

√
ω2 − C2

)
, (5.23)

onde A e B são constantes arbitrárias, e C1 = V (r0)/f(r0) e C2 = V (∞) são constantes cujos

valores dependem do tipo de perturbação.

Multiplica-se agora a equação (5.21) por φ∗ e integra-se por partes utilizando as

soluções assintóticas (5.22) e (5.23). Após alguma álgebra, obtém-se

∫ ∞

r0

[
f

∣∣∣∣
dφ

dr

∣∣∣∣
2

+
V

f
|φ|2

]
dr = −|ω|2|φ(r0)|2

Im(ω)
. (5.24)

Já que f(r) assume apenas valores positivos na região exterior ao buraco negro, o sinal da

quantidade entre colchetes, no lado esquerdo da equação (5.24), depende essencialmente do

sinal de V (r). Para um potencial não-negativo, segue que a parte imaginária das freqüências

QN é negativa, Im(ω) < 0. Além disso, observa-se da equação (5.17) que V (+) é positivo na

região r0 < r <∞ para qualquer q e r0, e dáı se conclui que os buracos negros plano-simétricos

AdS são estáveis frente a perturbações polares. O mesmo acontece com as perturbações

axiais tão logo os números de onda estejam restritos à qR2 ≥
√

3r0. Por outro lado, para

qR2 <
√

3r0, o potencial V (−) assume valores negativos e o teorema não pode ser aplicado.

Outra caracteŕıstica importante das perturbações de buracos negros planos vem da

propriedade de simetria desses espaços-tempos. Essa simetria permite uma mudança na escala

de ω, q e r0 por meio de uma simples transformação de coordenadas: t = at′, x = ax′, y = ay′

e r = r′/a, onde a é uma constante (Horowitz e Hubeny, 2000). Isso indica que a freqüência

é uma função homogênea de primeiro grau dos parâmetros q e r0, ω(aq, ar0) = aω(q, r0). Em

particular, pode-se fazer a = R/r0, de tal forma que

ω(q, r0) =
(r0
R

)
ω

(
qR

r0
, R

)
. (5.25)

Então, após calcular freqüências QN para um dado r0, por exemplo, para r0 = R, e para

diferentes valores de q, pode-se estimar ω(q, r0) por meio da equação anterior. Além disso, os

valores de ω para um determinado buraco negro são naturalmente divididos em três regimes:

vetores de onda grandes (qR ≫ r0/R), de tamanho intermediário (qR ∼ r0/R) e pequenos

(qR ≪ r0/R). No limite de grandes (pequenos) vetores de onda, r0/R (qR) é despreźıvel e se
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espera que ω ∝ qR (ω ∝ r0/R).

Alternativamente, pode-se fixar o número de onda q e variar o raio do horizonte, o que

leva a uma divisão baseada no tamanho do buraco negro: grandes, intermediários e pequenos

em comparação com o valor de qR2. Essa denominação é particularmente interessante para

buracos negros Schwarzschild-AdS, pois nesse caso costuma-se trabalhar com os primeiros

multipolos radiativos, l = 1 para o campo eletromagnético e l = 2 para o campo gravitacional,

fazendo-se variar o raio do horizonte de eventos.

Em consonância com a AdS/CFT, também costuma-se introduzir uma freqüência e

um vetor de onda normalizados pela temperatura Hawking do buraco negro,

T =
3

4π

r0
R2
. (5.26)

Essa quantidade é identificada com a temperatura da teoria de campos holográfica, definida

na fronteira (2+1)-dimensional do espaço-tempo anti-de Sitter. A nova freqüência e o novo

número de onda são definidos por

w =
3ω

4πT
e q =

3q

4πT
. (5.27)

Agora que já foram apresentadas algumas das propriedades anaĺıticas dos QNM, se

está em condições de resolver as equações de perturbação (5.11) e encontrar os valores das

freqüências QN. Em geral, essa tarefa só pode ser realizada por meio de procedimentos

numéricos. Por isso, revisa-se a seguir o método que será utilizado no cálculo dos modos

de vibração dos buracos negros plano-simétricos.

5.4 O método de Horowitz-Hubeny

Nas últimas décadas, foi desenvolvida uma série de procedimentos numéricos para o

cálculo dos QNM de buracos negros. Entre esses procedimentos, destaca-se aqui o método

de Horowitz-Hubeny (2000), já que ele é um dos mais adequados para espaços-tempos as-

sintoticamente AdS. Tendo em vista futuras aplicações, reescreve-se abaixo as equações de

perturbação numa forma mais apropriada.

Utilizando a freqüência normalizada w e o vetor de onda normalizado q, e trocando a

variável independente r por u = r0/r, a equação (5.21) transforma-se em

(u3 − 1)
d 2φ

du2
+ (3u2 − 2iw)

dφ

du
+ Ṽ (u)φ = 0, (5.28)
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onde o potencial efetivo modificado Ṽ (u) é dado por

Ṽ (+)(u) =
9u3 + 3q4u+ q6 + 9q2u2 + 18

(q2 + 3u)2
(5.29)

para perturbações polares e

Ṽ (−)(u) = q2 − 3u (5.30)

para perturbações axiais.

A equação (5.28) possui um ponto singular regular (u = 1) na região de interesse,

0 ≤ u ≤ 1. Então, pelo teorema de Fuchs, qualquer solução de (5.28) pode ser escrita como

uma série de Frobenius generalizada (Butkov, 1968). Para explorar o comportamento das

soluções próximo ao horizonte, supõe-se que φ(u) = (u − 1)α, onde α é uma constante a ser

determinada. Substituindo essa expressão na equação (5.28) e mantendo termos apenas até a

ordem dominante, segue que α(3α− 2iw) = 0. As ráızes dessa equação, α = 0 e α = 2iw/3,

estão associadas, respectivamente, às ondas planas que entram e que saem do horizonte de

eventos (Horowitz e Hubeny, 2000). Já que se deseja apenas modos ‘entrantes’ (ingoing),

assume-se α = 0 e procura-se por soluções da forma

φ(u) =

∞∑

m=0

am(1 − u)m. (5.31)

Substituindo (5.31) em (5.28), encontram-se expressões para os am’s em termos da

freqüência w e do número de onda q. Então, impondo a condição de contorno de Dirichlet na

fronteira do espaço-tempo anti-de Sitter, obtém-se

φ(0) =

∞∑

m=0

am(w, q) = 0. (5.32)

Sendo assim, o problema de encontrar freqüências QN se reduz àquele de obter as ráızes

da equação (5.32). Claro que, numericamente, não é posśıvel realizar a soma completa na

expressão (5.32). Na prática, o que se faz é truncar a série após um grande número de termos

e procurar pelos zeros dessa soma parcial. A precisão dos resultados é então verificada com

o cálculo da variação relativa entre os zeros de somas parciais consecutivas. Interrompe-

se a busca uma vez que se tenha uma precisão de 6 d́ıgitos decimais. Para cada valor de

q, encontra-se um conjunto infinito de freqüências QN (fora da infinidade de freqüências

posśıveis). Essas freqüências são usualmente rotuladas pelo número quântico principal n e

ordenadas num conjunto que começa pelas ráızes com as menores partes imaginárias (em
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Axial Polar
q wR wI wR wI

0,002 1,84942 2,66384 1,84945 2,66385
0,004 1,84942 2,66384 1,84945 2,66384
0,02 1,84948 2,66384 1,84963 2,66351
0,04 1,84964 2,66378 1,85027 2,66248
0,2 1,85492 2,66228 1,86960 2,62961
0,4 1,87098 2,65760 1,92488 2,52658

Tabela 5.1: Freqüências dos modos quase-normais fundamentais no regime de grandes buracos negros
(r0/R ≫ qR) ou altas temperaturas (T ≫ q).

módulo).

5.5 Resultados numéricos e análise

Utilizou-se o procedimento de Horowitz-Hubeny, descrito acima, para o cálculo dos

QNM gravitacionais de buracos negros plano-simétricos AdS. Os principais resultados são

apresentados nesta seção. Assim como ocorre com outros buracos negros AdS, surge aqui

uma famı́lia de modos axiais puramente amortecidos, cujas freqüências são números ima-

ginários puros. Os demais modos, no entanto, são todos regulares, isto é, com freqüências

caracterizadas por uma parte real não-nula, responsável pelo comportamento oscilatório das

perturbações.

Conforme mencionado no final da seção 5.3, a análise numérica naturalmente se divide

em três diferentes regimes, determinados pelo valor de q. Costuma-se dizer que se têm (i)

grandes buracos negros (ou altas temperaturas) quando q ≪ 1; (ii) buracos negros de tamanho

intermediário (ou temperaturas intermediárias) se q ∼ 1 ; e (iii) pequenos buracos negros (ou

baixas temperaturas) quando q ≫ 1.

É importante também mencionar, neste ponto, que uma parte da análise numérica

dos QNM gravitacionais foi realizada por Cardoso e Lemos (2001c). Entretanto, aquele es-

tudo ficou restrito principalmente ao regime de grandes buracos negros (pequenos vetores de

onda), sem ampliação para outros intervalos de q. No que segue, realiza-se uma análise mais

detalhada, incluindo os regimes de buracos negros pequenos e de tamanho intermediário, de

modo a obter relações de dispersão w(q) completas.

5.5.1 Modos quase-normais comuns

Inicialmente discute-se o caso dos QNM regulares (comuns), cujas freqüências possuem

partes reais e imaginárias não-nulas, w = wR − iwI . São listados os resultados numéricos
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Axial Polar
q wR wI wR wI

1 1,96444 2,62349 2,03016 1,92213
1,25 2,00766 2,59662 2,01082 1,74220
1,67 2,03888 2,49909 2,10507 1,60223
2 2,04735 2,21550 2,30526 1,55218
2,5 2,56487 1,76938 2,72952 1,49964
5 5,24650 1,30006 5,25618 1,27974

Tabela 5.2: Freqüências dos modos quase-normais fundamentais no regime de buracos negros de
tamanho intermediário (r0/R ∼ qR) ou temperaturas intermediárias (T ∼ q).

Axial Polar
q wR wI wR wI

20 20,2727 0,916071 20,2727 0,915965
24 24,2668 0,880433 24,2668 0,880379
28 28,2613 0,851793 28,2613 0,851763
32 32,2562 0,827964 32,2562 0,827946
36 36,2516 0,807820 36,2516 0,807810
40 40,2472 0,790246 40,2472 0,790236

Tabela 5.3: Freqüências dos modos quase-normais fundamentais no regime de pequenos buracos
negros (r0/R ≪ qR) ou baixas temperaturas (T ≪ q).

das freqüências dos modos fundamentais para alguns valores de q. As quantidades calculadas

incluem ambos os tipos de perturbação, axial e polar, e os três regimes definidos anterior-

mente. Os resultados para buracos negros grandes, de tamanho intermediário e pequenos são

mostrados nas tabelas 5.1, 5.2 e 5.3, respectivamente.

A primeira caracteŕıstica a ser observada é que, diferentemente dos espaços-tempos

assintoticamente chatos, as perturbações axiais e polares não possuem o mesmo espectro. De

fato, a isoespectralidade é recuperada apenas nos limites de grandes e pequenos vetores de

onda. Para outros exemplos em que isso ocorre, ver Cardoso e Lemos (2001b) e Berti e

Kokkotas (2003).

Para grandes buracos negros (q pequeno), os resultados apresentados aqui estão em

perfeita concordância com aqueles encontrados por Cardoso e Lemos (2001c). Tanto para

perturbações axiais quanto polares, as partes reais e imaginárias das freqüências fundamentais

são dadas aproximadamente por

ωR = 7, 75T = 1, 85
r0
R2

e ωI = 11, 16T = 2, 66
r0
R2
. (5.33)

Essas expressões reproduzem aquelas obtidas para grandes buracos negros Schwarzschild-AdS

(Cardoso e Lemos, 2001b), o que já era esperado, pois um sistema esférico aproxima-se de
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Figura 5.2: Gráficos com os resultados numéricos para as freqüências polares fundamentais.

um plano conforme o raio vai a infinito.

Para buracos negros pequenos (q ≪ 1) e de tamanho intermediário (q ∼ 1), as

freqüências QN não-normalizadas deixam de ser proporcionais ao raio do horizonte (ou à tem-

peratura). Isso pode ser facilmente observado nas figuras 5.1 e 5.2, onde são apresentadas as

freqüências fundamentais normalizadas w = 3ω/4πT para diferentes valores de q = 3q/4πT .

A maneira exata na qual w altera o seu comportamento inicial, aproximadamente constante,

depende da paridade da perturbação. Dentro de uma certa precisão, as freqüências funda-

mentais começam a se desviar da linha

ω = (7, 75 − i 11, 16)T = (1, 85 − i 2, 66)
r0
R2

(5.34)

em torno de q = 2 para as oscilações axiais e de q = 2/5 para as oscilações polares. Conforme a

razão q/T vai a infinito, têm-se ωR → q e ωI → 0, independentemente do tipo de perturbação.
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q ws q2/3 q ws q ws q4/6
0, 02 0, 000133342 0, 000133333 1 0, 366519 2, 5 6, 51103 6, 51042
0,04 0,000533409 0,000533333 1, 25 0,611520 4 42,6667 42,6667
0,2 0,0133786 0,0133333 1, 7 1,43533 5 104,167 104,167
0,25 0,0209443 0,0208333 1, 8 1,72508 8 682,667 682,667
0,4 0,0540722 0,0533333 1, 9 2,14757 10 1666,67 1666,66
0,5 0,0851610 0,0833333 2, 0 2,64636 20 26666,7 26666,7

Tabela 5.4: As freqüências QN puramente imaginárias para alguns valores selecionados de q. A
fórmula q2/3 é um ajuste válido para grandes buracos negros, enquanto que q4/6 é o módulo da
freqüência algebricamente especial w = −iwa.

De fato, no limite de pequenos buracos negros, a dependência de ω em q pode ser prevista

com base na propriedade de homogeneidade da freqüência:

ω(q, r0) = qR2 ω

(
1

R2
,
r0/R

qR

)
≈ R2 ω

(
1/R2, 0

)
q = const. × q . (5.35)

O que os resultados numéricos mostram é que, pelo menos para os modos fundamentais, a

constante de proporcionalidade é igual à unidade. A relação desse resultado com os modos

gravitacionais AdS puros é investigada no apêndice A.

5.5.2 Modos puramente amortecidos

Uma das caracteŕısticas das perturbações axiais de buracos negros AdS é a presença

de modos especiais, puramente amortecidos. Para cada valor de q, encontra-se uma única

freqüência quase-normal com parte real nula. Os valores dessas freqüências, separadas na

forma w = −iws, estão listados na Tabela 5.4 para alguns valores selecionados de q.

Para grandes buracos negros (q pequeno), os resultados numéricos concordam, nova-

mente, com aqueles obtidos por Cardoso e Lemos (2001c). Dentro de uma certa precisão, as

freqüências dos modos quase-normais puramente amortecidos são bem descritas pela fórmula

ωs = q2R2/3r0. Um resultado semelhante foi obtido por Cardoso, Konoplya e Lemos (2003)

para espaços-tempos Schwarzschild-AdS. Eles encontraram ωs = (l − 1)(l + 2)R2/3r0, onde l

é o momento angular da perturbação. Em prinćıpio, essas duas fórmulas representam apenas

bons ajustes aos dados numéricos. No entanto, com base numa expansão de ws em série de

potências de q, é posśıvel deduzir analiticamente a expressão para a freqüência QN imaginária

no limite em que r0/R ≫ qR. Esse será o assunto tratado na próxima seção.5

Para buracos negros de tamanho intermediário (q ∼ 1) e fixo (r0 = const.), a freqüência

5Nesta tese, apresenta-se uma dedução anaĺıtica para o ajuste de ωs apenas para buracos negros plano-
simétricos. Para demonstrações no caso Scharzschild-AdS, ver Miranda e Zanchin (2006), Siopsis (2007)
e Friess et al (2007).
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ωs cresce mais rápido do que q2R2/3r0 conforme o número de onda cresce (ver Figura 5.3).

Outra caracteŕıstica especial desse regime está relacionada ao comportamento do potencial

modificado Ṽ (−)(u) = q2−3u em função da variável u = r0/r. Conforme o valor de q aumenta,

o ponto q =
√

3 representa a fronteira a partir da qual o potencial se transforma numa função

não-negativa na região 0 ≤ u ≤ 1. Em outras palavras, Ṽ (−)(u) ≥ 0 em todos os pontos no

exterior de um buraco negro perturbado por um modo axial com q ≥
√

3. No cálculo numérico,

o número de onda q =
√

3 também apresenta um comportamento singular. O programa de

busca de ráızes, baseado no método de Horowitz-Hubeny (2000), falha na procura por uma

freqüência QN puramente imaginária para q =
√

3. O problema ocorre justamente quando q se

aproxima do ponto em que ws interceptaria a freqüência algebricamente especial wa = q4/6.

Isso é indicado pelo ponto P na Figura 5.3, onde são apresentados os valores de ws para

diferentes números de onda q. Os dados numéricos mostram que ws > wa para todo q <
√

3

e ws < wa para todo q >
√

3 .

Para pequenos buracos negros (q grande), os valores da freqüência ws dos modos

puramente amortecidos aproximam-se da freqüência algebricamente especial wa. De fato, a

diferença fracional entre essas freqüências é menor do que 10−6 para q = 4 e decresce conforme

q → ∞. Essa conclusão tem novamente uma contrapartida no caso esférico, conforme pode

ser observado dos resultados numéricos encontrados em Cardoso, Konoplya e Lemos (2003).

Mais detalhes sobre a freqüência algebricamente especial e sobre o seu caráter (não) quase-

normal são apresentados na Seção 5.7.
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5.6 O limite de grandes buracos negros dos QNM puramente amortecidos

Embora procedimentos numéricos sejam, em geral, necessários para o cálculo de fre-

qüências QN, é posśıvel estudar analiticamente certos regimes do espectro quase-normal. Um

exemplo é o limite de grandes buracos negros das perturbações gravitacionais axiais. Mostra-

se abaixo, em detalhes, o procedimento usado para encontrar uma expressão assintótica para

as freqüências dos modos puramente amortecidos.

O ponto de partida é o método de Horowitz-Hubeny (2000), descrito na Seção 5.4.

Utilizando esse método, descobre-se que as freqüências QN axiais são dadas pelas ráızes da

equação
∞∑

m=0

am(w, q) = 0. (5.36)

Conseqüentemente, é necessário obter uma expressão anaĺıtica para a soma dessa série, a fim

de que se possa encontrar valores exatos para a freqüência. Tal tarefa é muito dif́ıcil de ser

realizada para um valor de q genérico, mas ela torna-se fact́ıvel no limite de grandes buracos

negros (q ≪ 1) dos modos puramente amortecidos.

Os coeficientes am(w, q), que aparecem na expressão (5.36), representam os coeficientes

de Fro-benius da solução em série de potências da equação (5.28), porém escrita para per-

turbações axiais. Eles são dados em termos da freqüência e número de onda normalizados

pela relação de recorrência

am =
3(m2 −m− 1) + q2

m(3m− 2iw)
am−1 −

m2 − 2m− 3

m(3m− 2iw)
am−2, (5.37)

onde a1 = −[(3 − q2)/(3 − 2iw)]a0 e a equação acima vale para todo m ≥ 2.

No regime de grandes buracos negros (qR ≪ r0/R), o número de onda q torna-se

despreźıvel e a freqüência w tende a uma constante. Supõe-se então que w(q) possua uma

expansão em séries de Taylor em torno de q = 0, que seja válida sobre o intervalo 0 < q <

R, para algum R (Butkov, 1968). Tal expansão pode ser convenientemente escrita como

2iw =
∑∞

m=0 bm qm, onde bm são constantes a serem determinadas. Entretanto, nem todos

os elementos bm são independentes, já que uma parte deles pode ser eliminada com base na

propriedade de paridade da função w(q). Independentemente do resultado da soma no lado

esquerdo de (5.36), o formato da relação de recorrência (5.37) assegura que w é uma função de

q2. Isso quer dizer que w não muda de sinal frente à transformação q → −q, sendo uma função

par de q. Na série que representa 2iw, apenas as potências pares em q devem sobreviver,6 e

6A única possibilidade de se ter potências ı́mpares em q é no caso em que w(0) = 0 e o primeiro termo
não-nulo na expansão é puramente real. Essa possibilidade será ignorada num primeiro momento. Para mais



67

dáı segue que b2m+1 = 0 para todo m ≥ 0. Esse resultado permite que se escreva

2iw =
∞∑

m=0

cm Q
m, (5.38)

onde Q = q2 e cm são constantes a serem determinadas.

A representação em série de 2iw abre a possibilidade de se expandir em séries de Taylor

os termos am sobre Q = 0. Antes de fazer isso, no entanto, observa-se que o valor de a0 é

arbitrário, já que todos os termos na série (5.36) são proporcionais a esse elemento, e a soma

completa é igualada a zero. Por uma questão de simplicidade, escolhe-se aqui a0 = 1. Na

seqüência, substitui-se (5.38) na expressão (3m− 2iw)−1 e se expande essa quantidade sobre

Q = 0. Quando essa expansão é substitúıda de volta na relação de recorrência (5.37), obtém-

se um conjunto de séries de Taylor para os elementos am (uma série para cada m). Essas

séries podem ser representadas por

am =
∞∑

j=0

ηjm Q
j , (5.39)

onde os elementos ηjm são funções de c0, c1, ..., cj . Substituindo as expansões anteriores na

equação (5.36) e colecionando termos de mesma potência em Q, encontra-se

[
1 + η0

1(c0) + η0
2(c0) + ...

]
+

[
η1

1(c0, c1) + η2
1(c0, c1) + ...

]
Q + ... = 0. (5.40)

O lado esquerdo da equação (5.40) é uma série de potências na variável Q. Para que

a equação completa seja satisfeita, todos os termos entre colchetes devem ser nulos. Dessa

forma, o coeficiente de ordem zero fornece uma equação para c0, o coeficiente de primeira

ordem, com o valor de c0 calculado anteriormente, fornece uma equação para c1, e assim por

diante. Para os cálculos que conduzem a c0, os primeiros termos relevantes são dados por

η0
1 = − 3

3 − c0
e η0

2 = − 3c0
2(3 − c0)(6 − c0)

. (5.41)

Além disso, observa-se em (5.37) que m = 3 é um dos zeros da quantidade (m2 − 2m − 3),

de modo que o termo a3 difere de a2 apenas por um fator multiplicativo. Isso implica, em

particular, que o elemento η0
3 está relacionado à η0

2 por

η0
3 =

5

9 − c0
η0

2. (5.42)

detalhes, ver a discussão sobre o modo de onda sonora no caṕıtulo 6.
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Junto com a fórmula (5.37), essa relação mostra que todos os elementos subseqüentes também

são proporcionais à η0
2. De modo mais espećıfico, o m-ésimo coeficiente (para m ≥ 2) pode

ser escrito como

η0
m = γm(c0)η

0
2, (5.43)

onde γm(c0) é dado pela fórmula de recorrência:

γm(c0) =
1

m(3m− c0)

[
3(m2 −m− 1)γm−1(c0) − (m2 − 2m− 3)γm−2(c0)

]
, (5.44)

com γ2(c0) = 1 e γ3(c0) = 5/9.

Levando em conta os últimos resultados, descobre-se então que o termo independente

de Q na equação (5.40) dá origem à seguinte equação para c0:

c0

[
1

(3 − c0)
+

3

2(3 − c0)(6 − c0)

∞∑

m=2

γm(c0)

]
= 0. (5.45)

Claramente, a equação acima possui a solução especial c0 = 0, além das ráızes que

surgem como zeros do termo entre colchetes. A existência dessa solução especial explica

porque os QNM puramente amortecidos não se escalam com o tamanho do horizonte, como

acontece com os modos regulares, no limite de grandes buracos negros. De fato, os cálculos

numéricos mostraram que os modos puramente amortecidos são os únicos dos QNM que, em

primeira aproximação, não são proporcionais à r0. Esse fato sugere que ele deve estar associado

à raiz c0 = 0. Segue então de (5.38) que, para grandes raios do horizonte, a freqüência w

correspondente vai com q2 (ω ∼ q2R2/r0). Por outro lado, os resultados numéricos também

indicam que os QNM axiais comuns são proporcionais à r0 (em primeira aproximação). Disso

se conclui que as ráızes restantes, obtidas dos zeros do termo entre colchetes na equação

(5.45), correspondem aos valores assintóticos da função 2iw para os QNM regulares.

Para obter o limite de q pequeno das freqüências QN puramente imaginárias, têm-se

então que assumir c0 = 0 e calcular o próximo elemento, c1. Nesse caso, os coeficientes η1
1 e

η1
2 se reduzem a

η1
1 =

1 − c1
3

e η1
2 = − c1

12
, (5.46)

enquanto os demais elementos η1
m (para m ≥ 3) assumem a forma η1

m = γm(0)η1
2. Substituindo

esses resultados no termo de primeira ordem em Q da equação (5.40), obtém-se uma equação
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algébrica que ao ser resolvida para c1 produz

c1 =
4

4 + γ
, (5.47)

onde acima foi introduzida a quantidade

γ =

∞∑

m=0

γm(0). (5.48)

O problema agora é somar a série que leva à γ. Em geral, essa tarefa é extremamente

dif́ıcil, mas no presente caso foi posśıvel somar a série (5.48) (ver Apêndice B) e obter o re-

sultado exato γ = 2. Dessa forma, tem-se c1 = 2/3 e a fórmula assintótica das freqüências

QN puramentes imaginárias segue diretamente de (5.38):

w = −iws = − i

3
q2, (5.49)

ou, colocando em termos do raio do horizonte e da temperatura, encontra-se

ω = −i R
2

3r0
q2 = − i

4πT
q2. (5.50)

Essa expressão representa um resultado exato, válido no limite assintótico de grandes buracos

negros (ou altas temperaturas) em comparação com q. A fórmula (5.50) concorda perfeita-

mente com os ajustes encontrados por meio dos cálculos numéricos.7

5.7 Modos algebricamente especiais

Os resultados numéricos para as freqüências QN revelaram uma relação próxima en-

tre os modos algebricamente especiais e os QNM puramente amortecidos. Para r0 fixo, a

freqüência ωs aproxima-se dos valores da freqüência ωa conforme o número de onda q tende a

infinito. Existe também um ponto de encontro P entre essas duas freqüências para uma com-

binação particular de parâmetros tal que Ṽ (−)(u = 1) = 0, conforme mostrado na Figura 5.3.

Além disso, a relação entre os QNM puramente amortecidos e as freqüências algebricamente

especiais não se restringe aos buracos negros com simetria plana, mas ela também aparece nas

perturbações axiais do espaço-tempo Schwarzschild-AdS. Todos esses fatos demonstram a im-

7Após ter deduzido a fórmula (5.50) e ter publicado essa demonstração em Miranda e Zanchin (2006),
tomou-se conhecimento de um trabalho anterior (Herzog, 2002) que já havia obtido esse mesmo resultado
por meio de um procedimento diferente. Para mais detalhes, ver seção 6.5.
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portância de uma análise do caráter QN dos modos de perturbação algebricamente especiais,

cuja freqüência negativa é dada por

w = −iwa = −iq
4

6
. (5.51)

Para verificar se os modos algebricamente especiais satisfazem as condições de contorno

que definem um QNM, é necessário obter a solução φ(−)
a (u) associada à freqüência algebrica-

mente especial w = −iwa. Já que essa função é um caso particular da solução em série de

potências geral (5.31), pode-se usar a relação de recorrência (5.37) para determinar os coefi-

cientes am para w = −iwa. Novamente, assume-se que a0 = 1, de tal modo que os coeficientes

a1 e a2 são dados, respectivamente, por

a1 = − 3 − q2

3 − 2iw
, a2 =

q4 − 6iw

4(3 − iw)(3 − 2iw)
. (5.52)

Observa-se da última expressão que a2 = 0 para a freqüência w = −iwa. Além disso, já que

todos os demais elementos am (para m ≥ 3) diferem de a2 apenas por um fator multiplicativo,

tem-se a3 = a4 = ... = 0. A solução φ(−)
a (u), então, se reduz a

φ(−)

a (u) = 1 − 3

3 + q2
(1 − u). (5.53)

Sabe-se do método de Horowitz-Hubeny que a função (5.53) representa uma onda

entrante no horizonte de eventos. O problema aqui é verificar se φ(−)
a (u) satisfaz a condição de

Dirichlet no infinito espacial (u = 0). Impondo a condição de contorno φ(−)
a (0) = 0, encontra-

se uma equação que é satisfeita somente se q = 0. Isso significa que é necessário um número de

onda nulo, a fim de que se tenha uma freqüência QN igual à ω = −iωa. Nesse caso, entretanto,

as funções de perturbação seriam independentes do tempo e não poderiam representar ondas

gravitacionais. Com base nesse resultado, conclui-se que ω = −iωa não é uma freqüência

QN, porque a função de onda correspondente φ(−)
a (u) não satisfaz a condição de contorno

no infinito. Ainda assim, ωa representa um limite assintótico para o comportamento dos

QNM puramente amortecidos no regime de pequenos buracos negros (baixas temperaturas)

em comparação com o número de onda da perturbação.

Em resumo, mesmo que os cálculos numéricos tenham mostrado que, no limite de ho-

rizontes pequenos, ωs é muito próximo de ωa, o resultado acima prova que as freqüências QN

dos modos puramente amortecidos não são exatamente iguais às freqüências algebricamente

especiais negativas. A linha cont́ınua da Figura 5.3 não coincide com os pontos que repre-
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sentam os QNM, nem mesmo no regime de pequenos buracos negros (baixas temperaturas).

Existe, no entanto, um ponto especial P, no qual ωa cruza a linha de ωs. A resposta à questão

se ω = −iωa corresponde ou não a uma freqüência quase-normal naquele ponto espećıfico é

apresentada abaixo.

Embora a análise anterior tenha sido bastante geral, ela falha ao testar o caráter

quase-normal de w = −iwa no caso em que Ṽ (−)(u = 1) = 0. Essa situação ocorre para

uma combinação especial de parâmetros que satisfazem a condição q = 3q/4πT =
√

3. Nesse

caso, as ráızes da equação indicial de Frobenius, que são α = 0 e α = 2wa/3 = 1, diferem

por um número inteiro e o método de Horowitz-Hubeny, tal qual foi originalmente formulado,

torna-se inválido. Uma das formas de se resolver esse problema é escrever explicitamente a

versão axial da equação (5.28) para w = −iwa e q =
√

3, do que resulta

(u2 + u+ 1)
d 2φ(−)

a

du2
+ 3(u+ 1)

dφ(−)
a

du
− 3φ(−)

a = 0. (5.54)

Aqui, u = 1 é um ponto regular da equação diferencial acima, e a solução geral para φ(−)
a pode

ser escrita na forma de uma série de Taylor,

φ(−)

a (u) =
∞∑

m=0

dm(1 − u)m. (5.55)

Substituindo essa expressão na equação (5.54), encontra-se, como é usual, que todos os co-

eficientes dm (para m ≥ 2) podem ser expressos em termos dos dois primeiros, d0 e d1. A

solução geral da equação (5.54), então, assume a forma

φ(−)

a (u) = d0

[
1 +

1

2

∞∑

m=2

βm(1 − u)m

]
+ d1

[
(1 − u) +

∞∑

m=2

βm(1 − u)m

]
, (5.56)

onde os parâmetros βm (para todo m ≥ 4) são dados pela fórmula de recorrência

βm = βm−1 −
(m− 3)(m+ 1)

3m(m− 1)
βm−2, (β2 = β3 = 1). (5.57)

O primeiro termo entre colchetes em (5.56) representa uma função de perturbação

que é constante no horizonte de eventos e, por essa razão, corresponde a uma onda entrante

(ingoing), enquanto o segundo termo representa uma onda saidora (outgoing), já que ela vai

com (1 − u) no limite em que u → 1. Para satisfazer a condição de contorno dos QNM,

deve-se fazer d1 = 0 e manter apenas o primeiro termo da solução geral (5.56). Além disso,

sem perda de generalidade, pode-se escolher d0 = 1. Por fim, é necessário verificar se a função
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φ(−)
a (u) satisfaz a condição de contorno de Dirichlet no infinito espacial, u = 0. Substituindo

d0 = 1, d1 = 0 e u = 0 em (5.56), segue que

φ(−)

a (0) = 1 +
1

2

∞∑

m=2

βm. (5.58)

Os cálculos numéricos mostram que φ(−)
a (0) ≃ 3, 29, da onde se conclui que os modos

algebricamente especiais, definitivamente, não são modos quase-normais, nem mesmo para a

famı́lia de parâmetros que conduz à Ṽ (−)(u = 1) = 0. Para buraco negros AdS planos, isso

corresponde ao ponto P na Figura 5.3, onde as linhas que representam as freqüências QN

puramente amortecidas e as freqüências algebricamente especiais negativas se interceptam.

Entre outras coisas, esse resultado mostra que o espectro QNM de alguns buracos negros não

apresenta uma freqüência imaginária pura particular; justamente para aquele modo espećıfico

cujo número de onda satisfaz a equação 3q/4πT =
√

3.



6 FREQÜÊNCIAS QN COMO PÓLOS DE FUNÇÕES DE

CORRELAÇÃO DE DOIS PONTOS

Em teorias de campos fortemente interagentes à temperatura finita, um problema im-

portante, porém dif́ıcil, é o estudo das propriedades de transporte de quantidades conservadas

como energia, momento e carga. Das fórmulas de Kubo (1966), sabe-se que os coeficientes de

transporte hidrodinâmicos estão relacionados com os limites de baixas freqüências de funções

de correlação no tempo real. Ao menos para certas teorias conformemente invariantes, a cor-

respondência AdS/CFT fornece uma ferramenta para o cálculo desses coeficientes com base

em estudos de buracos negros assintoticamente anti-de Sitter.

O objetivo deste caṕıtulo é investigar a relação entre perturbações eletromagnéticas e

gravitacionais de buracos negros planos AdS e as flutuações de corrente conservada e tensor

energia-momento na CFT holográfica. Em particular, mostra-se que uma escolha adequada

das variáveis ‘mestres’ para os campos eletromagnético e gravitacional conduz diretamente

aos pólos das funções de Green retardadas na teoria de campos dual. Para obter esses pólos,

calcula-se então o espectro de freqüências QN completo, incluindo um estudo anaĺıtico dos

modos hidrodinâmicos de difusão, cisalhamento e onda sonora.

6.1 A teoria de M2-branas

A correspondência AdS/CFT relaciona os buracos negros plano-simétricos AdS, dis-

cutidos nos últimos dois caṕıtulos, com uma teoria de campos tridimensional à temperatura

finita. Para entender essa relação é importante considerar o mapeamento completo.1 No

contexto das teorias de supercordas, surgem objetos bidimensionais estendidos conhecidos

como M2-branas (Townsend, 1996). Um conjunto de N M2-branas coincidentes admite duas

descrições que, em prinćıpio, são distintas e que levam a uma correspondência entre teoria

M/calibre. Sobre o volume de mundo das M2-branas, está definida uma teoria não-abeliana

de Yang-Mills em (2+1) dimensões. Além de um grupo de calibre SU(N), essa teoria possui

N = 8 supersimetrias. A constante de acoplamento da teoria flui para um acoplamento forte

no infravermelho. Acredita-se que esse ‘fluxo’ leve a um ponto fixo estável que descreve uma

teoria de campos superconforme (SCFT) (Seiberg, 1998). Essa SCFT também possui uma

simetria de carga-R que se expande para o SO(8).

1A revisão apresentada nesta seção, baseia-se principalmente em material contido em Aharony et al
(2000), Herzog (2002) e Herzog et al (2007).



74

Do ponto de vista da supergravidade, um conjunto de M2-branas curva o espaço-tempo

chato de onze dimensões, conduzindo a uma solução não-extrema das equações de movimento,

caracterizada pela métrica2

ds2 = H−2/3(r̃)
[
−h(r̃)dt2 + dx2 + dy2

]
+H1/3(r̃)

[
h−1(r̃)dr̃ 2 + r̃ 2dΩ2

7

]
, (6.1)

onde

H(r̃) = 1 +

(
RS

r̃

)6

e h(r̃) = 1 −
(
r̃0
r̃

)6

, (6.2)

e por um campo de 4-formas cujo dual de Hodge é dado por

⋆F4 = F7 = 6R6
SVol(S7)ε, (6.3)

com ε representando o tensor de Levi-Civita no S7.

A conjectura de Maldacena (1998) afirma que a SCFT N = 8 tridimensional é dual à

teoria M sobre o espaço-tempo de fundo (6.1). Além disso, a condição de quantização sobre

o fluxo F4 vincula o parâmetro RS ao número de branas N :

R9
Sπ

5 = N3/2κ2
11

√
2, (6.4)

onde κ11 é a intensidade do acoplamento gravitacional na supergravidade de (10+1) dimensões

(Klebanov, 1997). Isso indica que tomar o limite de N grande é o mesmo que tomar o limite

de proximidade do horizonte r̃ ≪ RS. Nesse regime, a função H(r̃) tende à R6
S/r̃

6 e o

elemento de linha (6.1) se reduz à

ds2 =
4r2

R2
S

[
−h(r)dt2 + dx2 + dy2

]
+
R2
S

4r2

dr2

h(r)
+R2

SdΩ
2
7, (6.5)

onde na expressão acima foi introduzida uma nova coordenada radial r = r̃ 2/2RS e agora

h(r) = 1 − r3
0/r

3. Com as identificações x = ϕ, y = z e RS = 2R, a parte AdS da métrica

(6.5), descrita pelas coordenadas {t, x, y, r}, torna-se igual à métrica (4.1), que representa um

buraco negro plano assintoticamente anti-de Sitter.3

Apesar da teoria completa ser a supergravidade 11-dimensional sobre o AdS4 × S7, a

existência de uma heptaesfera permite que essa teoria seja consistentemente ‘truncada’ numa

2Horowitz e Strominger, 1991; Itzhaki et al, 1998; Herzog, 2002.
3Quando vistos dessa perspectiva, as soluções de buracos negros com simetria plana são algumas vezes

chamadas simplesmente de ‘branas negras’.
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teoria de Einstein-Maxwell sobre o AdS4.
4 Via redução dimensional de Kaluza-Klein, o campo

de Maxwell AM origina-se como um subgrupo U(1) do grupo de simetrias SO(8) do espaço-

tempo completo (6.5). Esse mecanismo também fornece a ação da teoria de Einstein-Maxwell

com uma constante cosmológica negativa Λc = −3/R2:

S =
1

2κ2
4

∫
d4x

√−g
(
R +

6

R2
− R2FMNF

MN

)
, (6.6)

onde R denota o escalar de curvatura de Ricci e FMN o tensor campo eletromagnético.

Assume-se que as constantes de acoplamento gravitacional em quatro e onze dimensões este-

jam relacionadas por meio do volume da esfera S7 (Herzog et al, 2007),

1

2κ2
4

=
R7
SVol(S7)

2κ2
11

. (6.7)

Considerando então que o volume da heptaesfera unitária é Vol(S7) = π4/3 e utilizando a

normalização padrão (6.4) para κ11, encontra-se

1

2κ2
4

=

√
2N3/2

24πR2
. (6.8)

Uma vez estabelecida a relação entre os buracos negros planos AdS e a CFT N = 8 à

temperatura finita, pode-se agora utilizar a prescrição de Son-Starinets (2002) para explorar

a estrutura anaĺıtica das funções de Green retardadas nessa teoria de campos holográfica.

Para tanto, será necessário investigar, sob uma nova perspectiva, a evolução de perturbações

eletromagnéticas e gravitacionais no espaço-tempo de fundo (4.1).

6.2 Flutuações no campo eletromagnético

Segundo a correspondência AdS/CFT, o campo eletromagnético no interior do espaço-

tempo anti-de Sitter acopla-se à corrente de cargas-R na teoria de campos da fronteira. Para

encontrar as funções de correlação corrente-corrente na SCFT, precisam ser investigadas as

flutuações do campo de calibre AM , definido implicitamente por

FMN = ∂MAN − ∂NAM . (6.9)

As equações de movimento para AM são assim obtidas da parte eletromagnética da ação (6.6).

4Mais detalhes podem ser encontrados, por exemplo, em Duff, Pope e Warner (1983), Berenstein,

Herzog e Klebanov (2002) e Herzog et al (2007).
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Supondo que FMN é pequeno o suficiente para não modificar a geometria do espaço-tempo de

fundo, encontram-se as equações linearizadas de Maxwell

∂M

(√−ggMAgNBFAB

)
= 0, (6.10)

onde gMN representa as componentes da métrica (4.1), o lado AdS do espaço-tempo (6.5).

As simetrias do espaço-tempo de fundo tornam conveniente uma decomposição do

campo de calibre nas suas componentes de Fourier,

AM(t, ϕ, z, r) =

∫
dωdmdk

(2π)3
e−iωt+imϕ+ikzAM(ω,m, k, r). (6.11)

Sem qualquer perda de generalidade, é posśıvel escolher o trivetor de onda p = (−ω,p), onde

p = (m, k) = (0, q) com q2 = m2 +k2. Essa escolha separa as perturbações em dois conjuntos

ortogonais de acordo com as suas propriedades frente à troca ϕ→ −ϕ:

• Perturbações axiais (́ımpares ou transversais): Aϕ;

• Perturbações polares (pares ou longitudinais): At, Az, Ar.

A ortogonalidade desses dois conjuntos de perturbação permite que elas sejam tratadas de

maneira independente. No estudo que segue também será utilizado o valor do determinante

da métrica:

gMN = diag
(
−f, r2/R2, r2/R2, f−1

)
=⇒ √−g = r2/R2, (6.12)

onde f(r) é a função horizonte introduzida no caṕıtulo 4, equação (4.2).

6.2.1 Equações para as perturbações axiais

A escolha de uma direção preferencial para o vetor de onda envolve uma rotação

adequada do sistema de coordenadas no plano ϕ− z. Com esse vetor apontando na direção

z, o setor axial das perturbações eletromagnéticas é governado pela componente transversal

(ϕ) das equações de Maxwell:

f
d2

dr2
Aϕ +

df

dr

d

dr
Aϕ +

(
ω2r2 − q2R2f

fr2

)
Aϕ = 0. (6.13)

Além disso, a função Aϕ fica diretamente proporcional à componente (ϕ) do campo elétrico:

Eϕ = iωAϕ. Isso mostra que Aϕ é uma quantidade invariante por transformações de calibre e,

portanto, uma boa candidata à variavel mestre das perturbações axiais. Utilizando a coorde-
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nada tartaruga r∗ e fazendo Ψ(−)(r) = Aϕ(r), Cardoso e Lemos (2001c) conseguiram colocar

a equação (6.13) na forma de uma equação tipo Schrödinger,

(
d 2

dr2
∗

+ ω2

)
Ψ(−) = f

(
qR

r

)2

Ψ(−). (6.14)

Alternativamente, para os estudos que serão realizados na seqüência, torna-se conve-

niente trocar a variável independente r por u = r0/r e, por uma questão de padronização,

escrever a equação fundamental (6.14) em termos de Eϕ:

E
′′
ϕ +

h
′

h
E

′
ϕ +

w2 − q2h

h2
Eϕ = 0. (6.15)

Nessa equação, a linha denota derivada em relação à u, a freqüência e o número de onda

normalizados são w = 3ω/4πT e q = 3q/4πT e, ao invés da função horizonte f , utilizou-se a

função

h(u) = 1 − u3. (6.16)

6.2.2 Equações para as perturbações polares

Ao investigar as perturbações eletromagnéticas polares, pode-se usar a invariância da

teoria frente à transformação AM → AM + ∂Mλ para simplificar as equações de movimento.

Uma das possibilidades é escolher o valor de λ de modo que Ar = 0. Nesse calibre radial, as

componentes5 (r), (t) e (z) das equações de Maxwell (6.10) se reduzem a

ωr2 d

dr
At + qR2f

d

dr
Az = 0, (6.17)

r2 d
2

dr2
At + 2r

d

dr
At −

R2

f

(
qωAz + q2At

)
= 0, (6.18)

f
d2

dr2
Az +

df

dr

d

dr
Az +

1

f

(
ωqAt + ω2Az

)
= 0. (6.19)

Essas equações, no entanto, não são todas independentes: quaisquer duas delas são suficientes

para reproduzir a equação restante e determinar as variáveis At eAz. Além disso, esse conjunto

de equações é invariante frente às transformações de calibre residuais: At → At − iωλ e

Az → Az + iqλ, onde λ é independente de r.

Deste ponto em diante, poder-se-ia adotar tanto At quanto Az como variável primária

5No calibre radial, as equações eletromagnéticas polares foram originalmente apresentadas por Herzog
(2002). Esse autor, no entanto, utilizou a variável u = r0/r ao invés da coordenada r, e uma normalização da
freqüência e do número de onda que difere por um fator dois em relação àquela definida neste trabalho.
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e desacoplar as equações (6.17) à (6.19), encontrando uma única equação diferencial para uma

dessas funções. Ocorre que o objetivo aqui é encontrar uma equação de onda que governe

as perturbações eletromagnéticas polares, da qual todas as quantidades f́ısicas, incluindo os

modos quase-normais, serão obtidas. Nesse sentido, a adoção de At ou Az seria artificial, já

que essas quantidades são dependentes do calibre escolhido. Uma alternativa mais adequada é

utilizar as componentes do campo elétrico, que são quantidades invariantes de calibre formadas

por combinações de At e Az. Nesse caso, a dúvida que surge é qual das componentes escolher,

Er = dAt/dr ou Ez = i(qAt + ωAz).

Motivados por trabalhos anteriores (Ruffini, 1973) em buracos negros assintotica-

mente chatos, Cardoso e Lemos optaram pela componente radial Er no estudo do campo

eletromagnético em espaços-tempos Schwarzschild-AdS (Cardoso e Lemos, 2001b), bem

como em espaços-tempos anti-de Sitter com simetria plana (Cardoso e Lemos, 2001c). In-

troduzindo a quantidade Ψ(+)(r) = r2Er(r) e utilizando as equações (6.17) e (6.18), eles foram

capazes de reduzir o problema a uma equação unidimensional tipo Schrödinger,

(
d 2

dr2
∗

+ ω2

)
Ψ(+) = f

(
qR

r

)2

Ψ(+), (6.20)

que é idêntica à equação (6.14) das perturbações axiais. Uma conseqüência imediata desse

resultado é que, com as mesmas condições de contorno, os espectros quase-normais axial e

polar são iguais. O que precisa ser justificada é a escolha das condições de contorno, para

ambas as perturbações, no caso de buracos negros anti-de Sitter.

De uma forma alternativa e análoga ao trabalho de Kovtun e Starinets (2005) em

branas negras de cinco dimensões, adota-se aqui a componente Ez do campo elétrico como

variável fundamental das perturbações polares. Em termos da freqüência w, do número de

onda q e da variável independente u, o desacoplamento das equações (6.17) e (6.18) para Ez

conduz à seguinte equação:

E
′′
z +

w2h
′

h (w2 − q2h)
E

′
z +

(w2 − q2h)

h2
Ez = 0. (6.21)

6.3 Flutuações no campo gravitacional

As perturbações gravitacionais de buracos negros assintoticamente anti-de Sitter aco-

plam-se ao tensor energia-momento na teoria de campos holográfica. Isso quer dizer que, na

fronteira do espaço AdS, os valores assumidos pelas flutuações métricas atuam como fontes

no cálculo de funções de Green do operador T̂ µν . No caso de buracos negros com simetria
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plana, as perturbações gravitacionais já foram objetos de estudo nos caṕıtulos 4 e 5 desta

tese. A revisão contida no caṕıtulo 4 seguiu as idéias do trabalho de Cardoso e Lemos

(2001c). Este se baseia em variações infinitesimais da métrica e na escolha do calibre coor-

denado de Chandrasekhar (1983). No caṕıtulo 5, por outro lado, foi apresentado um estudo

completamente novo (Miranda e Zanchin, 2006), que utiliza o formalismo de variações de

curvatura de Teukolsky (1972). Obviamente, essas duas formulações não são independentes.

Conforme mostrado na seção 5.2, elas estão interligadas por meio da teoria da transformação

de Chandrasekhar (1983).

Por ser arbitrária, entretanto, a escolha de um calibre para as perturbações gravitacio-

nais pode variar dependendo do problema em questão. Um calibre tradicional, muito difundi-

do na literatura, é o de Regge-Wheeler (1957). Outra alternativa, especialmente relevante para

o presente trabalho, é fixar o sistema de coordenadas de modo que hrt = hrϕ = hrz = hrr = 0.

Tendo como objetivo investigar a relação entre os QNM e as funções de correlação, utiliza-se

abaixo esse calibre radial para estudar as flutuações gravitacionais de buracos negros anti-de

Sitter planos.

6.3.1 Perturbações axiais no calibre radial

A exemplo do que foi feito no estudo do campo eletromagnético, toma-se aqui a trans-

formada de Fourier das variações métricas nas coordenadas t, ϕ e z, e escolhe-se o trivetor

de onda como sendo pµ = (−ω, 0, q). Com essa escolha, o setor axial (transversal) das per-

turbações gravitacionais fica caracterizado pelas quantidades

Htϕ = h ϕ
t = gϕϕhtϕ = (R2/r2)htϕ, (6.22)

Hzϕ = h ϕ
z = gϕϕhzϕ = (R2/r2)hzϕ. (6.23)

A linearização das componentes axiais das equações de Einstein (2.1) leva a um con-

junto de três equações acopladas para Htϕ e Hzϕ (Herzog, 2002). Dentre esse conjunto,

selecionam-se duas equações que são escritas abaixo em termos de u:

H
′
tϕ +

qh

w
H

′
zϕ = 0; (6.24)

H
′′
tϕ −

2

u
H

′
tϕ −

q

h
(wHzϕ + qHtϕ) = 0. (6.25)

O critério para a escolha da variável mestre axial é a invariância por transformações

infinitesimais das coordenadas, equação (2.3). Entre as diferentes combinações de Htϕ e Hzϕ
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que são invariantes de calibre, opta-se neste trabalho por6

Z1(u) = i (qHtϕ + ωHzϕ) . (6.26)

Desacoplando as equações (6.24) e (6.25) para Z1(u), encontra-se a seguinte equação funda-

mental:

Z
′′
1 − 2(w2 − q2h)h − uh

′
w2

uh(w2 − q2h)
Z

′
1 +

w2 − q2h

h2
Z1 = 0. (6.27)

6.3.2 Perturbações polares no calibre radial

Na formulação das perturbações gravitacionais via calibre radial, o setor polar (lon-

gitudinal) é descrito pelas variações métricas htt, hϕϕ, hzz e htz. Esses elementos podem ser

usados para definir as quantidades

Htt =
1

f
htt, Hϕϕ = (R2/r2)hϕϕ, (6.28)

Hzz = (R2/r2)hzz, Htz = (R2/r2)htz. (6.29)

Ao linearizar as componentes polares das equações de Einstein (2.1), encontra-se agora

um conjunto de sete equações acopladas para as quantidades listadas anteriormente. Desse

conjunto, pode-se escolher quatro equações independentes, as quais sozinhas governam toda

a evolução desse setor das perturbações. Para a seqüência do trabalho, as equações abaixo

são as mais adequadas:

H
′
tz =

2uwq

b(u)
(Hϕϕ −Htt) +

ua(u)

2qhb(u)
(wHϕϕ + wHzz + 2qHtz) −

4wh

qb(u)
H

′
tt; (6.30)

H
′
ϕϕ =

wua(u)

2q2h2b(u)
(wHϕϕ + wHzz + 2qHtz) −

c(u)

q2b(u)
H

′
tt +

2uw2

hb(u)
Hϕϕ +

ua(u)

2hb(u)
Htt; (6.31)

H ′
zz =

2u

hb(u)

[
w2Hϕϕ + w2Hzz + q2h (Htt −Hϕϕ) + 2qwHtz

]
+

(
4h

b(u)
+

c(u)

q2b(u)

)
H

′
tt

− u

2hb(u)

[
4w2Hϕϕ + c(u)Htt

]
− wuc(u)

2q2h2b(u)
(wHϕϕ + wHzz + 2qHtz) ; (6.32)

H
′′
tt =

2w2

hb(u)
(Hϕϕ +Hzz) +

2q

hb(u)
(2wHtz + qhHtt) +

(2 + u3)

2uhb(u)

[
q2Hϕϕ + (8 + u3)H

′
tt

]
.

(6.33)

6Novamente, a inspiração vem do estudo de branas negras pentadimensionais, conforme encontrado em
Kovtun e Starinets (2005).



81

Nas expressões anteriores, foram introduzidas as quantidades

a(u) = 3u4 − 12u− 4w2, b(u) = h + 3 e c(u) = 4w2 − q2b(u). (6.34)

Com a utilização das equações de movimento (6.30)-(6.33), pode-se mostrar que a

combinação invariante de calibre

Z2(u) = 4ωqHtz + 2ω2Hzz +
[
q2(3 − h) − 2ω2

]
Hϕϕ + 2q2hHtt (6.35)

obedece à seguinte equação diferencial de segunda ordem:

Z
′′
2 − 4w2(2 + u3) + q2d(u)

uhc(u)
Z

′
2 +

4w4 + q4hb(u) − q2e(u)

h2c(u)
Z2 = 0, (6.36)

onde d(u) = 4u3 − 5u6 − 8 e e(u) = 9u4h + w2(8 − 5u3).

6.4 Funções de Green retardadas e os modos quase-normais

Um importante desafio no estudo dos modos de vibração de buracos negros diz respeito

à escolha das condições de contorno. No caso de espaços-tempos assintoticamente Minkowski,

existem condições de contorno ‘naturais’, a saber, onda plana entrando no horizonte de eventos

e saindo no infinito espacial. Para buracos negros anti-de Sitter, entretanto, não existe nenhu-

ma condição natural a ser imposta no infinito. Em geral, é posśıvel optar por uma condição

de Dirichlet, Neumann ou Robin. Além disso, para campos vetoriais e tensoriais, também

surge uma ambigüidade na escolha de uma combinação invariante de calibre espećıfica como

variável fundamental das perturbações.

Para colocar o trabalho sobre uma base mais sólida, daqui até o final desta tese, adotar-

se-á uma definição geral para os QNM, que segue a visão pragmática apresentada por Núñez

e Starinets (2003, p. 2, em tradução livre):

Freqüências quase-normais de uma perturbação num espaço assintoticamente AdS são definidas

como as posições, no plano complexo das freqüências, dos pólos das funções de correlação re-

tardadas dos operadores duais àquela perturbação, calculados usando a prescrição AdS/CFT

minkowskiana de (Son e Starinets, 2002) e (Herzog e Son, 2003).

De acordo com a definição acima, uma vez que já se tenham encontrado as equações

de evolução para um determinado campo sobre o AdS, o próximo passo no cálculo dos QNM

é relacionar as variáveis fundamentais dessa perturbação à função de Green retardada corres-

pondente. É exatamente dessa relação que vai emergir a condição de contorno no infinito, a
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saber, aquela que conduz às singularidades das funções de correlação de dois pontos na teoria

de campos da fronteira.

6.4.1 Funções de correlação corrente-corrente

A conjectura de Maldacena (1998) mapeia quantidades encontradas na teoria gravi-

tacional em quantidades da CFT holográfica. No limite de acoplamento forte e N grande,

as informações sobre as funções de correlação térmicas da corrente-R estão codificadas nas

soluções das equações diferenciais (6.15) e (6.21). O comportamento das componentes do

campo elétrico Ej (j = ϕ, z) nas vizinhanças do horizonte (u = 1) é dado por Ej = h±iw/3,

onde o expoente negativo/positivo corresponde às ondas planas que entram/saem do buraco

negro. Além disso, dependendo do sinal, as perturbações vão atuar como fontes de funções

de Green retardadas ou avançadas na teoria de campos dual. Para o cálculo das funções de

dois pontos retardadas, opta-se então pelo expoente negativo. Mostra-se necessário, também,

investigar o comportamento do campo nas proximidades da fronteira, u = 0. Supondo que

Ej ∼ uα, encontram-se α = 0 e α = 1. Dessa forma, as soluções de (6.15) e (6.21) que satis-

fazem uma condição de onda entrante no horizonte apresentam os seguintes comportamentos

em torno de u = 0:

Eϕ = A(ϕ)(w, q) + ...+ B(ϕ)(w, q)u+ ...; (6.37)

Ez = A(z)(w, q) + ...+ B(z)(w, q)u+ ..., (6.38)

onde as reticências indicam potências em u maiores do que 1. As funções A(j)(w, q) e

B(j)(w, q), que aparecem acima, são os coeficientes de conexão associados às equações di-

ferenciais de Eϕ e Ez.

A solução de buraco negro que está sendo aqui considerada é eletricamente neutra. Do

ponto de vista termodinâmico, isso mostra que o plasma dual possui densidade de carga nula,

sendo caracterizado apenas pela temperatura Hawking do buraco negro. Outra conseqüência

dessa neutralidade é o formato da ação (6.6): a parte eletromagnética contém apenas termos

quadráticos em Aj ou Ej . As derivadas funcionais desses termos vão dar origem às funções

de Green de dois pontos na CFT holográfica. Antes disso, no entanto, considera-se uma

decomposição de (6.6) do tipo S = SHORIZONTE + SB. Então, utilizando as equações de

movimento (6.10), coloca-se a ação de Maxwell da fronteira na forma

SB =
χ

2
lim
u→0

∫
dωdq

(2π)2

[
h

ω2 − q2h
E

′
z(u,p)Ez(u,−p) +

h

ω2
E

′
ϕ(u,p)Eϕ(u,−p)

]
, (6.39)
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onde

χ =
8πTR2

3κ2
4

=
(2N)3/2T

9
(6.40)

é a susceptibilidade de carga do sistema, conforme mostrado por estudos da função resposta

densidade-densidade, dentro da aproximação hidrodinâmica (Herzog, 2002; Herzog et al,

2007).

Para encontrar as funções de correlação retardadas, as derivadas do campo elétrico

são escritas em termos dos valores assumidos pelo trivetor potencial na fronteira, A0
µ(p) =

Aµ(u→ 0,p). De acordo com as soluções assintóticas (6.37) e (6.38), têm-se

E
′
z(u,p) = i(qA0

t + ωA0
z)

B(z)(w, q)

A(z)(w, q)
+ ..., E

′
ϕ(u,p) = iωA0

ϕ

B(ϕ)(w, q)

A(ϕ)(w, q)
+ ..., (6.41)

onde as reticências indicam termos de mais altas ordens em u. Agora, substituindo as ex-

pressões acima na ação (6.39) e aplicando a prescrição minkowskiana de Son-Starinets (seção

3.4), segue que7

Ctt = χ
q2

(ω2 − q2)

B(z)(w, q)

A(z)(w, q)
, Czz = χ

ω2

(ω2 − q2)

B(z)(w, q)

A(z)(w, q)
, (6.42)

Ctz = −χ ωq

(ω2 − q2)

B(z)(w, q)

A(z)(w, q)
, Cϕϕ = χ

B(ϕ)(w, q)

A(ϕ)(w, q)
. (6.43)

Além disso, conforme discutido no apêndice D, para uma teoria de campos tridimensional à

temperatura finita, as funções de correlação corrente-corrente podem ser escritas como

Ctt =
q2

ω2 − q2
ΠL(ω, q) Czz =

ω2

ω2 − q2
ΠL(ω, q), (6.44)

Ctz = − ωq

ω2 − q2
ΠL(ω, q), Cϕϕ = ΠT (ω, q). (6.45)

Então, comparando essas expressões gerais com os resultados (6.42) e (6.43), encontram-se as

auto-energias transversal ΠT (ω, q) e longitudinal ΠL(ω, q):

ΠT (ω, q) = χ
B(ϕ)(w, q)

A(ϕ)(w, q)
; ΠL(ω, q) = χ

B(z)(w, q)

A(z)w, q)
. (6.46)

Sendo assim, as funções de dois pontos da corrente-R são completamente determinadas pela

razão dos coeficientes de conexão das equações (6.15) e (6.21). Em particular, os pólos das

funções de correlação térmicas são dados pelos zeros dos coeficientes A(ϕ)(w, q) e A(z)(w, q).

7Tal qual está expressa em (3.15), a receita minkowskiana produz funções de correlação com ı́ndices con-
travariantes (Son e Starinets, 2006). Para baixar e levantar ı́ndices de quantidades definidas na fronteira,
utiliza-se a métrica de Minkowski tridimensional, de modo que Ctz = −Ctz.
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De acordo com Núñez e Starinets (2003), os pólos de Cµν servem de definição para as

freqüências QN eletromagnéticas do buraco negro localizado no interior do espaço-tempo AdS.

Essas freqüências são então obtidas impondo condições de Dirichlet na fronteira, u = 0, sobre

as componentes do campo elétrico, Eϕ e Ez, que satisfazem a condição de onda entrante no

horizonte. Sob essa perspectiva, o horizonte comporta-se como uma superf́ıcie perfeitamente

absorvedora, enquanto a fronteira comporta-se como um condutor perfeito.

6.4.2 Funções de correlação do tensor energia-momento

No caso das perturbações gravitacionais, a correspondência AdS/CFT estabelece uma

relação entre as soluções das equações (6.27) e (6.36) e o tensor energia-momento da CFT dual,

permitindo assim a obtenção das funções de correlação correspondentes. Esse mapeamento

depende da evolução do campo no interior do espaço-tempo AdS. Nas vizinhanças do hori-

zonte, as variáveis mestres Z1 e Z2 possuem o mesmo comportamento que o campo elétrico:

Z1,2 ∼ h±iw/3. Para o cálculo das funções de Green retardadas, opta-se então pelo expoente

negativo. Na outra extremidade, a fronteira do espaço AdS, as flutuações gravitacionais são

tais que

Z1 = A(1)(w, q) + ...+ B(1)(w, q)u3 + ..., (6.47)

Z2 = A(2)(w, q) + ...+ B(2)(w, q)u3 + ..., (6.48)

onde as reticências indicam potências em umaiores do que 3. As funções A(1)(w, q) e B(1)(w, q)

são os coeficientes de conexão associados à equação diferencial (6.27), enquanto A(2)(w, q) e

B(2)(w, q) representam os coeficientes de (6.36).

Para a continuação deste trabalho, na qual vai se lidar com os termos quadráticos na

parte gravitacional da ação (6.6), torna-se conveniente separar a análise, como já é usual, nos

setores axial e polar das perturbações.

(a) Setor axial

Tendo em vista que o objetivo deste estudo é o cálculo de funções de dois pontos, pode-

se restringir a análise aos termos da ação gravitacional quadráticos nas variações métricas.

Além disso, de acordo com a receita de Son-Starinets (2002),8 os únicos termos relevantes

para a obtenção das funções de correlação retardadas são aqueles que envolvem o quadrado

8Ver também a revisão contida em Policastro, Son e Starinets (2002a).
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das derivadas de Hµν(u). No cálculo do escalar de curvatura de Ricci R para a métrica pertur-

bada, além do surgimento imediato de elementos na forma H
′2, também aparecem termos do

tipo H
′′
H . Esses termos, após uma integração por partes, produzem elementos quadráticos

nas derivadas primeiras dos Hµν(u). Agrupando as diferentes contribuições, encontra-se a

expressão

S(2) =
P

2

∫
du d3x

1

u2

[
H

′2
tϕ − hH

′2
zϕ

]
+ ... , (6.49)

onde a constante P é identificada com a pressão do plasma dual, sendo obtida da fórmula

para a densidade de entropia

s =
8
√

2π2

27
N3/2T 2 (6.50)

e da relação termodinâmica de Euler para uma CFT (ǫ = 2P )

P = −ǫ+ Ts = −2P + Ts =⇒ P = 8
√

2π2N3/2T 3/81, (6.51)

onde ǫ é a densidade de energia do sistema (Klebanov e Tseytlin, 1996).

As relações entre H
′
tϕ e H

′
zϕ e a variável mestre Z1(u) podem ser obtidas das equações

(6.24)-(6.26). Substituindo essas relações em (6.49) e considerando soluções da equação fun-

damental (6.27), encontra-se a seguinte expressão para a ação na fronteira:

S(2)

B
=
P

2
lim
u→0

∫
dωdq

(2π)2

h

u2(ω2 − q2h)
Z

′
1(u,p)Z1(u,−p) + termos de contato, (6.52)

onde os termos de contato não contém derivadas das flutuações gravitacionais. Quando in-

clúıdos no cálculo das funções de correlação, esses termos tornam-se proporcionais a derivadas

de δ(x) após transformada de Fourier inversa. A remoção deles por meio da adição de con-

tratermos na ação de supergravidade é conhecida como renormalização holográfica (Bianchi,

Freedman e Skenderis, 2002).

Para aplicar a receita de Son-Starinets (seção 3.4), utiliza-se a expansão assintótica

(6.47), válida nas vizinhanças de u = 0, para escrever a derivada de Z1(u) em termos dos

valores do campo na fronteira, H0
µν(p) = Hµν(u→ 0,p). Substituindo a expressão resultante

em (6.52) e utilizando a relação (3.15), adaptada para as perturbações gravitacionais, obtêm-

se as funções de correlação retardadas do operador T̂ µν :

Gtϕ,tϕ = −3P
q2

ω2 − q2

B(1)(w, q)

A(1)(w, q)
; (6.53)

Gtϕ,zϕ = 3P
ωq

ω2 − q2

B(1)(w, q)

A(1)(w, q)
; (6.54)
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Gzϕ,zϕ = −3P
ω2

ω2 − q2

B(1)(w, q)

A(1)(w, q)
. (6.55)

A exemplo do que ocorre com as funções de correlação corrente-corrente, as funções

de dois pontos térmicas associadas ao tensor energia-momento possuem expressões gerais,

válidas para qualquer teoria de campos tridimensional invariante por mudanças na escala

(ver apêndice D). Para as componentes axiais, têm-se

Gtϕ,tϕ = − q2

2p2
G1(ω, q), Gtϕ,zϕ =

ωq

2p2
G1(ω, q), Gzϕ,zϕ = − ω2

2p2
G1(ω, q), (6.56)

onde p2 = −ω2 + q2 é a norma ao quadrado do trivetor de onda p. Então, comparando essas

expressões gerais com os resultados (6.53)-(6.55), encontra-se a função

G1(ω, q) = −6P
B(1)(w, q)

A(1)(w, q)
. (6.57)

Observa-se, portanto, que a imposição de uma condição de Dirichlet na fronteira sobre a

variável mestre Z1,

Z1(0) = A(1)(w, q) = 0, (6.58)

conduz diretamente aos pólos das funções de correlação Gtϕ,tϕ, Gtϕ,zϕ e Gzϕ,zϕ. E, como

conseqüência disso, ela produz também o espectro de freqüências QN associado aos modos de

perturbação axiais dos buracos negros planos.

(b) Setor polar

O procedimento realizado para o setor polar das perturbações é muito semelhante.

Parte-se de uma expressão para a ação gravitacional na fronteira, que depende apenas dos

termos quadráticos nas variações métricas polares (Herzog, 2003):

S(2)

B
=
P

2
lim
u→0

∫
d3x

[
1

4

(
2H2

tt − 8H2
ty +HttHϕϕ +HttHzz

)
− 1

4
(Hϕϕ −Hzz)

2

− h

2u2

(
H2
tz +HϕϕHzz −HttHϕϕ −HttHzz

)′
]
.

(6.59)

Utiliza-se, então, a definição (6.35) para Z2(u) e as equações de movimento (6.30)-(6.33) para

colocar a ação (6.59) na forma

S(2)

B
=
P

2
lim
u→0

∫
dωdq

(2π)2

h

u2 [4w2 − q2(4 − u3)]2
Z

′
2(u,p)Z2(u,−p) + S(2)

CT
, (6.60)
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onde o termo de contato S(2)
CT não contém derivadas das flutuações métricas.

Novamente, para o cálculo das funções de correlação, a derivada da variável mestre é

escrita em termos dos valores do campo na fronteira,

Z2(0) = 4ωqH0
tz + 2ω2H0

zz + 2(q2 − ω2)H0
ϕϕ + 2q2H0

tt, (6.61)

com o uso da expansão assintótica (6.48). Após substituir esse resultado na ação (6.60),

toma-se as derivadas funcionais apropriadas9 com respeito aos valores dos campos H0
tt, H

0
tz,

H0
zz e H0

ϕϕ. No caso das perturbações gravitacionais polares, entretanto, a aplicação da receita

de Son-Starinets (3.15) não é direta. É preciso levar em conta de que forma as perturbações

métricas hνµ acoplam-se ao tensor energia-momento na fronteira. Esse acoplamento é dado

por10

−1

2

∫
dt d2xhνµT

µ
ν = −1

2

∫
dt d2x

[
H0
ttT

tt +H0
ϕϕT

ϕϕ +H0
zzT

zz + 2H0
tzT

tz
]
. (6.62)

Com isso, as funções de correlação polares contravariantes são identificadas com as funções

F ’s, definidas para um campo escalar na seção 3.4, por meio das seguintes relações:

Gtt,tt(p) = 8Ftt,tt(u,p)
∣∣
u=0

; Gtt,ϕϕ(p) = 8Ftt,ϕϕ(u,p)
∣∣∣
u=0

; (6.63)

Gtt,zz(p) = 8Ftt,zz(u,p)
∣∣
u=0

; Gtt,tz(p) = 4Ftt,tz(u,p)
∣∣∣
u=0

; (6.64)

Gϕϕ,ϕϕ(p) = 8Fϕϕ,ϕϕ(u,p)
∣∣∣
u=0

; Gϕϕ,zz(p) = 8Fϕϕ,zz(u,p)
∣∣∣
u=0

; (6.65)

Gϕϕ,tz(p) = 4Fϕϕ,tz(u,p)
∣∣∣
u=0

; Gzz,zz(p) = 8Fzz,zz(u,p)
∣∣∣
u=0

; (6.66)

Gzz,tz(p) = 4Fzz,tz(u,p)
∣∣∣
u=0

; Gtz,tz(p) = 2Ftz,tz(u,p)
∣∣∣
u=0

. (6.67)

Os valores assumidos pelas Fµν,αβ são lidos diretamente da ação (6.60) com a substituição de

Z
′
2 e Z2 pelos valores dos campos na fronteira. Por fim, baixando os ı́ndices de Gµν,αβ com a

métrica de Minkowski ηµν , encontram-se as funções de correlação com ı́ndices covariantes,

Gµν,αβ = Qµν,αβG2(ω, q), (6.68)

onde a função escalar G2(ω, k) é dada por

G2(ω, q) = −6P
B(2)(w, q)

A(2)(w, q)
+ termos de contato, (6.69)

9Derivadas funcionais no sentido definido pela prescrição de Son-Starinets (2002).
10Liu e Tseytlin, 1998; Policastro, Son e Starinets, 2002b.
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e as componentes do tensor Qµν,αβ são apresentadas no apêndice D. O resultado anterior

mostra, definitivamente, que a imposição da condição de Dirichlet sobre a variável Z2 leva aos

pólos da função G2(ω, q) e, por definição, às freqüências dos modos de vibração gravitacionais

polares.

6.5 O limite hidrodinâmico

De uma forma bastante geral, espera-se que qualquer sistema formado por muitos ele-

mentos interagentes apresente, num certo limite, um comportamento descrito pela tradicional

mecânica dos fluidos. Embora não exista nenhuma demonstração formal para esse resultado,

a intuição f́ısica desenvolvida no estudo de diversos sistemas macroscópicos sugere que, no

regime de grandes distâncias e baixas freqüências em comparação com uma certa escala mi-

croscópica, a evolução temporal dos constituintes de toda e qualquer teoria interagente à

temperatura finita seja dada pelas leis da hidrodinâmica. Tal comportamento hidrodinâmico

aparece, por exemplo, na descrição quântica das vibrações de uma rede cristalina. A quan-

tização desse sistema produz um conjunto de excitações coletivas denominadas de fônons.

O comportamento das relações de dispersão dos fônons depende essencialmente da razão do

comprimento de onda λ da flutuação pela distância a entre os śıtios da rede. No limite em

que λ ≫ a, a energia dos chamados fônons acústicos varia linearmente com o momento line-

ar, tendo a velocidade do som no meio como constante de proporcionalidade. Fisicamente,

esse resultado já era esperado, tendo em vista que, nesse limite, as ondas não “enxergam”

a discretização da rede, e o sistema comporta-se conforme previsto pela mecânica dos meios

cont́ınuos.

Algo semelhante acontece com um plasma descrito por uma teoria interagente à tem-

peratura finita T . A escala de comprimento é agora dada pelo livre caminho médio das par-

t́ıculas do sistema, ou então pelo tempo médio entre colisões sucessivas, que é inversamente

proporcional à temperatura do plasma. Para flutuações com um peŕıodo t́ıpico muito menor do

que 1/T , o que significa que w = 3ω/4πT ≫ 1 e q = 3q/4πT ≫ 1, as part́ıculas permanecem

praticamente livres dentro de um ciclo de oscilação, e o sistema pode ser descrito por uma f́ısica

essencialmente sem colisões, com relações de dispersão dadas aproximadamente por ω = q.

Por outro lado, quando o peŕıodo das oscilações é muito maior do que 1/T , o que ocorre para

w = 3ω/4πT ≪ 1 e q = 3q/4πT ≪ 1, as part́ıculas sofrem um grande número de colisões

durante um ciclo de oscilação, levando o sistema a um estado de equiĺıbrio termodinâmico

cujas flutuações são bem descritas pelas equações da hidrodinâmica.



89

6.5.1 Perturbações eletromagnéticas

No limite hidrodinâmico, espera-se que pelo menos um dos modos quase-normais eletro-

magnéticos apresente o comportamento t́ıpico de um modo de difusão (para mais detalhes,

ver apêndice E). Para w, q ≪ 1, procuram-se soluções das equações de perturbação eletro-

magnéticas (6.15) e (6.21) na forma de uma série de potências em w e q, sob a hipótese de

que w ∼ q. Entretanto, ao invés de expandir a relação de dispersão w(q) na solução de Frobe-

nius das equações de onda, conforme realizado no caṕıtulo 5, expandem-se aqui as próprias

variáveis fundamentais Eϕ e Ez em torno de w = q = 0.

Ao impor as condições de contorno, é conveniente já ter separado o termo que domina

o comportamento dos campos nas proximidades do horizonte. Seguindo a definição de modos

quase-normais, trocam-se as componentes do campo elétrico por Fj = hiw/3Ej (para j = ϕ, z),

de modo que Fj(u)
∣∣
u=1

= constante corresponde a uma onda plana entrante no horizonte.

Em termos dessas novas variáveis, as equações de perturbação transformam-se em

F
′′
j +

u2

h
(2iw − 3aj)F

′
j +

1

h2

[
iw(2u+ u4 − 3aju

4) + w2(1 − u4) − q2h
]
Fj = 0, (6.70)

onde aϕ = 1 e az = w2/(w2 − q2h). Após as mudanças de escala w → λw e q → λq para

λ≪ 1, supõem-se que as soluções das equações (6.70) podem ser colocadas na forma

Fj(u) = F 0
j (u) + λF 1

j (u) + λ2F 2
j (u) + ... . (6.71)

Além de solucionar as equações (6.70), as séries de potência acima também precisam

satisfazer a condição de contorno de onda entrante no horizonte. De acordo com a relação en-

tre Ej e Fj , o campo elétrico vai com h−iw/3 conforme Fj tende a uma constante no horizonte

ou, em termos dos coeficientes de (6.71),

F 0
j (1) = constante, F 1

j (1) = F 2
j (1) = ... = 0. (6.72)

Resolvendo as equações (6.70), ordem a ordem, e impondo as condições de contorno (6.72)

sobre as posśıveis soluções, encontram-se as expansões do campo elétrico:

Eϕ = Cϕh
−iw/3

[
1 − iw

√
3

3

(
π

3
− arctan

1 + 2u√
3

)
+
iw

2
ln

1 + u+ u2

3
+ O(w2)

]
; (6.73)
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Ez = Czh
−iw/3

[
1 +

iq2

w
(1 − u) − iw

√
3

3

(
π

3
− arctan

1 + 2u√
3

)
+
iw

2
ln

1 + u+ u2

3
+ O(w2)

]
,

(6.74)

onde Cϕ e Cz são constantes de normalização arbitrárias. Ao impor as condições de Dirichlet

na fronteira (u = 0) sobre (6.73) e (6.74), observa-se que não existem soluções para Eϕ(0) = 0

compat́ıveis com a hipótese w, q ≪ 1. Do ponto de vista hidrodinâmico, esse resultado já era

esperado, visto que não existe difusão de carga na direção transversal ao vetor de onda p.

Por outro lado, a equação Ez(0) = 0 conduz à11

w = −iq2 =⇒ ω = − 3i

4πT
k2, (6.75)

de onde se pode ler o coeficiente de difusão D = 3/4πT .

Uma vez encontrada a relação de dispersão para o modo eletromagnético de difusão, a

validade do procedimento anterior poderia ser questionada, já que o resultado final mostrou

que w ∼ q2, enquanto que a solução (6.74) foi obtida sob a hipótese de que w ∼ q. Uma das

maneiras de se conferir esse resultado é introduzir um novo parâmetro µ = w/q ∼ q, e resolver

a equação (6.70) perturbativamente em µ, q ≪ 1. Fazendo isso, encontra-se novamente a re-

lação de dispersão w = −iq2.

6.5.2 Perturbações gravitacionais

No caso das flutuações do tensor energia-momento na teoria de campos dual, a hidro-

dinâmica prevê a existência de um modo de cisalhamento no setor transversal (axial) e de

um modo de onda sonora no setor longitudinal (polar). Para verificar o aparecimento desses

modos no espectro QN gravitacional dos buracos negros AdS, investiga-se aqui o regime de

w e q pequenos das equações (6.27) e (6.36).

Com o objetivo de separar, num primeiro momento, o termo dominante no horizonte

de eventos, realizam-se as seguintes mudanças de variáveis:

Hj(u) = hiw/3Zj(u), j = 1, 2. (6.76)

Num procedimento semelhante àquele das perturbações eletromagnéticas, expandem-se H1 e

H2 em séries de potências de w e q. Essas séries precisam ser boas aproximações para as

soluções de (6.27) e (6.36) no limite hidrodinâmico e, além disso, satisfazer a condição de

11Esse resultado foi originalmente encontrado por Herzog (2002, 2003) com base no cálculo (direto) do
limite hidrodinâmico das funções de correlação. A comparação com os resultados por ele obtidos serve como
um teste para o estudo realizado na seção 6.4.
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contorno no horizonte, a saber, Hj(u)
∣∣
u=1

= constante. Até primeira ordem em w e q, as

seguintes expansões satisfazem essas exigências:

Z1 = C1h
−iw/3

[
1 + i

q2h

3w
+ O(w2)

]
; (6.77)

Z2 = C2h
−iw/3

[
2 − u6 − 4

w2

q2
− 4iwh

3
+ O(w2)

]
, (6.78)

onde C1 e C2 são constantes de normalização arbitrárias.

A utilização da condição de contorno de Dirichlet na fronteira, Z1(0) = 0, conduz então

a um modo quase-normal axial identificado com o modo de cisalhamento,

ω = −iDq2, (6.79)

enquanto que a imposição dessa mesma condição sobre Z2(u) produz a relação de dispersão

caracteŕıstica de um modo de onda sonora,

ω = ± 1√
2
q − iDq2

2
, (6.80)

onde a constante de difusão D é dada por

D =
η

ǫ+ P
=

1

4πT
. (6.81)

Entre outras coisas, a combinação desse resultado com a relação de Euler (6.51) fornece a

razão entre o coeficiente de cisalhamento e a densidade de entropia do plasma dual:

η

s
=

η T

ǫ+ P
=

1

4π
=⇒ η

s
=

~

4πkB

, (6.82)

sendo que, na última expressão, foram utilizadas unidades de medida convencionais. A razão

η/s apresenta o mesmo valor para todas as teorias de campos à temperatura finita com uma

descrição gravitacional dual (Kovtun, Son e Starinets, 2005). Além disso, especula-se que

essa razão represente um limite inferior – o limite KSS – para todas as substâncias encontradas

na natureza.
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hidrodinâmico w, q ≪ 1.

6.6 Relações de dispersão

O limite hidrodinâmico das equações de perturbação compreende um intervalo muito

particular no espaço de valores posśıveis de w e q. Além da relevância f́ısica, esse regime

representa um dos poucos exemplos em que se pode encontrar resultados anaĺıticos para as

freqüências dos modos quase-normais. Em todos os demais casos, é necessário recorrer ao uso

de métodos numéricos para encontrar as relações de dispersão w × q. Novamente, utiliza-se

aqui o método de Horowitz-Hubeny (seção 5.4) para a obtenção do espectro QN dos buracos

negros AdS planos.

6.6.1 Modos quase-normais eletromagnéticos

(a) Modos puramente amortecidos

As perturbações eletromagnéticas de buracos negros anti-de Sitter apresentam um con-

junto de modos quase-normais puramente amortecidos. Esses modos, em geral, não podem ser

caracterizados como pólos hidrodinâmicos, já que a maior parte deles tende a uma freqüência

não-nula conforme o número de onda q vai a zero. Daqui para diante, as freqüências puramente

imaginárias, tanto axiais quanto polares, serão rotuladas por um número quântico especial,

ns, que assume apenas valores inteiros, começando em ns = 0 para o modo hidrodinâmico de

difusão. Já que o setor axial (transversal) das perturbações não apresenta esse tipo de modo,

o primeiro QNM axial puramente amortecido é rotulado por ns = 1.
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Polar Axial
ns qlim wlim ns qlim wlim

(0,1) 0, 557 entre 0, 625 e 0, 649 (1,2) 0, 339 entre 2, 020 e 2, 076
(2,3) 0, 162 entre 3, 524 e 3, 527 (3,4) 0, 0718 entre 4, 991 e 5, 045
(4,5) 0, 0310 entre 6, 511 e 6, 515 (5,6) 0, 0131 entre 7, 944 e 8, 081
(6,7) 0, 00556 entre 9, 504 e 9, 514 (7,8) 0, 00232 entre 10, 959 e 11, 059

Tabela 6.1: Valores aproximados para as freqüências w = −iwlim e os números de onda qlim limı́trofes
das relações de dispersão dos modos eletromagnéticos puramente amortecidos.

Uma caracteŕıstica particular dos modos eletromagnéticos de buracos negros AdS qua-

dridimensionais foi descoberta recentemente por Herzog et al (2007): as funções de correlação

corrente-corrente são anaĺıticas em q = 0, ou seja, não existem freqüências QN para um

número de onda nulo. Essa propriedade está intimamente relacionada à dualidade campo

elétrico ↔ campo magnético das equações de Maxwell para o vácuo. De fato, devido a

essa propriedade, os coeficientes de conexão associados às equações (6.15) e (6.21) estão

relacionados por
B(z)

A(z)

= (w2 − q2)
A(ϕ)

B(ϕ)

. (6.83)

O produto das auto-energias transversal e longitudinal então se reduz a

ΠT (ω, q)ΠL(ω, q) = χ2(w2 − q2). (6.84)

Além disso, a invariância por rotações para um momento nulo implica em ΠT (ω, 0) = ΠL(ω, 0)

(ver apêndice D), de modo que as auto-energias em q = 0,

ΠT (ω, 0) = ΠL(ω, 0) = ±χw, (6.85)

são funções perfeitamente bem comportadas para quaisquer valores de w.

De acordo com os resultados numéricos, no limite em que q → 0, as freqüências QN

puramente imaginárias ω = −iωs são dadas aproximadamente por ωs = ωns
, onde ωns

=

2πTns são as freqüências de Matsubara de um sistema bosônico. Conforme pode ser observado

na figura 6.1, o pólo hidrodinâmico ns = 0 se destaca entre os demais modos puramente

amortecidos somente por apresentar uma freqüência nula para q = 0. Na outra extremidade

do espectro, os QNM apresentam valores de saturação qlim para o vetor de onda, a partir

dos quais alguns modos puramente imaginários deixam de existir. Exatamente nos pontos

de saturação, as relações de dispersão associadas a diferentes valores de ns se encontram. Os

modos polares se agrupam de dois em dois na forma ns = {(0, 1), (2, 3), (4, 5), ...}, enquanto
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(3ωR/4πT ) − i(3ωI/4πT ), em função do número de onda normalizado q = 3q/4πT . O número
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Figura 6.3: Gráficos das primeiras freqüências dos modos eletromagnéticos polares comuns.

que os axiais formam os pares ns = {(1, 2), (3, 4), (5, 6), ...}. Os valores limı́trofes para ws e q

são apresentados na tabela 6.1 para ns = 0, 1, 2, ..., 8.

(b) Modos quase-normais comuns

As perturbações eletromagnéticas dos buracos negros anti-de Sitter também apresen-

tam uma famı́lia de modos quase-normais comuns (regulares) com partes reais não-nulas.

Os resultados encontrados para as freqüências (w = wR − iwI) dos primeiros cinco modos,

rotulados por n, são apresentados nas figuras 6.2 e 6.3 para as flutuações axiais e polares,

respectivamente.

Os resultados numéricos aqui obtidos mostram que os buracos negros AdS não são

bons ‘osciladores’. Uma das formas de se mensurar a qualidade de um oscilador é por meio

do fator Q = ωR/2ωI . De uma forma geral, os modos eletromagnéticos para q pequeno

apresentam Q ≪ 1. Por exemplo, no caso do modo polar fundamental com q = 0, 0311,

tem-se Q = 0, 00347, o que caracteriza um sistema fortemente amortecido. Somente para
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números de onda maiores é que o fator Q se aproxima da unidade. Ainda em relação ao

primeiro modo polar comum, Q = 1 para um número de onda normalizado ao redor de 6, 7 e

o fator de qualidade chega a 1, 8 para q ≈ 12.

Do ponto de vista da teoria de campos holográfica, pode-se tentar interpretar a parte

real das freqüências QN como a energia de excitações de quase-part́ıculas no plasma dual,

definido na fronteira do espaço AdS. Esse tipo de interpretação, no entanto, faz sentido apenas

para modos com fator de qualidade Q ≫ 1. Realmente, segundo o prinćıpio de incerteza de

Heisenberg, a incerteza nas energias das quase-part́ıculas é da ordem de ωI . Sendo assim,

um fator Q menor ou da ordem da unidade implica numa incerteza ∆E tão grande quanto

a própria energia E = ωR, inviabilizando qualquer significado f́ısico imediato que se possa

atribuir às excitações de quase-part́ıculas.

No regime em que Q ≫ 1 e a interpretação de quase-part́ıcula torna-se viável, os

gráficos em 6.4 mostram que as freqüências dos modos eletromagnéticos comuns tendem à

relação de dispersão que é caracteŕıstica de uma part́ıcula de massa zero: ωR = q. Além

disso, o tempo de decaimento da perturbação diverge no limite em que q → ∞. Todos esses

resultados são compat́ıveis com o que se espera dos pólos das funções de correlação de uma

teoria de campos à T = 0.

6.6.2 Modos quase-normais gravitacionais

(a) Modos hidrodinâmicos

No caso dos modos de perturbação gravitacionais, torna-se conveniente dividir a análise

dos resultados de acordo com o comportamento das relações de dispersão no limite em que
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q → 0. Num primeiro momento, serão analisados aqueles modos, ditos hidrodinâmicos, que

apresentam uma freqüência nula para q = 0. Todos os demais QNM serão chamados de

modos não-hidrodinâmicos. Além disso, a fim de comparar os resultados desta seção com

aqueles do caṕıtulo 5, as funções Ψ(±) e Z (±), que satisfazem equações tipo Schrödinger, serão

associadas aos nomes de Regge-Wheeler, enquanto as quantidades Eϕ,z e Z1,2, que conduzem

diretamente aos pólos das funções de correlação na super-Yang-Mills, serão chamadas de

variáveis de Kovtun-Starinets.

Em prinćıpio, poder-se-ia imaginar que a imposição de condições de Dirichlet, na fron-

teira do AdS, sobre as variáveis de Kovtun-Starinets produz um conjunto totalmente novo de

freqüências QN, quando comparado com aquele proveniente das variáveis de Regge-Wheeler.

Existem alguns ind́ıcios, no entanto, de que esse possa não ser exatamente o caso, especial-

mente para as flutuações transversais. Em primeiro lugar, as quantidades eletromagnéticas

Ψ(−) e Eϕ diferem apenas por uma constante de proporcionalidade, e as semelhanças nas

definições das variáveis axiais eletromagnéticas e gravitacionais de Kovtun-Starinets sugerem

que o mesmo possa ocorrer entre Z (−) e Z1. Outra evidência vem do estudo do limite hidrodi-

nâmico (grandes buracos negros) das perturbações gravitacionais axiais, conforme realizado

nas seções 5.6 e 6.5. Embora os métodos empregados sejam diferentes, em ambos os casos os

espectros quase-normais apresentam o comportamento t́ıpico de um modo de cisalhamento

com o mesmo coeficiente de difusão D = 1/4πT , quer seja com o uso de Z (−), quer seja com

a utilização de Z1.

Para obter as relações entre as variáveis de Regge-Wheeler e de Kovtun-Starinets, o

procedimento padrão consiste em encontrar as equações de transformação que levam as quan-

tidades do formalismo de calibre de Chandrasekhar naquelas do formalismo de calibre radial.

Opta-se aqui, no entanto, por um procedimento alternativo, que utiliza a relação entre os Z’s

e as quantidades da formulação completamente invariante de calibre de Kodama, Ishibashi e

Seto (2000):

Z1 =
1

r
Ft =

f

r2
∂r [rZ (−)] , (6.86)

onde Ft é uma das quantidades que aparecem na formulação citada acima. Na fronteira do

espaço-tempo anti-de Sitter, as variáveis mestres axiais Z1 e Z (−) diferem apenas por um fator

multiplicativo,

Z1(u)
∣∣
u=0

=
1

R2
Z (−)(u)

∣∣
u=0

, (6.87)

demonstrando assim que o espectro quase-normal axial obtido a partir de Z (−) é o mesmo que

seria obtido com Z1.
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w = −iws e número de onda normalizado q = 1/5.

Os resultados para o QNM hidrodinâmico transversal, que se reduz ao modo de cisa-

lhamento (6.79) no infravermelho, já foram apresentados na seção 5.5 (figura 5.3). Além disso,

argumentos puramente gravitacionais foram utilizados na seção 5.7 para demonstrar que a

curva ws×q apresenta uma ‘descontinuidade’ no ponto P = (
√

3, 3/2). Para ser mais expĺıcito,

o programa de busca de ráızes não encontra QNM puramente amortecido para qualquer

múltiplo inteiro da freqüência fundamental de Matsubara: ωs = 2πT, 4πT, ... . Uma relação de

dispersão ‘descont́ınua’, no entanto, não é o que seria esperado do ponto de vista da teoria de

campos dual. Uma posśıvel solução para esse problema surge da identificação das freqüências

QN com os pólos das funções de correlação do tensor energia-momento. Ainda que o coeficiente

de conexão A(1)(w, q) seja diferente de zero no ponto P, as funções de Green transversais

podem apresentar divergências provenientes das singularidades de B(1)(w, q) = Z
′′′
1 (0)/6. Por

exemplo, para q = 1/5, os resultados numéricos apresentados na figura 6.5 mostram que o

coeficiente B(1)(w, q) diverge para as freqüências ws = 3/2, 3, 9/2, 6, ... . Ao aplicar o mesmo

procedimento para q =
√

3, problemas de convergência impedem que se calcule B(1)

(
w,

√
3
)

para valores de ws menores do que 2, 6. Com isso, a análise numérica não permite que se che-

gue a uma conclusão sobre a existência de um QNM nos pontos em que a relação de dispersão

hidrodinâmica cruza as freqüências de Matsubara ωs = 2πTns.

Ao passar das perturbações axiais para as polares, encontra-se uma situação comple-

tamente distinta. O limite hidrodinâmico de Z2(u) mostra a existência de um modo de onda

sonora que não está presente no espectro quase-normal obtido da variável Z (+). Na figura 6.6

são apresentadas as relação de dispersão para o QNM hidrodinâmico longitudinal. A parte

real da freqüência mostra claramente a passagem do limite hidrodinâmico ωR = q/
√

2 para
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um regime caracterizado pela ausência de ‘colisões’ no plasma dual, ωR = q. Entre esses dois

extremos, a velocidade de grupo das ondas, definida por cs = dωR/dq, assume valores superio-

res inclusive à velocidade da luz. Os gráficos da figura (6.7) mostram que cs > 1 para todos os

números de onda maiores do que q ≈ 1, 336 e o tempo de decaimento da perturbação alcança

um mı́nimo (wI é máximo) para valores de q entre 3, 213 e 3, 214. Observe, no entanto, que

cs ultrapassa a velocidade da luz em regiões que estão fora do regime hidrodinâmico, de modo

que essa velocidade de grupo superluminal não pode ser interpretada como a velocidade do

som no meio.

(b) Modos não-hidrodinâmicos

Convencionou-se chamar aqui de modos não-hidrodinâmicos a todos aqueles QNM

que apresentam uma abertura (gap) na relação de dispersão quando o momento linear é nulo.
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Kovtun-Starinets Regge-Wheeler
q wR wI wR wI

0,004 1.84942 2.66385 1,84945 2,66384
0,04 1,84964 2.66379 1,85027 2,66248
0,4 1,87207 2,65770 1,92488 2,52658
1 2,00603 2,62917 2,03016 1,92213
2 2,60256 2,56803 2,30526 1,55218
5 5,57791 2,25854 5,25618 1,27974
10 10,5703 1,94304 10,2839 1.07342

Tabela 6.2: Os resultados encontrados para as freqüências QN dos modos gravitacionais polares.
À esquerda, estão os valores obtidos com a utilização da variável mestre de Kovtun-Starinets Z2,
enquanto à direita, estão aqueles obtidos com a variável de Regge-Wheeler Z(+), já apresentados no
caṕıtulo 5.

Existe de fato uma infinidade desses modos para qualquer valor de q. No caso das flutua-

ções axiais, em que o espectro associado à Z1 é o mesmo de Z (−), o objetivo desta seção é

apenas completar os dados já contidos no caṕıtulo 5, contemplando também as freqüências

QN dos modos n = 2, 3, 4, 5. Tais resultados são mostrados na figura 6.8. As relações de

dispersão para diferentes valores de n apresentam basicamente o mesmo comportamento que

foi apresentado na figura 5.1: existe um “róton” mı́nimo (local) para valores intermediários

de q, e a curva wR × q tende à relação energia-momento ultrarelativ́ıstica ωR = q no limite

de q → ∞.

Por outro lado, as flutuações longitudinais (ou polares) apresentam espectros QN dis-

tintos, conforme são impostas as mesmas condições de contorno sobre Z2 ou Z (+). Os resulta-

dos para as freqüências QN dos modos de perturbação gravitacional polar, com base em Z2,

são apresentadas na figura 6.9. Observe que agora a parte real ωR é uma função monotoni-

camente crescente de q, não apresentando os máximos e mı́nimos locais contidos nas relações

de dispersão do espectro de Z (+) (ver figura 5.2). Uma comparação mais detalhada entre

os valores obtidos com as variáveis de Regge-Wheeler (resultados do caṕıtulo anterior) e de

Kovtun-Starinets (resultados desta seção) é mostrada na tabela 6.2. Não é dif́ıcil de perceber

que os dados são praticamente idênticos para pequenos valores de q e que eles voltam a se

aproximar no limite de q grande. As diferenças mais acentuadas encontram-se no regime em

que o número de onda q é da mesma ordem de grandeza da temperatura Hawking do buraco

negro. Além disso, as partes reais das freqüências são relativamente próximas se comparadas

com as diferenças nos tempos de decaimento das perturbações (τ = 1/ωI).
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Figura 6.8: As cinco primeiras freqüências dos modos gravitacionais axiais não-hidrodinâmicos,
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Figura 6.9: Gráficos das primeiras freqüências dos QNM polares não-hidrodinâmicos.



7 Considerações finais

Investigou-se ao longo deste trabalho o comportamento das perturbações gravitacionais

e eletromagnéticas de buracos negros plano-simétricos assintoticamente anti-de Sitter. Para

as flutuações do campo gravitacional, descobriu-se que os modos de perturbação com número

de onda nulo possuem as seguintes caracteŕısticas: (i) o modo axial produz uma geome-

tria estacionária, que representa uma versão de rotação lenta da solução de buraco negro de

Lemos (1995) e (ii) a perturbação polar conduz a uma mudança no parâmetro de massa e à

produção de ondas gravitacionais. Se, por um lado, o resultado para o setor axial é análogo

àquele de uma perturbação dipolar ı́mpar de um buraco negro esférico (Zerilli, 1970b); por

outro lado, o modo polar com número de onda nulo apresenta um comportamento totalmente

inesperado. Uma perturbação desse tipo conduz a uma pequena mudança no parâmetro de

massa, a exemplo do que acontece com uma perturbação tipo-monopolo num buraco negro

de Schwarzschild. No entanto, ao invés de resultar numa geometria estática, o espaço-tempo

perturbado é dinâmico, ocorrendo a propagação de ondas gravitacionais ciĺındricas. A razão

para essa diferença é que uma perturbação independente dos ângulos θ e ϕ de um buraco

negro esférico não altera a simetria do espaço-tempo de fundo e, conseqüentemente, pelo teo-

rema de Birkhoff, a geometria resultante é necessariamente estática. Aqui, uma perturbação

independente de ϕ e z conduz, em geral, a um espaço-tempo com simetria ciĺındrica, no

sentido que o grupo completo de isometrias espaço-temporais possui apenas dois vetores de

Killing tipo-espaço, ∂ϕ e ∂z . E, conforme é bem conhecido desde a solução de radiação de

Einstein-Rosen, um sistema dinâmico com simetria ciĺındrica é responsável pela emissão de

ondas gravitacionais.

Os resultados obtidos nesta tese também têm implicações para o estudo do colapso

gravitacional de matéria que seria responsável pela formação de um buraco negro AdS com

simetria plana. Ao analisar esse problema, Lemos (1998, 1999) argumentou que o colapso

de uma configuração plano-simétrica de massa se daria sempre com a emissão de radiação.

Consistente com essa observação, ele descreveu a geometria no exterior de uma ‘estrela plana’

por meio de uma métrica de Vaidya modificada e ‘casou’ essa solução, na superf́ıcie da estrela,

com uma métrica tipo Friedmann-Robertson-Walker para o interior. Ocorre que, segundo a

análise aqui apresentada, uma perturbação que mantém a simetria plana do espaço-tempo

de fundo não leva à produção de ondas gravitacionais. Esse resultado mostra-se consistente

também com a existência de uma versão plano-simétrica do teorema de Birkhoff (Bronnikov
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e Kovalchuk, 1980; Miranda, 2003). Sendo assim, para investigar os diferentes aspectos do

colapso de matéria com simetria plana, pode-se fazer uso da métrica (4.1) para representar a

solução no exterior desse sistema. Tal observação é particularmente importante para estudos

futuros em espaços-tempos plano-simétricos com n dimensões.

Para o estudo das flutuações com um vetor de onda arbitrário, foram utilizados diferen-

tes formalismos de perturbação, bem como diferentes escolhas de variáveis mestres. Enquanto

que as variáveis de Regge-Wheeler mostram-se convenientes por satisfazer equações de onda

simples, similares às da mecânica quântica, mostrou-se no caṕıtulo 6 desta tese que as va-

riáveis de Kovtun-Starinets conduzem diretamente aos pólos das funções de correlação na

teoria de campos dual. No caso espećıfico das perturbações gravitacionais, as equações de

onda axiais e polares também foram obtidas com um procedimento baseado no formalismo

de Teukolsky (1972) e na teoria da transformação de Chandrasekhar (1983). Esses métodos

permitiram que se tratasse em pé de igualdade as duas coordenadas espaciais ϕ e z, bem

como forneceram as freqüências algebricamente especiais associadas às ondas gravitacionais

radiadas pelos buracos negros.

Em relação à teoria da transformação de Chandrasekhar, observa-se que o conjunto

de transformações duais, que levam as variações da curvatura de Weyl Y±2 nas variáveis

mestres Z (±), representa um conjunto particular no universo de transformações posśıveis.

Tais transformações duais são caracterizadas não apenas por apresentar uma relação simples

entre os potenciais axial e polar, V (±)(r) = ±6M(df/dr∗) + 36M2f 2 + q4R4f , mas também

por conduzir a um conjunto de equações tipo Schrödinger em que os potenciais efetivos são

independentes da freqüência. Embora não tenha sido verificado neste trabalho, certamente

existem transformações que mapeiam as quantidades Y±2 do formalismo de Teukolsky nas

variáveis de Kovtun-Starinets Z1 e Z2. Possivelmente, essas transformações possam levar

a novas interpretações e resultados analiticamente simples, como as freqüências especiais

ω = ±iωa, que seriam importantes para um entendimento da estrutura anaĺıtica das funções

de correlação na teoria supersimétrica de Yang-Mills.

Os modos quase-normais calculados neste trabalho são responsáveis pelo comporta-

mento de ‘tempo tardio’ das perturbações gravitacionais e eletromagnéticas dos buracos ne-

gros AdS planos. Na teoria de campos holográfica, a parte imaginária do QNM fundamental

fornece a escala de tempo τ para o sistema retornar ao equiĺıbrio térmico, Im[ω] = −1/τ . Com

o método de Horowitz-Hubeny (2000), foram encontradas as freqüências QN normalizadas w

para diferentes valores do número de onda q.

Ao contrário do que fora obtido com o uso das variáveis de Regge-Wheeler Ψ(±), as
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flutuações eletromagnéticos axiais (transversais) e polares (longitudinais), governadas pelas

variáveis de Kovtun-Starinets, possuem diferentes espectros quase-normais. Tanto na direção

transversal quanto longitudinal, existem famı́lias de modos puramente amortecidos que ten-

dem às freqüências de Matsubara de um sistema bosônico, ω = −2iπTns, no limite de pe-

quenos vetores de onda q. Resultados semelhantes já haviam sido obtidos para branas negras

pentadimensionais (Núñez e Starinets, 2003), ω = 2πTns(1 − i), porém o significado f́ısico

dessa seqüência infinita de pólos ainda não está claro.

Além da analiticidade em q = 0 das funções de dois pontos da corrente-R, outra carac-

teŕıstica particular das flutuações eletromagnéticas em quatro dimensões espaço-temporais é

a existência de um ‘corte’ no momento linear, denotado por qlim, que limita o aparecimento

de freqüências QN puramente imaginárias. Esse corte tem importantes implicações no tempo

de termalização τ . Para valores de q no intervalo 0 < q < qlim, o parâmetro τ é dado pelo

inverso do modo puramente amortecido fundamental, τ = 1/ωs. Para valores de q acima de

qlim, os tempos de decaimento são determinados pelos QNM fundamentais comuns, τ = 1/ωI ,

diminuindo drasticamente o seu valor. Para se ter um idéia, no caso das flutuações polares, o

valor de τ passa abruptamente de 0, 38/T para 0, 044/T conforme q cruza qlim ≈ 0, 557.

Os resultados numéricos para as flutuações gravitacionais mostram que o tempo de

termalização dos modos axiais é determinado pela parte imaginária da freqüência QN hidro-

dinâmica, ω = −iωs, para vetores de onda no intervalo 0 < q < 1, 94. Isso quer dizer que

τ varia linearmente com a temperatura Hawking do buraco negro, pelo menos no regime de

validade (q ≪ 1) do modo de cisalhamento: τ ≈ 4πT/q2. A passagem para valores maiores de

q marca também a passagem (aqui cont́ınua) para um regime em que o tempo de decaimento

é determinado pelo QNM axial comum fundamental. Isso ocorre para um valor de q ≈ 1, 94

e uma freqüência wI ≈ 2, 3. Além disso, nesse ponto, o tempo de termalização alcança o

seu valor mı́nimo: τ ≈ 1/10T . Por outro lado, no caso das flutuações polares, o tempo de

decaimento das perturbações é sempre determinado pelo QNM hidrodinâmico que se reduz

ao modo de onda sonora (6.80) no limite de w, q ≪ 1,.

Em relação à estabilidade dos buracos negros AdS planos, mostrou-se analiticamente

que, para um potencial positivo definido, a parte imaginária das freqüências QN é sempre

negativa, independentemente do modo de perturbação gravitacional considerado. Não é dif́ıcil

de perceber também que o mesmo tipo de análise se aplica às perturbações eletromagnéticas.

Por sua vez, os resultados numéricos mostram que todas as freqüências QN têm uma parte

imaginária negativa, incluindo os casos em que o potencial efetivo assume valores negativos

fora do horizonte de eventos. Esses resultados, conjuntamente, implicam que os buracos ne-



104

gros plano-simétricos AdS são realmente estáveis frente a perturbações eletromagnéticas e

gravitacionais.

Deste ponto em diante, cabe interpretar as relações de dispersão obtidas no presente

trabalho em termos das propriedades de um plasma na super-Yang-Mills, bem como comparar

essas relações com o comportamento de sistemas bem conhecidos, como um gás de elétrons.

A temperatura Hawking do buraco negro AdS é identificada com a temperatura do plasma

em equiĺıbrio térmico. No caṕıtulo 5, investigou-se o comportamento das freqüências QN

no limite em que q ≪ 1. Desse estudo ficou claro que as relações de dispersão dos modos

não-hidrodinâmicos para q ≪ 1 são semelhantes à relação energia-momento de uma part́ıcula

relativ́ıstica: 4w2 = −c0(c0 + 2c1q
2). A parte real de w é idêntica ao modo coletivo RPA,

também conhecido como plasmon, que aparece no estudo de um gás de elétrons interagentes.

A freqüência do plasma wp é dada pela parte imaginária do coeficiente c0: wp = Im[c0]/2.

A diferença aqui é o surgimento de um fator de amortecimento, responsável pelo decaimento

das perturbações. Já que Re[c0] ∼ Im[c0], não é posśıvel interpretar esses modos como quase-

part́ıculas, visto que a incerteza na energia, ∆E ∼ ωI , é tão grande quanto a própria energia

das excitações, E = ωR.

No caso espećıfico das flutuações longitudinais de T̂ µν , torna-se conveniente explorar

ainda mais a analogia com um sistema de part́ıculas interagentes. Poder-se-ia dizer, nesse

sentido, que a relação de dispersão do pólo hidrodinâmico mostra a passagem do som ter-

modinâmico (ou primeiro som), no regime em que w ≪ 1, para um modo que Landau chamou

de som zero, no extremo oposto w ≫ 1. O som zero é composto por quase-part́ıculas, que

surgem num regime em que o peŕıodo das flutuações é muito menor do que o tempo médio

1/T entre colisões sucessivas. Nesse regime, as colisões podem ser desprezadas e as quase-

part́ıculas praticamente não decaem. Esse quadro é consistente com o nosso resultado para a

parte imaginária das freqüências quase-normais: τ = 1/ωI → ∞ conforme q → ∞. Por outro

lado, o som termodinâmico exige equiĺıbrio local, de modo que as freqüências precisam ser

muito menores do que a temperatura, para que as colisões dominem e os modos de perturbação

decaiam.

O papel da velocidade de Fermi kF/m no caso de um gás de elétrons é exercido na

SYM pela velocidade da luz c = 1. Em geral, a velocidade do som zero é um pouco maior

do que kF/m, o que lembra o comportamento mostrado na figura 6.7, onde a velocidade de

grupo cs > 1 para todo q > 1, 336. Essa propagação superluminal, que à primeira vista parece

violar o prinćıpio de causalidade, já foi observada em outros sistemas descritos por teorias de

campos relativ́ısticos. Por exemplo, ao estudar o efeito Casimir em eletrodinâmica quânti-
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ca, Scharnhorst (1990) demonstrou que, quando as flutuações de vácuo obedecem condições

periódicas de contorno, as correções em dois laços do tensor de polarização conduzem a uma

propagação superluminal dos fótons. Embora essa questão ainda seja polêmica, argumenta-se

que o movimento superluminal viola a causalidade somente se o espaço-tempo é invariante por

transformações de Lorentz globais (Shore, 2003). Já que as condições de contorno no efeito

Casimir e a presença do plasma na SYM quebram a invariância de Lorentz, em prinćıpio, a

causalidade é preservada. Além disso, a velocidade de interesse para a propagação de sinais,

e conseqüentemente para a definição dos cones de luz, não é a velocidade de grupo, e sim a

velocidade da frente de onda vwf, dada pelo limite de ω → ∞ da velocidade de fase vph = ω/q.

O primeiro gráfico de 6.7 mostra que vph tende à c = 1 no limite de altas freqüências, e as

oscilações no plasma da SYM preservam assim o prinćıpio de causalidade.

A quebra da simetria de Lorentz, mencionada acima, devido à presença do plasma

tem implicações no espaço-tempo AdS. A passagem para um referencial em movimento no

plasma implica numa mudança na forma da métrica anti-de Sitter. Se a direção do boost for

compacta, como ϕ→ ϕ+2πR, então a transformação de Lorentz é globalmente ‘proibida’ na

definição de Stachel (1982), de modo que se tem uma nova solução das equações de Einstein:

os buracos negros em rotação de Lemos (1995). O estudo dos modos de vibração desses

buracos negros, bem como da solução eletricamente carregada de Lemos e Zanchin (1996),

representa uma extensão natural do trabalho apresentado nesta tese. Outra generalização

consiste em investigar buracos negros plano-simétricos em n dimensões. Parte desse trabalho

já se encontra na dissertação de Morgan (2007).
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A Modos gravitacionais plano-simétricos AdS puros

Este apêndice discute, de forma breve, como encontrar os modos de perturbação gra-

vitacional em espaços-tempos AdS puros com simetria plana. Os resultados obtidos aqui

servem de comparação para os QNM gravitacionais no limite de pequenos buracos negros (ou

baixas temperaturas), conforme apresentados na seção 5.5.

Para as perturbações gravitacionais, as equações de onda relevantes para esse caso são

obtidas da equação (5.11), assumindo M = 0 em todos os lugares em que o parâmetro de

massa aparece. Por exemplo, os potenciais V (±) reduzem-se a um mesmo valor constante,

V (±) = q2. As equações resultantes são, então, dadas por

d2Z (±)

dr2
∗

+
(
ω2 − q2

)
Z (±) = 0. (A.1)

Em termos da coordenada radial r = 1/r∗, as soluções de (A.1) são da forma

Z (±) =





a(±) ei
√
ω2−q2/r + b(±) e−i

√
ω2−q2/r, ω2 6= q2,

c(±) +
d(±)

r
, ω2 = q2,

(A.2)

onde a(±), b(±), c(±) e d(±) são constantes de integração.

No caso em que ω2 6= q2, a solução é anaĺıtica em todo o intervalo que é de interesse

para comparação com os QNM de pequenos buracos negros: 0 < r <∞. Conseqüentemente,

a única condição que ω precisa satisfazer é ω2 > q2, a fim de evitar que as ondas cresçam

exponencialmente no limite em que r → 0. No entanto, surgem restrições adicionais a esses

modos ao se impor as condições de contorno usuais para os QNM em espaços-tempos AdS:

nenhuma onda pode sair do horizonte do buraco negro, localizado em r = r0 → 0; e nenhuma

onda pode propagar-se para o infinito espacial, r → ∞. Essas condições implicam em a(±) = 0

e b(±) = 0, o que significa que ondas com ω2 6= k2 se anulam.

Restam, então, apenas as soluções em que ω2 = q2. Nesse caso, de fato, não existem

ondas na direção radial, tal que as soluções Z (±) = c(±)+d(±)/r, para r > 0, representam ondas

que viajam ao longo das direções espaciais ortogonais à direção r. Em outras palavras, não

existem ondas saindo do horizonte de eventos nem tão pouco propagando-se para o infinito

espacial. Considerando estes como os modos plano-simétricos AdS puros, as freqüências deles,

dadas por ω = q, concordam com o resultado encontrado numericamente para pequenos

buracos negros.



107

B Somatório da série para modos de grandes buracos negros

Mostra-se aqui como a série apresentada em (5.48) pode ser somada exatamente. Já

que ela é uma série alternada, é importante não apenas provar a sua convergência, mas

também testar a sua convergência absoluta. Por indução matemática, encontra-se que a série

(5.48) pode ser escrita como uma combinação de sete termos

γ = 2 +

∞∑

m=1

α1
m +

∞∑

m=1

α2
m +

∞∑

m=1

α3
m +

∞∑

m=1

α4
m +

∞∑

m=1

α5
m +

∞∑

m=1

α6
m, (B.1)

onde os elementos αim (i = 1, 2, ..., 6) são dados por

α1
m = (−1)m

2

33m+2(6m+ 5)
, α2

m = (−1)m+1 2

33m(6m+ 1)
,

α3
m = (−1)m

1

33m(6m+ 1)(3m+ 1)
, α4

m = (−1)m
6m+ 5

33m+2(3m+ 1)(2m+ 1)
,

α5
m = (−1)m

6m+ 5

33m+2(3m+ 2)(2m+ 1)
, α6

m = (−1)m
12m+ 11

33m+2(3m+ 2)(6m+ 5)
.

Tem-se, então, uma soma de seis séries, de tal modo que, ao demonstrar a convergência

absoluta de cada uma delas, prova-se também a convergência absoluta da série completa
∑

m γm(0). Com esse propósito, calcula-se o limite

lim
m→∞

∣∣αim+1

∣∣
|αim|

=
1

33
(B.2)

e se verifica que ele é menor do que a unidade para qualquer i. Aplicando o teste da razão de

D’Alembert, conclui-se que cada série individual é absolutamente convergente. Esse resultado

mostra que a soma final para γ é independente da ordem dos elementos na série alternada.

Em particular, pode-se adicionar os termos α i
m sobre todo i antes de realizar a soma sobre

m. Ao fazer isso, encontra-se o resultado simples

6∑

i=1

αim = α1
m + α2

m + ...+ α6
m = 0 (B.3)

para qualquer valor de m e, conseqüentemente, a soma sobre m dá zero. Dessa forma, a soma

da série (B.1) resulta em γ = 2.
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C A teoria da resposta linear

Tendo em vista que os principais resultados obtidos neste trabalho dizem respeito aos

pólos das funções de Green de uma teoria quântica de campos, torna-se importante apresen-

tar aqui de que forma essas funções estão relacionadas a quantidades fisicamente relevantes

como, por exemplo, a susceptibilidade magnética e a condutividade elétrica de um sistema.

Encontrar tais relações é o objetivo principal da teoria da resposta linear: sonda-se o sistema

por meio de uma perturbação fraca e se investiga a resposta dele dentro da aproximação line-

ar. A revisão contida neste apêndice está baseada na monografia clássica de Negele e Orland

(1998).

Considera-se, inicialmente, um sistema que no tempo ti está no autoestado |ψα(ti)〉 do

hamiltoniano Ĥ. Posteriormente, esse sistema é colocado sob a ação de um campo externo

dependente do tempo, U(t), que se acopla a ele por meio do operador Ô1,

ĤU(t) = Ĥ + U(t)Ô1, (C.1)

onde estados e operadores são dados na representação de Schrödinger.

Para sistemas com hamiltonianos dependentes do tempo, uma forma conveniente de

representar o operador evolução é por meio de uma exponencial ordenada no tempo. Define-

se o produto ordenado no tempo de um conjunto de operadores de criação e destruição

dependentes do tempo por

T
[
Ôα1(t1)Ôα2(t2)...Ôαn

(tn)
]

= ζP ÔαP1
(tP1)ÔαP2

(tP2)...ÔαPn
(tPn

), (C.2)

onde ζ é −1 para férmions e +1 para bósons, e P é uma permutação de {1, 2, ..., n} que coloca

em ordem cronológica os tempos,

tP1 > tP2 > tP3 > ... > tPn
, (C.3)

e em ordem normal os operadores de criação e destruição. Nesse sentido, a exponencial

ordenada no tempo é dada por

Te−
R tb
ta

bA(t)dt = lim
N→∞

e−ǫ
bA(tN )e−ǫ

bA(tN−1)...e−ǫ
bA(t2)e−ǫ

bA(t1), (C.4)

sendo ǫ = (tb − ta)/N e tn = ta + nǫ.
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Em termos da exponencial ordenada no tempo definida anteriormente, o operador

evolução do sistema pode ser escrito como

Û(t, ti) = Te
−i

R
t

ti

bHU (t
′
)dt

′

. (C.5)

Esse operador é solução da equação de movimento

i
d

dt
Û(t, ti) = ĤU(t)Û(t, ti), (C.6)

e ainda satisfaz a condição de contorno

Û(ti, ti) = Te−i
R ti

ti

bHU (t
′
)dt

′
= 1. (C.7)

Por definição, o operador evolução temporal conecta vetores de estado em instantes de

tempo distintos. Se o sistema encontra-se no autoestado |ψα〉 no tempo ti, então

|ψα(t)〉 = Û(t, ti)|ψα〉 = Te
−i

R
t

ti

bHU (t
′
)dt

′

|ψα〉. (C.8)

A resposta da função de onda à atuação de um campo externo infinitesimal entre os instantes

ti e t é, dessa forma, dada por

δ|ψ(t)〉[U ]

∣∣∣∣
U=0

=

∫ t

ti

dt1δU(t1)
δÛ(t, ti)

δU(t1)

∣∣∣∣
U=0

|ψα(ti)〉. (C.9)

A derivada funcional que aparece na equação anterior segue da variação de (C.5) com respeito

ao campo externo U(t),

δÛ(t, ti)

δU(t1)

∣∣∣∣
U=0

= −i T e−i
R

t

t1
bHU (t

′
)dt

′

Ô1Te
−i

R t1
ti

bHU (t
′
)dt

′
∣∣∣∣
U=0

. (C.10)

Substituindo esse resultado na equação (C.9), obtém-se

δ|ψ(t)〉 = −i
∫ t

ti

dt1δU(t1)e
−i bHtÔ(I)

1 (t1)|ψ(I)

α 〉, (C.11)

onde o operador Ô(I)

1 (t) na representação de interação está relacionado ao operador Ô1 na

representação de Schrödinger por

Ô(I)

1 (t) = ei
bHtÔ1e

−i bHt (C.12)
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e o vetor de estado |ψ(I)〉 na representação de interação está relacionado ao vetor de estado

|ψ(t)〉 na representação de Schrödinger por

|ψ(I)〉 = ei
bHt|ψ(t)〉. (C.13)

De acordo com a interpretação padrão da mecânica quântica, o próprio vetor de estado

associado a um sistema não é uma quantidade diretamente observável. O que pode ser medido,

por exemplo, é o valor esperado de um operador Ô2, avaliado no tempo t2 com o sistema no

estado |ψ(t2)〉:
〈ψ(t2)|Ô2|ψ(t2)〉 = 〈ψα(ti)|Û †(t2, ti)Ô2 Û(t2, ti)|ψα(ti)〉. (C.14)

A dependência desse valor esperado em U(t) está inteiramente contida no produto de operado-

res Û †(t2, ti)Ô2Û(t2, ti). Sendo assim, a variação de 〈ψ(t2)|Ô2|ψ(t2)〉 frente a uma perturbação

infinitesimal no campo externo é dada por

δ〈ψ(t2)|Ô2|ψ(t2)〉 =

∫ t2

ti

dt1δU(t1)〈ψα(ti)|
[

δ

δU(t1)
Û †(t2, ti)Ô2Û(t2, ti)

]

U=0

|ψα(ti)〉, (C.15)

ou então, utilizando (C.10) no cálculo da derivada funcional acima, encontra-se

δ〈ψ(t2)|Ô2|ψ(t2)〉 = −i
∫ +∞

−∞
dt1δU(t1)θ(t2 − t1)〈ψ(I)

α |
[
Ô(I)

2 (t2), Ô(I)

1 (t1)
]
|ψ(I)

α 〉, (C.16)

onde o limite inferior da integral foi extendido para −∞ de modo a incluir todas as posśıveis

variações de U(t1).

Numa situação em que o estado inicial |ψα〉 não é bem determinado, mas dado por

uma mistura estat́ıstica de estados num ensemble canônico, por exemplo, é necessário tomar

uma média termodinâmica com peso estat́ıstico dado pelo operador densidade

ρ̂ = Z−1e−
bH/T , (C.17)

onde Z é a função de partição do sistema, Z = Tr[exp(−Ĥ/T )]. Com isso, a variação do valor

médio do operador Ô2 transforma-se em

δ〈Ô2(t2)〉 = −i
∫ +∞

−∞
dt1δU(t1)θ(t2 − t1)

〈[
Ô(I)

2 (t2), Ô(I)

1 (t1)
]〉
, (C.18)

ou seja, a mudança em 〈Ô2(t2)〉 devido a uma perturbação acoplada à Ô1 é dada pela função
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resposta

D(1, 2) =
δ〈Ô2(t2)〉
δU(t1)

= −i θ(t2 − t1)
〈[

Ô(I)

2 (t2), Ô(I)

1 (t1)
]〉
, (C.19)

onde os parênteses angulares denotam a média termodinâmica representada pelo operador

densidade (C.17).

Observa-se, portanto, que a resposta de um sistema a um potencial externo é carac-

terizada pelas funções de correlação 〈Ô(I)

2 (t2)Ô(I)

1 (t1)〉. Em outras palavras, um coeficiente de

transporte que caracteriza a dissipação em um sistema é dado por um elemento de matriz

das flutuações termodinâmicas ou de estado fundamental de um operador. Tal resultado é

conhecido como o teorema da flutuação-dissipação. Como exemplos do resultado geral (C.19),

têm-se a susceptibilidade magnética e a condutividade elétrica de um sistema. A primeira

quantidade é dada em termos de funções de correlação spin-spin 〈σ̂(x1, t1) . σ̂(x2, t2)〉, já que

um campo magnético externo acopla-se a uma rede de spins por meio de σ̂(x) .H(x). De

maneira similar, um campo elétrico acopla-se a um sistema de part́ıculas carregadas por meio

do potencial vetor ĵ . A, num calibre em que Φ = 0 e E = −∂A/∂t. Dessa forma, a condu-

tividade elétrica é dada por funções de correlação corrente-corrente 〈ĵ(x1, t1) . ĵ(x2, t2)〉.
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D Funções de correlação em teoria de campos

No presente apêndice discute-se a estrutura de ı́ndices de Lorentz das funções de cor-

relação retardadas de correntes conservadas e do tensor energia-momento. Essa análise é bas-

tante geral, sendo válida para teorias quânticas de campos relativ́ısticos num espaço-tempo de

Minkowski D-dimensional. O estudo se baseia em revisão apresentada por Kovtun e Starinets

(2005).

Assume-se inicialmente a invariância da teoria por translações e rotações. A idéia é

analisar a estrutura de ı́ndices das seguintes funções de Green:

Cµν(x − y) = −i θ(x0 − y0)
〈[
Ĵµ(x), Ĵν(y)

]〉
; (D.1)

Gµν,αβ(x − y) = −iθ(x0 − y0)
〈[
T̂µν(x), T̂αβ(y)

]〉
. (D.2)

Já que os valores esperados referem-se a estados invariantes por translações, torna-se conve-

niente tomar a transformada de Fourier das funções de Green,

Cµν(x − y) =

∫
dDk

(2π)D
eik(x−y)Cµν(k), (D.3)

o mesmo acontecendo com Gµν,αβ(x − y). Na equação acima, k = (k0,k) é o vetor momento

linear D-dimensional, kx = k0x
0 + kx. Assume-se, aqui, que os valores esperados de todas

as cargas globais sejam nulos no estado de equiĺıbrio, o que significa considerar sistemas com

potenciais qúımicos nulos. Com isso, a invariância CPT do estado de equiĺıbrio implica em

Cµν(k) = Cνµ(k), (D.4)

Gµν,αβ(k) = Gαβ,µν(k). (D.5)

Além disso, devido à simetria de T̂µν , as funções de correlação do tensor energia-momento são

tais que

Gµν,αβ(k) = Gνµ,αβ(k) = Gµν,βα(k). (D.6)

A conservação de Ĵµ(x) e T̂µν(x) indica que as funções de correlação podem ser definidas de

modo que satisfaçam as seguintes identidades de Ward:

kµCµν(k) = 0; (D.7)

kµGµν,αβ(k) = 0. (D.8)
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Se, além disso, a teoria é invariante por mudanças na escala, então as funções de correlação

do tensor energia-momento satisfazem uma identidade de Ward extra,

ηµνGµν,αβ(k) = 0. (D.9)

Por sua vez, a combinação da hermiticidade de Ĵµ(x) e T̂µν(x) com a invariância por rotações

implica em

Cµν(k0,k) = Cµν(−k0,k)∗, (D.10)

Gµν,αβ(k0,k) = Gµν,αβ(−k0,k)∗. (D.11)

D.1 Correntes conservadas

As identidades de Ward (D.7) para o vácuo indicam que a função de correlação

corrente-corrente é proporcional ao operador de projeção sobre vetores conservados,

Pµν = ηµν −
kµkν
k2

, (D.12)

onde k2 = −k2
0 + k2. Com isso, todas as componentes Cµν(k) são determinadas por uma

única função escalar Π(k2):

Cµν(k) = Pµν Π(k2). (D.13)

Nos casos em que se considera o valor esperado num estado que não é invariante por trans-

formações de Lorentz, como por exemplo, um estado de equiĺıbrio termodinâmico no ensemble

canônico, torna-se então conveniente dividir o projetor Pµν nas suas partes transversal e lon-

gitudinal,

Pµν = P T
µν + PL

µν , (D.14)

onde P T
µν e PL

µν são projetores mutuamente ortogonais (P T
αµ η

µν PL
νβ = 0), definidos por

P T
00 = 0, P T

0i = 0, P T
ij = δij −

kikj
k2

, PL
µν = Pµν − P T

µν . (D.15)

Esses projetores satisfazem as relações kµP T
µν = kµPL

µν = 0 e, por essa razão, qualquer ex-

pressão constrúıda a partir de P T
µν e PL

µν satisfaz automaticamente o v́ınculo de conservação

de corrente. Sendo assim, num estado invariante apenas por rotações, a função de correlação
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corrente-corrente é determinada por duas funções escalares independentes,

Cµν(k) = P T
µν ΠT (k0,k

2) + PL
µν ΠL(k0,k

2). (D.16)

Quando ΠT = ΠL = Π, essa expressão se reduz à forma invariante de Lorentz (D.13). Além

disso, devido à invariância por rotações, os limites para k → 0 das auto-energias transversais

e longitudinais coincidem,

lim
k→0

ΠT (k0,k
2) = lim

k→0
ΠL(k0,k

2). (D.17)

D.2 O tensor energia-momento

No vácuo, a função de correlação de dois pontos do tensor energia-momento pode ser

escrita como uma soma de cinco termos admitidos pelas simetrias (D.5) e (D.6) e proporcionais

à ηµνηαβ , (ηµαηνβ + ηµβηνα), (ηµνkαkβ + kµkνηαβ), (ηµαkνkβ + ηναkµkβ + ηµβkνkα + ηνβkµkβ)

e kµkνkαkβ. No entanto, somente duas combinações lineares desses termos são compat́ıveis

com a identidade de Ward (D.8). Tais combinações podem ser escolhidas como PµνPαβ e

PµαPνβ + PµβPνα onde Pµν é o projetor definido na seção anterior. Uma forma conveniente

de escrever Gµν,αβ(k) é

Gµν,αβ(k) = PµνPαβGB(k2) +Hµν,αβGs(k
2), (D.18)

onde

Hµν,αβ =
1

2
(PµαPνβ + PµβPνα) −

1

D − 1
PµνPαβ (D.19)

é um projetor sobre tensores simétricos conservados e sem traço, o qual é constrúıdo de modo

a satisfazer ηµνHµν,αβ = 0. No caso de uma teoria invariante por mudanças na escala, tem-se

GB(k2) = 0, e a função de correlação assume a forma simples

Gµν,αβ = Hµν,αβGS(k
2). (D.20)

Se o valor esperado refere-se a um estado que não é invariante por transformações de Lorentz,

tal como o estado de um sistema em equiĺıbrio termodinâmico num ensemble canônico, torna-

se então conveniente separar Hµν,αβ em dois projetores ortogonais formados a partir de P T
µν e
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PL
µν . Um combinação importante é

Sµναβ =
1

2

(
P T
µαP

L
νβ + PL

µαP
T
νβ + P T

µβP
L
να + PL

µβP
T
να

)
. (D.21)

Devido à ortogonalidade de P T
µν e PL

µν , a combinação anterior satisfaz kµSµν,αβ = 0 e também

ηµνSµν,αβ = 0. Uma outra combinação independente com as mesmas propriedades é dada por

Qµν,αβ =
1

D − 1

[
(D − 2)PL

µνP
L
αβ +

1

D − 2
P T
µνP

T
αβ − (P T

µνP
L
αβ + PL

µνP
T
αβ)

]
. (D.22)

Como ocorre com qualquer projetor, os quadrados de Sµν,αβ e Qµν,αβ reproduzem a eles

próprios. Além disso, um projetor é ortogonal ao outro, Sµν,αβη
αληβρQλρ,στ = 0. Portanto, o

projetor Hµν,αβ pode ser separado em

Hµν,αβ = Sµν,αβ +Qµν,αβ + Lµν,αβ , (D.23)

onde Lµν,αβ é ortogonal a ambos, Sµν,αβ e Qµν,αβ . Dessa forma, numa teoria invariante por

mudanças na escala, a função de correlação do tensor energia-momento pode ser escrita como

uma soma de três estruturas de ı́ndices independentes:

Gµν,αβ = Sµν,αβG1(k0,k
2) +Qµν,αβG2(k0,k

2) + Lµν,αβG3(k0,k
2). (D.24)

Pode-se mostrar que, devido à invariância por rotações, os limites de k → 0 (com k0 fixo) das

três funções escalares coincidem,

lim
k→0

G1(k0,k
2) = lim

k→0
G2(k0,k

2) = lim
k→0

G3(k0,k
2). (D.25)

Numa teoria que não é invariante por mudanças na escala, são necessárias duas funções

escalares extras para especificar Gµν,αβ(k). Elas multiplicam duas combinações lineares inde-

pendentes de P T
µνP

T
αβ, P

L
µνP

L
αβ e (P T

µνP
L
αβ + PL

µνP
T
αβ); uma das escolhas posśıveis é

Gµν,αβ(k) = +

[
P T
µνP

T
αβ +

1

2

(
P T
µνP

L
αβ + PL

µνP
T
αβ

)]
CT (k0,k

2)

+

[
PL
µνP

L
αβ +

1

2

(
P T
µνP

L
αβ + PL

µνP
T
αβ

)]
CL(k0,k

2)

+ Sµν,αβG1(k0,k
2) +Qµν,αβG2(k0,k

2) + Lµν,αβG3(k0,k
2).

(D.26)
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Quando CT = CL = GB e G1 = G2 = G3 = GS, essa expressão se reduz exatamente à forma

invariante de Lorentz (D.18).

D.3 CFT tridimensional

Um exemplo particularmente interessante para o presente trabalho é o de uma teoria

de campos tridimensional conforme à temperatura finita. Nesse caso espećıfico, o número de

dimensões (D = 3) faz com que os projetores Sµν,αβ e Qµν,αβ sejam não apenas ortogonais,

mas também suplementares em relação ao espaço de projeção de Hµν,αβ. Em śımbolos,

Hµν,αβ = Sµν,αβ +Qµν,αβ , (D.27)

e o projetor Lµν,αβ é identicamente nulo. No lado gravitacional da AdS/CFT, esse resultado

reflete a ausência de perturbações gravitacionais tensoriais num espaço-tempo quadridimen-

sional, tendo em vista a inexistência de um tensor simétrico com traço e divergência nulos

sobre o R
2.

Escolhendo o trivetor momento linear de modo que kµ = (−ω, 0, q), a componente

transversal da função de correlação corrente-corrente assume a forma

Cx1x1(k) = ΠT (ω, q), (D.28)

enquanto que as componentes longitudinais ficam dadas por

Ctt(k) =
q2

ω2 − q2
ΠL(ω, q), (D.29)

Ctx2(k) = − ωq

ω2 − q2
ΠL(ω, q), (D.30)

Cx2x2(k) =
ω2

ω2 − q2
ΠL(ω, q). (D.31)

As correlações da densidade de momento transversal são determinadas por G1(ω, q):

Gtx1,tx1(k) =
1

2

q2

(ω2 − q2)
G1(ω, q); (D.32)

Gtx1,x1x2(k) = −1

2

ωq

(ω2 − q2)
G1(ω, q); (D.33)

Gx1x2,x1x2(k) =
1

2

ω2

(ω2 − q2)
G1(ω, q). (D.34)

As correlações da densidade de momento longitudinal, densidade de energia e tensões diago-
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nais são determinadas por G2(ω, q),

Gµν,αβ(k) = Qµν,αβ(ω, q)G2(ω, q), (D.35)

onde as componentes do projetor Qµν,αβ são dadas por:

Qtt,tt =
1

2

q4

(ω2 − q2)2
; Qtt,tx2 = −1

2

ωq3

(ω2 − q2)2
; (D.36)

Qtt,x1x1 = −1

2

q2

(ω2 − q2)
; Qtt,x2x2 =

1

2

ω2q2

(ω2 − q2)2
; (D.37)

Qx1x1,x1x1 =
1

2
; Qx1x1,tx2 =

1

2

ωq

(ω2 − q2)
; (D.38)

Qx1x1,x2x2 = −1

2

ω2

(ω2 − q2)
; Qx2x2,x2x2 =

1

2

ω4

(ω2 − q2)2
; (D.39)

Qx2x2,tx2 = −1

2

ω3q

(ω2 − q2)2
; Qtx2,tx2 =

1

2

ω2q2

(ω2 − q2)2
. (D.40)
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E Elementos de hidrodinâmica

O comportamento hidrodinâmico de um sistema impõe uma série de restrições so-

bre a forma das funções de correlação no espaço-tempo de Minkowski (Policastro, Son e

Starinets, 2002a). Em particular, os pólos das funções de Green retardadas apresentam for-

matos espećıficos, dependentes apenas de um conjunto de parâmetros do fluido que representa

o limite cont́ınuo do sistema. No caso das flutuações numa densidade de corrente, j0 evolui

de acordo com a equação da difusão (lei de Fick),

∂0j
0 = D∇2j0, (E.1)

onde D é uma constante de difusão com dimensão de comprimento. Essa equação corresponde

a um modo puramente amortecido, cuja relação de dispersão é ω = −iDq2. De um modo

similar, as flutuações nas componentes do tensor energia-momento T µν satisfazem as equações

hidrodinâmicas linearizadas

∂0T̃
00 + ∂iT̃

0i = 0, ∂0T̃
0i + ∂jT̃

ij = 0, (E.2)

onde

T̃ 00 = T 00 − 〈T 00〉 = T 00 − ǫ, T̃ 0i = T 0i, (E.3)

T̃ ij = T ij − Pδij = − 1

ǫ+ P

[
η

(
∂iT

0j + ∂jT
0i − 2

3
δij∂kT

0k

)
+ ζδij∂kT

0k

]
, (E.4)

sendo ǫ e P a densidade de energia e a pressão, η e ζ os coeficientes de viscosidade de cisalha-

mento e de volume, respectivamente. Flutuações transversais na densidade de momento T 0i

produzem um modo de cisalhamento caracterizado por uma freqüência puramente imaginária,

ω = −i η

ǫ + P
q2. (E.5)

Por outro lado, as flutuações da densidade de energia T 00 e da componente longitudinal da

densidade de momento T 0i apresentam um modo de onda sonora, cuja relação de dispersão é

dada por

ω = ±csq −
i

2

1

ǫ+ P

(
ζ +

4

3
η

)
q2, (E.6)

onde c2s = ∂P/∂ǫ. No caso de teorias tridimensionais conformemente invariantes, o tensor

energia-momento possui traço nulo, o que implica em ζ = 0, ǫ = 2P e cs = 1/
√

2.
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