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RESUMO

Tese de doutorado
Programa de Pés-Graduagao em Fisica
Universidade Federal de Santa Maria

SOLUCAO SEMIANALITICA PARA O PERFIL VERTICAL

DO VENTO NA CAMADA LIMITE PLANETARIA
AUTOR: LIDIANE BULIGON
ORIENTADOR: ANTONIO GLEDSON GOULART
Co-ORIENTADOR: GERVASIO ANNES DEGRAZIA
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 04 de Agosto de 2009.

No presente estudo, usando a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT),
deriva-se uma solug¢ao semianalitica para as Equacoes de Navier-Stokes aplicada a Camada
Limite Planetaria (CLP). A técnica combina uma expansao em série com uma integragao
por meio de um par de transformada-inversa. A CLP é discretizada em N subintervalos de
maneira que, dentro de cada sub-regiao, os coeficientes de difusao assumam valores médios, o
que nos permite utilizar perfis mais realisticos para o coeficiente de difusao e que dependem das
caracteristicas dos turbilhdes mais energéticos. Os termos nao-lineares sao escritos em funcao
das propriedades cineméaticas do escoamento, como divergéncia e vorticidade, permitindo que
a solucao seja interpretada em termos das condicgoes sindticas de grande escala. O desempenho
do modelo estudado foi comparado com dados experimentais de vento medidos durante os
experimentos de Wangara. Adicionalmente, os resultados obtidos através do modelo proposto
sao comparados com o modelo unidimensional resolvido pelo método de discretizagao, com
o modelo de duas camadas, com a Lei Logaritmica e com o modelo de Ekman. O método
empregado mostrou-se eficiente para o problema estudado, uma vez que apresentou resultados

coerentes com os disponiveis na literatura.

Palavras-chave: Equacao de Navier-Stokes; Modelo de Ekman; Teoria-K; Transformada Inte-

gral Generalizada (GITT).



ABSTRACT
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A SEMI-ANALYTICAL SOLUTION FOR THE VERTICAL WIND PROFILE

IN THE ATMOSPHERIC BOUNDARY LAYER
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ADVISER: ANTONIO GLEDSON GOULART
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In the present study, using the Generalized Integral Transform Technique (GITT),
we derive a semi-analytical solution of the Navier-Stokes equation to obtain the mean wind
profile in the atmospheric boundary layer. The technique combines series expansion and an
integration employing an inverse-transform pair. The PBL is discretized into N sub-intervals
in such manner that inside each sub-region the eddy diffusivity is the average value, this allows
the use of realistic eddy diffusivity profiles, which depend on the physical characteristics of the
energy-containing eddies. The nonlinear terms are written in terms of kinematical properties
of the flow, such as divergence and vorticity, allowing the solutions to be interpreted in
terms of large-scale synoptic conditions. The model results are compared to observed wind
profiles obtained from the classical Wangara experiment. In addition, the results obtained by
the proposed model are compared with the unidimensional model solved by the method of
discretization, the model of two layers, with the logarithmic law and the Ekman model. The
method used was efficient for the problem studied, since it has presented results consistent

with those available in literature.

Keywords: Navier-Stokes Equations; Ekman Model; Theory-K; Generalized Integral Trans-
form Technique (GITT)
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1 INTRODUCAO

As equagoes de Navier-Stokes fornecem bases para a interpretagao do escoamento na
camada limite atmosférica. Entretanto, para a obtencao de solugoes analiticas utiliza-se de
simplificagOes e suposicoes, geralmente distintas da realidade. Particularmente, o perfil do
vento médio é uma solugao das equagoes que governam o escoamento cuja derivagao pode ser
aplicada em um grande niimero de processos naturais.

O sistema de quatro equagoes diferenciais, composto pelas equagoes de Navier-Stokes
e da equagdo da continuidade, contém cinco varidveis desconhecidas (p, p, u, v e w), as
quais sao consideradas fungoes da coordenada temporal ¢ e das coordenadas espaciais x, y
e z . Adicionando a este sistema duas equacgoes, a equacao de estado e a primeira lei da
termodinamica, obtém-se um sistema fechado que descreve completamente o escoamento,
mediante condig¢bes iniciais e condi¢oes de contorno apropriadas. Esse sistema é formado
de Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) nao-lineares; a teoria matematica dessa classe de
equacoes ainda nao esta suficientemente desenvolvida para permitir a obtencao de solugoes
analiticas em regioes arbitrarias e condi¢oes de contorno gerais. Além disso, dificuldades
adicionais surgem do fato de que as equagoes descrevem uma enorme variedade de movimentos
de origens diferentes, que compreendem a circulacao geral de escala planetaria; os sistemas
transientes de escalas sindticas; sistemas de menores escalas (meso e micro escalas) e um
amplo espectro de movimentos oscilatérios.

A modelagem matematica das equacoes de movimento proporcionam bases tedricas
para a interpretagdo do escoamento na atmosfera. No entanto, para resolvé-las, é necessa-
rio inicialmente selecionar um apropriado esquema de fechamento e, posteriormente, resolver
o conjunto fechado das equagoes médias que governam o escoamento. As equacoes médias
podem ser obtidas aplicando o procedimento de média sobre ensemble (média de Reynolds)
ou média de volume (SORBJAN, 1989). Os modelos de média de Reynolds estao baseados no
tratamento estatistico do escoamento turbulento. Nesse caso, 0s processos que ocorrem em
pequena e grande escala sao parametrizados. A parametrizacao dos termos turbulentos esta
fundamentada em propriedades fisicas do meio e em medidas experimentais e, independente-
mente da ordem do fechamento, apresentam deficiéncias na representacao de muitos processos
fisicos (GARRATT et al., 1996). Os modelos de média de volume, também denominados de

modelos LES, estao baseados na simulagao direta dos grandes turbilhdes (escala resolvida) e
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o efeito dos pequenos turbilhdes sdo parametrizados (parametrizagio de subgrade ') (DEAR-
DORFF, 1972a; MOENG, 1984; MASON, 1994). Os modelos do tipo LES apresentam algumas
limitagoes como o fechamento da escala de subgrade e o dominio limitado da dimensao da
grade, além do elevado custo computacional (MASON, 1994; LESIEUR; MéTAIS, 1996; SORBJAN,
1996; MARQUES, 2004).

Do ponto de vista fisico, uma parametrizacao significa uma representacao idealizada
do fendmeno de transporte turbulento. Nesse sentido, quando se parametrizam os proces-
sos de troca turbulenta, introduzem-se, nas equagoes que descrevem as leis de conservagao
(modelos fisicos), relagbes mateméticas aproximadas que, em principio, sdo usadas como subs-
titutas dos termos desconhecidos presentes no fendomeno natural. Portanto, a confiabilidade
do modelo depende fortemente da maneira como esses parametros turbulentos sao calculados
e relacionados ao entendimento da CLP (DEGRAZIA; MANGIA; RIZZA, 1998a).

Através da teoria de difusdo estatistica classica (BATCHELOR, 1949), é possivel rela-
cionar os parametros turbulentos na CLP a distribuigao espectral da energia cinética turbu-
lenta. Seguindo essa metodologia, Degrazia et al. (1997), Degrazia et al. (1998) e Degrazia
et al. (2000) desenvolveram um modelo para o espectro turbulento na camada limite convec-
tiva e propuseram uma formulagao para as escalas de tempo de descorrelacdo Lagrangiana
e variancias de velocidade turbulentas e, consequentemente, expressoes para o coeficiente de
difusividade turbulenta, em termos da teoria de similaridade na CLP instavel.

As equagoes, que descrevem o movimento do fluido, sdo expressdes matematicas ob-
tidas de trés principios fisicos: conservagao da massa, momento e energia. Elas podem ser
deduzidas de diversas maneiras e escritas de diferentes formas. Todavia, essas equagoes apre-
sentam dificuldades de serem resolvidas tanto analitica quanto numericamente. Por isso, é
conveniente, quando possivel, simplifica-las levando em conta as propriedades do escoamento.
Essas simplificagoes sao realizadas em funcao da existéncia ou nao de variagoes de densidade
do fluido e da influéncia dos efeitos de viscosidade sobre o escoamento. A especificacao correta
de condigoes inicias e de contorno também constituem um passo importante na obtencao de
solugdo (analitica ou numérica) compativel com o problema fisico estudado.

Com a capacidade atual dos computadores digitais e com o aperfeicoamento das téc-
nicas de solu¢do numérica, significativos avancos tém sido feitos a fim de resolver problemas
matematica e fisicamente complexos, como, por exemplo, problemas de difusdo de massa e
calor. Apesar de tais avangos numéricos, existe, ainda, uma vasta classe de problemas de

importancia pratica que pode ser estudada por aproximagoes que permitem, mesmo em situ-

! Parametrizacio dos processos que ocorrem em pequena escala.
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acoes idealizadas, a obtencao de solugoes analiticas. Além disso, estas, quando disponiveis,
sao vantajosas, uma vez que fornecem uma boa compreensao de varios parametros do sistema
que influenciam os fenémenos de transporte, bem como, um preciso ponto de referéncia para
a comparagao com as solugoes numéricas (MIKHAILOV; OZISIK, 1984).

A Técnica de Transformada Integral Generalizada (GITT) (MIKHAILOV; OZISIK, 1984;
OZISTK, 1993; COTTA, 1993) é um método hibrido, analitico-numérico aplicado ao tratamento
e solugao de equagoes diferenciais-parciais. Esta técnica fornece uma sistemética, eficiente
e direta aproximacao para a solucao de problemas de valor de contorno homogéneos e nao-
homogéneos, estacionarios e nao-estacionarios, lineares e nao lineares, combinando uma ex-
pansao em série com uma integracao por meio de um par de transformada-inversa.

Segundo o formalismo da GITT, a funcao-solucao é expandida em termos das autofun-
¢oes correspondentes ao problema auxiliar (Sturm-Liouville), associado ao problema original.
A condigao de ortogonalidade das autofungoes é utilizada para determinar os coeficientes da
expansao e, assim, dando origem a integral transformada e sua inversa. Aplicando a transfor-
macao integral, as derivadas parciais em relagdo a uma ou mais variaveis independentes sao
removidas, reduzindo o problema a um sistema de equagoes diferenciais ordinéarias, denomi-
nado problema transformado. Uma vez que o problema transformado é resolvido, a féormula
inversa é utilizada para obter a solucdo do problema original. A ordem de truncamento é
selecionada de acordo com a precisao desejada. Se o problema transformado apresentar solu-
¢ao analitica, esta pode ser obtida por meio de métodos aplicados a solugao de equacoes ou
sistema de equacoes diferencias ordinarias, ou através de sistemas de computagao simbdlica,
caso contrario, através de solugao numérica.

Neste trabalho, apresenta-se a solugao semianalitica das equagoes de Navier-Stokes em
Geometria Cartesiana aplicada a Camada Limite Planetaria. Supondo incompressibilidade e
utilizando a média de Reynolds (STULL, 1988), obtém-se o campo médio de velocidade bi-
dimensional. Os termos turbulentos serao parametrizados seguindo a teoria K (DEGRAZIA
et al., 2000), descritos em relagao as caracteristicas do campo turbulento na camada limite
convectiva. Por sua vez, os termos nao-lineares serdo escritos em funcao das propriedades
cinematicas do escoamento, como divergéncia e vorticidade. A solu¢do para a equagao prog-
noéstica para um campo de vento médio bidimensional estacionério serd obtida em duas etapas.
Na primeira etapa aplica-se o Método de Discretizacao da CLP (MOREIRA, 1995), que con-
siste, basicamente, em dividir a CLP em subcamadas. Em cada uma delas, os parametros
turbulentos assumem valores médios; em uma segunda, a resolucao do sistema de equagoes

diferenciais parciais lineares é realizada empregando-se a Técnica de Transformada Integral
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Generalizada (GITT) (COTTA, 1993). O desempenho do modelo estudado é comparado com
dados experimentais de vento medidos durante os experimentos de Wangara (CLARKE et al.,
1971). Adicionalmente, os resultados obtidos através do modelo proposto sdo comparados
com os seguintes modelos: o modelo unidimensional resolvido pelo método de discretizagao;
o modelo proposto por Wilson e Flesch (2004); com a Lei Logaritmica (STULL, 1988) e com
o modelo de Ekman (HOLTON, 2004).

Estruturou-se o trabalho em dez capitulos: no segundo capitulo apresenta-se a des-
cricdo das Equagoes Fundamentais de Conservagao; o terceiro, as equacoes de Navier-Stokes
escritas nas componentes médias; o quarto, descreve a turbuléncia na CLP, os coeficientes de
difusdo propostos por Degrazia et al. (1998b; 1992), apresenta, ainda, uma breve abordagem
sobre divergéncia e vorticidade; o quinto, a Técnica da Transformada Integral Generalizada
(GITT). No sexto, descrevem-se os modelos e solugdes; no sétimo, simula-se o campo de ve-
locidade para o caso convectivo e discutem-se os resultados. No oitavo, faz-se a validagao do
modelo, através da comparagao entre as solugoes encontradas neste trabalho e os dados expe-
rimentais obtidos durante o experimento de Wangara (CLARKE et al., 1971) e confrontam-se
os resultados do presente estudo com os modelos encontrados na literatura. No nono capitulo,
expoem-se as conclusoes e, finalmente, possiveis encaminhamentos para trabalhos no décimo

capitulo.



2 EQUACOES FUNDAMENTAIS DE CONSERVACAO

As equacoes de momento, continuidade e energia ! formam um conjunto de equacoes
diferenciais que descrevem o movimento dos fluidos. Estas estabelecem relacoes entre as
“taxas de variagao” ou fluxos das variaveis de interesse, por exemplo, velocidade e pressao.
Em termos matematicos, estas razoes correspondem a suas derivadas.

A validade destas equagoes esta vinculada a varias suposi¢oes impostas aos fluidos.
A primeira delas é que um fluido é um meio continuo; isto significa que a natureza discreta
da atmosfera pode ser ignorada. Supode-se, também, que as varias quantidades fisicas que
caracterizam o estado da atmosfera, tais como pressao, velocidade, densidade, temperatura,
etc., e suas derivadas sao fungoes continuas no espaco e no tempo, permitindo que as leis de
conservagao sejam expressas como equacoes diferenciais parciais.

As equacgoes que descrevem o movimento do fluido sdo obtidas de principios bésicos
de conservacao da massa, momento e energia. Para este objetivo, algumas vezes é necessario
considerar um volume arbitrariamente finito, chamado de um volume de controle 2, sobre o
qual estes principios possam ser facilmente aplicados.

As mudancas nas propriedades de um fluido em movimento podem ser medidas de
duas formas diferentes. A primeira, Euleriana, consiste em fazer medig¢oes, simultaneas e em
pontos distintos, das variaveis que caracterizam o estado do fluido. A segunda, Lagrangiana,
consiste em medir as variaveis de estado de uma mesma parcela de fluido, & medida que ela se
desloca dentro do fluido. Como o escoamento independe do método utilizado para descreveé-lo,
as duas técnicas sao equivalentes, em principio, conversiveis.

A derivada material é definida pelo operador:

D, . 0()
=)= 24 v V)0 21)

em que v é a velocidade do fluido. O primeiro termo do lado direito da equacao é a
derivada tradicional de Euler, isto é, a derivada em relagdo a um ponto fixo de referéncia),
contudo o segundo termo representa as mudangas provocadas pelo movimento do fluido.

Na sua forma mais geral, uma lei de conservagao estabelece que a razao de mudanga

INa literatura é comum encontrar a expressio “equacdes de Navier-Stokes” referindo-se ao conjunto for-
mado pelas equagdes de momento, continuidade e energia. Porém, as equagdes de Navier-Stokes sdo apenas
as equagoes decorrentes da conservagao de momento.

2Um elemento de fluido é um volume de controle muito pequeno comparado ao da atmosfera, mas ainda
contém um grande ntimero de moléculas.



21

de uma propriedade continua definida em todo volume de controle deve ser igual aquilo que
é perdido através das fronteiras do volume, carregado para fora pelo movimento do fluido,
mais o que é criado/consumido pelas fontes e sorvedouros dentro do volume de controle. Ver
Apéndice E.

No caso de fluidos incompressiveis (densidade constante), as varidveis a serem seleci-
onadas sao os componentes da velocidade e a pressao. Nesses escoamentos, a pressao nao é
uma variavel termodinamica, sendo apenas um “parametro ajustavel” que permite ao campo
de velocidade satisfazer a equacao da continuidade. Assim, as trés componentes das equacoes
de Navier-Stokes mais a conservagao da massa (equacao de continuidade) formam um sistema
fechado de equacoes diferenciais parciais bem definidas para estas variaveis, que pode ser
resolvido, em principio, para condigoes iniciais e condi¢oes de contorno adequadas.

Nas préximas se¢oes serao apresentadas, resumidamente, as equagoes fundamentais que
governam os movimentos atmosféricos. Demonstragoes completas das equagoes apresentadas a
seguir podem ser obtidas em livros como Hinze (1975), Sorbjan (1989), Brown (1990), Holton
(2004), Vianello e Alves (2006), Lemes e Moura (2002) e Fortuna (2000). Posteriormente
apresentar-se-ao duas aproximagoes muito importantes para problemas aplicados a atmosfera,

ao Equilibrio Hidrostatico e a Aproximacao Geostrofica.

2.1 Equagao Geral do Movimento

Pela segunda lei de Newton, a taxa de variagdo do momento (quantidade de movi-
mento) de um sistema é igual a soma de todas as for¢as que nele atuam. Para movimentos
atmosféricos de interesse meteoroldgico, as forgas que predominam sao a forga gravitacional,
a forca devida ao gradiente de pressao e a forga de friccao, estas chamadas de forcas reais e se
aplicam apenas aos referenciais inerciais. No caso em que a rotagdo da Terra é considerada,
o que implica a adogao de um sistema de coordenadas que gira conjuntamente com a Terra
(referencial nao-inercial), algumas forgas, ditas aparentes, devem ser adicionadas para que a
segunda lei de Newton possa ainda ser aplicada. Forcas como: forga centrifuga (oposta a
centripeda, em virtude da rotagao da Terra) e for¢a de Coriolis (VIANELLO; ALVES, 2006).

Para um elemento de fluido classico, o principio de conservagao de momento é expresso

pelas equacoes de Navier-Stokes 3

3Foram assumidas hipéteses como fluidos Newtonianos

ov; Ov;, 2
Pij = —péij + 1% (333] + (958]2 — g(smv . V) (22)

em que: p ¢ a viscosidade do fluido. d;; é o delta Kronecker (1, ¢ = j; 0, ¢ # j).
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2
aa(f—i—Ujg;]_; = —gdi3 + [fe€ij3U; —;gg—l—l/%m{?, (2.3)
em que (Uy, Uy, Us) = (U, V,W) sao as componentes da velocidade, e (x1, 22, 23) = (z,v, 2)
sao as coordenadas cartesianas.

O primeiro e o segundo termos do lado esquerdo da Equacao (2.3) representam, res-
pectivamente, a variacdo local da velocidade * e o transporte advectivo da velocidade °. Os
termos do lado direito da Equagdo (2.3) representam: o primeiro, leva em conta a acao da
gravidade somente na direcao vertical; o segundo, descreve a influéncia da rotacao da Terra
(efeito de Coriolis); o terceiro, corresponde a aceleragao causada em um elemento de fluido

devido ao gradiente de pressao ¢

; 0 quarto, corresponde a desaceleracao causada na particula
de fluido devido a viscosidade (dissipagao).

Note que as equacgoes de Navier-Stokes descrevem, de uma maneira aproximada, o
escoamento de um fluido continuo e homogéneo, em uma escala extremamente pequena ou

sob condigoes extremas. Contudo, dentro de suas limitacoes, as equacoes de Navier-Stokes

sao uteis para um grande niimero de problemas praticos.

2.2 Equagao da Continuidade

A equacao da continuidade expressa um principio fisico fundamental, a conservacdo
de massa. Esta equagao relaciona as componentes horizontais com a componente vertical do
escoamento. O principio da conservacao de massa exige que o fluxo de massa, através das

paredes de um elemento de volume, iguale-se a taxa de variagao de massa dentro do volume,

isto é:
dp
— . p— 2-4
8t+v (pv) =0 (2.4)
ou
Dp
vV — 2.
Dt—i—pV v=0 (2.5)

em que p é a densidade de massa (massa por unidade de volume) e v é a velocidade do

fluido. Fisicamente significa que, se entra mais massa que sai (convergéncia), a massa estara

4Corresponde & variacio Euleriana de velocidade, ou seja, & variacdo temporal da velocidade em um tnico
ponto do campo de velocidade.

5A soma desses dois termos equivale & variacio temporal total do campo de velocidade, ou variacdo
Lagrangiana deste campo.

50 sinal negativo indica que a aceleracio causada é sempre contraria ao gradiente de pressdo, ou seja, a
forca, devido a este termo, tem sentido que aponta da regiao de alta para baixa pressao.
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aumentando dentro do volume. Caso contrario, se sai mais que entra (divergéncia), a massa

estard diminuindo dentro do volume considerado.

[

Blou) &

1
== (%2} gt — =
A 2 JRCAREaNLEr4

- -1 == e 2
o7 ay
ax

Figura 2.1: Fluxo de massa através das paredes de um elemento de volume, em virtude
do escoamento ao longo do eixo-z. Figura adaptada de: HOLTON, J. R. An Introduction to
Dynamic Meteorology, 2004.

No caso de um fluido incompressivel, p nao depende nem da variavel temporal, nem

das varidveis espaciais, isto implica que Equagao (2.4) se reduz a:

V.-v=0 (2.6)

Entao, em um fluido incompressivel, a divergéncia da velocidade desaparece; isso equi-
vale dizer que o fluido é nao-divergente. Esta simplificacao ¢ valida em escoamentos na baixa
atmosfera em que a ordem de grandeza das flutuagoes de densidade sao muito menores que a

grandeza da propria densidade.

2.3 Equacao de Estado

O estado termodinamico da atmosfera em qualquer ponto é determinado pelos valores
de pressao, temperatura e densidade (ou volume especifico). Estas varidveis de campo estao
relacionadas umas com as outras pela equacao de estado para um gés ideal. Denotando p,

1

T, pea= p " como pressao, temperatura, densidade e volume especifico, respectivamente,

podemos expressar a equagao de estado para o ar seco como

p=pRT (2.7)

em que R é a constante do gas para o ar seco (R =287 J Kg~' K71).
A pressao atmosférica p é a soma parcial das pressoes do vapor de dgua e do ar seco

(Lei de Dalton). Assumindo que o vapor de dgua e o ar seco sao gases ideais, segue:
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p = pRT, (2.8)

em que T, = T (1 +0,61q) é a temperatura virtual *, q é a umidade especifica.

2.4 Primeira Lei da Termodinamica

Esta lei nada mais é que o principio da conservagao de energia aplicado a um sistema
termodinamico. Por ele, tem-se que o calor fornecido ao sistema deve ser igual ao aumento

da energia interna mais o trabalho de expansao, matematicamente

dg = dU + dW (2.9)

ou

dq = ¢, dT + pda (2.10)

Na pratica, nao se faz medig¢oes da variacdo do volume especifico. Por esta razao,
faz-se necessario substituir da por quantidades equivalentes, mas que sejam mais facilmente
medidas. Para isso, deriva-se a Equacao de Estado, combinando-a com Equagao (2.10) e

usando que ¢, = ¢, + R (calor especifico) obtém-se

dq = c,dT’ + adp (2.11)

Esta ¢ a versao da Primeira Lei da Termodinamica mais utilizada em Meteorologia,
uma vez que as variaveis p e T' sao rotineiramente observadas.

Pode-se obter uma expressao para a temperatura potencial () de uma parcela de ar
que se encontra num nivel de pressao p, a temperatura 7', a partir da Equacao (2.11), fazendo
dg = 0, uma vez que se supoe que a parcela foi trazida adiabaticamente ® seca a uma pressao
padrao pg. Combinando a equagdo resultante com a Equagao (2.7) e integrando a partir de

um estado inicial (T, p) até um estado de interesse (6, po), tem-se

R/cp
0:T<m> (2.12)
p

A temperatura a que deve ser submetida uma amostra de ar seco para que passe a apresentar a mesma
massa especifica do ar timido, ambos submetidos & mesma pressio (VAREJZO-SILVA, 2005)

8Processo adiabatico refere-se ao processo em que se verificam variacdes de energia interna, sem o acréscimo
ou a supressao de calor (SORBJAN, 1989; VIANELLO; ALVES, 2006).
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sendo py = 1000 hPa e R/c, = 0, 286.

Ainda, pode-se definir a temperatura potencial virtual (,) combinando Equacao (2.12)

e Ty,

R/cp
9, =T, (”’) (2.13)
p

O principio da conservagao de energia, juntamente a Equacao de Estado e a Equacao

do Equilibrio Hidrostatico, explicam-se iniimeros fenémenos que ocorrem na atmosfera.

2.5 Equacao do Equilibrio Hidrostatico

As componentes verticais da velocidade e da aceleragao do ar atmosféricos sao normal-
mente muito pequenas, com excecao dos problemas que envolvem fortes correntes convectivas.
Assim, na maioria dos problemas de Meteorologia, uma parcela de ar pode ser tratada como
se estivesse em equilibrio em relagdo aos movimentos verticais. A condigao para que este se
estabeleca é que haja uma forga dirigida para cima, devida ao gradiente vertical de pressao,
que anule o efeito de seu peso.

Matematicamente

(p+ dp) A+ (pAdz) g = pA,

o que leva a
dp

= _—pq. 2.14
T Py (2.14)

(pHdp)A area

Figura 2.2: Parcela de ar em Equilibrio Hidrostatico. Figura adaptada de: VIANELLO, R. L;
ALVES, A. R. Meteorologia Bdsica e Aplicacoes, UFV, 2006.
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2.6 Vento Geostrofico

9 e ocorre nos

Trata-se de um escoamento horizontal, uniforme, paralelo as isébaras
niveis superiores da atmosfera (atmosfera livre), em que os efeitos de friccao sao despreziveis.

Para o vento geostrofico tem-se

10p

- - _ 2.1
pay fcuga ( 5&)
10p

i fovg, (2.15b)

em que uy e v, sao componentes zonal e meridional do vento geostréfico e f, é o parametro
de Coriolis.

Observe que, no escoamento geostréfico, a forca do gradiente de pressao é equilibrada
pela forca de Coriolis, resultando num escoamento com velocidade constante, ‘79, paralela as

isObaras.

Py

P,— 0P

";E' (grad p)

Figura 2.3: Represent¢ao Grafica do Vento Geostréfico no Hemisfério Sul. Figura adaptada
de:VIANELLO, R. L.; ALVES, A. R. Meteorologia Bdsica e Aplicacoes, UFV, 2006.

O vento geostréfico é uma excelente aproximacao do vento observado na atmosfera
livre, exceto nas vizinhangas do Equador (seng — 0) e em locais de escoamento excessivamente
CUrvos.

A partir da equagao do equilibrio hidrostatico (Equacao (2.14)) e da equagao de estado
(Equagao (2.7)), tem-se, ao substitui-las nas Equagoes (2.15b) e (2.15a), que

RT Op
- _ 2.1
p ay fcuga ( 6a)
RT dp
e = L, (2.16b)

9A partir dos valores de pressdo atmosférica plotados em uma carta geografica, podem ser tracadas linhas
que unam pontos de mesmo valor da pressdo; tais linhas sdo chamadas is6baras (VAREJAO-SILVA, 2005).
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Derivando as Equagoes (2.16a) e (2.16b) em relagdo a z, tem-se

Jduy R (0T Olnp 0T dlnp
__Rfor _ gt 2.1
0z fe (82 oy oy 0z )’ (2.172)
dvg R (0T Olnp IT Olnp
2z f. <8z Ox Oxr 0z )’ (2.17b)
em uelap _8lnp 1=x
4 pox;  Ox; = &

A variacao vertical do vento geostréfico dada pelas Equagoes (2.17) é chamada de vento
térmico e sua existéncia esta vinculada a exiténcia de um gradiente horizontal de temperatura
ao longo das superficies isobaricas.

Quando a camada limite planetaria é barotropica, a densidade depende apenas da
pressao (p = p(p)); segue das Equagoes (2.17) que o vento térmico é zero e, consequentemente,
as componentes do vento geostrofico sao constantes. No entanto, quando a camada limite
planetaria é baroclinica, a densidade depende da pressdo e da temperatura (p = p(p,T)) e
resulta no vento térmico diferente de zero.

Valores tipicos para os termos do lado direito das Equagoes (2.17) mostram que os
primeiros termos entre parénteses sio da ordem de 10~* °C'/km?, enquanto os segundos sdo
da ordem de 1072 °C /km?. Este fato permite negligenciar os primeiros termos.

Utilizando novamente a equagao hidrostética (Equagao (2.14)) e a equagao de estado

(Equagao (2.7)), tem-se

ou, g OT

= (2.18a)
ovg g OT

0z  f.T ox’ (2.18b)

As componentes do vento geostréfico, no caso baroclinico, sdo obtidas integrando as

Equagoes (2.18) no intervalo (zo, ), resultando em

Uy = U Z + Ugp, (2.19a)

Vg = Ur Z + Uyp, (2.19b)

em que ug € Vg0 Sa0 as componentes do vento geostréfico na superficie da Terra e

__ 90T
up = T oy (2.20a)
9 T (2.20D)

T ST o
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3 AS EQUACOES DE NAVIER-STOKES PARA AS

COMPONENTES MEDIAS

Solugoes analiticas para as equagoes de Navier-Stokes completas ainda sdo desconhe-
cidas e mesmo solugoes numéricas, ainda que possiveis, sao extremamente custosas do ponto
de vista computacional.

A dificuldade numérica pode ser, em parte, superada adotando a aproximacao de
Reynolds, que em 1895, propos decompor qualquer fluxo variavel na forma de uma quantidade

média mais parte turbulenta, isto é:

!
Ui = U; —i—ui,

P:p—{—p/.

O método proposto por Reynolds permite obter solugoes para as equagoes de Navier-
Stokes nas componentes médias, o que torna a solucdo do problema mais acessivel compu-
tacionalmente. No entanto, como consequéncia da nao-linearidade das Equagbes (2.3), a
decomposicio de Reynolds introduz termos adicionais, os fluxos turbulentos . Estes neces-
sitam ser representados matematicamente, tarefa baseada em propriedades fisicas do meio e
providas de justificagoes empiricas (observacional). A esse tipo de problema dé-se o nome de
problema de fechamento.

O processo de média pode ser definido de diferentes maneiras: como média no tempo,
média espacial ou média sobre ensemble 2. Em processos convencionais, as quantidades médias
sao médias sobre ensemble, que equivale assumir que os fluxos atmosféricos sao membros de
um ensemble cujas realizagoes individuais obedecem as equacoes de Navier-Stokes.

Entao, aplicando a decomposigao de Reynolds nas Equagoes (2.3) 2,

ot

O (i + u; Yo Lerp) P
+ (u; +uy) (uaxju) = —gdia + feeija () + ;) _/1) (];:cip) o %x? U)
(3.1)

'Representam o transporte turbulento de momento (cisalhamento de Reynolds), agindo como termos extras
de atrito.

2Média temporal é tomada sobre medidas feitas durante um determinado intervalo de tempo; média espacial
é tomada sobre medidas feitas no mesmo instante, em varios pontos no espago; e média amostral (ou ensemble)
é tomada sobre um conjunto de realizagoes idénticas do mesmo experimento.

3Aplica-se a média de Reynolds, de maneira ansloga, as demais que compdem o sistema de equacdes que
modelam a o escoamento de um fluido na atmosfera.
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Separando os termos das Equagoes (3.1),

3ui+8u;+u' %+8u; L 8ui+8u; bt faeits - il
ot ot I 8%- 8SC]' J ﬁa:j axj — 9% cCj3tly cig3 J

dp 10p 0%u; %,
— TV
x5

— 2
pOx;  pox; Ox? (3:2)

J

Uu ’
Utilizando a incompressibilidade do fluido, a—k = 0, multiplicando por u,; temos
Tk

%) %) ou; O (uzun
uiﬂ = 0, somando nas Equagdes (3.2) e observando que uiﬂ + uy Yi _ ( ), onde

. /
k=7 eu =u; tem-se

ou;  Ou, ou; 8u; , Ou; O U;Ul' ,
( ) ' ( ]) = —g0is T fe€ijau; + fe€ijau;

ot "o " \az, Tor,) TYor, T o,
1op 1 op' 02, 0%,

00x; pox +y8x§ +V8:C§'

(3.3)

Aplicando a média de Reynolds e suas propriedades nas Equagoes (3.3), (Stull (1988),
Sorbjan (1989)), obtém-se,

ET Uy = —g0i3 + [fe€iju; — 0, trvos -~ or, (3.4)

J

Observe que as Equagoes (3.4) sao similares as Equagoes (2.3), exceto pela adigao
do termo turbulento, o tltimo termo do lado direito. O primeiro termo do lado esquerdo
representa a conservagao de momento médio e o segundo, descreve a adveccao do momento
médio pelo vento médio. O primeiro termo do lado direito das Equagoes (3.4) leva em conta a
acao da gravidade somente na direcao vertical; o segundo, descreve a influéncia da rotacao da
Terra (efeito de Coriolis); o terceiro, representa o gradiente de pressao; o quarto, a influéncia
do stress viscoso no movimento médio e o ultimo, a influéncia do stress de Reynolds no
movimento médio, também descrito como a divergéncia do fluxo de momento turbulento.

Reescrevendo as Equagoes (3.4) nas trés componentes das equagoes de movimento
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médias,

aiu_’_ aiu_’_v@_f_waiu_fv_l@_}_y 82u+82u+a2u _
ot ox dy 0z ¢ pox ox?  Oy? 022
ov'v  ouv  ouw
- ( 5wt o o ) , (3.5a)
@_‘_ @4_ @‘F @__f _1@4_1/ 82U+820+82U _
at " Yor " Vay T Yoz~ 1T oy 8z2 T By? | 922
o'y o ov'w
— ( o + By + R ) , (3.5b)
ow o ow o 1oy (Fu Fu )
ot ox oy 0z p 0z ox?  0y? 022
ow'u  ow'v  oww
— ( o + Iy + P ) . (3.5¢)

O problema de fechamento (parametrizagao dos fluxos turbulentos) pode ser resolvido
aplicando fechamento de primeira ordem ou Teoria K, a qual foi baseada em um modelo ana-
logo ao da teoria cinética dos gases, em que parcelas do fluido se comportam como moléculas
transportando momento, calor , umidade ou material em suspensao. Em outras palavras, a
ideia principal da Teoria K é supor que a difusao turbulenta age de maneira analoga a difusao
molecular e, portanto, o fluxo de qualquer propriedade é proporcional ao gradiente de seu

campo médio (LEMES; MOURA, 2002; HOLTON, 2004; STULL, 1988). Assim, escrevem-se

Yoy dy dy
77 au a(u/w,) a 8u
W ETRS, T T e T e (Kzaz>’
Entao
ouvu  ouv  ouw 0 ou 0 ou 0 ou
SR ol A " R ) .
oz | oy | oz 8:(:( x@x) ay< yay> az< Z@z) (3:6)

De forma analoga, obtém-se,

o' o'y ov'w 0 ov 0 ov 0 v
S - A Al B .
or | oy | oz ax< ’”ax> ay< ya;,) 82( Z@z)’ (3.7)
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ow'u ow'v  oww 0 ow 0 ow 0 ow

Utilizando as Equagoes (3.6), (3.7) e (3.8) nas Equagoes (3.5a), (3.5b) e (3.5¢), respec-

tivamente, tem-se

%_i_ %‘F %‘F @_f _1@_{_” 82u+82u+a2u
ot " Yor Yoy T Ve: 1Y Fox 812 " 8y | 022
0 ou 0 ou 0 ou
@+u@+v@+w@__fu_l@ v @‘i‘@‘i‘@
ot ox Oy dz ' poy 0x2  Oy? 022
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v 2 <K8x> re (Kyay> + 2 (zczaz) C (3m)
ot "or Yoy TVor T 50z U\ o2 T By T 022
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Sao as equacoes de movimento para as componentes médias u, v e w.

3.1 As Equacgoes de Navier-Stokes Unidimensionais Estacionarias para as Com-

ponentes Horizontais da Velocidade Média

Mesmo com o fechamento de primeira ordem, as equagdes de movimento, Equagoes
(3.9), oferecem muitas dificuldades quando o objetivo é obter uma solugao analitica. Um caso

especial pode ser obtido, quando se assume:

e homogeneidade horizontal: esta suposi¢ao implica que a estrutura da atmosfera nao va-

ria no plano horizontal e permite a omissao dos gradientes horizontais, matematicamente
o) _, 90) _ .

a0 07 a0 O )

ox Jy

()
e estacionariedade: as variaveis independem do tempo, [() = O];

ot

e nao subsidéncia, os movimentos, na vertical, podem ser negligenciados, [w = 0];

e despreza-se o termo de viscosidade molecular, isto é, as forcas de atrito de natureza

molecular sao bem menores que as analogas para o caso turbulento;

e escoamento geostrofico barotropico: o primeiro refere-se ao balanco entre as forcas de

gradiente de pressao e a forca de Coriolis; o segundo, indica que as componentes do



32

vento geostrofico sao constantes, (Ver Segao 2.6).

Assim, as equagoes de movimento para as componentes u e v podem ser escritas como,

0= fov— foug+ d (szu> , (3.10a)

dz z

d dv
0= —fou+ fouy + 7 (szz> ) (3.10b)
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4 TURBULENCIA NA CAMADA LIMITE PLANETARIA

4.1 Modelagem da Turbuléncia na Camada Limite Planetaria (CLP)

As descrigoes matematicas do comportamento dos fluidos ganharam uma representacao
no século X7X, na forma das equagoes de Navier-Stokes, a partir dos trabalhos pioneiros dos
franceses Navier (1822), Poisson (1829) e do inglés Stokes (1845). Lamb (1945) apresentou
algumas solugoes analiticas para as equagodes de Navier-Stokes, em casos simplificados. A
partir dos anos 50, uma série de desenvolvimentos possibilitou melhor descri¢ao do escoamento
turbulento na camada limite planetaria. Entre esses, destacam-se o estabelecimento de teorias
de similaridade, modelos numéricos e solugdes analiticas para as equagoes de Navier-Stokes

aplicaveis a CLP.

4.1.1 Teorias de Similaridade

Na década de 50, Monin e Obukhov (1954) propuseram uma teoria de similaridade
valida para a camada limite superficial, baseada na suposicdo de que o regime turbulento é
descrito por alguns parametros chaves, com os quais é possivel construir escalas caracteristicas
do movimento. Em 1970, Deardorff (1970) desenvolveu a teoria de similaridade para a camada
bem misturada, propondo as escalas de movimentos caracteristicas desta regiao.

A teoria de similaridade do niimero de Rossby para uma Camada Limite Atmosférica
(CLA) barotrépica (BLACKADAR; TENNEKES, 1968) e uma baroclinica (YORDANOV; WIP-
PERMANN, 1972) foi derivada com a finalidade de fornecer uma maneira de calcular fluxos
superficiais a partir de pardmetros de grande escala em modelos de resolugao vertical limitada,
em que a teoria de similaridade de Monin-Obukhov nao poderia ser aplicada. Em meados de
1980, esta teoria nao se manteve e, em muitos modelos de circulacao de grande escala, a teoria
nimero de Rossby foi substituida pela de Monin-Obukhov. Tenneckes (1982) forneceu uma
excelente descricao para a camada limite atmosférica, geralmente em problemas de escala.

Na década de setenta e inicio da década de oitenta, a compreensao da difusao turbulenta
na camada limite planetaria convectiva teve consideravel avanco a partir dos experimentos
de tanque de Willis e Deardorff (1974; 1976; 1978; 1981) que comprovaram que a estrutura
vertical da turbuléncia na camada limite convectiva nao obedece a uma distribuicdo Gaussi-
ana. Os primeiros suportes para as observacoes de laboratério de Willis e Deardorff foram

obtidos a partir de modelos numéricos de Lamb (1978; 1982), que usou resultados do modelo
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de “Large Eddy Simulation”, de Deardorff (1972b). No ano de 1985, Briggs (1985) propos

uma expressao para a distribuicao de concentragao vertical obtida a partir dos resultados de
laboratério de Willis e Deardorft.

Uma teoria de similaridade local valida para toda a camada limite planetaria estavel
foi introduzida por Nieuwstadt (1984). Esta mostrou-se, em muitos aspectos, como uma
generalizacao da teoria de Monin-Obukhov para a camada superficial (DERBYSHIRE, 1990;
SORBJAN, 1989).

Experimentos de campo, tais como o Experimento de Kansas (1IZUMI, 1971), o Ex-
perimento de Wangara (CLARKE et al., 1971) e o Experimento de Minessota (KAIMAL et al.,
1976; 1ZUMI; CAUGHEY, 1976) estudaram o perfil, os fluxos, as varidncias, os espectros e ou-
tras caracteristicas estatisticas de vento e de temperatura, dando uma grande contribuigao
para o entendimento de processos que governam a camada limite atmosférica. Muitos desses

resultados foram usados como base para a determinacgao de fungoes da teoria de similaridade.

4.1.2 Modelos Numéricos

Nas décadas de 70 e 80, muitos autores estudaram a estrutura e a dinamica da camada
de mistura. Os modelos desenvolvidos com esta finalidade baseavam-se em casos em que os
gradientes verticais eram pequenos em toda a camada limite atmosférica. Eles se dividiam
em modelos que utilizavam equacdes médias sobre ensemble !, ou média sobre volume e em
de simulagao de grandes turbilhoes (LES) com média sobre volume. Estes procuram simular,
principalmente, perfis de temperatura, vento, umidade, fluxos de calor e umidade, variancia
de temperatura, reproduzir os perfis verticais dos momentos estatisticos de primeira e segunda
ordem.

Deardorff (1972a), (1974a), (1974b) propdés um modelo numérico tridimensional, no
qual a maior parte da turbuléncia foi explicitamente calculada e a escala da turbuléncia de
subgrade foi modelada pelo esquema de fechamento de segunda ordem. Porém, este modelo
exigia uma resolucdo muito pequena nas variaveis espaciais e na variavel temporal, o que
implicava em um enorme tempo computacional e memoria para o armazenamento dos dados.
Por esse motivo, Mellor e Yamada (1974), Wyngaard e Coté (1974), Zeman e Lumley (1976),
André et al. (1978), entre outros, utilizaram esquema de turbuléncia média sobre ensemble
com fechamento de ordem superior (segundo e terceira ordem).

Mellor e Yamada (1974) apresentaram uma andlise que simplificava o modelo de fe-

LA média sobre ensemble corresponde a média aritmética sobre um nimero grande e finito de experimentos
idénticos (STULL, 1988).
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chamento de segunda ordem em um de trés niveis (nivel-3), que usa somente duas equagoes
diferenciais parciais prognostica e um conjunto de equagoes lineares algébricas para resolver
as variaveis turbulentas em uma camada limite convectiva seca. O modelo nivel-3 foi utili-
zado por Yamada e Mellor (1975) para simular variagoes diurnas da camada limite planetaria,
observada durante o experimento de Wangara.

Sun e Ogura (1980) modificaram o esquema sugerido por Mellor e Yamada (1974) in-
corporando formulas para os momentos de terceira ordem e termos para a pressao propostos
por Zeman e Lumley (1976). Em oposigdo aos trabalhos de Mellor e Yamada (1974), De-
ardorff (1974a) e (1974b) introduziu a escala de comprimento da turbuléncia, que depende
da estratificacdo da atmosfera. Embora os resultados obtidos por Sun e Ogura concordem
melhor com os dados do experimento de Wangara, comparados aos simulados por Yamada e
Mellor (1975), o esquema para a turbuléncia é mais dificil de se aplicar em modelos de duas
ou trés dimensoes, que é a parametrizacao sugerida no modelo nivel-3.

Deardorff (1980) simplificou o modelo sugerido por ele na década de 70, assumindo que
as relacoes para o coeficiente de difusao sao validas para fluxos turbulentos e que o coeficiente
de difusao é proporcional a raiz quadrada da energia cinética turbulenta. Ainda que este mo-
delo calcule turbuléncia de subgrade, suas equagoes basicas sao similares as apresentadas em
Mellor e Yamada (1977) (modelo de nivel-2.5 que calcula turbuléncia média sobre ensemble),
embora o tltimo esquema apresente formulas mais complicadas para a escala de comprimento
e coeficiente de difusao.

Enger (1986) and Sun e Chang (1986a) e Sun ¢ Chang (1986b) simularam dados do
experimento de Wangara, bem como a dispersao de poluentes na camada limite convectiva.

Wyngaard (1975), Yamada e Mellor (1975) e André et al. (1978) simularam evolugoes
noturnas da camada limite planetaria.

O modelo LES, proposto por Moeng (1984), é composto de um conjunto de cinco
equagoes prognosticas, as quais determinam a evolugao temporal e espacial das componentes
médias da velocidade do vento, da temperatura potencial média na escala resolvida e a energia
cinética turbulenta média na escala de subgrade. O modelo ainda é constituido por uma
equacao diagnostica que determina o campo espacial das flutuagoes de pressao na escala
resolvida. Estas equacdes sao obtidas aplicando-se um filtro passa-baixa 2 nas equacoes de
conservagao de momento, massa e energia e assume-se a aproximacao de Boussinesq. A

condicao de contorno inferior, ou contorno de superficie, no modelo LES, é uma interface

2As escalas de movimento sdo separadas através da aplicacdo de um filtro de frequéncias que elimina as
altas frequéncias do escoamento turbulento.
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rigida em que a velocidade vertical é nula. A conexao entre os dados de superficie utilizados
como forgante no modelo e o primeiro ponto da grade numérica é realizada através da teoria
de similaridade de Monin-Obukov (STULL, 1988). As condigbes de contorno superior impdem
velocidade vertical média nula, fluxos de subgrade nulos, barotropia e gradiente linear de
temperatura potencial. Isso significa que nao ha variagao da velocidade entre os dois tltimos
pontos verticais da grade e a variacao de temperatura é linear (MARQUES, 2004; PUHALES,
2008). Este modelo emprega o método pseudo-espectral para resolver numericamente as
derivadas em relagao as coordenadas horizontais e ao método de diferencas finitas para as
derivadas em relagao a coordenada vertical (SULLIVAN; MCWILLIAMS; MOENG, 1994; MOENG,

1984; MARQUES, 2004; RIZZA et al., 2006; DEGRAZIA et al., 2007).

4.1.3 Solugoes Analiticas

O esquema de fechamento de ordem superior e modelos de simulacao de grandes tur-
bilhGes sdo mais realisticos fisicamente, no entanto ainda apresentam um grande custo com-
putacional. Assim, a escolha geralmente recai em esquemas que utilizam parametrizacoes da
turbuléncia com fechamento de primeira ordem, os quais calculam os fluxos de um certo nivel
através das quantidades médias neste nivel. Um exemplo deste tipo de fechamento sao os
chamados modelos-K. No entanto, existem certas deficiéncias nestes modelos, associadas, em
particular, a escolha da escala de comprimento de mistura e a impossibilidade de reproduzirem
os fluxos contra-gradiente.

Ekman, em 1905, utilizou-se da teoria-K para parametrizar os componentes das ten-
soes de Reynolds. Na sua analise, ele assumiu estacionariedade, homogeneidade horizontal,
movimento vertical desprezivel, o balango entre as forcas de gradiente de pressao e a forca de
Coriolis, um vento geostréfico que nao varia com altura, uma viscosidade molecular desprezi-
vel e considerou o coeficiente de difusao constante na vertical. Com estas simplificagoes, ele
obteve uma solugao analitica para as equacoes de Navier-Stokes, conhecida como Espiral de

FEkman (STULL, 1988; SORBJAN, 1989; BROWN, 1990), representada matematicamente por

d*u

Km@ + fev — fevg =0, (4.1a)
d*v

Km@ - fcu + fcug = O7 (41b)

As condigoes de contorno para u e v impoem que ambas as componentes horizontais da

velocidade desaparecam no solo e se aproximem dos seus valores geostréficos, quando distantes
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do solo:

u=0 e v=0 em 2z=0, (4.2a)

u=u; € v=uv, em 2z — 00, (4.2b)

Para resolver Equacao (4.1a) e Equagao (4.1b), combinam-se as duas equagdes em apenas
uma. Ao multiplicar Equagao (4.1b) por i = y/—1, adicionando o resultado a Equagao (4.1a),
obtém-se uma equacao diferencial de segunda ordem na velocidade complexa w = u + i v:

d?w

m@ _ich: _ichga (43)

com wy = Ug + 1 V.
Aplicando o método de resolugao de equacoes diferenciais lineares de segunda ordem
com coeficientes constantes (BOYCE; PRIMA, 1999), obtém-se a equagao caracteristica associ-

ada a Equagao (4.3):

o . fe
_ -0
T 7 K.
assim
- Je
=+
" 'K,

para f. < 0 (Hemisfério Sul) e v/—i = j:(’;il), entao

n=y o (i—1) (4.4a)
_fc .
o = 2Km (1 - l) (44b)
Assim
wp (2) = Aexp[ry z] + Bexp [y 2], (4.5)

com A, B € C. O indice h se refere a solu¢ao da equagdo homogénea decorrente da Equagao
(4.3).

3 a solucdo particular é dada por:

Seja w, constante ou uma fungao linear

Wp (Z) = Wy. (4.6)

Com os resultados (4.5) e (4.6), tem-se a solugao geral para a Equagao (4.3) expressa

3Foi aplicado o método dos coeficientes indeterminados (BOYCE; PRIMA, 1999)
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por:

comfy—wz_[gc.

Aplicando as condigoes de contorno,

w(z)=Aexp[y(i—1) z] + Bexp[y(1 —1i) z] + w,, (4.7)

w=0 em z=0, (4.8a)

w=w, em z— 00, (4.8b)

Conclui-se de que, B =0 e A = —w,. Dai

w(z) = —wyexp [y (i — 1) 2] + wy, (4.9)

Comvzwz_]‘(fc.

Aplicando a Férmula de Euler * e separando w e w,, em parte real e parte imaginéria,

escreve-se a solugao nas variaveis u e v,

u(z) = exp [—7 2] [—ug cos (v 2) + vgsen (v )| + uy, (4.10a)

v (z) = exp[—7 2] [—ugsen (v z) — v, cos (v 2)] + v,. (4.10Db)

Rotando o sistema de coordenadas para que o vento geostrofico coincida com o eixo-z,

isto implica que vy, = 0, assim:

u(2z) = ug[1 —exp[—7 2] cos (v 2)], (4.11a)

v(z) = —uyexp [—y zJsen (v 2), (4.11D)

comﬂy:w/z;‘(fc.

As Equagoes (4.11a) e (4.11b) sao conhecidas como Espiral de Ekman, neste caso
validas para o Hemisfério Sul. Ver Figura 4.1.

A solucao de Ekman geralmente nao é observada na atmosfera, devido, principalmente,
ao fato de que o coeficiente de difusao deve variar mais rapidamente com a altura proxima ao

solo e a importancia de considerar o cisalhamento do vento na camada superficial.

dexp (—0 i) = cos @ — i senf
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Figura 4.1: a) Hodégrafo da solucao espiral de Ekman. b) Perfil Vertical da Velocidade

Média, |U| = vu? 4 v2.

Entretanto, uma maneira de se obter uma solucdo mais satisfatéria para a camada
limite planetaria é combinar a solugdo de Ekman (valida acima da camada superficial) com o
perfil logaritmico da camada superficial (HOLTON, 2004).

O perfil de velocidade vertical do vento médio, sob condi¢oes de estabilidade atmos-
férica neutra, sobre um local relativamente liso e aberto e em uma camada limite superficial

horizontalmente homogénea, pode ser aproximado pela Lei Logaritmica segundo a relagao

U ()] = log (ZZO) (4.12)

em que |U (2) | = /u? (2) + v? (2) é a velocidade média do vento na altura z, Z; é a rugosidade
do terreno, u, € a velocidade de fric¢ao e k é a constante de von Karman. A expressao anterior
leva em consideracao apenas a influéncia da rugosidade no perfil de velocidade, negligenciando
o efeito da estratificagdo térmica da atmosfera e, portanto, desvios significativos podem ocorrer
em relacao ao perfil de velocidade real da atmosfera.

A Teoria da Similaridade de Monin-Obukhov (MONIN; OBUKHOV, 1954; MONIN; YA-
GLOM, 1971) descreve um perfil mais geral da velocidade vertical média, levando em consi-
deracao os efeitos da rugosidade e da estabilidade térmica, expressando-se matematicamente

por

U= Jog () - v (7] (1.13)

em que L é chamado de comprimento de Monin-Obukhov e a fun¢ao empirica da estratificacao
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térmica da atmosfera (BUSINGER et al., 1971; DYER, 1974) é

0 para % =0,
< 4,7z z
4 (L) = 4 (£>0), (4.14)

(1+2x2)

—21n [(Hx)] —In

5 + 2arctg x — 3 (% <0),

x=[1—(15z/L)]"’*. A expressdo para o caso instavel foi apresentada por Paulson (1970).

1200 T T T T T T T

1000 r b

800 r 1

E 600} 1

400 - ]

200 b

U] (m/s)

Figura 4.2: Perfil Vertical da Velocidade Média a partir da equagao (4.13) com equagao (4.14)
no caso 7 < 0.

Alguns estudos foram realizados com a finalidade de melhorar o modelo sugerido por
Ekman incluindo, por exemplo, coeficiente de difusao variavel, baroclinicidade e aceleracao
advectiva. Miles (1994) desenvolveu um modelo que combina a camada de Ekman ® e a
camada superficial, utilizando o coeficiente de difusao variavel.

O modelo de duas camadas, sugerido por Bannon e Salem (1995), assume que o vento
geostrofico varia com a altura; considera a camada mais baixa consistente com a teoria da
similaridade de Monin-Obukhov e, acima, a camada de Ekman com coeficiente de difusao
constante. B similar ao de Krishna (1981) e Brown (1982). Neste trabalho, os autores
discutiram aspectos da baroclinicidade linear da camada de Ekman, vorticidade superficial,
divergéncia e movimento vertical na camada limite.

Berger e Grisogono (1998) estenderam os resultados obtidos por Grisogono (1995)

para o caso baroclinico e coeficiente de difusao variavel. Em ambos os trabalhos, os autores

utilizaram o método WKB (ver BENDER; ORSZAG, 1978). No entanto, no trabalho de 1998,

5Camada em que a solucio do modelo de Ekman é valida.
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os autores uniram o método WKB a técnica de variacao de parametros. O comportamento
da solucao é ilustrada comparando solugoes obtidas a diferentes expressoes, ao coeficiente de
difusao e ao gradiente de pressao. Caso em que o gradiente de pressao decresce com a altura,
acentua o pico supergeostrofico no perfil do vento. Com a diminuicao do coeficiente de difusao
com a altura, este efeito é acentuado. Aumentando o gradiente de pressao com a altura, o pico
é reduzido ou eliminado. Para o coeficiente de difusdo que apresenta um pico de baixo-nivel,
o modelo proposto apresentou melhores resultados que a solugao classica, quando comparado
a dados para a camada limite marinha (dados obtidos em ASTEX). O modelo também foi
comparado a dados obtidos em ERICA.

Tan (2001) prop6s uma solugao para a camada de Ekman semi-geostrofica, incluindo
coeficiente de difusao variavel com a altura e assumindo campo de pressao baroclinico. Este
modelo uniu as solugoes apresentadas por Wu e Blumen (1982) e de Grisogono (1995). Os
resultados mostraram que a estrutura do vento em uma camada de Ekman semi-geostrofica
depende da interacao entre a aceleracao inercial, coeficiente de difusao variavel e gradiente
de pressao baroclinico. Cisalhamento anticiclonico tem um efeito de acelerar o movimento
do ar, enquanto que o ciclonico tem efeito contrario. A variacao do gradiente de pressao e
do coeficiente de difusdo mostraram as mesmas conclusoes obtidas por Berger e Grisogono
(1998). Cisalhamento anticiclénico e coeficiente de difusdo decrescendo com a altura acentuam
o efeito de pico.

Garratt, Wyngaard e Francey (1982) utilizaram um modelo de trés camadas para a
camada limite atmosférica instavel, composta por camada superficial, camada de mistura e
camada de transicao. Assumindo camada limite atmosférica fracamente baroclinica, deriva-
ram relagdes para as componentes do vento na camada de mistura e o déficit de velocidade.
Além do mais, eles incluiram efeitos de advecgao e de entranhamento (transporte vertical
através da camada de transigao).

Wilson e Flesch (2004) utilizaram um modelo composto por camada superficial (perfil
logaritmico da teoria de Monin-Obukhov, Equagao (4.13)), pela camada de Ekman modificada
(profundidade finita) e por uma camada geostréfica (aproximada pelo vento térmico). Para
demonstrar a flexibilidade do modelo de duas camadas, os autores otimizaram os parametros
livres para fornecer melhores curvas interpoladas para simples perfis de vento de multi-niveis.
Estes incluiam modelos para perfis vento extraidos de Canadian Global Environmental Multi-
scale weather model (GEM), bem como perfis experimentais obtidos a partir do experimento
de Wangara e do experimento de dispersao sobre oceanos (LROD). Segundo os autores, em

muitos casos, os perfis simulados pelo modelo de duas camadas mostram-se satisfatorios. A
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performance do modelo comparado ao experimento de Wangara nos dias 33 e 40 podem ser

verificados na Figura 4.3.
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Figura 4.3: Perfis analiticos do vento médio e da diregao (linhas) versus dados observados
durante o experimento de Wangara (simbolos). A figura (a) refere-se ao dia 40 e a figura (b)
ao dia 33. Figura adaptada de: WILSON, J.D.; FLESCH, T.K. An Idealized Mean Wind Profile
for the Atmospheric Boundary Layer. Boundary-Layer Meteorology, 2004.
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Parmhed, Kos e Grisogono (2005) resolveram o modelo de Ekman com coeficiente de

difusdo constante e variavel, utilizando o método WKB (ver BENDER; ORSZAG, 1978). Este

modelo pode ser aplicado para descrever uma camada limite quase neutra e horizontalmente

homogeénea. Os autores resolveram analiticamente o modelo de Ekman para coeficiente de

difusao variavel com a altura, k(z) > 0, z > 0 usando o método WKB, seguindo os trabalhos

de Grisogono (1995), Grisogono e Oerlemans (2001a) e Grisogono e Oerlemans (2001b) de-

nominado WKB(I). O método WKB(II) aperfeigcoou o modelo anterior, determinando uma

expressao para a altura em que a solucaio WKB de primeira ordem poderia ser aplicada. Foi

feita a comparacgao desses dois modelos com a solugao classica de Ekman e com uma solucao

numérica, que usou um esquema trapezoidal com eliminacao Gaussiana.
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Figura 4.4: Componentes do vento (u, v), coeficiente de difusao K e hoddgrafo para o modelo
de Ekman com K constante, ambas solugoes (WKB(I) e WKB(II)) e solu¢ao numérica. Figura
adaptada de: PARMHED, O.; KOS, I.; GRISOGONO, B. An improved Ekman layer approximation
for smooth eddy diffusivity profiles. Boundary-Layer Meteorology, 2005.
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4.2 Coeficientes de Difusao para Turbuléncia Térmica e Mecanica

Os coeficientes de difusao utilizados nesse estudo foram propostos por Degrazia et al.
(2000). Eles sao derivados a partir da teoria de difusao estatistica de Taylor, considerando-se
que os espectros turbulentos, gerados pelos forgantes térmicos e mecanicos, sao modelados a
partir de uma combinacao linear (HINZE, 1975; FRISCH, 1995). Portanto, no presente caso,
tal parametrizacdo permite reproduzir de maneira realistica a camada limite convectiva, na
qual a turbuléncia proxima a superficie é gerada por efeito mecanico.

Assumindo a hipodtese de superposicao, pode-se escrever o espectro Euleriano unidi-
mensional como:

SE(n) = SE(n)+ SE(n), (4.15)

7

onde o primeiro termo do lado direito representa a parte produzida por empuxo e o segundo
termo representa a parte mecanica. Os indices b e s referem-se aos forcantes térmico e meca-
nico, respectivamente.

A componente térmica do espectro unidimensional é dada por (DEGRAZIA et al., 1998):

/3
g 1,06 ¢; f 23 (2)

W (Fa)?? |1+ 1.5 ((fi»)r/g’

COo1:

° ;= oy, (2%/1)_2/3

; «y; € derivado experimentalmente a partir do espectro para cada
componentes de direcao do vento, e vale 1, % e % para u,v e w, respectivamente; e
a, = 0,5+ 0,05 (CHAMPAGNE et al., 1977; SORBJAN, 1989) e k = 0,4 é a constante de

von Karman;

nz

o [= m, ¢ a freqiiéncia reduzida onde z é a altura acima do solo e U(z) = U ¢ a
z

velocidade média do vento horizontal,

° Y = Eb? ¢ a taxa de dissipacao adimensional, ¢, = (0, 75)%/* (wf/zo
w

é a taxa média de dissipagao térmica do ECT (CAUGHEY; PALMER, 1979; H4JSTRUP,
1982; WILSON, 1997);

e z ¢ a altura acima do solo;

e 2z, é o topo da camada limite convectiva,;
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¢ a frequéncia reduzida do pico espectral convectivo, onde (A,), é o

o (fm)i= (),

comprimento de onda associado ao méximo do espectro vertical (KAIMAL et al., 1976;

CAUGHEY, 1982; DEGRAZIA; ANFONSSI, 1998), com:

(Am)u - (Am)v - ]-75Zi)

()‘m)w =1,8% {1—6XP( Z) —0,0003 exp <2)] ;
Zi

2
. \1/3 . .
o w, = (uy), (W) ¢ a escala de velocidade convectiva;
e [ é o comprimento de Monin-Obukov;

e (uy), ¢ a velocidade de friccao na superficie;

Substituindo f em (4.16) e integrando analiticamente a equagao para o espectro sobre

todo o dominio da freqiiéncia, como segue

m

&0 1,O6Ci2w62/3 z 2/3 o] P —5/3

e, assim, pode-se obter a expressio da varidncia da velocidade do vento 02, que é dada por:

2/3 2/3
o2 =1,06 CLM (Z) w?. (4.18)
(for)i Zi

O valor do espectro de energia Euleriano normalizado pela varidncia da velocidade

turbulenta pode ser expresso por:

SE(n) 2 £
FE(p) = =2 — 14+1.5—— 4.1
W= Ty <f:;)il LT 419
e, consequentemente, em n = 0:

E Z

F;/(0) = U (4.20)

A componente mecanica do espectro dimensional é dada por (DEGRAZIA; MORAES,
1992):

(4.21)

”55(”)71 1,5cif¢f/3 1,5f5/3 -1
TN BRI I

onde:
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e ¢; e f seguem as mesmas defini¢oes dadas anteriormente;
2\
e u, é a velocidade de friccao; u, = (u*)g <1 — h) , a1 = 1,7 (WYNGAARD; COTE; RAO,
1974);
ekz | . o u? 2\ -
® ¢ = — ¢ afuncdo taxa de dissipagdo molecular, e €, = o 1 — —) é a taxa média
u z Z;

de dissipagao mecénica do TKE (H¢JSTRUP, 1982), k é a constante de van Kéarman;

(fm); é a freqiiéncia do pico espectral da estratificacdo neutra dado por:

0,045 <1+117 Joz ) i=u
(U*)o

0,16 <1+33 Je2 )

(s (4.22)

, 1=
U)o
0,35<1+15 Je2 ) i=w

(U*)o

fe = 2Q sen¢ é o parametro de Coriolis.

Substituindo f em (4.21), pode-se escrever a equagao para o espectro mecénico, da

seguinte forma:
gy Lbeg?t Lz [ L5R]T
Sis(n) = 75/3%5 T \5/3
(fm); (fm);

Integrando SZ(n) analiticamente sobre todo o dominio de freqiiéncias:

1 5023 u2sg?/? 1 5(%)5/3 B
|7 sEmydn == Cif;g U2 [ e =
0 (fn); v Jo

dn, (4.23)

onde

ne)3/37 71 _
~ | 1,5(%) 3 om\ [ 1,5 2\

/ 1+ ——-55—| dn=_mcsc <> 57 <> ,

0 (fm); 5 5/ [(fm)! \U

obtém-se a expressao para a variancia da velocidade do vento para o caso mecanico:

239 ; 2/3 ,,2
o _ 2,32¢id; e (4.24)

Ois (fm)2/3
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O valor do espectro de energia Euleriano normalizado pela varidancia da velocidade

turbulenta pode ser expresso por:

SEm) 0,64 2 [ 1,5 [nz\*3]"
FPny =2 _ 002y Lo () (4.25)
o (Fui UL (f)P\U
e, consequentemente, em n = (:
0,64 z
FE(0)= 2+~ 4.26
(0) .U (4.26)

Assumindo a superposicao linear dos efeitos térmico e mecéanico, o espectro Euleriano

adimensional ¢ dado por:

_ SEm) , SE(m)

2 2
Oib Ois

Ff(n) = Fy(n) + F(n) (4.27)

Considerando, agora, o valor do espectro adimensional para grandes tempos de viagem,

toma-se (4.27) na origem (n = 0), resultando em:

FE(O) = FE(0) + FE@) = S8 | 55(0) (4.28)

2
b Ois

que juntamente com as equagoes (4.20), (4.26), (4.18) e (4.24), resulta em:

Z n 0,64z

Conforme expressao obtida em Degrazia et al. (2000) para o coeficiente de difusao

FE(0) = 0 (4.29)

23. FE()
K, = JPEC0) (4.30)
4
W, < : : . .
onde 3; = ¢ a razao entre as escalas de tempo Lagrangianas e Eulerianas, ¢ possivel obter

7
o coeficiente de difusao, K, com a = z, v, z, para dispersao em regime de turbuléncia térmica

e mecanica:

_ 0,1lopz | 0,070:52

Ko=), (4:31)

ou

2P Bw, (2)2)V3 uzgl/3
TR

Ko =0,11,/¢; : (4.32)

onde assume-se o valor de v igual a 0, 44.
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4.3 Divergéncia horizontal e Vorticidade Vertical

A analise linear de um escoamento quase-horizontal (caso dos movimentos atmosféricos
de grande escala) consiste em uma expansao das componentes do vento em série de Taylor
em torno de um ponto (zg,yo) (ponto da andlise), em que a velocidade é conhecida com
o propésito de se determinar os valores da velocidade em um ponto (z,y) qualquer de sua

vizinhanca, matricialmente:

ou Ou

U U N B T — Xo
= + z gy (4.33)
v v ov  9v _
() (@ow) N\ 0y/ () \Y T

Seguindo os procedimentos apresentados em Bluestein (1992), Hess (1979) e Lemes e
Moura (2002), a decomposigao do movimento horizontal em translacao, rotacao e deformagao

(linear e angular) é expressa pela equagao matricial:

U U +1 0 0 x +1 0 —C\ [z +1 D, D, x
y w) 2\o o) \y) 2\ o)\, " 2\p, -, \y (4.34)
~—_——
Termol Termoll Termolll TermoV'I1

em que ug e vy sao os valores de u e v na origem do plano cartesiano-zy.

e O Termo I: representa a translagao uniforme da parcela de ar perto da origem,;
e O Termo II: representa a expansao (0 > 0) ou contragao (§ < 0) em torno da origem;

e O Termo III: representa a rotagao anti-horaria (¢ > 0) ou horéria ({ < 0) em torno da

origem;

e O Termo IV: representa a deformacao, a mudanca na forma do elemento de fluido, em

torno da origem.

Em Meteorologia, devido a predominancia de movimentos horizontais, a divergéncia
usualmente se refere a divergéncia horizontal bidimensional do campo velocidade (unidade
indicada 107°s~1). A divergéncia horizontal do campo velocidade é relacionada as variagoes de
movimento vertical e pressao, através das equacgoes da continuidade e equagoes do movimento.
Convergéncia é o negativo de divergéncia, sendo a contragao do campo vetorial. A divergéncia

horizontal é expressa por,

_8u ov

(4.35)
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Nos estudos atmosféricos, vorticidade é uma propriedade que caracteriza a rotaciona-

lidade em grande escala das massas de ar. Se a circulagdo atmosférica é aproximadamente
horizontal, a vorticidade é aproximadamente vertical. A vorticidade relativa do escoamento

! sendo uma ordem

atmosférico em latitudes médias tem a ordem de magnitude de 107° s~
de magnitude menor que a vorticidade planetéria de terra, f, ~ 10~* s~

No Hemisfério Sul, a vorticidade negativa, quando a parcela de ar tem uma rotacao
horaria, corresponde a uma circulagao ciclonica; a positiva, quando anti-horaria, corresponde
a anticiclonica. Em outras palavras, vorticidade negativa estd associada ao centro de baixa
pressdao (mau tempo) e positiva, ao centro de alta pressao (bom tempo). A componente
vertical da vorticidade (vorticidade relativa vertical) é dada por:

_Ov Ou

=3 "oy (4.36)

0 0 0 0
Os dois termos de deformagao sao: Dy = gu + LA D, = au v

Jdy Ox or oy’

Um campo de divergéncia pura é dada apenas pelo Termo II, isto é,

1
u = 5(5ZE (4.37a)

1
v = §5y. (4.37b)

Desde que a taxa de expansao ou contragao seja independente da direcao, a forma
da parcela de ar é preservada (Ver Figura 4.5). Observe, também, que, neste caso, o termo
de vorticidade é zero, por isso é chamado de campo de vento irrotacional. Os termos de
deformagao também sao zero.

Um campo de vorticidade pura é dada apenas pelo Termo III, isto é,

1
u = —§Cy (4.38a)

v = ;Q:p (4.38b)

Desde que a taxa de rotagao seja uniforme (independente da dire¢ao), a area e a forma
da parcela de ar sao preservadas (Ver Figura 4.6). Observe, também, que, neste caso, o termo
de divergéncia é zero, isto é, o campo é nao-divergente e também nao ha deformacao.

Um escoamento com deformacao pura é aquela que apresenta um campo irrotacional
e nao-divergente. Apesar de ter um papel secundario em fluidos geofisicos, a deformacao

adquire uma grande importancia no estudo de certos fenémenos, como, por exemplo, as
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frentes atmosféricas e ocednicas.
Um escoamento bidimensional irrotacional e nao-divergente, 6 = 0 e ( = 0, é conhecido

por um escoamento tipo Laplace e, tem sido bastante estudado em Mecanica dos Fluidos.

a) ¥ I

Figura 4.5: O elemento de fluido, que é representado por um retangulo desenhado com linhas
sodidas, esta inicialmente na origem. Depois ele é representado por linhas pontilhadas. Em
a) o retangulo permanece na origem, mas aumenta a area; b) o retdngulo permanece na
origem, mas diminui a area. A forma e a orientagdo do elemento de fluido permanece os
mesmos em ambos os casos. Figura adaptada de: BLUESTEIN, H.B. Principles of Kinematics
and Dynamics. Vol. 1. Synoptic - Dynamic Meteorology in Midlatitudes, 1992.
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Figura 4.6: O elemento de fluido, que é representado por um retangulo desenhado com linhas
sodidas, esta inicialmente na origem. Depois ele é representado por linhas pontilhadas. Em
a) o retangulo sofre uma rotagao no sentido anti-horario; b) o retangulo sofre uma rotagao
no sentido horario. A forma e a area do elemento de fluido permanece os mesmos em ambos
os casos. Figura adaptada de: BLUESTEIN, H.B. Principles of Kinematics and Dynamics. Vol.
I. Synoptic - Dynamic Meteorology in Midlatitudes, 1992.
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5 TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL - GITT

Os principios basicos da Técnica da Transformada Integral tiveram origem na teoria
classica de separacao de variaveis. Essa nova abordagem eliminava a necessidade do problema
ser separavel a priori (OSISIK; MURRAY, 1974; MIKHAILOV, 1975). De forma geral, a
Técnica da Transformada Integral Classica é aplicada em solugoes de problemas de difusao
nao separaveis, lineares, homogéneos ou nao homogéneos, permanentes ou transientes.

O primeiro livro generalizando os formalismos da Técnica de Transformada Integral
Classica (CITT) foi publicado por Mikhailov e Ozigik em 1984. Os problemas associados
a difusao de calor e massa encontrados na literatura da época foram classificados em sete

classes:

e (Classe I: problemas que abrangem difusao de calor e massa estacionéaria e nao estacio-

naria, sujeitos a condi¢oes inicial e de contorno generalizada;

e (Classe II: problemas que abrangem difusao transiente de calor e massa composta por n

sub-regioes médias;

e (Classe III: problemas caracterizados pela difusao de calor e massa em capilares, corpos
porosos, governados pelo sistema de equagoes de Luikov e transferéncia de calor em

entrada simultanea de fluxo;

e (Classe IV: problemas caracterizados por um conjunto de equagoes de difusao, em que a
temperatura ou a concentragao de massa em todos os pontos do espago estao acoplados

pelos termos de fonte-sorvedouro;

e (Classe V: problemas governados por duas equagoes de difusao acoplados através dos
termos de fonte-sorvedouro em todos os pontos do espaco, mas, diferentemente dos
problemas da Classe IV, nao existe simetria entre os coeficientes que governam o aco-

plamento;

e (Classe VI: problemas caracterizados por um conjunto de equagoes de difusao, em que o

acoplamento, através das condigoes de contorno, sao complicados;
e (Classe VII: problemas que tratam dos casos com reag¢oes quimica reversiveis.

Apesar da contribuicao da CITT para o avango da Transformada Integral em vérios

tipos de problemas fisicos, essa técnica limitou-se a situacoes lineares, pois era necessario que
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todos os termos admitissem ser transformados. Com o objetivo de ampliar a flexibilidade desta
técnica, estabeleceram-se, entao, os principios da Técnica da Transformada Integral Genera-
lizada (Generalized Integral Transform Technique - GITT) que, nas ultimas décadas, ganhou
uma estrutura hibrida analitico-numeérica, oferecendo ao usuario uma performance computa-
cional muito eficiente para uma ampla variedade de problemas a priori nao-transformaveis,
incluindo formulagGes de problemas nao lineares em aplicagoes de transferéncia de calor e em
mecanica de fluidos (COTTA, 1993; COTTA; MIKHAILOV, 1997; COTTA, 1998; OZISIK, 1993).

O segundo livro sobre a Técnica de Transformada Integral foi publicado por Cotta
(1993), que se limitou a solugao de problemas convecgao-difusao de massa e calor. Apresentou
uma revisao dos formalismos classicos; tratou, principalmente, de problemas com coeficientes
variaveis nas equacoes governantes; nas condigoes de contorno; problemas em que a com-
plexidade esta associada ao problema auxiliar, a andalise de problemas de difusao-convecg¢ao
nao-linear e propds mecanismos para melhorar a eficiéncia das solu¢des numéricas.

Os problemas de difusao, difusao-advecgao, de autovalor, as equacgbes para camada
limite e as equagoes de Navier-Stokes sdo abordados pela GITT em trabalhos como Machado
e Cotta (1995); Ribeiro e Cotta (1995); Lima, Perez-Guerrero e Cotta (1997); Pereira, Pérez-
Guerrero e Cotta (1998); Lima et al. (2007); Cotta, Santos e Kakag (2007), entre outros.

Os trabalhos de Moura (1999), Cataldi et al. (2000) e Ribeiro et al. (2000) foram os
primeiros que aplicaram a GITT em problemas de polui¢ao atmosférica.

Wortmann (2003) e Wortmann et al. (2005) tém evidenciado o uso da GILTT em
problemas de poluigao na Camada Limite Planetaria (CLP). A GILTT (Generalized Integral
Laplace Transform Technique) combina a técnica da GITT com a Transformada de Laplace.
A vantagem da GILTT, suscitada pelos autores, esta no fato de que o problema transformado
(EDO), diferentemente da GITT que resolve numericamente (MIKHAILOV; OZISIK, 1984), é
resolvido analiticamente pelo uso da transformada de Laplace e diagonalizacdo. Uma das
limitagoes do uso desta técnica esta nas condigoes de contorno do problema original, pois
o método s6 é aplicavel em problemas com condigoes de contorno homogéneas. No caso de
problemas com contornos nao homogéneos, deve-se fazer uso de filtros (COTTA; MIKHAILOV,
1997).

A técnica GITT foi utilizada juntamente ao método ADMM por Costa et al. (2006) e
Vilhena et al. (2008) para resolver a equacao de difusao-adveccao; este método foi denominado
GIADMT (Generalized Integral Advection Diffusion Multilayer Technique).

O método ADMM (Advection Diffusion Multilayer Method) é um método semianalitico

que discretiza a CLP em N subcamadas de maneira que, em cada uma, os parametros tur-
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bulentos assumam valores médios, resultando em N problemas do mesmo tipo (tanto quanto
for o nimero de subdominios), estes s@o resolvidos pela Técnica da Transformada de Laplace
(MOURA, 1995; MOREIRA, 1995; VILHENA et al., 1998; BULIGON; VILHENA; MOREIRA, 2006).
Uma revisdao do método pode ser encontrado no trabalho de Moreira et al. (2006).

A reducao do tempo de processamento, aceleragao na taxa de convergéncia numérica,
inexisténcia de malhas, controle prescrito de erro, solugoes analiticas de referéncia e versatili-
dade do método em se hibridizar com outros, devido as suas caracteristicas analitico-numéricas
(MIKHAILOV; OZISIK, 1984; COTTA, 1994) foram algumas das vantagens que motivaram a apli-
cacao da GITT, em vez de métodos puramente numéricos, como diferencas finitas, elementos

finitos e volumes finitos (BURDEN; FAIRES, 2003; FORTUNA, 2000).

5.1 Solucao Geral de EDPs Parabdlicas Acopladas

Os problemas transientes e lineares associados a difusao de calor e massa podem ser
encontrados em Mikhailov e Ozigik (1984), fazendo o uso da Técnica da Transformada Integral
Classica. Aqui, serd apresentada a solucao geral para um sistema parabdlico acoplado nao-
linear, seguindo o formalismo GITT, encontrado nas referéncias Cotta (1993), Ribeiro (1992)
e Andrade (1996).

Seja o seguinte sistema parabdlico acoplado nao linear, definido em uma regiao finita

V', com superficie de contorno S e com k =1, 2:
hy. (x) aTka(f’t) = —L, T} (x,t) + Py (x,t,T1 (x,t), Tz (x,t)) x€V, t>0, (5.1)
em que condigoes iniciais
Ty (x,t) = fr(x), com x €V et =0, (5.2)
e com condic¢oes de contorno
BTy (x,t) = ¢ (x,t,T1 (x,t) , Ty (x,t)), com x € S et >0, (5.3)
em que os operadores lineares L e By sao definidos por:

Bi = ay, (x) + Ok (x) K (x) 8(1’
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em que Ty (x,t) sdo os potenciais a serem obtidos.

Os termos nao homogéneos, nao-lineares e de acoplamento estao representados por
P (x,t, T (x,t), Ty (x,t)) e ¢p (x,t,T1 (x,1),Ta (x,1)). hi (x), Ki (x) e dj (x) sdo os coefi-
cientes do sistema, enquanto que oy, (x) e [k (x) s@o os coeficientes das equagoes de contorno;
a% corresponde a derivada na diregdo normal e externa a superficie de contorno S; x e t sao as
variaveis independentes e representam as coordenadas espaciais e temporal, respectivamente.

Seguindo o formalismo da GITT, definem-se os problemas auxiliares desacoplados, os
pares de transformada integral e o sistema transformado, relativos ao sistema de equagao
parabdlicas acopladas, conforme Ribeiro e Cotta (1995).

Inicialmente, admite-se a representagao do potencial Ty (x,t) através de uma expansao

em autofuncoes da seguinte forma:

Tk (X, t) = i Ak (,uki, t) \I/k (,uki, X) s (56)

para k =1, 2.

As autofungoes Wy, (14, X) s@o obtidas a partir do problema auxiliar dado a seguir:
st (%) W (pris X) = LW (priy x), x €V, (5.7)
com condigoes de contorno
By, (pi, x) = 0, com x € S| (5.8)

cujos termos preservam as informagoes contidas nas Equagoes (5.1) e (5.3), desprezando os
termos Py, (x,t,T1 (x,t), T3 (x,t)) e ¢p (x,t,T1 (x,t), T (x,1)).
O problema auxiliar é um problema de autovalor do tipo Sturm-Liouville, que possui

as seguintes propriedades (OZISIK, 1993; BOYCE; PRIMA, 1999).

i) os autovalores u2, sdo reais, positivos e podem ser dispostos em ordem crescente p2, <
2 2 i
Mo < iz -3

ii) as autofungoes Wy, (1, X) associadas aos autovalores ui, obedecem a relacao de ortogo-

nalidade

0 para 1 # j,
/th: () Wi (pi, x) Wi (g, x) AV = (5.9)

N (pri)  para i=j.
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Os coeficientes da expansao Ay (pi,t) sdo obtidos aplicando o operador

/ hi (x) Wy (pgj, x) dV na Equagao (5.6), conforme se mostra abaixo:

/hk YUy (1, %) T (x, 1) dV = ZAk (s, b /hk ) Uy (1 %) Uy (g ) V. (5.10)

=1

Utilizando a condigao de ortogonalidade (5.9), tem-se

Ap (ugir 1) = Né%)/vhk () Up (g, %) Th (%, £) AV, (5.11)

em que a integral de normalizacdo, ou simplesmente norma (N (py;)), é definida por:

N () /hk ) (W (i, X)) AV (5.12)

As Equagoes (5.6) e (5.11) definem os pares de transformada integral e transformada

inversa (k = 1,2):

1. Transformada Integral
_ 1
Tr (g ) = ———— / hie (%) Wy, (i, %) T (x, 1) dV. (5.13)
N (i)' v

2. Férmula de Inversao

Z N (u 1/2 Uy, (ptri, %) T (paris t) - (5.14)
=1

Note que, na representacao formal acima, o somatoério pode ser simples, duplo ou
triplo, bem como a integral pode ser de linha, de superficie ou de volume, para regioces de
trés, duas ou uma dimensao, respectivamente. No sistema em coordenadas cartesianas, as
autofungoes Wy (upi, X) associadas aos autovalores p?; e as integrais de normalizagao N (uu;)
sao compostas pelo produto das autofungoes e das integrais de normalizacdo unidimensionais,
respectivamente.

A escolha de problemas auxiliares desacoplados constitui um importante passo na
solucao do problemas proposto, pois evita o aparecimento de eventuais autovalores complexos
(COTTA, 1993; RIBEIRO, 1992; RIBEIRO; COTTA, 1995).

Os potenciais transformados Tk(uki,t) sao obtidos através da solugao do sistema de
equagoes diferenciais ordinario acoplado resultante da eliminacdo da dependéncia de x nas

Equagoes (5.1), conforme apresentado a seguir:
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1
Aplicando o operador 71/2/ Uy (g, x) dV na equagao (5.6):
N (i) v
dTy, (puis t) 1
dt - N (Mki>1/2 /V Wy (/vbkiax) [V . (Kk (X) VT (X,t)) — dk (X) T (X, t)

+ Py (%, 6, T (x,1), Ta (x,1)) [dV. x €V, > 0. (5.15)

1
De maneira similar, aplica-se o operador 73 / Ty (x,t) dV sobre a equacao
N (i) v
(5.7),
— 1
— i Tk (pwi ) = N () 2 /VTk (x, 1) [V - (K (%) VU (i, X)) — di (%) U (i, x)] dV.
Mk

(5.16)
Subtraindo membro a membro das Equagoes (5.15) e (5.16), utilizando as condigoes

de contorno (5.3) e (5.8), tem-se o problema transformado:

dTy, (g, t — - .
k(éfﬁk) + ,U,ZZT‘]C (um,t) = Gk (,u;ﬂ-,t,Tl (X, t) ,TQ (X,t)) t>0e1= 1, 2. , (517)
em que:
_ 1
G (i t, T1 (x, 1), To (x,1)) = 71/2/ Uk (pri, x) Pr. (%, 8,11 (x,1), To (x, 1)) dV
N (i) v
. 1/2 X, 1, X, ) X, ) .
N () Js 7T ’ v (%) + e (%)
com condigbes iniciais,
_ — 1
T s 0) = Fi (pai) = 175 P (%) Wi s X) fic (x) dV, (5.19)
N (pi) "=V

As férmulas de inversao definidas pelas Equagoes (5.14) sdo truncadas em um nimero
finito de termos. Para encontrar a ordem de truncamento que satisfaca a tolerancia prescrita
de erro, basta verificar a convergéncia numérica das séries de expansao em autofungoes apos,

sucessivas variagoes na ordem de truncamento.
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6 MODELOS E SOLUCOES

O capitulo de Modelos e Solugoes esta dividido em duas se¢bes. Na primeira secao,
apresenta-se a versao unidimensional estacionaria para as componentes horizontais da veloci-
dade média resolvida, mediante a aplicagdo do método de subcamadas (MOREIRA, 1995). Na
segunda, apresenta-se o caso tridimensional estacionario para as componentes horizontais da
velocidade média e resolve-se aplicando o método das subcamadas (MOREIRA, 1995) e GITT
(COTTA, 1993). Nessa se¢ao, procurando facilitar a solu¢do do modelo, supoem-se, além das
hipéteses cléassicas, a discretizagao da altura da CLP e a substitui¢do dos termos nao-lineares

por expressoes escritas em fungao da divergéncia e de vorticidade (BLUESTEIN, 1992).

6.1 As Equacgoes de Navier-Stokes Unidimensionais Estacionarias para as Com-

ponentes Horizontais da Velocidade Média: O Modelo de Subcamadas

Moreira (1995) sugeriu um modelo aplicado a dispersao de poluentes no qual discre-
tizava a altura da CLP em N subcamadas. Assumindo valores médios para o coeficiente de
difusao em cada subcamada, ele contornava a dependéncia de K, com a altura, facilitando a
resolucao do problema. Com a discretizagao, diferentemente do modelo de Ekman, o coefi-
ciente de difus@o nao é considerado constante em toda camada limite planetaria e, sim, em
cada subcamada, mantendo, dessa forma, a caracteristica de perfil variavel.

As médias sao calculadas da seguinte forma:

1 Z(n
K., = 7/ A K, (z)dz (6.1a)
1 /Z<n+1>
gy = ———————— u, (2)dz 6.1b
= [ W (6.10)
1 /Z(n+1)
Vgp — —————— vy (2)dz 6.1c
= [ (6.10)

comn=1,2,...,N.

O algoritmo utilizado para a integragao numérica foi o Romberg (BURDEN; FAIRES,
2003) e a linguagen de programacao usada para a implementagao do algoritmo foi FORTRAN
90 (KERRIGAN, 1993).

A partir da discretizacdo, K, u, e v, passam a ser denominados K, g, € Vg,

respectivamente, uma vez que eles dependem do meio n considerado. As Equagoes (3.10)
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discretizadas sao expressas por

d?u,,
KHW + fcvn - fcvgn = 07 (62&)
d?v,,
nﬁ — fcun + fcugn = 07 (62b)
com z,<z<z,;1 e n=12 ..., N.

As condic¢oes de contorno para u, e v, impoem que ambas as componentes horizon-
tais da velocidade assumam um valor constante no solo e se aproximem dos seus valores

geostroficos no topo da camada limite planetéaria, expressas, matematicamente, a seguir:

Up =Ug € UV, =10y em z=2 € n=1, (6.3a)

Up =Ugp € Up =10y, €em z=2, e n=N. (6.3b)

As condigoes de continuidade para as componentes do vento médio e fluxos nas interfa-
ces garantem contato perfeito entre as subcamadas em que a CLP foi dividida; sao necessarias
para determinar as 2/N constantes que surgem da solucdo do problema, representado pelas

Equagoes (6.2), condigoes, estas, dadas por:

Up =Upy1 €M 2z=2, e n=12 . (N-1), (6.4a)
Up =Upp1 €m z=2, € n=12..(N—-1), (6.4b)
Ouy, ouy,
Kzna—uz = Kz(nﬂ)% em z=2, e n=12 .. (N-1), (6.4c)
Jvy, vy,
Kzna—i = Kz(n+1)% em z=2z, e n=12..(N-1). (6.4d)

Utilizando o mesmo procedimento do Capitulo 4, em que se obteve a solu¢ao para o mo-
delo de Ekman (Secao 4.1.3), tem-se a solugao para Equagoes (6.2) validas para o Hemisfério
Sul:

Wy (2) = Apexp [vn (1 — 1) 2] + Brexp [vn (1 — 1) 2] + wyn, (6.5)

com vy, = 2_[?: e A,, B, €C.

As constantes complexas A, e B, sao calculadas aplicando as condig¢oes de contorno,

W,=Wp em z=2z e n=1, (6.6a)

Wp =Wy em z=2z2, e n=N. (6.6Db)
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e as condicoes de interfaces,

Wp=Wpy1 €m 2=2, ¢ n=12.(N-1), (6.7a)
ow,, ow,,
KZRTVZ = K.(ny1) Vg;l em z=2z, e n=12..(N-1). (6.7b)

Observe que, ao aplicar as duas condigoes de contorno e as 2 (N — 1) condigoes de
interfaces, tem-se formado um sistema de 2N equacgoes, o qual é resolvido numericamente. A
Subsecao (6.2.2) apresenta maiores detalhes.

Aplicando a Férmula de Euler e separando w,, e wy, em parte real e parte imagindria,
escreve-se a solugao nas variaveis u,, e v,. Ver Apéndice A.

Expressoes para o coeficiente de difusividade e vento geostréfico sao dados nas Segoes

4.2 e 2.6, respectivamente.

6.2 As Equagoes de Navier-Stokes Tridimensionais Estacionarias para as Com-

ponentes Horizontais da Velocidade Média

Nesse modelo, supoem-se, a estacionariedade, o desprezo do movimento vertical médio,
o desprezo do termo de viscosidade molecular, o escoamento geostréfico baroclinico ! e a
variacao horizontal do escoamento, que proporcionam a investigacao de uma solugdo mais

real para o campo de vento médio bidimensional turbulento descrito por:

ou ou 0 ou 0 ou 0 ou

Ty = - ) s L (k) L (kY .
“ax+”ay Jev chg_l_@x( v x>+8y< y8y>+8z< Z@z)’ (6.8)
ov v 0 ov 0 ov 0 ov
S YY) s D (k) L (kY .
uax+vay fcu+fcug+ax< e x>+8y< y8y>+8z< Z@z)’ (6.8b)

comu =u(z,y,z2), v=0v(r,y,2), 20<2<2, 0<z<L, e 0<y<L,.

As condigoes de contorno para as componentes horizontais da velocidade média nas
fronteiras da regiao retangular formada pelo plano-ry podem ser obtidas assumindo a apro-
ximagao dada na Secao 4.3, nas fronteiras ¢ = 0 e y = 0 e nas fronteiras ¢ = L, e y = L,
isto é, supoe-se um campo divergente e rotacional (Ver Figura 6.1). Para a direcao vertical,
impoem-se, para as componentes horizontais da velocidade média, que, no solo, ambas te-
nham um valor constante e que, no topo da camada limite planetaria, se aproximem de seus

valores geostréficos; matematicamente, escreve-se:

Wer Capitulo 2, Secdo 2.6



w(z,y,z) =ug em 2z =z,

ula,y,z) =uy em 2=z,

v(z,y,z) =vy em z =z,

v(z,y,2) =v, em z=z,

1
u:—ECy em z =0,

1 1
u:iéLx—ify em x=L,,

1
u:iél" em y =0,

1 1
u:iéx—gé"Ly em y=1L,,

1
v 5 Yy em x ,

1 1
U:§CL$+§5y em x=L,,

1
v:§§x, em y =0,

1 1
v:§Cx+§5Ly em y=L,,
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(6.9a)
(6.9b)

(6.10a)
(6.10b)

(6.11a)
(6.11D)
(6.11c)

(6.11d)

(6.12a)
(6.12b)
(6.12¢)

(6.12d)
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"}. 1 JL} 1 1
uzaﬁx—agﬁy nggx.;.gg,gy
Ly ¥ Lybrrl
1 1 1 1 1 1
H=S LY (ks =zy) = u==6L-=Ly| V=50 [vlnrz=z)=v =L+ dy
TR ~> o
0 > X 0 f—x

7 » X
u:lzﬁx/\ * ‘P=%§x/\

Figura 6.1: Condic¢des de contornos em z = z; e na regiao retangular. Figura adaptada de:
OZISIK, M. N. Heat Conduction. John Wiley & Sons, Inc., 1993.

6.2.1 Discretizacao

Para produzir um perfil de vento mais real, é importante considerar coeficientes de
difusdo que variam com a altura. Para facilitar a solu¢ao do problema, discretiza-se a CLP em
N subcamadas ((MIKHAILOV; OZISIK, 1984); VILHENA; BARICHELLO, 1991; MOREIRA, 1995),
de modo que, dentro de cada uma delas K, (z2), K, (z), K, (2), uy(2) e v, (2) ? assumam

valores médios 3

1 2o

K,, — / " K, (2) dz (6.13a)
n+1 — Zn

K, = "MK, (2)d> (6.13D)
n+1 Zn

Ko = R dz (6.13¢)
n+1 Zn

Ugn = / " g (2) dz (6.13d)
n+1 — Zn

Vgn = / MY (6.13¢)

n+1

comn=1,2,...,N.
Com a discretizacao, K,, K, K., ug € v, passam a ser denominados K, Ky, K.,
Ugn € Vgn, Tespectivamente, uma vez que eles dependem do meio n considerado.

A Figura (6.2) mostra um esquema que considera a CLP dividida em N subcamadas.

2Para o caso baroclinico.
30 algoritmo utilizado para a integracio numérica foi o Romberg (BURDEN; FAIRES, 2003) e a linguagen
de programagio usada para a implementagao do algoritmo foi FORTRAN 90 (KERRIGAN, 1993).



62

| ly=N
[ S j
- - : /
‘JI " T
- 1
A T =2
fJf 'JT__\, ____________ 1.}3:1
PR SV A S §
!’f - ,}"
ﬂu* o
1"-’ N 1.
Ly

Figura 6.2: Desenho esquemaético da discretizacao da CLP.

Levando-se em consideracgao a discussao anterior, as Equagoes (6.8a) e (6.8b) podem

ser reescritas, respectivamente, da seguinte forma:

ou,, ou,, 0%u, 0%u,, 0%u,,
Un ax -+ Un, ay = fCUTL — fCUgn -+ Kmnw + Kyn87y2 + KZ”W7 (614&)
ov,, ovy, 9%v, 0%v,, 9%v,
n o n o — JcUn clgn Kxni K n"a o Kzn7> 6.14b
Un g+ o feun + feugn + 52 T yay2—|— 5.2 ( )
com 2, <z<z,, O<z<lLl, O<y<Ll, e n=12 ...,N.

Além das condigoes de contorno (6.9a) - (6.12¢), supoe-se, também, contato perfeito
entre as subcamadas nas quais a CLP foi dividida. Sendo assim, consideram-se as condi¢oes

de continuidade para as componentes da velocidade média e para os fluxos nas interfaces,

respectivamente:
Up =Upy1 €m 2z=2, ¢ n=12_..(N-1), (6.15a)
Up =Upp1 €m z=2, ¢ n=12..(N-1), (6.15b)
ouy, ou,
Kzna—uz = Kz(nﬂ)% em z=2, e n=12..(N-1), (6.15c¢)
vy, v,
Kzna—z = Kz(nﬂ)% em z=2, e n=12..(N-1). (6.15d)

Observe, ainda, que o problema dado acima é nao-linear, o que torna sua solu¢ao muito

dificil. Para contorna-lo, supoe-se a seguinte aproximagao (Ver Secao 4.3),

ou,, ou, 0

Un,, (6.16a)

¢
Unor Ty T2 T
¢
2

ov, ov,
20 1
Up, . + v, " 21} Up, (6.16b)
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Substituindo as Equagoes (6.16a) e (6.16b) nas Equagoes (6.14a) e (6.14b), tem-se

Y C 0?u,, 0?u,, 0%u,,

iun 2 fcvn fcvgn + Kxnw + Kan + KZ”W’ (6.17&)
0 C 0%, 9%v,, 9%v,,

2’Un+ 9 Uy = fCUn_'_fCugn—i_Kxnw—i_Kyn a 5 +Kzn 822 . (617b)

com 2, <2<z, O0<z<Ll, O<y<Ll, e n=12 ... N.
Multiplicando a Equagao (6.17b) por i (i € C) e somando termo a termo a Equagdo
(6.17a),

o ( . _ 9w, 9%w,, 0w,
§Wn + Ziwn = _chWn + chWgn + Krnm + KynTZﬂ + Kana
isto é,
9’w,, 0w, 9w, 0 C\ . .
Kxnm + [(ynaiy2 + KznaZQ] - [2 + <fc + 2) Z] W = —chgnZ, (618)

em que Wy, = Up + Up &, Wop = Ugp + Vg &, 2p < 2 < 2pq1, 0<a <L, O0<y<L, e
n=1, 2 ...,N.
Com condigoes de contorno,

Para direcao-z

Wp=Wy em z2=2y3 € n=1, (6.19a)
Wy, =Wy em z=2 e n=N. (6.19Db)
Para direcao-z, y
1
Wy, = 5( (+0i)y em x=0, (6.20a)
1 1
W 5(6+C2)L+ (—C+0i)y em x=L,, (6.20b)
1
Wi = (0+Ci)z, em y=0, (6.20c)
1 1
Wy, 2((5+CZ):L’+ (=C+di) L, em y=1L,. (6.20d)

As condigoes de interfaces,

Wp=Wpy1 em z=2, e n=12.(N-1), (6.21a)
ow,, ow,,
Kzna—vz = K. (ns1) ‘2;1 em z=2, e n=12 . (N-1). (6.21b)
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6.2.2 GITT

A equagao (6.18) é resolvida pela Técnica de Transformada Integral Generalizada -
GITT, (OZISIK, 1993; MIKHAILOV; OZISIK, 1984; COTTA, 1993). Nessa técnica, a fungao-
solucdo é expandida em termos das autofungoes correspondentes ao problema auxiliar (Sturm-
Liouville), associado ao problema original. A condi¢ao de ortogonalidade das autofungoes é
utilizada para determinacao dos coeficientes da expansao; assim, dando origem a integral
transformada e sua inversa. Aplicando a transformacao integral as derivada parciais em
relagdo as variaveis x e y serdao removidas, reduzindo o problema a uma equacao diferencial
ordindria de segunda ordem na variavel z (problema transformado). Uma vez que o problema
transformado é resolvido, a férmula inversa é utilizada para obter a solucao do problema
original. A ordem de truncamento é selecionada de acordo com a precisao desejada. O

procedimento a seguir resulta da aplicacdo dos resultados obtidos na Secao 5.1.

(1) Problema auxiliar

s

O problema auxiliar associado a w,, é:

Kxn 62¢ ()‘pfb I7 y) + Kyn 82¢ ()‘pq> $a y)

2
K.  0a? Ko 0 m? Gt (6:22)

com condigoes de contorno
Yv=0 em xz=0, e x=L,, (6.23a)
Pp=0 em y=0, e y=L,. (6.23b)

Supondo que, ¥ (Apg, 2, y) = 1 (Bp, ) V2 (74, ¥), a solugdo do problema auxiliar asso-

ciado a w,, é (OZISIK, 1993; MIKHAILOV; OZISIK, 1984):

e autofuncgoes

b1 (Bp ) = sen (f)  para p=1,2,.. (6.242)
s (v, y) = sen (vpy) para ¢ =1,2,.. (6.24b)
Kzn / Kzn
com P B Kmnﬁp ¢ ’Yq - Kyn q



e autovalores

KCCTL

Bp:]z: K. para p=1,2,..
Kyn

wq:qL—W Ky’ para ¢=1,2,...

Yy zn
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(6.25a)

(6.25b)

~ ’ . . ~ / !
os autovalores sao raizes positivas das equagoes sen (ﬁpLx> =0 e sen (fquy) =0, res-

pectivamente.
® norma

1 [ 2

W = fm para p = 1,2,...
p
1 [ 2 1.9

———=,/— para ¢=1,2,..

N('Vq)l/Z Ly

2 _ 92 2
com A, = 3, + 7,

(74) Problema transformado

e Formula de Inversao:

(z,y,2 ;Zl ¢]\§ pq’fl/?w (Apgs 2) s

com N (Apg) = N (B,) N (7).

e Transformada Integral:

1 Lo Ly
7 /\ ) = 7/ / >‘ ) /a ' n ,7 ,7 d /d /a
W ( Pq Z) N(/\pq)l/2 0 0 @ZJ( pg> T y>W (‘T Yy Z) yar

onde

Ly Ly
NOug) = [ [T 1 Qs

(6.26a)

(6.26b)

(6.27)

(6.28)

(6.29)
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Para explicitar o sistema transformado, aplica-se o operador

_r

N2 I fOLy Y (Apg, 2’1 y') dy'dx’ sobre a Equagdo (6.18) como segue:
raq

0w,

1 Ly Ly
)\ / / nd /dl
o [ Ot S
1 Ly Ly K, 0%w, K,, 0®w,
A ;o n n yn n d /d /
+N()\pq)l/2/0 /0 Y (Npgs 7', Y') le 012 _'_Km 83/’2] yar

0 fe ¢ . 1 /Lx /Ly I 10
- A dy'd
lQKzn ! <KZ” i 2KZ”> 21 N(/\pq>1/2 0 0 ¢< pas LY ) Wndy ax

fCW nl 1 Ly Ly
- Kg N () )1/2/O /0 Y (Apgs @', y') dyda’, (6.30)

com w, = w, (z',v, 2).

Resolvendo cada termo da equacgao acima, separadamente,
1. No primeiro termo, aplica-se a Regra de Leibniz, (Lima (2000)),

2 20—
0°w, d*w,,

1 Lo [Ly
N ) /0 /0 U (Mg 7, Y) 5. dy'dx’ = FEN (6.31)
Pq

onde W, (Apg, 2) = Wy,.

2. A integral presente no segundo termo é calculada usando o Teorema de Green ou inte-
grando por partes duas vezes, utilizando o problema de autovalor (6.22) e as condi¢oes

de contorno (6.20) (Ver Apéndice B), sendo expressa por

1 Ly Ly K,, H? W, K,, 2 W, ,
W/o fi 0 Ot l K. o K. oy | W= At G
Pq n zn

(6.32)
sendo que C, é dado no Apéndice B.
3. A terceira integral, resulta da definicao (6.28)
1 Lo Ly 1o B p—
4. A quarta, pelos resultados (6.24) e (6.25)
1 Lo Ly o I,
G:N()\)UQ/O /0 Y (Mg, @', y') dy'dx (6.34)
P

Al ) e
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Substituindo os resultados (6.31), (6.32), (6.33) e (6.34) em (6.30), tem-se a equacao

diferencial ordinaria de segunda ordem,

dQWH_KAQ+ B >+<fc +C> Z']WH:JW—O”. (6.36)

dz? P 2K, K., 2K., K.,
Nomeando,
9 4]
Qin = Ay, + Va (6.37a)
Qg = lgn +5 }gn (6.37b)
Assim
d;;”; — (Qun + Qg §) Wy = —f‘;g_":“ —c, (6.3%)

As condigoes de contorno e interfaces, do problema transformado na direcao-z, sao
determinadas aplicando a definigdo (6.28) em (6.19a), (6.19b), (6.21a) e (6.21b) dadas, res-

pectivamente, por

W,=Gwy em z=1z e n=1, (6.39a)
W, =Gw,, em z=2 e n=N, (6.39Db)
Wy =Wpy1 em z=2z, e n=12.(N-1), (6.40a)
oWy oWy,
K., 8W = K.(n41) ‘g oem 2=z, e n= 1,2,...(N —1). (6.40b)
z z

A Equagoes (6.38) é resolvida por métodos classicos. Sendo assim, resolve-se primei-

ramente a equagao homogénea associada a Equagao (6.38), que é expressa por:

d2 Wnh

W—(a1n+a2ni)W7nh:0-

Aplicando o método de resolucao de equagoes diferenciais de segunda ordem com co-
eficientes constantes (BOYCE; PRIMA, 1999), obtém-se & equagao caracteristica associada a

equacao diferencial homogénea:

r? — (0nn + agn i) = 0,
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assim

r = ++\/(a1, + aop 1),

logo

0, . On
- (a%n N agn) 1/4 [cos <2> + 7 sen <2>1 , a1, #0 e ag, #£0, (6.41)

4 9 Qn
Top = (Oéfn + cvgn)l/ [COS (2 + 7T> + 7 sen (2 + W)] ) i, 7 0eag, # 0, (6.42)

onde #,, = arctg <a%); 0, # g + Kk, k=10,1.
Q

1n

3

Assim

Wah (Apgs 2) = Ay exp [11p, 2] + By exp [ray, 2], (6.43)

com A,, B, € C.

A solugdo particular é obtida utilizando o método dos coeficientes indeterminados

(BOYCE; PRIMA, 1999), isto é, supde-se que W,, = K, K uma constante. Substituindo na
Equacao (6.38), obtém-se

1 fewnG i
K= o +Cy, )
(Oéln + Aoy 2) < Kzn >

Logo

fewaG

1 .
Wnpowticulow (qua Z) = ( K + (Oéln — Qop, Z) Cn] . (644)

———— (o, + a1y ?
a3, +al,) V on + O1n &)

A partir das Equagoes (6.43) e (6.44), tem-se que a solugao geral da Equacao (6.38) é:

W7n ()\pqa Z) = An exXp [rln Z] + Bn €Xp [T2n Z] + Wnpowz‘/iculow" (qua Z) ) (645)

com Ay, By, T1n, Ton, Wn), € C.

Para determinar as constantes A4, e B, aplicam-se as condigoes de contorno (6.39a) e

(6.39b), e as 2(N — 1) condi¢oes de interface (6.40a) e (6.40b), como segue:

em z = zp: Wi (Apgs 2) = Gwy

W1()‘@(1:2) = W()‘pqa z)
Kzlavl(kpqu) _ Kﬁa@()‘pqa z)
0z 0z

em z = zo:



em z = 23:

em z = zy:

em z = zy:

em z = z;:

K.

WN (Apgs 2) = Gwyy

Kz3

(N-1)

OW(N=1) (Apgs 2) -

0z

Com as expressoes obtidas acima, chega-se a um sistema linear de dimensao

(n=2N) dado por: Mx = b,
em que:
My My 0 0
My My Mss Moy
Ms1 Msy Mss Msy
0 0 My My
M — 0 0 Msz Msy
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

b:[b1 by 0

Mys
Mss
M
Mzs

bs

0
0
0
0
0
Mes
Mg
n—1,n-2 Mnflmfl
0 My
Ay By

o o o o o o o
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4sdo definidos como segue:

My, = exp|ri 2

My = exp|(ra1 20)]

by = Gwy — Wlparticular ()\pq7 ZO)

eparan=1,2,3,...N—1

Moy on—1 = exp [rin Zn)

My, on, = exp [ron zn)

My, 9n41 = —exp [rl(nﬂ) zn]

May 2042 = —&Xp [7“2(n+1) Zn]

M2n+1,2n71 = K., ripexp [7”1n Zn]

Moni1on = K.p7Ton€Xp [, 20

Moni1on41 = _Kz(n+1) T1(n+1) €XP [Tl(nﬂ) Zn]
Maniionia = — z(n+1) 7"2(n+1)) €xp [7“2(n+1) Zn]

bZTL = Wn+1particular ()\pqa Zn) - Vnparticular (qua Zn)
e, por fim:

Msn on—1 = exp (118 2n]

M2N, 2N = €xXp [7"21\7 ZN]

ng = GWgN — WNNparticular <>\pqa ZN)

Entao, para cada p e ¢, resolve-se o sistema M x = b numericamente. O método

numérico adotado é Eliminagao de Gauss (BURDEN; FAIRES, 2003).

(77i) Transformada Inversa

Aplicando os resultados (6.24) - (6.26) na Equacao (6.27), tem-se a transformada

inversa e, consequentemente, a solugao procurada,

\/fTsen (By) sen () ¥ (Apg, 2) (6.46)
zHy

Wy 2) =300

p=1¢=1

T representa que o vetor estd transposto.
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com Wy, (Mg, 2) dada pela equagio (6.45) e N2 = (2 477
O algoritmo foi executado na linguagem de programagdo FORTRAN 90 (KERRIGAN,
1993).
Finalmente, obtém-se as componentes do vento médio, u e v, a partir do fato que

wn (2,9, 2) = up (2,9, 2) + v, (2,9, 2) i, neste caso

Uup (2,9, 2) = Rw,, (2,9, 2) (6.47a)

Un (2,Y, 2) = Swy (2,9, 2) (6.47b)

em que R representa a parte real de w e & representa a parte imaginaria de w,.

As equacoes para u, e v,, escritas explicitamente, sdo mostradas nos Apéndices A e
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7 RESULTADOS

No capitulo que segue, apresentam-se os resultados referentes a solugao das equagoes de
Navier-Stokes tridimensionais estacionarias, para as componentes horizontais da velocidade
média do vento (Ver Secao 6.2). Em cada simulagao foi considerada a varia¢ao independente
dos seguintes parametros: o tamanho da area horizontal definida por L, e L,; a espessura das
subcamadas em que a CLP foi dividida, representada por Az; as variaveis horizontais x e y;
a ordem de truncamento pe ¢ e os valores de divergéncia ¢ e vorticidade (. Foram simulados
os perfis da magnitude do vento médio e da direcdo do vento. Neste ponto, é importante
salientar que, durante a variagdo de cada um dos parametros citados anteriormente, todos os
outros permanecem constantes.

As condigoes iniciais foram dadas pela Equagao (4.12), com rugosidade Z, = 0,0012m

e 0 = 16° (angulo meteoroldgico). Assim, as componentes horizontais iniciais sao dadas por:

up = |U| cos (6) (7.1a)
vo = |Ulsen(0) (7.1b)

para zg = 0,5 m.
Os demais parametros sao obtidos a partir dos dados do experimento de Wangara

(CLARKE et al., 1971, Capitulo 8).
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Na Figura 7.1, verificou-se a convergéncia da solu¢cao do modelo proposto mediante a
varia¢do no nimero de termos do somatério da Equagao (6.46). Obteve-se a convergéncia do
modelo para p = ¢ = 9. Os demais parametros sao: L, = L, = 10 km, = = 0,5L,, y =

0,5Ly, 6=0,(=0eAz=5m.

1200 T T, T T T T T p=1 q=1 -
‘._' '|_: ng ng ..........
Lo p=8 g=8
: i a) p=8 Q=9 ----
1000 ‘I H - p=9 g=9
|
b
vl
800 I i — 1200
! '
g 1000 |- -
B b
= 600 i N L -
[ ;
i il E 600 | -
400 ;' ,l 4or i 4N
. [ L .
P2 R
200 |- i 0 et . 200 - T
_ii ;I‘ 1 2 3 4 5 0
0 Lo -f..'llvﬂ"'; | | ! ! 75
1 2 3 4 5 6 7 8 9
U] (m/s)

Figura 7.1: Perfis verticais da magnitude do vento médio Figura (a) e da direcdo do vento
horizontal Figura (b). Os perfis sao calculados para diferentes ordem de truncamento.



4

Na Figura 7.2, testou-se a solucdo do modelo variando as coordenadas horizontais,

sendo que 0 < x < L, e 0 <y < L,. O resultado do modelo depende da posicao horizontal

dentro do dominio, mesmo quando nao se consideram os efeitos de grande escala, que sao a

divergéncia e a vorticidade. A variacao horizontal é grande nas proximidades das fronteiras,

no entanto, existe uma porc¢ao do dominio, proximo ao centro, em que os perfis de vento nao

variam muito horizontalmente. Considerou-se L, = L, = 10km, p = q¢ =9, =0, ¢ =

Oe Az =5m.

1200
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[=f=Y=X=X=}
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1200

1000

800
600
400 -

200

Figura 7.2: Perfis verticais da magnitude do vento médio Figura (a) e da direcdo do vento
horizontal Figura (b). Os perfis sao calculados para diferentes valores de z e y.
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Na Figura 7.3, simularam-se os perfis da magnitude do vento médio e da dire¢ao do
vento horizontal, fazendo-se variar o tamanho da area horizontal. Assumiu-se p=¢ =9, x =
0,5L,, y = 0,5L,, 0 =0, ( = 0eAz = 5m. O tamanho do dominio horizontal tem um
consideravel impacto na solugdo, mas somente para pequenas areas. A medida que L, e
L, sao sucessivamente aumentados de 1 km a 100 km, a solucao tornou-se independente do
tamanho do dominio para L, = L, > 50 km. Isso significa que a solucao ¢ adequada para

areas horizontais maiores que 50 km.

1200 ——————+— - L=L,=1km -
R LiL/=5 km —mme
i L=L, 210 km -ooeooov.
/ P a) Ly=Ly=50 km
1000 / i . L=L,=100 km ——
_ P
!_/ : '
i
800 | ! . 1200
i
. i 1000 - .
E ]
E 600 | i
N . 60 800 |- .
i E 600} -
400 H 40 14~
! - —
|! 20 i 400
1
200 | ] 200 | i
\
75 90 105 120 135
0 S 1 1 1 1 " O
0 1 2 5 6 7 8 Angulo (°)

U[ (m/s)

Figura 7.3: Perfis verticais da magnitude do vento médio Figura (a) e da diregdo do vento
horizontal Figura (b). Os perfis sdo calculados para diferentes valores de L, e L,.

Na Figura 7.4, investigou-se a convergéncia da solucao do modelo proposto, mediante
a variacao da espessura das subcamadas em que a CLP foi dividida. Utilizou-se, L, = L, =
50km, p=q=9,0=0,(=0¢e 2=0,5L,, y=0,5L,. Pode-se observar que a influéncia
de Az é importante para baixos niveis, sendo que, quanto mais refinada a camada, menor a
magnitude do vento médio e da direcao do vento horizontal. Note, também, que na altura
correspondente a metade da CLP até o topo da camada, a variacdo é muito pequena. Por
outro lado, como pode ser visto na Tabela 7.1, o tempo computacional exigido para cada

simulagao apresentou grandes variagoes. Essa analise permite escolher Az =5 m.
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1200 T T T T T T T Az=2 m ——
i Az=5m --——
] Az=10m oo
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. i) 1000 b) ]
E ]
= 600 i .
N i1 60 — 800 I i
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i o0 | i 400 .
200 0 L . 200 - iy
0 1 5 0
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Figura 7.4: Perfis verticais da magnitude do vento médio Figura (a) e da diregdo do vento
horizontal Figura (b). Os perfis sdo calculados para diferentes valores de Az.

Tabela 7.1: Comparacao entre o tempo computacional exigido em cada simulagao para dife-
rentes espessuras das subcamadas. Os valores apresentados nesta tabela referem-se a Figura

7.4.

| Az (m) | Tempo Computacional |
2 29' 22"
) 119"
10 8"
50 1"
100 <1”




7

Nas Figuras 7.5, 7.6, 7.7, 7.8 e 7.9, simularam-se os perfis de velocidade do vento
médio horizontal e diregao, para diversos valores de divergéncia (4) e vorticidade (¢). Todos
os resultados foram obtidos para valores de p = ¢ =9,L, = L, = 50 km, x = 0,5L,, y =
0,5Lye Az =5m.

Analisando-se a Figura 7.5, que considera vorticidade nula, observa-se que, tanto no
caso divergente quanto no caso convergente, existe uma grande variagao no valor da magnitude
do vento médio, quando se assumem valores grandes para ¢. Esse fato é mais evidente nos
perfis da direcao do vento. Conclusao semelhante é obtida para a Figura 7.6, que assume

divergéncia nula e considera casos ciclonicos e anticiclonicos.

1200
1000 |
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1200
E 600} 1000 |
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800 |-
400 + -
£ 600}
N
400
200
200 |
0 0
0 60
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Figura 7.5: Perfis verticais da magnitude do vento médio Figura (a) e da diregdo do vento
horizontal Figura (b). Os perfis sdo calculados para diferentes valores de ¢ e em todos os
casos ¢ = 0.
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Figura 7.6: Perfis verticais da magnitude do vento médio Figura (a) e da diregdo do vento
horizontal Figura (b). Os perfis sao calculados para diferentes valores de ¢ e em todos os
casos 0 = 0.

Nas simulagdes mostradas nas figuras 7.7, 7.8 e 7.9, consideraram-se combinagdes entre
diferentes valores de divergéncia e vorticidade. Observam-se perfis semelhantes para o vento
médio, com magnitudes maiores para o caso em que a divergéncia e a vorticidade sao nulas.
Ressalta-se que, na direcao do vento, sao observadas as maiores variacoes entre os casos
simulados. As mudangas na forma dos perfis ocorrem quando pelo menos um dos parametros
de grande escala (vorticidade e divergéncia) é consideravelmente maior que o pardmetro de
Coriolis.

Essa analise permite concluir que os valores para a divergéncia e a vorticidade devem

estar proximos ao valor de Coriolis.
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Figura 7.7: Perfis verticais da magnitude do vento médio Figura (a) e da diregdo do vento
horizontal Figura (b). Os perfis sdo calculados para diferentes valores de ¢ e (.
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Figura 7.8: Perfis verticais da magnitude do vento médio Figura (a) e da diregdo do vento
horizontal Figura (b). Os perfis sdo calculados para diferentes valores de ¢ e .
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Figura 7.9: Perfis verticais da magnitude do vento médio Figura (a) e da diregdo do vento
horizontal Figura (b). Os perfis sdo calculados para diferentes valores de ¢ e .
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8 VALIDACAO DO MODELO

8.1 O experimento de Wangara

O experimento de Wangara foi realizado de 15 de julho a 27 de Agosto de 1967 em
Hay, New South Wales (34°30'S.,144°56'L.), Australia (CLARKE et al., 1971). As observagoes
meteorolégicas realizaram-se em uma CLP desenvolvida acima de um terreno plano, composto
por uma vegetagao rasteira e apresentando uma certa inclinacao. Medidas de vento realizadas
de hora em hora foram efetuadas por um baldo piloto até uma altura de 2 km. Os valores
médios destes dados de vento foram feitos em cinco estagoes. Quatro dessas estagoes estavam
localizadas aproximadamente nos vértices de um quadrado de 60km de comprimento; a quinta,
proxima ao centro do quadrado. O valor médio dos ventos foi apresentado nas componentes
zonal e meridional, em intervalos de 50m até uma altura de 1 km. A partir dai, em intervalos
de 100 m até uma altura de 2 km. Na estacdo central, uma radiossonda coletou valores para
a razao de mistura e temperatura em intervalos de 3 horas.

As medidas meteoroldgicas de uma torre forneceram informagoes sobre os ventos na
camada superficial em 1, 2, 4, 8 e 16 m em duas das cinco estagoes: na central (estagdo 5)
e na 4; as medidas de vento em 0,5 m foram realizadas na 5. As diferencas de temperatura
foram medidas entre 1e2m e 2e4m , com o uso de um par combinado de termoémetros de
resisténcia.

Durante os experimentos, realizaram-se concomitantemente as observacoes superficiais
de pressao, temperatura em bulbo seco e iimido e direcao do vento na superficie.

Os ventos geostréficos na superficie foram estimados de duas maneiras: a primeira,
obtida a partir de medidas de pressao superficial lidas de hora em hora nas cinco estagoes; a
segunda, proveniente de medidas de pressao superficial lidas nas cinco estagoes e na Estacao
Meteorolégica de Bureau em intervalos de 3 horas. Ventos térmicos foram estimados duas
vezes por dia na Estacdo Meteorolégica de Bureau, em intervalos de Oalkm e 1a2km, a
partir de uma rede de radiossondas sindticas.

As medidas do experimento de Wangara forneceram as bases para a determinacao
das fungoes de similaridade de Monin-Obukhov, que também foram usadas para calcular os
valores das funcoes universais da teoria de similaridade de Rossby e, ainda, determinaram
muitas escolhas apropriadas para os parametros de escala. Dados, em condi¢bes convectivas
coletados durante o famoso experimento do dia 33, foram usados para testar muitos mode-

los numéricos na camada limite atmosférica. Finalmente, os resultados do experimento de
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Wangara, apontaram as dificuldades e limitagoes na obtencao das medidas exatas de vento

térmico, velocidades verticais e fluxos mediados espacialmente (SORBJAN, 1989).

a)

f i ﬁ?u}c-n% | / ‘
5200 ;
A 1=

*One Tree'

4 l_\g{_\.l 08
4 ,'Booruorhan\'.-.‘~ 2 \Wargum

Figura 8.1: a) Localizagdo das Estagoes no Experimento de Wangara. b) Localizagdo da
Estacao 5. Figura adaptada de CLARKE, R.H. et al. The Wangara Experiment: Boundary

Layer Data, CSIRO, 1971.

8.2 Simulacgoes

A Tabela 8.1 apresenta os parametros meteoroldgicos observados durante os experi-

mentos de Wangara.

Tabela 8.1:

Parametros meteorologicos observados durante os experimentos de Wangara.
dia | hora | —L (m) | z; (m) | ux (m/s) | ugo (m/s) | vgo (m/s)

33 | 15:00 2,1 1200 0,155 —5,32 —0,77

40 | 15:00 10 1200 0,14 1,7 —2,55

Os pardmetros L e u, para o dia 33 foram retirados de Yamada (1976) e Melgarejo

e Deardorff (1975); para o dia 40, de Wilson e Flesch (2004). Os valores para ug e vgo

foram obtidos em Clarke et al. (1971). A partir do grafico da temperatura potencial virtual

(Figura 8.2), estimaram-se os valores de z; (CLARKE et al., 1971). O parametro de Coriolis foi

aproximado em f,

—8,21 x 107% 571,

A variacao do vento térmico as 15 horas é estimada interpolando linearmente os dados
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Au
da Tabela 8.2. Os valores dados na Tabela 8.3 obtém-se a partir das equagoes ur = ( A 7)
z
(AUT) , (s
e v = Ao Os valores para o vento geostrofico, para o caso baroclinico, calculam-se pela
z

Equacao (2.19).

Tabela 8.2: Diferenca entre os valores do vento térmico (m/s) observada durante o experi-
mento de Wangara (CLARKE et al., 1971). O indice 1 refere-se a diferenca entre os intervalos
de Oalkm e o 2, a diferenca entre 1 a2 km.

Dia 33 40

Hora 9h 21 h 9h 21 h
(Aur), | 2,9 2,82 0,76 1,17
(Avr), | =0,04  —0,67 | —1,16  —0,41
(Aug), | 1,49 1,32 2,44 1,65
(Avr), | 0,26 0,45 | —0,94 —1,51

Tabela 8.3: Componentes do vento térmico estimados as 15 horas, a partir de dados observados
durante o experimento de Wangara (CLARKE et al., 1971). O indice 1 refere-se a diferenca
entre os intervalos de 0 a 1 km e 2, a diferenca entre 1 a2 km.

Dia 33 40
1073 (s71) [ 1073 (s71)
(ur), | 2,9 0,965
(vr), | —0,355 | —0,785
(ur)y | 1,405 2,045
(vr)y | 0,355 | —1,125

Na Figura 8.3, representam-se a solugdo do modelo de Ekman (Equagao (4.11)) e a
do modelo unidimensional (Equacao (6.5)). O modelo unidimensional resolveu-se para dois
casos, para diferencia-los usam-se as letras a e b, para os casos barotrépico e baroclinico,
respectivamente. As condigoes iniciais sao as mesmas assumidas para o modelo de Ekman,
isto ¢, ug = v9 = 0 no solo e v, = 0. Nessas simulacoes, consideraram-se subcamadas de
espessura Az = 2m.

O hodégrafo do modelo unidimensional apresentou, para ambos os casos, magnitu-
des menores que a da solugdo de Ekman. Para o baroclinico, representado por Eq. (6.5)-b,
observa-se um comportamento diferente dos outros dois simulados, devido a sua baroclinici-
dade. Estes resultados concordam com os apresentados por Parmhed, Kos e Grisogono (2005)
e mostrados na Figura 4.4.

Na Figura 8.4, apresentam-se os perfis para os coeficientes de difusao obtidos na Secao

4.2.
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Figura 8.2: Temperatura Potencial Virtual. A linha continua refere-se aos dados do dia 33; a
pontilhada, aos dados do dia 40.
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Figura 8.3: Hoddgrafo do modelo de Ekman (Equagao (4.11)) e da solucao (6.5). Eq. (6.5)-a
refere-se ao caso barotrépico e Eq. (6.5)-b, ao caso baroclinico.
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Figura 8.4: Coeficientes de difusao calculados pela Equagao (4.32) para a = x,y, 2.

Nas Figuras 8.5 e 8.6, compararam-se os dados de Wangara com as seguintes apro-
ximagoes: a unidimensional, dada pela Equacao (6.5) (o caso barotrépico nomeado por Eq.
(6.5)-a, e o baroclinico por Eq. (6.5)-b, ambas resultam da Equacdo (6.5)); a sugerida por
Wilson e Flesch (2004); a Lei Logaritmica (Equacdo (4.13)) e a tridimensional dada pela
Equacao (6.46). Assumiram-se divergéncia § = 0, vorticidade ¢ = 0 e espessura das subcama-
das Az = 5m. Nos outros casos utilizaram-se Az = 2 m. Todos os resultados foram obtidos
para valoresde p=¢=9,L, =L, =50km, x =0,5L, e y = 0,5L,. Os indices estatisticos
para a magnitude do vento médio e para a dire¢ao do vento horizontal sao apresentados nas
Tabelas 8.4 e 8.5; 8.6 e 8.7, respectivamente.

Observa-se que os perfis para o vento médio sao semelhantes; no entanto, o caso baro-
trépico, Equagao (6.5), apresentou o maior afastamento em relagao aos dados experimentais
para ambos os dias 33 (Figura 8.5) e 40 (Figura 8.6). Para a dire¢do do vento, embora os
perfis se mostrem préximos, os indices estatisticos revelam diferencas no caso simulado pelo
modelo de Wilson e Flesch (2004). Para o dia 40, os indices confirmam os perfis apresentados
na Figura 8.6-b.

Na primeira simulacao, Figura 8.5, os indices estatisticos sugerem as seguintes avalia-
¢Oes: para a magnitude do vento médio, o F'B indicou que os modelos analisados superesti-
maram, na média, os valores observados de Wangara, exceto o modelo sugerido por Wilson e
Flesch (2004). Este subestimou, na média, os valores experimentais. Para a dire¢ao do vento
horizontal, todos os modelos examinados subestimaram, na média, os valores observados de
Wangara. O F'S indicou que a dispersao simulada em torno da quantidade média prevista

superestimou a observada. Isso ndo ocorreu no modelo sugerido por Wilson e Flesch (2004).
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Nesse caso, a dispersao simulada em torno da quantidade média prevista subestimou a dos
dados de Wangara. O coeficiente R indicou uma forte correlagao positiva entre os valores do
vento médio previstos pelos modelos e os observados no experimento de Wangara. Todavia, o
modelo sugerido por Wilson e Flesch (2004) apresentou uma correlagao fraca positiva. Para a

dire¢ao do vento horizontal, todos os modelos analisados apresentaram uma correlagao fraca

negativa.
1200 ' ' T Eq. (6.5)-a
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Figura 8.5: Perfis verticais da magnitude do vento médio Figura (a) e da diregdo do vento
horizontal Figura (b). Comparagoes realizadas entre os modelos: o unidimensional; a Lei
Logaritmica; o sugerido por Wilson e Flesch e o tridimensional. A Eq. (6.5)-a refere-se ao
caso unidimensional barotrépico e a Eq. (6.5)-b, ao unidimensional baroclinico. Os simbolos
representam os dados do experimento de Wangara do dia 33.
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Tabela 8.4: Indices estatisticos para os perfis verticais da magnitude do vento médio apresen-
tados na Figura 8.5.

| Vento Médio (m/s) | NMSE| FB | FS | R | FA2 |
Eq. (6.5)-a 0,100 | —0,268 | —0,736 | 0,712 | 1,000
Eq. (6.5)-b 0,009 | —0,009 | —0,052 | 0,683 | 1,000

Wilson e Flesch (2004) | 0,022 0,087 0,243 | 0,388 | 1,000
Eq. (6.46); 6 =¢ =0 0,021 | —0,107 | —0,183 | 0,685 | 1,000

Tabela 8.5: Indices estatisticos para os perfis verticais da direcdo do vento médio apresentados
na Figura 8.5.

| Diregao (7) | NMSE | FB | FS | R | FA2 |
Eq. (6.5)-a 0,043 | 0,189 | —0,635 | —0,464 | 1,000
Eq. (6.5)-b 0,032 | 0,159 | —0,544 | —0,512 | 1,000

Wilson e Flesch (2004) | 0,036 | 0,187 1,524 | —0,074 | 1,000
Eq. (6.46); 6 =( =0 0,029 | 0,151 | —0,583 | —0,526 | 1,000

Na segunda simulagao, Figura 8.6, o F'B indicou que os modelos, a Equacao (6.5)-a
(barotrépico) e o sugerido por Wilson e Flesch (2004), subestimaram, na média, os valores
observados de Wangara. Entretanto, a Equagdo (6.5)-b (baroclinico) e a Equacao (6.46)
superestimaram, na média, os valores observados. Para a direcao do vento horizontal, todos os
modelos analisados subestimaram, na média, os valores observados de Wangara. O F'S indicou
que, para a Equagdo (6.5)-a e a solugao sugerida por Wilson e Flesch (2004), a dispersao
simulada em torno da quantidade média prevista subestimaram a observada. Entretanto, a
Equagao (6.5)-b e a Equagao (6.46) superestimaram a dados de Wangara. Para a dire¢do
do vento horizontal, todos os modelos examinados subestimaram a dispersdo em torno da
quantidade média observada. O coeficiente R indicou uma forte correlagdo positiva entre a
magnitude do vento médio prevista pelos modelos e a observada pelo experimento de Wangara.
Para a direcao do vento horizontal, todos os valores previstos apresentaram uma correlagao
moderada positiva, exceto o modelo sugerido por Wilson e Flesch (2004), que apresentou uma
forte correlacao negativa.

Nas duas simulagoes, o N M SFE indicou que os desvios entre os valores do vento médio,
previstos pelos modelos e observados pelo experimento de Wangara, foram satisfatorios para
todos os casos simulados. Resultados semelhantes obtiveram-se para a dire¢ao do vento

horizontal.
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Figura 8.6: Perfis verticais da magnitude do vento médio Figura (a) e da diregdo do vento
horizontal Figura (b). Comparagoes realizadas entre os modelos: o unidimensional; a Lei
Logaritmica; o sugerido por Wilson e Flesch e o tridimensional. A Eq. (6.5)-a refere-se ao
caso unidimensional barotrépico e a Eq. (6.5)-b, ao unidimensional baroclinico. Os simbolos

representam os dados do experimento de Wangara do dia 40.

Tabela 8.6: Indices estatisticos para os perfis verticais da magnitude do vento médio apresen-

tados na Figura 8.6.

| Vento Médio (m/s) | NMSE| FB | FS | R | FA2 |
Eq. (6.5)-a 0,147 [ 0,313 | 1,213 [0,852 ] 1,000
Eq. (6.5)-b 0,015 | —0,097 | —0,037 | 0,947 | 1,000
Wilson e Flesch (2004) | 0,016 | 0,082 | 0,402 | 0,960 | 1,000
Eq. (6.46); 6 =¢=0 | 0,042 | —0,187 | —0,179 | 0,952 | 1,000

Tabela 8.7: Indices estatisticos para os perfis verticais da dire¢io do vento médio da Figura

8.6.
| Diregao (°) | NMSE| FB | FS | R | FA2 |
Eq. (6.5)-a 0,001 [0,011]0,635] 0,690 [ 1,000
Eq. (6.5)-b 0,005 | 0,058 | 0,100 | 0,449 | 1,000
Wilson e Flesch (2004) | 0,046 | 0,208 | 1,714 | —0,945 | 1,000
Eq. (6.46); 0 =¢=0 | 0,004 | 0,052 | 0,005 | 0,493 | 1,000
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Nas figuras mostradas a seguir, calcularam-se os perfis de velocidade do vento médio e
direcdo do vento horizontal, a partir da Equagao (6.46), para diversos valores de divergéncia
(0) e vorticidade (¢). Todos os resultados foram obtidos para valores de p = ¢ = 9, L, =
L, =50km, x =0,5L,, y = 0,5L, e Az = 5m. Os perfis foram comparados com os dados
experimentais de Wangara, Figuras 8.7 e 8.8 para o dia 33; Figuras 8.9 e 8.10 para o dia 40.
Apresentam-se os indices estatisticos nas Tabelas 8.8, 8.10, 8.9, 8.11, 8.12, 8.14, 8.13, 8.15.

Os perfis, para a magnitude do vento médio, simulados pelo modelo para o dia 33, sao
similares aqueles observados em Wangara. Os valores simulados para as diferentes condicoes
das grandes escalas sindticas (em termos da divergéncia e vorticidade), apresentando uma
gama de magnitudes de vento, geralmente estao em acordo com as observagoes. Na parte
central da CLP, os valores simulados que mais se afastam dos observados sao aqueles em
que a condicao de divergéncia e a vorticidade sdo inexistentes. Por outro lado, essa mesma
condigao proporciona o melhor conjunto de resultados comparados as observagoes em niveis
mais baixos. Nao ha distinc¢ao clara entre a maioria delas, como pode ser visto nas Figuras 8.7
e 8.8. Uma andlise baseada em indices estatisticos (Tabelas 8.8 e 8.9; 8.10 e 8.11) revela que
os resultados sao muito semelhantes para a magnitude do vento e a aproximagao é melhorada
quando, tanto a divergéncia e a vorticidade, sao positivas.

Resultados semelhantes obtiveram-se para o dia 40 (Figuras 8.9 e 8.10). Na verdade,
os indices estatisticos (Tabelas 8.12 e 8.13; 8.12 e 8.13) indicam que o modelo reproduziu as
observagoes um pouco melhor do que para o dia 33. Nesse caso, a condicao sem divergéncia
e vorticidade apresentou um maior afastamento entre os dados calculados e os observados.
Novamente, a melhor representagao oferecida pelo modelo, para magnitude e direcao do vento,
ocorreu com os valores positivos de divergéncia e vorticidade. Além disso, as solugdes com
vorticidade negativa apresentaram as piores aproximagoes de direcao do vento.

Nas Figuras 8.8 e 8.10, simularam-se somente casos de divergéncia e vorticidade anti-

ciclonica.
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Figura 8.7: Perfis verticais da magnitude do vento médio Figura (a) e da diregdo do vento
horizontal Figura (b). Os perfis sdo calculados pela Equagao (6.46) para diferentes valores
de 6 e . Os simbolos representam os dados do experimento de Wangara do dia 33.

Nos perfis verticais apresentados na Figura 8.7, a andlise estatistica sugeriu: nos casos
emque 0 = =0ed = —f,; ( = —f., o FB indicou que a magnitude do vento médio
prevista pelo modelo superestimou, na média, os valores observados de Wangara, resultado
oposto foi obtido pelos demais casos analisados. Para a direcao do vento horizontal, todos os
casos analisados subestimaram, na média, os valores observados em Wangara. O F'S indicou
que, para a magnitude do vento médio nos casos analisados, a dispersdo simulada em torno
da quantidade média prevista subestimou a observada, exceto no caso em que 6 = ( = 0,
que apresentou o comportamento contrario. Para a direcdo do vento horizontal, em todos
os casos examinados a dispersao simulada em torno da média prevista subestimou a dos
dados de Wangara. O coeficiente R indicou uma moderada a forte correlagdo positiva entre
a magnitude do vento médio prevista e a observada pelo experimento de Wangara. Para a
direcao do vento horizontal, todos os casos analisados apresentaram uma moderada a fraca

correlagao negativa.
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Tabela 8.8: Indices estatisticos para os perfis verticais da magnitude do vento médio apresen-
tados na Figura 8.7

| Vento Médio (m/s) | NMSE| FB | FS | R | FA2 |
0=¢=0 0,021 | —0,107 | —0,183 | 0,685 | 1,000
0=0; (=2,5f. 0,009 0,032 0,067 | 0,688 | 1,000
d=—f;(C=0 0,007 0,004 0,110 | 0,719 | 1,000
§=—f:C=—F. 0,008 | —0,024 | 0,071 | 0,711 | 1,000
§=0,5f:C=—1,5f | 0,009 | 0,010 | 0,039 | 0,650 | 1,000
§=—1,5f:C=—0,5f| 0,000 | 0,040 | 0,193 |0,702 | 1,000

Tabela 8.9: Indices estatisticos para os perfis verticais da direcdo do vento médio apresentados
na Figura 8.7

| Diregao (%) |NMSE| FB | FS | R | FA2 |
§=(=0 0,029 [ 0,151 [ —0,583 [ —0,526 | 1,000
§=0; C=2,5f 0,123 | 0,318 | —1,121 | —0,309 | 1,000
§=—f;¢=0 0,023 | 0,129 | —0,535 | —0,579 | 1,000
0=—fe; C=—Ffe 0,010 | 0,068 | —0,446 | —0,599 | 1,000
6=0,5f; ¢ =—1,5f | 0,235 | 0,437 | —1,301 | —0,172 | 1,000
0 =—1,5f; ¢ =—0,5f,| 0,014 | 0,090 | —0,470 | —0,619 | 1,000

Tabela 8.10: Indices estatisticos para os perfis verticais da magnitude do vento médio apre-
sentados na Figura 8.8

| Vento Médio (m/s) |NMSE| FB | FS | R | FA2 |
6 =—0,5f;; (=—0,5f. | 0,012 | 0,067 | —0,057 | 0,702 | 1,000
6 =—0,5f:; ¢ =—0,8f, | 0,014 | 0,076 | —0,076 | 0,695 | 1,000
6 =—0,8f:; ¢ =—0,5f, | 0,008 | —0,033 | 0,035 | 0,714 | 1,000
6 =—0,8f:; ¢ =—0,8f, | 0,009 | —0,041 | 0,020 | 0,709 | 1,000
0 =—fo; ¢ =—0,8f 0,007 | —0,019 | 0,078 | 0,714 | 1,000
0 =—1,2f;; (= —0,8f, | 0,007 | 0,002 | 0,129 | 0,714 | 1,000
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Figura 8.8: Perfis verticais da magnitude do vento médio Figura (a) e da diregdo do vento
horizontal Figura (b). Os perfis sdo calculados pela Equacao (6.46) para diferentes valores

de 6 e . Os simbolos representam os dados do experimento de Wangara do dia 33.

Tabela 8.11: Indices estatisticos para os perfis verticais da direcao do vento médio da Figura

8.8

| Diregao (%) |NMSE| FB | FS | R | FA2 |
0 =—0,5f; C=—0,5f. 0,017 [ 0,107 [ —0,454 [ —0,598 [ 1,000
0 =—0,5f; ¢ =—0,8f.| 0,013 | 0,087 | —0,423 | —0,605 | 1,000
0 =—0,8f; ¢ =—0,5f.| 0,016 | 0,101 | —0,455 | —0,606 | 1,000
6 =—0,8f; ¢ =—0,8f,| 0,012 | 0,083 | —0,433 | —0,608 | 1,000
0 =—fe; ¢ =—0,8f 0,012 | 0,080 | —0,442 | —0,609 | 1,000
0 =—1,2f; ¢ =—0,8f,| 0,011 | 0,077 | —0,451 | —0,611 | 1,000
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Na simulagdo apresentada na Figura 8.9, F'B indicou que nos casos analisados, a

magnitude do vento médio prevista pelo modelo superestimou, na média, os valores observados

de Wangara, exceto no caso 6 = —1,5f.; ( = —0,5f,.. Para a direcao do vento horizontal,

todos os casos analisados subestimaram, na média, os valores observados. O F'S sugeriu

que, para a magnitude do vento médio, em todos os casos examinados a dispersao simulada
em torno da quantidade média prevista subestimou a observada experimentalmente. Para
a direcdo do vento horizontal, os casos em que 6 = 0, ( = 1,5f. e 6 = —0,1f., ( = f., a
dispersao simulada em torno da média da direcao do vento prevista superestimou a dos dados
de Wangara. R indicou uma forte correlacao positiva entre a magnitude do vento médio
prevista e a observada pelo experimento de Wangara. Para a dire¢ao do vento horizontal,

todos os casos analisados oscilaram entre uma fraca, moderada e forte correlagao positiva.
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Figura 8.9: Perfis verticais da magnitude do vento médio Figura (a) e da diregdo do vento
horizontal Figura (b). Os perfis sao calculados pela Equagao (6.46) para diferentes valores
de 0 e ¢ . Os simbolos representam os dados do experimento de Wangara do dia 40.
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Tabela 8.12: Indices estatisticos para os perfis verticais da magnitude do vento médio apre-
sentados na Figura 8.9

| Vento Médio (m/s) |NMSE| FB | FS | R | FA2 |
6=(=0 0,042 | —0,187 | —0,179 | 0,952 | 1,000
§=—f;¢=0 0,007 | —0,028 | —0,038 | 0,941 | 1,000
6=0; ¢=1,5f 0,008 | —0,047 | —0,095 | 0,954 | 1,000
6=—f C=—fe 0,011 | —0,071 | —0,038 | 0,946 | 1,000
6=—0,1f;¢=fe 0,012 | —0,083 | —0,107 | 0,960 | 1,000
6 =—1,5f;; (=—0,5f, | 0,010 | 0,022 | —0,001 | 0,914 | 1,000

Tabela 8.13: Indices estatisticos para os perfis verticais da direcdo do vento médio da Figura
8.9

| Diregao (°) | NMSE| FB | FS | R | FA2 |
§=(=0 0,004 [ 0,052 [ 0,005 [ 0,493 [ 1,000
§=—f; (=0 0,002 | 0,040 | 0,101 | 0,604 | 1,000
§=0; C=1,5f 0,011 | 0,091 | —0,364 | 0,288 | 1,000
§=—fo C=—F 0,001 | 0,013 | 0,340 | 0,850 | 1,000
§=—0,1f;C=fe 0,008 | 0,078 | —0,249 | 0,346 | 1,000
§=—1,5f; ¢=—0,5f| 0,001 | 0,023 | 0,244 | 0,763 | 1,000

Tabela 8.14: Indices estatisticos para os perfis verticais da magnitude do vento médio apre-
sentados na Figura 8.10

| Vento Médio (m/s) |NMSE| FB | FS | R | FA2 |
6 =—0,5f:; ¢=—0,5f. | 0,023 | —0,134 | —0,108 | 0,955 | 1,000
6 =—0,5f; ¢ =—0,8f, | 0,028 | —0,149 | —0,114 | 0,952 | 1,000
6 =—0,8fc; ¢ =—0,5f, | 0,012 | —0,084 | —0,063 | 0,952 | 1,000
6 =—0,8f:; ¢ =—0,8f, | 0,015 | —0,097 | —0,065 | 0,951 | 1,000
0 =—fo; ¢ =—0,8f 0,010 | —0,065 | —0,039 | 0,946 | 1,000
0 =—1,2f;; (= —0,8f, | 0,008 | —0,033 | —0,019 | 0,937 | 1,000
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Figura 8.10: Perfis verticais da magnitude do vento médio Figura (a) e da dire¢ao do vento
horizontal Figura (b). Os perfis sdo calculados para diferentes valores de 0 e ¢, a partir da
Equacao (6.46). Os simbolos representam os dados do experimento de Wangara do dia 40.

Tabela 8.15: Indices estatisticos para os perfis verticais da direcao do vento médio mostrado

na Figura 8.10

| Diregéo (*) | NMSE | FB | FS | R | FA2 |
§=—0,5f; ¢=—0,5f.] 0,002 [0,031]0,208 0,675 | 1,000
§=—0,5f; ¢=—0,8f,| 0,001 | 0,022 0,292 | 0,760 | 1,000
§=—0,8f; ¢=—0,5f.| 0,001 | 0,029 | 0,223 | 0,705 | 1,000
§=—-0,8f; ¢=—0,8f| 0,001 | 0,020 | 0,299 | 0,785 | 1,000
§=—fe; ¢ =—0,8f 0,001 | 0,019 | 0,302 | 0,800 | 1,000
§=—-1,2f; ¢=—0,8f,| 0,001 | 0,017 | 0,303 | 0,814 | 1,000




96

Em todos os casos simulados, o indice estatistico N M SE indicou que os desvios entre
as magnitudes do vento médio previstas pelo modelo e as observadas pelo experimento de
Wangara foram satisfatorios. Resultados semelhantes foram obtidos para a dire¢ao do vento
horizontal.

O indice estatistico F'A2 mostrou que, em todos os casos analisados, 100% das fracoes

U, Angulo,
e —

\Ulp Angulo,

Po6de-se notar que o modelo apresentou uma maior dificuldade em reproduzir adequa-

encontraram-se entre 0,5 e 2.

damente os dados observados durante o dia 33. A causa desse desvio do modelo foi provocada
pelo comportamento sinuoso do perfil de vento observado. No caso do dia 40, o modelo
conseguiu simular, de maneira satisfatoria, o perfil de vento e a dire¢do do vento horizontal.

Em ambos os dias, coerentes com o escoamento de grande-escala anticiclonico ocorrido
no periodo, as melhores aproximacoes para os perfis observados foram obtidos para divergéncia
e vorticidade positivas. De fato, as cartas sinéticas (Apéndice D) indicam a presenga de um
sistema de alta pressao na regiao nesses dias. Tal coeréncia é um indicio de que o modelo

pode reproduzir um campo de vento de maneira realistica.



97
9 CONCLUSAO

No presente estudo, a partir das Equagoes de Navier-Stokes, derivou-se uma nova
aproximagcao para se obter o perfil médio do vento horizontal. O método emprega a Técnica
da Transformada Integral Generalizada (GITT), aplicada & uma Camada Limite Convectiva
(CLC), discretizada em subcamadas, que permite o uso de coeficientes de difusdo que variam
verticalmente. A técnica da GITT combina desenvolvimento em série com uma transformada
integral e resulta em uma solugao (Equagao (6.46)), que contém os pardmetros fisicos, con-
troladores da variabilidade do perfil de vento com a altura. As propriedades de grande escala
do escoamento cinematico, tais como a divergéncia e a vorticidade, sao incluidas na solucao,
através das condigoes de contorno e dos termos advectivos nao-lineares da equacao original.

Os resultados obtidos, no caso sem divergéncia e vorticidade, sdo compativeis com os
disponiveis na literatura, tais como o modelo proposto por Wilson e Flesch (2004) e o da Lei
Logaritmica (Equagao (4.13)). Entretanto, no caso da auséncia de dos efeitos de grande escala,
os resultados mostram-se um pouco piores que os simulados pelo modelo unidimensional
(Equacao (6.5)), que simulou satisfatoriamente os dados experimentais de Wangara (CLARKE
et al., 1971), quando foi considerado o caso baroclinico.

Na analise de convergéncia, observou-se que o modelo convergiu, quando a area foi de
L, = L, > 50 km; a espessura das subcamadas em que a CLP foi dividida foi de Az =5m e
a ordem de truncamento foi p = ¢ = 9. Os melhores valores para a magnitude do vento médio
obtiveram-se no centro da regiao definida pelas variaveis horizontais x e y. Feitas simulacoes
para diferentes valores de divergéncia ¢ e vorticidade (, observou-se maior variagdo nos perfis
quando se assumiram valores grandes destes parametros em comparacao ao de Coriolis.

Além disso, o modelo tridimensional proposto neste trabalho apresentou bons resul-
tados quando comparados aos dados experimentais de Wangara. As melhores aproximagoes
foram obtidas para a divergéncia (§ > 0) e a vorticidade anti-horéaria (¢ > 0). Observou-se,
ainda, que os resultados mais satisfatorios foram obtidos quando § > ( e assim que se assumi-
ram, para as quantidades ¢ e (, valores proximos do parametro de Coriolis f.. Esses valores,
considerados para os parametros de grande escala, sao consistentes com as cartas sinoticas do
experimento de Wangara.

Objetivou-se estabelecer um método alternativo para determinar os perfis de vento
médio horizontal. O método foi mostrado em detalhes, bem como validado através de dados

experimentais. Sendo assim, o presente modelo pode ser utilizado em problema mais genera-
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lizado e serve como um ponto de referéncia para a comparacao com solugoes numéricas. No
estudo, nao foi considerada a evolugao temporal, no entanto, um problema nao-estacionario
pode ser resolvido aplicando a GITT juntamente a Transformada de Laplace. Apesar do
modelo ter sido aplicado em um caso convectivo, o desenvolvimento permite a utilizagao da
mesma abordagem para qualquer condi¢ao de estabilidade. O uso adequado de coeficientes
de difusdo podem conduzir a determinacgao do perfil do vento sob condigoes estaveis.
Finalmente, pode-se salientar que o método empregado é de facil implementacao e
eficiente para o problema estudado, uma vez que apresentou resultados coerentes com os dis-
poniveis na literatura. A soluc¢ao tridimensional nao gerou esforco computacional adicional
significante. Alcangou-se o objetivo proposto para este trabalho, uma vez que o método apre-
sentou uma solugao semianalitica para as equacoes de Navier-Stokes em Geometria Cartesiana

aplicada a Camada Limite Planetaria.
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10 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

O aprendizado e a experiéncia obtidos na elaboracao desse trabalho sao tteis e servem

como referéncia a futuros trabalhos.

Perspectivas para a continuacao desse trabalho:

Aplicar o modelo para outras condi¢oes de estabilidade, em um outro, em condicao

estavel;

Resolver o modelo aplicando o método da GITT sem a discretizacao, o que resulta em

um problema auxiliar com coeficientes variaveis;

Resolver o problema nao-linear pelo método de Decomposi¢ao de Adomian (ADOMIAN,

1994);

Resolver o problema nao-estacionério, aplicando o método GIADMT (Generalized In-
tegral Advection Diffusion Multilayer) (COSTA et al., 2006; VILHENA et al., 2008) e pela

Técnica de Transformada em Ondaleta (FARGE, 1992);

Utilizar os perfis de vento em modelos de poluicao do ar.
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A Componentes Horizontais da Velocidade Média

Seja W, dada pela Equagao (6.45), isto é,
Wiﬂ (quﬁ Z) = ATZ eXp [Tln Z] + Bn eXp [TQTI Z] + W7’Lpa7’ticular ()‘pqv Z) )

com

1 N AE

—5—~ | (g, + qp +Oén—OénZ Cn7
@ 1oz | +om) T =+ (0 — )

Wnparticular ()‘pqa Z) =

Wgn = Ugn + Vgn 1,

G ¢é dado pela Equagao (6.34); ay, é dada pela Equagao (6.37a); ag, é dada pela Equagao
(6.37b) e C,, é dada em Apéndice B .

Escrevendo,

A, =ay, +c, i, (A.1a)
B, = by + dy i, (A1)
Tin = Ting + Ting 2, (A.lc)
Ton = Tongp + Ton, 4, (A.1d)

com Qy,, by, Cn, Ay, Ting, Ting, Tong € T2n, € R. Sendo que os subindices R e I referem-se a
parte real e imaginaria do ntimero complexo 71, € r3,, que sao dados pela Equagoes (6.41) e

(6.42), respectivamente. E ainda, W, (Mg, 2) = U (Apgs 2) + T (Mpgs 2) 0 €, Aoy = B2 + 77
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Assim

Wn()‘pm z) = TH(APQ7 z) "’m()‘pfp z) i
= (an + ¢ 1) exp [(Fing + T1n; 1) 2] + (bn + dn ©) exp [(Tong + Tan, 1) 2]

1 WG
+ 5 ) [(O@n —+ (AT ’l) fW79

(af, + a3 n + (@1 = 2z ) 1

= @y, €xXP (T1np2) €OS (F1n, 2) + bp €xXp (ron, 2) OS (T2, 2)
— Cp €XP (T1np2)sen(rin, z) — dp exp (ron, 2)sen(ro,, )
+1 [an exp (10, 2)8e0(r1p, 2) + by, €Xp (ron, 2)sen(ray,, 2)

+ € €XP (T1p2) €OS (110, 2) + dpy €XP (720, 2) COS (7“27”2)}

[G
(Oé%n + a%n) KZTL
1

(of, +a3,)

[(a2nugn - CVln”gn) + Z (alnugn + a2nvgn)]

[((1n D1 + a2, Drr) + (@10 Dyr — 2, D) 1]

em que

D[ = (—D14 C + D23 5) y (AQ&)
Dip = (D16 + D3 (), (A.2Db)
1 Ky  (cos (q 7r)>
Dl =— —L, B |——= ][l —cos(pm A.2e
e () o) (A2
1 K, , 1 —cos(q ’/T)]
D2 =— L,3 cos(pm) | ——F= A2f
g e s o) | - (A.21)
1 K, , (cos (p 7r)>
D3 =— ALy . (, 1—cos(gm A2
L Ko T [ (gm)] (A.2g)
1 Ky ) 1——cos(pm)
D2 =— L,y cos (gm l,] A.2h
LxLy Kzn Yy /Yq ( ) Bp ( )
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Entao,

U (Apgs 2) = G €XP (10 2) €OS (T1n, 2) + by, €XD (T2n,2) €OS (rop, 2)

— € €XP (F1np2)8e0(T1y, 2) — dy €XP (Tony, 2)s€0 (T2, 2)

+ fCG (a2nugn - C‘v/lnvgn>
(a%n + Q%n) Kzn

1
(o, +a3,)

(a1, Dr + a2, Dyp) (A.3)

Un (Apgs 2) = Qn €XP (T1n,2)8€0(r10, 2) + by, €XP (rop, 2)sen(12y, 2)

+ ¢ €XP (T1n,2) €OS (r1p, 2) + dy €XP (Top,2) €OS (T2, 2)

JG
+ (07 % o) K. (Q1nUgn + Q2nVgn)
1
(alnDH - a2nDI) ) (A-4)

(of, +a3,)

Substituindo w, (z,y, 2) = u, (T, y, 2) +iv, (2,9, 2), Uy (Apg, 2) € Ty (Apg, 2) na Equagao
(6.46) tem-se

2 / /
n Ty, 2 sen (B, x) sen (V,y) Uy (Apg, 2) , A5
)= 1% g (e () &)
com U, (Ayg, z), dada pela Equagao (A.3). E
e s 2 / /
(x,y,2 Z Z sen (ﬁpx> sen <7qy) Tn (Apgs 2) (A.6)

com Ty, (Apg, 2), dada pela Equagao (A.4).
As constantes complexas A,, e B,, sdo calculadas mediante o procedimento descrito no

Capitulo 6.
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B Calculo da Integral da Equacgao 6.32

A integral presente no segundo termo da Equagao (6.30) é dada por

Lo Ly K., Pw, K, Pw,
" 1/2/ Jo v O [Kzn oz TR, e | W (B
ou,
La Ly Kxna Wn
[1 = 1/2/ / pq,l' y Zn a 5 d /dx/
Le Ly Ky 0*w,
= —rdy'da. B.2
1/2/ Jy ') K., 0y? (B2)
Separando a Equagao (B.2) e nomeando as partes, como segue
Lo Ly Kacn 62Wn
b= o / / Ohar's8/) 7~ g /" (B.3)
Lo Lu K n 02 W,
13: 1/2/ / Mpgs 'Y KZn Iy dy'dx’. (B.4)
Calculando a Equagao (B.3).
La Ly Kxna Wn
[2 = 1/2/ / pq,:lj' y Kzn a ) d /dxl
Lo Ly K,y aQWn
T @)w 7 L e B e )
1 K L, , 1 0w
= — " P ~da' | dy'. (B.5
N (’7(1)1/2 Kzn 0 ¢2 (f)/(by ) [N (ﬂp)l/Q / d}l (ﬂpy ) l‘l X Y ( )
1y
Utilizando integracao por partes, resolve-se a integral I, mediante a substituicao:
0w,
u =1 dv = 572 dx’
61/11 aWn
du = o dx’ V=g
assim
1 Ls 2w 1 Ow, [ L Oy Ow,
Izi/ R L o “di'| . (B.6
NG ) Gt [wl o A i N




dw, |
Sendo que wlal = 0 pelas condigoes de contorno (6.23a). Dai
0

I = — 1 Ly 8¢1 aWn
4 = N(ﬂp)l/z o Oz Or'

dz’.

Utilizando integracao por partes, resolve-se a integral B.7 mediante a substituicao

I ow,
= dv = — dx'
ox! YT 0
du = %ﬁ; ! V=W,
Tem-se .
1 o | e 0Py
e [ ]
4 N(ﬁp)l/2 [ w or' 0 + 0 w or'? r
. . 2w1 o 2
Utilizando o problema de autovalor (6.22), isto é, = —ﬁp “qhy. Assim,
0x'? K.,
1 aq/)l L 62 Kzn Lo
Ij=———5 | Wo=— -—r = w1 da’.
N (B,)"* ( o' |, N (8,)"/? Kan Jo

Substituindo o resultado (B.9) em (B.5), obtém-se

1 K, [ oy [
[ - — I ! WTL d '
2 N ) 2 K o W%y)( or' |, |V
IQa
) Ly Lz
_6 [ 1/2/ / Wn¢l 6}77 )wQ ("an )dx dy
Iz,
Em que,

o = [ 2 (') [ 05 (o) w (1) = By (0)] df

— / sen (g, y 6 cos (pm) wy (Ly) — @l)wn (O)} dy’

Ly
=0 Yy "sen(vq, y')dy' + Cs /0 sen (g, y')dy’
_ o1 cos(qﬂ)+02 [1—cos(q7r)1,

/

q f}/q
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(B.7)

(B.10)

(B.11)



sendo que,

C = -

03:

com w, (0) e w, (L,), dadas pelas Equagoes (6.20a) e

Dai

;(_g+5z’)ﬁ;[1—cos(p7r)],
5((5 i) mﬁ;cos(pﬂ)y

2Kl onlin) g (1mentan)]
L L Kzn Tq T

)/ —
]2b - _/Bp W?’L‘

—03—55771-

(6.20b), respectivamente.
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(B.12a)

(B.12b)

(B.12¢)

E por (6.33),

(B.13)

(B.14)

De maneira andloga, obtém-se a solugao para I3 (Equagao (B.4)), escrita abaixo:

com

Cy =
Cs =

Cs =

Wy (0) e wy, (L,
Substituindo as Equagoes (B.14) e

—73206—7;‘771,

_;(5+g@')7;[1—cos(q7f)],

;( C+d1) y%;cos(qw),
2 By [p g coslom) 1_@5@@)]
L L Kzn [04 L ﬁp C(5 ( ﬁ;, )

), dadas pelas Equagoes (6.20c) e (6.20d), respectivamente.

(B.15) em Equacao (B.1), obtém-se

Ilzcn

R
- )\pq Wn,

com Cn:Cg+C’6e)\§q:ﬁ§+7q2.

(B.15)

(B.16a)

(B.16b)

(B.16¢)

(B.17)
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C Indices Estatisticos

Seguindo Hanna (1989), os indices estatisticos usados neste estudo estdo definidos

como:
(Co - Cp)2 /s JO T .
NMSE e (Erro Quadratico Médio Normalizado) (C.1a)
o Up
(C.-G)
FB=2-——+ (Desvio Fracional) (C.1b)
(Co+Cy)
(00— Up) . ~ .
FS=2 (Desvio Padrao Fracional) (C.1c)
(00 + 0p)
_(6.-G) ( ) . ~
R= e (Coeficiente de Correlagao) (C.1d)
000y
C,
FA2=10,5< <& <2 (Fator de 2) (C.1le)
p

em que C' ¢é a quantidade analisada e os subscritos o e p representam os valores observados
e previstos, respectivamente. As barras nos indices estatisticos indicam os valores médios da
quantidade analisada.

O indice estatistico NMSFE fornece a informacao dos desvios entre as quantidades
previstas e observadas. O indice estatistico F'B indica a tendéncia do modelo de subestimar
(F'B > 0) ou superestimar (F'B < 0) as quantidades médias observadas. O indice estatistico
F'S indica se a dispersao simulada em torno da quantidade média é subestimada ou supe-
restimada; se F'S > 0 o valor previsto estd menos disperso que o observado; caso contrario
se 'S < 0 o valor previsto estda mais disperso que o observado. O indice estatistico F'A2
fornece a fragdo dos dados (%) para os quais 0,5 < % < 2. O fator de correlacdo R indica
a relagdo entre duas variaveis lineares; o sinal indica se a correlagao é positiva ou negativa; o
tamanho da variavel indica a forca da correlacdo. Quanto mais préximos de zero estiverem
os valores de NMSE, FB e F'S, quanto mais proximo de 1 estiver o valor de F'A2 e quanto

mais proximo de +1 estiver o valor de R, melhores serao os resultados.
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D Cartas Sinoticas

Dia: No. 33
Data: 16 de Agosto de 1967

Tempo: 0200 E.S.T.

.-/q/

i

e
Yy

400

Figura D.1: Carta Sindtica do Experimento de Wangara do dia 33. Figura adaptada de
CLARKE, R.H. et al. The Wangara Experiment: Boundary Layer Data, CSIRO, 1971.
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57
Dia: No. 40 7
el /
Data: 23 de Agosto de 1967 7
Tempao: 0900 E.S.T. . 208

’ \ H 30°s|
)’OIS > 7 B Hay
012 s // 1016
1008
1 1004 A
ke o] 118 &
1004 ;
0P8
uo’e 120°E BEx, 140°E %

Figura D.2: Carta Sindtica do Experimento de Wangara do dia 40. Figura adaptada de
CLARKE, R.H. et al. The Wangara Experiment: Boundary Layer Data, CSIRO, 1971.
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E Deducao da Equacao Geral para Leis de Conservacao e a sua

correspondente em forma diferencial

Dentre os variados principios e leis, mais gerais ou nao, provenientes desta pesquisa
destacam-se as leis de conservagao, com aplicagoes em diversas areas da Fisica (conservagao
de massa, de cargas, de energia, etc.) e outras ciéncias naturais (taxa de variagdo populacional
de uma determinada espécie - Biologia; no calculo estequiométrico em que ha uma equacao
que da o balanco do niimero de mols de cada reagente e o de cada produto em reac¢oes quimicas
- Quimica; etc.).

Como citado anteriormente, entende-se por leis de conservagdo equagoes que descrevem
o modo que determinado ente fisico, quimico, etc. é balanceado através de um processo, seja
este fisico, quimico, etc. Assim, basicamente, sao leis de balanco (ver LOGAN, 1994, pag. 13).

Em termos notacionais, define-se v = u(x,t), comx = (z1,...,2,) € R"et € R7, onde
u é uma funcao escalar que representa a densidade ou a concentragao medida de uma deter-
minada quantidade do ente por unidade de volume no espaco n-dimensional; ou unidade de
hipervolume, para um especifico tempo t. Seja V' C R", a regido de interesse na evolucao do
processo e V' sua borda, com parametrizacao suave (Figura E.1-a, no caso tridimensional).

E imediato que a taxa de variacdo temporal da quantidade total contida em V é dada por

d
pr /V u(x, t)dx,

com elemento de volume n-dimensional dx = dz; ... dx,.

Agora, considerar-se-a que a taxa temporal de variagao do total da quantidade do ente,
ou simplesmente ente, em V; esta sera balanceada pela taxa produzida por uma fonte (ou
destruida por um sumidouro) em V, mais a taxa liquida da quantidade que flui, através de
0V. Toma-se f(x,t,u) como termo de fonte (ou termo de sumidouro) e a contribuigao total

deste termo em V' serd dado por:

/V f(x,t,u)dx,

cabe observar que esse termo de fonte (ou termo de sumidouro) depende tanto das varidveis
espaciais e temporal, como propriamente de u, uma vez que esta carrega informagoes sobre a
distribuicao espacial e temporal do ente em cada ponto P € V.

A taxa liquida que flui através de V' se da na dire¢do do campo vetorial (seja de

velocidade, de massa, de cargas, etc.), definido pela funcao ®(x,t), uma fungao continua,
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a)

Figura E.1: Representacio da regido de interesse V' € R? com contorno suave - OV, e elemento
de superficie dS com normal n exterior e Campo de Fluxo ®. Esquematiza - se, Figura D.1
- b, a deducao da Integral de Fluxo do Campo Vetorial ®. Figura modificada a partir de
figuras de Logan (1994) - Figura D.1 - a; e Swokowski (1994) - Figura D.1 - b.

em que se supoe que o bordo AV é composto por uma membrana delgada, pela qual o
ente possa fluir. Sobre esta superficie, define-se o vetor normal unitrio exterior n(x), com
componentes continuos e d.S, um elemento infinitesimal de superficie, ou elemento infinitesimal
de hiperficie - sem perda de generalidade, usar-se-a elemento de superficie e elemento de
volume dentro de uma contextualizagao explicita (aqui, no espago R™). Logo, tem-se que
®(x,t) ¢ praticamente constante em dS, pois ®(x,t) é uma fun¢do continua (ver Figura
E.1-b, no caso tridimensional)(SWOKOWSKI, 1994 Vol II); e a quantidade de ente que flui
através de dS, é aproximadamente o volume do prisma de area dS e altura ®(x,t) - n, logo
dV = ®(x,t) - ndS, o que permite estabelecer o fluxo total de ®(x,t) através da superficie

ov é

/ ®(x,t) - ndS.
ov

De uma maneira geral, para uma regiao de interesse V', uma lei de conservacao funda-

mental para um determinado ente u é dado pelo equacionamento:

taxa temporal de mudanca do ente em V = taxa liquida do ente que flui através

de V' + a taxa que o ente é produzido (ou destruido) em V.

Ou seja,

Z/VU(X,WX: —/Bvcb(x,t) -ndS—Ir/Vf(x,t,u)dx, (E.1)

o sinal de menos representa o fato de que o ente esta sendo direcionado para o interior ou
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exterior de V' por @, em que na primeira situagdo, o sentido do campo ® ¢é contrario a n e,
na segunda os sentidos sao “concordantes”!.
Esta equacao integral é a forma geral para uma lei de conservacao.

Pelo Teorema da Divergéncia (LIMA, 2000 pag. 493), segue que:

/Vv-cp(x,t)dx:/av ®(x,t) - nds,

logo, utilizando a Regra de Leibniz (Lima (2000) pag. 143) - derivacdo sob o sinal de integracao

- e agrupando os termos, tem-se:

Ju(x,t) B
/V <8t + V.- ®(x,t) — f(x,t,u)) dx =0,

seja um ponto P = (z1,...,x,) € V, e fazendo a regiao V' — P, sendo Vp o volume no ponto

P, utiliza-se do fato que?:

Ve =0,

(PeV)

+V - B(x, 1) — f(x,t,u)>

tem-se a forma diferencial da lei de conservagiao dada por (E.1):

u(x,t) + V- ®(x,t) = f(x,t,u) (E.2)

Em ambas as equagoes, (E.1) e (E.2), existem dois termos desconhecidos (u e ®@).
Logo, necessita-se de uma equagao que relacione esses desconhecidos, geralmente baseada
em propriedades fisicas do meio e provida de justificacoes empiricas. Essas equagoes sao
denominadas relagoes constitutivas ou equacoes de estado. Enquanto que as leis de conservagao
representam uma lei fundamental relacionada a densidade de u ao fluxo ®, as equagoes

constitutivas sdo equagoes de origem empirica (LOGAN, 1994).

®-n N
_— :@-nzcos(ﬁ):{
| @[ -[Inl
0 = ®4Ln, com ndn = 0.

2Teorema do Valor Médio para Integrais Miltiplas:

|cos(0)], —m/2<0<m/2
—|cos(0)|, w/2<6<—m/2"°

! onde ® é o versor do campo ®, e

/ fdx = (f [spev)-V,
\%

onde f é uma fungdo escalar continua ((LIMA, 2000), padg. 352 Teorema 3-e).
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E.1 Aplicacoes e Exemplos

A mais simples e usual destas relacoes constitutivas surgem ao supor que a variagao da
densidade do ente u, que flui através de uma de uma regiao V', seja proporcional ao gradiente
da densidade de u, isto é, ® o Vyu(x,t).

Como exemplo mais simples de uma relacao constitutiva, da forma acima, é a bem

conhecida Lei de Fick, dada pela suposigao:

®(x,t) = —vVyu(x,t), v >0, (E.3)

onde v é a coeficiente de difusio (constante), com dimensoes comprimento? /tempo.

E.1.1 Equacao de Reacao-Difusao

Ao considerar a Equagdo (E.2) no espago tridimensional e a hipdtese (E.3), obtém-se:

uy — vV3u = f(x,t,u), (E.4)

a Equagao de Reagao-Difusdao, em que o fluxo se dé no sentido contrario (negativa) ao gradiente
0? 0? 0?
de u, e V? = + +
or? 0z  0x3
consequéncia, se nao héa termo de fonte (f(x,t,u) = 0), tem-se:

é o operador Laplaciano e v uma constante real. Como

uy — vV = 0, (E.5)

a conhecida Fquagdo de Difusao. Ao tomar o ente u como temperatura, a Equacao (E.5) é a
Equacao do Calor.

Numa direcao selecionada, o caso unidimensional de um experimento de difusdo, a
constante v define um tempo caracteristico (tempo de escala) - T" para o processo,pois seja L
o comprimento de escala (comprimento da diregao selecionada na regiao do processo), tem-se
T = L?/D. Esse tempo T representa o tempo necesséario para que mudancas perceptiveis da
concentragao ocorram ao longo da dire¢ao tomada (Logan (1994)).

Em Biologia, a Equacao de Reagao-Difusao com o termo de fonte parametrizado como,

u
num caso unidimensional ru (1 — k)’ tem-se a Fquagdo de Fisher:

Up — Vlgy = TU (1 — Z) , 1 k>0, (E.6)

aplicada na investigacao da distribuicao de um gene vantajoso numa determinada populacao.
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Para maiores informagoes sobre esta equagao, indica-se Logan (1994).

E.1.2 Equacao da Adveccao

Se parametrizarmos o fluxo, tomando unidimensional a variavel x e f(z,t,u) = 0, como
® = cu - depende linearmente da funcao densidade u, ¢ uma constante positiva, a Equacao

(E.2) torna-se-4 a Fquagao da Advecgao:

ug + cuy =0, (E.7)

que é a forma mais simples da Equacao de Transporte unidimensional. Sua interpretacao é
imediata, pois as informagoes contidas em u serao transportadas na dire¢ao-r no sentido do
movimento do fluido e ¢ é a “velocidade” de propagacao dessas informagoes.

Em Mecanica dos Fluidos, existe um sistema de equag¢oes denominado como: Equacoes
de Navier-Stokes (ver Chorin e Marsden (1992); Fetter e Walecka (1980), pag 438; Stull
(1988); Brown (1990) e Holton (2004)), que descreve o escoamento de fluidos compressiveis e
incompressiveis, turbulentos e laminares. Essas equacoes sao as representacoes matematicas

dos seguintes principios fisicos (parte retirada de Fortuna (2000), pag. 227):
e Conservacao de massa;

e Conservagao de momento (segunda lei de Newton): a taxa de variacdo temporal de

momento do fluido é igual a resultante das forcas que atuam sobre o fluido;

e Conservagao de energia (primeira lei da termodindmica): a taxa de variagdo temporal
da enegia é igual a soma do fluxo liquido, ou resultante de calor para o fluido com

trabalho realizado sobre o fluido;

mais as relagoes constitutivas associados ao meio de escoamento.

A regiao de escoamento é o espaco tridimensional (ou dimensao menor, escoamento
bidimensional ou unidimensional) mais uma variavel temporal (x,t) = (z1, z2, x3,t).

Em particular, uma lei de conservagao para a densidade de massa é obtida quando se

parametriza o fluxo de massa como:

P =pve P(x,t) =px,t)v(x,t),(x,t) eR" xR (n<3), (E.8)

em que p é uma funcdo escalar que determina a densidade de massa de um determinado

ponto na regiao de escoamento (x), num especificado tempo (t); a fungao vetorial v repre-
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senta o campo de velocidades associado a regiao de escoamento (vide a semelhanga com a
parametrizacdo de ® no inicio da secio). A unidade de (E.8) é [®]s; = kg/m?s, no SL
Assim, pela relagao constitutiva (E.8), a Equagao (E.1) e a Equacao (E.2), obtém-se,

respectivamente, a lei de conservacao de massa e a equacao da continuidade geral, a saber:

;lt/v p(X,t)dX = - /BV p(X,t)V(X,t) -ndS + /V f(x’t, p)dX, (EQ)

pie(x, 1) + V- (p(x, )v(x, 1)) = f(x,1, p) (E.10)

esta ultima equivalente a

pr(x,t) + v(x,t)Vp(x,t) + (V- v(x, 1)) p(x,t) = f(x,t,p). (E.11)

Em uma situagao simplificada, em que se considera que nao hé fonte f em V' (na regiao
de escoamento) e o fluxo de massa através de OV é nulo, implica que p; = 0 (em (E.9), pois
p > 0), isto é, a densidade de fluxo de massa é estacionaria (constante no tempo) e, ainda, se

for homogénea em sua distribuicdo espacial (constante em x); logo

o~
Vi(pv) =0 v -Vp+pV-v=0=V v =0,

conhecida como condi¢ao de incompressibilidade, o que permite reescrever a Equacao (E.11),

CcOomo

pt(xat> +V(X,t)vp(X, t) = f(xvtup)u (Elz)
a Fquacdo da continuidade para fluidos imcompressiveis.
Fazendo p = u, onde u representa a densidade de um ente, a Equacao (E.10) é a
formulacao geral para a Equagao de Adveccao.

E.1.3 Equacao de Burgers

Como um ultimo exemplo, considera-se a expressao de densidade de fluxo unidimensi-

onal & = —vu, + s(u) (v uma constante), que aplicada a Equagao (E.2) gera

Ut — Vg, + s(u) = f(z,t,u), (E.13)
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no caso unidimensional, com f = 0 e s(u) = u*/2 produz a Equacdo de Burgers unidimensional

(uma derivagao para este caso é encontrado em Logan (1994), pag. 227):

Up + Uy = Vigy, (E.14)

uma equagao-exemplo para fendmenos de advecgao (convecgao) e difusdo ocorrendo simulta-
neamente.
No caso de v = 0, ela é denominada FEquagao de Burgers inviscida (sem viscosidade),

dada por:

up + uu, = 0, (E.15)

que é uma equagao de advecgao da forma (E.7), isto é, uma EDP de 1* ordem, porém néo-
linear.
Um exemplo de aplicagao e método de resolugao para a Equacao de Burgers n—

dimensional pode ser vista em Taghizadeh e Akbari (2007).



116

Referéncias Bibliograficas

ADOMIAN, G. Solving Frontier Problems of Physics: The Decomposition Method. 1*. ed.
Boston, USA: Kluwer Acad., 1994. 372 p.

ANDRE¢, J. et al. Modeling the 24-Hour evolution of the mean and turbulent structures of the

planetary boundary layer. Journal of the Atmospheric Sciences, v. 35, p. 1861-1883, 1978.

ANDRADE, F. Solucao de Equagoes Diferenciais Parabolicas Acopladas pela Técnica de
Transformada Integral e Computagcio Simbdlica. Tese (Dissertagao) — Dissertacao de Mes-

trado, DC-UFC, 1996.

BANNON, P.; SALEM, T. Aspects of the baroclinic boundary layer. Journal of the Atmosphe-
ric Sciences, v. 52, p. 574-596, 1995.

BATCHELOR, G. K. Diffusion in a field of homogeneous turbulence, eulerian analysis. Aus-
tralian Journal of Scientist Research, v. 2, p. 437-450, 1949.

BENDER, C.; ORSZAG, S. Advanced mathematical methods for scientists and engineers.
McGraw-Hill, 1978.

BERGER, B.; GRISOGONO, B. The baroclinic, variable eddy viscosity ekman layer.
Boundary-Layer Meteorology, v. 87, p. 363-380, 1998.

BLACKADAR, A. K.; TENNEKES, H. Asymptotic similarity in neutral barotropic planetary
boundary layers. Journal of the Atmospheric Sciences, v. 25, p. 1015-1020, 1968.

BLUESTEIN, H. Principles of Kinematics and Dynamics. Vol. I. Synoptic - Dynamic Mete-
orology in Midlatitudes. [S.1.]: Oxford University Press, 1992.

BOYCE, W. E.; PRIMA, R. C. D. Equagoes Diferenciais Elementares e Problemas de Con-
torno. Brasil: LTC - Livros Técnicos e Cientificos Editora S.A., 1999.

BRIGGS, G. A. Analytical parameterizations of diffusion: the convective boundary layer.
Journal Climate and Applied Meteorology, v. 24, p. 1167-1186, nov 1985.

BROWN;, R. On two-layer models and the similarity functions for the pbl. Boundary-Layer
Meteorology, v. 24, p. 451-463, 1982.



117

BROWN, R. A. Fluid Mechanics to the Atmosphere. San Diego, USA: Academic Press, Inc,
1990. 499 p.

BULIGON, L.; VILHENA, M.; MOREIRA, D. Uma solugao semi-analitica da dispersao de
poluente com a equacao do telégrafo e fluxo contra-gradiente. Revista Brasileira de Meteoro-

logia, v. 21, p. 77-85, 2006.
BURDEN, R. L.; FAIRES, J. D. Andlise Numérica. Sao Paulo: Thomson, 2003.

BUSINGER, J. A. et al. Flux profile relationships in the atmospheric surface layer. Journal
of the Atmospheric Sciences, v. 28, p. 181 — 189, 1971.

CATALDI, M. et al. Estudo do transporte de poluentes na regiao da camada de superficie
sob diversas condic¢oes de estabilidade atmosférica. XI Congresso Brasileiro de Meteorologia,

v. 1, p. 2890-2899, 2000.

CAUGHEY, S. J. Observed characteristics of the atmospheric boundary layer. In: Nieuwstdat
F. T. M., and van Dop, H. (Eds.). Atmospheric Turbulence and Air Pollution Modelling., p.
107-158, 1982.

CAUGHEY, S. J.; PALMER, S. G. Some aspects of turbulence structure through the depth of
the convective boundary layer. Quarterly Journal of the Royal Meteorological Society, v. 105,
p. 811-827, 1979.

CHAMPAGNE, F. H. et al. Flux measurements, flux estimation techniques, and fine scale
turbulence measurements in the instable surface layer over land. Journal Atmospheric Society,

v. 34, p. 515-520, 1977.

CHORIN, A. J.; MARSDEN, J. E. A Mathematical Introduction to Fluid Mechanics. 3. ed.
New York, USA: Springer-Verlag New York, Inc, 1992. 182 p.

CLARKE, R. et al. The wangara experiment: Boundary layer data. Division of Meteorological
Physical Technical Paper - CSIRO- Austrdlia, v. 19, p. 1-339, 1971.

COSTA, C. et al. Semi-analytical solution of the steady three-dimensional advection-diffusion
equation in the planetary boundary layer. Atmospheric Environment, v. 40, p. 5659-5669,
2006.

COTTA, R. Integral transforms in computational heat and fluid flow. Boca Raton: CRC
Press, 1993. 340 p.



118

COTTA, R. Benchmark results in computational heat and fluid flow: the integral transform
method. International journal of heat and mass transfer, v. 37, p. 381-393, 1994.

COTTA, R. The Integral Transform Method in Thermal and Fluids Sciences and Engineering.
New York: Begell House, 1998.

COTTA, R.; MIKHAILOV, M. Heat conduction: lumped analysis, integral transforms, sym-
bolic computation. New York: John Wiley & Sons, 1997. 352 p.

COTTA, R.; SANTOS, C.; KAKAC, S. Unified hybrid theoretical analysis of nonlinear con-
vective heat transfer. In: Proceedings of IMECE2007, ASME International Mechanical Engi-
neering Congress € Exposition, Seattle, Washington, USA. [S.L.: s.n.], 2007.

DEARDORFF, J. W. Convective velocity and temperature scales for the unstable planetary
boundary layer and for Raleigh convection. Journal of Atmospheric Science, v. 27, p. 1211—

1213, 1970.

DEARDORFF, J. W. Numerical investigation of neutral and unstable planetary boundary

layers. Journal of Atmospheric Science, v. 29, p. 91-115, 1972.

DEARDORFF, J. W. Theorical expression for the counter-gradient vertical heat flux. J.
Geophys. Res., v. 77, p. 5900-5904, 1972.

DEARDORFF, J. W. Three-dimensional numerical study of the height and mean structure

of a heated planetary boundary layer. Boundary-Layer Meteorology, v. 7, p. 81-106, 1974.

DEARDORFF, J. W. Three-dimensional numerical study of turbulence in an entraining mixed
layer. Boundary-Layer Meteorology, v. 7, p. 199 — 226, 1974.

DEARDORFF, J. W. Strato-cumulus capped mixed layers derived from a three-dimensional
model. Boundary-Layer Meteorology, v. 18, p. 495-527, 1980.

DEGRAZIA, G. A.; ANFONSSI, D. Estimation of the Kolmogorov constant Cj from classical

statistical diffusion theory. Atmospheric Environment, v. 22, 1998.

DEGRAZIA, G. A. et al. Turbulence parameterisation for PBL dispersion models in all sta-
bility conditions. Atmospheric Environment, v. 34, p. 3575-3583, 2000.

DEGRAZIA, G. A. et al. A lagrangian decorrelation time scale for non-homogeneous turbu-

lence. Boundary-Layer Meteorology, v. 86, p. 525-534, 1998.



119
DEGRAZIA, G. A.; MANGIA, C.; RIZZA, U. A comparison between different methods to

estimate the lateral dispersion parameter under convective conditions. Journal of Applied

Meteorology, v. 37, p. 227-231, fev 1998.

DEGRAZIA, G. A.; MANGIA, C.; RIZZA, U. A comparison between different methods to
estimate the lateral dispersion parameter under convective conditions. Journal of Applied

Meteorology, v. 37, p. pp. 227-231, 1998.

DEGRAZIA, G. A.; MORAES, O. L. L. A model for eddy defussivity in a stable boudary
layer. Boundary-Layer Meteorology, v. 58, p. 205-214, 1992.

DEGRAZIA, G. A. et al. Employing heisenberg’s turbulent spectral transfer theory to pa-
rameterize sub - filter scales in les models. Atmospheric Environment, v. 41, p. 7059-7068,

2007.

DEGRAZIA, G. A. et al. Validation of a new turbulent parameterization for dispersion models
in convective conditions. Boundary-Layer Meteorology, v. 85, p. 243-254, 1997.

DERBYSHIRE, S. Nieuwstadt’s stable boundary layer revisited. Quarterly Journal of the
Royal Meteorological Society, v. 116, p. 127-158, 1990.

DYER, A. J. A review of flux-profile relationships. Boundary-Layer Meteorology, v. 7, p. 363
- 372, 1974.

ENGER, L. A higher order closure model applied to dispersion in a convective pbl. Atmosphe-
ric Environment, v. 20, p. 879 — 894, 1986.

FARGE, M. Wavelet transforms and their applications to turbulence. Annual Review of Fluid
Mechanics, Annual Reviews, v. 24, n. 1, p. 395-458, 1992.

FETTER, A. L.; WALECKA, J. D. Theorical Mechanics of Particles and Continua. USA:
McGraw-Hill, Inc, 1980. 790 p.

FORTUNA, A. O. Técnicas Computacionais para Dinamica dos Fluidos. Sao Paulo: Edusp,
2000.

FRISCH, U. Turbulence. New York: Cambridge University Press, 1995. 296 p.

GARRATT, J.; WYNGAARD, J.; FRANCEY, R. Winds in the atmospheric boundary layer-
prediction and observation. Journal of the Atmospheric Sciences, v. 39, p. 1307-1316, 1982.



120

GARRATT, J. R. et al. The atmospheric boundary layer - advances in knowledge and appli-
cation. Boundary-Layer Meteorology, v. 78, p. 9-37, 1996.

GRISOGONO, B. A generalized ekman layer profile with gradually varying eddy diffusivities.
Quarterly Journal of the Royal Meteorological Society, v. 121, p. 445-453, 1995.

GRISOGONO, B.; OERLEMANS, J. Katabatic flows: Analytic solution for gradually varying
eddy diffusivities. Journal of the Atmospheric Sciences, v. 58, p. 3349-3354, 2001.

GRISOGONO, B.; OERLEMANS, J. A theory for the estimation of surface fluxes in simple
katabatic flows. Quarterly Journal of the Royal Meteorological Society, v. 127, p. 2125-2739,
2001.

HANNA, S. R. Confidence limits for air quality model evaluations as estimed by bootstrap
and backife resampling methods. Atmospheric Environment, v. 23, p. 1385-1398, 1989.

HESS, S. Introduction to Theoretical Meteorology. New York: Krieger Pub Co, 1979. 85 p.
HINZE, J. O. Turbulence. New York: McGraw—Hill, 1975. 790 p.

HOLTON, J. R. An Introduction to Dynamic Meteorology. 4*. ed. USA: Elsevier Inc, 2004.
547 p.

HpJSTRUP, J. Velocty spectra in the unstable surface planetary boundary layer. Journal of
Atmospheric Science, v. 39, p. 2239-2248, 1982.

IZUMI, Y. Kansas 1968 field program data report. Environmental Research Paper. Air Force
Cambridge Research Paper, n. 369, 1971.

IZUMI, Y.; CAUGHEY, S. J. Minessota 1973 atmospheric boundary layer experiment data
report. Air Force Cambridge Research Paper, n. 547, 1976.

KAIMAL, J. C. et al. Turbulence structure in the convective boundary layer. Journal of
Atmospheric Science, v. 33, p. 2152-2226, 1976.

KERRIGAN, J. F. Migrating to Fortran 90. Sebastopol/CA: O'Reilly and Associates, Inc.,
1993.

KRISHNA, K. A two-layer first - order closure model for the study of the baroclinic atmosphe-

ric boundary layer. Journal of the Atmospheric Sciences, v. 38, p. 1401-1417, 1981.

LAMB, H. Hydrodynamics. New York: Dover Publications, Inc., 1945.



121

LAMB, R. G. A numerical simulation of dispersion from an elevated point source in the

convective planetary boundary layer. Atmospheric Environment, v. 12, p. 1297-1304, 1978.

LAMB, R. G. Diffusion in the convective boundary layer. Atmospheric Turbulence and air
Pollution Modelling, F.T.M. Nieuwstadt and H. Van Dop, Fds., Reidel, p. 159-229, 1982.

LEMES, M. A. M.; MOURA, A. D. Fundamentos da dinamica aplicados a meteorologia e
Oceanografia. Ribeirao Preto, SP: Holos Editora Ltda., 2002. 296 p.

LESIEUR, M.; MéTAIS, O. New trends in large-eddy simulations of turbulence. Annual review
of fluid mechanics, v. 28, p. 45-82, 1996.

LIMA, E. L. Curso de andlise volume 2. 6*. ed. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura
e Aplicada, 2000. 557 p.

LIMA, G. et al. Integral transform solution of internal flow problems based on navier-stokes
equations and primitive variables formulation. International Journal for Numerical Methods

in Engineering, v. 69, 2007.

LIMA, J.; PEREZ-GUERRERO, J.; COTTA, R. Hybrid solution of the averaged navier-
stokes equations for turbulent flow. Computational Mechanics, v. 19, p. 297-307, 1997.

LOGAN, J. D. An Introductory to Nonlinear Partial Differential Equations. U.S.A.: John
Wiley & Sons, Inc., 1994. 408 p.

MACHADO, H.; COTTA, R. Integral transform method for boundary layer equations in
simultaneous heat and fluid flow problems. International Journal of Numerical Methods for

Heat and Fluid Flow, v. 5, p. 225-237, 1995.

MARQUES, E. P. F. Investiga¢io da Camada Limite Planetdria Convectiva com Modelo LES
Aplicado a Dispersio de Poluentes. Tese (Doutorado) — Universidade de Sao Paulo, 2004.

MASON, P. J. Large-eddy simulation: a critical review of the technique. Quarterly Journal
of the Royal Meteorological Society, v. 120, p. 1-26, 1994.

MELGAREJO, J.; DEARDORFF, J. Revision to “stability functions for the boundary-layer
resistance laws based upon observed boundary-layer heights”. Journal of the Atmospheric

Sciences, v. 32, n. 4, p. 837-839, 1975.

MELLOR, G.; YAMADA, T. Development of a turbulence closure model for geophysical fluid
problems. Proc. Symp. on Turbulent Shear Flows, p. 1-14, 1977.



122

MELLOR, G. L.; YAMADA, T. A hierarchy of turbulence closure models for planetary boun-
dary layers. Journal of the Atmospheric Sciences, v. 31, p. 1791-1806, 1974.

MIKHAILOV, M. On the solution of the heat equation with time dependent coefficient. Int.
J. Heat and Mass Transfer, v. 18, p. 344-345, 1975.

MIKHAILOV, M. D.; OZISIK, M. N. Unified Analysis and Solutions of Heat and Mass Dif-
fusion. New York: John Wiley & Sons, 1984.

MILES, J. Analytical solutions for the ekman layer. Boundary-Layer Meteorology, v. 67, p.
1-10, 1994.

MOENG, C. A large-eddy-simulation model for the study of planetary boundary-layer tur-
bulence. Journal of the Atmospheric Sciences, v. 41, p. 2052-2062, 1984.

MONIN, A. S.; OBUKHOV, A. M. Basic laws of turbulent mixing in the atmosphere near
the ground. Tr. Akad. Nauk, SSSR, Geofiz. Inst., v. 151, n. 24, p. 1963-1987, 1954.

MONIN, A. S.; YAGLOM, A. M. Statistical Fluid Mechanics. Cambridge: Mit Press, 1971.
769 p.

MOREIRA, D. et al. Simulation of pollutant dispersion in the atmosphere by the laplace
transform: The admm approach. Water, Air, € Soil Pollution, v. 177, p. 411-439, 2006.

MOREIRA, D. M. Solucao analitica para dispersdo vertical turbulenta em uma camada li-
mite estdvel. Tese (Dissertacao (Mestrado em Engenharia Mecénica)) — Programa de Pés-

graduacao em Engenharia Mecanica, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, 1995.

MOURA, A. Modelos multidimensionais analiticos de dispersao de contaminantes na atmos-
fera: coeficientes de difusao dependentes da distancia da fonte. Tese (Doutorado) — Douto-

rado em Engenharia Mecanica, Programa de Pés-graduacao em Engenharia Mecanica, Uni-

versidade Federal do Rio Grande do Sul, 1999.

MOURA, A. B. D. Solugdo analitica para dispersao vertical turbulenta em uma camada li-
mite estdvel. Tese (Dissertacao (Mestrado em Engenharia Mecénica)) — Programa de Pds-

graduagao em Engenharia Mecéanica, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, 1995.
NAVIER, C. Mémoires de I’Académie des Sciences de 'Institut de France. [S.1.]: Paris, 1822.

NIEUWSTADT, F. T. M. The turbulent structure of the stable nocturnal boundary layer. J.
Atmos. Society, v. 41, p. 2202-2216, 1984.



123

PARMHED, O.; KOS, I.; GRISOGONO, B. An improved ekman layer approximation for
smooth eddy diffusivity profiles. Boundary-Layer Meteorology, v. 115, p. 399-407, 2005.

PAULSON, C. A. The mathematical representation of wind speed and temperature profiles
in the unstable atmospheric surface layer. Journal of Applied Meteorology, v. 9, p. 857-861,
1970.

PEREIRA, L.; PEREZ-GUERRERO, J.; COTTA, R. Integral transformation of the navier-
stokes equations in cylindrical geometry. Computational Mechanics, v. 21, p. 60-70, 1998.

POISSON, S. D. Mémoire sur les Equations générales de I'Equilibre et du mouvement des
corps solides Elastiqueset des fluids. Journal de L’Ecole Polytechnique, v. 1, 1829.

PUHALES, F. S. Estudo do Ciclo Didrio da Camada Limite Planetdria através da Simula-
¢io dos Grandes Turbilhées. Tese (Dissertagdo (Mestrado em Fisica)) — Programa de Pos-

graduagao em Fisica, 2008.

RIBEIRO, J. Solugao das Equagoes de Luikov para Secagem em Meios Capilares Porosos pela
Técnica da Transformada Integral. Tese (Doutorado) — Instituto Tecnolégico de Aerondutica,

ITA. Sao José dos Campos, 1992.

RIBEIRO, J.; COTTA, R. On the solution of non-linear drying problems in capillary po-
rous media through integral transformation of luikov equations. International Journal for

Numerical Methods in Engineering, v. 38, 1995.

RIBEIRO, M. et al. Estudo da dispersao de poluentes na atmosfera via transformacao integral.

In: XTI Congresso Brasileiro de Meteorologia. [S.1.: s.n.], 2000. v. 1, p. 2969-2975.

RIZZA, U. et al. Estimation of the lagrangian velocity structure function constant cq by large

- eddy simulation. Boundary-Layer Meteorology, v. 120, p. 25-37, 2006.

SORBJAN, Z. Structure of the atmospheric boundary layer. New Jersey.: Prentice Hall, 1989.
317 p.

SORBJAN, Z. Numerical study of penetrative and “solid lid” nonpenetrative convective boun-

dary layers. Journal of the Atmospheric Sciences, v. 53, p. 101-112, 1996.

STOKES, G. On the Theory of the Internal Friction of Fluids in Motion and of the Equili-
brium and Motion of Elastic Solids. Cambridge, Inglaterra: Trans. Cambridge Phil. Society.,
1845. 287 p.



124

STULL, R. B. An Introduction to Boundary Layer Meteorology. New Jersey: Kluwer Academic
Publishers, 1988. 666 p.

SULLIVAN, P.; MCWILLIAMS, J.; MOENG, C. A subgrid-scale model for large-eddy si-
mulation of planetary boundary-layer flows. Boundary-Layer Meteorology, v. 71, p. 247-276,
1994.

SUN, W. Y.; CHANG, C. Z. Diffusion model for a convective layer: Part i. numerical simu-
lation of a convective boundary layer. Climate and Applied Meteorology, v. 25, p. 1445-1453,
1986.

SUN, W. Y.; CHANG, C. Z. Diffusion model for a convective layer: Part ii. plume released
from a continuous point source. Climate and Applied Meteorology, v. 25, p. 1454-1463, 1986.

SUN, W. Y.; OGURA, Y. Modeling the evolution of the convective planetary boundary layer.
Journal of the Atmospheric Sciences, v. 37, p. 1558-1572, 1980.

SWOKOWSKI, E. W. Calculo com Geometria Analitica. Volume II. 2*. ed. Sao Paulo. BR:
Makron Books, 1994. 770 p.

TAGHIZADEH, N.; AKBARI, M. The solution of n-dimension burgers equation by adomian
decomposition method. Korean Annals Mathematics, v. 24, n. 1, p. 19-28, 2007.

TAN, Z.-M. An approximate analytical solution for the baroclinic and variable eddy diffusivity
semi - geostrophic ekman boundary layer. Boundary-Layer Meteorology, v. 98, p. 361-385,
2001.

TENNEKES, H. Similarity relation, scaling laws and spectral dynamics. in: Nieuwstadt f.t.m.
and van dop h. eds.. Atmospheric Turbulence and Air Pollution Modeling., p. 37-68, 1982.

VAREJaAO-SILVA, M. A. Meteorologia e Climatologia. digital. Recife, Brasil: [s.n.], 2005.

VIANELLO, R. L.; ALVES, A. R. Meteorologia baisica e aplicacoes. 4. ed. Vigosa, MG: Editora
UFV, 2006. 449 p.

VILHENA, M. et al. A semi-analytical solution for the three-dimensional advection-diffusion
equation considering non-local turbulence closure. Atmospheric Research, v. 90, p. 6369,

2008.

VILHENA, M. T.; BARICHELLO, L. B. A new analytical approach to solve the neutron
transport equation. Kerntechnik, v. 56, n. 5, p. 334-336, 1991.



125

VILHENA, M. T. et al. An analytical air pollution model: development and evaluation.
Beitrdge Zur Physic Der Atmosphdre, v. 71, n. 3, p. 315-320, 1998.

WILLIS, G. E.; DEARDORFF, J. W. A laboratory model of the unstable planetary boundary
layer. J. Atmos. Society, v. 31, p. 1297-1307, 1974.

WILLIS, G. E.; DEARDORFF, J. W. A laboratory model of diffusion into the convective
planetary layer. Quart. J. R. Met. Society, v. 102, p. 427-445, 1976.

WILLIS, G. E.; DEARDORFF, J. W. A laboratory study of dispersion from elevated source
within a modeled convective planetary boundary layer. Atmospheric Environment, v. 12, p.

1305-1311, 1978.

WILLIS, G. E.; DEARDORFF, J. W. A laboratory study of dispersion from a source in the
middle of the convectively mixed layer. Atmospheric Environment, v. 15, p. 109-117, 1981.

WILSON, J.; FLESCH, T. An idealized mean wind profile for the atmospheric boundary
layer. Boundary-Layer Meteorology, v. 110, p. 281-299, 2004.

WILSON, K. A three-dimensional correlation/spectral model for turbulent velocities in a

convective boundary layer. Boundary-Layer Meteorology, v. 85, p. 35-52, 1997.

WORTMANN, S. Formulagdo semi-analitica para a equacao transformada resultante da apli-
cacao da GITT em problemas difusivos-advectivos. Tese (Doutorado) — Doutorado em En-
genharia Mecénica), Programa de Pés-graduacao em Engenharia Mecénica, Universidade Fe-

deral do Rio Grande do Sul, 2003.

WORTMANN, S. et al. A new analytical approach to simulate the pollutant dispersion in
the pbl. Atmospheric Environment, v. 39, p. 2171-2178, 2005.

WU, R.; BLUMEN, W. An analysis of ekman boundary layer dynamics incorporating the
geostrophic momentum approximation. Journal of the Atmospheric Sciences, v. 39, p. 1774—

1782, 1982.

WYNGAARD, J. C. Modeling the planetary boundary layer - extension to the stable case.
Boundary-Layer Meteorology, v. 9, p. 441-460, 1975.

WYNGAARD, J. C.; COTé, O. R. The evolution of a convective planetary boundary layer -
a higher-order-closure model study. Boundary-Layer Meteorology, v. 7, p. 289-308, 1974.



126

WYNGAARD, J. C.; COTE, O. R.; RAO, K. S. Modelling of the atmospheric boundary
layer. Advances. In Geophysics, v. 18A, p. 193-212, 1974.

YAMADA, T. On the similarity functions A, B and C of the planetary boundary layer. Journal
of the Atmospheric Sciences, v. 33, p. 781-793, 1976.

YAMADA, T.; MELLOR, G. L. A simulation of the wangara atmospheric boundary layer
data. Journal of the Atmospheric Sciences, v. 32, p. 2309-2329, 1975.

YORDANOV, D.; WIPPERMANN;, F. The parameterization of the turbulent fluxes of mo-
mentum heat and moisture at the ground in a baroclinic planetary boundary layer. Beit.

Phys. Atmos., v. 45, p. 5865, 1972.

ZEMAN, O.; LUMLEY, J. Modeling buoyancy driven mixed layers. Journal of the Atmosphe-
ric Sciences, v. 33, p. 1974-1988, 1976.

OZISIK, M.; MURRAY, R. On the solution of linear diffusion problems with variable boun-
dary condition parameters. J. Heat Transfer, v. 96, p. 48-51, 1974.

OZISIK, M. N. Heat Conduction. New York: John Wiley & Sons, 1993. 692 p.



