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O presente trabalho estuda as transições inversas utilizando dois modelos vidro de spin:
o modelo de alcance infinito vidro de spin de Ising fermiônico (VSIF) com campo magnético
transverso Γ e o modelo Hopfield vidro de spin Ising fermiônico (HVSIF) com Γ. Nestes
modelos, os spins são escritos em termos de operadores fermiônicos. Nesse caso, há quatro
autovalores posśıveis para o operador Sz

i , dois deles não magnéticos. Ambos os modelos são
expressos em termos do formalismo das integrais de caminho fermiônicas com variáveis de
Grassmann. Particularmente, os modelos VSIF e HVSIF são analisados no ensemble Grão
Canônico, que permite variar o número médio de ocupação de férmions por śıtio através do
ajuste do potencial qúımico µ. O Potencial Grão Canônico é obtido por meio das soluções com
simetria de réplicas e com um passo de quebra de simetria de réplicas utilizando a aproximação
estática.

Os resultados obtidos a partir dos modelos VSIF e HVSIF podem ser resumidos de
acordo com a seguinte ordem: primeiramente, o modelo altamente frustrado VSIF é estudado.
Essencialmente, para Γ = 0, há o surgimento de transição de primeira ordem inversa para valo-
res de µ, que é um mecanismo de diluição magnética. Consequentemente, as transições inver-
sas puderam ser estudadas sob o efeito de flutuações quânticas quando um campo magnético
transverso é introduzido nesse modelo. Como resultado principal, é mostrado que flutuações
quânticas destroem as transições inversas no modelo VSIF. Em segundo lugar, o papel da
frustração como ingrediente para um modelo apresentar naturalmente transições inversas é
checado pelo modelo HVSIF, o qual permite analisar diversos regimes de frustração. De fato,
é mostrado no modelo HVSIF que independentemente do ńıvel de frustração, sempre há uma
transição inversa para valores altos de µ. Finalmente, a introdução do campo Γ no modelo
HVSIF permite estudar de que forma o ajuste simultâneo de flutuações quânticas e inten-
sidade do ńıvel de frustração afetam as transições inversas nesse modelo. Como resultado,
sugere-se que a relação entre diluição e a presença de uma fase frustrada tem um importante
papel na produção de transições inversas. Em adição, quando efeitos de flutuações quânticas
são introduzidas pelo Γ, o papel da diluição parece ser enfraquecido. Nesse caso, as transições
inversas são destrúıdas no modelo HVSIF.

Palavras-chave: Modelos fermiônicos, transições inversas, vidro de spin, campo transverso
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The present work studies inverse transitions by using two spin glass models: the
infinite-range fermionic Ising spin glass (FISG) in the presence of a transverse magnetic field
Γ and Hopfield fermionic Ising spin glass (HFISG) model with a Γ field. In these models,
the spin are written in terms of fermionic operators. In that case, there are four possible
eigenvalues of the operator Sz

i , two of them non-magnetic. The problem for both models is
expressed in the path integral formalism with Grassmann variables. Particularly, the FISG
and HFISG models are analysed in the Grand Canonical ensemble, which allows changing the
average number occupation of fermions per site by adjusting the chemical potential µ, which is
a magnetic dilution mechanism. The Grand Canonical Potential is obtained within the static
approximation with replica symmetry and one-step replica symmetry breaking schemes.

Firstly, the highly frustrated FISG model is studied. Essentially, for Γ = 0, a first
order inverse transition arises with the increase of µ (dilution). As a consequence, the inverse
transitions can be studied under the effect of quantum fluctuations when a transverse magnetic
field Γ is turned on. As main result, it is shown that quantum fluctuations destroy the inverse
transitions. Secondly, the role of frustration as ingredient for a model to present naturally
inverse transitions is checked by the HFISG model, which allows interpolating from trivial
randomness to a highly frustrated regime. In fact, it is shown that for Γ = 0 and high values
of µ, any frustration level presents a inverse transition. Finally, the introduction of the Γ field
in the HFISG model allows to study how the simultaneous adjusting of quantum fluctuations
and the level of frustration affects the inverse transition in this model. As a result, it is
suggested that the interplay between the dilution and the presence of a frustrated phase has
an important role inverse transitions producing. In addition, when the effects of quantum
fluctuations are introduced by Γ, the role of dilution seems to be weakened. As a consequence,
the inverse transition is destroyed in HFISG model.

Keywords: fermionic models, inverse transitions, spin glass, tranverse field
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microscópicas, tal que estas se tornam favorecidas em temperaturas mais altas.

(SCHUPPER; SHNERB, 2005). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.6 Diagramas de Fase do modelo BC no plano D − T para r = 1 (figura menor,

sem derretimento inverso) e para r = 6 (figura principal: mostra derretimento

inverso) (SCHUPPER; SHNERB, 2005). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.7 Diagrama de fases do modelo GS e entropia S vs T para D = 0.96. No

diagrama, as linhas a direita correspondem a espinodal da solução vidro de

spin para os casos SR (linha pontilhada) e QSR (tracejada-cruzada). A linha
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4.14 Potencial Grão Canônico Ω como uma função de µ/J para Γ = 0 mostrando

em detalhes a localização do ponto triplo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.15 Comportamento do número de ocupação médio n como uma função de µ/J

para valores de T/J na transição de primeira ordem para dois valores de Γ e

a = 0.1. As linhas verticais indicam um transição de primeira ordem entre as

fase VS e PM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4.16 Comportamento do número de ocupação médio n como uma função de µ/J

para valores de T/J na transição de primeira ordem para dois valores de Γ e
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1 INTRODUÇÃO

Recentemente, estudos experimentais mostram uma transição, não intuitiva, chamada

transição inversa, em que a fase ordenada apresenta uma entropia maior que a fase desor-

denada (ERTAS; NELSON, 1996; CHEVILLARD; AXELOS, 1997). Essa transição pode

ser classificada em duas espécies: derretimento e congelamento inverso. O derretimento in-

verso mostra, por exemplo, uma transição da fase ĺıquida a baixas temperaturas para uma

estrutura cristalina através de aquecimento. Já no congelamento inverso, a fase desordenada,

geralmente ĺıquida ou paramagnética, é modificada através de aquecimento para uma fase do

tipo vidro, a qual é caracterizada por uma quebra de ergodicidade sem o surgimento de uma

estrutura ordenada aparente.

Do ponto de vista teórico, determinados modelos magnéticos foram propostos ((CRI-

SANTI; LEUZZI, 2005), (SCHUPPER; SHNERB, 2005)) com intuito de descrever carac-

teŕısticas gerais relacionadas ao fenômeno de transições inversas (derretimento ou congela-

mento inverso). O modelo clássico Blume-Capel (BLUME, 1966; CAPEL, 1966) (BC) de spin

1 (S = 0,±1), por exemplo, apresenta derretimento inverso em uma solução de campo médio.

Contudo, o aparecimento nesse modelo de derretimento inverso ocorre somente através da im-

posição artificial de um mecanismo de favorecimento entrópico. Nesse caso, há uma transição

de primeira ordem da fase paramagnética (PM) para a fase ferromagnética (FM) quando se

aumenta a temperatura.

Já o congelamento inverso foi estudado através do modelo vidro de spin clássico

Ghatak-Sherrington (GS) (GHATAK; SHERRINGTON, 1977). Nesse caso, a fase magnética

vidro de spin é caracterizada pelo congelamento desordenado dos momentos magnéticos em

baixas temperaturas (frustração), que ocorre por meio de uma competição de interações ferro-

magnéticas e anti-ferromagnéticas gerada por desordem. Portanto, o modelo GS, também de

spin 1, incorpora uma nova caracteŕıstica em relação ao modelo BC: a frustração. No entanto,

diferentemente do modelo BC, o modelo GS apresenta uma transição inversa em uma solução

de campo médio sem a necessidade da introdução artificial de um mecanismo de favorecimento

entrópico. A partir deste comparativo, pode-se especular quais são os mecanismos f́ısicos ne-

cessários para o surgimento natural de transições inversas em um dado modelo. Logo, uma

das motivações do presente trabalho se baseia na busca por outros modelos vidro de spin

que também sejam capazes de apresentar transições inversas, mais especificamente congela-
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mento inverso, bem como entender quais são os ingredientes que um modelo deve ter para

apresentar naturalmente essa espécie de transição. Nesse sentido, é conhecido que o modelo

vidro de spin Ising fermiônico (VSIF) no ensemble grão canônico tem ligação com o modelo

GS clássico através de um mapeamento entre o potencial qúımico e o parâmetro anisotrópico

(ROSENOW; OPPERMANN, 1996). Devido a essa estreita relação entre os modelos GS e

VSIF, este último acaba se tornando uma posśıvel escolha para o estudo de transições inversas.

O modelo VSIF, em que os operadores de spin são escrito como uma combinação bilinear de

operadores de criação e destruição que atuam em um espaço de quatro auto-estados por śıtio

(|00 >, | ↑↓>, |0 ↑> and |0 ↓>), utiliza o formalismo de integrais de caminhos fermiônicas

no tratamento dos operadores que compõem o Hamiltoniano. A vantagem da formulação

fermiônica é permitir a introdução de outros tipos de acoplamento, como por exemplo, efeito

Kondo e supercondutividade. Esta formulação também permite o acoplamento de um campo

magnético transverso em relação ao eixo z, o que possibilita analisar o efeito de flutuações

quânticas sobre o congelamento inverso, foco também de estudo deste trabalho.

Além de testar o papel das flutuações quânticas em relação ao congelamento inverso,

este trabalho também tem como objetivo questionar a relação entre frustração e congelamento

inverso. Para testar esta relação, o modelo Hopfield vidro de spin Ising fermiônico (HVSIF)

é utilizado. A partir da obtenção da termodinâmica deste modelo, o parâmetro a = p/N

é introduzido, o qual permite controlar o ńıvel de frustração. Com isso, pode-se analisar o

comportamento do congelamento inverso desde o ńıvel de desordem trivial, (a = 0), até o

regime de alta frustração (a > ac). A este modelo também pode ser acoplado um campo

transverso Γ, o que permite estudar o congelamento inverso quando intensidade de flutuações

quânticos e ńıvel de frustração são modificados simultaneamente.

Neste trabalho, a aproximação estática (que trata das correlações spin-spin) e o método

das réplicas são utilizados. A partir da utilização do método das réplicas, os potencias grão

canônicos dos modelos VSIF e HVSIF foram calculados nos seguintes casos : solução com

simetria de réplicas (SR) e solução com um passo de quebra de simetria de réplicas (1P-QSR).

Na solução SR, o parâmetro de ordem qαβ =< 1
N

∑
i S

i
αS

i
β >, relacionado à caracterização

da fase VS, é igual a q0 para qualquer combinação de α e β, tal que qαβ = q0. Na solução

1P-QSR (PARISI, 1980), divide-se a matriz das réplicas, que tem tamanho n, em n/m grupos,

e o parâmetro qαβ assume dois valores distintos: qαβ = q1 se as réplicas α e β pertencem ao

mesmo grupo e qαβ = q0 se as réplicas α e β pertencem a grupos diferentes.

Quanto à estrutura, esta tese está dividida em cinco partes: uma introdução relatando
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as principais motivações acerca do estudo do congelamento inverso em modelos VS. Há um

caṕıtulo de revisão, destacando os principais tópicos encontrados na literatura que descrevem

a fase VS e também as transições inversas. O caṕıtulo três é reservado para a discussão dos

modelos VSIF e HVSIF com campo transverso. No caṕıtulo quatro são descritos em detalhe

os resultados obtidos neste trabalho e que estão publicados nos artigos Phys. Rev. B vol. 77

pág. 134422 (2008) e Phys. Rev. B vol. 81 pág. 014207 e também os resultados do último

trabalho da tese, em que são obtidos resultados do modelo HVSIF com Γ. O último caṕıtulo

é reservado para as considerações finais.



2 REVISÃO TEÓRICA E EXPERIMENTAL

Este caṕıtulo descreve alguns dos principais pontos relacionados a teoria vidro de spin

e as transições inversas, bem como a relação entre estes dois conceitos. Primeiramente, são

relatadas as caracteŕısticas da fase vidro de spin. Em seguida, há uma revisão sobre transições

inversas, partindo desde a definição até resultados experimentais que mostram esse tipo de

transição. Na parte teórica, são descritos alguns modelos clássicos que descrevem as transições

inversas e também a fase vidro de spin.

2.1 Caracterização da fase vidro de spin

O surgimento da fase vidro de spin (VS), onde a baixas temperaturas os momentos

magnéticos estão congelados de forma aleatória, está associado a dois fatores: deve haver

competição entre interações ferromagnéticas (positivas) e antiferromagnéticas (negativas) e

estas interações devem ser aleatórias.

Figura 2.1: Susceptibilidade em função da temperatura para diversos compostos VS (FISCHER;
HERTZ, 1991).

Uma das caracteŕısticas experimentais que demonstram a existência da fase vidro de

spin é mostrada na figura 2.1, na qual os sistemas estudados apresentam um pico na susceti-

bilidade magnética, evidenciando uma magnetização local espontânea mi por śıtio não nula.
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Outra caracteŕıstica importante observada experimentalmente na fase vidro de spin é que ela

não possui nenhuma ordem de longo alcance, o que a diferencia de uma ordem ferromagnética

ou antiferromagnética, por exemplo. Além disso, em sistemas vidro de spin, para T < Tf (Tf

é temperatura de congelamento), é encontrada uma magnetização remanescente, que pode ser

medida mesmo após o campo externo aplicado ser desligado. Dentre os materiais que apresen-

tam vidro de spin, estão em destaque os metais nobres (Au, Ag, Cu, Pt) em que são dilúıdos

ı́ons de metais de transição, tais como Fe ou Mn, que são considerados impurezas. Devido à

colocação aleatória das impurezas, os elétrons de condução do metal hospedeiro são polariza-

dos, possibilitando assim uma interação de troca indireta entre momentos magnéticos (spins)

das impurezas. Essa interação, conhecida como RKKY, oscila fortemente com a distância R

e obedece a equação

J(R) = J0
cos(2KF R+ϕ0)

(KF R)3
(2.1)

onde KF é o número de onda de Fermi do metal hospedeiro e J0 e ϕ0 são constantes. Com

a colocação aleatória de impurezas, algumas das interações de um determinado spin com o

restante são positivas, favorecendo o alinhamento paralelo, enquanto outras são negativas,

favorecendo o alinhamento antiparalelo. Percebe-se que nenhuma configuração dos spins

consegue satisfazer todos os v́ınculos de troca nesta interação oscilatória. Esta incapacidade do

sistema de satisfazer todas as interações simultaneamente é chamada de frustração, e pode ser

ilustrada na figura 2.2 da seguinte forma: considere uma rede quadrada com interações entre

vizinhos mais próximos, que podem ser positivas (+) ou negativas (-). Agora, examinando

algumas das posśıveis configurações de spin nessa rede quadrada que tem quatro acoplamentos

mútuos como mostra a figura 2.2, percebe-se que quando um spin da rede é fixado, seu

spin vizinho é modificado a partir do valor da interação que liga ambos. Se o número de

,

Figura 2.2: Figura de rede (a) não frustrada e (b) frustrada

interações (+) e (−) é par (figura 2.2(a)), é sempre posśıvel encontrar uma configuração que
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Figura 2.3: Picture de muitos vales

satisfaça todas as interações. Por outro lado, se o número de interações negativas é ı́mpar

(figura 2.2(b)), há um conflito quando são analisadas todas as interações da rede. O v́ınculo

conectando o último e o primeiro spin originalmente fixado não é satisfeito. Tentar satisfazer

os v́ınculos ao redor do spin originalmente fixado fará com que outras interações não sejam

satisfeitas.

O comportamento VS é caracterizado por uma quantidade grande de estados meta-

estáveis (mı́nimos locais da energia livre) e um estado fundamental altamente degenerado

(Binder e Young (1986)). Deve-se então, dentro deste contexto, analisar como ocorre a que-

bra da ergodicidade na fase VS. Em T > Tf , o sistema é ergódico. Porém, para T abaixo de

Tf , ocorre a quebra de ergodicidade e o espaço de fases é dividido em muitos vales, que são

separados por barreiras infinitamente altas de energia livre (quando N → ∞), subdividindo

o espaço de fases em vários estados (vales) inacesśıveis termodinamicamente uns aos outros.

Esse modo de visualizar a forma de energia livre é denominado de “picture” de muitos vales,

que está representada na figura 2.3. Com o decréscimo da temperatura (T < Tf ), ocorre

novamente a divisão dos vales em um número maior de vales menores, o que caracteriza uma

nova quebra de ergodicidade. Esse é um processo cont́ınuo, em que o decréscimo de tempera-

tura gera uma outra fragmentação do espaço de fases com um número ainda maior de vales

menores. Para T > Tf , a estrutura de muitos vales desaparece, ocorrendo um único mı́nimo

para a energia livre.
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2.2 Transições Inversas

Derretimento inverso é uma transição reverśıvel1 entre uma fase ĺıquida a baixas tempe-

raturas e uma fase cristalina a altas temperaturas. Esta espécie de transição ocorre quando a

fase ordenada (cristalina) tem uma entropia maior que a fase desordenada (ĺıquida). Além do

derretimento inverso, observado experimentalmente entre fases ĺıquido-cristalina, há também

o congelamento inverso, que ocorre entre as fases ĺıquido-vidro. O congelamento inverso,

assunto que será retomado posteriormente, pode ser melhor entendido se uma discussão re-

lacionada ao derretimento inverso for feita primeiramente. Esta discussão é feita através da

equação de Clausius-Clapeyron, utilizada com intuito de descrever a inclinação da curva de

derretimento em transições de primeira ordem, curva esta que descreve o contorno entre as

fases ĺıquida e cristalina em um plano temperatura T e pressão P ,

dP

dT
=
Sl − Ss

V l − V s
. (2.2)

Na equação (2.2), P (T ) é a pressão de derretimento dependente da temperatura, S e V

definem a entropia e o volume molar, e os ı́ndices l e s indicam as fases em alta e baixa

temperatura. Esta equação oferece quatro classes diferentes de curvas de congelamento, como

Figura 2.4: Um esboço das diferentes curvas de derretimento no plano T −P resultantes da equação
de Clausius-Clapeyron (SCHUPPER; SHNERB, 2005).

mostra a figura 2.4, e ajuda a classificar exemplos de cenários que apresentam transições de

primeira ordem.

1Transição em que o sistema retorna ao estado original através da reversão do processo que ocasionou a
mudança de estado.
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O primeiro regime apresentado no diagrama da figura 2.4 a ser discutido é o derre-

timento “normal”. Nesse processo, há um aumento da entropia (o sistema absorve calor

latente) e do volume molar quando o cristal se torna ĺıquido. Neste caso, Sl − Ss e V l − V s

são positivos, e portanto o valor da inclinação da curva de primeira ordem também é posi-

tivo. Na figura 2.4, este regime é representado pela curva CD. O derretimento “anômalo”

ocorre quando o volume molar do ĺıquido é menor do que o volume do sólido, tornando o

valor da variação V l − V s negativo. Como consequência, o valor do sinal da inclinação da

curva de transição de primeira ordem também se torna negativo. Nesse caso, a temperatura

de derretimento decresce quando a pressão aumenta. A curva BC representa essa situação.

Nos intervalos AB e AD do lado esquerdo do diagrama da figura 2.4 ocorre o derretimento

inverso, em que o aquecimento isobárico leva o sistema de uma fase ĺıquida para uma fase

cristalina. Se a transição envolve calor latente, para qualquer situação de derretimento inverso

Sl − Ss < 0. Para o intervalo AD, V l − V s é positivo (o volume do sólido é menor do que

o do ĺıquido). Em contrapartida, o intervalo AB mostra inclinação positiva, já que o sólido

é menos denso que o ĺıquido. Logo, de forma similar aos casos de derretimento “normal” e

“anômalo”, há duas espécies de derretimento inverso, que são denotadas da seguinte forma:

derretimento inverso dos tipos I e II, que correspondem aos intervalos AD e AB da figura

2.4, respectivamente.

2.3 Exemplos de derretimento e congelamento inverso

Nesta seção são mencionados alguns exemplos de sistemas que apresentam transições

inversas. Estes exemplos são destacados na tabela 2.1.

Sistema tipo de transição ordem da transição sinal de dP/dT
He3 fluido → bcc primeira -
He4 superfluido → hcp primeira -

Água ĺıquido → amorfo primeira -
Supercondutividade linhas de fluxo desordenado

→ rede ordenada
primeira +

Metilcelulose ĺıquido → gel primeira -

Tabela 2.1: Sumário de alguns sistemas f́ısicos que exibem congelamento ou derretimento inverso e
caracteŕısticas da transição. Tabela parcialmente extráıda de Schupper e Shnerb (2005).

Isótopos de Hélio: Os isótopos He3 e He4 apresentam transições de primeira ordem

que correspondem ao derretimento inverso de inclinação negativa (tipo I). Ambos os isótopos
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mostram derretimento inverso em altas pressões e em baixas temperaturas (T < 1K). Con-

tudo, há uma diferença entre estes isópotos relacionada ao caráter das fases ĺıquida e sólida.

Para He4, o ĺıquido superfluido se torna um cristal hcp (“hexagonal close packed”) através

de aquecimento. Para He3, o ĺıquido normal se torna um cristal bcc (“body centered cubic”).

Nesse caso, os graus de liberdade dos spins estão relativamente livres para se reorientar no

cristal, portanto aumentando sua entropia em relação ao ĺıquido.

Água: Em um diagrama hipotético apresentado por Mishima e Stanley (1998), abaixo

de um segundo ponto cŕıtico com coordenadas T = 220K e P = 100MPa, a fase ĺıquida se

separa em duas fases ĺıquidas distintas: uma fase ĺıquida de baixa densidade (LBD) em baixas

pressões e uma fase ĺıquida de alta densidade (LAD) em altas pressões. Entre estes pontos,

a água é uma mistura flutuante de moléculas cujas estruturas locais lembram as fases LBD e

LAD. Uma pequena região entre 100MPa e 150MPa e temperaturas entre −50 ◦C e −100 ◦C

exibe derretimento inverso em que uma fase amorfa de baixa densidade se torna uma fase

ĺıquida de baixa densidade através de resfriamento.

Figura 2.5: Esboço da dependência da energia e da entropia em função do comprimento linear de
um poĺımero de metilcelulose em água. As conformações dobradas, não interagentes, são favorecidas
energeticamente (devido a um número maior de interações favoráveis entre os constituintes de um
único elo) e menos entrópicas (devido ao número limitado de conformações de poĺımero e/ou aos
poucos graus de liberdade das moléculas de água que estão presas pelos constituintes hidrofóbicos de
um elo). As conformações desdobradas (interagentes) apresentam energias mais altas, mas também
admitem um número maior de configurações microscópicas, tal que estas se tornam favorecidas em
temperaturas mais altas. (SCHUPPER; SHNERB, 2005).

Linhas de Vórtex em um supercondutor desordenado a alta temperatura: Uma transi-

ção de primeira ordem do tipo II entre os estados vidro-cristalino foi descoberta em uma rede

formada por linhas de fluxo magnético no supercondutor de alta temperatura Bi2Sr2CaCu2O8

(BSCCO)(ERTAS; NELSON, 1996). A rede hexagonal ordenada tem maior entropia do que a
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fase desordenada a baixa temperatura. A explicação sugerida para este fato é que a transição

cristal-vidro é comandada pelo aprisionamento das linhas de fluxo à impurezas no cristal em

baixas temperaturas. A competição entre flutuações térmicas e desordem por aprisionamento

conduz ao derretimento inverso próximo ao ponto cŕıtico.

Metilcelulose: A solução de metilcelulose em água é um dos exemplos de sistemas

que apresenta congelamento inverso (CHEVILLARD; AXELOS, 1997). Quando uma solução

(transparente e suave) de metilcelulose é aquecida (acima de 55 ◦C, para uma solução de 5

gramas/litro), esta se transforma em um gel branco. Esta transição é reverśıvel, ou seja,

perante resfriamento, a solução retorna ao estado natural. Neste exemplo, as conformações

dobradas são favorecidas energeticamente. Por outro lado, as conformações desdobradas são

favorecidas entropicamente (veja figura 2.5). O crescimento da entropia da conformação

aberta pode ser relacionada ao número de posśıveis configurações do poĺımero em si, mas

também pode ser atribúıda ao arranjo espacial das moléculas de água na vizinhança. Logo,

o seguinte mecanismo é proposto para explicar transições inversas nesses sistemas: no estado

ĺıquido, as moléculas de água são mantidas em estruturas semelhantes a “gaiolas” formadas

por constituintes hidrofóbicos que se movem na solução. Contudo, quando o gel é formado

e os segmentos hidrofóbicos se agregam para formar elos em forma de cruz, as “gaiolas” são

abertas, e as moléculas de água são livres para se movimentarem na rede. Como consequência,

ambas entropia e a quantidade de configurações posśıveis que eram baixas na fase ĺıquida,

acabam aumentando quando os agregados hidrofóbicos se reagrupam e formam o gel.

2.4 Modelo Magnético para descrição do derretimento inverso

Como já discutido, o surgimento do derretimento inverso ocorre quando Ss − Sl > 0,

ou seja, quando a entropia do estado ordenado e interagente é maior do que a entropia do

estado ĺıquido não interagente. O modelo clássico Blume-Capel com Si = 0,±1 e definido

pelo Hamiltoniano

H = −J
∑
<i,j>

SiSj +D

N∑
i=1

S2
i , (2.3)

pode ser utilizado no estudo de transições inversas. Basicamente, a justificativa para a uti-

lização deste modelo na descrição de derretimento inverso é baseada em uma analogia entre

o modelo BC e o poĺımero de metilcelulose (veja figura 2.5). O spin zero do modelo BC pode

representar de forma esquemática o poĺımero espiral compacto não interagente e o poĺımero

elongado (e interagente com seus vizinhos) pode ser representado pelos spins ±1. Quando
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os poĺımeros estão elongados, há muitas configurações espaciais posśıveis nas quais estes po-

dem se anexar. Correspondentemente, há muitas configurações congeladas degeneradas (ou

quase degeneradas) do gel. No modelo BC, estas configurações podem ser representadas pela

degenerescência dos estados mais e menos. Adicionando uma vantagem entrópica através do

parâmetro de degenerescência r = l/k ≥ 1, em que l define a degenerescência dos estados

com S = 1 ou S = −1 e k a degenerescência dos estados S = 0, ocorre o surgimento de der-

retimento inverso no modelo BC. Os resultados deste modelo modificado são independentes

das degenerescências k e l, dependendo somente da proporção r.

Figura 2.6: Diagramas de Fase do modelo BC no plano D − T para r = 1 (figura menor, sem
derretimento inverso) e para r = 6 (figura principal: mostra derretimento inverso) (SCHUPPER;
SHNERB, 2005).

Os resultados do modelo BC original (caso r = 1) são mostrados no diagrama menor

da figura 2.6. A linha AB representa uma transição de segunda ordem entre as fases para-

magnética (PM), em que M = 0 e ferromagnética (FM), em que M 6= 0. Abaixo do ponto

tricŕıtico (B), a transição de fase é de primeira ordem, com as linhas BC e BE representando

as espinodais, isto é, as linhas que definem o limite de validade das soluções paramagnética

e ferromagnética, respectivamente. A linha BD corresponde à linha de transição de primeira

ordem. Nessa situação, o modelo BC não apresenta derretimento inverso. Os resultados mu-

dam quando o valor da proporção r é modificado. Para r = 6, os estados interagentes tem

maior entropia e a fase ferromagnética cobre uma área maior do diagrama de fase, um fato

que reflete a vantagem entrópica. Nesse caso, as transições de primeira e segunda ordem são

alteradas, indicando que o diagrama maior da figura 2.6 agora pode apresentar derretimento

inverso do tipo I, anteriormente discutido na seção 2.4. Na seção 2.6, é apresentado um mo-
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delo que trata de um congelamento inverso equivalente ao derretimento inverso do tipo I, em

que a variação Sdes − Sord e também o valor da inclinação da linha de transição de primeira

ordem são negativos, fato este que indica uma transição inversa reentrante.

2.5 Modelo Sherrington-Kirkpatrick, métodos das Réplicas, solução com sime-

tria de réplicas e quebra de simetria de réplicas em um passo

Esta seção tem como intuito estabelecer alguns conceitos envolvidos no tratamento da

desordem do modelo clássico de vidro de spin Sherrington e Kirkpatrick (1978) (SK) . Nesse

modelo, com hamiltoniano definido por

H = −
∑
ij

JijSiSj, (2.4)

a soma ij da equação (2.4) percorre todos os pares distintos de spins Si, com Si assumindo

os valores ±1. Jij é uma variável aleatória, que incorpora desordem e frustração ao modelo,

e segue uma distribuição de probabilidade gaussiana dada por

P (Jij) =
1

J

√
N

2π
exp

[
− N

2J2
J2

ij

]
, (2.5)

em que J2/N é a variância. Nesse problema, a termodinâmica do problema é obtida a partir

da equação

〈F (J)〉 = − 1

β
〈lnZ(J)〉 = − 1

β

∫
dJP (J) lnZ(J), (2.6)

em que F (J) é a energia livre e Z(J) é a função de partição. Há, contudo, uma complicada

dependência de lnZ em relação a variável Jij, que torna o cálculo da média sobre a desordem

muito complicado. Para contornar esta situação, é utilizado o método das réplicas, que

consiste na utilização da seguinte identidade

〈lnZ〉 = lim
(n→0)

(〈Zn〉 − 1)/n, (2.7)

transformando assim 〈lnZ〉 na média da função de partição replicada 〈Zn〉. Para n inteiro,

Zn pode ser expresso como

Zn =
n∏

α=1

Zα (2.8)
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e α é um ı́ndice mudo. A utilização desta técnica facilita o cálculo de 〈lnZ〉. O conjunto

α = 1, · · · , n pode ser interpretado como réplicas idênticas do sistema real, compartilhando

a mesma distribuição de probabilidade dos Jij. Os procedimentos para o cálculo da média

configuracional sobre a energia livre F (J) utilizando o método das réplicas introduzem o

parâmetro de ordem qαβ =< 1
N

∑
i S

i
αS

i
β >. Como é observada a dependência de qαβ em

relação aos ı́ndices das réplicas, utiliza-se como primeira tentativa a solução com simetria

de réplicas (SR). Nesta solução, o parâmetro de ordem qαβ =< 1
N

∑
i S

i
αS

i
β > (α 6= β),

relacionado à caracterização da fase VS, é considerado como um elemento de uma matriz

n × n. Nessa matriz, todos os elementos, com exceção da diagonal principal, são iguais a q0

para qualquer combinação de α e β, tal que

qαβ =




0

0 q0

0

0

q0 0

0




(2.9)

Porém, a utilização deste “ansatz” no modelo SK apresenta o problema de entropia negativa

em baixas temperaturas. Em uma tentativa para melhorar esta descrição, é utilizada a solução

com quebra de simetria em um passo (1P-QSR)(PARISI, 1980). Nesta solução, divide-se a

matriz das réplicas, que tem tamanho n, em n/m blocos, e o parâmetro qαβ assume dois

valores distintos: qαβ = q1 se as réplicas α e β pertencem ao mesmo bloco e qαβ = q0 se as

réplicas α e β pertencem a blocos diferentes. O seguinte exemplo corresponde ao caso n = 6

e m = 3.

qαβ =




0 q1 q1

q1 0 q1 q0

q1 q1 0

0 q1 q1

q0 q1 0 q1

q1 q1 0




(2.10)

Com uso desta solução no modelo SK, por exemplo, a entropia em T = 0 reduz seu valor

de −0.16 na solução SR para −0.01 para 1P-QSR, o que indica uma senśıvel melhora nos
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resultados quando obtidos por 1P-QSR.

2.6 Modelo para descrição do congelamento inverso.

No congelamento inverso, há o surgimento (reverśıvel) de uma fase com caracteŕısticas

de vidro com o aumento da temperatura. O aparecimento de uma fase com tais caracteŕısticas

pode ser que obtida através do modelo Ghatak e Sherrington (GS) clássico de spin 1, que é

definido pelo Hamiltoniano

H = −
∑
<i,j>

JijSiSj +D

N∑
i

S2
i . (2.11)

Nesse modelo, S assume os valores ±1, 0 e a interação de troca Jij é uma variável aleatória

que segue uma distribuição de probabilidade Gaussiana. Crisanti e Leuzzi (2005) estudaram

o modelo GS utilizando também a proporção de degenerescência r. Contudo, o resultado

mais interessante ocorre para o caso spin 1, que é mostrado na figura 2.7, e que corresponde

a situação r = 1, onde não há vantagem entrópica.

Figura 2.7: Diagrama de fases do modelo GS e entropia S vs T para D = 0.96. No diagrama,
as linhas a direita correspondem a espinodal da solução vidro de spin para os casos SR (linha
pontilhada) e QSR (tracejada-cruzada). A linha cheia à esquerda corresponde a espinodal da solução
paramagnética. A linha central corresponde ao contorno de primeira ordem. Na figura da entropia
S vs T , as regiões designadas por “VS(pura)” e “PM(pura)” não apresentam soluções paramagnética
e vidro de spin, respectivamente. Crisanti e Leuzzi (2005)

No diagrama de fases T vs D da figura 2.7(a) (a figura 2.7(b) mostra em detalhes

a transição de primeira ordem), as linhas pontilhadas e tracejadas-cruzadas representam as

soluções com simetria de réplicas (SR) e com quebra de simetria de réplicas (QSR), respecti-

vamente. Como se pode ver no detalhe da figura 2.7(b), o contorno de transição de primeira

ordem (linha central) somente é afetado pela solução QSR em temperaturas muito baixas.

Também é posśıvel observar no diagrama uma reentrância logo abaixo do ponto tricŕıtico que
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separa as transições de primeira e segunda ordem. Esta reentrância marca o surgimento de

uma transição inversa, fato este comprovado pela análise da figura 2.7(c). Na figura 2.7(c),

é mostrada a entropia S em função da temperatura T para D = 0.96. Logo abaixo da linha

espinodal da solução PM (T < 0.314) há uma coexistência das soluções VS e PM. Nesse caso,

o contorno de primeira ordem é obtido através da comparação das energias livres das soluções

VS e PM. Percebe-se que abaixo da linha de transição de primeira ordem (T1ord = 0.302), a

entropia da fase PM é menor que a entropia da fase VS. Claramente, não há necessidade da

introdução de qualquer vantagem entrópica através da degenerescência dos estados interagen-

tes para que ocorra o aparecimento de congelamento inverso no modelo GS. Essa discussão

nos leva ao próximo tópico, em que são apresentados modelos que agregam caracteŕısticas

semelhantes ao modelo GS e que são capazes de apresentar congelamento inverso.

2.7 Modelo vidro de spin fermiônico e mapeamento com o modelo GS

O modelo de vidro de spin Ising fermiônico (VSIF) é descrito pelo hamiltoniano

Ĥ = −
∑
ij

JijŜiŜj − µ
∑

i

n̂i, (2.12)

em que Jij é uma variável aleatória com distribuição de probabilidade gaussiana. Neste

modelo, diferentemente dos casos clássicos, os spins são escritos em termos de operadores

fermiônicos que atuam sobre um espaço de Fock com quatro estados por śıtio, dois deles não

magnéticos | 00〉 e |↑↓〉, e dois estados magnéticos |↑ 0〉, | 0 ↓〉, e que são definidos de acordo

com

Ŝ = a†↑a↑ − a†↓a↓ ; n̂ = a†↑a↑ + a†↓a↓, (2.13)

sendo n̂ o número de ocupação. Neste modelo, o potencial qúımico µ tem como papel con-

trolar a ocupação média de férmions por śıtio e introduzir flutuações no número de ocupação

(flutuações de carga). Devido a estas flutuações, o modelo VSIF no ensemble grão canônico

mostra o surgimento de transições de primeira ordem para valores altos de potencial qúımico,

fato este visto na figura 2.8, em que a vizinhança do ponto tricŕıtico (PTC) é mostrada em

um diagrama T versus µ. Neste diagrama, a transição de segunda ordem ocorre na curva

(a) acima do PTC. Abaixo de PTC, transições termodinâmicas de primeira ordem surgem

sobre a curva (c). Contudo, apesar da demonstração por Rosenow e Oppermann (1996) da

existência de transições de primeira ordem próximas ao PTC, não há, por parte dos autores,



28

Figura 2.8: Vizinhanças do Ponto Tricŕıtico (PTC) para um potencial qúımico positivo. Acima
de PTC ocorre uma transição de segunda ordem entre as fases paramagnética e vidro de spin.
Abaixo de PTC surge uma transição de primeira ordem. A linha d define o limite de validade da
solução vidro de spin e a linha b define o limite de validade da solução paramagnética (ROSENOW;
OPPERMANN, 1996).

a apresentação de um critério claro que permita a localização destas transições para valores

distantes do PTC. As curvas (b) e (d) limitam a região de existência das fases ordenadas.

De acordo com Feldmann e Oppermann (1999), as propriedades termodinâmicas dos

modelos VSIF no ensemble grão canônico e GS estão diretamente relacionadas através de um

mapeamento entre o parâmetro anisotrópico D e o potencial qúımico µ, definido pela equação

eβD = eβµ + e−βµ. (2.14)

Como conseqüência direta da equação (2.14), é natural que, através deste mapeamento, seja

posśıvel comparar resultados gerais obtidos no modelo VSIF com aqueles obtidos no modelo

GS. Dentro deste contexto, é esperado que o modelo VSIF no ensemble grão canônico seja

também capaz de apresentar transições inversas.

2.8 Modelo Hopfield

O modelo Hopfield (AMIT, 1989) de um sistema de N spin Ising é dado pelo Hamil-

toniano

H = −1

2

∑
ij

JijSiSj, (2.15)
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em que a interação entre os spins é dada através da regra de Hebb

Jij =
J

2N

p∑
µ=1

ξµ
i ξ

µ
j , (2.16)

onde ξµ
i = ±1 são variáveis aleatórias distribúıdas independentemente e Si são variáveis de

spin que assumem os valores ±1. Um conjunto de padrões p de ξµ
i representa certas confi-

gurações do sistema que estão armazenadas. Para um número finito de padrões p armazena-

dos, a função de partição obtida do Hamiltoniano (2.15) com a regra de Hebb (2.16) é igual

a

Z = Tr exp

(
β

2N

∑
µ

(
∑

i

Siξ
µ
i )2

)
, (2.17)

em que Tr é a soma sobre S. A partir da linearização do termo quadrático em (2.17), Z pode

ser escrita como

Z = Tr

∫ p∏
µ=1

dmµ exp

{
−1

2
Nβ

∑
µ

m2
µ + β

∑
µ

mµ

∑
i

Siξ
µ
i

}
. (2.18)

No limite termodinâmico de N → ∞, a integral é calculada pelo método “steepest descent”

e a energia livre assume a forma

f =
∑

µ

m2
µ

2
− 1

β

〈〈∑
µ

log(2 cosh βmµξ
µ)

〉〉

ξ

, (2.19)

em que << ... >> indica a média sobre ξ. A condição de extremização da energia livre (2.19)

resulta na equação de estado

mµ = 〈〈ξµ tanh(βmµξ
µ)〉〉 . (2.20)

O significado f́ısico do parâmetro de ordem mµ é mostrado a partir da condição ponto de sela

da equação (2.18) para N grande

mµ =
1

N

∑
i

Siξ
µ
i . (2.21)

Esta equação mostra que mµ representa a sobreposição entre o µ-ésimo padrão armazenado e o

estado do sistema. Se o estado do sistema está em perfeita coincidência com o µ-ésimo padrão

(Si = ξµ
i ), então mµ = 1, o que indica a recuperação do padrão inicialmente armazenado

(solução de recuperação). Por outro lado, na total ausência de correlação, Si assume os valores
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Figura 2.9: Diagrama de fases T vs a. A linha cheia representa uma transição de segunda ordem
entre as fases paramagnética (PM) e vidro de spin (VS), a linha pontilhada tracejada-pontilhada
representa a espinodal da solução ferromagnética (FE) e a linha tracejada representa uma transição
de primeira ordem entre as fases FE e VS.

±1 independentemente de ξµ
i . Como consequência, mµ = 0 (sem recuperação). Isso mostra

que a recuperação do µ-ésimo padrão armazenado é medido pelo parâmetro de ordem mµ. Em

outras palavras, no modelo Hopfield, para um dado número finito de padrões armazenados e

em temperaturas não muito altas, ocorre a recuperação do padrão armazenado quando uma

versão um pouco diferente deste padrão é dada como condição inicial.

No caso de p finito (p << N), a equação de estado (2.20) já apresenta muitas soluções

posśıveis. Nessa situação, há uma única solução de recuperação estável. Todos os outros

padrões recuperados são instáveis (NISHIMORI, 2001). No entanto, para valores ainda mai-

ores de p, mais e mais soluções aparecem, e quando p alcança a ordem de N , uma fase vidro

de spin surge, na qual o estado do sistema é congelado aleatoriamente no sentido de que este

não apresenta correlação com os padrões armazenados (essencialmente, há o surgimento de

muitos mı́nimos locais da energia livre e um estado fundamental altamente degenerado).

Para p da ordem de N , um tratamento anaĺıtico mais cuidadoso (quando comparado

ao caso p << N) se faz necessário. Nessa situação, o método das réplicas é utilizado. Como

resultado, a figura 2.9 é obtida e mostra que para a = p/N = 0, ocorre somente a transição

entre as fases FE (estado de Mattis, o qual apresenta uma termodinâmica similar ao ferromag-

netismo usual (AMIT, 1989)) e PM. Uma fase VS surge quando a 6= 0. Para esta situação,

valores maiores de a = p/N favorecem a fase VS e suprimem a fase FE. Se a proporção

a = p/N excede o valor ac, a fase vidro de spin se torna a única solução estável em baixas
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temperaturas. Devido ao parâmetro a = p/N , o modelo Hopfield possibilita a análise dos

efeitos da frustração e o seu papel para o surgimento do congelamento inverso.
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3 MODELOS FERMIÔNICOS

Nesta seção, os modelos fermiônicos de vidro de spin Ising de alcance infinito (VSIF)

e Hopfield vidro de spin Ising (HVSIF) são apresentados. Na formulação fermiônica, os

spins são representados pela combinação bilinear de operadores fermiônicos. Nesse caso, os

operadores de spin atuam em um espaço com quatro auto-estados por śıtio; um ocupado com

spin para cima, outro ocupado com spin para baixo, e dois estados não magnéticos, um deles

não ocupado e o outro duplamente ocupado (neste trabalho, diluição significa justamente o

favorecimento dos estados não magnéticos). Além disso, um campo magnético perpendicular

aos operadores de spin no eixo z, conhecido como campo magnético transverso, é acrescentado

em ambos os modelos. Devido a formulação fermiônica, os modelos VSIF e HVSIF podem

ser apresentados em duas versões. Na primeira versão, conhecida como modelo 2S, ou de dois

estados, um v́ınculo descarta os estados não magnéticos, possibilitando a utilização de uma

formulação fermiônica para o problema vidro de spin 1/2. Já no modelo fermiônico 4S, ou de

quatro estados, não há restrição quanto ao número de estados por śıtio, e a introdução de um

potencial qúımico, naturalmente descrito em sistemas grande canônicos, permite flutuações

de carga no sistema e possibilita observar comportamentos interessantes nas transições de

fase. Este caṕıtulo é distribúıdo da seguinte maneira: na seção seguinte, é discutido o papel

do campo transverso em modelos fermiônicos. Na seção 3.2, a formulação fermiônica e o

formalismo em segunda quantização são apresentados. As últimas seções são reservadas para

os cálculos dos modelos VSIF e HVSIF utilizando as soluções com simetria de réplicas e com

um passo de quebra de simetria de réplicas.

3.1 O papel do campo transverso Γ em modelos fermiônicos

Para campo magnético transverso Γ = 0, os operadores que compõem o Hamiltoni-

ano comutam, fato que muda quando Γ 6= 0, em que não há comutatividade dos operadores

que compõem o Hamiltoniano Ĥ. Logo, um Γ finito oferece a possibilidade de tunelamento

através das barreiras de energia livre que determinam a dinâmica de modelos vidros de spin.

Desta forma, a presença de um campo magnético transverso Γ possibilita a introdução de flu-

tuações de natureza quântica. Dentro deste contexto, é importante salientar que os momentos

magnéticos são predominantemente governados através de flutuações térmicas em altas tem-

peraturas, e por este motivo, flutuações de natureza quântica podem ser desprezadas. Entre-



33

tanto, próximo a T = 0, flutuações quânticas passam a ser relevantes, e o campo transverso

desempenha o importante papel de mecanismo de “flipagem” dos spins a baixas temperaturas,

podendo levar a temperatura de transição Tf a um ponto cŕıtico quântico (PCQ), em que a

transição de fase se dá à temperatura nula. Utilizando a formulação fermiônica, Theumann,

Schmidt e Magalhaes (2002) obtiveram um resultado mostrando que o aumento de Γ diminui

a temperatura de congelamento até o PCQ. Experimentalmente, o efeito do campo transverso

é observado em ligas de LiHoxY1−xF4 (WU et al., 1991). Em relação ao presente trabalho, a

utilização de um campo magnético transverso Γ permitirá observar a influência das flutuações

quânticas sobre o comportamento das transições inversas nos modelos VSIF e HVSIF.

3.2 Formulação fermiônica e o formalismo em segunda quantização

A representação fermiônica dos modelos Sherrington e Kirkpatrick (1978) (SK) e Hop-

field, além de permitir estudar o problema vidro de spin em presença de flutuações quânticas

e de carga, permite também estudar a competição entre o estado vidro de spin e outros

acoplamentos entre férmions como, por exemplo, supercondutividade. Nesta formulação, os

operadores de spins são escritos como uma combinação bilinear de operadores fermiônicos.

Este tipo de formalismo tem como vantagem introduzir uma representação conveniente para

estados de muitos corpos (a formulação fermiônica é utilizada em outros modelos, como por

exemplo no modelo van-Hemmen fermiônico (MAGALHAES; ZIMMER; MORAIS, 2010)).

Nessa representação, os modelos VSIF e HVISF são definidos pelo seguinte hamiltoniano:

Ĥ = −
∑
ij

JijŜz
i Ŝ

z
j − 2Γ

∑
i

Ŝx
i . (3.1)

Neste caso, Ŝ é um operador de spin escrito como uma função bilinear de operadores de

criação e destruição. Os operadores de spin da equação (3.1) são definidos como:

Ŝz
i = 1

2
[n̂i↑ − n̂i↓ ] ; Ŝx

i = 1
2
[c†i↑ci↓ + c†i↓ci↑ ], (3.2)

sendo n̂i = c†iσciσ o operador número de ocupação, c†iσ(ciσ) os operadores de criação (des-

truição), com σ =↑ ou ↓ indicando as projeções dos spins. No modelo VSIF, Jij é uma

variável aleatória com distribuição de probabilidade Gaussiana. No modelo Hopfield, Jij

segue a regra de Hebb.

Na formulação fermiônica, os modelos VSIF e HVSIF podem ser apresentados em
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duas versões; a versão conhecida como modelo 4S, com quatro auto-estados por śıtio, e a

versão conhecida como modelo 2S, com dois auto-estados por śıtio. No modelo de quatro

auto-estados, dois deles são não magnéticos. Porém, no modelo conhecido como 2S, estes

auto-estados não magnéticos são descartados com a introdução de um v́ınculo que fixa o

número de ocupação n̂i↑ + n̂i↓ = 1, através de uma integral de v́ınculo em cada śıtio. Nesta

seção, os dois modelos são apresentados, mas somente os resultados para o modelo 4S são

discutidos. Resultados para o modelo 2S sem campo transverso são utilizados somente para

comparação com resultados clássicos conhecidos. A formulação das integrais de caminho com

variáveis de Grassmann, comumente utilizada para descrever sistemas fermiônicos, é aplicada

na solução deste problema. A função de partição no ensemble grande canônico, descrita para

o modelo de quatro estados, é definida por

Z4S = Tre
−β(Ĥ−µN̂). (3.3)

Enquanto que o modelo de estados, ou 2S, por sua vez, tem a seguinte restrição inclusa à

função de partição para garantir a ocupação igual a um por śıtio (THEUMANN; SCHMIDT;

MAGALHAES, 2002):

Z2S = Tr

[
e−βĤ

∏
j

δ(n̂j↑ + n̂j↓ − 1)

]
. (3.4)

Utilizando a representação integral para função δ de Kronecker

δ(n̂j↑ + n̂j↓ − 1) =
1

2π

∫ 2π

0

dxje
ixj [n̂j↑+n̂j↓−1], (3.5)

é posśıvel escrever uma função de partição generalizada, que descreve ambos os modelos, e é

dada pela equação

Z {µ} =

∫
D(φ∗φ)e( s−2

2
)Nβµ

∏
j

1

2π

∫ 2π

0

dxje
−yjeA{µ}, (3.6)

sendo A {µ} definido pela seguinte equação:

A {µ} =

∫ β

0

dτ

[∑
jσ

φ∗jσ(τ)

(
− ∂

∂τ
+
yj

β

)
φjσ(τ)−H(φ∗jσ(τ), φjσ(τ))

]
, (3.7)

em que φ∗ e φ são variáveis de Grassmann e estão associadas aos operadores a† e a (ver

Negele e Orland (1988)). As variáveis s e yi foram introduzidas nas equações (3.7) e (3.6)

para representar a função de partição generalizada. Para a função de partição no modelo 4S,
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que tem dois estados magnéticos (| ↑ 0〉, | ↓ 0〉) e dois estados não magnéticos (|00〉, | ↓↑〉),
escolhe-se s = 4 e yi = βµ de tal forma que o termo e( s−2

2
)Nβµ se cancela com a exponencial

do v́ınculo, reduzindo a função de partição a

Z4S {µ} =

∫
D(φ∗φ)eA4S{µ}, (3.8)

com

A4S {µ} =

∫ β

0

dτ

[∑
jσ

φ∗jσ(τ)

(
− ∂

∂τ
+ µ

)
φjσ(τ)−H(φ∗jσ(τ), φjσ(τ))

]
. (3.9)

Na representação do modelo 2S, que tem dois estados magnéticos (| ↑ 0〉, | ↓ 0〉), escolhe-se

s = 2 e yj = ixj. Assim, o termo e(
s−2
2

)Nβµ se reduz a um e a função de partição toma o

seguinte formato

Z2S {µ} =

∫
D(φ∗φ)

∏
j

1

2π

∫ 2π

0

dxje
−xjeA2S{µ} (3.10)

sendo A2S {µ} definido pela equação

A2S {µ} =

∫ β

0

dτ

[∑
jσ

φ∗jσ(τ)

(
− ∂

∂τ
+
ixj

β

)
φjσ(τ)−H(φ∗jσ(τ), φjσ(τ))

]
. (3.11)

Na equação (3.7), H (φ∗iσ(τ), φiσ(τ)) é definido por

H(φ∗iσ(τ), φiσ(τ)) = −1

4

∑
ij

Jij

∑

σσ′
σσ

′
φ∗iσ(τ)φiσ(τ)φ∗jσ′(τ)φjσ′(τ)−

∑
jσ

Γφ∗jσ(τ)φj−σ(τ). (3.12)

A equação (3.7) pode ser separada em duas partes

A {µ} = AΓ + ASG (3.13)

em que AΓ representa a componente que contém o termo yi, o campo transverso e um termo

livre

AΓ =

∫ β

0

dτ
∑
jσ

[
φ∗jσ(τ)

(
− ∂

∂τ
+
yj

β

)
φjσ(τ) + Γφ∗jσ(τ)φj−σ(τ)

]
(3.14)

e ASG é a componente responsável pelo surgimento da fase vidro de spin

ASG =
1

4

∑
ij

Jij

∑

σσ
′
σσ

′
φ∗iσ(τ)φiσ(τ)φ∗jσ′(τ)φjσ′(τ). (3.15)

Para problemas que são invariantes no tempo ou que têm uma função temporal periódica em
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um intervalo que vai de 0 a β, é conveniente utilizar a transformada de Fourier do espaço τ

para o espaço das freqüências

φ∗jσ(τ) =
∑
ωn

e
iωnτ

β φjσ(ωn) ; φjσ(τ) =
∑
ωm

e−
iωmτ

β φjσ(ωm) . (3.16)

Utilizando a transformada de Fourier primeiramente na equação (3.14), AΓ é reescrito em

função das freqüências de Matsubara (THEUMANN; Gusmão, 1984; THEUMANN; SCH-

MIDT; MAGALHAES, 2002)

AΓ =
∑
m,n

∫ β

0

dτ exp

(
iωmτ

β
− iωnτ

β

)

× 1

β

∑
jσ

[
φ∗jσ(ωm) (iωn + yj)φjσ(ωn) + βΓφ∗jσ(ωm)φj−σ(ωn)

]
.

Da mesma maneira, reescreve-se também ASG em função das freqüências de Matsubara

ASG =
∑
pq,rs

∫ β

0

dτ exp

(
i(ωp − ωq)τ

β
− i(ωr − ωs)τ

β

)

×
{

1

4

∑
ij

Jij

∑

σσ′
σσ′φ∗iσ(ωp)φiσ(ωq)φ

∗
jσ′(ωs)φjσ′(ωr)

}
. (3.17)

As freqüências de Matsubara são convenientemente reescritas através das seguintes condições:

Ωγ = ωp − ωq ; Ων = ωr − ωs (3.18)

de tal forma que a seguinte expressão é obtida:

ASG =
∑
γq,νr

∫ β

0

dτ exp

(
iΩγτ

β
− iΩντ

β

)

×
{

1

4

∑
ij

Jij

∑

σσ′
σσ′φ∗iσ(Ωγ + ωq)φiσ(ωq)φ

∗
jσ′(ωr − Ων)φjσ′(ωr)

}
. (3.19)

Com isso, as integrais que surgem nas equações (3.17) e (3.19) são calculadas com a utilização

da seguinte identidade:

∫ L

−L

exp

(
inπx

L
− imπx

L

)
dx =





0 se m 6= n

2L se m = n.
(3.20)
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A expressão resultante após a utilização da identidade (3.20) em AΓ é definida pela equação

AΓ =
∑
jσ

∑
n

[
φ∗jσ(ωn) (iωn + yj)φjσ(ωn) + φ∗jσ(ωn)βΓφj−σ(ωn)

]
(3.21)

Finalmente, a expressão (3.21) pode ser escrita em uma representação matricial

AΓ =
∑

j

∑
n

[
φ∗j↑(ωn) φ∗j↓(ωn)

]

 iωn + yj βΓ

βΓ iωn + yj





 φj↑(ωn)

φj↓(ωn)


 . (3.22)

As matrizes da expressão (3.22) são conhecidas como espinores, e definidas da seguinte forma:

φ†
j
(ωn) =

[
φ∗j↑(ωn) φ∗j↓(ωn)

]
; φ

j
(ωn) =


 φj↑(ωn)

φj↓(ωn)


 . (3.23)

Com isso, AΓ pode ser expressa na seguinte forma compacta:

AΓ =
∑

j

∑
n

φ†
j
(ωn)γ−1

j φ
j
(ωn). (3.24)

As matrizes de Pauli são utilizadas para representar γ−1
j e ASG

σx =


 0 1

1 0


 ; σy =


 0 −i

i 0


 ; σz =


 1 0

0 −1


 , (3.25)

sendo γ−1
j definido por

γ−1
j = (iωn + yj) I + βΓσx, (3.26)

em que I é a matriz identidade. Similarmente, a expressão para ASG após a integração toma

a seguinte forma:

ASG =
∑
ij

βJij

∑
γ

1

2

∑
σq

σφ∗iσ(Ωγ + ωq)φiσ(ωq)
1

2

∑

σ′r

σ′φ∗jσ′(ωr − Ωγ)φjσ′(ωr). (3.27)

em que σ indica a projeção dos spin, com σ =↑ ou ↓. Introduzindo a notação

Sz
i (Ωγ) = 1

2

∑
σq σφ

∗
iσ(Ωγ + ωq)φiσ(ωq) ; Sz

j (−Ωγ) = 1
2

∑
σ′r σ

′φ∗jσ′(ωr − Ωγ)φjσ′(ωr)

(3.28)
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para representar a equação (3.27), ASG assume o seguinte formato

ASG =
∑

γ

∑
ij

βJijS
z
i (Ωγ)S

z
j (−Ωγ). (3.29)

As variáveis Sz
i (Ωγ) e Sz

j (−Ωγ) também podem ser escritas na forma matricial

Sz
i (Ωγ) =

[
φ∗i↑(Ωγ + ωq) φ∗i↓(Ωγ + ωq)

]

 1 0

0 −1





 φi↑(ωq)

φi↓(ωq)


 (3.30)

e

Sz
j (−Ωγ) =

[
φ∗j↑(ωr − Ωγ) φ∗j↓(ωr − Ωγ)

]

 1 0

0 −1





 φj↑(ωr)

φj↓(ωr)


 . (3.31)

Com uso da definição de espinores e das matrizes de Pauli, Sz
i (Ωγ) e Sz

j (−Ωγ) podem ser

escritos na seguinte forma compacta:

Sz
i (Ω) = 1

2

∑
q

φ†
i
(ωq + Ωγ)σ

zφ
i
(ωq) ; Sz

j (−Ω) = 1
2

∑
r

φ†
j
(ωr − Ωγ)σ

zφ
j
(ωr) (3.32)

sendo ω e Ω funções periódicas e antiperiódicas definidas por ωm = (2m)π e Ωn = (2n+ 1)π,

respectivamente. Na aproximação estática, as flutuações no tempo das correlações spin-spin

são desprezadas. Neste caso, o termo Ωγ assume o valor nulo na equação (3.29), o que resulta

na obtenção da componente estática da parte vidro de spin

Ast
SG =

∑
ij

βJijS
z
i (0)Sz

j (0) (3.33)

com

Sz
i (0) = 1

2

∑
q

φ†
i
(ωq)σ

zφ
i
(ωq) ; Sz

j (0) = 1
2

∑
r

φ†
j
(ωr)σ

zφ
j
(ωr). (3.34)

Assim, através do formalismo das variáveis de Grassmann, e utilizando a transformada de

Fourier do espaço do tempo imaginário para as freqüências, a ação total assume o formato:

A {µ} =
∑

j

∑
n

φ†
j
(ωn)γ−1

j φ
j
(ωn) +

∑
ij

βJijS
z
i (0)Sz

j (0). (3.35)

3.3 Modelo Vidro de Spin Ising Fermiônico com Campo Transverso

No modelo vidro de spin Ising fermiônico, desordem não trivial que leva a frustração

é introduzida através da variável aleatória Jij, que neste modelo segue uma distribuição de
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probabilidade gaussiana:

P (Jij) = (N/32πJ2)1/2 exp(−NJ2
ij/32J2). (3.36)

Uma vez que a função de partição foi calculada no formalismo de segunda quantização na

seção anterior, a partir daqui é posśıvel prosseguir com o procedimento padrão para obtenção

da média configuracional da energia livre por śıtio usando o formalismo das réplicas.

βΩ = lim
N→∞

lim
n→0

1

Nn
[1− Zn] . (3.37)

De acordo com o formalismo das réplicas, toma-se a média configuracional da enésima potência

da função de partição

Z(n) =

∫ ∏
ij

P (Jij)dJij

∫ ∏
α

D(φ†αφα)e( s−2
2

)Nβµα
∏

j

1

2π

∫ 2π

0

dxjαe
−yjαeAα{µ}, (3.38)

com Zn = Z(n) e

Aα {µ} =
∑
αj

∑
n

φ†
αj

(ωn)γ−1
j φ

αj
(ωn) +

∑
α

∑
ij

βJijS
z
αi(0)Sz

αj(0), (3.39)

sendo α = 1 . . . n o ı́ndice de réplicas. A integral sobre Jij pode ser calculada independen-

temente para cada par (ij) utilizando a distribuição de probabilidade da equação (3.36), e

resulta em

Z(n) =

∫ ∏
α

D(φ†αφα)e(
s−2
2

)Nβµα
∏

j

1

2π

∫ 2π

0

dxjαe
−yjα

× exp


∑

αj

∑
n

φ†
jα

(ωn)γ−1
j φ

jα
(ωn) +

8β2J2

N

∑

(ij)

(∑
α

Sz
iαS

z
jα

)2

 , (3.40)

em que se configura Sz
jα(0) = Sz

jα para forma de simplicidade. São explicitados os termos

α = β e α 6= β do termo quadrático do expoente

∑

(ij)

(∑
α

Sz
iαS

z
jα

)2

=
∑

α

∑

(ij)

(Sz
iα)2(Sz

jα)2 + 2
∑

(αβ)

∑

(ij)

Sz
iαS

z
iβS

z
jαS

z
jβ. (3.41)

Os ı́ndices (ij) e (αβ) indicam as somas com i 6= j e α 6= β, respectivamente. Com o intuito de

facilitar a resolução do problema, as somas sobre (ij) são reescritas, o que resulta na redução
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da soma sobre dois śıtios para a soma sobre apenas um śıtio

∑

(ij)

(Sz
iα)2(Sz

jα)2 =

[(∑
j(S

z
jα)2

)2

−∑
j

(
(Sz

jα)2
)2

]
,

∑

(ij)

Sz
iαS

z
jβS

z
iαS

z
jβ =

[(∑
j S

z
jαS

z
jβ

)2

−∑
j(S

z
jαS

z
jβ)2

]
,

(3.42)

sendo que os termos quadráticos
(∑

j(S
z
jα)2

)2

e
(∑

j S
z
jαS

z
jβ

)2

dominam no limite de N →∞.

Dessa forma, pode-se desprezar os termos lineares em N tal que

∑

(ij)

(Sz
iα)2(Sz

jα)2 '



(∑
j

(Sz
jα)2

)2

 ;

∑

(ij)

Sz
iαS

z
jβS

z
iαS

z
jβ '




(∑
j

Sz
jαS

z
jβ

)2

 . (3.43)

A função de partição toma a seguinte forma

Z(n) =

∫ ∏
α

D(φ†αφα)e( s−2
2

)Nβµα
∏

j

1

2π

∫ 2π

0

dxjαe
−yjα

× exp


∑

αj

A0
αj +

8β2J2

N

∑
α

(∑
j

(Sz
jα)2

)2

+
16β2J2

N

∑

(αβ)

(∑
j

Sz
jαS

z
jβ

)2



(3.44)

com

A0
αj =

∑
n

φ†
jα

(ωn)γ−1
j φ

jα
(ωn). (3.45)

Com a redução da soma sobre dois śıtios para a soma sobre um śıtio na equação (3.44), há

a introdução de termos quadráticos à função de partição. Para resolver este problema, é

utilizada a transformação de Hubbard-Stratonovich,

exp

(
a2

2

)
=

√
1

2π

∫
dx exp

[
−x

2

2
+ xa

]
. (3.46)

Utilizando a identidade (3.46) para reescrever os termos quadráticos da função de partição

da equação (3.44), as seguintes expressões são obtidas:

e
8(βJ)2

N

P
α(
P

j(S
z
jα)2)2 =

√
N(βJ)2

2π

∫ ∏
α

dqαe
[
−N(βJ)2

2

P
α q2

α+4(βJ)2
P

jα qα(Sz
jα)2] (3.47)

e

e
16(βJ)2

N

P
αβ(
P

j Sz
jαSz

jβ)2 =

√
N(βJ)2/2

2π

∫ ∏

(αβ)

dqαβe
[−N(βJ)2

P
(αβ) q2

αβ+8(βJ)2
P

jαβ qαβSz
jαSz

jβ ].

(3.48)
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A partir da identidade (3.46), os campos auxiliares qα e qαβ são introduzidos, e a função de

partição toma a forma

Z(n) =(βJ)2N/
√

2

2π

∫ ∏
α

dqα

∫ ∏

(αβ)

dqαβ

× exp



N


−(βJ)2


∑

(αβ)

q2
αβ +

1

2

∑
α

q2
α


 + ln Θ(qαβ, qαα)






 ,

(3.49)

em que

Θ(qαβ, qαα) =

∫ ∏
α

e(
s−2
2

)βµα
1

2π

∫ 2π

0

dxαe
−yαD(φ†αφα)

× exp





∑
α

A0
α + 4(βJ)2


∑

α

qα(Sz
α)2 + 2

∑

(αβ)

qαβS
z
αS

z
β






 .

(3.50)

O surgimento do parâmetro qα levanta uma importante questão. No modelo de Sherrington e

Kirkpatrick (1978), S2 = 1, tal que os elementos diagonais da matriz das réplicas são unitários.

Todavia, nos modelos fermiônicos VSIF e HVSIF, o surgimento deste novo parâmetro se deve

justamente ao fato de que os termos que compõem essa diagonal agora são escritos em termos

de operadores.

As integrais em (3.49) podem ser avaliadas pelo método “steepest descent”, de maneira

que os parâmetros qα e qαβ são escolhidos de forma a extremizar o argumento da exponencial

em Λα na equação (3.49). Logo,

qα = 1
(βJ)2

∂
∂qα

ln Λα = 4 〈(Sz
α)2〉 ; qαβ = 1

2(βJ)2
∂

∂qαβ
ln Λα = 4

〈
Sz

αS
z
β

〉
. (3.51)

De acordo com o método das réplicas

βΩ = lim
N→0

lim
n→0

1

Nn


1− (βJ)2N/

√
2

2π

∫ ∏
α

dqαα

∫ ∏

(αβ)

dqαβe
−βNΦ(qαβ ,qαα)


 (3.52)

em que

Φ(qαβ, qαα) = −(βJ)2


∑

(αβ)

q2
αβ +

1

2

∑
α

q2
αα


 + ln Θ(qαβ, qαα). (3.53)

No limite termodinâmico

βΩ = lim
n→0

1

n
Φ(qαβ, qαα) (3.54)
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Nesse caso, o cálculo do Potencial Grão Canônico no modelo VSIF utiliza duas aproximações

distintas: solução com simetria de réplicas (SR) e solução com um passo de quebra de simetria

de réplicas (1P-QSR), que são tratadas nas subseções seguintes.

3.3.1 Modelo VSIF (solução com simetria de réplicas)

Na solução com simetria de réplicas (SR) a matriz das réplicas {Q} é parametrizada

de acordo com:

qαα = q̄

qαβ = q
(3.55)

tal que

lim
n→0

1

n

∑

α 6=β

q2
αβ = lim

n→0

1

2n
n(n− 1)q2 =

−q2

2
(3.56)

e

∑
αβ qαβS

z
αS

z
β = 1

2
q
[
(
∑

α S
z
α)2 −∑

α (Sz
α)2] ;

∑
α qα(Sz

jα)2 = q̄
∑

α(Sz
jα)2. (3.57)

Logo, o potencial Grão Canônico na solução SR pode ser escrito por:

βΩ(q, q̄) =
(βJ)2

2

[
q̄2 − q2

]− lim
n→0

1

n
ln Θ(q, q̄) (3.58)

em que a equação (3.50) assume a seguinte forma na solução com simetria de réplicas:

Θ(q, q̄) =
∏
α

e(
s−2
2

)βµα
1

2π

∫ 2π

0

dxαe
−yα

∫
D(φ†αφα)

× exp





∑
α

A0
α + 4(βJ)2(q̄ − q)

∑
α

(Sz
α)2 + 4(βJ)2q

(∑
α

Sz
α

)2


 .

(3.59)

Após este procedimento, ainda persistem termos quadráticos em (3.50). Novamente, o aux́ılio

da identidade de Hubbard-Stratonovich é requerida. As somas sobre α com a linearização

resultam em

e4(βJ)2(q̄−q)
P

α(Sz
α)2 =

√
1

2π

∫ ∏
α

dwαe
P

α

»
−w2

α
2

+2βJ
√

2(q̄−q)wαSz
α

–

(3.60)

e4(βJ)2q(
P

α Sz
α)

2

=

√
1

2π

∫
dze

h
− z2

2
+2βJ

√
2qz

P
α Sz

α

i
(3.61)
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o que resulta na seguinte equação para Θ(q, q̄):

Θ(q, q̄) =

∫
dz

2π
e
−z2

2

∏
α

∫
dwα

2π
e−

P
α w2

α
2 e(

s−2
2

)βµα
1

2π

∫ 2π

0

dxαe
−yα

∫
D(φ†αφα)

× exp

{∑
α

[
A0

α + 2βJ
√

2(q̄ − q)wα(Sz
α) + 2βJ

√
2qz Sz

α

]}
. (3.62)

Introduzindo uma notação compacta para as integrais

∫
dz
2π
e
−z2

2 =

∫
Dz ;

∫
dwα

2π
e−

P
α w2

α
2 =

∫
Dwα. (3.63)

Lembrando que Sz
α é definido na equação (3.34), Θ(q, q̄) toma a seguinte forma:

Θ(q, q̄) =

∫
Dz

∏
α

∫
Dwαe

( s−2
2

)βµα
1

2π

∫ 2π

0

dxαe
−yαIα(z, wα) (3.64)

sendo

Iα(z, wα) =

∫
D(φ†αφα) exp

{∑
α

∑
ω

φ†
α
(ω)G−1

α (ω)φ
α
(ω)

}
(3.65)

G−1
α (ω) é o elemento de matriz definido por

G−1
α (ω) = γ−1(ω) + [βJ

√
2qz + βJ

√
2(q̄ − q)wα]σz (3.66)

e

γ−1(ω) = (iω + y) I + βΓσx. (3.67)

A simetria de réplicas assegura que

Θ(q, q̄) =

∫
Dz

{∫
Dwe(

s−2
2

)βµ 1

2π

∫ 2π

0

dxe−yI(z, w)

}n

, (3.68)

de tal forma que as somas sobre α são realizadas.

Com uso das propriedades da álgebra de Grassmann, é posśıvel reescrever a equação

(3.68) com aux́ılio da seguinte identidade:

∫ n∑
i=1

dξ∗i dξie
−Pi giξ

∗
i ξi = detG (3.69)
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logo,

I(z, w) =

∫
D(φ†φ) exp

{∑
ω

φ†(ω)G−1(ω)φ(ω)

}
=

∏
ω

det(γ−1(ω) + h(z, w)σz) (3.70)

com h(z, w) definido por

h(z, w) = βJ
√

2qz + βJ
√

2(q̄ − q)w. (3.71)

A função I(z, w) pode ser reescrita

I(z, w) =
∞∏

n=−∞

[
iω + y +

√
∆(z, w)

] [
iω + y −

√
∆(z, w)

]
(3.72)

em que ∆(z, w) é igual a

∆(z, w) = h2(z, w) + (βΓ)2. (3.73)

A soma sobre as freqüências de Matsubara na equação (3.72) é feita e I(z, w) se reduz a

I(z, w) = 2ey
[
cosh (y) + cosh

√
∆(z, w)

]
. (3.74)

Substituindo a equação (3.74) em (3.68), Θ(q, q̄) assume a seguinte forma:

Θ(q, q̄) =

∫
Dz

{∫
Dw2e

s−2
2

βµ

[
1

2π

∫ 2π

0

dx cosh (y) + cosh
√

∆(z, w)

]}n

, (3.75)

em que

1

2π

∫ 2π

0

dx cosh (y) =





0 se y = ix

cosh (βµ) se y = βµ.
(3.76)

Assim, ao tomar o limite das réplicas n → 0, é obtida a equação (3.77). Lembrando que,

ao assumir s = 2, o modelo de dois estados é representado. Quando s = 4 é escolhido, o

modelo de quatro estados é representado. Desta forma, o grande potencial termodinâmico

generalizado pode ser escrito por

βΩ(q, q̄) =
(βJ)2

2

[
q̄2 − q2

]− (s− 2)

2
βµ− ln 2−

∫
Dz ln [K(z)] (3.77)
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com

K(z) =
(s− 2)

2
cosh (βµ) +

∫
Dw cosh

√
∆(z, w). (3.78)

Os parâmetros de ordem são obtidos através da condição de extremização do potencial ter-

modinâmico. Logo, as equações ponto de sela resultam em

q =

∫
Dz

[∫
Dwh(z, w) sinh

√
∆(z, w)

K(z)
√

∆(z, w)

]2

(3.79)

e

q̄ =

∫
Dz

[
1

K(z)

∫
Dw

{
h(z, w)2 cosh

√
∆(z, w)

∆(z, w)
+

(βΓ)2 sinh
√

∆(z, w)

∆(z, w)3/2

}]
(3.80)

sendo

∫
Dz =

∫
dz√
2π
e−z2/2 ;

∫
Dw =

∫
dw√
2π
e−w2/2. (3.81)

A partir da equação S/K = β2 ∂Ω
∂β

, a entropia também é derivada e resulta em

S(q, q̄)

k
= −3

2
(βJ)2

[
q̄2 − q2

]− (s− 2)

2

∫
Dz

sinh (βµ)

K(z)
βµ (3.82)

− (βΓ)2

∫
Dz

1

K(z)

∫
Dw

sinh
√

∆(z, w)√
∆(z, w)

+

∫
Dz ln [2K(z)] .

Particularmente, no modelo 4S, o potencial qúımico µ controla o número médio de ocupação

por śıtio n = 〈n↑ + n↓〉 o qual é obtido a partir de n = −∂Ω/∂µ como:

n = 1 + tanh(βµ)

{
(1− q̄)− (βΓ)2

∫
Dz

∫
Dw[φ(z, w)]

K(z)

}
(3.83)

com

φ(z, w) =
cosh

√
∆(z, w)

∆(z, w)
− sinh

√
∆(z, w)

∆3/2(z, w)
. (3.84)

3.3.2 Modelo VSIF (solução com um passo de quebra de simetria de réplicas)

Na solução com um passo de quebra de simetria de réplicas proposta por Parisi (1980),

a matriz das réplicas Q é parametrizada através da divisão das n réplicas em n/x grupos com

x réplicas cada um, em que qαα = q̄ e
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qαβ = q1 se I(α/x) = I(β/x)

qαβ = q0 se I(α/x) 6= I(β/x).
(3.85)

em que I(m) representa o menor inteiro, o qual é maior ou igual a m. O parâmetro q̄ é

a correlação spin-spin q̄ =< SαSα >. O parâmetro x representa a proporção em que os

parâmetros q0 e q1 são misturados. Logo,

∑

αβ

qαβSαSβ =
1

2

{
q0(

∑
α

Sα)2 + (q1 − q0)
∑

block

(
∑

α∈block

Sα)2 − q1
∑

α

S2
α

}
(3.86)

e

lim
n→0

1

n

∑

α6=β

q2
αβ = lim

n→0

1

2n

{
n2q2

0 +
n

x
x2(q2

1 − q2
0)− nq2

1

}
=

1

2

[
(x− 1)q2

1 − xq2
0

]
, (3.87)

o que resulta em Ω no modelo VSIF escrito na seguinte forma

βΩ(q0, q1, q̄) =
(βJ)2

2
[(x− 1)q2

1 − xq2
0 + q̄2]− lim

n→0

1

n
ln Θ(q0, q1, q̄), (3.88)

em que

Θ(q0, q1, q̄) =
∏
α

e(
s−2
2

)βµα
1

2π

∫ 2π

0

dxαe
−yα

∫
D(φ†αφα)

× exp





∑
α

A0
α + 4(βJ)2


(q̄ − q1)

∑
α

(Sz
α)2 + (q1 − q0)

∑

block

(
∑

α∈block

Sα)2 + q0

(∑
α

Sz
α

)2





 .

(3.89)

As formas quadráticas na equação (3.89) podem ser linearizadas com aux́ılio das trans-

formações de Hubbard-Stratonovich em que novos campos auxiliares são introduzidos no

problema. Como resultado, é obtido:

Θ(q0, q1, q̄) =

∫
Dz

[∫
Dv

(∫
Dwe( s−2

2
)βµ 1

2π

∫ 2π

0

dxe−yI(z, v, w)

)x]n/x

, (3.90)

com

I(z, v, w) =

∫
D(φ∗φ) exp

∑
ω

φ∗(ω)G−1(ω)φ(ω), (3.91)
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Dy = dye−
y2

2√
2π

(y = z, v, w) e

G−1(ω) = γ−1(ω) + h(z, v, w)σz. (3.92)

A componente local vidro de spin do campo aleatório h(z, v, w) é definida por

h(z, v, w) = βJ [
√

2q0z +
√

2(q1 − q0)v +
√

2(q̄ − q1)w]. (3.93)

A integral funcional sobre as variáveis de Grassmann e a soma sobre as frequências de Mat-

subara na equação (3.91) são realizadas. Como consequência, o potencial Grão Canônico na

aproximação com 1P-QSR é

βΩ(q0, q1, q̄) =
(βJ)2

2
[(x− 1)q2

1 − xq2
0 + q̄2]− s− 2

2
βµ− ln 2− 1

x

∫
Dz ln

[∫
Dv [K(z, v)]x

]

(3.94)

em que

K(z, v) =
s− 2

2
cosh βµ+

∫
Dw cosh

√
∆(z, v, w) (3.95)

e ∆(z, v, w) = h2(z, v, w) + (βΓ)2. Os parâmetros de ordem são obtidos através da condição

de extremização do potencial termodinâmico. Logo, as equações ponto de sela resultam em

q0 =

∫
Dz

[∫
DvK(z, v)x−1

∫
Dwh(z, v, w) sinh

√
∆(z, v, w)∫

DvK(z, v)x
√

∆(z, v, w)

]2

, (3.96)

q1 =

∫
Dz

[∫
DvK(z, v)x−2[

∫
Dwh(z, v, w) sinh

√
∆(z, v, w)]2∫

DvK(z, v)x∆(z, v, w)

]
, (3.97)

q̄ =

∫
Dz

[∫
DvK(z, v)x−1

∫
DvK(z, v)x

∫
DwQ̄(z, v, w)

]
(3.98)

em que

Q̄(z, v, w) =
h(z, w)2 cosh(

√
∆(z, v, w))

∆(z, v, w)
+

(βΓ)2 sinh
√

∆(z, v, w)

∆(z, v, w)3/2
(3.99)

e

x2 (βJ)2

2
[q2

1 − q2
0] +

∫
Dz ln

{∫
Dv [K(z, v)]x

}
− x

∫
Dz

∫
DvK(z, v)x lnK(z, v)∫

DvK(z, v)
= 0

(3.100)
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sendo

∫
Dz =

∫
dz√
2π
e−z2/2 ;

∫
Dv =

∫
dv√
2π
e−v2/2 ;

∫
Dw =

∫
dw√
2π
e−w2/2. (3.101)

A partir da equação S/K = β2 ∂Ω
∂β

, a entropia também é derivada, tal que

S(q0, q1, q̄)

k
= −3

2
(βJ)2

[
(x− 1)q2

1 − xq2
0 + q̄2

]
+

1

x

∫
Dz ln

[∫
DvK(z)x

]

+ ln 2−
∫
Dz

∫
DvK(z, v)x−1

[
(s−2) sinh(βµ)(βµ)

2
+

(βΓ)2
R

Dw sinh
√

∆(z,v,w)√
∆(z,v,w)

]

∫
DvK(z, v)x

.

(3.102)

Particularmente, no modelo 4S, o potencial qúımico µ controla o número médio de ocupação

por śıtio n = 〈n↑ + n↓〉 o qual é obtido a partir de n = −∂Ω/∂µ como:

n = 1 + tanh(βµ)

{
(1− q̄)− (βΓ)2

∫
Dz

∫
Dv[K(z, v)]x−1

∫
Dw[φ(z, v, w)]∫

Dv[K(z, v)]x

}
(3.103)

com

φ(z, v, w) =
cosh

√
∆(z, v, w)

∆(z, v, w)
− sinh

√
∆(z, v, w)

∆3/2(z, v, w)
. (3.104)

3.4 Modelo Hopfield Vidro de Spin Ising Fermiônico com Campo Transverso

No modelo Hopfield vidro de spin Ising fermiônico, o hamiltoniano utilizado é definido

na equação (3.1). Neste modelo, as interações Jij entre os spins são dadas por:

Jij =
J

2N

p∑
µ=1

ξµ
i ξ

µ
j , (3.105)

em que ξµ
i = ±1 ( i ou j = 1, 2, ..., N , N é o número de śıtios) são variáveis aleatórias

distribúıdas independentemente que seguem a distribuição

P (ξi) =
1

2
δξ%

i ,+1 +
1

2
δξ%

i ,−1. (3.106)

O cálculo da função de partição no “ensemble” Grão Canônico para o modelo HVSIF no

formalismo em segunda quantização, onde os spin são representados em termos de operadores
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fermiônicos, utiliza o mesmo procedimento adotado na seção 3.2, tal que

Z =

∫
D(φ∗φ)e(

s−2
2

)Nβµ
∏

j

1

2π

∫ 2π

0

dxje
−yjeAΓ+ASG (3.107)

com

AΓ =
∑

i

∑
ω

φ†
i
(ω) [iω + βµ+ βΓσx]φ

i
(ω), (3.108)

ASG =
∑
Ω

∑
ij

βJijS
z
i (ω

′
)Sz

j (−ω
′
), (3.109)

na aproximação estática, ω
′
= 0. Usando (3.105) em (3.109), a seguinte equação é obtida

Aest
SG =

βJ

2N

∑
µ

∑
ij

ξµ
i ξ

µ
j S

z
i S

z
j , (3.110)

com

Sz
j =

1

2

∑
ω

φ†
j
(ω)σzφ

j
(ω). (3.111)

Usando o método das réplicas, o potencial Grão canônico pode ser definido por

Ω = lim
N→∞

lim
n→0

1

Nn
(1− 〈〈Zn〉〉) . (3.112)

A partir de
∑

(ij)

ξµ
i S

µ
i ξ

µ
j S

µ
j =

(∑
i

ξµ
i S

z
i

)2

−
∑

i

(ξµ
i S

z
i )

2. (3.113)

a equação (3.110) se torna

Aest
SG =

βJ

2N

p∑
µ=1

∑
α




(∑
i

ξµ
i S

α
i

)2

−
∑

i

(ξα
i S

α
i )2


 (3.114)

com

eAest
SG = e−

βJ
2N

p
P

i

P
α(Sα

i )2e
βJ
2N

P
µ

P
α(
P

i ξµ
i Sα

i )2 . (3.115)

Os termos quadráticos da equação (3.115) podem ser linearizados a partir da transformação

de Hubbard-Stratonovich

e
P

µ
β

2N
(
P

i Siξ
µ
i )2 =

∫ ∏
µ

dmµe−
βN
2

P
µ m2

µ+β
P

µ

P
i σiξ

µ
i (3.116)
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a qual introduz n × p campos auxiliares mα
µ que são separados em dois subconjuntos com

n× (p− l) e n× l termos, tal que

eAest
SG = e−

βJ
2N

p
P

i,α(Sα
i )2

×
∫ ∞

−∞

∏
ν

Dmα
ν e−

1
2

P
ν

P
α(mν

α)2+
√

βJ
N

P
ν

P
α(
P

i ξν
i Sα

i )mν
α

×
∫ ∞

−∞

∏
µ

Dmα
µe−

1
2

P
µ

P
α(mµ

α)2+
√

βJ
N

P
µ

P
α(
P

i ξµ
i Sα

i )mµ
α .

(3.117)

Com isso, a média sobre Zn pode ser escrita por:

〈〈Zn〉〉ξ =
∏
α

∫
D(φ∗αφα)ψα

i e−
βJ
2N

p
P

i,α(Sα
i )2e

P
α,i Aα,i

0Γ

×
∫ ∞

−∞

∏
ν

Dmα
ν

〈〈
e−

1
2

P
ν

P
α(mν

α)2+
√

βJ
N

P
ν

P
α(
P

i ξν
i Sα

i )mν
α

〉〉
ξ

×
∫ ∞

−∞

∏
µ

Dmα
µ

〈〈
e−

1
2

P
µ

P
α(mµ

α)2+
√

βJ
N

P
µ

P
α(
P

i ξµ
i Sα

i )mµ
α

〉〉
ξ

(3.118)

em que

ψα
i = e( s−2

2
)Nβµα

∏
i

1

2π

∫ 2π

0

dxα
i e
−yα

i . (3.119)

Assume-se que a contribuição relevante é dada por mν
α, que são da ordem de um. Em con-

trapartida, mµ
α são de ordem de 1/

√
N . Portanto, a média sobre as variáveis aleatórias

independentes ξµ
i com pode ser feita usando P (ξµ

i ) dada na equação (3.106)

〈〈Aµ
α(mµ

α)〉〉 =
∑

ξµ
i =±1

P (ξµ
i )eβJN

P
α

P
µ[− 1

2
(mµ

α)2+ 1
N

P
i Sα

i ξµ
i mµ

α] (3.120)

a qual resulta em

〈〈Aµ
α(mµ

α)〉〉 = e−
1
2
βJN

P
α

P
µ(mµ

α)2
∏

i

∏
µ

[
cosh(βJ

∑
α

Sα
i m

µ
α)

]
(3.121)

〈〈Aµ
α(mµ

α)〉〉 = e−
1
2
βJN

P
α

P
µ(mµ

α)2+
P

i

P
µ ln cosh(βJ

P
α Sα

i mµ
α). (3.122)

Expandindo a função ln cosh x ' x2

2
(em torno de x → 0) presente na equação (3.122), a
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seguinte equação é obtida

ln cosh(βJ
∑

α

Sα
i m

µ
α) ' (βJ)2

2

(∑
α

Sα
i m

µ
α

)2

' (βJ)2

2

∑

α,β

Sα
i S

β
i m

µ
αm

µ
β, (3.123)

em que

〈〈Aµ
α(mµ

α)〉〉 = e−
1
2
βJN

P
α,β

P
µ mµ

α(δαβ−βJ
N

P
i Sα

i Sβ
i )mµ

β . (3.124)

Substituindo a equação (3.124) em (3.118), a função de partição reescrita como:

〈〈Zn〉〉 =
∏
α

∫
D(φ∗αφα)ψα

i

∫ ∏
ν

dmα
ν√

2π/(βJN)

×
〈〈

eβJN
P

ν

P
α[− 1

2
(mν

α)2+
P

ν

P
α(
P

i ξν
i Sα

i )mν
α]

〉〉
ξ

× e−
βJ
2N

p
P

α,i(S
α
i )2+Aα

0ΓXα
µ ,

(3.125)

com

Xα
µ =

∫ ∏

µ=l+1

dmα
µ√

2π/(βJN)
e−

1
2
βJN

P
α,β

P
µ mµ

αKαβmµ
β (3.126)

e

Kαβ = δαβ − βJ

N

∑
i

Sα
i S

β
i . (3.127)

Com a introdução de

1 =

∫
dqαβδ(qαβ − 1

N

∑
i

Sα
i S

β
i ) =

∫ ∏

αβ

dqαβ

∫
dr

′
αβ

2π
e
P

αβ ir
′
αβ(qαβ− 1

N

P
i Sα

i Sβ
i ). (3.128)

A equação (3.126) se torna

Xα
µ =

∫
Dmα

µ

∫ ∏

αβ

dqαβdr
′
αβ

2π
e
P

αβ

h
ir
′
αβ(qαβ− 1

N

P
i Sα

i Sβ
i )− 1

2
βJN

P
α,β

P
µ mµ

α(δαβ−βJ
N

P
i Sα

i Sβ
i )mµ

β

i
.

(3.129)

em que
∫ ∏

y

dmα
y√

2π/(βJN)
=

∫
Dmα

y (y = µ ou ν). A partir da seguinte substituição

r
′
αβ = r̄αβ − i

(βJ)2N

2

∑
µ=s

mµ
αm

µ
β (3.130)

a equação para Xα
µ assume a seguinte forma

Xα
µ =

∫ ∏

αβ

dqαβdr
′
αβ

2π
e
P

αβ [ir̄αβ(qαβ− 1
N

P
i Sα

i Sβ
i )]

∫
Dmα

µe
− 1

2
βJN

P
µ=s

P
αβ mµ

α(δαβ−βJqαβ)mµ
β .

(3.131)
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Substituindo (3.131) em (3.125), a seguinte equação para a função de partição é obtida

〈〈Zn〉〉 =
∏
α

∫
D(φ∗αφα)ψα

i

∫
Dmα

ν 〈〈Aν
α(mν

α)〉〉 e− βJ
2N

p
P

α,i(S
α
i )2+

P
α,i Aα,i

0Γ

×
∫
Dmα

µe
− 1

2
βJN

P
µ=s

P
αβ mµ

αΛαβmµ
β

∫ ∏

αβ

dqαβ

∫
dr

′
αβ

2π
e
P

αβ [ir̄αβ(qαβ− 1
N

P
i Sα

i Sβ
i )]

(3.132)

com Λαβ = δαβ − βJqαβ. Realizando a integral sobre mµ
α

∫ ∏
µ=s

dmα
µ√

2π/βJN
e−

1
2
βJN

P
µ=s

P
αβ mµ

αΛαβmµ
β = e−

p−s
2

Tr ln Λ, (3.133)

a função de partição pode ser escrita como

〈〈Zn〉〉 =

∫ ∏
α

Dm1
α

∫ ∏

αβ

dqαβ

∫
dr

′
αβ

2π
e−

βJN
2

P
α(m1

α)2+i
P

αβ r̄αβqαβ− p−s
2

Tr ln Λ

×
〈〈∫

D(φ∗αφα)ψα
i e
−i
P

αβ r̄αβ( 1
N

P
i Sα

i Sβ
i )− βJ

2N
p
P

α,i(S
α
i )2+βJ

P
α(
P

i ξν
i Sα

i )m1
α+
P

α,i Aα,i
0Γ

〉〉

ξ

.

(3.134)

Agrupando os termos em 〈〈Zn〉〉, temos que

〈〈Zn〉〉 =

∫ ∏
α

Dm1
α

∫ ∏

αβ

dqαβ

∫
dr

′
αβ

2π
e−

βJN
2

P
α(m1

α)2+i
P

αβ r̄αβqαβ− p−s
2

Tr lnΛ

× exp ln
〈〈

Θ(r̄αβ,m
′
α)

〉〉
ξ
,

(3.135)

com

Θ(r̄αβ,m
′
α) =

∫
D(φ∗αφα)ψα

i e
−i
P

αβ r̄αβ( 1
N

P
i Sα

i Sβ
i )− βJ

2N
p
P

α,i(S
α
i )2+βJ

P
α(
P

i ξν
i Sα

i )m1
α+
P

α,i Aα,i
0Γ .

(3.136)

De acordo com o método das réplicas

βΩ = lim
N→∞

lim
n→0

1

Nn

[
1−

∫ ∏
α

Dm1
α

∫ ∏

αβ

dqαβdr
′
αβ

2π
e−βNΦ(qαβ ,rαβ ,m1

α)

]
, (3.137)

em que

Φ(qαβ, rαβ,m
1
α) =

J

2

∑
α

(m1
α)2− i

βN

∑

αβ

r̄αβqαβ+
1

2βN
(p−s)Tr ln Λ− 1

βN
ln

〈〈
Θ(r̄αβ,m

′
α)

〉〉
ξ
.

(3.138)
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Na equação (3.137), as integrais são calculadas pelo método “steepest descent” no limite

termodinâmico N →∞, o que resulta em

m1
α =

1

N

〈〈∑
i

ξ1
i 〈Sα

i 〉
〉〉

ξ

, (3.139)

qαβ =

〈〈
1

N

∑
i

〈
Sα

i S
β
i

〉〉〉

ξ

(3.140)

e

−ir̄αβ =
(βJ)2

2
prαβ. (3.141)

No limite termodinâmico, a equação 3.137 pode ser escrita como

βΩ = lim
n→0

1

n
Φ(qαβ, rαβ,m

1
α), (3.142)

em que

Φ(qαβ, rαβ,m
1
α) =

J

2

∑
α

(m1
α)2+

βJ2

2
a

∑

αβ

rαβqαβ +
1

2βN
(p−s)Tr ln Λ− 1

β
ln

〈〈
Θ(rαβ,m

′
α)

〉〉
ξ

(3.143)

e

Θ(rαβ,m
′
α) =

∫ ∏
α

D(φ∗αφα)ψαe
(βJ)2

2
a
P

αβ rαβSαSβ−βJ
2

a
P

α(Sα)2+βJ
P

α(ξ1Sα)m1
α+
P

α Aα
0Γ . (3.144)

Nesse caso, o cálculo do Potencial Grão Canônico utiliza duas aproximações distintas: solução

com simetria de réplicas (SR) e solução com um passo de quebra de simetria de réplicas (1P-

QSR), que são tratadas nas subseções seguintes.

3.4.1 Modelo HVSIF (solução com simetria de réplicas)

Na solução com simetria de réplicas (SR) a matriz das réplicas {Q} e a matriz {r} são

parametrizadas de acordo com:

qαβ =




q̄ se α = β

q se α 6= β
rαβ =




r̄ se α = β

r se α 6= β,
(3.145)
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com mα
1 sendo invariante com respeito as permutações das réplicas: mα

1 = m, em que α =

1, · · ·n. Logo

lim
n→0

1

n

∑

αβ

rαβqαβ = lim
n→0

1

n
[n(n− 1)rq + nr̄q̄] = r̄q̄ − rq (3.146)

lembrando que p >> s, (p− s)/N = a. Logo

lim
n→0

1

n
Tr ln Λ = − βJq

1− βJ(q̄ − q)
+ ln[1− βJ(q̄ − q)], (3.147)

e
∑

αβ

rαβSαSβ = (r̄ − r)
n∑
α

(S2
α) + r

(
n∑
α

Sα

)2

. (3.148)

Aqui, mα
1 é invariante com respeito as permutações das réplicas: mα

1 = m, em que α = 1, · · ·n.

Logo, o potencial Grão Canônico na solução SR pode ser escrito por:

βΩ =
βJ

2
m2 +

(βJ)2

2
a[r̄q̄ − rq] +

a

2

{
− βJq

1− βJ(q̄ − q)
+ ln[1− βJ(q̄ − q)]

}

− lim
n→0

1

n
ln 〈〈Θ({r},m, ξ)〉〉ξ ,

(3.149)

em que

Θ({r},m, ξ) =

∫ n∏
α

D(φ∗α, φα)ψα exp

{
1

2

[
(βJ)2a[(r̄ − r − 1/βJ)

n∑
α=1

(Sα)2

+r(
n∑

α=1

(Sα)2] + 2βJ
n∑

α=1

(ξmSα)

]}
,

(3.150)

com a = p/N . As formas quadráticas na função Θ({r},m, ξ) podem ser linearizadas com

aux́ılio das transformações de Hubbard-Stratonovich em que novos campos auxiliares são

introduzidos no problema. Como resultado, é obtido:

Θ({r},m, ξ) =

∫
Dz

[∫
Dwe(

s−2
2

)βµ 1

2π

∫ 2π

0

dxe−y

∫
D(φ∗φ) exp

∑
ω

φ∗(ω)G−1(ω)φ(ω)

]n

,

(3.151)

com Dy = dye−
y2

2√
2π

(y = z, w) e

G−1(ω) = γ−1(ω) + [h̄(z, v, w) + βJξm]σz. (3.152)
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A componente local vidro de spin do campo aleatório h̄(z, v, w) é definida por

h̄(z, v, w) = βJ [
√
ar0z +

√
a(r̄ − r − 1/βJ)w]. (3.153)

A integral funcional sobre as variáveis de Grassmann, bem como as somas sobre as frequências

de Matsubara na equação (3.151) são realizadas, tal que o potencial Grão Canônico na apro-

ximação com SR pode ser escrito como:

βΩ =
βJ

2
m2 +

(βJ)2

2
a[r̄q̄ − rq] +

a

2

{
− βJq

1− βJ(q̄ − q)
+ ln[1− βJ(q̄ − q)]

}
− s− 2

2
βµ

−
∫
Dz 〈〈ln 2 (K(z, v, ξ))〉〉ξ ,

(3.154)

em que

K(z, w, ξ) =
s− 2

2
cosh βµ+

∫
Dw cosh

√
∆̄(z, w, ξ) (3.155)

com ∆̄(z, w, ξ) = h̄2(z, w, ξ) + (βΓ)2 e

h̄(z, w, ξ) =
√
βJa[βJ(r̄ − r)− 1]w + βJ

√
arz + βJξm. (3.156)

O conjunto de equações para os parâmetros de ordem m, q, q̄ pode ser encontrado a

partir da equação (3.177) usando as condições ponto de sela:

m =

∫
Dz〈〈ξ

∫
Dwh̄(z, w, ξ) sinh

√
∆̄(z, w, ξ)∫

DwK(z, w, ξ)
√

∆̄(z, w, ξ)
〉〉ξ, (3.157)

q =

∫
Dz〈〈

(∫
Dwh̄(z, w, ξ) sinh

√
∆̄(z, w, ξ)

K(z, w, ξ)
√

∆̄(z, w, ξ)

)2

〉〉ξ, (3.158)

em que

q̄ =

∫
Dz〈〈 1

K(z, w, ξ)

∫
Dw

{
h̄(z, w, ξ)2 cosh

√
∆(z, w, ξ)

∆(z, w, ξ)
+

(βΓ)2 sinh
√

∆(z, w, ξ)

∆(z, w, ξ)3/2

}
〉〉ξ

(3.159)

e com os elementos da matriz r sendo dados por:

r =
q

{1− βJ [q̄ − q]}2
(3.160)
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r̄ − r =
1

βJ [1− βJ(q̄ − q)]
. (3.161)

A entropia na solução SR é derivada a partir do potencial termodinâmico e resulta em

S = −a
2
(βJ)2 q(q̄ − q)

[1− βJ(q̄ − q)]2
+
βJa

2
q̄ +

∫
Dz〈〈ln 2

[
K̄(z, ξ)

]〉〉ξ

− βJa

2

(q̄ − q)

1− βJ(q̄ − q)
− a

2
ln[1− βJ(q̄ − q)]− (βJ)m2

−
∫ ∞

−∞
Dz

〈〈 (s−2) sinh(βµ)(βµ)
2

+
(βΓ)2

R
Dw sinh

√
∆(z,w,ξ)√

∆(z,w,ξ)

K(z, w, ξ)

〉〉

ξ

− (βJ)2a

2
(r̄q̄ − rq).

(3.162)

A equação para n é obtida a partir de n = −∂Ω/∂µ,tal que

n = 1 + tanh(βµ)

{
(1− q̄)− (βΓ)2

∫
Dz

〈〈∫
Dw[φ(z, w, ξ)]

K(z, ξ)

〉〉

ξ

}
(3.163)

com

φ(z, w, ξ) =
cosh

√
∆(z, w, ξ)

∆(z, w, ξ)
− sinh

√
∆(z, w, ξ)

∆3/2(z, w, ξ)
. (3.164)

3.4.2 Modelo HVSIF (solução com um passo de quebra de simetria de réplicas)

Na solução com um passo de simetria de réplicas (1P-QSR) a matriz das réplicas {Q}
e a matriz {r} são parametrizadas de acordo com:

qαβ =





q̄ se α = β

q1 se I(α/x) = I(β/x)

q0 se I(α/x) 6= I(β/x)

rαβ =





r̄ se α = β

r1 se I(α/x) = I(β/x)

r0 se I(α/x) 6= I(β/x)

(3.165)

tal que
∑

αβ

rαβqαβ = n [r̄q̄ + (x− 1)r1q1 + (n− x)r0q0] (3.166)

lim
n→0

1

n
Tr ln Λ =

−βJq0
Qq1

+
1

x
ln

[
Qq1

Qq̄

]
+ ln[Qq̄] (3.167)

com

Qq1 = 1− βJ(q̄ − q1)− βJx(q1 − q0), (3.168)

Qq̄ = 1− βJ(q̄ − q1) (3.169)
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e
∑

αβ

rαβSαβ = (r̄ − r1)
∑

α

(Sα)2 + (r1 − r0)

n/x∑

l=1

(
x∑

α∈block

Sα)2 + r0(
∑

α

Sα)2, (3.170)

com mα
1 sendo invariante com respeito as permutações das réplicas: mα

1 = m, em que α =

1, · · ·n. Portanto, a parametrização (3.165) é usada para expressar o Potencial Grão Canônico

1P-QSR tal como:

βΩ =
βJm2

2
+

(βJ)2a

2
[r̄q̄ − (1− x)r1q1 − xr0q0]− 1

2

βJaq0
1− βJ [q̄ − q1 + x(q1 − q0)]

+
a

2
ln[1− βJ(q̄ − q1)] +

a

2x
ln

1− βJ [q̄ − q1 + x(q1 − q0)]

1− βJ(q̄ − q1)
− lim

n→0

1

n
ln〈〈Θ({r},m, ξ)〉〉ξ,

(3.171)

em que

Θ({r},m, ξ) =

∫ n∏
α

D(φ∗α, φα)ψα exp

{
1

2

[
(βJ)2a

(
(r̄ − r1 − 1/βJ)

n∑
α=1

(Sα)2

+(r1 − r0)

n/x∑

l=1

(
lx∑

α=(l−1)x+1

Sα)2 + r0

n∑
α=1

(Sα)2


 + 2βJ

n∑
α=1

(ξmSα)






 ,

(3.172)

com a = p/N . As formas quadráticas na função Θ({r},m, ξ) podem ser linearizadas com

aux́ılio das transformações de Hubbard-Stratonovich em que novos campos auxiliares são

introduzidos no problema. Como resultado, é obtido:

Θ({r},m, ξ) =

∫
Dz

[∫
Dv

(∫
Dwe( s−2

2
)βµ 1

2π

∫ 2π

0

dxe−yI(z, v, w, ξ)

)x]n/x

, (3.173)

com

I(z, v, w, ξ) =

∫
D(φ∗φ) exp

∑
ω

φ∗(ω)G−1(ω)φ(ω), (3.174)

Dy = dye−
y2

2√
2π

(y = z, v, w) e

G−1(ω) = γ−1(ω) + [h̄(z, v, w) + βJξm]σz (3.175)

A componente local vidro de spin do campo aleatório h̄(z, v, w) é definida por

h̄(z, v, w) = βJ [
√
ar0z +

√
a(r1 − r0)v +

√
a(r̄ − r − 1/βJ)w]. (3.176)
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A integral funcional sobre as variáveis de Grassmann, bem como as somas sobre as frequências

de Matsubara na equação (3.174) são realizadas, tal que o potencial Grão Canônico na apro-

ximação com 1P-QSR pode ser escrito como:

βΩ =
β2J2a

2
(r̄q̄ − (1− x)r1q1 − xr0q0)− 1

2

βJaq0
1− βJ [q̄ − q1 + x(q1 − q0)]

+
a

2
ln[1− βJ(q̄ − q1)] +

a

2x
ln

1− βJ [q̄ − q1 + x(q1 − q0)]

1− βJ(q̄ − q1)
+
βJm2

2

− s− 2

2
βµ− 1

x

∫
Dz〈〈ln

∫
Dv [2K(z, v, ξ)]x〉〉ξ,

(3.177)

em que

K(z, v, ξ) =
s− 2

2
cosh βµ+ cosh

√
∆̄(z, v, w, ξ) (3.178)

e

h̄(z, v, w, ξ) = βJ [
√
ar0z +

√
a(r1 − r0)v + ξm] +

√
βJa[βJ(r̄ − r1)− 1]w. (3.179)

O conjunto de equações para os parâmetros de ordem m, q0, q1, q̄ e x pode ser encontrado

a partir da equação (3.177) usando as condições ponto de sela:

m =

∫
Dz〈〈

∫
DvK(z, v)x−1ξ

∫
Dwh̄(z, v, w, ξ) sinh

√
∆̄(z, v, w, ξ)∫

DvK(z, v)x
√

∆̄(z, v, w, ξ)
〉〉ξ (3.180)

q0 =

∫
Dz〈〈

(∫
DvK(z, v)x−1

∫
Dwh̄(z, v, w, ξ) sinh

√
∆̄(z, v, w, ξ)∫

DvK(z, v)x
√

∆̄(z, v, w, ξ)

)2

〉〉ξ (3.181)

q1 =

∫
Dz〈〈

∫
DvK(z, v)x−2

[∫
Dwh̄(z, v, w, ξ) sinh

√
∆̄(z, v, w, ξ)

]2

∫
DvK(z, v)x∆̄(z, v, w, ξ)

〉〉ξ (3.182)

q̄ =

∫
Dz〈〈

∫
DvK(z, v)x−1

∫
DwQ̄(z, v, w, ξ)∫

DvK(z, v)x
〉〉ξ (3.183)

em que

Q̄(z, v, w, ξ) =
h2(z, v, w, ξ) cosh

√
∆̄(z, v, w, ξ)

∆̄(z, v, w, ξ)
+

(βΓ)2 sinh
√

∆̄(z, v, w, ξ)

∆̄(z, v, w, ξ)3/2
. (3.184)
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A equação para o parâmetro x é dada por

1

x

∫
Dz〈〈ln

∫
DvK(z, v)x〉〉ξ − 1

x

∫
Dz〈〈

∫
DvK(z, v)x lnK(z, v)x

∫
DvK(z, v)x

〉〉ξ

+
βJa

2

(
q0

1− βJ [q̄ − q1 + x(q1 − q0)]
− q1

1− βJ(q̄ − q1)

)

− a

2x
ln

1− βJ [q̄ − q1 + x(q1 − q0)]

1− βJ(q̄ − q1)
= 0.

(3.185)

Os elementos da matriz r são dados por:

r0 =
q0

{1− βJ [q̄ − q1 + x(q1− q0)]}2
(3.186)

r1 − r0 =
q1 − q0

[1− βJ(q̄ − q1)]{1− βJ [q̄ − q1 + x(q1− q0)]} (3.187)

r̄ − r1 =
1

βJ [1− βJ(q̄ − q1)]
(3.188)

A entropia pode ser derivada do Potencial Grão Canônico e resulta em:

S =
βJa

2
[q̄ − βJq̄r̄ + βJ(r1q1 + x(2r0q1 − q0r0 − r1q1))] +

1

x

∫
Dz

〈〈∫
DvK(z, v, ξ)x

〉〉

ξ

+
(βJ)2a

2

q0(q̄ − q1 + x(q1 − q0))

[1− βJ(q̄ − q1 + x(q1 − q0))]2
− βJa

2

q̄ − q1
1− βJ(q̄ − q1)

− a

2
ln[1− βJ(q̄ − q1)]

− a

2x
ln

[
1− βJ(q̄ − q1 + x(q1 − q0))

1− βJ(q̄ − q1)

]
− βJa

2

x(q1 − q0)

[1− βJ(q1 − q0)][1− βJ(q̄ − q1 + x(q1 − q0))]

+ ln 2− βJm2 −
∫
Dz

〈〈K(z, v, ξ)x−1

[
(s−2) sinh(βµ)(βµ)

2
+

(βΓ)2
R

Dw sinh
√

∆(z,w,ξ)√
∆(z,w,ξ)

]

K(z, w, ξ)

〉〉

ξ

.

(3.189)

A equação para o n pode ser obtida a partir de n = −∂Ω/∂µ, tal que

n = 1 + tanh(βµ)

{
(1− q̄)− (βΓ)2

∫
Dz

〈〈∫
Dv[K(z, v, ξ)]x−1

∫
Dw[φ(z, v, w, ξ)]∫

Dv[K(z, v, ξ)]x

〉〉

ξ

}

(3.190)

com

φ(z, v, w, ξ) =
cosh

√
∆(z, v, w, ξ)

∆(z, v, w, ξ)
− sinh

√
∆(z, v, w, ξ)

∆3/2(z, v, w, ξ)
. (3.191)

Para o caso q0 = q1 recupera-se a solução com simetria de réplicas do modelo HVSIF.
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4 RESULTADOS

Este caṕıtulo, dividido em quatro seções, apresenta resultados dos modelos VSIF e

HVSIF, ambos com campo transverso magnético Γ. Na primeira seção, os resultados para

o modelo VSIF com Γ = 0 são apresentados. A segunda seção é reservada aos resultados

do modelo VSIF com Γ qualquer. A terceira seção descreve os resultados obtidos a partir

do modelo HVSIF com Γ = 0. Finalmente, a última seção discute os resultados do modelo

HVSIF para Γ qualquer.

4.1 Resultados para o modelo VSIF com Γ = 0

Do ponto de vista teórico, alguns modelos magnéticos foram utilizados para descrever

conceitos gerais relacionados as transições inversas, como por exemplo, os modelos Blume-

Capel (BC) e Ghatak-Sherrington. No modelo BC, transições inversas são obtidas a partir

da adição da proporção de degenerescência r = k/l ≥ 1 (k e l definem a degenerescência

dos spin S = ±1 e S = 0, respectivamente), que introduzem uma vantagem entrópica dos

estados interagentes S = ±1. Em contraste, o modelo GS apresenta transições inversas sem

qualquer imposição de vantagem entrópica. Este modelo, diferentemente do modelo BC,

apresenta acoplamentos entre spins dados a partir de uma variável aleatória com distribuição

de probabilidade Gaussiana. Como consequência, há a introdução de desordem não trivial ao

modelo GS, o que conduz a frustração.

O modelo VSIF no ensemble Grão Canônico (ROSENOW; OPPERMANN, 1996), em

que os spins são escritos como uma combinação bilinear de operadores de criação e destruição,

compartilha algumas caracteŕısticas encontradas no modelo GS, como por exemplo, desordem

não trivial e o fato de ambos serem modelos de muitos estados. Há inclusive um mapeamento

entre o parâmetro anisotrópico D do modelo GS e o potencial qúımico µ do modelo VSIF no

ensemble Grão canônico. Devido a essa estreita relação, o modelo VSIF se torna um candidato

para estudo de transições inversas. Com isso, o objetivo desta seção é verificar se modelo VSIF

pode, de fato, apresentar transições inversas. Além disso, quando comparada a clássica, a

formulação fermiônica ainda oferece a vantagem de permitir, de forma natural, a introdução

de outros tipos de acoplamento, como por exemplo efeito Kondo e supercondutividade. Logo,

para alcançar a meta estabelecida nesta seção, a solução numérica do conjunto de equações
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Figura 4.1: Diagrama de fases T/J versus µ/J entre as fases VS e PM para Γ = 0. Ttc representa
o ponto tŕıcritico. T2f e T1f representam as linhas de primeira e segunda ordem, respectivamente.
Abaixo do Ttc as linhas a esquerda e a direita da linha T1f representam as espinodais da soluções
paramagnética e vidro de spin, respectivamente. A figura mais a direita mostra em detalhes a
transição de primeira ordem.

acopladas dos parâmetros de ordem q0, q1 e q̄ é mostrada em um diagrama de fases T/J versus

µ/J . Além disso, o comportamento da entropia também é apresentado.

O diagrama de fases da figura 4.1(a) mostra que com o aumento do potencial qúımico

µ, a linha de transição de segunda ordem T2f entre as fases VS/PM decresce. Além disso, para

valores altos de µ ocorre o surgimento de uma transição de primeira ordem T1f . Na figura,

Ttc representa o ponto tricŕıtico, que separa as linhas T2f e T1f (os cálculos para obter T2f e

Ttc no modelo VSIF para Γ qualquer são mostrados em detalhe no apêndice A). Logo abaixo

de Ttc, a região de existência de soluções metaestáveis é demarcada pelas linhas espinodais

das soluções paramagnética (PM), e vidro de spin (VS), que estão a esquerda e a direita da

linha de transição de primeira ordem T1f , respectivamente. A linha T1f é obtida a partir

da comparação dos potenciais termodinâmicos das soluções VS, em que q1 6= q0 6= 0 e PM,

em que q1 = q0 = 0. Nesse caso, a localização do par µ1st, T1t corresponde ao ponto de

intersecção do potencial termodinâmico dessas duas soluções (ver da Costa, Yokoi e Salinas

(1994) para mais detalhes). Na figura 4.1(b), a região nas proximidades da linha T1f é

mostrada em detalhes. O detalhamento mostra que T1f foi obtida através das soluções SR

e 1P-QSR, que são representadas pelas linhas tracejada-pontilhadas e somente tracejadas,

respectivamente. Essencialmente, esse resultado mostra que o posicionamento da linha T1f

é independente em relação a sua obtenção por SR ou 1P-QSR. Mais importante, esta figura
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Figura 4.2: Entropia versus T/J para Γ = 0 e µ/J = 0.92. A linha vertical pontilhada é a espinodal
da solução VS e a linha vertical cheia representa a linha de transição de segunda ordem T2f . Em
baixas temperaturas (T/J < 0.2), a linha tracejada representa a solução VS com SR e a linha
pontilhada indica a solução VS com 1P-QSR.

mostra o surgimento de uma reentrância associada a transição de primeira ordem, o que

indica a possibilidade do aparecimento de uma transição inversa. Nesse caso, a comprovação

da existência de tal transição pode ser feita a partir da análise da entropia. Na figura 4.2

é mostrado o comportamento da entropia S em função da temperatura T/J para µ = 0.92,

valor esse que corresponde a um corte na região de primeira ordem. Para T/J > 0.43,

observa-se que há uma fase PM pura, sem soluções VS. Em T/J = 0.43, uma linha vertical

cheia indica a transição de segunda ordem T2f . Decrescendo a temperatura, que corresponde

ao intervalo 0.26 < T/J < 0.43, a fase PM é substitúıda por uma fase VS pura, sem soluções

PM. Em T/J = 0.26, a linha pontilhada indica que a espinodal da solução paramagnética.

Para T/J < 0.26, ocorre uma transição de primeira ordem da fase VS para a fase PM em

T/J = 0.2. Nessa transição, observa-se que a entropia da fase VS é maior do que a entropia

da fase PM. Este fato demonstra claramente o surgimento de congelamento inverso no modelo

VSIF.

4.2 Resultados para o modelo VSIF com Γ > 0

Enquanto que a seção anterior discutiu e mostrou que modelo VSIF no ensemble grão

canônico é capaz de apresentar transições inversas, esta seção tem o intuito de discutir o

papel dos efeitos quânticos no congelamento inverso. Para isso, diagramas de fases T/J em

função de µ/J para diversos valores de Γ/J foram obtidos. Também são mostrados gráficos
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de S em função de T/J com valores de µ/J correspondentes as transições de primeira ordem.

Além disso, o número médio de ocupação por śıtio n para diversas isotermas e vários valores

de Γ é apresentado, indicando como Γ atua no congelamento inverso. A figura 4.3 mostra

Figura 4.3: Diagramas de fases T/J em função de µ/J para os seguintes valores de Γ/J :
0, 0.25, 0.5, 1.0. Essa figura utiliza a mesma convenção adotada na figura 4.1 para representar
as linhas de transição.

diagramas de fases T/J como uma função do potencial qúımico µ/J para vários valores de

Γ = 0, 0.25J, 0.5J e J utilizando as aproximações SR e 1P-QSR. A partir desses resultados,

é posśıvel observar como os contornos de fase são afetados com a introdução de flutuações de

natureza quântica. O gráfico 4.3(a), já apresentado na seção anterior, mostra que a transição

de primeira ordem T1f apresenta uma reentrância. Devido a essa reentrância, uma análise da

entropia é feita e confirma que há uma transição inversa para o caso Γ = 0.

As Figs. 4.3(b)-(d) mostram como os contornos de segunda ordem e as reentrâncias

são afetadas pelo Γ/J . A linha de segunda ordem T2f em µ/J = 0 decresce com o aumento

de Γ. Além disso, a região de múltiplas soluções, demarcada pelas linhas espinodais, diminui

com o aumento de Γ. No entanto, a consequência mais importante proveniente da inclusão de

flutuações quânticas através do Γ pode ser vista no comportamento dos contornos de primeira

ordem T1f (µ) (ou no equivalente µ1f (T )). É Observado que nos casos Γ = 0.25J , 0.5J e 1.0J
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as linhas T1f (µ) e espinodais são deslocadas, mostrando que com o aumento do Γ, ocorre uma

tendência de supressão das reentrâncias. Nas Figs. 4.4(a)-(d), a posição dos pares Ttc e µtc

Figura 4.4: Figura mostrando em detalhes a transição de primeira ordem para diversos valores de Γ =
0.0, 0.25, 0.5, 1.0. T2f e T1f indicam as transições de segunda e primeira ordem, respectivamente.
Ttc indica o posicionamento do ponto tricŕıtico. Abaixo do ponto tricŕıtico, as linhas mais a esquerda
indicam a espinodal da solução PM e as linhas mais a direita indicam a espinodal da solução VS.

(ponto tricŕıtico), bem como os contornos de primeira ordem e as espinodais são mostrados

em detalhes. Nesse resultado é mostrado que com o aumento de Γ, a temperatura tricŕıtica

Ttc decresce e o potencial qúımico tricŕıtico µtc aumenta. Além disso, as Figs. 4.4(a)-(d)

mostram que o aumento de Γ gradualmente suprime a reentrâncias. Para o valor de Γ/J = 1,

a reentrância é totalmente destrúıda.

A fim de verificar a relação entre a supressão de reentrâncias e o desaparecimento

do congelamento inverso, o comportamento da entropia S em função de T/J é obtido para

diversos valores de Γ e mostrado na figura 4.5. Os valores de µ são ajustados para cruzar o

ponto T1f (µ) = 0.2J na transição de primeira ordem. Este procedimento permite seguir a

diferença de entropia entre as fases VS e PM sempre no mesmo ponto da transição de primeira

ordem. Essencialmente, a figura 4.5(a), já apresentada anteriormente, mostra que a entropia

da fase desordenada (PM) é menor do que a entropia da fase ordenada (VS) em baixas

temperaturas. As Figs. 4.5(b)-(c) mostram o aumento da fase PM. Como consequência, a
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fase VS pura acaba sendo gradualmente suprimida. Além disso, é posśıvel observar que com

o aumento de Γ, a variação de entropia ∆S = SPM − SV S em T/J = 0.2 diminui, indicando

o enfraquecimento das transições inversas. De fato, a figura 4.5(d) mostra uma situação em

que a entropia da fase desordenada (PM) agora possui entropia maior que a entropia da fase

ordenada (VS). Esse resultado confirma o desaparecimento das transições inversas para o caso

Γ/J = 1, em conformidade com os resultados mostrados nas Figs. 4.3 e 4.4.

Figura 4.5: Entropia versus T/J para vários valores de Γ = 0.0, 0.25, 0.5, 1.0. A linha vertical
pontilhada é a espinodal da solução VS e a linha vertical cheia representa a linha de transição de
segunda ordem T2f . Em baixas temperaturas (T/J < 0.2), a linha tracejada representa a solução
VS com SR e a linha pontilhada indica a solução VS com 1P-QSR.

A relação entre diluição, (que é o favorecimento dos estados não interagentes com o

aumento de µ) e flutuações quânticas devido a presença do Γ pode ser observada no número

médio de ocupação n. A figura 4.6 mostra o comportamento de n obtido através das soluções

SR e 1P-QSR como uma função de µ/J para várias isotermas e valores de Γ/J na fase VS. No

caso Γ = 0, quando a temperatura é decrescida, n permanece no semi-preenchimento mesmo

quando µ/J 6= 0. Contudo, este efeito é enfraquecido quando é utilizada a solução 1P-QSR,

principalmente em baixas temperaturas. No entanto, a presença do Γ tende a levar o sistema

para a situação de semi-preenchimento, como pode ser visto na figura 4.6(a). Além disso,

este efeito é intensificado quando T/J é diminúıdo, como mostram as Figs. 4.6(b)-(d). É

importante ressaltar que para valores de Γ diferentes de zero, a diferença entre as soluções
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Figura 4.6: Número de ocupação n como uma função de µ/J na solução VS para diversos valores
de T/J e Γ. As linhas tracejadas-pontilhadas indicam a solução 1P-QSR e as linhas cheias indicam
a solução SR. Os detalhes mostram a diferença no valor de n das soluções SR e 1P-QSR.

SR e 1P-QSR se torna irrelevante. Em outras palavras, Γ sobrepõe os efeitos da temperatura

e parece preservar o n no semi-preenchimento em ambas as soluções SR e 1P-QSR.

4.3 Resultado para o modelo HVSIF com Γ = 0

O propósito da presente seção é investigar o papel da frustração no aparecimento

natural de transições inversas. Nesse sentido, a utilização do modelo HVSIF, que permite

variar o ńıvel de frustração, pode auxiliar no esclarecimento do papel da frustração em tais

transições. Para tal, a solução numérica do conjunto de equações acopladas dos parâmetros

de ordem q0, q1, q̄ e m é obtida e mostrada na forma de diagramas de fase T/J em função de

a = p/N e T/J em função de µ/J . Além disso, também são analisados os comportamentos

da entropia S e do número de ocupação médio n.

Na figura 4.7 são apresentados diagramas de fase que ilustram duas situações distintas.

A primeira situação corresponde ao caso a = 0, em que não há efeitos de frustração e é
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mostrada na figura 4.7(a). Nesse diagrama de fase, em baixas temperaturas T/J e pequenos

µ/J , a fase FE é obtida, em que m 6= 0, q̄ 6= 0, q0 6= 0 e q1 6= 0. Para alto T/J , a solução PM é

encontrada. Para µ/J pequenos, os contornos de transição entre as fases FE e PM (definidas

por T2c(µ)) são de segunda ordem. Contudo, quando µ/J aumenta, há o surgimento de um

ponto tricŕıtico localizado em Ttc = J/3 e µtc = 0.438J (os cálculos para obtenção de T2f e Ttc

no modelo HVSIF são mostrados em detalhe no apêndice B). Além disso, não há reentrância

na transição de primeira ordem T1c presente logo abaixo de Ttc. Na figura 4.7(b), o ńıvel

de frustração é aumentado para a = 0.1. Como consequência, os efeitos da frustração se

tornam dominantes. Logo, a solução FE é substitúıda pela solução VS em que m = 0, q̄ 6= 0,

q0 6= 0 e q1 6= 0, enquanto que a fase PM apresenta m = 0, q̄ 6= 0, q0 = 0 and q1 = 0. É

obtida uma temperatura de congelamento de segunda ordem T2f (µ) na transição VS/PM para

baixos valores de µ/J . Para valores altos de µ/J , um ponto tricŕıtico aparece, com valores

Ttc ≈ 0.438J e µtc ≈ 0.752J . Porém, a transição de primeira T1f (µ) para o caso a = 0.1

apresenta uma reentrância que indica a existência de congelamento inverso, como pode ser

visto na inserção da figura 4.7(b), que mostra o comportamento da entropia S em função

de T/J . Nessa inserção, é mostrado que para a = 0.1 a entropia da fase VS é maior que a

entropia da fase PM. Particularmente, o comportamento das linhas de transição para o caso

a = 0.1 é muito semelhante aos resultados obtidos pelo modelo VSIF para Γ = 0.

Figura 4.7: Diagramas de fase T/J como uma função de µ/J para a = 0.0 e a = 0.1. Nesses diagra-
mas, as linhas cheias representam as transições de segunda ordem e as linhas tracejadas representam
as transições de primeira ordem. Ttc indica o ponto tricŕıtico. Os detalhes mostram mostram a
entropia S versus T/J para valores espećıficos de µ/J na transição de primeira ordem, onde T1c e
T1f representam as transições de primeira ordem entre as fases FE/PM e VS/PM, respectivamente.

Há um cenário mais complexo quando comparado com aqueles descritos na figura

4.7(b) quando a → 0. Na figura 4.8(a) (a = 0.01), a solução para os parâmetros de ordem
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mostra um diagrama de fase que ilustra este novo cenário. Para µ/J pequeno e valores altos

de T/J , há uma fase PM. Decrescendo a temperatura, ocorre uma transição de segunda ordem

entre as fase PM e VS. Ao decrescer a temperaturas ainda mais, há uma outra transição de

fase, que agora é de primeira ordem, entre as fase VS e FE. Aumentando o valor de µ/J ,

a transição de segunda ordem entre as fases PM e VS é substitúıda por uma de primeira

ordem quando T/J decresce. Além disso, para este valor de a, as solução VS e FE ocupam

aproximadamente os mesmos tamanhos no diagrama de fase. A temperatura de congelamento

tem um comportamento similar ao já encontrado na figura 4.7(b): há uma transição de

segunda ordem T2f (µ) para valores de µ pequenos e também o aparecimento do ponto tricŕıtico

(aqui localizado em Ttc ≈ 0.366J e µtc ≈ 0.539J). Abaixo deste ponto, T1f (µ) apresenta uma

reentrância a qual permite, para um valor de µ adequado, cruzar de uma fase VS para uma

fase PM com o decréscimo da temperatura. No entanto, este contorno de primeira ordem

pode apresentar uma natureza ainda mais complexa, quando comparado ao caso a = 0.1. Há

o surgimento de um ponto triplo (Ttp,µtp), em que as fases FE, PM e VS coexistem. Abaixo

deste ponto, a transição de primeira ordem T1c(µ) não mostra reentrância, assim como no

caso a = 0.

Para valores ainda menores de a (ver Figs. 4.7(b)-(d)), a região com solução FE se torna

maior do que a região com solução VS. Este resultado é consistente com aqueles encontrados

no modelo Hopfield clássico, onde são mostrados resultados em que há um domı́nio do estado

Mattis quando a→ 0. Mesmo nessa nova situação, a locação de T2f (µ) não é muito afetada.

Contudo, o ponto tricŕıtico é deslocado para valores menores e mais baixos de µ/J e T/J ,

respectivamente. Em comparação, o ponto triplo é deslocado para valores menores de µ/J

e mais altos de T/J . Como uma consequência, T1f (µ) e T1c(µ) aparecem em intervalos

decrescentes e crescentes de temperatura, respectivamente. Como resultado mais notável,

é posśıvel destacar que a reentrância em T1f (µ) vai sendo gradualmente suprimida quando

a→ 0. No entanto, a inserção na figura 4.7(d) mostra que mesmo em um ńıvel de frustração

muito fraco, uma reentrância nas transições de primeira ordem ainda é preservada.

O comportamento correspondente da entropia como uma função de T/J para os valores

de a usados na figura 4.8 é mostrado na figura 4.9. Esta figura ilustra a supressão gradual

da transição inversa quando a→ 0. Na Fig 4.9(a), o valor de µ = 0.53J é escolhido de forma

a cruzar a transição de primeira ordem reentrante T1f (µ) presente na figura 4.8(a). Essa

figura mostra que a entropia da fase VS é maior do que a entropia da fase PM na transição

de primeira ordem a qual, assim como na inserção da figura 4.7(b), indica a existência de
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Figura 4.8: Diagramas de fase T/J como uma função de µ/J para valores baixos de a. Ttc repre-
senta o ponto tricŕıtico e Ttp define o ponto triplo. Linhas tracejadas representam as transições de
primeira ordem e as linhas sólidas representam as transições de segunda ordem. Os detalhes nas
figuras mostram as vizinhanças do ponto triplo em detalhes. Próximo ao ponto triplo, uma pequena
diferença entre os contornos de primeira ordem obtidos por SR (linhas tracejadas) e 1P-QSR (linhas
pontilhadas) pode ser vista.

congelamento inverso. Nas Figs. 4.8(b)-(d) também foram escolhidos valores de µ de forma a

cruzar T1f (µ). Os resultados encontrados na figura 4.8(b) são similares aqueles encontrados

na figura 4.8(a). Contudo, figura 4.8(c) mostra o comportamento da entropia quando T1f (µ)

e T1c(µ) são cruzados. O primeiro corte atravessa a linha de transição reentrante T1f (µ) a

qual, de acordo com a figura 4.8(c), apresenta uma transição inversa. O segundo cruzamento

em T1c(µ) resulta em uma transição usual na qual a fase PM é mais entrópica do que a fase

FE, como já mostrado no detalhe da figura 4.7(a). Na figura 4.8(d) a reentrância T1f (µ) é

quase suprimida. Logo, para o valor escolhido de µ há somente um cruzamento em T1c(µ),

com o comportamento da entropia sendo semelhante a aquele já encontrado na inserção da

figura 4.7(a).
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Figura 4.9: Entropia S em função de T/J para diversos valores de a e µ/J . Os rótulos T1c(µ) e
T1f (µ) indicam as transições de primeira ordem entre as fases FE/PM e VS/PM, respectivamente.
As linhas verticais cheias indicam a transição de segunda ordem entre as fases VS e PM.

4.4 Resultados para o modelo HVSIF com Γ > 0

Nesta seção são feitas considerações relacionadas ao último trabalho da tese de dou-

toramento, em que é estudado o modelo HVSIF com campo transverso. De acordo com os

artigos Phys. Rev. B vol. 77 pág. 134422 (2008) e Phys. Rev. B vol. 81 pág. 014207,

tanto o modelo VSIF quando o modelo HVSIF podem ser utilizados no estudo de transições

inversas. No primeiro trabalho (Phys. Rev. B vol. 77 pág. 134422 (2008)), o congelamento

inverso foi estudado no modelo VSIF, que é altamente frustrado, com flutuações quânticas

sendo introduzidas através de um campo transverso. Os principais resultados deste trabalho

indicam que flutuações quânticas atuam de forma a destruir o congelamento inverso. No se-

gundo trabalho (Phys. Rev. B vol. 81 pág. 014207), foi estudado o modelo HVSIF, em que

é posśıvel controlar o ńıvel de frustração, com resultados principais indicando que frustração

em qualquer ńıvel é capaz de gerar congelamento inverso.

Logo, o último trabalho tem como objetivo investigar o congelamento inverso no modelo

HVSIF com campo transverso Γ, o que permite ajustar a intensidade de efeitos quânticos e
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Figura 4.10: Diagramas de fase T/J em função de a para µ/J = 0 com Γ/J = 0, 0.5 e 0.75. As linhas
cheias indicam a transição de segunda ordem entre as fases VS e PM. Linhas tracejadas indicam a
transição de primeira ordem entre as fases VS e FE. A inserção mostra uma comparação entre os
resultados obtidos pelos modelos HVSIF 2S e 4S.

ńıvel de frustração de forma simultânea. Primeiramente, resultados para µ = 0 são obtidos.

Em seguida, µ é introduzido e o efeito do Γ sobre as transições inversas é estudado.

A figura 4.10 mostra o diagrama de fase T/J como função de a para Γ/J = 0, Γ/J = 0.5

e Γ/J = 0.75 para o modelo 4S no semi-preenchimento (µ/J = 0). Para Γ = 0 e a > 0, há

o surgimento de uma transição de segunda ordem T2f entre as fases PM e VS quando T/J

diminui. Particularmente, para valores pequenos de a, surge uma transição de primeira ordem

T1f entre as fases VS e FE quando T/J decresce ainda mais. Com o aumento de Γ, T2f e T1f

decrescem, tal que a fase VS ocupa uma maior parte do diagrama de fase. Particularmente, a

fase FE é quase suprimida em Γ/J = 0.75. A inserção na figura 4.11 exibe uma comparação

entre os contornos de fase obtidos pelos modelos HVSIF 2S e 4S com µ = 0 e Γ = 0. Esta

mostra que não há diferença qualitativa entre os contornos de fase obtidos pelos modelos

HVSIF 2S e 4S quando Γ = 0. Contudo, devido aos estados não magnéticos, os contornos T2f

e T1f são mais baixos no modelo 4S do que no modelo 2S. Particularmente, o diagrama de fase

para modelo com Γ = 0 é similar aquele já encontrado no modelo Hopfield clássico(AMIT,

1989). É observado também que os efeitos de Γ sobre os contornos de fase encontrados na

figura 4.10 são consistentes com aqueles encontrados nas referências Ma et al. e Nishimori e
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Figura 4.11: Diagramas de fase T/J versus µ/J para a = 0.1 com Γ/J = 0 e Γ/J = 0.75. Ttc indica
o ponto tricŕıtico. As figuras menores mostram o comportamento da entropia S versus T/J para
valores µ/J na linha de transição de primeira ordem.

Nonomura.

Na figura 4.11, são mostrados diagramas de fase T/J como função de µ/J para a = 0.1

e dois valores de Γ/J (Γ/J = 0 e Γ/J = 0.75). Na figura 4.11(a), o caso Γ = 0 é apresentado.

Nesse resultado, a fase PM aparece para valores altos de T/J . Para valores baixos de µ/J ,

há uma transição de segunda ordem entre as fases VS e PM quando T/J é diminúıdo. Para

valores maiores de µ/J , a transição entre as fases VS e PM se torna de primeira ordem e

ocorre o surgimento de um ponto tricŕıtico Ttc. Abaixo de Ttc, a transição de primeira ordem

apresenta uma reentrância que indica uma transição inversa, a qual é confirmada na inserção

da figura 4.11(a), onde a entropia S como uma função de T/J é mostrada. Nessa inserção, é

posśıvel observar que a entropia da fase VS é maior do que a entropia da fase PM, confirmando

a existência de congelamento inverso. Na figura 4.11(b), é observado o efeito de Γ sobre os

contornos de fase. O aumento de Γ decresce T2f e Ttc. Além disso, o valor de Γ/J = 0.75

já é capaz de destruir completamente a reentrância. Como consequência, o congelamento

inverso desaparece, como pode ser observado na inserção da figura 4.11(b), onde agora a

entropia da fase VS é menor do que a da fase PM. Os resultados mostrados na figura 4.11

são qualitativamente semelhantes a aqueles já obtidos pelo modelo VSIF, que é altamente

frustrado (MAGALHAES; MORAIS; ZIMMER, 2008).

A figura 4.12 mostra os diagramas de fase T/J em função de µ/J para pequenos valores

de a = p/N e dois valores de Γ/J . A figura 4.12(a) mostra o surgimento de uma fase FE e há

o aparecimento de um ponto triplo Ttp, onde as fases FE, VS e PM coexistem. A localização

de Ttp é obtida através da comparação dos potenciais grão canônicos da fases PM, VS e FE e
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Figura 4.12: Diagramas de fase T/J versus µ/J para a = 0.0025 com Γ/J = 0.0 e Γ/J = 0.3. Ttc e
Ttp indicam o ponto tricŕıtico e o ponto triplo, respectivamente. As linhas tracejadas e linhas cheias
indicam as transições de primeira e segunda ordem, respectivamente. As figuras menores mostram
a locação do ponto triplo em detalhes.

Figura 4.13: Comportamento da entropia S em função de T/J para valores de µ/J na transição de
primeira ordem para dois valores de Γ os quais correspondem a T/J = 0.22.

é mostrada em detalhes na figura 4.14. A reentrância é quase suprimida, quando comparada

ao caso a = 0.1. Contudo, ainda há um pequeno intervalo de potencial qúımico que apresenta

reentrância, como pode ser visto na inserção da figura 4.12(a). Esta reentrância indica um

congelamento inverso, o qual é confirmado pelo comportamento da entropia como função de

T/J na figura 4.13(a), que usa o mesmo ńıvel de frustração e Γ da figura 4.12(a). Na figura

4.13(a), a entropia da fase PM é menor do que a entropia da fase VS. Na figura figura 4.12(b),

é posśıvel analisar como o aumento de Γ/J afeta os contornos de fase para valores pequenos

de a. Ttc e Ttp são diminúıdos quando comparados ao caso Γ/J = 0 e a reentrância entre

as fases VS e PM é destrúıda. Consequentemente, não há mais congelamento inverso para

Γ/J = 0.3, como pode ser visto na figura 4.13(b), onde é mostrado que a entropia da fase VS
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Figura 4.14: Potencial Grão Canônico Ω como uma função de µ/J para Γ = 0 mostrando em detalhes
a localização do ponto triplo.

é menor do que a entropia da fase PM.

O número de ocupação médio n como uma função de µ/J é exibido na figura 4.15

para diversas isotermas, ńıvel de frustração a = 0.1 com Γ = 0 e Γ/J = 0.75. É observado

que o valor de n aumenta com µ. O campo Γ, pelo contrário, decresce n das fases VS e

PM. Particularmente, para valores de Γ maiores, mesmo com o aumento de µ, n da fase

VS tende a permanecer no semi-preenchimento. Nesse sentido, Γ parece redistribuir carga

e isto conduz o sistema a um cenário em que a contribuição dos estados não magnéticos é

desfavorecida quando comparado com ao caso Γ = 0, principalmente em baixas temperaturas.

De fato, o decréscimo de n devido ao Γ não assegura que os estados não magnéticos sejam

evitados. Todavia, resultados da Ref. Theumann, Schmidt e Magalhaes (2002) mostram que

no semi-preenchimento as linhas de transição obtidas com e sem restrição dos estados não

magnéticos se tornam próximas umas das outras quando Γ aumenta. Isto pode evidenciar

uma situação em que os estados não magnéticos não são relevantes para valores altos de Γ e

valores baixos de T/J . O comportamento de n para a = 0.1 é similar a aqueles encontrados na

Ref. Magalhaes, Zimmer e Morais (2009), onde é estudado um modelo fermiônico altamente

frustrado do tipo SK.
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Figura 4.15: Comportamento do número de ocupação médio n como uma função de µ/J para valores
de T/J na transição de primeira ordem para dois valores de Γ e a = 0.1. As linhas verticais indicam
um transição de primeira ordem entre as fase VS e PM.

A figura 4.16 ilustra o comportamento de n para um valor pequeno de frustração

(a = 0.0025) com Γ = 0 e Γ/J = 0.3. As Figs. 4.16(a)-(d) mostram que a fase FE tende

a preservar o semi-preenchimento mesmo quando µ aumenta e especialmente para valores

baixos de T/J . Isto indica uma situação em que a contribuição dos estados não magnéticos

não é relevante nesta fase. Por essa razão, a intensificação de Γ não tem efeito significante

sobre n na fase FE. As Figs. 4.16(c)-(d) mostra que somente as ocupações das fases VS e PM

são significantemente afetadas pela introdução de Γ/J . Para o ńıvel de frustração a = 0.0025,

o valor de Γ = 0.3J reduz n das fases VS e PM o bastante para destruir o congelamento

inverso. Por outro lado, independentemente do valor de Γ, não há transição inversa entre

as fases FE e PM ou VS. Isto sugere que para produzir uma transição inversa, a fase mais

ordenada deve apresentar um n com o balanço necessário de estados magnéticos (um férmion

por śıtio) e não magnéticos (dois férmions por śıtio ou vazio). Em adição, a fase menos

ordenada deve apresentar um n com alta densidade de estados não magnéticos. De fato, é

observado que estas condições são satisfeitas na transição de primeira ordem entre as fases

VS e PM para o caso Γ = 0. O aumento de Γ sugere uma situação em que a contribuição
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Figura 4.16: Comportamento do número de ocupação médio n como uma função de µ/J para valores
de T/J na transição de primeira ordem para dois valores de Γ e a = 0.0025. Nos painéis (a)-(b),
as linhas verticais indicam uma transição de primeira ordem entre as fases FE e PM. Nos painéis
(c)-(d), as linhas verticais a esquerda e a direita indicam as transições de primeira ordem FE/VS e
VS/PM, respectivamente.

dos estados não magnéticos parece ser reduzida nas fases VS (a fase mais ordenada) e PM.

Portanto, não somente o balanço entre estados magnéticos e não magnéticos na fase VS é

afetado quando Γ aumenta, mas também ocorre o decréscimo na densidade de estados não

magnéticos na fase PM. Como uma consequência, o congelamento inverso desaparece. A

questão do balanço poderia explicar também por que não são encontradas transições inversas

entre as fases FE e PM ou VS. Essencialmente, a contribuição dos estados não magnéticos

na fase FE não é relevante e esta fase (que é mais ordenada que as fases VS e PM) não

tem o balanço necessário entre estados magnéticos e não magnéticos. Portanto, estas não

apresentam transições inversas.

A figura 4.17 mostra n como uma função de T/J para a = 0.1 com Γ = 0.0, 0.75

e a = 0.0025 com Γ = 0.0, 0.3. Os valores de µ são escolhidos de forma a interceptar

as transições de primeira ordem. Em ńıveis de frustração muito altos (a=0.1) e Γ = 0, a

figura 4.17(a) mostra que a fase PM em T/J baixo apresenta um n alto (o que indica uma

alta densidade de dupla ocupação de férmions por śıtio). Aumentando T/J , a fase PM é
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Figura 4.17: Comportamento do número de ocupação médio de férmions por śıtio n como função de
T/J para valores de µ/J em transições de primeira ordem para dois valores de Γ e dois valores de
a = p/N . As linhas verticais indicam uma transição de primeira ordem.

substitúıda em uma transição inversa de primeira ordem por uma fase VS com um valor

intermediário de n. Quando T/J é aumentado continuamente, ocorre uma nova transição,

agora de segunda ordem, entre as fases VS e PM, com a última apresentando também um

valor intermediário de n. De fato, é observado que a fase PM em T/J baixo (a qual está

envolvida na transição inversa) apresenta um n maior em relação ao da fase PM em T/J

alto. Este resultado indica a diferença na natureza das fases PM em T/J alto e baixo.

A figura 4.17(b) mostra que n das fases VS e PM (para alto T/J) decrescem quando Γ

é aumentado. Além disso, a fase PM em T/J baixo é suprimida. Consequentemente, o

congelamento inverso desaparece. Em ńıvel de frustração baixo (a = 0.0025) para Γ = 0,

a figura 4.17(c) mostra o mesmo comportamento qualitativo encontrado na figura 4.17(a)

e também apresenta congelamento inverso. Na figura 4.17(d), a fase PM em T/J baixo é

substitúıda pela fase FE através do aumento de Γ. Este caso não apresenta transição inversa.
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste trabalho, dois modelos foram empregados para o estudo do congelamento inverso

em sistemas vidro de spin: o modelo VSIF, em que a variável aleatória é uma distribuição de

probabilidade Gaussiana e o modelo HVSIF, que introduz a variável a = p/N que permite

ajustar o ńıvel de frustração. Em ambos os casos, a formulação fermiônica no ensemble grão

canônico é utilizada, pois permite analisar o problema vidro de spin mediante flutuações no

número médio de ocupação por śıtio controladas pelo potencial qúımico µ. Devido a esta

formulação, o formalismo de integrais funcionais (NEGELE; ORLAND, 1988) foi utilizado

para o cálculo da função de partição.

O modelo VSIF no ensemble grão canônico com campo transverso Γ (MAGALHAES;

MORAIS; ZIMMER, 2008) foi primeiramente escolhido para estudar o congelamento inverso

por apresentar, quando Γ = 0, uma estreita relação com o modelo GS, já utilizado no estudo

de transições inversas. Com isso, resultados do modelo VSIF para Γ = 0 foram obtidos

e mostraram claramente o surgimento de uma reentrância para altos valores de µ. Nesse

caso, a análise da entropia em função de T mostra que, na região de reentrância, a fase

PM tem entropia menor do que a fase VS, indicando que o modelo VSIF também apresenta

congelamento inverso sem a necessidade de qualquer parâmetro adicional, o que comprova

sua validade para o estudo de transições inversas. Além disso, a transição inversa obtida por

meio da solução com SR é verificada através da comparação com a solução com 1P-QSR.

Essencialmente, é constatado que não há diferença significativa entre as reentrâncias obtidas

pelas soluções com SR e com 1P-QSR.

Já a inclusão do campo magnético transverso Γ no VSIF permitiu a análise do papel das

flutuações quânticas nessa espécie de transição. Além disso, esse modelo permitiu recuperar

os resultados obtidos por Theumann, Schmidt e Magalhaes (2002), em que o aumento de

Γ diminui a temperatura de congelamento até o ponto cŕıtico quântico (PCQ), quando o

potencial qúımico é nulo (µ = 0). Nos diagramas de fase T/J vs µ/J é mostrado que um Γ

não nulo tem forte influência sobre todos os contornos de fase. O aumento do Γ faz com que

as temperaturas de transição de segunda ordem e tricŕıtica decresçam. Como consequência,

as linhas de primeira ordem aparecem em um intervalo de temperatura menor. Devido a

esse efeito, as reentrâncias que indicavam o congelamento inverso vão sendo suprimidas, e

para um dado valor de Γ, são totalmente destrúıdas. Para explicar este comportamento, foi
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sugerido que Γ age no sentido de redistribuir a ocupação de carga, principalmente em baixas

temperaturas. Esta afirmação é confirmada em um dos resultados publicados por Magalhaes,

Zimmer e Morais (2009), em que é observado o comportamento do número de ocupação

médio de férmions n em função de µ para várias isotermas e valores de Γ. Neste resultado,

é mostrado que a presença do Γ tende a preservar o semi-preenchimento, em que o número

de ocupação médio é igual a um férmion por śıtio, comportamento este que é acentuado pelo

decréscimo da temperatura. Logo, a redistribuição de carga, proveniente do aumento do Γ,

atua no sentido de evitar a ocupação dos estados não magnéticos, principalmente em baixas

temperaturas. Esse trabalho intitulado “Role of the transverse field in inverse freezing in the

fermionic Ising spin-glass model” foi publicado na revista physical review B, vol. 77 134422

(MAGALHAES; MORAIS; ZIMMER, 2008).

No segundo trabalho, foi estudado o modelo HVSIF no ensemble Grão Canônico sem

campo transverso, que utiliza o acoplamento Jij = J/2N
∑p

µ=1 ξ
µ
i ξ

µ
j no lugar da distribuição

de probabilidade Gaussiana usada no modelo VSIF. O uso deste novo acoplamento possibilitou

o ajuste do ńıvel de frustração a fim de verificar não somente a existência de congelamento

inverso nos limites de desordem trivial e alta frustração, como também permitiu a análise

do comportamento das transições de fases para valores intermediários de frustração. Com

isso, a comparação dos diversos ńıveis de a = p/N pode esclarecer a relação entre o papel da

frustração e a produção natural de congelamento inverso. Para valores altos de a = p/N , há

o surgimento de congelamento inverso nas transições de primeira ordem entre as fases PM e

VS. Para valores baixos de a = p/N , uma fase FE aparece. Contudo, não ocorrem transições

inversas entre as fases FE e PM ou VS. Em adição, a transição inversa entre as fases PM e

VS é gradualmente enfraquecida com o decréscimo de a, até desaparecer totalmente para o

caso a = 0. Contudo, verifica-se que há sempre uma transição inversa entre as fases VS e

PM, independentemente do ńıvel de frustração. Isto sugere que frustração, em qualquer ńıvel,

é a condição necessária para o surgimento de congelamento inverso natural. Esse trabalho

intitulado “Inverse freezing in the Hopfield fermionic Ising spin glass” foi publicado na revista

physical review B, vol. 81 014207, (MAGALHAES; MORAIS; ZIMMER, 2010).

No último trabalho, o modelo HVSIF com campo transverso Γ foi estudado. Nesse

trabalho, o modelo HVSIF foi apresentado em duas versões: Modelos 2S e 4S. Em ambas

as versões, os cálculos de campo médio foram realizados usando a aproximação estática e a

solução 1P-QSR. O parâmetro a = p/N que controla o ńıvel de frustração é introduzido nesse

modelo a partir do tratamento da desordem. Particularmente, o modelo 4S foi estudado
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no ensemble grão canônico. Como uma consequência, os efeitos da diluição puderam ser

introduzidos com a presença do potencial qúımico µ, que altera o número de ocupação médio

n de férmions por śıtio. Isso permitiu estudar o congelamento inverso em diversos regimes

de frustração e valores de Γ. Os resultados numéricos foram mostrados na forma de diversos

diagramas de fase T/J como função de a = p/N e T/J como função de µ/J . O comportamento

da entropia e do número de ocupação médio também foram obtidos.

Em resumo, os resultados apresentados nesse último trabalho podem ser separados em

duas partes. Na primeira, é mostrado que o modelo HVSIF recupera os resultados do modelo

Hopfield clássico. Além disso, o modelo HVSIF com Γ para µ = 0 produz resultados que

são qualitativamente os mesmos daqueles apresentados em modelos Hopfield quânticos (Refs.

Ma et al. (1993) e Nishimori e Nonomura (1996)). Nesses, a fase FE, que surge para valores

pequenos de a = p/N , ocupa um espaço menor no diagrama de fases devido ao aumento do Γ

e as temperaturas de transição de primeira e segunda ordens são diminúıdas, indicando que

mesmo para valores pequenos de a = p/N , pode haver o desaparecimento da fase FE para

altos valores de Γ.

Na segunda parte, o congelamento inverso foi estudado com a introdução dos efeitos

de diluição providenciados pelo µ no modelo HVSIF 4S. Este estudo mostra que regimes de

frustração diferentes apresentam congelamento inverso entre as fases VS e PM em ńıveis de

diluição altos. Por outro lado, não é observado transições inversas entre as fases FE e PM

mesmo em ńıveis de diluição altos. De fato, a interação entre diluição e a presença de uma fase

frustrada parece ser a condição necessária para a obtenção de congelamento inverso. Além

disso, quando os efeitos de flutuações quânticas são introduzidos por Γ, o papel da diluição

parece ser enfraquecido. Como consequência, o congelamento inverso entre as fases VS e PM

é destrúıda. Este resultado é independente do ńıvel de frustração.

Para clarificar estes pontos, o número de ocupação n foi obtido. Como resultado

principal, é observado que nas transições inversas, a fase mais ordenada deve apresentar um

n com um balanço populacional entre estados magnéticos e não magnéticos. Além disso,

a fase menos ordenada deve também apresentar um n com alta densidade de estados não

magnéticos. Por essa razão, há transição inversa entre as fases VS e PM. Por outro lado, Γ

decresce n das fases VS e PM, destruindo o balanço populacional na fase VS e decrescendo

a densidade de estados não magnéticos na fase PM. Como uma consequência, a transição

inversa entre estas fases desaparece. Em adição, não há transições inversas entre as fases FE

e PM ou VS, justamente por que na transição entre essas fases, pelo menos uma das condições
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anteriormente citadas não é satisfeita. Por exemplo, na transição de primeira ordem FE/PM,

apesar da fase PM apresentar alta densidade de estados não magnéticos, a fase FE se encontra

no semi-preenchimento.

A partir da complexidade envolvida nas transições inversas, é natural que o estudo

dessa espécie de transição seja continuado em trabalhos posteriores. Como proposta inicial

de trabalho posterior, uma versão fermiônica do modelo GS será estudada, o que permitirá

avaliar a influência do potencial qúımico e do parâmetro anisotrópico simultaneamente.
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A Cálculo do ponto tricŕıtico no modelo VSIF com campo

tranverso

Quando a solução com SR é recuperada ( q0 = q1(≡ q) ), a análise da estabilidade

desta solução pode ser usada para localizar o ponto tricŕıtico (Ttc , µtc) no modelo VSIF (Ref.

da Costa, Yokoi e Salinas (1994)). Na solução PM (q = 0), a condição para que todos os

autovalores da matriz Hessiana sejam positivos é

q̄ <





1√
2βJ

para T/J > Ttc/J

fφ(T,Γ,q̄)−
√

fφ(T,Γ,q̄)−4/(βJ)2

2
para T/J < Ttc/J.

(A.1)

Na equação (A.1), a temperatura tricŕıtica Ttc é dada por

Ttc/J =
1

3

√
2fTtc(Ttc,Γ), (A.2)

com

fφ(T,Γ, q̄) =

∫
Dw

(
ηφ cosh

√
∆̄φ

∆̄2
φ

+
3(βΓ)2κφ sinh

√
∆̄φ

∆̄
5/2
φ

)

∫
Dw

(
h̄2

φ cosh
√

∆̄φ

∆̄φ
+

(βΓ)2 sinh
√

∆φ

∆̄
3/2
φ

) (A.3)

em que

ηφ = h̄4
φ + 3(βΓ)2

[
1− 5(h̄2

φ/∆̄φ)
]
, (A.4)

κφ = 2h̄2
φ − 1 + 5(h̄2

φ/∆̄φ) (A.5)

e

∆̄φ = h̄2
φ + (βΓ)2, h̄φ = βJ

√
2q̄ξ. (A.6)

Na equação (A.2), fTtc(Ttc,Γ) é dada a partir da equação (A.3), quando φ = Ttc e q̄ =

1/(
√

2βJ), a qual resulta em h̄Ttc =
√√

2βJξ. Além disso, não há mais solução PM estável

se

µ <





µat(T,Γ) para T/J > Ttc/J

µ−(T,Γ) para T/J < Ttc/J.
(A.7)

Os valores de µat e µ− apresentados na equação (A.7) são obtidos a partir da equação

µϕ(T,Γ, q̄) =
1

β
cosh−1

∫
Dξ[vφ cosh

√
∆̄φ + uφ sinh

√
∆̄φ], (A.8)
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em que

vφ = h̄2
φ/(q̄∆̄φ)− 1, uφ = (βΓ)2/(q̄∆̄

3/2
φ ), (A.9)

com ∆̄φ e h̄φ definidos na equação (A.6).

Na equação (A.8), quando ϕ = at, q̄ assume o valor

q̄ = 1/(
√

2βJ), (A.10)

e quando ϕ = −, temos que

q̄ = [fφ(T,Γ, q̄)−
√
fφ(T,Γ, q̄)− 4/(βJ)2]/2. (A.11)

Na equação (A.7), µat define a linha de transição de segunda ordem T2f (µ) e µ− marca

a linha espinodal paramagnética. O valor de µTtc é obtido através da introdução de Ttc na

equação (A.8) para µat.

B Cálculo do ponto tricŕıtico no Modelo HVSIF sem campo

transverso

Este apêndice apresenta o procedimento para obter o ponto tricŕıtico (µtc, Ttc) no

modelo Hopfield para os casos a = 0 e a > 0. Para a = 0, a expansão de Landau do potencial

Grão Canônico, equação (3.177), em potências de m resulta em

βΩ(m) = A0 + A2m
2 + A4m

4 + A6m
6 + ... (B.1)

com

A2 =
βJ

2

[
1− βJ

1 + cosh(βµ)

]
, (B.2)

e

A4 = β4J4[2− cosh(βµ)]sech[(βµ)/2]4/96. (B.3)

O ponto tricŕıtico é obtido quando A2 = A4 = 0. A posição de T2c na figura 4.7(a) para µ = 0

pode ser verificada a partir da equação A2 = 0.

Para a > 0, a transição entre as fases PM e VS é investigada. Neste caso, é assumido

que essencialmente não há diferença entre as soluções com SR e 1P-QSR no que diz respeito
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a localização do ponto tricŕıtico (CRISANTI; LEUZZI, 2005). Portanto, para o cálculo do

ponto tricŕıtico, o Potencial Grão Canônico dentro da solução SR (q ≡ q1 = q0, r ≡ r1 = r0)

é escrito explicitamente como uma função dos parâmetros de ordem r e r̄, e com m = 0:

βΩ = −βµ+
a

2
[βJr̄ − r

r − r̄
− ln (r̄ − r)]−

∫
Dz

× ln[cosh βµ+ e[β2J2a
2

(r̄−r)−βJa
2

] cosh βJ
√
arz]

(B.4)

onde r and r̄ são dados pelas Eqs. (3.160) e (3.161), respectivamente.

A equação (B.4) é expressa como uma expansão em potências de r, o qual está relaci-

onado com o parâmetro de ordem VS. Portanto,

βΩ =
4∑

i=1

fi(r̄, µ, T, a)r
i (B.5)

onde r̄(r, µ, T, a) é obtido a partir da solução ponto de sela de Ω. Neste caso, r̄(r, µ, T, a)

também pode ser escrito na forma de uma série

r̄ = r̄0 + r̄1r + r̄2r
2 (B.6)

em que r̄1 = 0 e

r̄0 = [βJ(1− βJX0)]
−1, (B.7)

r̄2 = − 2 + β6J6a2r̄3
0X

2
0 (1−X0)

r̄0[2− β4J4ar̄2
0X0(1−X0)]

, (B.8)

com

X0 =
exp (β2J2ar̄0

2
)

eβJa/2 cosh βµ+ exp (β2J2ar̄0

2
)
. (B.9)

Agora a equação (B.6) é introduzida nos coeficientes da expressão (B.5), os quais são expan-

didos novamente em potências de r. A equação resultante é então expressa em potências do

parâmetro de ordem vidro de spin q através da expansão de r:

βΩ = F0 +
F2 q

2

(1− βJq̄0)4
+

F3 q
3

(1− βJq̄0)6
+

F4 q
4

(1− βJq̄0)8
(B.10)
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com

F2 =
a

4
(β4J4aX2

0 −
1

r̄2
0

), (B.11)

F3 =
a

3
(β6J6a2X3

0 +
1

r̄3
0

) (B.12)

e

F4 =
a

4
{β

4J4a2r̄2
2

(X0 −X2
0 )(r̄2 + 2β2J2aX0)

+
β8J8a3X2

0

12
(45X2

0 − 12X0 + 1)}

− 1

r̄4
0

[(r̄0r̄2 − 1)2 +
1

2
]− 6βJ(1− βJq̄0)F3

(B.13)

em que q̄0 = 1/[βJ(1 +
√
a)]. A transição de segunda ordem entre as fases PM e VS ocorre

quando F2 = 0 e F4 > 0. O ponto tricŕıtico é localizado quando F2 = 0 e F4 = 0. Em

particular, pode-se usar a condição F2 = 0 em conjunto com as Eqs. (B7) e (B9) para

obtenção da temperatura cŕıtica T2f através do cálculo de

cosh β2fµ = exp (
Jβ2f

√
a

2
)[Jβ2f (1 +

√
a)− 1] (B.14)

onde β2f = 1/T2f .
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