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RESUMO
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Né6s usamos um método muito geral de calculo, concernente a manipulacao e cédlculo de divergéncias
a fim de tratar a solugdo perturbativa da Eletrodinamica quantica (EDQ), a nivel um ”loop”, bem como
estudar a origem perturbativa da anomalia triangular axial relacionada ao decaimento do Pion neutro.
No contexto do método mencionado, todas as amplitudes divergentes a um ”loop” sao calculadas as-
sumindo as escolhas mais gerais para os rétulos dos momentos das linhas internas e sem assumir uma
forma de regularizagao explicita em etapas intermedidrias. As expressoes para as func¢oes de Green sao
escritas em termos de um pequeno conjunto de objetos divergentes basicos e de conjunto de fungoes de
estruturas finitas padréo de um "loop”. As relagoes entre fungoes de Green sdo todas verificadas sem
qualquer hipétese para as arbitrariedades envolvidas. Um conjunto de condigoes, para a consisténcia
nos célculos perturbativos, é identificado pela exigéncia que as amplitudes calculadas tornam-se livres de
ambigiiidades e que a simetria deve ser preservada. A renormalizacdo ao nivel um "loop” é discutida.
Adotando entdo um ponto de vista consistente obtido a partir da andlise da EDQ, nés consideramos
o tratamento da amplitude triangular axial-vector-vetor (AVV). Como uma conseqiiéncia de nossas in-
vestigagoes, concluimos que o modo tradicional de olhar para as anomalias triangulares, baseada nas
arbitrariedades intrinsecas, poderia ser questiondvel em seu papel de justificar a origem perturbativa
das violacoes de simetria associadas. Nds mostramos entao, efetuando calculos exatos, analiticos e fora
da camada de massa para as amplitudes envolvidas que a anomalia emerge de uma maneira natural
e com o valor correto para as violagoes, na aproximacao adotada, apesar do cardter ndo ambiguo. A
vantagem da estratégia usada, relativa aquelas tradicionais, reside no fato que somente uma prescricao é
necessdria para tratar todas as amplitudes em todas as teorias e modelos. Adicionalmente, os resultados
da estratégia adotada podem sempre ser mapeados naqueles correspondentes a técnicas de regularizacao
tradicionais, incluindo a Regularizacdo Dimensional (RD) e a aproximagio de célculo de termos de su-
perficie, provendo as interpretagoes especificas de cada tratamento sao adotados valores diferentes para
as quantidades indefinidas envolvidas. Isto significa que os resultados consistentes para a EDQ produzi-
dos pela RD, assim como os resultados produzidos pelo cédlculo de termos de superficie para a anomalia
AVV, podem ser recuperados a partir daqueles obtidos dentro do contexto do método adotado mas isto
implica assumir valores diferentes para objetos mateméticos idénticos. Somente a estratégia alternativa
adotada no presente trabalho, para manipular e calcular as divergéncias de solugoes perturbativas de
TQC’s podem dar um tratamento consistente de ambos os problemas em modo simultdneo. Perspectivas

para investigacoes adicionais sao apontadas.
Palavras chave: Regularizagdo, Renormalizacdo, Anomalia, Ambigiiidades.
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We use a very general calculational method, concerning the divergences manipulations and calcula-
tions, in order to treat the perturbative solution of quantum electrodynamics (QED), at the one loop level,
as well as to study the perturbative origin of the axial triangle anomaly related with the electromagnetic
decay of the neutral pion. Within the context of the referred method, all one-loop divergent amplitudes
are evaluated by taking the most general choices for the routing of internal lines momentum and without
assuming an explicit form of regularization in intermediary steps. The expressions for the evaluated
Green functions are written in terms of a small set of basic divergent objects and standard one-loop finite
structure functions. The relations among Green functions are all verified without any assumption for the
involved arbitrariness. A set of conditions, for the consistency in perturbative calculations, is identified
by requiring that the evaluated amplitudes become free from ambiguities and symmetry preserving. The
renormalization, at the one loop level, is discussed. Adopting then the consistent point of view emerged
from the QED analysis we consider the treatment of the axial-vector-vector (AVV) triangle amplitude.
As a consequence of our investigations, we can conclude that the traditional way to look at triangle
anomalies, based on intrinsic arbitrariness, could be questionable in its role of justifying the perturbative
origin of the associated symmetry violations. We show then, by performing exact, analytical and off the
mass shell calculations for the involved amplitudes that the anomaly emerges in a natural way and with
the correct value for the violations, in the adopted approach, in spite of its nonambiguous character. The
advantage of the used strategy, relative to traditional ones, resides in the fact that only one prescription
is needed to treat all amplitudes in all theories and models. In addition, the results thus obtained can
always be mapped into those corresponding to traditional regularization techniques including the Dimen-
sional Regularization and the surface’s terms evaluation approach, providing the specific interpretations
of each treatment are adopted for the undefined quantities involved. This means that the consistent QED
results of DR as well as the usual surface’s term evaluation for the AVV anomaly can be recovered from
those obtained within the context of the adopted method but this implies to assume different values for
identical mathematical object. Only the alternative strategy adopted in the present work, to manipulate
and calculate the divergences of perturbative solutions of QFT’s can give a consistent treatment of both

problems in a simultaneous way. Perspectives for additional investigations are pointed out.
Key words: Regularization, Renormalization, Anomaly, and Ambiguities.
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Capitulo 1

Introducao Geral

A descrigao de todos os fenomenos naturais a partir dos constituintes fundamentais e suas interacoes
sempre foi, e ainda é, o grande objetivo da Fisica como ciéncia. Ao longo dos anos, e particularmente no
século passado, o acimulo de informagoes resultantes das investigacoes de intimeros cientistas tedricos e
experimentais, permitiu a construcao de um consideravel conhecimento a respeito dos constituintes fun-
damentais da natureza e dos mecanismos e simetrias que governam suas interacoes. Passos importantes
para isto foram os desenvolvimentos da Mecanica Quéantica e a Teoria da Relatividade. A reunido destas
idéias permitiu o surgimento da Mecénica Quéantica Relativistica que num momento seguinte gerou a
Teoria Quantica de Campos (TQC) [1]. Esta tltima se constituiu no mais importante formalismo teérico
para o estudo e descricao da dindmica das particulas elementares. Para que esta ferramenta adquirisse
tal “status” e credibilidade foram cruciais os sucessos colecionados pela teoria quantica de campos das
interagdes eletromagnéticas, a EletrodindAmica Quantica (EDQ), na descri¢ao de observéveis fisicos perti-
nentes a sua fenomenologia [2]. A incrivel concordancia entre predigoes tedricas e medidas experimentais,
a melhor da histéria das ciéncias exatas, deixou poucas duvidas a respeito da validade da TQC como
formalismo adequado para o estudo da natureza a partir de seus constituintes e mecanismos fundamentais
de interagoes. O sucesso da EDQ, entretanto, ndo emergiu de imediato & sua concepcao. Foi necessério
a construgao de uma adequada interpretagao das solugoes da teoria no contexto perturbativo devido ao
aparecimento de infinitos ou divergéncias que se tornariam tipicas de tais solugbes da quase totalidade
das TQC’s [3]. A construgéo de tais teorias segue-se de uma receita bem estabelecida [4]. Constréi-se a
lagrangiana, que é um funcional dos campos e de suas derivadas espago-temporais, de modo que, apds a
imposi¢ao do principio variacional de Hamilton, equagoes de movimento para cada um dos campos partic-
ipantes da teoria sao obtidas. Estas sdo equagoes diferenciais acopladas, devido aos termos de interacoes.
Solugoes exatas para tais sistemas de equagoes sao raras e métodos perturbativos se tornam necessarios.
O parametro de tal expansao perturbativa é usualmente tomado como sendo a constante de acoplamento
dos campos interagentes. A estrutura da lagrangiana envolve os campos e suas derivadas e os parametros
fisicos, que s@o os “inputs” da teoria, sao coeficientes de tais termos. Com isso a cada ordem perturbativa

sao geradas contribuigbes em todas as ordens nos momentos e é necessdrio uma reparametrizagao ordem



a ordem. Tal procedimento nao seria em todo problemdtico se as contribuicoes perturbativas para as am-
plitudes envolvessem apenas quantidades matematicas definidas e finitas. As complicacoes surgem devido
ao fato de tais contribuigoes serem frequentemente contaminadas por indefinigoes associadas & presenca
de integrais divergentes. Assim, antes de estabelecer o poder de predigdo das TQC’s é preciso manipular
e calcular quantidades divergentes de modo consistente e apropriado & reparametrizacao a cada ordem
perturbativa. Deste modo necessitamos invariavelmente de um prescricao matemdtica, para manusear
esses “infinitos” de modo consistente com os principios gerais de TQC e com as simetrias especificas
de cada teoria. A fim de tratar deste problema, ao longo do tempo muitas técnicas de regularizacao
ou filosofias equivalentes foram propostas. Estas de um modo geral fundamentam-se na introducao de
alguma modificagao, em principio removivel, das amplitudes perturbativas de modo a tornd-las finitas.
Num passo posterior algum tipo de limite é tomado a fim de que as expressoes modificadas possam ser
novamente identificadas com aquelas correspondentes as originais das amplitudes. Este processo, dev-
ido as indefinicoes matemadticas associadas as divergéncias, nao é bem definido e, as amplitudes fisicas
regularizadas podem emergir dos cédlculos com ambigiiidades e, terem suas propriedades ditadas pelos
principios gerais da TQC, assim como, as determinagoes vindas das simetrias especificas da teoria em
questdo, violadas [5]. A questdo crucial, no que diz respeito ao processo de regularizagéo, é efetuar todas
as manipulagoes e cédlculos necessarios para a efetivacao da reparametrizagao sem destruir as propriedades
necessédrias as amplitudes perturbativas. Ao longo do tempo, desde a formulacdo da EDQ no inicio dos
anos trinta do século passado, muitos procedimentos de regularizagao foram propostos. Dentre estas a
mais importante, do ponto de vista histérico, foi a Regularizagdo Covariante de Pauli-Villars (RPV) [6].
Esta é construida através de uma superposicao de distribuigoes de modo a permitir a regularizabilidade
e simultaneamente manter vélidas as relagoes de simetria ou Identidades de Ward, que no caso da EDQ
se resumem essencialmente na manutengao da invaridncia de “gauge”, cuja implicagdo é a conservagao
da corrente vetorial. Nesta prescrigdo um parametro (pelo menos) é introduzido nos integrandos sobre
o qual é tomado um “limite de conexao” com a situacdo original ao final dos cdlculos. As divergéncias
das integrais originais reemergem entao em termos do parametro de regularizacao. A identificacao da
estrutura das divergéncias permite-nos entao efetuar a reparametrizacao da teoria na ordem perturbativa
considerada. A RPV, apesar de bem sucedida no tratamento da EDQ, mostrou-se inadequada para o
tratamento de divergéncias em teorias de “gauge” com simetrias nao-abelianas. Em razao disto novas
técnicas foram propostas o que culminou com o surgimento da mais importante filosofia para manusear
divergéncias em TQC dos dias atuais, que é a chamada Regularizagdo Dimensional (RD) [7]. Nesta pre-
scrigdo as teorias (regras de Feynman) sao formuladas em dimensio espago-temporal 2w [8], sendo w uma
varidvel continua e complexa. Os infinitos sdo entao evitados e as amplitudes sdo manuseadas livremente.
Nestas manipulacoes podem ser incluidos “shifts” na varidvel de integragao, os quais seriam proibidos na
dimensao fisica w = 2 em integrais divergentes cujo grau de divergéncia supere o logaritmico [9]. Depois
de feitas todas as manipulacOes necessérias, as amplitudes na dimensao fisica sdo obtidas através de uma
expansdo em torno de w = 2 seguido do limite w — 2. As divergéncias originais emergem como pélos em

w = 2. Pode-se assim promover a renormalizagao na ordem desejada e tornar a teoria “finita”. O método



da RD ¢ atualmente o mais popular e conveniente e é largamente utilizado no tratamento de teorias
renormalizdveis em situagoes onde pode ser aplicado. O método, entretanto, nao pode ser aplicado em
situagoes onde a matriz -5 de Dirac é necessdria, jd que esta nao possui generalizagoes fora da dimensao
fisica [10] a menos que regras particulares para cada dimenséo sejam introduzidas [11]. Isto representa
uma restrigdo importante ja que densidades pseudo-escalares e axiais sao relevantes na formulagao de
teorias fundamentais como o Modelo Padrao [12]. Portanto, ¢ ainda necessério, a busca de procedi-
mentos consistentes de regularizacao que possam ser aplicados de modo universal, ou seja, em todas as
teorias e modelos de modo idéntico. E neste contexto que residem as principais motivacoes do presente
trabalho. Utilizamos uma estratégia alternativa [13] aos procedimentos tradicionais de regularizagao para
o tratamento das amplitudes divergentes da EDQ e para a descricdo da anomalia triangular AVV [14].

A referida estratégia, que assume uma distribuicdo regularizadora apenas de modo implicito, é capaz
de evitar o cédlculo de fato de integrais divergentes, para os propdsitos da reparametrizagao. As arbi-
trariedades sao preservadas e fixadas pelos préprios ingredientes intrinsecos ao cdlculo perturbativo na
forma de relacoes entre integrais divergentes com o mesmo grau de divergéncia, denominadas de relagoes
de consisténcia. Devido ao carater geral do método é possivel reobter a partir dos resultados por ele
produzidos aqueles correspondentes a quaisquer dos métodos tradicionais de regularizagao, incluindo a
RD. Além disto, o método nao tem restrigdes de aplicabilidade e é aplicado de modo igual para qualquer
teoria ou modelo em qualquer dimensdo espaco-temporal previamente escolhida. Ao longo do trabalho
promoveremos uma discussao bastante detalhada no contexto da EDQ ao nivel um “loop”, e, de posse
de um tratamento consistente da ED(Q, mostraremos ao tratar a anomalia AVV do modo tradicional que
este nao é compativel com os procedimentos exigidos para a consisténcia da EDQ, diferentemente do
método que utilizaremos onde ambos os problemas sao tratados de modo idéntico e consistente.

A fim de cumprir nossos objetivos, organizamos o trabalho de modo a enfatizar cada aspecto relevante.
No capitulo 2 introduzimos algumas idéias bédsicas a respeito da formulacao de TQC’s, estabelecemos a
EDQ como uma teoria de “gauge” e consideraremos suas regras de Feynman. A partir destas, construimos
as amplitudes elementares ao nfvel um “loop” de aproximagao, estabelecemos a existéncia das divergéncias
e definimos um conjunto de fungoes de Green associadas as amplitudes divergentes. Alguns aspectos
associados a reparametrizacao sao também considerados.

No capitulo 3 tomamos auxilio na dlgebra das matrizes de Dirac e desenvolvemos as amplitudes de
modo a escrevé-las como uma combinagao de integrais de Feynman. Fazemos isto a fim de identificar a
variedade total de integrais divergentes que necessitardo ser tratadas para a efetivacdo dos cédlculos. Ainda
no capitulo 2 estabelecemos um conjunto de relagoes entre as fungées de Green, bem como, relagoes de
simetria e identidades de Ward, que serao utilizadas como vinculos de consisténcia para as manipulacoes
e calculos que faremos.

No capitulo 4 definimos e estudamos um conjunto de fungoes em termos das quais os resultados
dos célculos de todas as amplitudes que consideramos, ao nivel um “loop”, podem ser escritas. Estas
estruturas, e a sistematizagao que elas permitem, desempenham um papel importante no tratamento das

amplitudes perturbativas no contexto do método que adotamos.



No capitulo 5 consideramos um conjunto de integrais de Feynman surgidas no calculo das funcoes
de Green, aquelas contendo apenas divergéncias associadas a regiao de grandes valores dos momentos
do “loop”, denominadas divergéncias ultravioletas. Introduzimos a estratégia a ser utilizada para o
tratamento das integrais contendo este tipo de divergéncia e desenvolvemos as integrais consideradas.

No capitulo 6 tomamos as integrais de Feynman para as quais podemos ter a presenca de divergéncias
vindas da regiao de baixos valores para os momentos do “loop”, denominadas divergéncias infravermelhas,
simultaneamente aquelas ultravioletas. A estratégia a ser utilizada para o tratamento de tais estruturas
¢é introduzida e as integrais sao entao manipuladas e calculadas.

No capitulo 7, de posse das integrais de Feynman devidamente tratadas, o cédlculo das fungoes de
Green é completado e as relagoes entre fungoes de Green, identificadas no capitulo 3, sao explicitamente
verificadas.

No capitulo 8 as arbitrariedades existentes sao fixadas através da consideracao das relagoes de simetria
exigidas para as amplitudes fisicas da EDQ. A renormalizacdo da EDQ ao nivel um “loop” é entao
discutida no contexto do método utilizado.

No capitulo 9 consideramos a questao da universalidade no tratamento das divergéncias ao incluir
numa mesma, discussao problemas tipicos de TQC’s que ndo podem ser tratados no contexto da RD.
Mostramos que o tratamento tradicional dado as amplitudes triangulares anémalas é contraditério ao
tratamento dado pela RD as amplitudes ndo andmalas. A fim de mostrar que o método adotado para
manipulagoes e calculos fornece um tratamento universal e consistente para as divergéncias do calculo
perturbativo, no capitulo 10 nés efetuamos o cédlculo explicito das fungoes de trés pontos envolvidas
nas discussoes efetuadas no capitulo 9. Mostramos entao que um tratamento consistente das anomalias
triangulares emerge naturalmente no contexto da estratégia adotada.

Finalmente, no capitulo 11 apresentamos nossas consideragoes finais e conclusoes.



Capitulo 2

A Eletrodindmica Quantica em

Solucao Perturbativa

2.1 Introducao

A teoria quantica das interagoes eletromagnéticas, a Eletrodindmica Quantica (EDQ), assim como
qualquer teoria quantica de campos (TQC), pode ser representada por um funcional dos campos partici-
pantes e de suas derivadas espago-temporais, a Lagrangiana £ [15]. A construgao deste funcional segue-se
de uma receita geral e bem estabelecida. Os campos, sdo combinados nos termos de interagées de modo
invariante, frente ao grupo total de simetrias supostas relevantes, e, simultaneamente, invariantes frente a
simetria de Lorentz. Tais termos, serao acrescidos aqueles que determinam a dinamica dos campos livres
presentes na teoria. Estes, por sua vez, sdo bem conhecidos pois devem fornecer, apds a aplicagao do
principio variacional de Hamilton, as corretas equagoes de onda relativistica para as particulas presentes

na teoria. De modo esquemadtico, construimos o funcional
L(bg0udy) = LE + L7, (2.1)

onde ¢, é o conjunto de campos presentes na teoria. O termo L representa a parte livre de cada campo

participante e £ representa os termos de interacdes. Com a lagrangiana construida, nés definimos a acio

S = /d%c(%,auqsa). (2.2)

As equagOes de movimento para os campos vém da imposi¢ao de que estas correspondam as condi¢oes

que extremizam S, ou seja,

5S =0, (2.3)

AT AR o

que sao as equacgoes de Fuler-Lagrange. Deste modo cada campo participante da teoria obedecerd a uma

que nos fornecers :

equagao diferencial cuja parte livre é a adequada equacao de onda relativistica. A parte que vem das



interacoes envolvera os outros campos da teoria. Resumindo, teremos um sistema de equacoes diferenciais
acopladas. O passo seguinte é a quantizagao dos campos e a solucao das equagtes de movimento. Se
tal solucao pudesse ser obtida, uma descricao completa da fenomenologia pertinente seria alcancada,
dentro da validade das hipéteses consideradas na construgao da teoria, ou seja, o conjunto total de
simetrias supostas relevantes. Diante da dificuldade de solucao exata das equagoes de movimento obtidas,
nés recorremos aos métodos perturbativos. Nés nao consideraremos, neste trabalho, os procedimentos
envolvidos neste tratamento, para o qué a literatura disponivel é vastissima [1]. Admitiremos, como ponto
de partida, que é possivel construir uma interpretacao adequada das séries perturbativas em termos das
regras de Feynman. Com estas podemos construir as amplitudes fisicas correspondentes a quaisquer
processos fisicos pertinentes a EDQ, em qualquer ordem perturbativa previamente escolhida. Nossa
abordagem, neste capitulo, serd de construir a lagrangiana da EDQ através da invaridncia de “gauge”,
considerar as regras de Feynman relevantes e entao construir as amplitudes divergentes bésicas da teoria.
Passaremos a nos ocupar do tratamento adequado e consistente destas divergéncias, que é o ponto central

do presente trabalho, para entao considerar a renormalizacao.

2.2 A Eletrodindmica Quantica como uma teoria de “gauge”

A fim de construir uma teoria, através de uma lagrangiana, o primeiro passo é a especificagdo dos
campos participantes e das simetrias. Com a identificagao dos campos, seus nimeros quanticos relativos
a0 espaco-tempo, a parte livre fica estabelecida. As simetrias especificam o modo pelo qual os campos
interagem. Isto, por outro lado, manifesta-se matematicamente através da maneira pela qual os campos
sofrem transformacoes que deixam a lagrangiana invariante. A tais invaridncias, ¢ bem sabido, estao
associadas correntes conservadas e a estas observdveis fisicos [16]. As simetrias podem ser classificadas
em duas classes basicas; as simetrias globais e as simetrias locais ou simetrias de “gauge”. A mais simples
das teorias de “gauge” é a Eletrodinamica Quantica, que serve de protétipo para as demais. Através
da implementacao da invaridncia de “gauge” é possivel gerar dindmica entre os campos transformados.
Pode-se dizer que as teorias fundamentais sdo vistas atualmente como teorias de “gauge” [17]. Tendo
isto em mente, nés iniciaremos a discussao da EDQ considerando aspectos relacionados a sua construcao
em sendo ela uma teoria com simetria local abeliana U(1). Em seguida consideraremos as regras de
Feynman da teoria e construiremos amplitudes associadas a processos bésicos no contexto das solugoes
perturbativas. Neste ponto, identificaremos a presenca de divergéncias do que nos ocuparemos ao longo
de quase todo o presente trabalho. Discutiremos o tratamento consistente destas divergéncias culminando
com a renormalizacao.

A fim de construir uma teoria quéntica de campos, como j& foi dito, o primeiro passo é especificar
as particulas cuja dindmica desejamos descrever e, consequentemente, os campos correspondentes aos
seus observéaveis fisicos. Na EDQ estamos interessados em descrever a dinAmica de um campo fermionico
massivo que é o elétron. Este possui “spin” 1/2 e denominaremos sua massa por m. Deste modo a parte

livre da lagrangiana é:



Lr = B(@) (79, — m)(a), (2.5)

uma vez que um campo destes deve obedecer a equacao de onda relativistica de Dirac [18].
A estrutura matemdtica do funcional acima, permite notar de imediato a invariancia frente transfor-

magoes globais U(1) [17]:

U(x) = P (z) = e7"*(2)
d(a) = ¢ () = (),

onde « ¢ um parametro que nao depende do espago tempo, ou seja, o # «(z). Se admitirmos que o = a(x)

(2.6)

podemos construir uma teoria de “gauge” local com simetria abeliana U(1). Ent&o as transformagoes

ficam:

Y(z) = (2) = e ()
Y(w) = P (@) = O P(x).

O termo que possui a derivada sofrerd uma transformacao muito diferente daquela do caso global. Tere-

2.7)

mos:

P@a@) — @00 =¥ (@), [T Dy(a)]
= U@ [0(@)] - () [Dua@)] v(). (2.8)

O funcional (2.5) nao mais serd invariante. A fim de tornd-lo, necessitamos construir a Derivada Co-

variante [4], que é um termo derivativo porém com a propriedade adequada de transformagao. Definindo
Dy = (0, + ieA,), (2.9)

onde A,(z) é um campo vetorial e e é um pardmetro livre o qual podera ser futuramente identificado
como a constante de acoplamento elétron-féton (carga elétrica e). A derivada formada se transforma

[D,(x)] — [Dub(x)] = e @D (). (2.10)

O campo A, (z) serd denominado campo de “gauge” e a transformacao correspondente de transformacao

de “gauge”. Se A,(x) tiver a propriedade de transformacao:
1
Ay(z) — A;(;c) + g(aua(sc)), (2.11)
a lagrangiana
Lr= () [m(au +ieA,) — m] (), (2.12)

serd dita invariante de “gauge” e de Lorentz, simultaneamente. Esta é a maneira pela qual implementamos
derivadas dos campos e deixamos o funcional (2.5) invariante frente a transformagoes que dependem do

espago-tempo. Se introduzirmos na lagrangiana termos correpondentes a parte livre deste campo vetorial,



portanto, com derivadas de A,(x), teremos a teoria de “gauge” correspondente. O termo mais simples

invariante de “gauge” é:
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L= —ZFWF” , (2.13)
onde
F,=0,A4,-0,A,. (2.14)

E fécil verificar que F ww € invariante. Isto pode ser feito diretamente ou notando [19] que:
(teFu ) (x) = (DuDy — Dy D) (). (2.15)

Deste modo para mostrar a invariancia

Fu, =F,, (2.16)
podemos verificar que

e ") [Fup(x)] = F, (), (2.17)

o que pode ser feito notando que
[(DuDy, = DyDy)i(x)] = e~ (DD, — Dy D) ()] (2.18)

Deste modo consideramos o funcional
- . . - 1 v

L =(z) [iv* (0, +ieA,)] Y(x) — my(z)(x) — ZFWFN (2.19)

como sendo a lagrangiana da EDQ, uma teoria de “gauge” com simetria abeliana U(1). A vantagem deste
tipo de formulagao estd na clara identificagao dos invariantes do que decorrem de imediato aspectos gerais.
Como tal, podemos notar que cada termo formado a partir de (), ¥(z), F,, e D, que seja escalar de
Lorentz serd automaticamente invariante de “gauge”. O campo A, por outro lado, ¢ um campo vetorial
sem massa pois o termo bilinear A, A", ainda que seja escalar de Lorentz, nao é invariante de “gauge”.
Outro aspecto importante é a propriedade denominada de universalidade do acoplamento do campo de
“gauge” com os campos carregados. Na EDQ, o acoplamento de mais baixa dimensionalidade, estd contido
na derivada covariante D,1, a qual é construida a partir da propriedade de transformagao do préprio
elétron. Isto quer dizer que o campo A,,, o campo do f6ton, se acoplard com qualquer campo carregado de
um modo que depende apenas da propriedade de transformagcao deste campo frente a simetria assumida.
A constante de acoplamento serd portanto universal. A simetria de “gauge” permite a construcao de
uma infinidade de termos de interacao tais como: @Uwz/)F‘“’, QZWMwDZ,F“” e assim por diante. Todos
sao descartados pela exigéncia de renormalizabilidade da teoria, que é também o argumento que orienta
a escolha dos termos que contém somente o campo A, como sendo (2.13). Néo hd, portanto, na teoria o
acoplamento do campo vetorial com ele préprio. Isto se interpreta como sendo devido ao fato do féton
nao carregar o nimero quantico de “gauge” U(1) (a carga elétrica).

Com a teoria construida, e apds estes importantes comentérios, devemos nos ocupar da solugao das

equagoes de movimento, a fim de podermos apreciar as consequéncias dindmicas das nossas hipéteses



(simetrias) implementadas na construcao da lagrangiana. Para este propésito, deveremos resolver trés
equagdes diferenciais acopladas envolvendo os campos ¥ (z), ¥(z) e A, (x) [20]. E bem sabido da inviabil-
idade desta tarefa o que justifica a adogao de métodos perturbativos. Neste contexto, apds a quantizagao,
a correspondente expansao perturbativa nos permite identificar um conjunto de elementos bésicos a partir
dos quais a série é construida; os vértices, os propagadores e os fatores de simetria. E possivel enunciar
um conjunto de regras que, se seguido, permite a construgao das amplitudes correspondentes a solucao
perturbativa. Deste modo, qualquer processo fisico pertinente & EDQ pode ser calculado pela aplicacao
destas regras diretamente, sem a necessidade de construir a expansao propriamente dita, em qualquer
ordem do parametro perturbativo. Cada termo pode ser representado diagramaticamente e a correspon-
dente expressao matemadtica obtida pela atribuicao dos valores de cada uma das pegas que compoem as
“regras de Feynman”. Para a EDQ tais pegas sdo as seguintes [21]:

i)Propagadores:

-Férmion de spin 1/2 (elétron);

P
@ B ® i

7 —m +ic

Fig. 2.1: Representacdo diagramdtica para o propagador correspondente a um férmion de spin 1/2.



-Vetor sem massa (féton);

Kk
K

' AVAVAV.VaVAV2 S

Fig. 2.2: Representa¢ao diagramdtica para o propagador correspondente a wm vetor sem massa.

g,uu‘i’(é.* 1)

- 2.20
k2 + e ( )

ii) Vertice:

Fig. 2.3: Representagao diagramdtica correspondente ao vértice de interacao elétron-féton.

Aqui a e 8 sdo indices matriciais relativos ao espago de Dirac-Lorentz (spinoriais), p e v sdo indices
de Lorentz (espago-tempo) e £ é o pardmetro de “gauge”, necessério para a quantizagio da teoria com o
campo vetorial sem massa (que nao tem consequéncias dinamicas).

Vamos entao considerar os processos bésicos da teoria.

2.3 Processos Fisicos

Uma vez estabelecidas as regras de Feynman para a EDQ, torna-se possivel o estudo de processos
fisicos pertinentes dentro do tratamento perturbativo. Um processo fisico é caracterizado pela escolha
dos campos externos, ou seja, as particulas iniciais e finais. A teoria tem o papel de estabelecer como
e o que pode ocorrer enquanto as particulas iniciais participantes do processo interagem para gerar os
estados finais. Na linguagem perturbativa, a descricao de um processo fisico sempre se dard em uma
ordem previamente escolhida. Apdés isto, a tarefa se transforma na construgdo de todos os diagramas,
construidos com vértices e propagadores que sao capazes de conectar as linhas externas. Em principio,
pode-se construir os diagramas para um processo fisico caracterizado por um nimero arbitréario de linhas
bosonicas externas e um nimero (par) qualquer de linhas fermiodnicas externas. A seguir vamos considerar
alguns processos elementares a fim de introduzir alguns aspectos do cédlculo perturbativo de nosso interesse

imediato, com os quais estaremos ocupados ao longo de todo o presente trabalho.
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2.3.1 Auto-Energia do Elétron

Um dos processos fisicos mais simples pertinentes & EDQ é o denominado auto-energia do elétron.
Ele é caracterizado pela presenca de duas linhas fermidnicas externas e portanto descreve a propagacao
do elétron na presenga da interacao. A descrigdo perturbativa implica em corregoes em ordem crescente
na constante de acoplamento & propagacdo livre do elétron. A ordem perturbativa mais baixa é aquela

contendo dois diagramas, como mostra a figura abaixo.

K+k;

k+k,

P P P

= . . =® b—.+ k+k2 +

4=

Fig. 2.4: Representacao diagramdtica para a expansao perturbativa correspondente a auto-energia do

elétron.

Ao tltimo diagrama acima, que denominaremos diagrama “tadpole”, de acordo com as regras de

Feynman, deve ser associada a expressao matematica

540 (p) = (—ie)’n, [gw - 1>p;§”} TV (kym). (2.21)

i
P2 + i€
onde definimos a funcao de Green

Ty (ki,m) = /(gjf)gr %“Wll)—m}' (2.22)

Note que adotamos uma rotulacdo arbitrdria para o momento carregado pelo propagador fermionico
interno. Quanto ao segundo diagrama da figura (2.4), que denominaremos auto-energia do elétron por

excitagao de um féton, o mesmo deve ser escrito como
S (p) = (—ie)*S(ky, ka,m), (2.23)

onde definimos a func¢ao de Green

ke = [ e ]

v (k + k)" (k + k1)” 1
{g -1 (k + k1)? } (k+k1)2}'

Na expressao acima os momentos arbitrarios internos estao relacionados ao momento externo carregado

(2.24)

pelo elétron devido & conservacao de energia e momento por
kQ - kl =p. (225)

Uma simples inspecao das expressoes matemaéticas, correspondentes as amplitudes participantes do processo

fisico considerado, revela, pela contagem de poténcias do momento do “loop”, que as fungoes de Green

11



TF‘L/ (k1,m) e X(k1, ke, m) sdo quantidades indefinidas ja que a integragdo, em principio, diverge. En-
quanto que para TX (k1,m) o grau de divergéncia é ctibico, para X(ki, k2, m) a divergéncia é de grau

linear.

2.3.2 Auto-Energia do Féton

Outro processo fisico elementar pertinente & EDQ é aquele denominado auto-energia do féton. Ele é
caracterizado por duas linhas externas bosonicas. A contribui¢ao perturbativa de mais baixa ordem vem
do diagrama contendo um “loop” fermiénico, como mostra a figura abaixo. De acordo com as regras de

Feynman, devemos escrever esta contribuicao como:

k+k,

A= A + 0 +

k+k,

Fig. 2.5: Representacao diagramdtica correspondente a expansao perturbativa para a auto-energia do

foton.

(@) = (=)(=ie)* T, (k1. ko, m) (2.26)

onde definimos a funcao de Green fermidnica de dois pontos bi-vetorial como

T (s ks, >—/<2ﬂ>4T {Wffw)—m”(l%%)—m}'

Note que, para as linhas fermidnicas internas, a rotulacao arbitrdria adotada k; e ko, implica na relagao

(2.27)

k1 — ko = ¢, onde ¢ é o momento carregado pelo féton devido & conservacdo de energia e momento em
ambos os vértices. A expressao acima, que denominaremos também tensor de polarizacao, revela, em

principio, pela contagem de poténcias, uma divergéncia superficial quadraitica.

2.3.3 Interagao elétron-féton

O processo fisico contendo uma linha externa bosonica e duas fermionicas representa a configuracao
bésica da prépria interagao eletromagnética, ja que corresponde & configuracdo do vértice da interacao.
Por isso os diagramas correspondentes a série perturbativa sao denominados corregoes de vértice. A
contribuicao de mais baixa ordem destas é aquela correspondente ao diagrama &rvore. Em seguida

aparece aquela associada & excitaggdo de um féton, como mostrado na figura abaixo.
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Fig. 2.6 :Representacdo diagramdtica correspondente a interacdo elétron-féton em erpansao

perturbativa.

A expressao correspondente ao segundo dos diagramas da figura acima, pode ser escrita, a partir das
regras de Feynman, como

V¥ (p,q) = —*A* (k1 ko, ks, m) (2.28)

onde nos definimos a fungao de Green
AV (kla k?; k37 m) =

/Qi:4{%%a+é>—m¢7y+é>—m”lx

o k—i—k‘l)a(k—l—kl)'j 1
& )T TRy }%+MP}

(2.29)

Aos momentos internos foi também adotado uma rotulagao arbitréria ainda que a contagem de potén-
cias nos revele um cardter logaritmicamente divergente. Eles estao relacionados aqueles externos, pelas

restricoes impostas pela conservagao de energia e momento, por

ko —ki=p
ks — ki1 =gq (2.30)
ke — ks =p—q.

2.3.4 Decaimento foténico do féton

O processo fisico contendo trés linhas bosénicas externas, que denominaremos decaimento foténico
do féton é, um processo nao elementar no sentido de que nao hé na teoria termo trilinear no campo do
féton. Apesar disso as linhas externas podem ser conectadas por um “loop” puramente fermiénico, como
mostra a figura (2.7). Esta é uma caracteristica do tratamento perturbativo, a aparente geragio de
interacoes entre campos via diagramas, em principio possiveis, da expansao perturbativa, proibidos de

ocorrerem diretamente (ao nivel drvore) pelas simetrias fundamentais da teoria
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Fig. 2.7: Representac¢do diagramdtica correspondente ao decaimento fotonico do fdton.

Como tal, na EDQ as corregoes ditas radiativas, como representada na figura acima, parecem induzir
uma interac¢ao de trés fétons. Como a invaridncia de “gauge” nao permite esta interacdo, haverd apenas
uma chance de mantermos a consisténcia das predicoes da teoria, em solugao perturbativa, com a simetria
de “gauge” implementada; o cdlculo dos diagramas correspondentes deve fornecer um resultado identi-
camente nulo. Noés voltaremos a este assunto brevemente. Por ora, ressaltamos apenas que processos
como este, proibidos por razoes bastante gerais, sdo de extrema importancia para a definicdo de esque-
mas consistentes para as manipulagoes e cdlculos necessédrios nos calculos perturbativos, tendo em vista
as indefini¢oes matematicas representadas pelas divergéncias. O cancelamento idéntico da amplitude,
correspondente a um processo fisico proibido, deve ocorrer naturalmente dentro da estratégia de calculo
adotada, para que esta possa ser considerada consistente. Para o processo que estamos considerando as

regras de Feynman determinam
T30 = =i’ Tg0Y (ki ko, ka,m) (2.31)

onde definimos a fun¢ao de Green de trés pontos fermidnica triplamente vetorial como

d*k 1 1 1
TYVV (ky, ko, ks, :/—T { } 2.32
v (el ) = o O, Ry W Ry m (2:32)

Os momentos internos arbitrérios satisfazem as relagoes

k3 — ki =g,
ki — k2 =p, (2.33)
k3 — ks =q+p,

com os momentos externos. A contagem de poténcias revela uma divergéncia de grau linear.

2.3.5 Espalhamento f6ton-fé6ton

Outro processo fisico importante para nossos propdésitos é aquele contendo quatro linhas bosonicas
externas, que denominaremos interacao féton-féton. Também nao é um processo fisico elementar no
sentido que nao hé na teoria um termo quadrilinear no campo do féton. O processo é mediado em mais

baixa ordem por um “loop” puramente fermidnico como mostra a figura abaixo.
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Fig. 2.8 : Representacao diagramdtica correspondente ao espalhamento eldstico de dois fétons.
A expressdo matemadtica correspondente ao diagrama pode ser escrita como

Tlggg = 764T,L}./VK¥V (kla k2a k3; k47 m) ) (234)

onde definimos a fun¢ao de Green de quatro pontos fermiénica como

Ty kY (ky, ko, ks, ka,m)

d*k 1 1 1 1
= /(27T)4TT‘{’Y;L]¢_’_]¢1_mp)/u]%_’_]%Q_m7al¢+1¢3_m751¢+1¢4_m}- (235)

. . ~ , . . . ~ VVVV
Uma simples inspecao revela o carédter logaritmicamente divergente para a fungdo de Green Tvas

2.4 Outros processos fisicos

O procedimento adotado acima pode ser seguido para caracterizar uma infinidade de processos
fisicos. Nosso interesse naqueles que explicitamos acima ficard claro no que se segue. Ele estd ligado ao
cardter divergente das funcoes de Green envolvidas. Além disto, em outros processos fisicos pertinentes
a EDQ, as fungoes de Green divergentes que aparecem nos diagramas sao as mesmas que aparecem
nos processos considerados acima. Um exemplo interessante para esclarecer estes aspectos, pode ser
fornecido pelo espalhamento elétron-elétron, caracterizado por quatro linhas fermionicas externas. As
corregoes perturbativas ao diagrama de mais baixa ordem virao de diagramas contendo “loops” onde as
divergéncias residirao em fungoes de Green intermedidrias que sao as mesmas encontradas acima. Isto
pode ser visto na figura (2.9).

Os diagramas apresentados nao representam todos os termos da série perturbativa até oitava ordem
na constante de acoplamento. Eles servem para mostrar que as estruturas divergentes que aparecem em
corregoes perturbativas de ordem mais elevada em quaisquer processos pertinentes & EDQ sao sempre
estruturas mais fundamentais.

A utilizagao da teoria na descrigao de processos fisicos, exige um adequado tratamento das divergéncias
levando & redefini¢ao das fungoes de Green elementares, de modo que as divergéncias, que contaminam
corregoes de ordem superior, sejam consistentemente eliminadas, ou seja, devemos renormalizar a teoria.

Todos os procedimentos que adotaremos daqui por diante tém o objetivo de construir esta reinterpretagao

15



consistente. Num primeiro instante nos ocuparemos da estrutura matematica das amplitudes para num

passo futuro, (capitulo 8) tratar da renormalizac¢do propriamente dita.

L
-
-

L

-~

F N

L
-
-

L

Fig. 2.9 : Diagrama correspondente a interagdo elétron-elétron em expansao perturbativa.

2.5 Calculo perturbativo e parametros fisicos

Tendo em vista o aparecimento de divergéncias nas amplitudes associadas aos processos fisicos consid-
erados, ¢ oportuno que discutamos, neste ponto, uma questao importante relacionada ao cdlculo perturba-
tivo de um modo geral [22]. Toda vez que calculamos contribuigoes de ordem mais elevada no parametro
perturbativo, os parametros (fisicos) identificados na ordem anterior necessitam ser redefinidos. Isto
serd retomado com detalhes no capitulo 8 mas podemos entender este aspecto tomando inicialmente o

propagador livre do elétron, dado por

7

iS(p) = B (2.36)

Duas informagoes importantes estao contidas na expressao acima que sao na verdade “inputs” da
teoria, isto é, sao parametros necessdrios para que a teoria tenha poder de predi¢ao, que nao podem ser
determinados por ela. Isto significa que devem ser identificados com observaveis fisicos ou fixados por
escolha ou normalizagao. Este tipo de identificacao ocorre para cada termo na lagrangiana da teoria. No
propagador do elétron tais pardmetros sdo a massa e a constante de normalizacdo do campo. A massa

da particula (o pélo) pode ser identificada pela propriedade:

~ [iS(p)™" m. (2.37)

p-o
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Por sua vez, o coeficiente de g/ (o residuo), que esté relacionado & normalizagao adotada para o campo

livre, j4 que vem do termo derivativo, pode ser identificado como

e 1. (2.38)

Consequentemente, estas escolhas, é importante ressaltar, sdo arbitrdrias. Vamos agora considerar

a .. 1
o [iS(p)]

corregoes de auto-energia, representadas pela equagao diagraméatica mostrada na figura. (2.10).

. . . = . ¥ -+~—mh+
My_.++”

Fig. 2.10: Representacao diagramdtica para a série perturbativa correspondente a auto-energia do

elétron.

A bolha representa as contribuicoes para a auto-energia em uma certa ordem no parametro pertur-

bativo. Denominando —iX(p) para estas contribuicdes, teremos a série

o 1 i . )
— —i2(p)] ————
i) p(—m—l—ieer(—m—!—ie[ ! (p)}]/—m—&—ie
— [ — [-iX _ 2.
e R0 e i)+ (2.39)
Evidenciando o primeiro fator, que é comum a todos os termos, obtemos
is'p) = — Ly s ——
P/ = 7 —m+ie b m— g —ie
. —1 ) —1
[—iZ(p)] pa——— [—iX(p)] p——— + } 5 (2.40)
ou ainda
iS'(p) = iS(p) {1 + Z@)S ) + S SE) + ..} (2.41)
No espirito das perturbacoes, a série pode ser somada de modo que:
is'(p) : (2.42)

C Y -m—X(p) +ie
Neste ponto podemos nos questionar a respeito dos observiveis identificados acima no propagador livre.

O pélo do propagador corrigido pela auto-energia ainda estd em m? E o coeficiente de p/ ainda ¢ a
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unidade? A fim de que o valor a momento nulo do inverso do propagador seja identificado com a massa

m é necessdrio que:

()| = 0- (2.43)

Do mesmo modo o residuo permanecerd a unidade se:

W]
o | 0. (2.44)

Estas condigoes em geral nao sao preenchidas. Entao, especificando alguma ordem no cédlculo pertur-
bativo, é necessdrio reparametrizar a teoria, o que significa reidentificar os parametros fisicos. No caso

do propagador podemos escrever a auto-energia na forma de uma expansao em Taylor, ou seja,

(7)) = 2(0) + 7' (0) + S(p). (2.45)

Entao teremos

- iS’(p)\z;io = m + 2(0). (2.46)
Por sua vez
O s =p-x0 2.47
gy IS @I =1- 2O (247)
Assim escrevemos
iS'(p) = ‘ (2.48)

m+X i( ; ’
[1 - (0)] {zf— e + “6}
ou ainda
iS'(p) = iZy _ : (2.49)
72y lm+2(0)) + 2,5 +ic}

que podemos escrever como

iS'(p) = iZy_ —, (2.50)
{gj— M+ Z,50)) + ZG}

onde identificamos
m + 3(0)

O o

Z,t =1 -3%0). (2.52)

Isto implica que devemos identificar M como a massa fisica da particula e Z,; como a normalizagao do

campo na ordem em que X(p) é especificada. E importante notar que esta identificacdo seria necessdria
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ainda que as contribuices para a auto-energia fossem todas finitas. A necessidade da reparametrizacao
¢ uma caracteristica do cédlculo perturbativo. Isto se deve ao fato de que a expansao perturbativa é feita
na constante de acoplamento, ao passo que, na lagrangiana, os observéveis fisicos (parametros da teoria)
sdo coeficientes de poténcias dos momentos e dos campos. O processo de reparametrizagao complica-se
devido ao fato de as quantidades envolvidas serem divergentes. Esta é a questao central das solugoes
perturbativas de teorias quanticas de campos em geral; antes de efetuar qualquer predigao é necessério
renormalizar a teoria na ordem desejada. Para tal é necessdrio primeiro alguma manipulagao e cdlculo
das amplitudes contendo divergéncias que sirva aos propdsitos da reparametrizacao. E é disso que nos

ocuparemos nos capitulos seguintes.
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Capitulo 3

Funcoes de Green divergentes e

vinculos de consisténcia

3.1 Introducao

No capitulo anterior, consideramos alguns processos fisicos pertinentes & EDQ, no contexto das
solugoes perturbativas. Ao escrevermos as expressoes correspondentes as amplitudes, identificamos um
conjunto de fungdes de Green para as quais a contagem de poténcias do momento do “loop” revelou a
possibilidade de divergéncias. Uma vez que os processos fisicos envolvem quantidades finitas, tornou-se
necessério buscar a construgao de uma adequada interpretagao das amplitudes no contexto da repara-
metrizagao. Entretanto, isto implica em manipulagoes e cdlculos envolvendo integrais de Feynman diver-
gentes em passos intermedidrios. A fim de conhecermos com mais detalhes as estruturas divergentes que
encontramos no capitulo anterior, neste consideraremos as operacoes necessarias envolvendo a dlgebra das
matrizes de Dirac para colocar as fungoes de Green obtidas na forma de combinagoes de integrais de Feyn-
man, as quais nés trataremos nos capitulos posteriores. Discutiremos ainda aspectos cruciais envolvidos,
que devem ser considerados antes de procedermos as manipulagoes e cdlculos propriamente ditos, que
desempenham papel de vinculos de consisténcia. O primeiro deles é o que denominamos relagoes entre
funcoes de Green. Estas sao baseadas em identidades que podem ser estabelecidas ao nivel dos integran-
dos e que apés operagoes de trago e integragdo se convertem em relagoes entre fungoes de Green com
diferentes nimeros de pontos e, consequentemente, com diferentes graus de divergéncias. O segundo de
tais vinculos de consisténcia é fornecido pelas préprias relacoes de simetria. Estas tltimas sao imposigoes
sobre amplitudes fisicas vindas da invariancia de “gauge” (conservagdo da corrente vetorial) [5], que é
uma simetria especifica da EDQ, ou vindas de teoremas baseados em argumentos bastante gerais por
exemplo as simetrias de Lorentz e CPT, tal como o teorema de Furry [23]. Os vinculos de consisténcia,
que estabeleceremos ao final deste capitulo, serao retomados no capitulo 7 apés o tratamento das integrais
divergentes que identificaremos neste e o correspondente cdlculo das fungoes de Green. Naquela ocasidao

serao verificados de modo explicito os referidos vinculos, como propriedades importantes das amplitudes
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calculadas.

3.2 Desenvolvimento das funcoes de Green

Nas proximas subsegoes, vamos retomar as fungoes de Green que definimos ao considerarmos os
processos fisicos bédsicos pertinentes & EDQ. Nossa tarefa serd efetuar as operagoes envolvendo tragos e
dlgebra das matrizes de Dirac, definir estruturas convenientes que venham a facilitar as manipulacoes
futuras e introduzir uma adequada sistematizagao das operagoes envolvidas. A seguir consideraremos as

funcoes de Green uma a uma.

3.2.1 Funcgao de um ponto vetorial

No diagrama “tadpole” da auto-energia do elétron definimos a fungao de Green

1 tm = [ G gy ) 31

representada graficamente na figura (3.1).

ke
sty
- "

Fig. 8.1: Diagrama correspondente o func¢do de um ponto vetorial.

Queremos colocd-la numa forma mais conveniente, em termos de integrais de Feynman. Para tal
tomamos as operagoes de tragos de Dirac indicadas, com o auxilio dos resultados (A.18) e (A4.19) do

Apéndice A. Teremos entao

Vi oy d'k ky d'k 1
T (k. >4{/ )t [<k+k1>2—m21+’““/ ) [<k+k1>2—m21}’ (3.2)

que é a expressao pretendida.Neste ponto é interessante adotarmos uma notagao que permitird a com-

pactagao das expressoes que encontraremos na reorganizacao que faremos em amplitudes mais complexas.
Escreveremos os termos que aparecem nos denominadores das integrais de Feynman associados a propa-

gadores de elétrons, os quais carregam momento interno k; e massa m, de acordo com a notagao
E; = E (k;ym) = [(k + k;)* —m?]. (3.3)

Deste modo a expressao para T, fica

TV (ki,m) _4{/ (;ljr];42‘1+km/(;l:;é}. (3.4)
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As integrais acima apresentam graus de divergéncia ultravioleta cubico e quadrético, respectivamente,

os maiores que encontraremos na EDQ.

3.2.2 Auto-energia do elétron por excitagao de um féton

No célculo da auto-energia do elétron, encontramos a fungao de Green contendo um propagador

fermionico e um bosoénico, definida como

Stm) = [ G gy =]
e ).

representada diagramaticamente na figura (3.2).

ety

ket

Fig. 3.2: Representacao diagramdtica da func¢ao de Green associada a auto-energia do elétron por

excitacao de um féton.

Podemos promover a reorganizagao pretendida efetuando os produtos indicados, fazendo as contracoes
possiveis e separando os termos dependentes do pardmetro de “gauge” daqueles que independem deste.
Assim escrevemos

E(klak%m) = El(klvk%m) + (5 - 1) 22(k17k2’m)’ (36)

onde adotamos as defini¢oes

d'k vul(H £ Hy) + mly”

El(k17k27m) = / (27’[’)4 [(k‘—f— k2)2 — mg] [(ki + kl)g} (37)
St b = [ L5 ORI el 1) .

1 2
2
Itk k] [k + k)2 2
Nosso préximo passo consiste em desenvolver adicionalmente as relagoes que aparecem no numerador
das expressoes fazendo uso da dlgebra das matrizes de Dirac (Apéndice A). Assim usando as relagoes

(A.6) e (A.16) podemos obter os resultados

Vul(BH +Hy) +my" = =2(F + ¥y) +4m (3.9)

(W W) [ Ho) ) (F ) = { (ke h)” = (0 = B)]
(H )l + h2)” =]
O+ ) [k = k) = m?] ) (3.10)
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Substituindo os resultados acima nas equagoes (3.7) e (3.8), respectivamente, as expressoes para X1 e Yo

ficam
Btk bem) = e f <Zw1§ (I EEmTs
2= [ R R 10
Sy (ky, kaym) = 7“/(;1:;4 T le)Q]Q

o f <;l74r§4 [(k—|—1k1)2]2
[tk e (;l:)c‘* (b + k) [(Ij:+ ka)? — m?)
[t -] (ij [(k+ k)T [(/1 T ko)? - m?]
b= 0 | T .

Seguindo o raciocinio utilizado, para a construgao de uma notagdo que permita compactar os resul-
tados, introduziremos também uma representacdo para os termos que aparecem no denominador das

integrais de Feynman que estao associados a propagadores do féton. Adotaremos
P = [(k + k). (3.13)

Com isso ficaremos com as seguintes expressoes:

d*k ko
El(k17k27m) = _2/}/&/ (27'[')4 P1E2
d*k 1
o (W, — zm)/ iP5 (3.14)

d*k ko

mp
k1
th [ en P
+[m— (K, — ]9/1)]/ (2m)* [P1] By
2 2 a d4k ka
_ {(kg —k1)” —m } K / (2m)* [P1]? By

¥y (s = k) = 2] / (Qd;’;wleQ (3.15)

Novas integrais de Feynman apareceram e é fécil perceber o cardter divergente das mesmas. En-

Yo(kr, ko,m) = ’YQ/

tretanto, devemos notar que as integrais presentes nas expressoes acima podem apresentar dois tipos de
divergéncias: as ultravioletas e as infravermelhas, devido & presenca do propagador do fé6ton o qual possui

massa nula.
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3.2.3 Funcgao de Green de dois pontos Bi-Vetorial

No célculo da auto-energia do féton encontramos a fungao de Green de dois pontos fermidnica

d*k 1 1
TLV(kl’k%m) = /WTT {’yu W)= gl HEH,) = m} , (3.16)

representada diagramaticamente na figura (3.3).

etk

TI.L Tu

ety

Fig. 3.3: Representa¢ao diagramdtica para a fun¢ao de Green de dois pontos Bi-vetorial.

A fim de obter a expressao pretendida, tomamos auxilio da dlgebra das matrizes de Dirac e efetuamos
as operagoes de tragos envolvidas, expressoes (A.19), (A.20) e (A.21) do Apéndice A. Para o resultado

adotamos a conveniente decomposicao
T;Yuv(kla ka, m) = T,uu + g,ul/TPP' (317)

Aqui introduzimos as definigoes:

_ dk (k+ki)u(k+k2)y + (k+ k1) (k+ k2),
Ty = 4/ (2m)4 [(k+ k)2 —m2] [(k + k2)2 — m?] (3.18)

e B d*k [(k—i—/ﬁ) . (k—l—kz)—mﬂ
= _4/ 2m)4 [(k + k1)2 — m2] [(k + k2)2 — m?]’ (3.19)

A denominag@o dada a estrutura acima, decorre da identificagdo desta com a funcdo de Green de
dois pontos duplamente pseudo-escalar (figura (3.4)). Apesar disto, ndo desempenha papel relevante
no estudo das divergéncias da EDQ. Adotaremos esta notagdo aqui e para os resultados que ainda

consideraremos, devido ao cardter universal permitido.

etk

ety

Fig. 3.4: Representacdo diagramdtica para a fun¢ao de Green de dois pontos duplamente pseudo-escalar.
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Desenvolvendo adicionalmente o termo 7),,, encontramos

'k 2%k, k,
T = 4{/ @n) [kt k)2 — m[(k & k)2 — 7]

dk 2
). [ o R
d'k by
+ (ko + kl),u,/ m) [(k+ k1)2 — m2][(k + k2)% — m?]
d'k 1
+ Rk + kukar) / @) [(k + k)2 — m2)[(k + ka)? — m?] } ' 320

Por sua vez, o termo 77" pode ser colocado na forma

L d*k 1 d'k 1
S 2{/ <2w>4[<k+kl>2—m21+/ @n)? [kt k)2 — ]
e [ 1
01—k [ [<k+k1>2—m?}[<k+k2>2—m21}’ (3.21)

onde utilizamos a identidade

(k+ki) - (k+kj) = = [(k+ki)> —m?] + % [(k+kj)* —m?] — % (ki — kj)? —2m?] . (3.22)

N | =

Podemos expressar os resultados acima na notacao que estamos adotando. Ficaremos com as ex-

pressoes
d*k 2k,k
L {/(27)4 Erz
d*k k,
+(k1+k2)y/7(2ﬂ')4E712
d*k k,
BRIy FEecren
d*k 1
+ (kzukly+]€1uk2y)/(2ﬂ_)4El?} (3.23)
e
TFPP — _9 /d4kl+/d4k1(k ,k)2/ d4ki (3.24)
B (27)* By @r)iE, ) @) En S '

Para escrever as expressoes acima, compactamos ainda mais a notagao adotando a representagao
By = EE;E... = [(k+k)* —m?] [(k+k;)* —m?] [(k+Fk)? —m?] ... (3.25)

Com isso, a fungao de Green considerada foi colocada na forma desejada, ou seja, como uma combi-

nagao de integrais de Feynman.

3.2.4 Decaimento fotonico do féton

Quando consideramos o processo fisico envolvendo trés linhas fotonicas externas, no capitulo anterior,

definimos a fungao de Green Txxv, representada na figura (3.5), por
d*k

\aa% _ [ 2 g, 1 1 1
T)\HV (k?ﬂkl,k%m)_/(?ﬂ')éllr {VHM'FI?G—m’YVH“V‘]%g_m’Y)\]?/‘i‘]%g_m}. (326)
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Fig. 3.5: Representagio diagramdtica da fun¢do de Green de trés pontos triplamente vetorial.

Podemos expressa-la numa forma mais conveniente para nossos propdsitos futuros efetuando as op-

eracoes de tracos sobre as matrizes de Dirac. Apds estas operacoes podemos escrever a amplitude em

termos de outras estruturas de modo andlogo ao caso que acabamos de considerar.

Assim, adotamos a seguinte decomposigao para T A‘L‘ivz

T)‘\/,jl/;v(k& kh /{,’2, m) = T/\ul/ + guuT;\/PP + gz/)\TlfVP + g,u)\Tfpvv

onde definimos

d*k 1
TAIW = 4/(271’)4L?123X
{ (k+ks)u(k+k1)u(k+ka)x + (k+ k3)u(k+ k2)u(k+ k1)a
+(k + k1) u(k + k3)o (k + k2)x + (K + k1) u(k + k2)u (k + k3)
(k4 ko) (b + K)o (k + Ek3)x — (k + K2) (b + k3)u (B + ki)t
4
T)‘\/PP = 4/(;l7T];;4E325{_ [(k}+k3)'(k+k1)—m2] (k + k2)a
— [(/{2 + k’g) . (k‘ + kil) — m2] (k‘ =+ k)g)x

+ [(k+ k) (k+ ko) —m?] (k+ki)a},

4
17 = 4 e - [+ k) (ot o) =] k),
— [(k+ ks) - (k+ k1) — m?] (k+ k2),

+ [(k+ ka) - (k+ ki) —m?] (k+ ks),. }

PPV — 4/ d %{f [(k + k3) - (k + ko) —m?] (k+ k1),
— [(k + kg) . (k + k’1) - m2] (]{1 + k:Q)y
+ [(k+ k'Q) . (k‘ + k‘1) — mz] (k) + k3)y} .

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

As estruturas definidas acima, podem ser identificadas com as fungoes de Green correspondentes aque-

las sugeridas pela notagao onde os operadores dos vértices sao quantidades pseudo-escalares e vetoriais

na ordem indicada pelo rétulo superior (figura (3.6)). Devemos entdo desenvolver adicionalmente cada
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um dos termos definidos acima a fim de escrevé-los como uma combinagao de integrais, como fizemos até

aqui.
ety E
T:i. "k+kl
Lt
2 'I}Ei

Fig. 3.6: Representagdo diagramdtica da fungio TYFF.
Comegamos por Th,,. Apés uma conveniente reorganizagao escrevemos o resultado na forma

T)\pu =4 [M)\,uu + J/\,u,u + L)\/_w + K)\,u,u + F/\,LW] ) (332)

onde definimos as estruturas

N ek (3.3
T = / (;z:; (K + k) [(k + ko) (k +Eljz? — (k+a)a(k 4 s)u] (330
. / (;z;z; ( + k) [ + ko) ( +Ez:zzu — O+ ho)u(k 4 )] (3.35)
. / (g;,; 2 (k + ky), [(k + k), (k ;/Z)V — (k+ks), (k+ k), 0
Py 4/ (;l;l; (k + kl)y(kgllzh(k + kg)u' (3.37)

Podemos agora desenvolver o numerador para obter expressoes para as estruturas acima em termos
de integrais de Feynman. Primeiramente teremos,

d*k kyk,
M = s [ G

d*k K,k
+ b [ g

d*k k
+ (kavkax — kaxksy) / (2m)* E1l;3
+kiy (ko — k3u), / (Qd:;zl;l;
+kiy, (kax — ka2y) / (;ijr];E]?;?)
+k1y (Favksy — kaaksy) / (g:;‘*E‘llz?,. .
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Por sua vez,

B = o [
s, [
+ (kouksy — karks,,) / (QJ:rk)‘lEl?;g
i (kap — k) / g:;E’“lzg
k1 (kax — kax) / (;l:;‘ll;l;g
k1 (kaukax — kopkay) / (QJ:TIC)‘LEj%' (3.39)

Este resultado pode ser relacionado a My, . Para tal basta permutar ;4 < v. O mesmo ocorre com

Ly, cuja permutagao p <> A resulta em M)y, . Entdo teremos

d*k k.k
+ (ks fkg)y/ )i By
+ (ks = kb, [ (;l;’; —
+kix (k2w — k?w)/ (;l:; E]?;g
+kix (ks — kap) / (;ij)ALEIZB
han (kg — Kok / (;l:; EL?’. (3.40)

Agora, para o termo K, podemos escrever
d*k k,k

—2 (k3 —k1)y/ 2m)" E/m;
+2 (k1yks, — klukiiu)/ (;l:; Ekl;

Ak k,
s~k | Gty

d*t K
2koy (k1, — ks3p Eal—a
+ 2)\( 1 3;)/ (27r)4 Eros
d*k 1
2kox (k1uks, — k1,k30 . 3.41
+ 2)\( 1vh3p 1puh3 )/ (271_)4 E123 ( )
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Finalmente, escrevemos o termo que carregard a divergéncia de grau linear na forma

A fim de completar a decomposi¢ao pretendida para

F)\,uu

/ d*k Kk, ky
(277')4 E123

&k Kk,
+4(k2)x/ 271 Fras

d*k K,k
4 M
+ (kl)l// (27T)4 E123

d*k k,ky
+4(k3);¢/ (27’(’)4 E123

+4karks, /
[ 2
+4kq, k3, /

+4k1yl€2)\k3H/

d*k  k,

(271’)4 E123

Ak ky,

(2m)* E123

d*k

VvV
T)\,uu

(2m)*

d*k  ky
(271')4 E123

1
Eia3°

(3.42)

precisamos ainda desenvolver Ty P,

TPVP e TPPYV. Para tal, utilizamos a identidade (3.22). Obtemos entao

VPP
T)\

=2 (ks — kl))\/
—2 (ko — kl)A/

“2 (ks + k), [

+4[(ks — k1) - (ko — kl)]/

k1
k1
d*k 1

+ [2 (ks — ky)y (kz — ky)?

—2(ky — ko) (k3 — k1)?

ks~ k)~ k)l [
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d*k  ky

(2m)* E1a3

d*k 1
(2m)* Era3’

(3.43)



PVP
T,

. / Ak ky
(2m)* Ei3
d*k 1

—2(ks+ kK /7—
(ks 1)“ (27r)4 L3
d*k 1

+2 (ko — k /7—
(k2 1)# (27r)4 Eys
d*k 1

—2(ks — k —_—
(ka 2>“/(27r)4 Eas
—+ [2 (k3+k1)ﬂ (]4}2 —]4}1)2
+2 (kjl — k2)l~b (k‘g — k1)2 +

— 4k, (ks — k1) - (k2 — kl)]/ dlk

4 [(ks = k) - (ks = k) = (ks — k)] /

_ / Ak Ry
(27)* Bas

d'k 1
200 [ i

PPV
Tu

d'k 1
(2m)* B2
d*k 1
42 (ks — k /77
(ks 2), (277)4 Eos
¥ {2 (ky + ko), (ks — k1)
—2 (ks — k1), (ky — k1)

~ by (ks — ) (b2~ )] [

—2 (ks +k1)y/

d*k

4 [(kg ) - (ke — 1) — (ks — kl)ﬂ /7

1

(2m)* E23

'k k,
(2m)* E23

(3.44)

1

(2m)* Ei23

d*k  k,

) B (3.45)

Isto completa o tratamento a que nos propomos para a funcao de Green triplamente vetorial.

3.2.5 Correcao de Vértice

Quando consideramos a interacao elétron-féton definimos a funcao de Green

d*k

1

A#(kil,k‘g,kg,m) = /

v 1 "
(2m)" {{” W+ Hy) —m] " [
Jux (E—=1)(k+k1)y (k+Fk1),

/¢+1¢3>—mﬂ *

(k + k1)

representada diagramaticamente na figura (3.7).
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Fig. 8.7: Representacdo diagramdtica para a fun¢do de Green associada & corre¢io de vértice da

interagao elétron-féton.

Primeiramente introduzimos a decomposicao

Au(kh kg, k3, m) = Alf(kl, k‘27 kg, m) + (£ — 1) Ag(k‘l, kQ, k37 m)7 (347)
onde definimos
P 1 " 1 Y 1
M=/ 2n)! {”” [+ W) —ml " T+ Hy) —m] ! } { (h+ kr)’ } (3.48)
w_ [ d'k 1 " 1 1
r=f o) {01 =l iy —m P 0} { TN } - (19
Os dois termos podem ser colocados em formas mais convenientes. Primeiro fazemos
w_ [k {7y (K + Hy) + m] " [(F+ ) +m]y"}
A= / (2m)* [P1] Ea3 (3.50)
e entao
= [ O 0 )y O )+ ) O 1) -
’ (2m)* [P1]” Ens . .

A fim de reduzi-los a uma soma de integrais de Feynman, devemos efetuar algumas operagoes envolvi-

das. Para este fim notemos que a utilizagao da dlgebra das matrizes de Dirac permite-nos estabelecer

Vo lH+ W) +m)v" [(H+Hy) +m]y” = —4kPH + 2k
—2K By — 2K — 2K, Hy
+4m [(2k") + (ks + k2)"]

—2m? [y#], (3.52)

o que ¢ suficiente para o termo Af'. Assim teremos

4
A} (K1, ko, ks,m) = 27“/ (gﬂl;ALEL%
+ [Am(ks + ko))" — 2K y" iy — 2m2yH — 27“14%] /d4k1
(27)4 Py Eag
d*k ke

2V, — QM AP — AYPEY + 8mgH
+ 29" Hs — 2Ky 7Ry emyg ]/(27T)4P1E23

d*k kME
4y | = 3.53
’7 /(27‘()4 P1E23 ( 5 )

31



A fim de obter reorganizacao semelhante em A5 primeiro desenvolvemos os produtos indicados no

numerador da expressdo (3.51) para obter

(H+Hy) [+ Hy) +ml vy, [(F+ Ha) +m] (K +Hy) =
K+ KD+ Ho)y,, (K + ) (K + Hy)

T+ B, W+ ) (F+ #y)

FmH 4+ H)H+ Ho)v,(H+ #y)

+m? (W + Hy)v, (F + Hy).-

(3.54)

Em seguida reorganizamos cada termo convenientemente com o auxilio da &lgebra das matrizes de

Dirac. Assim procedendo teremos para o primeiro termo da expressao acima

(B4 )+ Ho) v (0 W)+ 1) =

—(k+ki)',

— |+ k)] B+ W) Oy — W)

— (k+ k) [k k) = m2] 3,

[+ B2)® = 2], o+ 1) (s — By)
(k + kn)? (k1 = ko)* = m?] 5,

+
[k = ko) = m2] 3, (F+ W) (O — W)
+

(
—2(k+k1)? (k+ k), (F+K,)
— (k4 k)" (K = H) v, B+ )
— (k4 k) (H+ ) v (B — Hy)
—(k+ k)" Wy — ¥1) v, (B — Hy)
+2(k + ki), (k+ k)® (F + Ky)
+2(k+ k), (k+k1)? (s — #y)
+2(k+ k), (B — ) (H+Hy) (W = ¥y)

(k+ k1)2 [(k + k3)2 — m2] Yy
-+ ks)* = m?| (1) (o — 1),
— (k+ k) {(/ﬁ — ks)® — mﬂ Yu

= |(ex = k) = 2] G+ Hy) Oy = H) 7

+
+ (ko ka)” (F 80 (B = H0)
+
+
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enquanto que para o segundo termo teremos

B+ Hr 4 BB = (e ), (F o+ Hy)
—2(k + k1), (k + k1)?
=2 (k+ k), (6 + 1) (Fy — H)
[k + k)] o+ By
Bk+mf m2| O+ ),
- ¢

by — m] H+ K7, (3.56)

O terceiro pode ser escrito como

B+ B+ B ru ) = (b k), (F+ )
[k + ko) = m2] v+ Hy)
— |1 = R2) = 2] 5, (F+ )
+ (ko ka)* (H+ Ho)v,
—2(k+ k1), (k + k1)?

“2(k+ k1), By — ) K+ Hy) (3.57)

e, por fim, para o quarto termo adotamos a forma

B+ H)v,(H+ ) = =k + k), + 20k + k) u(H + #y). (3.58)
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Basta agora substituir as expressoes (3.55), (3.56), (3.57) e (3.58) em (3.51) e a reorganizagio pre-

tendida para A4 se tornard possivel. Assim ficamos com

d*k 1
Ag (k17k27k:3,m) = 7“/(77

2m)* [Py
W )+ (- )] (% [P1112 B,
= mt” + (a —?) ] [ R,
— ¢ —m] %ﬂ”/ (;ljr];‘* [PJ]C;EP,
b | Gt

. 'k 1
—(g—m)~y W’”)/WPIE%
(&% = m2) +*H, (7 — m)

+(p* = m?) (¢ —m) H,y"
+2k (¢ —m) Wy (i —m)
0 m?) (¢ = m?) ] |
+[(¢* = m*) 7" v0 (f = m)
+2k) (¢ —m) v (i = m)
+2(¢—m) ¥, (i —m) g"*

d*k 1
(2m)4 [P,)? Eos

4
+ (p* = m?) (dm)vav“]/(;l&wﬂ?lﬂze;
4 y7y No'
+2(d=m) 7, G- m) | (;Z’juf]’ﬁE (3.59)

Isto completa nossos objetivos para esta etapa.

3.2.6 Espalhamento f6ton-f6ton

Finalmente vamos considerar a funcao de Green definida no estudo perturbativo do processo de

quatro fétons, representada diagramaticamente na figura (3.8). Temos que

Ty vy (ki ko, ks, ka,m) =

d*k 1 1 1 1
T . 3.60
/(27T)4 7‘{7”]%4_%_m7uy+g2_m7a]¢+yg_m755+y4_m} (360
ety
% ’ 1
]:C+1C3AL wrk'H{l
% 4 ¥
¢ et :
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Fig. 3.8: Diagrama correspondente o funcao de Green tetra-vetorial associada & interagao de quatro

fotons.

O calculo dos tragos envolvendo as matrizes de Dirac nos fornece inicialmente a decomposigao

Vvvv
T/_waﬁ = TNVOLB

+ga[3 [TLVPP] + Gy [TPPVV] + Gva [TVPPV]

+gl/[3 [T;YaPVP] + Gua [TPVPV] +gu [TPVVP]

- (g;wga,é’ + 9uB9va — ganl/B) [TPPPP] . (3'61)

Para a estrutura 7),,,3 acima podemos escrever

leaﬁ = SIZWaB
+4pl,ij5
+4THIZI/04B
+4 (r + Q)ﬁ sz;wa
+4(p+a) o Liws
+2[raqu + 7pas] Ly
+2 (pur — Purv) Ling
+2 (puda + Paty) 13,5
+2r —4q),tru (P+a),| Lis
+2[rgpy +10pp + Puas — @wppl L0
+2 [Tﬁ (P+a)y —Ta(P—a)5+ qsPa + qapza} 13

+[pv (9arp + 7ags) + 10 (48Pa + 4aPp) + v (18P0 — Tapp)] 11,

+[ru (g8Py — @wp3
(

)
+ [Py (7890 + 7ads) + 7 (4sPo + daPs) + @ (18P0 — Tapp)| I,
) =
+[ry (Pvda + Paty) —

(
Pu (TVQB + Tﬁqu) +qu (Tﬁpu + Tl/pﬁ)] I3,
(

qu \PvTa +po/r'v) + Pu (TaQV - TyQa)] Ij/ja (362)
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onde definimos

ijvaﬁ

/ d*k kukukaks

(2m)*  Eiasa
d*k k, k. k

+kV/ U

! (2m)* Ei34 !
Ak kokoks

k —_ k

* 1“/(27T)4 E1934 i

&'k koks

ki ki, | ————
Tk /(277)4 Ei234 N

d*k k. k
ki, k — L nre
T 16/ (2m)* Er934 *

d*k kyk,
ki,.k —————— + k1, k10
T 15/(27T)4 E1234+ i /(QW)4 E1234

d*k ke
+k1ﬂk1yk1ﬁ/7(2ﬂ_)4 Frym

Ak k,
+k‘1yk1ak16/ (27{_)4 E1234

d*k
+ + kluklyklaklﬂ/w

d*k k. kg
ki, ke | ——
R /(277)4 Ei234

d*k k. k
kiok — e
e 16/(277)4 E1234

Ak kukoke
5/(27)4 E1234

Ak ko ks
a/(QW)4 FEr234

Ak kg

d*k
+ kl,u,klukla /

kg

(2m)* Era34

d*k

+k1uklo¢kl,ﬁ/ (271_)4 E1234

1

b
Ei234

s _ / d*k kuky ko
dpve (2m)* Eia34

d*k
s [

d*k
+ki, 7(2@4

d*k
i [ o

kuka
Er234
kyko
Eias1
ok,
E1234

d*k Kk,
ki,ki, | ——
i /(27T)4 Ei934

d*k k
+klvk1a/7 i E

(27)* E1934

‘kok

d
+klukla / (27T)4 Ei234

d*k 1

+k1uk1uk1a/ (271_)4 E12347

P /d4k ik,
v (27)* Er934

d*k
ki, | ——
th /(277)

d*k

+h“/(%d

Ky

4 Fi234
k.

4 E1234

k1
kiyki, | ————
i /(271')4 E1234
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.o /d4k k.
wo (2m)4 Eq234
+k /d4k1

] (27)% Ergza’

onde simplificamos a notagao fazendo I3, 4
I3, (p,q,mim) e I, = 13, (p,q,m3m) .

Por sua vez, podemos estabelecer

TPV + gusTPPPP = dr I35 (r.q;m)

—4rgls, (r,p;m)

—4(p—q), I35 (u,t;m)

+4 (p - q)ﬁ I§V (p7 q; m)
d*k 1

s | Gy
d*k 1
Ak 1

-2 (pl/qﬁ_pﬁql/)/w@

= Iéiuuaﬁ (p,q,r;m), Ijul/a =

(3.66)

Iéf;wa (p’ q,7; m) ) Ijuu =

d*k 1

+2[(qurs + asrv) — (pvrs + parv) — (Pvas — Paav)] / @ B

+8[(r-q) = (r-p) 1,5
—4[p°r,— (- )re — (r-@)pu + (p-7) @] Iis,
+4[¢*rg —(p-@)rs+71°q8 — (p-7)qs —’ps + (r- Q) pp] I},

+2[ 72 (pugs — Psa)

[
[
—p” (qrp + qs70)

9 d*k 1
+q (pﬂ‘ﬁ +p,87’u)] Wm,
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PPVV PPPP
Taﬁ - gaBT

PVVP PPPP
Tz/a - gl/aT

_8I§046 ('LL, t; m)
_47'0413?5 (r,q;m)
—A4psl3, (p,q;m)

—4(r+q)5 I3, (u, t;m)

)
)

—4(p+q), I35 (u, t;m)

d*k 1
-2 (paCIB +pBCIa) Wﬁ%

d*k 1
2l tar) | o,

dk 1

=2 (pars —PﬁTa)/ o

-2 [qarﬁ + 4T +pa(Iﬁ +pﬁQD¢ + paTp — pﬁra] /

+8 (T : p) I4So¢ﬁ

+4{[r* = (r-a)]ps+ (- rs+ (r-p)as} I,

+4{[p" = (p- Q) ra+(r @) pa+ (r-p)aa}Iis

+2 [ p? (qars + qpra)

+¢° (PaTs — PpTa)

+12 (pags + Ppda)] /

=813, (p,¢;m)

—4py 13, (P, g3 m)

+4r, I3, (r,p;m)

+4(r —q), I3, (u, t;m)

—4(p+q), I3, (p,g;m)

)4 E194

d*k 1
(27m)* Ero3s’

d‘k 1
+2(qary — Qo) (@) Fiss

d*k 1
+2 (poﬂ"u erura)/wEl%

d*k

—2 (pOéql/ +pyqa)/W?23

+2 [(qaru - quroz) + (parl/ + pVTa) - (paqu + puqa)] /

+3 [T2 - (T : q)] Ijua

+4{[r* = (r-9lp+ (P — (-} I,

1

d*k 1

(27)* Eas4

d'k 1
(271')4 E234

+4{[r? = (r- Q)] pa+ [ = (r D] ta— [¢*— (- 0)] 70} I3,

+2 [ 77 (patv + Puda)
_p2 (qarz/ - qyra)

—¢* (pary + puTa)] /
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d*k 1
(27m)* Ero3a’
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VPPV PPPP
Tys = 9upT

TLPVP + Gua (TPPPP) _

_81§p5 (Ta q; m)
—4r, I35 (r,q;m)
+4ppl3, (r,p;m)

+4(p—q), I35 (u, t;m)

)
—4 (’F + Q)B I?fu (T7 q; m)

4
+2 (purs +Pﬁ7ﬂu)/(;lﬂ];4Ell24

4
‘2(735‘1“_7’“%)/((5:)413;3
—2(qurp +4p7u) / %%34
+2[(purs +po7s) = (ot~ puts) = (aurs + asm)) [
+8[p* = (p- )] I,
+4{[P’ - - Q) ru—(r-Qpu+ -7V au} Iis
+4{[pP" - - Q)rs— [ — (-] ps+[p°— (p-7)]as} I3,

+2 [ 7 (P3qu — Pugp)

d*k 1
(27)* Ea34

—¢* (purs + pary)
»E1
o)) | G e (370

Apuli, (p,q;m)
—4pal3, (r,p;m)
+4(r—q), I3, (r,¢;m)
—4(r—q), I3, (u,t;m)
a1
(2m)% Eqa3
4
4
+2 (qura — qam)/%%&
42067 = Gar) = Bt + o) + (uta + o)) [
+8[(p-q) — (- 1) i
4y —(rp)au—[r* = (r-q)] pu} L,
+4{[¢* = (r- @] pa + [P* = (r-P)] ga = [P* = (0- )] ra} I,

+2 [ ¢* Pura + Pary)

+2 (p,uQa + paQu) /

d*k 1
(271')4 E234

—r? (pu(Ia + paQu)

d*k 1
*p2 (qMToz + Qaru)] /

7(2@4 Fross’ (3.71)
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TV;/VPP — Guv (TPPPP) = _8I§,uu (T,p; m)

—4 (P - Q)/L ISSV (pa q; m)
—dp, I3, (r,p;m)
—4(r—q), I3, (r,q;m)

—4r, I3, (r,p;m)

+2 (puqu —Puqy)/(;l:)c‘*%
+2(pury = PuTu) / g:rk)“Ei%
+2(qru — qurv) / g:f)‘LEj?A

+2 [(pqu - puql/) + (p,u,rz/ - pl/TM> + (QVTM - (J,ﬂ“u)] /

+8[¢° = (r-q) +(r-p) — (p-9)] L

+t{[@ - lp— P - D]+ [P - )] r} I,

+4{[r? = Qp = [ = (D] g+ [ — (-] ru} 15,

-2 [ r? (puqH - pu‘]u)

+q2 (pp,rl/ - pVTM)

2
+p (qV’rP« _qMTV)] / (27_(_)4 E1234

dk 1 dk 1
TPPPP — 2/ _ 2/ N
(271')4 E24 + (27T)4 E13

+2{r?p*-(p-q)]

+¢*(p-r)

P2 (r- }/ d*k
PH(r-q) 2m 4E1234
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onde definimos

. Ak kok,
I3ow (pv q; m) = / W E123

Tk /d4k ky
Lo (27T)4E123

ik /d4l<: ko
v (27T)4E123

d*k 1
—k uk @ a4
i /(277)4E123

/ d*E Kk,
(277)4 E124

Tk /d4k ky
Lu (27T>4E124

d*k K
+k1y / E
! (2m)* E1a4

d*k 1
—kik V=
e / (2m)* Eqoq

I3, (r,p;m)

. 'k koks
Lap (w,tim) - = /(277)4 Eo3y

&k ks
Fao | o2
T /(QW)4 Ea34

ik /d4k ko
46 (27T)4E234

d*k 1
—ksgksa | 7=
4ot /(27)4 Eo3y

Ak kkg
Ig#ﬁ (r,q;m) - /(2ﬂ)4 E”134

Ak kg
k -
M 1”/(27T)4 Ei34

» /d4k K
1 (2m)* E134

d*k 1
_klﬁklu/ (27{')4 E1347

< d*k kg

Tk / d*k 1
14 (27T)4E134,

. 'k k,
e = [

i /d4k: 1
v (27T)4E124’
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I3 (u,t;m) = /(g;’;Ek;[;
+k4/3/(;l:)€4Ei34 (3.80)
e
I3, (pygym) = /(g:rk)‘lE]i;

Isto completa o tratamento das fungoes de Green consideradas.

3.3 Relagoes entre funcoes de Green

Ap6s os resultados obtidos na segdo anterior fica claro que, para completar o cdlculo das amplitudes
teremos que considerar um conjunto de integrais de Feynman, algumas delas de cardater divergente. Isto
implica em manipulacoes de quantidades matematicas indefinidas. E interessante, antes de efetuarmos as
manipulagoes propriamente ditas, que consideremos algumas exigéncias bastante razodveis que possam
desempenhar o papel de guias de consisténcia. Dito de outro modo, queremos saber quais os vinculos
que podemos impor sobre as formas manipuladas e calculadas das integrais divergentes que possam ser
verificados apds os cdlculos, para que estes possam ser considerados consistentes.

Uma maneira de estabelecer tais relagoes é notar a existéncia de identidades relacionando as fungoes
de Green que definimos e que podem ser estabelecidas a partir de relagoes entre os integrandos, portanto
védlidas antes da introducao do sinal de integragdo. A primeira destas relagdes entre fungbes de Green

pode ser construida com a observacao da identidade

1 1 }_ 1 B 1
W) —m " HA ) —m) "ty —m HAH, —m]

Esta, depois da tomada dos tragos de Dirac e integragao sobre o momento k, em ambos os lados,

(k1 — k2)* {% (3.82)

nos permite identificar uma relagéo entre duas fungdes de Green que definimos anteriormente, Eq.(3.1) e
Eq.(3.16), ou seja:
(kv — k)" T =T, (k2,m) — T) (k1,m). (3.83)

De um modo similar podemos também estabelecer que
(kv — ko))" Ty, =T} (ka,m) — T} (k1,m). (3.84)

As identidades (3.83) e (3.84), diagramaticamente representadas através da figura (3.9), sdo duas gen-
uinas relagoes entre fungoes de Green do cédlculo perturbativo. Relagoes deste tipo podem ser construidas

através dos métodos da dlgebra de correntes.
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k+ k; Yy Yy

Fig. 3.9: Representagdo diagramdtica para as identidades (3.83) e (3.84).

Estas relacoes podem ser vistas como propriedades das fungoes de Green que carregam indices vetoriais
de Lorentz. Como tal, a relagdo (3.84) nos diz que se calcularmos explicitamente a fungéo de dois pontos
T ,YVV e depois disto contrairmos com o momento externo, nés devemos identificar no resultado obtido
a diferenga entre duas fungoes de um ponto TIY com linhas internas carregando momentos ki e k3, 0s
quais s@o arbitrdrios. Seguindo o mesmo procedimento podemos construir relagées envolvendo todas as
fungoes de Green puramente fermionicas diferindo no nimero de pontos em uma unidade através de uma
contragao com um momento externo, terminando sempre em uma relacao com aquela de um ponto por
contragoes sucessivas. A fim de prosseguir na identificagdo de tais relagoes, consideraremos a amplitude
triangular triplamente vetorial e suas relagoes com as fungoes de dois pontos V'V. Primeiro notamos a

identidade

1% 1 1 1
@1‘“){”wa+%>—m7wa+%>—m”ﬂﬂ+%ﬂ—m}
1 1 !

1
Ty —m] YW Hy) —m P, —m] MR —m

Novamente, depois de tomar os tragos e integrar no momento k, em ambos os lados, uma relacao entre

(3.85)

a fungao de trés pontos triplamente vetorial e a funcao de dois pontos Bi-vetorial pode ser identificada,

a qual podemos escrever como

(k1 — k2) Ty =TnY (ks ka,m) — T, (ks, kym). (3.86)
N k+ ks k+ ks
(k1 —k2)”| 7 k+ki| =7y Yo — T Yy
k+Fk
TR ey, kit ks k+k

Fig. 3.10: Representa¢do diagramdtica para o identidade (3.86).

Relagoes similares podem ser estabelecidas tomando a contragao com os outros momentos externos.

Elas ficam
(ks — k)"Ty,y Y =Tv," (k1  ka,m) — T, (ks, ka2, m) (3.87)
€
(ks — ko) TV =TV (ki kg,m) — T (ki kaym) . (3.88)

A relagdo (3.86), representada diagramaticamente na figura (3.10) e as relagoes (3.87) e (3.88),

implicam que apéds o célculo explicito da fungao TX VVV e a correspondente contracao com os momentos
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externos, deveremos ser capazes de identificar as diferencas entre estruturas de dois pontos, conforme
indicado pelas respectivas identidades.
O procedimento usado acima pode ser adotado para estabelecer quatro vinculos para a funcao de

Green tetra-vetorial na forma de relagées com as fungoes tri-vetoriais. Eles séo:

(k3 - kQ) /Yu‘(/ygv - uaﬁ (klv k3a k4v ) u‘{y‘,gv (k'la k?a k4> ) ) (389)

(k;4 - k3) ;X/‘(i‘év u(x,@’ (kla k27 k47 ) ,Bua (klv k27 k37 ) 5

(k1 = k) Tyl = To)5" (kas ke, kasm) = T5Y (Ko, ks, ka;m) (3.90)
€

(ke — k1) Tyek Y = TulY (ko ks, kasm) = TV (K, ks, kasm) (3.91)

Uma classe andloga de relagoes entre fungdes de Green pode ser construida para aquelas possuindo am-
bos os propagadores do féton e do elétron. Por contragoes sucessivas todas terminam sendo relacionadas
a auto-energia do elétron por excitacao de um féton que é a estrutura mais simples. Para as amplitudes
que estamos considerando, apenas uma pertencente a esta classe de relacoes é relevante. Trata-se daquela

envolvendo a corregdo de vértice. Para identificd-la primeiro notamos a identidade

(k3 — k2)p

[ (CETAE ﬁwwf),)—m]“]

- A

v L v LN
[7 (F+Hy) —m] 7 [+ Hy) —m] ] (3.92)

Podemos inserir um propagador fotonico, carregando momento k + kq, em ambos os lados, uma vez

que este nao envolve matrizes de Dirac, e posteriormente tomar a integracao em k, para ficar com
d*k 1 1
(ks — k2) / {’YV o ﬂ x
T et U W) —m] T [+ Hy) —m)
v k+k k+k),
97’\24_(5_1)( 1 ( 221) =
(k+ k1) [(k + k1)?]
v k+k kE+k),
L2 2+(£_1)( 1))\( 221)
(k+ ki) [(k+ F1)?]

[ d% T, 1 N
/ (2m)" [” [<i¢+/¢2>—mﬂ]
I e gy R (R R,

'k [, 1 N
*/ (27 [” W+1¢3>—mﬂ] (k+ k) [(k + k1)2)?

Agora podemos identificar o termo entre chaves no lado esquerdo com a fungdo de Green da corre¢dao

(3.93)

de vértice e os dois termos no lado direito como sendo as fungdes de Green associadas a auto-energia do

elétron por excitacdo de um féton. Isto significa que
(kg — kQ)#AM (kl, kg, k?g, m) = E (kl, kg, m) — E (kl, kg, m) . (394)

O que completa as relagoes entre fungoes de Green relevantes para as discussoes que pretendemos neste

trabalho.
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Neste ponto é importante notar que as relagoes que acabamos de construir envolvem sempre funcoes
com um numero diferente de pontos o que implica em diferentes graus superficiais de divergéncia. Uma vez
que adotamos sempre rétulos arbitrarios para os momentos carregados pelas linhas internas, sempre que
um dos lados possuir grau de divergéncia superior ao logaritimico poderao estar envolvidas ambigiiidades.
E interessante perceber que ainda assim esperamos que estas relacoes sejam preservadas, isto é, as relacoes
entre funcoes de Green devem ser preservadas independentemente das escolhas para as arbitrariedades
envolvidas tais como: o método de regularizacao, os rétulos para os momentos das linhas internas e
a escala comum as partes finitas e divergentes de uma amplitude do cédlculo perturbativo. Por isso
torna-se crucial verificarmos, apds as manipulagoes e cdlculos efetuados, no contexto de um procedimento
qualquer, se estas relacbes permanecem validas. Do contrario, é possivel sempre estabelecermos que
alguma simetria fundamental ou identidades de Ward ser@o violadas como consequéncia da quebra de

alguma destas propriedades, que veremos a seguir.

3.4 Relacoes de simetria

As relagoes entre funcoes de Green, que acabamos de considerar, sdo propriedades primordiais. Elas,
entretanto, nao correspondem, em geral, as relacoes de simetria ou identidades de Ward, muito embora
estejam profundamente relacionadas. As relagoes de simetria impoem vinculos sobre amplitudes fisicas
que sao combinagoes de diferentes fungoes de Green, quando o nimero de pontos supera dois, ou, ainda,
impoem vinculos sobre o préprio valor de algumas amplitudes ou limites cinemédticos. Para a EDQ), a
invaridncia de “gauge” estd associada a conservagao da corrente vetorial, o que implica que cada vez
que um momento externo de uma amplitude fisica for contraido com um indice vetorial correspondente,
devemos obter um resultado identicamente nulo. Isto significa que, para a fung¢ao de um ponto vetorial,

devemos ter

KT = 0. (3.95)
Por sua vez, para a funcao de dois pontos T/YVV, devemos ter
vV _
(k1 — k)T, =0 (3.96)
e
(k1 — k)T = 0. (3.97)

Para a funcao de trés pontos triplamente vetorial, a amplitude fisica correspondente é obtida pela
simetrizagao nos estados finais o que implica em somar dois diagramas, que denominamos canal direto e

canal cruzado. Escrevemos isto na forma

(ks — ko)™ [TVYY (K, Koy kssm)] + (I — 1) [TV (14,12, 13;m)] = 0, (3.98)

(ky = k)" [T, (kv ko ksym)] + (I — 1) [T, (I, 12, Issm)] = 0 (3.99)
€

(ka — k1) (TN (k1 ks ksym)] + (I — 13)” [T, (1, o, I3;m)] = 0. (3.100)
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E importante notar que adotamos rotulagoes arbitrdarias para os momentos das linhas internas indepen-
dentes para os diagramas correspondentes aos dois diferentes canais que contribuem para a amplitude

fisica. Eles estao relacionados aos momentos externos de acordo com

Fig. 3.11: Representacdo diagramdtica para o canal direto.

k3 — ks =p+q,
ks — ki =q,
k1 — ke =p,

para o canal direto, figura (3.11), e

Fig. 3.12: Representacao diagramdtica para o canal cruzado.

I3 —1la=p+q,
l3 — ll =D, (3101)
Iy =1y =q,

para o canal cruzado, figura (3.12). Isto deve ser feito pois as arbitrariedades sdo intrinsicas ao calculo
de cada diagrama e nao héd absolutamente nenhuma razao para supor que o significado das eventuais
ambigiiidades decorrentes do célculo de um diagrama seja idéntico aquele daquelas de outro diagrama
qualquer, ainda que topologicamente idénticos.

Finalmente, para o processo que denominamos espalhamento de dois fétons, teremos para a simetriza-
¢ao dos estados finais a contribuicao de cinco diagramas V'V V'V para cada corrente vetorial envolvida.

Tomando o indice vetorial A\, a conservagao da corrente correspondente implica em

0 = (ks— ko) [T (k1 ko, ks, ksym)] + (Is — 1)} [TE Y (12, U, Ly m)]
(rs —r2)" (T8 Y (r1, 72,753,745 m)] + (53 — 52) [TE Y (s1, 82,83, 543m)]

(ts — t2)" [THNYY (1, ta, ts, ta;m)] - (3.102)
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Aqui, adotamos também para cada diagrama um conjunto de rétulos arbitrdrios para os momentos das

linhas internas. Os momentos externos estdo relacionados aqueles internos na figura (3.13) por

-t T

Mp o, NV
Tp P Tl.l.
It d ety

b
% ke
P A I LY TR

Fig. 3.13: Representa¢do diagramdtica contribuindo para a fun¢do de Green correspondente a intera¢do

de quatro fotons.

kg — kg = —S,
ks — ks = —t,
e (3.103)
k4 — k’l =T,
ki — k2 = —p,
na figura (3.14) por
-t Yy

E+‘E3.JL w‘E‘i‘fl
T

s 4
L +
M\;ﬂ; £ fQ %

Fig. 8.14: Representa¢do diagramdtica contribuindo para a fun¢io de Green correspondente a intera¢do

de quatro fétons com p e v permutados.

13 — lg = =S,

lh—=l=m

e (3.104)
ly — I3 = —t,

ly =1l = —-b,
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na figura (3.15) por

: 4

A"[/\m+3:4
—1%

T—
T 4

b e W

M‘En, mjl—ﬂjg %

L

5
+
s

Fig. 8.15: Representac¢do diagramdtica contribuindo para a funcio de Green correspondente a intera¢do

de quatro fétons com p e [ permutados.

T3 — Tg = —8,
T3 — Ty =T,
o (3.105)
Ty — T2 = =P,
1 — Ty = 7t,
na figura (3.16) por
F r

=
Rl
L

k.

L

4
L
&,
—_

Fig. 8.16: Representac¢do diagramdtica contribuindo para a funcio de Green correspondente a intera¢do

de quatro fétons com p < v, v < e B < pu permutados.

Jz — Jo = —s,

J3—J4a = —D, (3.106)
J2 —J1=—1,

Ja—ji=m,

e, finalmente, na figura (3.17) por
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f P

Ma, ., nin, o, S
Tp L4 T'J

Tr+Tls 4 + e+

%

T, 4
{\?_‘gn' T+ %

Fig. 8.17: Representa¢do diagramdtica contribuindo para a funcio de Green correspondente a intera¢do

de quatro fétons com u < (B e < v permutados.

ng —nz = —S,
Nng —nNg =T,
o (3.107)
Nno — N1 = —t,
ng — N1 = —p.

E evidente que as condic¢Oes para que as relagoes de simetria sejam satisfeitas podem ser associadas as
relagoes entre fungoes de Green uma vez que a cada contragao efetuada sobre um diagrama existe uma
relagao entre fungoes de Green envolvida. Como tal podemos escrever a relagdo de simetria (3.104) na

forma

0 = [T).5" (ki ks, kasm) — T5" (ky, ka, kaym)]
+ [leo}//sv (I, 13, Ly m) = T 0 (I, lg, La; m)]
ri,r3,raym) — TooY (re,ra,raym)]

+[T05" (
+ [T}, (81783,84; m) — ng (s1,82,54;m)]
+ [T05Y (t1,ts, tasm) — TooY (t1,ta, tasm)] (3.108)

onde utilizamos as relagoes (3.99)-(3.101). As identidades de Ward para o processo que denominamos

decaimento fotoénico do féton, Eq.(3.101), podem ser reescritas como

0 [T)‘\;V(k& kQ; m) )\/L (k3a kl, )]

+ [TV (13, 1psm) — T, (I3, 15m)] (3.109)

onde utilizamos a relagdo (3.86), e expressoes andlogas para os demais indices vetoriais. Finalmente a

identidade de Ward para a funcéo de dois pontos, Eq.(3.83), pode ser escrita como
T, (k2) = T) (k1) = 0, (3.110)

de forma andloga para o outro indice vetorial. As condigdes (3.110)-(3.112) nos mostram a importan-

cia do cardter nao-ambiguo para as fungoes de Green. Uma vez que as contragoes envolvem diferencas
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entre fungbes com um nimero menor de pontos e, portanto com maior grau de divergéncia, e que os
momentos arbitrdrios nao sao os mesmos nas diferentes fungoes envolvidas, se as fungoes de Green cal-
culadas possuirem termos ambiguos, as identidades de Ward poderao ser violadas por estes termos ji
que as ambigiiidades ndo podem se cancelar pois envolvem diferentes dependéncias com os momentos
arbitrarios.

Por fim, como vinculos de consisténcia relevantes para a EDQ temos ainda as importantes determi-
nacoes do teorema de Furry. Este estabelece que toda vez que um processo fisico envolver um numero
impar de fétons externos ele deve se anular identicamente. Para as amplitudes que consideramos isto

implica que deveremos ter

TY (ki;m) =0 (3.111)
e
T/K“V;V (k’l, ko, k3; m) + T)Y;,ZV (ll, lo, l3; m) =0, (3.112)

o que, como veremos serd de grande utilidade na definicao de um tratamento consistente das divergéncias
do célculo perturbativo.

Passemos entao, ao tratamento das integrais de Feynman encontradas neste capftulo para posterior-
mente explicitarmos as fungoes de Green e entao verificarmos sob que condigoes os vinculos de consisténcia

considerados nas ultimas secoes serao satisfeitos.
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Capitulo 4

Sistematizacao para as partes finitas

das amplitudes

4.1 Introducao

No capitulo II selecionamos um conjunto de processos fisicos pertinentes & EDQ e com a utilizagao
das regras de Feynman escrevemos as expressoes para as amplitudes correspondentes. No capitulo 3
desenvolvemos estas amplitudes a fim de colocd-las na forma de uma combinacdo de integrais de Feyn-
man. Assim, o passo seguinte que devemos dar para obtermos as formas explicitas das amplitudes é a
solucdo destas integrais. Algumas destas s@o estruturas matemdticas indefinidas jé que sdo quantidades
divergentes. Isto nos obriga a adotar alguma estratégia para o tratamento destas estruturas divergentes
a fim de que possamos colocd-las numa forma adequada para a reparametrizacao, isto €, devemos separar
as partes divergentes e finitas. Isto quer dizer que em cada integral de Feynman, ainda que divergente,
encontraremos partes finitas que serao fungoes dependentes dos momentos e das massas carregadas pelas
particulas. Tais fun¢bes devem possuir propriedades determinadas por principios gerais de TQC como,
por exemplo, a unitariedade. As restrigoes sao tais que a estrutura analitica destas funcées é comple-
tamente determinada. Deste modo esperamos que as partes finitas das integrais de Feynman admitam
alguma sistematizacao que permita organizar os célculos das amplitudes e estudar suas propriedades
[24]. Seguindo este raciocinio, neste capitulo nés introduzimos um conjunto de fung¢des em termos das
quais escreveremos os resultados das integrais que consideraremos nos capitulos posteriores. Algumas
propriedades e limites especificos também serao estudados para propdsitos futuros. Este é portanto um

capitulo subsididrio aos seguintes.

4.2 As Funcgoes Z;s

Ao calcularmos integrais de Feynman presentes em fung¢des de Green do cdlculo perturbativo, asso-

ciadas a fungoes de dois pontos, encontraremos naturalmente um conjunto de fungdes que carregarao as
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informacoes e propriedades fundamentais dos processos fisicos associados. Nés a definimos como

1 2.1 _ 2 42y, 2
Zk()\%a)\gaQQ;/\2)_/0dzzk1n<q dt Z)Jr_(ié M)z )\1)- (4.1)

Na expressao acima ¢2 é o momento externo do “loop” quando se tratar de uma funcio de dois pontos
o . ~ . . . 2

ou, uma combinagao invariante destes quando em func¢oes com maior nimero de pontos. Quanto a A] e

)\3, eles serao em geral massas da teoria. O pardmetro z é o dltimo pardmetro de Feynman utilizado na

parametrizagao a ser integrado (ver Apéndice B). O parametro A% desempenha um papel de escala para

0s momentos, para )\% e para )\5. E muito conveniente a utilizagao de um dos parametros )\% ou )\g como

escala para a construgdo de formas explicitas. A mudanca da escala é facilmente obtida. Basta notar

que:

1 2
ZeAL A3, 6% 07) = Z(M\], 03, 6% A3) + ] In (ii) (4.2)

Relagoes deste tipo se mostrarao importantes para o cdlculo das integrais divergentes contendo ambos
os propagadores do elétron e do féton. Para obtermos formas explicitas para os primeiros valores de k

podemos seguir o procedimento do Apéndice D. Teremos entdo as expressoes:

2 2 2 2 2,2 2
+ A =A%) A (A1, A3, 4%)
Z222'2:—(q 1 2) 1, [ 22 9 1512 4
0()\17/\27(] 7)‘2) ( ) 2(]2 n )\? +2+ 21]2 ) ( 3)
2 2 2
242 2,42y _ (@ +A1—X) 1
Zl()‘17)‘27q a)‘2) - (_){ 2(]2 +§ +
L@ 27 =x) —20e?] (%)
1 2
4q AT
2 2 2
g+ A=A
+(4q142)h()\§,>\§,q2)} (4.4)
e
2 2 2
@+ —A 2
nod ) = o Cr Lt
L@ 2T = X9)? — 207¢’]
3q*
L@ =) [0 A = 0)° = 3NN
2q2 34 2
q q A
2 2 2\2 2 9
+AI A7 = A
+[(q 1 6q62) 14 ]h()\f,)\g,(f)}. (4.5)

A fungiio h(A\], A3, ¢?) possui trés representacoes:
i)Para ¢* < (A1 — Ag)2.

Nesta regido de valores de ¢ temos:

hOALA5,6%) = 2V — X2)2 — @2V (M + A2)2 — ¢ X

( JOTERP = 4 BT
. {\/(/\1+)\2)2—q2—\/()\1_)\2)2_q2}' (4.6)

ii)Para ()\1 — )\2)2 < q2 < ()\1 + )\2)2.
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Neste caso temos a representacao:

2 y2 2y _ [ 2 _ 2 2 — 2 aretan q2_()\1_A2)2
h(AT A3, @%) = (5)4V (A1 + A2)? — 2V — (A1 — A2)2 arct { (A1+A2)2_q2}. (4.7)

iii)Para ¢* > (A1 + A2)2.

Nesta regido de valores para ¢ a funcio h(/\?7 )\g, q?) desenvolve uma parte imaginaria. Ela fica

ML A3, ¢%) = 20/ — (M + X2)2V/@® — (A1 — M\a)? x
xln{\/QQ_O\l —)\2)2+\/q2—()\1+)\2)2}
V@& = A+ 22)2 = /@2 = (A = X)?
+2imy/q2 — (M + 22)?V2 — (A — X2)2 (4.8)

Das formas explicitas, ou por integragao por partes, é possivel estabelecer relagoes entre as fungoes

correspondentes a diferentes valores de k. Como tal

N X2 Zo(A2, 02, g2 02
Z1()\%,/\§,q2;>\§) _ [1+ ( 1q2 2)] 0( 15 227q 3 2)
ot (A7 —23) + ATl X5 (4.9)
s — n|{—s . .
2 1 2 1 A%

Estas relacoes permitem que, ao final, todas as fungdes Zj s possam ser reduzidas a apenas Zp.

4.2.1 lim X’ — 0 em Z,(A\], A3, ¢%\3)

As situacoes que necessitaremos para o tratamento das amplitudes da EDQ, podem ser obtidas como
casos particulares do caso geral considerado acima. Uma destas situagoes é aquela associada & presenga
do féton nas amplitudes. Neste caso é podemos retirar das expressoes acima aquelas desejadas tomando
uma das massas nula. E possivel colocar as expressoes tal que a situacio pretendida corresponda a )\% =0
(massa do féton) e A3 = m? (massa do elétron). E facil tomar este limite nas expressoes (4.3), (4.4) e

(4.5). Assim teremos, por exemplo, para ¢* > )\3,

2 42 2 42
Z0(07A§7q2;)‘§) = {(q 2>\2) In <q 2)\2> 2}7 (410)
q A2
2 2\2 2 2 2 2
2 ooy _ J (@7 —A3) ¢ — A _(q —Az)_l
Zl(07>‘27q 7)‘2) - { 2q4 In ( )\g qu 9 (411)

(q2>\§)3ln<q2>\§)(q2>\3)2 (¢* = X3) 2}. (4.12)

Z2(O7)‘37q2;)‘§) = { 3q6 )\2 - Y
2

3q* 6¢> 9
Algumas propriedades destas fungoes serao tteis para propdsitos futuros. Uma destas é o comporta-

mento destas funcdes préximo a g = 0 que é dado por:

o ¢ ¢
0(0,3,475A3) { 2)\3 6)\3 } ( )
1 ¢ q*
7 0’)\2, 2;)\2 - _ |:+ + + .- 4.14
10,22, 4% %) 47603 0 242 i
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2 2,42 1 q2 q4
Z2(07>‘27q §>\2):* §+12)\2 +60)\4
2 2

T (4.15)

4.2.2 As Fungées Z,(\?, )3, ¢%; \?) para A= A}

Outra situagdo que encontraremos ao tratar as amplitudes da EDQ serd aquela onde apenas o
propagador do elétron estard presente numa amplitude. Do caso geral considerado acima podemos obter
esta situaciio de interesse fazendo A2=X2=m?, onde m ¢ a massa do elétron. Teremos entio

1 2 2
2 ¢?z1—2z)—m
Zr(m?,¢* 2% = ; dzzF1In <_)\2) , (4.16)
onde simplificamos a notagao tal que Zi(m? m?,¢?; )\2) = Zi(m?, ¢% )\2). As fungoes correspondentes

aos primeiros valores de k ficarao entao:

Zo(sm?) = () {24 T, (1.17
a(in®) = () {1+ T (1.19

1 2(¢> —m?) N (¢ —m?)

za(esn®) = () { g5 + 20 .} (1.19)

onde fizemos h(m?,m?,q?) = h(m?, ¢?). Para este caso h(m?,q?) possui trés representagoes:

i)Para ¢% < 0,

b2 %) m/?;%/@m{%; g} (4.20)

ii)Para 0 < ¢% < 4m?,

4m? — ¢2

h(m?,¢%) = (—)4\/]?\/Warctan {\/(72} (4.21)

iii)Para ¢* > 4m?.

VG — \/q% —4m?
h(m? ¢?) = 2V@VP —dm2in YL~ VI
(m*,q%) °Vv4q m n{\/(?+ R

+2im/ 2/ — 4m?2. (4.22)

Das expressoes obtidas observamos de imediato as relagoes:

7 2.,.,2
Zi(q%im?) = w (4.23)
€
1 m? Zo(g*;m?
Zo(qsm?) = =2 = 35 Z0(q m?) + Sl i), (4.24)

18 3q 3
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As situagoes ou limites de interesse podem ser estabelecidos de imediato. Como tal o comportamento

para ¢? < 1 fica:

- " ¢
Zolqsm ){6777,2+60m4+”}7 (425
2 4
q q
Zila’sm?) =~ [umz +mm4+“‘}’ (4:26)
2 4
q q
Zo(q*m”) = ~ {207712 + 210m* e } ' (4.27)

4.3 As Funcoes Y)'s

Outro tipo importante e ttil de estrutura que surge em cédlculos de integrais de Feynman, especial-
mente quando consideramos o tratamento das integrais geradas pelo termo dependente do parametro de

“gauge” do propagador do féton. Nés as definimos como

dzzF(1 — 2)

1
Vi (A2, 02, 4% 0%) = (=\? / . 4.28
KON = ) ) i - (=9 e
Com esta definigao nds observamos de imediato que:
0Zk(N], 03, ¢% N2

A2 k( 15 22aq ) ) — Yk()\%,/\qu2,)\2) (429)

As propriedades de escala das fungoes Yj sao imediatas

2 42 2 \? 2 2 2
Yk(A1,)\27q2§)\ )= <)\2> Yi (AT, )\2;(]25 A3)- (4.30)
2

As formas explicitas das primeiras componentes do conjunto podem ser facilmente obtidas seguindo, por

exemplo, o procedimento do Apéndice E. Teremos entéo

22 A2 g()\2 A5 qz)
v )\2’>\2,q2;)\2 2{111 <1> + q27/\2+)\2 1’2’}, 4.31
oA i) = () T TG ) Y
A2 A=) (A
2 12 2 12 _ 2 1 2 1
S/i()\lv)‘Quq 7)‘2) - q2{_1+2q21n ()\g>
L3 = AD(@ = 3+ 2] + 2X0e? gV A3, 0?) } (4.32)
2¢? FOL A3 6?)
€
M1 (NN
Yo(M,A3,¢%03) = q;{ 2 q; :
N (2 + X\ —\3) _ (¢° + AT = X))? _|_)i In /\75
2¢> 2q* 2¢? Ay
(@M (@A)
2¢° ' 2"
LB+ Ag)ﬂ g(A?,Ai,f)} . (4.33)
242 FOL,A3, )

onde a funcao f ()\%, )\3, ¢?) possui as representacoes:
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i) Regido ¢ < (A1 — A2)?

FOIN3 ) = V0 — 222 — V(1 + X2)? — (4.34)

ii) Regiao (A1 — A2)? < ¢® < (A1 + A\2)?

FOLA, D) =iV +2A2)2 — 2V — (M — )2 (4.35)

iii) Regido) Regido ¢ > (A1 + A2)?

FOT2,6%) = V@ = (i + 22V = (A — A2)2. (4.36)

Por sua vez a fungao g(/\%, /\g7 ¢?) possui as representacoes:

i) Regido ¢* < (A1 — \2)%:

232 2 oy VAL A2)2 =2 — /(AL — A2)? — ¢
9 A 0) = 21 {\/()\1+/\2)2q2+\/()\1/\2)2q2}‘ (4.37)

ii) Regiao (A1 — A2)? < ¢® < (A1 + A2)%:

A2 2 _ _ 2
g2 g?) =21 | YOI R — @ =Vl - (u - he? | (4.38)
VL +22)2 =2+ /2 = (A — )2

que pode ser também identificada com:

2 (- )2
g(\2, )2, ¢%) = 4i arctan ¢~ a = o) . (4.39)
O+ Aa)2 —

iii) Regido ¢? > (A1 + A2)%:

232 2 oy VE = (A1 — 22?2 = /@ — (A + A)?
g(>\13)\27q )*21 {\/q2_(/\1_>\2)2_|_\/q2_()\1+>\2)2}' (440)

Note que a funcéo h(\3, A3, ¢?) definida em (4.6)-(4.8) estd relacionada com as fungdes definidas acima
por

h(AL,A3,4%) = FAT, 05, 6%)9(M, 23, ¢%). (4.41)

Das expressoes obtidas, ou por integragao por partes, podem ser estabelecidas relagoes envolvendo as

fungbes Y)s com outras de valores menores de k e com as fungoes Z; s. Como tal teremos

(@ +X =)

2
A=A 088 N+ o PN ()

A
2 \2 2.
5/1<)‘1a)‘2aq 7)‘ )_ ﬁ

Algumas situagoes particulares destas fungoes serdo de nosso interesse futuro. Vamos entao considerd-las

em separado.

4.3.1 lim X> — 0 em Yy (A}, A5, ¢%)\3)

No6s consideramos esta situagao limite escrevendo, a partir da definigao:

1 k—1
Vi (0, A3, 6% 2\3) = /d k=l ()/ % : (4.43)
o - =
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tal que é facil perceber o mau comportamento da fung@o correspondente ao valor kK = 0 que fica

Y. (O A2 q? )\2) = )\g {1' [1 (6)] +1 <>\3 q2> } (4 44)
D S = im [In n , .
0 2,4 2 )\g q2 e )\g

que serd crucial na andlise das divergéncias infravermelhas.

Ja para os casos k =1 e k = 2, teremos:

)\2 )\2 )\2 _ 2
B0 209 = ()22 {14 2 (250} (4.45)
¢ 2 2 2 2
A (1A A s — ¢?
2242y _ 2 2 2 2
Y2(0, A3, ¢ 7)‘2)_(_)(]2{2_(12[ _qgln( X ﬂ} (4.46)
Estas mesmas funcdes para pequenos valores de ¢? ficam
Y1(0, A3 q2')\2)=[1+q2+-~-} (4.47)
N2 ) N2 2 3)\3
e
Y2(0, A3 q2')\2)=|:1+ < +] (4.48)
R ST ‘ ‘

4.3.2 As Funcgées Y, (A2, )3, ¢% \?) para \i= )3

A situacao envolvendo /\f = )\3 = m?, que ocorre naturalmente na EDQ nas amplitudes onde apenas

o propagador do elétron estd presente, é de grande interesse e utilidade. Nés entao definimos

1 k
dzz"(1 — 2)
Vi (m?,¢%\%) = —)\2/ 4.49
k(m , 45 ) 0 [q22(1—2)—m2}7 ( )
onde simplificamos a notacio Yi(m?2,m?2, ¢%; A\?) = Yi(m?2, ¢%; \?).
Facilmente podemos escrever as formas explicitas das primeiras destas fungoes. Sao elas:
N [ g(m?, ¢%)
Yo(m?, ¢* N) = & ’ 4,
O(m y 43 ) 9 {f(m27q2)}7 ( 50)
A m? g(m?,¢°)
Viim?, 3 ) =14 — 222 2 4.51
l(m »q 3 ) 2 + q2 f(m2,q2) ( )
¢ 2
A m? g(m?,¢*)
Ya(m?,¢% 0 = = 4 -1+ —=—==1%. 4.52
2(m”, g% A7) 9 + @ f(m?,¢?) ( )

Nas expressoes acima usamos f(m?,m?,¢%) e g(m?,m?, ¢?) iguais a f(m?, ¢*) e g(m?, ¢*) respectivamente.
As expressoes para f(m?,¢?) e g(m?, ¢?) sdo obtidas daquelas (4.34)-(4.36) e (4.37)-(4.40) tomando
)\f = )\3 = m?2. Dos resultados obtidos podemos notar relacdes entre as funcdes com diferentes valores de

k. Como tal:
Yo(m?,¢% \?)

Vi(m?,¢%\?) = 5

(4.53)
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> < 1 em Yj(m?,¢%\?)

Sendo o comportamento para pequenos valores de ¢? de grande interesse nés podemos obté-lo escrevendo,

a partir da definicao:

g;)Q/Oldzz’““(l—Z):‘-&-“'} (4.54)

Portanto, para k=0, 1 e 2 ficamos com:

Yo(m?, g% \%) Ay S (4.55)
m2 22y~ 2 )L .
0 , 45 m2 2 12m2 )
M1 01 ¢
2 2.4\2y o 7V - i
Yl(m’q’)\)_m2{6+30m2+ } (4.56)
© 2
A 1 1 ¢?
\ My~ 20—y =14 4L 4.
ity = 2 { e | (457)

4.4 As Funcoes ¢

Quando consideramos integrais de Feynman a um “loop” associadas a fungoes de trés pontos, por-
tanto com dois momentos externos e até trés massas diferentes, torna-se bastante conveniente a introducao
de um novo conjunto de fungoes de estrutura, definidas em termos dos parametros fisicos, dos momentos
externos e de dois parametros de Feynman. Através delas podemos sistematizar as solugoes analiticas, as

propriedades fisicas, a verificacao de relagoes de simetria e assim por diante. Nés as definimos por:

1—2
€ (N2 92 02, 0%, 02) = / dz / dyz y (4.58)

onde:
Qy,2) =p’y(1 —y) + (A = M)y + 2(1 —2) + (A\] — M)z — AT — (2p - q)y=. (4.59)

~ . 2 2 2 ~ . .

Na expressao acima A7, A5 e A\; sao as massas carregadas pelos propagadores das linhas internas e p
e ¢ sdo dois momentos externos (ou uma combinagao destes).

Antes de explicitar algumas destas fungoes e enfatizar suas propriedades tteis, nés definiremos outro

conjunto de fun¢des que estdo relacionadas as fungdes £/, s as quais denominamos 1,,,, e definimos por:

nm

1 1—=z
han 0882050 = [ [ ey (20, (4:60)

~ ’ . . ~ , ~ .. .
As funcoes s podem ser sempre reduzidas a mais funcoes Z!s. N6s entdo explicitamos tais
nm 00 k

redugoes principiando por aquelas para n +m = 1. A fungdo £, seguindo o procedimento utilizado no
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Apéndice F, pode ser escrita como

> o 2
e = (5t )2){“” P9 () 20022, (p— )% A2

P?¢> —(p-q 2pq

Zo(A1, A5, 0% A7)

[
v ) (2008 %, 53]

2p?
+ [(q +2)\§2_ )\g) - . q)(pzp;i—quz & )} 500} (4.61)
Por sua vez, £,; pode ser colocada na forma:
o1 = (pquIf(é; - q)2> { (Q22p2§2. ? [(*)Zo()\g, A3 (p—a)* )\2)]
Jrﬁ [Zo(AT, 73, 4% A7)
(2 > 2) [Zo(AT, 25, %5 3]
+ [(p +2)\§2_ )\3) : q)(qujq;\Q X )} 500} (4.62)

Aqui notemos que, como deveria ser, uma expressao pode ser levado na outra fazendo as trocas

simultaneas:
Ao A (4.63)
p—gq
o que vale para todas as fungoes &), 5. A escala A2, por outro lado, como pode ser facilmente notado, ¢
arbitraria.

Para explicitarmos as redugoes correspondentes as fungoes para as quais n + m = 2 é interessante

primeiro desenvolvermos 7, em termos de fungdes £/, s e Z;s. Ela fica:

1 1
Moo = §Z0()‘§a A (p— @)%\ — {2 + A%ﬁoo}
2,42 42 2,42 42
peH AT — A g+ — A
+( 21 2)'501 + ( 21 3)'510~ (4.64)

Nesta expressao é possivel perceber o porqué da definicao de 7,,,,, em termos de uma escala A2, As fungoes
€l 8 sdo independentes de A%, mas as funcoes 7m S NAO.
A forma reduzida de &4, pode ser dada por:

€20 = <p2q2 f (qp — q)2> {(p 2;21;2 Q) [<_)Zl()\ga)\§7 (p . q)27)\2)]

(p'CI) 2 \2 2.2 1
_2p2q2 [Zl(Alv)‘Saq ;A )} + qu[noo}

L@ N =N (pra)(e® £ A=) ¢
2¢? 2p%¢? oy

(4.65)

59



Por sua vez funcao &, pode ser escrita na forma:

_ P*¢? (¢ —p-q _ 2 42 0 \2.42
511 - ( )2>{ 2 2 [( )Zl()\Q?)\?)?(p q) a>‘ )]

p*¢*—(p-q 2p?q
1 2 42 2 p-q
+2p2 [Zl(Alv)‘37q2§)‘ )] T 22 5 [Moo]
P2+ A -2 (- a)(d? +>\f —A3)
- . 4.
+ |: 2p2 2p2q2 610 ( 66)

A expressao correspondente a funcao £,, e outra forma alternativa para &;; podem ser obtidas pelas
trocas indicadas na Eq.(4.63).
Prosseguindo, podemos explicitar as redugoes para os casos n+m = 3. Para tal é interessante primeiro

estabelecer a decomposigdo para as fungoes 7/, s correspondentes a n +m = 1. Assim teremos:

1 211
o = 3 [Zl()\ga)‘g»(P_Q)QE)‘zﬂ 3 {6 "‘)‘%510}
@+ N P24+ AT — A3
+%§20 %511 (4.67)
e também:
1 2 42 2,42 2 2 2,42 21 2
o1 = g [Z()(A27)‘3a(p_ q) ;)‘ )_ Zl()‘Qa)‘SV(p_q) ;)‘ )] - g 6 +>‘1501
2 2 2 2
pe+ AT — A q° + A
+( 31 2)502 + (@ 3 )511 (4.68)

De posse destas subestruturas fica facil escrever £s:

2.2 2 _ .
£30 = <p2q2p(ép~q)2> {(q 2p2];2 ? [(5)Z2(03, 73, (p— 0)*; A?)]
+<2p D [ 2,(2, 33, 4% X))
1
q [7710]
A2 - A2 (P + A7 = A3
N [(q +2qlz 3) _(p Q)(p2p42rq21 2)} 520} (4.69)
e também para &,;:
2 2 2 _ .
§o1 = <p2q2p_(ép . q)2> { ‘ 2p2§2 ? [(_)Zz()\g, )\:2’,7 (r—a)* AQ)]
+2p% [Z2(A2, 23,475 A7)
(]Z; qq> [7710]
A2 -2 ) (@® + A - A3
N [(p +2pl2 2 _(p Q)<q2p"2"q21 3)} 520} . (4.70)

Destas decorrem aquelas £, € &5 pelas transformagoes indicadas em (4.63).
E interessante perceber que as fungoes &), s para n+m fixo, sdo escritas em termos daquelas n+m—1.
Estas, por sua vez, em termos daquelas n +m — 2 e assim por diante, de tal forma que, ao final, todas,

na préatica, sdo combinacoes de fungbes Zj s (para k positivo) mais a fungéo §.
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Ao calcularmos as amplitudes que consideramos no capitulo 3 encontraremos naturalmente situacoes
que podem ser vistas como casos particulares das fungoes apresentadas acima. A primeira delas é aquela
onde teremos em uma fungao de trés pontos a presenca do propagador do féton e do elétron. Teremos
que considerar as fungdes £,,,,,(A\3, p%, A3, 4%, A3) € 0, (A3, 0%, A3, ¢%, A3) para A} = 0 e A5 = A3 = m2. Do
mesmo modo quando calcularmos fungoes de trés pontos purmente fermionicas teremos que considerar
as funcoes &, (A3, 0%, A3, 4%, A2) € Nm (A3, 0%, A5, g%, A3) para A} = A3 = A3 = m?. Para tal basta tomar
nas fungoes apresentadas acima estas situacoes de interesse. As fungoes correspondentes a valores nulos
para n ou m ou ambos terao problemas neste limite. Teremos situagoes semelhante aquela encontrada
para a funcao Yy o que serd importante para o estudo das divergéncias infravermelhas.

Uma das situacdes de interesse fisico associadas as fungdes £/, s é aquela correspondente ao com-
portamento de baixa energia ou seja p? e ¢° pequenos. Estas expansdes podem ser feitas com auxilio
daquelas correspondentes as fungdes Z; s desenvolvidas na se¢do 2 deste capitulo. Como tal teremos, por

exemplo,

m? m?2,0,m?2,0,m?;m?
€l ) W

o= N

m2§10(m27 Oa m2> 07 mZ; m2)

4.5 As Funcoes 0,

Ao considerarmos a fungao de Green associada a correcao de vértice, definida no capitulo 3, no termo
dependente do parametro de “gauge” encontraremos integrais de Feynman para as quais serd conveniente
escrever a solugao correspondente em termos de um conjunto especifico de fungdes. Nos as definimos

como

1 11—z
dyz"ym (1 —y—z
Unm()‘fapa)‘g,qz,)\g) :/ dz/ ¥z Y ( g ), (472)
0 0 [Q(y, 2)]

onde Q(y, z) foi definido na Eq.(4.59). Estas fungdes estdo relacionadas as fungoes £/, s de modo simples

0
O-nnL(A%7p27 )‘ga q2a )‘g) = W [gnrm()‘ina /\37 q27 A%)] . (473)
1

As funcgbes o7,,,,s podem ser sempre reduzidas a oo mais combinagdes de fungdes Y)'s e £,. Podemos

ver isto facilmente tomando a derivada de ambos os lados, por exemplo, da Eq.(4.61):

S () (S R SRS

P’ —(p-q) 2p°¢® N
1 [520()\%)\?,7292;)\2)}
2¢° N
_ (p : q) |:6ZO()‘%7 )\3; q2; A2):|
2p?q? ON?
P’ —(p-q
W 500
2q? 2p?q* ox: |- '
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Dada a relacao (4.29) e a definigao (4.73), ficamos com
o1 = < r’q* > {1 [YO(A%J\;I’Z;/\%}
P’¢® = (p-9)?) | 2¢° A2
_ (p : q) %(A%v)‘gaq27 )‘2)
2p2q2 AQ
2
p-—(p-q)
[t s
2 32 32 2 42 \2
T2 Q)PP+ A= A
+[(q 2;2 3)  (p q)(pzpzq 1 2)}000}. (4.75)

Assim teremos também

( p’q* >{ 1 [%(/\ikiqz;)\z)}
op1 = —_— _—

P2 —(p-q)?) | 202 22
_(p-q) [Yo(M1, A5, 0% 0%
2p2q2 )\2
2
¢ —(p-q)
a,
P+ X -2) (@)@ + 27— A}
+ |: 22 — 22 000 ¢ - (476)

Para desenvolvermos os outros elementos do conjunto, correspondentes a n 4+ m = 2, teremos que consid-

erar a derivada das fungoes 7/,,, s, definidas em (4.60),

a [nnm()‘ivp2v>‘§vq2a )\g’ )\2)} — _ /1 dz/l_z dyzny7n (1 B y B Z) (4 77)
3/\? 0 0 Q(ya Z)
ou seja,
J 9 [77,,””()\%,])2,/\g,q2,)\§;)\2)]
a)\f = 7§nm, + §n+lm + gnm-&-l' (478)
Assim
0
[77020] = [~€oo + 10 + o1l - (4.79)
N2

Agora podemos determinar

_ < g ){ (p-q) {Yl(A?,Ag,QZ;/\Q)}

720 P2 —(p-9)?) | 2p%¢? A

1

T2 [—€00 + €10 + €01l
2

p°—(p-q
+ {21?2(]2 } 510

(@+X -2 @)@+ AN

- . 4.

* [ 2¢* 2p2q? 710 (4.80)

Por sua vez:

o ( P*¢ >{1[Y1(/\i/\§,q2;k2)}
P?¢> — (p-q)?) | 2p? 22

_% [—600 +&0+ 501]
2 _ .
[t e
2 2 2 . 2 2\
. [<p SR RIS Aﬂ a} (4.81)
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Agora, desenvolvendo

0
(’5;\1%0] = [—&10 + €11 + 20 (4.82)
e
0
8[7/7\031] = [=€o1 + &0z + &1l (4.83)

podemos escrever as componentes correspondentes a n + m = 3. Teremos

- < p’q* ){(p-q) [_m(xf,xg,qz;y)}

p’® —(p-q)?) | 2p°¢* A

030

+qi2 (€10 + €11 + €

2 — .
* [p 2p§§2 q)} 20
(P@+X -2 (- @+ AT —\)
+ [ 2(]12 3 _ 2p2q21 2 } 020} (4.84)

e também

oy = (p2q2 >{1[Yz(/\f¢§,q2;A2)}
P2¢> —(p-q)?) | 2p? 22

_ (ZZ))QQZ) [—501 + 502 + 511]
2 _ .
o[t
2 2 2 . 2 2\
N [<p )0 Asq a} (4.85)

As fungbes og2, 012, 0p3 € uma forma alternativa para 11, podem ser obtidas daquelas acima pela

!

nmS. I importante notar que as

troca indicada em (4.63), do mesmo modo que foi feito para as fungoes &
fungbes 0., possuem problemas sérios no limite infravermelho ()\f — 0) que se manifestardo no termo

dependente de gauge da corregao de vértice.

4.6 As Funcoes (.5 $mi € Momi

Do mesmo modo que o calculo explicito de fungoes de trés pontos tem nas funcoes & uma

. . ~ Ll » . . ’ ~ ! 2
sistematizagao util, nés podemos definir um conjunto andlogo, as fungoes &,,,,,;S, para o caso de célculos
envolvendo fungoes de quatro pontos. Estas para um valor de n + m + [ fixo, poderao ser escritas
primeiramente em termos de fungoes ¢, s para n+m +1 — 1, fungdes ,,,,, ¢ Zx. Ao final por sucessivas
“redugoes” poderao restar apenas fungoes bésicas Zjs. Deste modo as principais propriedades fisicas das

amplitudes associadas a fungoes de quatro pontos poderao ser facilmente visualizadas. Entre estas, suas

partes imagindrias, pontos indefinidos, limites de baixa energia, etc... A sistematizagdo oferecida por esta
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linguagem facilita enormemente os cdlculos inclusive computacionais. Definimos

11—z l—z—y
Comt (Pr g5 75m?) / dx/ dy/ M (4.86)

(z,y,2)]*
1—x l—z— 'g "
Y™ 2
. d d 7 =7 4.87
gnml (paquvm / .’E/ y/ .T Y, 2 ) ( )
l1—z l—z—y
Ny (p,q,r;mQ) = / dm/ dy/ dzx"ymzl In (W), (4.88)
0 0 0 -m
onde
Qz,y,2) = Pa(l—a)+ (] -z

+p7y(1—y) + (AT = Ay
+q%2(1 — 2) + (AT = \3)z

—2p-lay —2p - quz — 2q - loz — A2, (4.89)

Aqui os )\f sao as massas carregadas pelos propagadores internos ao “loop” e [, p e ¢ sdo momentos

externos onde

Q(z,y,2) = pPr(l—2)+ ¢yl —y) +r22(1 —2)

—2(p-q)ay—2(p-r)xz—2(q-7)yz —m>. (4.90)

Todas as fungoes do conjunto (,,,,; podem ser, no final, reduzidas a fun¢des mais simples (g9 € €go-
As fungdes &),,.;s, por outro lado, podem ser reduzidas a £yyy € 79o- Como exemplo de tais redugoes,
vamos considerar aquelas correspondentes a n +m + [ = 1. Elas podem ser escritas como

i) Fungoes ¢

-
Goo = AW {= e = (1)) 6o (@,75m) = oo (5,05m)]
+ () (g-7) = (p-9)] oo (5, —t;m) = Egg (p,75m)]
+[(-a) (g 1) = a* (p-7)] [€oo (ustim) — Eoo (P, g3 )]
+{ P’ [q27"2 - (Q~7‘)2]
+¢* [(p-r)(g-m) =% (p- q)]
+r2 [(p- @) (g-7) = (P-7)] } Cono } » (4.91)
Coo = Agr){—[(p-7)(qg-7) =7 (- 9)] [€00 (g,73m) = Eqg (5,u3m)]
+ P12 = (- 1)%] 600 (5, —tm) = 00 (pi7im)
+lp-a)p-r) -0 (g )] [€oo (u, t;m) — &go (P, g5 1m0)]
+{ PP [o-r) (@)1 (p-q)
+q° [pQrQ —(p 7“)2}
+r2 [(p-q) (p-7) = p* (a-7)] } Cooo } (4.92)
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Con = A gr){—[lp- —q* (p-1)] [0 (g,75m) = &oo (5, u;m)]
+(p p?(q-7)] [Eoo (5, —t;m) = Eoo (p,75m)]
+ {p ¢ - } (€00 (u,t;m) — &oo (P ¢; M)
+{ P’ [( [ r) = )]

onde definimos

A(p,q,r) =

7 (p-
+q[(pq)( r)—p*(q-7)]
Coo

[ = 00

p2

| e I I TR

1
2

ii) Fungoes &,

§100 = Alg,r) {— [quQ —(q- 7‘)2} (M0 (5, u51m) — 1190 (g, 73m)]
+[(-7) (@) = (- a)] 0o (p,75m) = 1190 (5, —t;m)]
+[(-a) (a-7) = a* (- 7)] oo (s @11) — 100 (us t;1m)]
+{ P’ [q2r2 —(q- 7")2}
+¢* [(p-7) (g-7) =% (p- q)]
+r2[(p-q) (g-7) =" (p-7)]} (€000}
fo0 = AW a,r){=[(-7) (@) —7* (- q)] [0 (s, u5m) = 0gg (q,75m)]
+ [ = (1)) 100 (0,75 m) = 00 (5, ;)
+[(-a) (p-7) =0 (a-7)] [0o (. a:1m) — 7100 (u, t;1m)]
+H Pl (gr)-r*(p-q)]
+¢? [pQT - (p-r)ﬂ
+r2 [(p-a) (p-7) = 1" (a-7)]} (€o00) }
Soor = AW@a,r){=[(0-9)(a-7) = a* (- 7)] Ingo (5, u5m) = ngg (g,75m)]
[(p-q) (p-7) = (a-7)] oo (0, 73m) = 190 (5, —t;m)]

n
+ [p2q2 ~(p-q) ] [0 (P a3 m) — nog (u, t;m)]
H P/ r)

+¢ [(p-a)(p-r) —p* (q-7)]

+r? [p2q2 —(p- Q)Q} } (éooo)} :
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iii) Fungoes 1,

{10 (8, =tsm) +mgy1 (8, —t;m) + 010 (8, u;Mm)]
1 2
6 +m= (§000)

+9% (£100) + @ (€o10) + 77 (€001)} 5 (4.98)

1
N0 = 1 [0 (u, t;m) — myy (5, —t;m) —nyq (u,t;m)

+110 (ws t;m) + 141 (5, —t;m)]

-5 |ar +m* €]

Ly

1
19 (&120) + =77 (E101) 5 (4.99)

1
+-p? (§200) + 1

4

Moo = 7 [—N02 (u, t;m) — 1y (u, t;m) — 0y (s,u;m)

+101 (w, t;m) + 1310 (5, u3m)]

111
D) [24 +m? (5010)]

1

1 1
+1P2 (€110) + Zq2 (€020) + ZT2 (€o11) (4.100)
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1
Noo1 = 1 [~z (5,usm) —nq1 (8, u3m) — 1y (5, —t;m)

+101 (8, u3m) + Mgy (5, —t;m)]

111
3 [24 +m® (5001)]
Lo Lo L o
TP (101) + 19 (€o11) + 1" (€o02) - (4.101)
onde
p = ka—k (4.102)
q = ks—Fk (4.103)
ro= ki—k (4.104)
e
s = p—q=ko—ks (4.105)
u = p-r=hky—ky (4.106)
t = q—r=ks— kg (4.107)

!
nm

A sistematizagdo obtida através da fungoes &,,,,;s ¢ suficiente para escrever qualquer amplitude asso-
ciada a fungbes de quatro pontos.
Depois dos desenvolvimentos feitos neste capitulo estamos prontos para o tratamento das integrais de

Feynman identificadas no capitulo 3.

67



Capitulo 5

Divergéncias Ultravioletas

5.1 Introducgao

No capitulo 3 escrevemos as amplitudes perturbativas, ao nivel um “loop” para a EDQ em termos de
integrais de Feynman. Claramente, do ponto de vista matemé&tico podemos separar estas integrais em trés
classes distintas. Numa primeira classe podemos colocar aquelas finitas, para as quais nao hé necessidade
da adogao de procedimentos de regularizagao ou equivalente, isto é, podem ser diretamente calculadas por
métodos usuais de integragao. Em uma segunda classe podemos colocar aquelas integrais que possuem
apenas divergéncias vindas da regiao de grandes valores para os momentos, ou seja, divergéncias ultra-
violetas, classe que conterd as integrais associadas a fungdes de Green puramente fermionicas. Por fim,
na terceira das classes estarao aquelas integrais de Feynman onde é possivel a presencga de divergéncias
em baixos valores para os momentos de integragao, isto é divergéncias infravermelhas, simultaneamente
aquelas vindas da regiao de grandes valores para o momento do “loop”. Estas iltimas integrais estao
associadas & presenca na teoria de um bdéson de massa nula, o féton na EDQ. As dificuldades para o trata-
mento simultdneo dos dois tipos de divergéncias em métodos tradicionais sao bem conhecidas. Tendo isto
em mente separaremos o tratamento das integrais que possuem apenas divergéncias ultravioletas daquelas
onde aparece o propagador do féton. As primeiras trataremos neste capitulo e as outras no préximo.

As integrais de Feynman que estao livres da presenca do propagador do féton sdo aquelas que apare-
cem em funcoes de Green puramente fermidnicas, ainda que estas possam aparecer em outras em virtude
de reorganizagoes e cancelamentos. Uma rapida observagao das amplitudes puramente fermionicas, in-
troduzidas no capitulo anterior, nos permite identificar um conjunto de integrais as quais definiremos do
seguinte modo:

a) Integrais de Feynman associadas a fung¢oes de um ponto:

4 el
(Il;ff)=/(;l7:;4(1£ ), (5.1)

b) Integrais de Feynman associadas a fungoes de dois pontos:

Ak (1K kPEY)
Ip; I I5Y) = — 5.2
(1) = [ ), 5:2)
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¢) Integrais de Feynman associadas a fungdes de trés pontos:

AU (1R kPR kR EY)
v vA ) ) ’
(13;15;15 s ):/(271')4 Fros : (5.3)

d) Integrais de Feynman associadas a funges de quatro pontos:

. . V. VAL V.o
L g g, ey _ [ (LRSS RERY BRSO
4ydgy4y4 54y sy 44 (277)4 .

O conjunto acima definido de integrais é suficiente para a determinacdo das fungées de Green pura-

5.4
Ei234 (5.4)

mente fermiodnicas da EDQ. O grau de divergéncia varia desde o ctibico até o logaritimico, das estruturas
de um ponto aquelas de quatro pontos, respectivamente. Algumas das estruturas obtidas sio finitas. A
fim de tratar as integrais divergentes identificadas consideraremos a seguir a estratégia a ser utilizada

para tal.

5.2 Estratégia para manipulacgoes e cdlculos de
integrais divergentes

A fim de atribuir algum significado para as integrais de Feynman divergentes listadas acima, o
método usual é a adogdo de uma técnica de regularizagdo. Tal procedimento [13] implica em algum
tipo de modificagdo na integral ou no integrando de modo a tornar a integral definida e permitir assim
as manipulagoes e cédlculos necessdrios. Apds isto, algum tipo de limite, que denominamos limite de
conexao, é tomado sobre o resultado de modo a separar as partes que divergem neste limite daquelas que
sdo finitas. Ao invés de adotar um procedimento destes, nés vamos seguir um procedimento alternativo.
A fim de justificar as manipulagoes e cdlculos necessdrios nés assumiremos a presenca de uma distribuicao
regularizadora genérica apenas de modo implicito. Este passo representamos esquematicamente por

4 4 4
/(;17:;4]0(1@) R /(;lﬁl;lf(k) {A%iinoo G, (k,A?)} _ /A (57:“)4 (k). (5.5)
Na expressio acima, os Als representam o conjunto de pardmetros que caracterizam a distribuicao
genérica G(A?, k). Esta, além de garantir o cardter finito de cada integral modificada deve possuir duas

outras propriedades bastante gerais. Ela deve ser par no momento de integracao k;
G(AZQ’ k) = G(Afa k2)7 (56)
a fim de garantir a invariancia de Lorentz, e deve possuir um limite de conex@ao bem definido, i.e.,

lim Gy, (kA7) =1, (5.7)

AZ2—o0

0 que garante, em particular, que uma integral finita ndo é modificada. E importante notar que estas
duas exigéncias sao de cardter muito geral e estao de acordo com quaisquer regularizagoes razodveis.

Depois destas suposigoes torna-se possivel manipulagoes ao nivel do integrando, através de identidades,
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a fim de que a integral possa ser colocada numa forma mais conveniente. Para os nossos propdésitos isto
significa utilizar identidades a fim de gerar expressoes matemadticas onde a dependéncia nos momentos
internos esteja totalmente colocada em integrais finitas. Tendo em vista que em amplitudes fisicas do
cédlculo perturbativo nés sempre encontraremos propagadores, e que estes carregam a dependéncia nos

momentos internos, uma identidade 1til para tais propdsitos é a seguinte

1 AVN(—ujw§+2m-mj+ (=D (k2 + 2k; - k)™ 58)
kP =m?] = @ —my T )Y (k4 k)P ] |

aqui k; é (em principio) um momento arbitrario utilizado para rotular uma linha interna. A expressdo
acima pode ser vista como uma representacao alternativa para os propagadores. A identidade vale
evidentemente para qualquer N mas o mais adequado é aquele menor possivel capaz de garantir que o
dltimo termo da expressao, onde se encontra a dependéncia nos momentos internos, esteja numa integral

finita. Quanto aos termos divergentes eles podem ser organizados em combinagoes dos seguintes objetos

Dosp () = [ :

d'k 24k, Ky kaks Ak dkuk,
4 12 24— JoB 419 2)3
2m)" (k2 —m?) (2m)" (k2 —m?)

gau/A(d4]§ = 4kﬂk 2y gau[\(51§4 (kjkﬁﬁ;)y (5.9)
oA, (m?) = /(‘:TI; & by /A d4k i:nz)?’ (5.10)
ol)p,(m?) = /A(jj:; = _1m2)2, (5.12)
olquaa(m?®) = /A@d;];m (5.13)

Um aspecto importante deste procedimento é que, devido ao fato de todos os passos intermedidrios
serem vélidos em regularizagoes razodveis, os resultados produzidos até a reorganizagao proposta acima
nao estao comprometidos com suposicoes especificas e podem ser convertidos para qualquer regularizacao
particular. Tudo que é necessédrio é o cdlculo dos objetos acima definidos no contexto da regulariza-
¢ao escolhida. Outro aspecto importante refere-se ao fato de terem sido utilizadas escolhas arbitrarias
para os momentos das linhas internas e nenhum “shift” ter sido efetuado em passos intermedidrios o
que permite também um contato dos resultados produzidos pela estratégia descrita acima com aqueles
resultados produzidos pela determinacao de termos de superficie para a avaliagdo de possiveis ambigiii-
dades relacionadas as arbitrariedades envolvidas nas escolhas para os rétulos dos momentos das linhas
internas. O ponto mais importante, entretanto, refere-se ao fato de integrais divergentes nao serem de
fato calculadas em momento algum. Elas sao isoladas das partes finitas e nenhuma modificagao adicional
¢é promovida. Podemos dizer que este procedimento preserva para consideracao posterior, todos os tipos
de arbitrariedades inerentes a este tipo de cédlculo. Voltaremos a estes aspectos no futuro. Vamos entao
aplicar o procedimento para o tratamento das integrais de Feynman fermionicas definidas nas equacoes

(5.1)-(5.4).
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5.2.1 Integral I}

Consideremos inicialmente a integral com maior grau de divergéncia, definida em (5.1) como
I — / kB (5.14)
L A (27T)4 E1 ' ’
Tomando N = 3 na expressdo (5.8) podemos reescrever o integrando de tal modo que

o _/ Ak 2k" (ky - k)
A (2m)* (k2 —m?)?

4 4
—|—/{Jlfl€?kﬂ / d*k 4ga[3kyk'u _/ d*k Skaklgk,/k“
U @0t (k2 =m2)3 Jy (2m)* (k2 —m?)t

4 4 I3 4 k) ke
_{/(dk 6k (k1 - k) ke _/(dk (k + 2k - k) k } (5.15)

24 (k2 — m2) o)t (k2 — m2)iE,

Para obtermos a forma acima, apenas as integrais com integrandos fmpares foram retiradas, em
consequéncia do cardter par da distribuicdo regularizadora e o subscrito A foi suprimido das integrais
finitas em consequéncia da existéncia do limite de conexao. As integrais finitas obtidas podem entao ser
diretamente calculadas e o resultado é um cancelamento exato entre elas. As partes divergentes podem

ser escritas em termos dos objetos definidos em (5.9)-(5.13). Nés escrevemos entao

I =k [Tuaa(m?)] = kag [ (m?)]
1 1
—ghthiakis [ (m)] + Shiky, [A7 (m)]

~Shigkrakny [0 (m?)] (5.16)

Mais uma vez é importante notar que a forma acima pode ser convertida no resultado correspon-
dente a qualquer regularizagao especifica desejada. Se todas as integragbes remanescentes acima forem
efetuadas em 2w dimensoes teremos o resultado correspondente a RD. Se métodos quadridimensionais
como “Pauli-Villars” ou “Sharp-Cutoff” forem de interesse, tudo que necessitamos é calcular as integrais
acima na presenca da regularizacao correspondente. Os termos retirados da expressao acima seriam igual-
mente nulos nestes métodos apds a tomada do limite de conexao correspondente. Deve ser ressaltado que
no estdgio do resultado acima nenhuma escolha para as arbitraridedes envolvidas foi tomada. Isto serd
eventualmente feito somente ao final quando as amplitudes fisicas forem calculadas e suas correspondentes

relagoes de simetria verificadas.

5.2.2 Integral [;

Para a integral quadraticamente divergente, definida como

dik 1
b= /A e B (5.17)
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aplicamos o mesmo procedimento. Escolhemos o valor N = 2 na expressdo (8) e obtemos a expressio

d*k 1
I, = /[; (27T)4 m
pv dk  dkuk, B d4k G
o {/A L }
d'k kL[ d'% (B 42k - k)®
’ {/ (2m)* (k* —m?)? / (2m)4 (k2 —m2)3E, } ' (5.18)

Novamente as integrais finitas obtidas acima, ao serem calculadas diretamente, revelam um can-

celamento mutuo. O resultado fica entao

I = Iguaa(m®) + kKL [Ay, (m?)]. (5.19)

5.2.3 Integral I,

Vamos agora, considerar integrais contendo dois propagadores. Primeiramente a mais simples, a

k1
12:/ i (5.20)

integral definida como

A (277)4 E12
que seguindo nossa estratégia de cdlculo escrevemos como
/ d*k 1
I, =
» G (B = m?)?
_/ d*k (k;2+2/<;1 k)
(2m)* [(k* — m?)?]| By
_/ d*k (k3 + 2ks - k)
(2m)* [(k? —m?)?| Ey
4 . 2 .
+/ d*k (k% +2ky - k)(k2 + 2ky - k) (5.21)
(2m)* [(k* —m?2)?] Exy

onde escolhemos na Eq.(8), N = 1 para os dois denominadores envolvidos, o que é muito conveniente pois
mantém a simetria em k; e ko. O contetido divergente desta integral estd presente no objeto divergente
bésico Ijog (mQ) . As integrais remanescentes sao finitas e produzem

/ Ak (k2 + 2k, - k)
(2m)* (k* —m?)?E;

=i(4m) " [Zo (KF;m?)] (5.22)

d*k (k2 + 2k - k) (k2 + 2ks - k)
/ (27" (k2 — m2)2] Eq,

—Zy (p*;m?)], (5.23)

onde nés adotamos uma notacao simplificada para as fungdes bédsicas para as estruturas de dois pontos
definidas na Eq. (4.10) do capitulo 4, ou seja, adotamos Zy (m?,m?, p*;m?) = Zy (p*; m?) e definimos o
momento externo p = ky — k1. Reunindo os resultados, a integral logaritmicamente divergente pode ser

escrita como

Iy = Diog (m?) — i (47) % [Zo (p*;m?)] . (5.24)
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5.2.4 Integral I}

A fim de calcular I¥, que definimos como

d*k k
Iy = / —£ 5.25
2 A (27T)4 E12 ( )

usamos primeiramente a identidade (5.8) tomando N = 1 para ambos os denominadores na integral, para

obter

| Ak dkakn
L= —glth) /A(wal (2 —m2)?
Ak (k2 + 2k - )2h
/ @0t (K —m2)°E,
Ak (k2 + 2k, - )2k
/ 20 (K —m2)?E,
Ak (K2 + 2k, - k) (k2 + 2k - k)l
/ 2m)* (2 — m2)°Fry :

(5.26)

Somente uma integral tendo integrando fmpar foi removida no lado direito da equagao acima,
em adicao ao subscrito A nas ultimas trés integrais finitas, as quais, depois da integracao, produzem os

resultados

/ d*k (k2 + 2k: - k)K" =i (4m) 2[R 2y (K m?)] (5.27)

2m)* [(k? —m?)’]E;

dik (K2 + 2Ky - k) (k2 + 2Ky - k)kP o
/( (k 1 k) (k3 2 k) = i (4n) P [~k Zy (K3 m?)

2m)4 [(k* —m?)?|Ers
—kb Zy (k3;m?)

+(k1 + k2)" Z1 (p*;m?)] . (5.28)

Se considerarmos também a propriedade Z;(p?;m?) = %Zo(pz; m?), podemos escrever

1= =g bt k), ] = 2 (k4 k1) [T (m?)]
+i (4m) [W} Zo (p*;m?) (529

5.2.5 Integral I}

Seguindo estritamente o mesmo procedimento adotado no célculo dos casos logaritmicamente e lin-

earmente divergentes, calculamos a integral quadraticamente divergente definida como

d*k kMEY
I’“’:/ —_— 5.30
2 A (27_‘,)4 E12 ( )

Escolhendo valores adequados para N na identidade (5.8), depois de um longo e tedioso cdlculo, nés
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obtemos

Bo= o[ (m?)]
1
+6 (kgakgg + klakQﬁ + klaklﬁ) [Daﬂuy (m2)]
1
—EP2 [AW (mQ)]

1

+5 (kykas + Kk + ki k1p) (A7 (m?)]
1

+ (kb kag + Kkag + K kag) [A™ (m?)]
1

50 oo ()]

1
—59""p? [Tog (m?)]

12
1 2N V. "V 2N 2
+5 (2k5 kY + kYK + KV ES + 2KV KY) [1iog (m?)]

+i (47) 2 {—i (k + ko) (k1 + k2)” [Zo (p*;m?)]
+ [p'p” = g"'p*] | =22 (p*;m?) + %Zo (pz;m2)} } : (5.31)

Com isso completamos o tratamento daquelas integrais associadas a fungoes de dois pontos. Consid-

eremos agora aquelas correspondentes a trés pontos.

5.2.6 Integral I3

Agora calcularemos as integrais com trés propagadores. A primeira delas, definida por

d*k 1
Ii= | ——/—, 5.32
s /(271')4 Eio3 ( )

¢ finita e deve ser calculada diretamente. Escrevemos o resultado como

Iy =i(4m) " (€00 (P m?)], (5.33)

onde a definicao das fungoes & dadas no capitulo 4, foi usada com a adogao de uma notagao simpli-

nm?

ficada, ou seja, &, (m?,m?,p,m? q) = &,,, (p,q;m?) e foram adotadas as defini¢des para os momentos

externos p = ko — k1 e ¢ = k3 — k1.

5.2.7 Integral I}

A segunda integral, contendo trés denominadores, definida como

d*k kM
=/ —— 5.34
3 /(27T)4 Eia3’ ( )

é finita também, de modo que pode ser integrada diretamente. O resultado pode ser escrito como

I = —i(4m) 7 [=p"Eor (Do m®) — ¢"&4o (s m®) + Koo (G m?)] - (5.35)
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5.2.8 Integral 11"

A préxima integral do conjunto (5.3), definida como

4 WY
15”:/ dk Bk
A (2m)* Eia3

(5.36)

¢é logaritmicamente divergente e nds precisamos reescrever o integrando na primeira etapa do célculo,

dentro da estratégia que adotamos. Inicialmente nés temos

4 I R%
. / dk4 KMk i
A 2m)t (k2 — m2)

d*k (K3 + 2k - k3) k*k”
_/ @r)' (k2 —m?)® By

d*k (K3 + 2k - ko) kHEY
_/ @r) (k2 —m2)? By

d*k (K + 2k - k1) kHEY
_/ (2m)*  (k? —=m?) Eia3

Resolvendo as integrais finitas nés colocamos o resultado na forma
Qv 1 nv 2 1 nuv 2
B = ()] 4 L (g ()]
. - 1.
+i (4m) 77 {—29“ Moo (P> ¢, m*;m?)

+p"p"Eos (P g3 m?)

+4"q € (p, s m?)

+ "¢ + "1 €1y (pasm?®) }

—KY(I3)" = Ry (13)" + BYRY I,

onde definimos

(I3)" = —i (47) 72 [p"Eo1 (py s m?) + @€ (py gy m?)]

e temos que

1
Noo (3 m?) = §Zo((p—q)2;m2)

1
|3 + m2foo (P, q;m2)

2 2

+%501 (p,q;m2) + %510 (Pa%mz) .

Aqui simplificamos a notagao para a funcéo 1,,, (mz, m?,p,m2,q; m2) = Ny, (p, q; m2) .

5.2.9 Integral [;"

Agora vamos considerar a estrutura linearmente divergente, definida por

P _ / a' B
° A (2m)Y B
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O primeiro passo é reescrevé-la como segue:

d*k K EREVE
T :
s (s : ) A (27r)4 (k% — m2)4

ik (k3 + 2k - k) KM krk
/ em)' (k2 —m2)" Es

d*k (K3 + 2k - ko) (K3 + 2k - ks) K krkY
/ (2r)* (k2 — m?)* Es

d*k (K3 + 2k - k1) (K3 + 2k - ks) K kiR
/ (2r)! (k2 — m?)* Es

Ak (k2 +2k - ko) KA EMEY
/ @2r)* (k2 —m?)® Eas

d*k (k3 + 2k - ki) (k3 + 2k - ko) K KPEY
/ (2m)* (k2 — m?)® Fos

AUk (k2 + 2k - k1) KA ke kY
/ @m)' (2 —m2) Bl

(5.42)

Em seguida resolvemos as integrais finitas e usamos as defini¢ées (5.9), (5.10) e (5.12) para escrever o

resultado na forma

1
B = gy ke k), [0 ()]

1
— g Uy 2 kg™ [A2 ()]

12

) [
L ko 4 k)" [AF (m?)]
—3 (k1 + ko + k3)!* [AY (m?)]

1

12 (k1 + ko + k’s))\gw [Ilog (m2)]
1 v

— 15 (k1 + k2 + k3) 9" [Tog (m?)]

1
— 15 (k1 ko ks)" g [Tiog (m?)]

L1
+i (4m) 2{ 5 19"+ gV + P oy (b, asm?)

+% [9"Y¢" + ¢ ¢" + 9" a*] o (0, a;m”)
—p pp & (0. s m?) — " q"Eso (p, s m?)
— (P p"q” +p a"p” + "pY) &4 (p. s m?)
- ("¢ + P+ ') Ear (g m®) }

—RY (1) — R (I5)7 = R (1)

FRYRY (13 + kK] (I5)" + KER (13)"

—kEREY (I3) . (5.43)
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onde definimos
S\HUV 1 pv 2 1 nv 2
™ = 3 (A" (m?)] + 19 (D10 (m?)]
) - 1 .,
+i (4m) 7 {—29" Moo (P> 4;m?)
+0"0" &0 (M%) + 00" Ea0 (P, s M?)
+ g + P a" & (Do sm?) (5.44)
As integrais de Feynman consideradas sao suficientes para calcular as fungoes de trés pontos puramente

fermidnicas ao nivel um “loop”.

5.2.10 Integral I,

Finalmente vamos considerar as integrais associadas as fungdes de quatro pontos. Somente uma

delas é uma estrutura divergente o que torna facil o trabalho. A primeira, escalar, definida como

d*k 1
Li=| ——, 5.45
* /(277)4 E1234 (5.45)

pode ser escrita, apés a integragado nos momentos, como

Iy =1 (471')_2 [Cooo (p7 q,T; m2)] , (5.46)

onde nés identificamos as fungoes de estruturas de quatro pontos previamente definidas no capitulo 4,
porém adotamos uma notacao simplificada, isto €, (,,..; (mQ,mQ,p7 m2,q,m2,7‘) = Cpmi (p, q,r;mQ) e

também utilizamos as definicoes dos momentos externos p = ko — k1, g = ks — k1 er = kq — k1.

5.2.11 Integral I}

A integral definida por

d*k kM
IH = —_ 4
4 / (2m)* Ergs4’ (5.47)

pode ser resolvida de imediato e colocada na forma

I = i(4m) 2 {=q"Coro (P a.mim?) — 1"Co0y (pr g, 73 m?)
—p*Cio0 (a3 m?) }
—k (Iy) . (5.48)

5.2.12 Integral I}”

A integral definida como

d*k kHkY
I = —_— 5.49
! /(27)4 Eia34” (5.49)
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por sua vez, apés a integracao nos momentos, torna-se

= i(47r)2{ 29" €ano (0. 4,75 m?)
+p"pCago (P ¢, 73 m°)
+4"4" Cozo (ps g, 73 m?)
+77"Co0s (ps g, 75 m7)
+ ("¢ +1"9") Ci10 (P g5 75m?)
+ (r'q” +1¢") Corr (ps g, 7y m?)

+ (" + ") Cy01 (P @i msm?) }

=Ky (13)" = by (ID)" + k('K L, (5.50)
onde definimos
(" = i(4m) " [<p"Cioo (poa.mim®) — ¢"Coro (b, g, 73m?)
—r"Coor (prq,m3m?)] . (5.51)

5.2.13 Integral [/
A ultima das integrais finitas do conjunto (4), definida por

s _ / Ak kMY kN

—_ .52
(27T)4 FEi34 ' (55 )
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ao ser resolvida, admite a forma
. _ 1
L‘f"A = 1 (471) ? { *2 [g#/\PV + QAVP# + QWPA] 5100 (p,q,r; m2)

f% (92" + ™ ¢ + 9" 0] €0 (P, g, 75 m7)
—% (9" + g+ g 1] Eoor (py g5 m?)
+ ("¢ + ¢"") Ciao (P, 75 m?)
+(g"r” +r*q”) Cour (P,QJ" m2)
P*p’p (300 (pr 0,73 M%)
—q"q" ¢ Coz0 (P> 4 75m°)
—T“TVT’\COO?, (Pa q,T; m2)
— [P"p"d* + P2 + ¢"p'p*] Car0 (P, g, 3 m?)
— [pp" e+t p i ] Copy (g mim?)
— [p"¢"¢* + a"p’a* + ¢"a"p*] Cra0 (P, @, 73 m?)
[ ,u.l/T +prq+q/Lu)\
g pt + rip g + g pr] Gy (py g, s m?)
— [pr e et e p e g (py g mim?)
— [r*q"a* + ¢"r" ¢ + ¢"q" 1] Com (po @, 73 m?)
— [g"r"r* + g + g 1] Cory (g mym?) }
=k (L) = B (1) — kY (1)
R (1) + BEEY (1) + kYR (15)"
— kR RV M, (5.53)

onde definimos

PR O W
1 = i) { 5o G (i)

+p"D" Co00 (P, @73 m°

+¢"¢" Cozo (ps 4,73 m)
+r1" Co0a (py g, 73 m?)
+(0"q” + ¢"P") Ciao (g, 73 m?)
+ (" +1"¢") Cory (ps g, 73 m?)

+ (Tﬂpy + pﬂry) Cro1 (P> @, 735 m2)} . (5~54)

5.2.14 Integral [/’

Por fim, a ultima integral do conjunto (4), definida como

d*k kFEVECKP
IMVQBZ/ii, 5.55
4 A (2m)* Eiasa ( )
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que necessitamos considerar, é logaritmicamente divergente. O tratamento que adotamos nos exige que

inicialmente escrevamos esta na forma

Juvad / R Ty
4

(2m)* (k2 — m2)*

A kPR RORS (k2 + 2y - k)
- / et (k2 -m2)'E,

A kPR RO R (k2 + 2ks - k)
- / (2m)* (k2 — m?)® By

A kPR RO R (k2 + 2y - k)
- / (2m)* (k2 —m?)? Easy

/ A kPR RS (k2 + 2k - k)
(2m)* (k2 —m?) Era34 '

(5.56)

Apés a solucao das integrais finitas envolvidas e uma conveniente reorganizacao podemos colocar a solucao

na forma
P =[O () + g AR () + g AR () + gAY (m?)]
1
+51 (9*P g™ + g1 g" + g™ g"P) Liog (m?)

(1
+i (4m) 2 {4 [g°P g™ + g™ g + g™ g"%] nooo (9, 4,75 m?)

+% [ g p™p” + g™ D’ + g"Pp"p®
+9*p*p” + g7 0™ + g™ pHp”] Ea00 (D g, M)
+% [ 9" q"d" + g°"q"¢" + " ¢" ¢*

+9°¢"" + 6% "™ + 9*P ¢"¢"] €oa0 (2 g, 7M7)
+% [ gul/rarﬁ + gaurvrﬁ 4 g”ﬁr”r"
+ g2 rtrd 4 gk 4 g* Pkt ] €4y (p g mym?)

—_

+= [ g" (pr? +rp°) + g™ (p"rP + rp?)

2
+g" (" p) + g (P + )
+9°7 (P + rHpY) + g™ (pﬂrﬁ + T“pﬁ)] &1 (pog,mim?)
+% [ 9" (¢°p® +p*%) + g°" (V¢ + ¢°p")
+9"7 (0%¢" + ") + 9”7 (4" + ¢"p*)

+9°% (p"¢” + ¢"p*) + g (p"d” + ¢"P”)] €110 (D, @, 75 m?)
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+5 [ 9" (7 +1°4) + g (rPq” + ¢°r")

| —

+9"7 (r*q” + ¢°r") + g*7 (r*q™ + ¢"r*)
+9°7 (r'q” + ¢"1") + ¢"* (r*d” + ¢"17)] €011 (p. g, 73 m?)
+p"0" 0P Cago (pr @, 73 m?)
+0"4"4*¢" oo (g, 73 m?)
-H"“r”rO‘TB(OM (p, q,7; m2)
+ ("¢ + p"p " + ' "’ + "0 p°P°) (10 (0, @i m?)

+ (" pr? + prp rp? + ptrtpp? + i ppp?) Ca01 (0, @, m?)

2

2

( (
(r"a"q“d® + """ + ¢ p" ¢’ + " ¢“4“D") (150 (P, @, 7y ?)
(p"rrorP 4 rip e ot porf ol ¢ (p, g mym?)
( )
( )
[

q,m;m?

™" "¢ + ¢"r" % q" + ¢" ¢ + 4" 4" ") Com (v,
q“r”rarﬁ + r“q”ro‘rﬂ + r”r”qo‘rﬁ + r“r”r“qﬁ) Co1s (p, q,7; m?
P q" " + p """ + p"q" " p°
+a'p" " + """’ + "9 q*P”] Can0 (P, g 73 m?)
[ g B g iy
+rprpP e ppP Y prP] gy (o gy m®)
+ [ g + ¢ rq® + gt gr?
+rigrq” + vV g% q” + rq q"rP] Coga (P g, s m?)
+ [ p'p qr? + pp roq” + ptgpr”
+p'rtpd” + prt P + gt ptpr?
' p o+ gt ptp” 4 ptgtrep?
+rip g + i g pP + v g p*pP) Cony (prqimim?)
+ [P T+ prrt g 4 e g?
P gt ottt gt
+r“p”r°‘q5 +Tuql/pa7ﬁ Jrqupvrarﬁ
g rep” + i pta” + e p® C1ys (0 g mim?)
+ [P " + g g r? + phr g’
+a"p" g + "' + ¢ pr”
+q"q"rp” + ¢ p°q” + ¢ P’

+ i qq” + g p*q” + "¢ q¢"p"] C1o1 (pr g,y m?) }

",
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onde introduzimos a definigao

(TN = kg (I — Y (IR — R (I5)"7 — kY (1)
HRERY (1) + KRS (1) + kYR (15)M
HRTRY (1) + RYRY (1) + kYR (1)
— kYRR (I5)" = KRy R (13)°
—R{RYRY (1), — KRR (I3),

HRYRY RS EY (1) (5.58)
e também
4 . - 1 v v 1
(I = i(4m) 2{—2 (9" p™ + g"p” + ¢"p"] €100 (p. g, 73 m?)

1
-5 (9" a + g"*q” + ¢ a"] €ovo (P, @, 73 m?)

,% g9+ gh” 4 ¢ ] Egon (py g, m?)
—p"P' P Ca00 (ps 0,73 m?)
—q"q"qCos0 (. g, 73 m°)
11103 (ps g, 73 m7)
+ ('Y + ¢"r") Cour (py g, M)
+ (0" + ¢"P") Ci10 (py 4, 75m°)
— [P0 + "¢ P + ¢"P ] Coro (P, g, 75 m?)
= [P + prp + rp N Coor (p, @ s m?)
— " + "’ + P Chao (g T m?)
— [ prgtr + phrr g + gt

+g rp + i g + g ] Cia (py g, m?)
— [p"rr + it 4+ p et Chos (p g msm?)
— "¢ + ¢ ¢ + 6" "] Comn (g, m7)

= [ g et ] G (pogmsm) ) (5:59)

De posse dos resultados que obtivemos neste capitulo, é possivel completar o cédlculo de todas as
amplitudes divergentes, contendo apenas o propagador do férmion em linhas internas, que encontramos
na expansao perturbativa de EDQ ao nivel um “loop”. Vamos entdo considerar agora, no préximo
capitulo, aquelas integrais de Feynman que apareceram nas amplitudes onde ambos os propagadores, do
férmion e do bdson, estao presentes. Cuidados adicionais serao necessarios devido & massa nula do féton,

pois isto implica na possibilidade de divergéncias infravermelhas simultaneamente aquelas ultravioletas.
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Capitulo 6

Divergéncias Infravermelhas

6.1 Introducgao

Do mesmo modo que procedemos no capitulo anterior, comegamos por listar as integrais que necessi-
tamos considerar a fim de que o cédlculo das funcoes de Green divergentes introduzidas no capitulo 3 que
envolvem simultaneamente a presenga dos propagadores do féton e do elétron, possam ser completados.
Primeiramente definimos um conjunto de integrais correspondentes ao termo independente de “gauge”
do propagador do féton, ou seja, aquele com um pdlo simples. Estas integrais conterao pelo menos
um termo no denominador associado ao férmion e aparecem nos diagramas da auto-energia do elétron
por excitacdo de um féton e no diagrama de correcao de vértice. A fim de organizar as discussoes noés
definimos inicialmente as estruturas contendo um tnico denominador associado ao propagador do féton.
Primeiramente aquelas integrais de Feynman com dois denominadores

4 e Ll
(Jz;Jé‘)—/(;i?:;4 (113’1];2). (6.1)

Em seguida aquelas integrais de Feynman com trés denominadores

d*k (15 kP kP EY)
N N AN PR 5
(Jg; JE5 TEYY / T PiEn (6.2)

O conjunto acima definido de integrais é suficiente para a determinacao da parte independente do

parametro de “gauge” das fungoes de Green correspondentes aos diagramas de auto-energia do féton
e de correcao de vértice. O maior grau de divergéncia envolvido é o linear e algumas das estruturas
obtidas sdo finitas.

O segundo conjunto de integrais de Feynman a ser considerado é aquele associado ao termo de “gauge”
do propagador do féton. Este termo introduz um pélo duplo nas integrais o que piora o comportamento

a momentos baixos. As integrais a serem resolvidas sao as seguintes

(Ly; L§) = / (;lﬂ]; ([1];5‘;). (6.3)

As integrais acima, que aparecem no termo de “gauge” da auto-energia do elétron, apresentam grau

de divergéncia logaritmico e linear, respectivamente, para valores grandes do momento k. Por outro lado
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podemos ter divergéncia logaritmica infravermelha. Definimos também as estruturas

4 AT

que aparecem no termo dependente de gauge da amplitude correspondente a correcao de vértice. A pre-
senca do propagador do elétron melhora o comportamento da integral para baixos valores dos momentos.

Por fim, temos as seguintes estruturas de quatro pontos para considerar

d*k (15 k" kPEY)
TR TRV ) )
(L4aL4aL4 )_/(277)4 [PIPEQS ) (65)

que sao todas finitas. Vamos entao tratar destas integrais para, no préximo capitulo, explicitar as

amplitudes.

6.2 Estratégia para manipulacoes e cdlculos envolvendo divergén-
cias infravermelhas

A fim de completar os calculos das amplitudes encontradas na solugdo perturbativa da EDQ, ao
nivel um “loop”, necessitamos considerar as integrais definidas na se¢ao anterior. A presenca de integrais
divergentes contendo o propagador do féton nos obriga a introduzir modificagoes no procedimento adotado
no capitulo anterior, para tratar as integrais de Feynman puramente fermionicas. De inicio é interessante
notar que a sistematizagdo adotada para a parte divergente, escrevé-las em termos dos objetos (5.9)-
(5.13) daquele capitulo, ndo decorre automaticamente para as integrais que devemos considerar agora,
particularmente para as integrais definidas em (6.3), j4 que a massa do férmion ndo estd presente no
integrando. Isto implica que, em principio, terfamos apds os cédlculos, expressoes diferentes para as
quantidades divergentes nas amplitudes da EDQ. Um vez que propomos uma estratégia para manipulacoes
e cdlculos envolvendo integrais de Feynman divergentes, com o intuito de evitar efetuar de fato o calculo
de integrais divergentes, teremos que pelo menos construir relagoes entre objetos basicos divergentes com
diferentes massas no integrando. Isto porque se em algum momento futuro pretendemos verificar relagoes
entre funcgoes de Green ou determinar pardmetros de renormalizacdo, teremos que comparar objetos
bésicos divergentes contendo massas diferentes no integrando. Para encaminhar esta discussao, nés
primeiro notamos que, ao efetuarmos a separagao das quantidades divergentes das integrais de Feynman
originais, utilizamos a expressao (5.8) do capitulo 5. Neste passo a quantidade com dimensado de massa
que aparece nos objetos bésicos divergentes ¢, na verdade, uma escolha arbitrdria [25]. Esta quantidade,
que desempenhard o papel de escala para os objetos divergentes e para as partes finitas, pode ser escolhida
convenientemente ou mantida arbitrdria. Em um momento futuro esta escolha pode ser convertida em
outra através de relagoes de escala envolvendo objetos bédsicos divergentes. Podemos ver isto se ao invés

de utilizarmos a identidade (5.8) do capitulo 5 tomarmos uma mais geral como

1 _ 1 - (k2 + 2k; - k + A\ —m?) (6.6)
e+ k)7 =m?] ~ (= X3) (2~ \2) [+ ki) = m2] '
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Esta expressao pode ser considerada aquela correspondente a escolha N=1 da expressdo (5.8) do capitulo
5. Ela permite o efeito desejado que é o de diminuir no segundo termo a poténcia do momento k no
numerador relativa ao denominador. O pardmetro A} introduzido na identidade acima ¢é arbitrario e
estabelece um ligacao entre os dois termos do lado direito. Se o segundo termo do lado direito da equagao
ainda estiver presente em uma integral divergente a identidade pode ser utilizada novamente. Teremos
entao
1 B 1 (k2 + 2k; - k + A\ — m?)
[(k+ k)2 =m2] (k2 — A7) (K2 = 22) (k2 = \2)
(k2 +2k; - k + AT —m?) (k2 + 2k; - b+ )3 — m?)
(k2 = 23) (k2 = 23) (b + ko)* — m?]

; (6.7)

que pode ser vista como a operagao similar aquela indicada ne Eq.(5.8) do capitulo 5 quando é escolhido
N=2. Seguindo este procedimento um nimero indefinido de vezes, a expressdo correspondente a uma
integral de Feynman qualquer, e por conseguinte as amplitudes, tornar-se-ao, em principio, dependentes
de um ndmero arbitrdrio de parametros. E evidente que quando dois termos sucessivos da expressio
acima pertencem a integrais finitas nés esperamos o cancelamento automatico desta dependéncia artificial.
Quando alguns dos termos da identidade estiverem presentes em integrais divergentes bdsicas, que, de
fato, na nossa estratégia nao serao jamais integradas, nds esperamos que a exigéncia de independéncia
dos resultados com os pardmetros arbitrarios nos forneca restrigoes sobre as propriedades dos objetos
divergentes bédsicos ou propriedades mateméticas que estes devem obedecer com vistas a consisténcia no
célculo perturbativo. Estas propriedades incluem relagoes precisas entre objetos basicos divergentes com
diferentes escalas adotadas. Isto permite que a qualquer momento dos calculos possamos converter uma
escolha prévia noutra mais conveniente, o que pode ser visto facilmente tomando um caso particular da
expressao (5.8) do capitulo 5
1 L) ey

(kg — )\%) = (kg _ )\3) - (k2 _ /\3)2 + (k2 _ )\%)2 (k2 - /\g) (6.8)

A integragao de ambos os lados em k, nos fornece
2 2 2 2 2 2 2 2 A3
, -2
oo OD) = LpusdOF) + OF = W) 08) + 0 32 =g 0 (32)] . 09
1
que permite a conversao de uma escolha noutra para o objeto bésico quadraticamente divergente. De

modo similar podemos construir a identidade

(B2-22)%  (22=22)° (=) (k2=22) (B2 -22)° (k2 —A2)

cuja integracao nos fornece a relagao

Tiog(A}) = L1og(N3) — i(4m) 2 [ln (izﬂ . (6.11)

A discussao que acabamos de promover serve para nos mostrar que apenas um parametro arbitrario

¢é suficiente e relevante para as manipulacGes necessarias e pretendidas. Podemos entdo extrair uma
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importante conclusao desta breve discussao que serd muito 1til para nossos propdsitos neste capitulo.
Podemos separar a parte divergente ultravioleta escolhendo para tal um parametro arbitrario para carac-
terizar os objetos bésicos divergentes. Em qualquer instante podemos converter esta escolha, efetuando
uma transformacdo de escala, permitida pelas relagoes (6.9) e (6.11). A relagao direta desta conclusao
com nossos problemas imediatos estd na possibilidade de separar as divergéncias infravermelhas daquelas
ultravioletas para estudé-las separadamente.

Adotaremos o seguinte procedimento:

a) Antes de efetuar as separacoes das partes finitas e divergentes (ultravioletas) introduziremos uma
massa ficticia p?onde aparecer o propagador do féton.

b) Separamos as partes divergentes ultravioletas em objetos basicos liog € Igyaq utilizando como escala
a massa do elétron.

c) Resolvemos as integrais finitas obtidas e estudamos o comportamento no limite 2 — 0. A presenca
de termos divergentes neste limite implicard em divergéncias infravermelhas nas amplitudes correspon-
dentes.

Tendo em mente a discussao acima vamos entao considerar as integrais de nosso interesse.

6.2.1 Integral J;

Consideremos inicialmente o cilculo da integral Js, a qual, em sua forma explicita, foi definida por

d*k 1
5= [ G R TR (6.12)

Seguindo o procedimento que adotamos, primeiro escrevemos

. d*k 1
B {/A (2m) [(k + k)2 = @2][(k + k2)2 — m?] } ~ (6.13)

Neste ponto, para manter a notagao compacta, nés introduzimos a seguinte definigao:
Ui =U (ki, 1) = [(k + k;)* — 1], (6.14)
tal que o limite de conexao infravermelho fica

P = 1im0{Ui} =U (k;,0). (6.15)
n2—

a1
— 1 ar_ 2 1
2 M%To{ /A (2r) U1E2} (6.16)

Esta integral é logaritmicamente divergente. Deste modo devemos utilizar a identidade (6.6) tomando

Assim,

como escala a massa do elétron, para ficar com
d*k 1
Jo = i
2 e { /A @2m)T (k2 — m2)?
/ d*k (k7 + 2k - k+m? — p?)
@m)t (k2 - m?)® By

d*k (k3 +2ks - k)
_/ @)t (k2 — m2) U1 Es } : (6.17)
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Seguindo a estratégia que adotamos, integramos diretamente as integrais finitas e obtemos

Jo = T1pg(m?) —i(4m) 2 hrnOZo (n?,m?,p*;m?)| . (6.18)

/1, —
Aqui fica claro o papel de escala comum desempenhado pela massa m. Na expressao acima adotamos
p = ko — k1. Para obtermos o resultado desejado necessitamos estudar o comportamento da fungao
Zo (2, m?, p*; m?) no limite indicado. Isto foi feito no capitulo 4 onde percebemos que esta funcio tem

bom comportamento para este limite. Podemos entao escrever a expressao correspondente para a integral

de Feynman considerada como
Jy = Iipg(m?) — i(4m) "2 [Zo (0,m?, p*;m?)] (6.19)

onde utilizamos a defini¢ao (4.10) do capitulo 4.

6.2.2 Integral J}

Consideremos agora a integral linearmente divergente definida por

no_ d4]€ kM
B /A 2m)* [(k + k1)?][(k + k2)? — m?2] (6.20)

Seguindo o mesmo procedimento adotado acima, primeiro escrevemos

d*k K+
JY=1 —_— 6.21
,LLO{/A (2) UlEQ}’ (6.21)
que pode ser escrita na forma

v d*k (2ky - k) k¥
Jy = ;}21210{_//\(27)4 (kg_m2)3
B / ko (2kp - k) kM

2m)* (k2 — m2)®

(K2 + 2Ky - k) k#

d*k
+/ @2m)* (k2 —m2)® B,

/ d*k (k3 + 2k - k) (K 4 2k1 - k +m? — p?) k*
(

2m)4 (k2 —m2)* By
(2r)* (k2 —m2)’ U, B, ’ '
que fica:
(k2 +kKi)g rra (k2 + k1)"
Jpo= e A ()] - e ()
+i(4m) 72 { lim [ (ko — k)" Z1 (p®, m?, p*sm?)
n2—
+ki' Zo (u2,m2,p2; mQ)]} ) (6.23)

Utilizando o conhecimento que temos do comportamento da funcdo Zj (u?,m?,p*;m?) no limite

indicado, expressoes (4.10) e (4.11) do capitulo 4, podemos obter o resultado desejado

87



N B
+i(4m) 2 [p“Zl (O,mz,p2;m2) + k' Zo (O,mz,pZ;mQ)] . (6.24)

6.2.3 Integral J;

Consideremos entao as integrais definidas em (6.2). Primeiramente consideramos

dk .
B / @) [k + o0)20[(k & o2 ) — 2] (o + F)® — 2] (6.25)

Seguindo o procedimento que adotamos, escrevemos inicialmente

d*k 1
Js = 1l —= , 6.26
3 péuil[) {/ (27’1’) UlEzg} ( )

ou seja

Jz = 12i1n0 {13 (kl,MQ;kg,mQ;kg,mQ)} : (6.27)
n2—

Por contagem de poténcias é facil constatar que a integral I3 é finita. Podemos integré-la diretamente

para obter

']3 = Z'(47T)72 { lgmoé-OO (:u27 m27p27 mQa q2)} ) (628)
/,l, e
onde assumimos (ke — k1) =p e (ks — k1) = q. Apds a tomada do limite indicado, representamos por
J3 = i(4m)~? {foo (0, m?2, p?, m2, q2)} . (6.29)

6.2.4 Integral J§

A préoxima a ser considerada, definida por

R o
J3 = / (2m)4 [(k + k1)?] [(k + k2)2 — m2](k + k)2 — m?2]’ (6.30)

que escrevemos como

Ak kH
J¥ = lim / — } , 6.31
3 n2—0 { (27’() U1E23 ( )

ou seja

JY = 121m0{1§ (K1, 1% ko, m®; ks, m®) } . (6.32)
==

A integral I} (ki, p?; k2, m?; ks, m?) é finita e ao ser integrada fornece
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T = _¢(4w)2{l};rgo[ P&y (02, m?, p?,m*, ¢%)

+qM£10 (/1’27 m27 p27 m27 q2)

71{7/;500 (uQ,m2,p2,m2,q2)]} ) (633)
0 que representamos como
JPI)L = _7:(471-)72 { [ p“fm (O’ m27p27 m2a q2)
+q#§10 (07 m2a p2’ m27 q2)
_klll€00 (O?mQaPQamQaq2)]} . (634)

6.2.5 Integral J}”

Agora podemos considerar a dltima do conjunto (6.2), definida por

pv d*k kHEY
BT /A @m)3 [(k + k0)2][(k + k2)? — m2)(k + k3)? — m?2]’ (6.35)

Seguindo nossa estratégia, escrevemos isto na forma

d*k krEY
JH = lim {/ } 6.36
3 n2—0 A (27’() U1E23 ( )

ou seja

JE = lim {I5 (ks by ks, m)) (6.37)
B —

Agora, devido ao carater logaritimicamente divergente, primeiro necessitamos reorganizar o integrando.

Utilizamos a identidade (6.6) convenientemente e escrevemos

, , 'k kMR
J = ;}2190{ /A @m)F (k2 — m2)°

d*k (k3 + 2ks - k) k"k”

_/ @m)F (k2 —m2)® By
d*k (k3 + 2ko - k) k*EY

_/ 2m)% (k2 — m2)? Eny

/ Ak (k3 + 2k -k +m? — p?) kY }

(2m)? (K2 —m?) U, B '

(6.38)

Procedendo a integragao dos termos finitos ficamos com
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v 1 v 1 v
o= (A" ()] 4 19" Do (m7)

R Lo
+i(4m)~? {MIQITO {—29” Moo (12, m*,p*,m?, ¢*

+4"q & (17, m?, p?, m?, ¢

+[g"p” + """ &1y p?,m?

J&u (
J€ou (

+ kD" + kY p* [0

)
7’)
P € (02, m?, p?m ,qZ)
P’

% q%)
p?,m?, p?,m?, q2)
+[EG + kY ") €19 (02, m?,p®,m?, ¢?)
R EY Eoo (12, m?, p% m?, ¢%)] } (6.39)

onde

1

5 Zo(m?,m?, (p — q)* m?)
2 2 2

p+pus—m

( 2 )501 (u2?m27p27m23q2)
2 2 2

g +pus—m

%510 (,u'zam2ap27m23q2)

Noo (12, m?, p*,m?, ¢*;m?) =
i
i
5+ #0 (42, m % m?, %) | (6.40)

Basta agora tomar o limite u2 — 0 para obter o resultado desejado. Para isso tomamos as funcdes &

na expressao acima a valor nulo para a massa correspondente ao propagador do féton. Representaremos
isto por

1 1
o= (A" ()] 4 19" e (M)
1
+i(4m) "3 { {—29 Noo (0,m?, p*,m?,¢%)
+4"q" &0 (0,m%, p*, m?, ¢

7’)
+p'p” oo (0,m°,p%, m ,q2)
+[¢"p” + p"q"] &1, (0,m?, p*,m?, ¢%)
+ kYD + k"] € (0,m2,p2,m2, q°)
+ kY q” + kY q"] €19 (0,m?, 0%, m?, ¢%)
+EEY €00 (0,m?, p°,m?, ¢%) ] } . (6.41)

6.2.6 Integral L,

Consideremos agora as integrais contendo pélo duplo no propagador do féton. Neste caso temos

véarias opgoes equivalentes de procedimentos. Vamos mostrar isto tratando a integral
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d*k 1
b= /A @m) [(k + k1))

a qual primeiramente escrevemos na forma

_ d'k 1
Ly = ;}Z}TO {/A (27T)[U1]2} . (6.43)

Notemos que a expressao acima pode ser reescrita na forma

e[ 28]} o

(6.42)

ou seja,

Ly = lim {ai? (11 (K1, ;ﬁ)]} : (6.45)
Onde utilizamos a defini¢ao (5.1) do capitulo 5. Este procedimento, que pode ser seguido em todas as
integrais pertencentes a esta classe, permite relacionarmos estas integrais com outras onde nao teremos
o polo duplo associado ao propagador do féton. Assim devemos tratar a integral obtida tomando como

escala a massa do elétron

4
5L (kl’lﬁ) = /A(;l:)z;(kz _1m2)
d*k (k3 +m? — p?)
_/A @o* (k2 — m2)?
/ Ak (k2 + 2k - k+m? — p2)?
A

(2m)4 (k2 —m?)*
Ak (k2 + 2k - k+m? — p2)°

- / : ' . (6.46)
(271-) (k2 — m2) U1

Procedendo a integracao dos termos finitos teremos:
I (ki i) = kSR Dap(m?)
Iquad(mQ) + (N2 - mQ)IlOg(mQ)
2
ti(4m) 2 [;ﬁ —m? + p2ln (7;”2)] . (6.47)

Assim,

.0 1B 2
Ly = Jim o { KK Bas(m?)

+lguaa(m?) + (1> = m?)L159(m?)
+i(4m) 2 {;ﬁ —m? + p?ln (:’zj)] } : (6.48)

Portanto ficamos com
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Ly = I1pg(m?) —i(4m) 2 ngglozn (:;;)} , (6.49)

o que indica claramente a presenca de uma divergéncia infravermelha. Note que em virtude de (6.11)

teremos

Ly = ﬂlgmo [Tiog(17)] - (6.50)

A mesma integral poderia ser calculada de outro modo. Tomamos inicialmente a integral geral

2. 2 d*k 1
n s ) = | o e AR (051

da qual podemos num passo futuro retirar o resultado desejado com um caso particular. Com a utilizacao

de identidade (6.6), tomando como escala a massa do elétron, podemos escrever

d*k 1
I (kl,,u%;kmﬂ%) = /A (2,”)4 (k}2 - m2)2

_/ d*k (k3 + 2ks - k+m? — 13)
(2m) (k2 —m?)* U,

d*k (k3 42k - k+m? — pu?
- / (k7 + 2k, i) (6.52)
(271’)4 (k}Q — m2) U12
Integrando diretamente as integrais finitas obtemos
Iy (s 1 Kz, 53) = Trog (m®) = i(4m) ™ | Zo (153, 143, (r = k) s | (6.53)
Entao tomamos k1 = k3 ja que a fungao Zy é bem comportada neste limite, para ficar com
I (kv 3k, 13) = Liog(m?) —i(4m) = [Zo (p3, 13, 0;m?)] . (6.54)

Tomando entdo, sem problemas, p? = u3 = p?, teremos

I (k1,125 ki, p?) = Liog(m?) —i(4m) 2 /1 dz [ln (:;)] . (6.55)

0
Apés a tomada do limite para valor nulo da massa ficticia y? obteremos o resultado correspondente a Lo

que coincide com aquele que obtivemos anteriormente, Eq. (6.49).

6.2.7 Integral L}

Consideremos agora a integral

po [ EE W
B /A (27) [(k + k1)

a qual primeiramente escrevemos na forma

e [
= HIQH—I}O {/A (27) [Ul]2 } . (657

Notemos que a expressao acima pode ser reescrita na forma

(6.56)
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0 d*k k*
LF=1lim {— | [ = .
? #2:0{9#2 |:/A (2m) DJ }7 (6-58)

ou seja,

. 0
5 = tim {25 10t G} (6.59)

Onde utilizamos a definicdo (5.1) do capitulo 5. Agora devemos tratar a integral obtida. Fazemos

inicialmente

- _/ d*k (2k1~k)k*;
A 2m)* (k2 —m2)
d*k 2 (k3 +m? — p?) (2ky - k) k*
/A (2m)* (k2 — m?2)°
d*k (2ky - k)® K+
_/A 2m)* (k2 — m2)*
/ Ak 3 (k2 +m? — p2)° (2ky - k) kP

(2m)* (k2 —m2)”
/ Ak (k2 + 2ky - k+m? — p2)" ke (6.60)
(27-(-)4 (k2 B m2)4 Ul . .

Em seguida procedendo a integracao dos termos finitos teremos:

2
]f = _klll {Iquad(mQ) - (m2 - M2) Ilog(mQ) o i(47r)_2 m” — ’ug + M2 ln(Mz)] }
m
1
—k1p {V”’B(mz)} — gkmkmkw [Da’ﬁw(m2ﬂ
2k3k . kkigk

_ 13 18 [A/ﬁ(mQ)] - %ﬁlé [Aﬁf(mQ)]

+kia (k7 +m® — p?) [AF (m?)] (6.61)
Assim, derivando em relacdo a p? teremos
12

LY = —kio [AF* (m?)] — kY {Ilog(m2) —i(4m)~? LETO In (W)] } ) (6.62)

o que indica também aqui a presenca de divergéncia infravermelha. Note que isto é igual a

LY = —k{ Ly — ki [A*(m?)] . (6.63)

A mesma integral poderia ser calculada de outro modo. Tomamos inicialmente a integral geral

" 2. 2 d*k kH
1 Gusithon) = | o s mr o ) (664

Com a utilizagdo da identidade (6.6), tomando como escala a massa do elétron, podemos escrever
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I (kv s ko, i3) = _/( )4 Zz_ﬂn)p)
k) K

(
(
J k(2K
(2m)* (k2 — m2)?
(

Jr/ d*k (k3 + 2ks - k +m? —,u2) Ek#
(271') (k2 —m ) EQ
/ A% (K2 + 2ky -k +m? — p2)” kv
(2’ (2 — m2) B
/ A% (K2 + 2k -k +m? — ) k# (6.65)
(271')4 (k2 — m2)2 E12 ' ’
Integrando diretamente as integrais finitas obtemos
ko + k N ko + k1)"
1 (i) = 2B (o ey G Ry
ildm) 72 (k= ko) Zy (13, (ks = ko) smo?)
K Zo (13,183, (ky = Ra)* ym?) | (6.66)
Entao tomamos k1 = ko para ficar com
I (kys pis ks pz) = —kia [A% (m%)] = kY [Diog (m”)]
—i(4m) 2 [k Zo (1%, i3, 0;m?)] - (6.67)
Finalmente, tomando p? = u3 = p?, teremos
2
I8 (k1,125 ke %) = —kio [AY" (m?)] — kY {Ilog(m2) —i(4m)? [Zn (::ﬂﬂ } . (6.68)

A 1iltima etapa ¢ a tomada do limite de valor nulo para a massa ficticia u?. O valor obtido é idéntico
aquele que obtivemos anteriormente, Eq.(6.62).

E importante notar, para propésitos futuros que

13 (ku, 1?5 kyy 1) + Ry Ly (Be, p?s ko, 1) = —kio [A (m?)] (6.69)

o que significa que esta combinagao é livre de divergéncias infravermelhas.

6.2.8 Integral L3

Consideremos as integrais definidas em (6.4). Primeiramente consideramos aquela definida por

d*k 1
b= {/ (27) [(k + k1)2]2[(k + k)2 — m?] } : (6.70)

Seguiremos os procedimentos utilizados acima para o tratamento da integral. Primeiro escrevemos
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n2—0 (27T) [U1]2E2
(L2 [ 51
n2—0 8u2 A (27’(’) U,E,

o2 [I> (k’l,u;kz,m)]} : (6.71)

Tratamos entao a integral I (k:l, JTRE kg,mQ) de acordo com a prescricao que adotamos. Escrevemos

primeiro

d*k 1
Biitan?) = e e
_/ d'k (k3 + 2k2 - k)
(2m)* (k2 — m2)® B,

_/ d*k (k3 +2k; -k +m? — p?) (6.72)
(2m)4 (k2 —m?) By ' )
Resolvendo as integrais finitas teremos
I (kl,u2; kg,mQ) = I1py(m?) —i(4m) 2 [ZO (,uz,m2,p2;m2)] ) (6.73)
Assim
Ly = Ml;gloaip? {Liog(m?) —i(47) 2 [Zo (1, m?, p*;m?)] } . (6.74)
utilizando a relagao
0
Yk (,LLZ, m27 q27 )‘2) = )‘QW [Zk (/1/27 mZ’ q27 )‘2)] ’ (675)
%
introduzida no capitulo 4, ficamos com
Yy (M2 m2 p2'm2)
o . -2 . ’ ) )
Ly = —i(4m) {uli}glo 3 , (6.76)
resultado que representaremos como
_o ) Yo (0,m? p*m?
Lz = —i(4m) ™2 { ( — ) (6.77)

6.2.9 Integral L%

Consideremos a integral definida em (6.4) como

P kP
Ls = / (27) [(k + k1)2)2[(k + k2)2 — m?]’ (6.78)

Seguindo o mesmo procedimento escrevemos primeiro

4 n
Lg = lim /L i k2
20 (2m) [U1])" Ey

, 0
= lim {W 1y (k:l,,uZ;kg,mQ)]}. (6.79)

pu2—0
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Agora desenvolvemos a integral I5 (k1, u; k2, m) de acordo com a estratégia que adotamos. Para tal

primeiro escrevemos

Iy (k1, py kg, m) = _/( )4 iz_nz
k)

(
( 2)?
- / k (2ky - k) k"
(2m)* (k2 — m2)?
/ d*k (K3 + 2ks - k) K
2m)* (k2 —m?)’ By

d*k (k3 +2ka - k) (K 4 2ky - k 4+ m? — p?) k*
/ (2m)* (k2 —m2)® B,

AUk (k2 + 2ky - k+m? — p2)” kv
/ (2m)4 (k2 —m?)* U, B, '

Resolvendo as integrais finitas teremos

ka+E ko + k1)
—75 (kl,ﬂ§k2,m) = *%Aw (mz) - % [Ilog (mz)}

+i(4m) 2 [ p*Zy (P, m?, p*m?)

+kY Zo (1, m?, p*m?)]

Assim ficamos com

n2—0 m

RN e B (uamzp%mﬂ } |

LY = i(4m) 2 { lim

6.2.10 Integral L,

Por fim, consideramos entdo as integrais do conjunto (6.5). Primeiro tomemos

d*k 1
b= / (2m) [(k + k)? (% + k2)? — m?][(k + k3)? — m?)”

que escrevemos na forma

~
N

I
=

i\ [ o)
— lm {382 [y (kt, 12 gy m gy m )]}.

Agora utilizamos o resultado

I3 (k17M2§k27m2§ k;?nmz) = 7:(471-)_2 [500 (/’[’27m2)p25m27q2)] .

Com isso teremos

Ly :i(47r)_2{ hmoai [€00 (%, m*,p%,m* q )]}

e assim
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(6.83)

(6.84)

(6.85)

(6.86)



L4 = Z(47T)_2 {}}2190 [UOO (M23m27p27m25q2)]} ’

onde utilizamos a relacao, introduzida no capitulo 4,

0

e também p = ko — k1 e ¢ = ks — k1. Representaremos o resultado obtido por
L4 == 7;<47T)_2 [UOO (07m27p27m27 q2)] .

6.2.11 Integral L}

Agora consideramos a integral.

u [ &k o
L= / @m) [(k + k0)22[(k + k2)2 — m2][(k + k3)? — m?]’

Primeiro reescrevemos como

4 iz
b {0
u2—0 (2m) [U1]° Eos

. 0 .,
= ,}21210 {W |14 (K1, 1?5 ko, m?; kg,mz)] } .

Entao substituimos o resultado para I% (kl, w2 ko, m?; ks, m2) , expressao acima para ficar com

_ 0
. 2 .
LZ = —1 (47'(') {#1211—1’}06}# [ pugOl (MQa m27p2, m2a q2)

+qH510 (N’27 m2a p2a m27 q2)

_k¥500 (M27m27p27m27q2)] } .

Portanto teremos

Ly = —i (471')_2{ lirno [ P oo (uQ,mQ,p2,m2,q2)

=

+qﬂo—10 (,U?, m2’ p2’ m27 q2)

_kiLO-OO (/~L27m2ap2am27q2)] } )

O que representaremos como

LZ = —1 (47’(’)72 [ pMUOI (07m27p27m27q2)
+¢"o10 (0,m?,p*,m*, ¢%)

7klllo—00 (07 m27p27 m27 q2)] .
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6.2.12 Integral L}”

Finalmente consideramos a integral

wr _ d*k kH kY
b / (2m) [(k + k)22 [(k + k)2 — m2][(k + k3)2 — m?]’ (6.95)

Por primeiro escrevemos

4 1.V
LZV = lim /*d i 716 Qk
#2=0 (27) [h)° B

. 0 v
= /}2190 {W (187 (K1, p%; ko, m®s kg, m®)] } . (6.96)

Para completar calculamos I5" (k1, p%; k2, m?; k3, m?) , de acordo com a prescri¢ao que adotamos. Primeiro

escrevemos

o /d4k kt kv
A (2m)* (k2 — m2)?

d*k (k3 + 2ks - k) kkY
7/ @2m)* (k2 —m2)’ B,
d*k (k3 + 2kg - k) kMEY
7/ 2m)* (k2 — m2)? By
/ d*k (ki +2ky -k +m? — p?) kHk”
(2m)* (k% — m?2) Uy Ens

(6.97)

Entao resolvemos as integrais finitas para ficar com
0 1 1
uv o : v 2 v 2
zr = i 0 L ()] + 50 T ()}
_ 0
. 2 ) .. v 2,2 .2 2 2

+1 (47T) {HIZII—I}OW [qﬂq 520 (M y e, pr,me,q )
+pMpU§OQ (/1“27 m27p2u m27 qz)
+g"p” + g & (07, m?, 0" m?, ¢)

1
=590 (n?,m?,p*, m?, qz;mQ)] }

. - : 0 v v
_kibz (47T) ? {/}211*1}08#2 [p 601 (/”’27m25p27 m27q2) + q §10 (IU/Q’mzvavaa q2)]}

.0
—kYi (4m) " {;}21210(% (P01 (02, m?, 0%, m?, %) + ¢"&4 (u27m2,p2,m27q2)}}

) - . 0
+ki 'k (4m) ’ {HIZ}QOW [500 (N2am2;p2a m?, q2)} } : (6.98)
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A derivada indicada fornece

lim [g"q" 020 (1%, m?, p*, m?, ¢*)
u2—0

LY = i(4m)~? {
P 002 (,u2,m27p2,m2,q2)
+g"p” + p'g o (B, m?, p?m?, )
—%g‘“’ [_500 (#27m2’p2’m27q2)
+&10 (szmzaPQ,WQ;QQ)
+Ey (,uQ,mQ,pQ,mQ,qQ)]
— [kp” + kY p*oor (1°,m?, p*,m*,¢°)
— g + k{q"] 010 (1, m*,p*,m?, ¢*)
+EV Y 000 (,uz, m?2,p?, m2, qz)] s (6.99)

e adotaremos a representagao

Ly = i(47r)_2 { [q“’q”ago (0, m?2,p?, m?, q2)
+ptp”ogs (0,m?,p*, m?, ¢%)
+a"p” +p'q") o1 (0,m*, ", m?, %)
f%g’” [—&oo (0,m%, %, m?,¢%)
+&10 (0,m2,p2,m2, qz)
+&01 (O,mz,pQ,mQ,QQ)]
— [KY'p” + kY p") 001 (0,m?, p*, m*, ¢°)
— [K'q” + kY q"]) 010 (0,m*, p*, m?, ¢*)
+ki kY o0 (0, m?2,p?, m2, qQ)} }. (6.100)
Com isso concluimos os cédlculos de todas integrais de Feynman necessdrias para que possamos ex-
plicitar as amplitudes correspondentes aos processos selecionados no capitulo IT pertinentes & QED, para
a solucao perturbativa ao nivel um “loop”. De posse dos resultados das integrais de Feynman, torna-se

possivel entao o cédlculo propriamente dito das amplitudes divergentes da QED. Este serd portanto, o

assunto do préximo capitulo.
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Capitulo 7

Forma explicita e propriedades das

funcoes de Green divergentes

7.1 Introducao

No capitulo 3 estabelecemos as amplitudes relevantes para o estudo perturbativo da EDQ ao nivel
um “loop” e também consideramos alguns vinculos de consisténcia pertinentes. Em virtude da presenga
de divergéncias nas amplitudes fisicas, apresentamos nos capitulos 5 e 6 uma estratégia de cédlculo, para
o tratamento das integrais de Feynman que apareceram nas expressoes para as amplitudes fundamentais
da EDQ), alternativa as regularizagoes usuais. No contexto da referida estratégia, os integrandos sao
manipulados através do uso de identidades de tal forma que os momentos internos nao mais estejam
presentes em estruturas divergentes. Estas ultimas, por sua vez, ndao sao de fato calculadas mas ape-
nas reorganizadas nos objetos bésicos divergentes Uy g, (m?), Ay (m?), Vi, (m?), Liog(m?) e Ijuaa(m?),
definidos nas equagdes (5.9)-(5.13) do capitulo 5. Isto nos possibilita manter todas as arbitrariedades
intrinsicas aos cdlculos ainda presentes no resultado final. Além disso, todas as partes integradas (finitas)
das integrais foram escritas em termos das fungdes Zx, £, € Cnmi» Para fungdes de dois, trés e quatro
pontos respectivamente. Tais fungoes foram definidas e estudadas no capitulo 4. As propriedades destas
fungoes permitem que todas as amplitudes consideradas possam ser escritas como uma combinac¢ao de
somente trés pegas bdsicas: Zy, £y, € Cgoo- Neste capitulo vamos dar continuidade ao estudo das am-
plitudes da EDQ), utilizando para tal os resultados obtidos para as integrais de Feynman. Escreveremos
formas explicitas para as amplitudes com seus termos potencialmente ambiguos, quando for o caso, e
verificaremos se as expressoes obtidas satisfazem as relagdes entre fungoes de Green que estabelecemos no
capitulo 3 para as formas nao calculadas. Com isso teremos condi¢oes de identificar, no préximo capitulo,
os papéis desempenhados pelas arbitrariedades intrinsecas aos cdlculos perturbativos na manutencao das

relagoes de simetria.
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7.1.1 A Funcgao de um ponto vetorial

Comegamos considerando o célculo da fungao de Green contendo somente um propagador fermiodnico,

para a qual obtivemos
TV (ky,m) :4{(11)#%1“11}. (7.1)

A partir da equagao acima vemos que obtemos duas integrais divergentes, tendo graus de divergén-
cia cibica e quadrética, as quais foram consideradas na secao 2 capitulo 5, expressoes (5.16) e (5.19).

Substituindo os resultados obtidos na expressdo acima teremos:

Ty (ki,m) = 4{—kiulguaa(m?)

1
- kf [VBM(WQ)} - gk’fkf‘k? [Daﬂ;uj(mz)]

K2k k1,.k1sk
+ 131’8 [Aus(m?)] — %’M [Aﬁf(mz)]}
+4k1y {Iguad (M?) + krakis Dasg (m?)}, (7.2)

que fica entao

1
7Y (him) = 4= [Tam®)] - GHIRERY (o )]
1 2
+§kfk¢’1’ [y (m?)] + gkmkmkm (AP (m?)] } ) (7.3)

7.1.2 Auto-energia do elétron por excitagao de um féton

No célculo da auto-energia do elétron, encontramos também a fungao de Green contendo um propa-

gador fermidnico e um bosoénico, que escrevemos como
S(k1, k2, m) = S1(k1, k2, m) + (€ — 1) Ba(k1, k2, m), (7.4)

onde % foi definido em termos das integrais de Feynman na Eq.(3.11) e X3 na Eq.(3.12) do capitulo
3. A substitui¢ao dos resultados (6.19), (6.24), (6.49), (6.62), (6.76) e (6.82) do capitulo 6 nos permite

escrever
S1 = vaPulAay (m?)

— [y — 4m] Loy (m?)

+i (47) 72 ;}2190 {(f—4m) Zy (u*,m>,p*;m?)} (7.5)

+ o (p° —m?) (Yl (u2’m2£p2; ™) ) } : (7.6)



Nas expressoes acima adotamos P = (k; + ko) e p = (k1 — k2). A fim de completar o cdlculo é ainda
necessério tomar o limite infrevermelho. E facil perceber que ndo teremos nenhum problema ao efetuar
este limite pois as fungoes que aparecem sdo bem comportadas neste limite individualmente (ver capitulo

4). Com isso podemos representar os resultados acima na forma

L1 = YaPulau (mQ)
— [/ — 4m] Liog (m?)
+i (A7) 72 [(f — 4m) Zo (0,m?, p*m?)] (7.7)
So = (m =) liog(m?)
1 { % - 2} Byl

—1q (4:77)72 {(m — 1) Zo (07m2,p2;m2)

(- m?) (Yl (O’mQ’pQ;mg)> } (73)

m2

7.1.3 A Funcao de dois pontos Bi-vetorial

Consideremos agora a fungao de dois pontos vetorial-vetorial relacionada ao tensor de polarizacao

do véacuo, a qual no capitulo 3 escrevemos como
Ty (k1, kaym) = Ty (1, ko, m) + g TF7 (K1, ko, m), (7.9)

a fim de sistematizar nossos procedimentos matemédticos. Apés o célculo das integrais envolvidas, resul-
tados (5.19), (5.24), (5.29) e (5.31), do capitulo 5, e a substituigdo destes nas expressoes (3.23) e (3.24)

do capitulo 3 para T}, e TPP | respectivamente, teremos

Ty (k1,5 ko, m) = 4V, (m?) — i [0+ Q%) Ay (m?)
=2 [Qulay (M?) + Qv e (M?)] Q*
#3007+ 40 = Q0+ 4°Q7) (D)
(m”)
(m”)

+9uslav (mQ) }

+gua B

A
+gul/Aa5

+4guulquad (m2) - 2q;LQVIIOg (m2)

2
+§ (94 — QWQQ} Tiog (m2)

—8i (4m)”* {[qﬂqu ~ 9uwd’] (Zz (¢*m?) — W)

- 2q,q%0 (¢*;m?) } (7.10)
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TPP(kl,m;kg,m) = —4lu0a (mg)
1
-5 (@@ + 7*¢" — Q¢ — ¢"Q"] Lap (m?)
262 { Doy (m?) = i (47) > Zo (¢ m?) } (7.11)

onde utilizamos ¢ = ko —k1 e Q = ka+k;.Reunindo 7}, e T PP obteremos para funcio de Green associada
& auto-energia do féton

T/YVV =4V, (m®)
~2[¢* + Q%] &y (m?)
+i 3Q°Q° +4¢¢" = Q*¢" + ¢ Q] { Dapun (m?) + g Lap (m?)
+9palvp (M) + gugLlaw (M%)}
_g% (QYQ° +¢%¢° —Q%¢" — ¢ Q"] Aap (m?)
2 [Qubar (m?) + Qulya (m?)] Q°

4
3 (Q/qu - g;qu) Dog (m2)

. - Zo (¢%;m?
—8i (4m) " (quav — 9 ) | 22 (q2;m2)—¥ : (7.12)

Podemos ainda colocar a expressao acima numa forma mais conveniente se usarmos a identidade
(introduzida no capitulo 4),

- 118, (7.13)
e, além disso, definirmos
A = AV, (m?)
—2[¢* + Q%] Ay (m?)
+i 3QQ° + ¢“¢" — Q“¢ + ¢° Q] {Dapuw (m?) + guvDap (m?)
F9ualup (M?) + guplaw (m*) }
~ B [Q°Q7 + 4% = Q0" = Q7] Loas (m?)
~2[QuAaw (M) + Qulpa (m?)] Q. (7.14)

Assim ficamos com

4 , 51 (2m? + ¢?
T = +3 (00w — ) {Izog(m2) — i (4m)~? [3 + (qz)Zo (% mz)] }

A (7.15)
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7.1.4 Correcao de Vértice

Quando consideramos a interacao elétron-féton definimos a fungao de Green associada & correcao de

vértice, a qual decompomos na forma
AP (kl, kg,m) = A'Lf (kl, kg,m) + (5 - 1) Ag (kl, kQ,m) . (716)

Escrevemos A} e A4 em termos de integrais de Feynman nas equagoes.(3.53) e (3.59) do capitulo
3, respectivamente. Utilizando os resultados obtidos para as integrais presentes nas expressoes destes
termos, expressoes (6.28), (6.33), (6.39), (6.49), (6.62), (6.76), (6.82), (6.87), (6.93) e (6.99) do capitulo

6 e (5.24) do capitulo 5, podemos escrever

Al = =74 Via (m?) +7,T10g (M?)
—2i (4m) "%y, Zo ((p —q) ;m2)
+2i (47) 77 Jm, {vun00 (12,9, m?, ¢, m*;m?)
—2q, o0 (12,0, m?, ¢%,m?)
—2puifos (1%, 0% m?, ¢%,m?)
—2(pud + qu)) €11 (02,07, m?, 4%, m?)
+ (1 d+ v — 4mpy) o1 (02,07, m*, ¢%,m?)
dwdﬂmd 4mq,,) &19 (1%, 0% m*, 4%, m?) (7.17)

+(
{2m p+q p@,ﬁf—m ’7#] 00 (/~‘ 0%, m ,q2,m2)}

2 2 2.,,2
+i (4m) " Jim {[(pQ—mQ)w] Yo (s ptim)

2

u2—0 m
Yo (12, m2, g% m?
[ = m) 5] 2 mzq )
(= m) ) YT )
N P RCGRLE Al )}
= (@ =m*) 170 = m) i 08i [Pador (0%,p%,m?, ¢ m?) (7.18)
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+qa1o (12, 0%, m?, ¢%,m?)]
— (p* = m?) (¢—m) 7“7%13908%2 [Paor (1%, 0%, m*, ¢% m?)
+qaéio (12,97, m?, ¢%,m?)]
+{ (@ =m?) (p* = m?) v,
~ (= )2 = )} tim T oo (12,7, )]
(=m0 = m) T O S (4, )
—~qudabao (1%, p*,m*, ¢%,m?)
—pupalos (12, p*,m*, %, m?)

= (puda + qupa) &1 (12,07, Mm%, ¢*,m?) } (7.19)

onde adotamos ¢ = k3 — k1 e p = ko — k1. A ultima etapa é a tomada do limite infravermelho. Para tal
é necessario um estudo detalhado das estruturas que aparecem nas expressoes acima no limite indicado.
Para as funcbes Zj e Y este estudo pode ser feito diretamente ji que a integragdo no parametro de

Feynman pode ser completada (ver capitulo 4). Quanto as fungoes & € Opnm este estudo é mais

nm? nnm
complicado devido ao fato de as integragoes nos pardmetros de Feynman nao poderem ser completadas.
Este limite, entretanto, ¢ bem comportado no conjunto dos termos ainda que nao o seja termo a termo.
Na expressao para A todas as fungdes com n ou m ou ambos nulos tém problemas neste limite mas a
simetria do resultado em p e ¢, que é visivel por inspegao, cria a conspiragao necessaria para os cance-
lamentos. J& para o termo A5 a situagao ¢ consideravelmete mais complicada e o bom comportamento
no limite infravermelho envolve conspiragoes vindas de fungdes Yy e ogg com o termo In (ﬂz) além de
outros envolvendo as fungoes 0, € a simetria de em p e q. N6s nao apresentaremos estes desenvolvi-
mentos explicitos devido a densidade de cdlculos que seriam necessédrios e porque este aspecto apesar de
interessante e importante nao estd nos principais objetivos do presente trabalho. Um estudo detalhado

deste aspecto serd apresentado em outra oportunidade. Apds estes importantes comentérios adotaremos

como resultados para A} e A} as representagoes

A = =74 Via (M) +7,010g (M?)
—2i (4m) "%, Zo ((p —q)° ;m2)
+2i (4m) Jim, {vun00 (12,9, m?, ¢%,m? m?)
=249 (12, 0%, m*, ¢*,m?)
—2pu02 (12, 0%, m?, ¢*,m?)
~2 (pud + qutf) €11 (17,0, m?, 4%, m?)
+ (thud + 1 — dmp) €01 (12, 9%, m?, ¢%,m?)
ud+ Ifmﬁ/ dmqy) &0 (12, p°,m*, 4%, m?) (7.20)

+(
|:2m p+q ]f)/ud_ m27u:| 500 (/j‘27p27m2a q2,m2)}
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— (@ =) V70 (= m) [paoor (0.9°,m* %, m?)

+qa010 (07p27 mza q27 m2)]

— (p2 — m2) (d_ m) ’YQ,}/},L [pa001 (07p27 m27 qQa mQ)

+34a010 (07p27 m2a q27 m2)]

+{ (¢ =m?) (p* —m?),
—(d—m)y, (f—m)} [o0 (0,p*,m? ¢*, m?)]

(= m) e (—m) {—1g,mfoo (0,72, ¢ m?% m?)

2

1
+§gua£10 (O’ p2a m27 q27 m2; m2)
1
iguafm (07p27 m2a q2’ m2; 77’7,2)

—419a020 (07 p27 mza q27 m2)

—PuPa002 (07 p27 m27 q27 m2)

- (puCIa + qua) 011 (07p27m27q27m2)}

7.1.5 A Fungao de trés pontos Tri-vetorial

(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)

(7.26)

(7.27)

Consideremos agora a fungao de trés pontos triplamente vetorial com trés propagadores fermiénicos

que, convenientemente, escrevemos usando a decomposicao

TVVZCV = 4T,8Va + Gva [TﬁVPPjI + 9B8v [T(fpv] + 9Ba [TVPVP] .

(7.28)

Cada um dos termos que aparecem na expressdo acima foram escritos em termos de integrais de

Feynman. A fim de completar o cdlculo substituimos, nas equagdes (7.43), (7.44) e (7.45), os resultados

(5.24), (5.29), (5.33) e (5.35) do capitulo 5, teremos entéao

VPP
L

2

— (pr + qr) Tog (m?)

—i (47) "2 gx {=Zo(q*;m?) — p*Eq0 (P2 4% m?)
—p—9? =P’ = *] &1 (0%, % m?) }

—i (47) 2 pa {=Zo(p*m?) — ¢*¢o0 (0%, % m?)

—[lp—a)®—p*— *| &1 (P°, %sm?) },
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PPV
Ty

PV P
L

My

= (2q, — pv) hog (m?)
—2i (4m) " g, {Zo((p — @)% m%) + Zo(a*;m%) + p*6oo (P, 4% )
+ [(p— 9+ = 1% &1 (. % m?) }
+i (4m) 2 py {Zo (P, 4% m%) + oo (07, 0% m?)

+ [(p - Q)2 +p° - q2] So1 (an q2;m2)} )

= {=qu+2pu} Log (M?)
+i(4m) 2 qu {Zo ((p — @)% m%) +p*Egp (0, 0% m?)
+ [ = 0" = (0= 9)?] & (0%, 6% M)}
—i (47) P pu { Zo (p — )% m%) + Zo(p*sm?) + oo (0°, 4% m?)

+[p— ) +9" = ] o (PP, % m?) },

capitulo 5, em cada um dos subtermos. Assim teremos:

= % [pr (m2) + Guvliog (mZ)]

_@ [Vur (m°) + gurTiog (m?)]

. - Guv
i (4m) " { =2 [qx — pal moo (2, 42, m%s )

Gux
e [QV _pu] Moo (p27q27m23m2)

2
+aapupy [€0a (PP, %3 m°) + €01 (07, 675 m?) — &1 (9, 475 m?) ]
2]

_l’_
+arqupy [E11 (07 @%5m?) + oo (07, % m?) — &40 (07, 5 m?)

[
FPAQuay [—Ea0 (PP, @75 m?) — &1y (P, 5 m?) + &40 (7, ¢ m?) ]
2

APy [Eo1 (P, @%5m?) — £oa (P, % m?) — &4y (P7, % m?)] ),
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(7.31)

Por sua vez T}, foi escrito em termos das estruturas M., Jauws Lauws Kxpw € Fauw, Eq.(3.32) do capi-
tulo 3, e estas escrevemos em termos de integrais de Feynman, equagoes (3.38)-(3.42), respectivamente.

Agora, depois de calculadas as integrais, vamos substituir os resultados (5.33), (5.35), (5.38) e (5.43) do

(7.32)



(r+q),

J)\#y = [v,uu (mQ) + g#uIlog (m2)]

4

4

(p+a),

[Vix (m?) + guadiog (m?)]

+i (4m) 2 {—9“7" [ax — palngo (P°, 4%, m*;m?)
gu
+55 [an = pulmoo (7, 4%, m*;m?)

L/\,u,l/ =

K)\,uu =

Fagupo [Coo (PP a7 m®) + &4y (07, 6% m?) — €01 (0, 0% m?) ]
+auge (€11 (PP a%5m®) + Eog (07, 6%5m?) — €40 (7, %5 m?) ]
+PAGuay [—Ea0 (PP, a7 m?) — €41 (07, 4% m?) — &40 (0, 455 m?) ]
+PAquay [—Eoo (PP @75 m?) — €11 (PP, 4% m?) + €01 (P, 6% m?) ]},
(7.33)

17,5 (m2) + gualiog (m?)]

2
(9,0 () + gniog ()]
+2i(47) "2 {—q“g“ oo (P%, 4% m*;m?)
. QuGux
2

+PAquDy [E01 (P, @%5m?) — o (07, 4% m?) ]

noo (P, ¢°, m* m?)
+pAPuy [0 (97, 0% m?) — &op (P°, 4% m?)]

+apuy (€11 (07 % m?)]
+orqupy [ (PP 6% m?)]} (7.35)
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Fhay [Vir (m?) + gurdiog (m?)]

+k1y [Vix (m?) + gurdiog (m?)]

+aiam2d -1 5 [P0 + qugrl o (07, 4%, m®;m?)
+papupy (oo (P, 4% m?)]

o (P, %m?) + & (07, 6% m?) — & (0, %5 m?) ]

]

+&o2 (P 0% m?) — €0 (pQ,qQ;TnQ)]

+Px quqv

3,
3

[ )

+pAPudy [€11 (p2, ;m?)
(€0 (»° ‘)

)

+prqupy [E11 (97,

»Q

ym

0 qu v [€20 (7, 475 m?)]

S

+argupy €11 (07 % m?)]}, (7.36)
onde

1
I;\ﬂy = 7E (kl —+ k?g + k}3 a |:|04)\/t1/ (m )]
1
12

1 %
— 15 (k1 + k2 + k)

1
— 1 (b1 + b + ka)" AN (m?)]

[
(ki + k2 + ks) [A# (m?)]
[A8 (m?)]

[
_1% (ki + k2 + k3)* 9" [Tog (m?)]
_1% (k1 + ko + ky)” ¢ [Tog (m?)]
_1% (k1 + ko + k3)" g™ [Log (m?)]

(1
+i (4m)7° {2 [9uAPy + GuaDy + Guubr] 01 (97, 4% m?)

1
+§ [gl/)\qH + Jurqv + gm/q)\] Mo <p27 q2; m2)
_p,upup)\§03 - q/\qlzqufso
— [Pvapyu + Puqupx + qupupa] §12

— [@u@vpr + Qupvar + Ppaar] €01} (7.37)
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Agora reunindo todos os resultados temos

Taw = —% (k1 + ko + k3), (O]
1

12

+hoaVi + k3, Vux + k1, Vi

1

12

+ [koagpw + k3pgu + k109 Tiog (m?)

1
+§ [quvl/)\ - quvp,/\]

1
+Z [(p-I— Q)H Vix=@+q), Vux+(p+ q)AVMV}

[(kl + ko 4 k)N AP+ (By + ko + k3)” AP + (ky + ko + k)" NV]

{(kl + ko + E3) g+ (ko + ko + k3)” g" + (ky + ko + k)" gv} Tiog

. [(p 0\ Vi =0+, Vir—(p+a), V,M}

"1

1
+ [(p‘FQ)”gu/\ —(P+a), gur+ @+ )\ g
TP+ g — P+, 90— (P+a), gm} Tiog
1

_'_7

2 [qugVA - QVgu)\] Ilog

. o1
+16i (47) {2 [PAGuv + Pudrw + Pvgru M1 (P7, 4% m?)
1
=
—000u €30 (D7, 4% M%) — prpupu€os (P°, s m?)

DI + QI + Gore] Mo (97, 4% m?)

— [PAPLGy + PA@upy + Pup] €1 (PP, 4% m?)
+ [ax@upy + DPEGPAGD) Eo1 (PP, P mP) }
Guv

+8i(47r)_2{—7[q,\ + Al ngo (9%, 4% m?)

—% (9auPv + 9r08) Moo (9?5 4% m?)

+pADuPy [2602 (P7, 473 m?)]

+upy [Eo2 (07, 6% m?) + &1 (07, 6% m?) — €01 (0%, 4% m?)]
+pagupy [2611 (07, 6% m?) — €01 (07, 6% m?) + Eoo (0%, 6% m%)]
+papudy (€11 (0%, 4% m?)]

APAGGy [E20 (PP, %5 m?) + €11 (P, 655 m?) — &40 (07, 4% m?)]
+aapuay [€11 (07 675 m?)]

Faxnaupy [2601 (07, ¢*3m?) — &0 (02, %5 m?) + 90 (07, 75 m?) ]

+arquy [2690 (P, 4% m?)] }, (7.38)

o que completa o calculo desejado.
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7.1.6 A Funcao de quatro pontos Tetra-vetorial

Finalmente vamos considerar a fungao de quatro pontos tetra-vetorial. No capitulo 3, nés escrevemos
esta funcdo em termos das estruturas 7y,as, TXVVPP, TfBPVV, T}KBPPV, TLPVP, TIZVPV, TEVVE ¢
TPPPP  Egtas foram entdo decompostas em combinacoes de integrais de Feynman. Agora devemos
substituir os resultados obtidos para as integrais no capitulo V para ter a forma explicita. Procedendo

assim, teremos, por exemplo,

TPVPV = drgr, {&p1 (1,p) — €01 (1,9)}
+4pups {01 (u,t) — o1 (P9}

+4QﬁQV {510 (pv Q) - 510 (’U,, t)}

+4pqu {510 (U, t) + 501 (p7 q) _ 500 (2pa q) . 500 (QU,t) }
—4ppqy {fm (p,q) + Eop (u,t) — €00 (2p,q) oo (Qunf)}
+drgpy {510 (r,p) — &o (uyt) — Eoy (u,t) — €00 (QTaP) n 0o (2u,t)}

+2rpqu {2601 (u, 1) + 2810 (us 1) + oo (r, @) — &oo (u, )}
=274 {2810 (1, @) — o0 (1, @) — oo (u, 1)}

=2rypg {€oo (7, P) + &oo (u, 1)}

+4g50 [(r - @) = (- )] €000

+8pgpy {1(7 - q) = (- )] Cago + [1* = 2(r- @)] C100}
8456, {[(r-q) = (- p)] Coz0 — [r* =2 (p- )] Co10}
+8rs7, {[(r- @) — (- p)] Cooz + (0° = @°) Coor }

#8930, {0 = ()] G+ (04 Guo) + [ = (7 0] ono — o |
#8050, {10700 = 09610 = 1 = (0 1)] a0 = -0) Gno + .o |
+8ras { (0 = (-2 Gom + 57 = (0] Gono = [ = 1)) Goon = oo
80, {1 0) = (-2 Gom 67 = (0 0) Gono + () omr — -G |

2
+8rapy [(r-q) = (r p)Cio1 — [q2 —(p- Q)} C100 — (7 @) Coo1 + q2<000}

—_—A A —A— —— A

2
[(r-q) = (r-p)Cion + [ - (p-q)] Cro0 + [7”2 —(r-q)] oo + qQCooo}
gus [TTFFF]. (7.39)

+8rups
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7.2 Relacoes entre funcoes de Green

De posse das formas calculadas das fungoes de Green em termos das quais escrevemos as amplitudes
da EDQ, é o momento de verificar se as manipulacoes e cédlculos efetuados preservam os vinculos de
consisténcia que introduzimos no capitulo 3. E importante notar que nos resultados obtidos até este
estdgio, nao foram feitas escolhas para as arbitrariedades intrinsicas envolvidas. N&s esperamos que
as relacoes entre fungoes de Green estabelecidas no capitulo 3 tenham sido preservadas nas operacoes

efetuadas. Verificaremos isto a seguir.

7.2.1 Relagao entre funcoes de Green para a funcao Bi-vetorial

Primeiramente consideremos a relagao (3.83) do capitulo 3, envolvendo as funcdes TV eTlYl,V. Tomando

a forma explicita de T)y,", Eq.(7.12), e contraindo com o momento externo ky — kz = ¢, vem que
Ty, = (k1 — k)" Ay (m?)
4
+50" [0t — 90 a”] {Tiog ()
|1 2+ 2m?
—i(am) 7 | =+ (¢ +2m%) = m?) Zo (¢* m2)1 } , (7.40)
e entao
Ty (ki,mska,m) = (ky — ko) Ay, (m?) . (7.41)

Devemos identificar no resultado obtido a diferenca entre duas fungoes de um ponto vetoriais, com
linhas carregando momentos k; e ky. Considerando a forma explicita de TV, Eq.(7.3), é facil perceber,

que podemos reorganizar os termos do lado direito da equagao acima para ficar com
(k1 — k)" Ay = T (ko,m) — T (k1,m). (7.42)
E também simples verificar que
¢" Ay =T) (ky,m) — T} (k1,m), (7.43)

0 que implica que as relagoes entre as fungoes de dois pontos TIYUV e de um ponto TX , equagoes (3.83) e
(3.84) do capitulo 3, foram preservadas pelas manipulagdes feitas. Note que as relagdes sdo preservadas
sem que tenhamos assumido qualquer escolha sobre as quantidades indefinidas, de modo que estas re-
lagoes podem ser preservadas por qualquer método de regularizagdo razodvel. Os vinculos impostos por

implicagoes de simetria serao considerados posteriormente.

7.2.2 Relagao entre fungoes de Green para o Processo de trés fétons

Agora vamos considerar a amplitude triangular tri-vetorial e suas relagoes com as fungoes de dois
pontos V'V, estabelecidas por nés no capitulo 3, equagoes (3.86), (3.87) e (3.88). Consideremos a forma

explicita obtida e tomemos a contracdo com o momento externo (ks — k2),, ou seja,
(p+ C]))\ T)Zt‘l//v = (k3 — kZ))\ [TA,MV + gm/T/{/PP + guATfVP + guATfPV] . (7.44)
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Vamos contrair separadamente cada um dos termos que aparecem na expressao acima. Primeiramente

tomamos (k3 — kg)’\ T\uv para ficar com
1
P+a) Tyw = G+ {—12 (K1

!
2

12

+

1

12

_|_

+ k2 + k3), (O]

[0, Vur — ¢V ua]

[ Gt o+ ) 9 4 (kg + ey o+ Kg)” A0

(k1 + ko + k3)! AN ]

[(kl + kQ + k3)>‘g’“’ + (kl + kQ + kg)ugp’)\

(k14 ko + /{13)” g)‘u] Liog

+k2Avuy + k3uvu>\ + kluvu)\

+ [k2)\guu + k3ugu)\ + klug,u)\] Ilog (mg)

R
4

R
4

!
4

{(p + @), Vir = (p+a), Vi + (p+9)y VW}
[(p + Vi = +9), Vi = (p+49), V;M}

{ (P+a), 9un— (P+a), gur + P+ 7)) G

+(P+ D)y gw — P+, gur — P+ q)ugux] Tiog

2

1
+5 [quy)\ - qyguA] Ilog}

+4g;w [(pz - qz)nOO]

+89,w { [®mo + (P~ @) 101 ] + [P*1101 + (- @) m10] }

+4q,.9. {27710 — P60+ P10+ 020 — (P q) €10 —

—4 [¢*¢30
+4 [P2§21

+2 [¢%€59

Moo

2
+(p-q) & |

+ (P q) 30)

+(p-q) &)

-2 [P2§11 +(p-q) &0 }

—4p.py {27701 — P+ o + %60 — (P @) o1 —

—4 [qum
+4 [P2503
+2 [qun

—2 [P2502

oo

9
p-q)&ps)

)
) €12
q) &oo)

(P-a)énl}

( .
(p-q
(p-

N
N
N
N

+8qupy {7701 — Mo+ ((Jz *Pz) §11

-2 [(12521

+2 [p2€12

+ [q2§11 +

+ [q2§20 +

+(p-q) &)
+ (- q) &a1)
(P~ q) o2
(P~ q) ]
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— [P*€11 + (- 9) €20]
— [P*€o2 + (P @) €11]
—[€10+ (P 9) €0u]
+ [P0 + (- 9) €10 }
+16pugy {(¢° — %) €11 = Mo + 101
—[6*€21 + (- 9) €12]
+ PP+ (- a) €]} (7.45)

Na equacdo acima organizamos os termos de modo a enfatizar que combinagoes especificas envolvendo

as funcoes & aparecem. E facil obter expressoes para estas combinacoes tomando as formas

reduzidas que apresentamos no capitulo 4. Isto significa construir as identidades:

P+ 9 = % [—Zo ((p —q)° ;mQ) + Zo (q%m?) +P2500} , (7.46)
Pent -0 = 5 [~7 (0-0%m?) + Zo (%) + o) (7.47)
P+ -a)én = % _—%Zo ((p -q)° ;m2> + oo +p2501} , (7.48)
Ploo+ (0- )& = % -—%Zo ((p —q)° ;mQ) + 700 + qulo} : (7.49)
P+ a)éy = % :—Zl ((p —q)° ;mQ) + Z1 (¢*;m?) +p2£1o} : (7.50)
Cén+ 0 a)é = % :—Z1 ((p —q) ;m2> + Zy (p*sm?) + qgfm} : (7.51)
P+ (-9 os = % [Zz (p*;m?) = Zs ((p —q)* ;m2) + q2£02:| : (7.52)
P+ (- q) € = % [Zz (¢*m?) = Zs ((p -q)° ;m2) +p2520} : (7.53)
Pz + (-9, = % [—Zz ((p -9 mz) + 2ng; +p2502} , (7.54)
ey + (0- @) = % —Z» ((p -q)%; m2) + 210 + q2520} , (7.55)
P+ -0y = % Zy ((p ~q)° ;m2) D <(p _QQ)Z;mQ) +n0+p%0 |, (7.56)
Pl + (0-q) &2 = % Zy ((p ~q)° ;mQ) D <(p _;)Q;mZ) o1 + %€ |- (T.57)
e I |

P*or+ (P @) e = {(p —q)° %Zo ((p —q)° ;m2> ~ Zs ((p —q)’ ;mQ)—
—? &Zo (¢*m?) — Zy (qQ;mg)- + %Pgnoo : (7.58)

Pt 0 = {0-0* 120 (00" ) - 20 (0~ i)
—¢? %Zo (p*;m?) — Zs (pQ;m2)_ + ;(127700}- (7.59)




Utilizando estas relagdes podemos colocar a expressao (7.38) na forma

1
o= k) T = (0 {35 Ot bt ) [0

+% [4.Vir — @V ]
‘%[(h+wy+@ﬁAW+wm+km+@fAW
+ (k1 + ko + k3) AM]
*% [(’ﬁ + ky + k3) g + (ki + ko + k3)” g
+ (k1 + ko + k3)! g™ Log
+hoa Vi + k3, Vox + k1, Vi
+ [koxguw + k3ugux + k109u0] Dog (m?)

1
+7 [(p +@), Vurx— (p+a), Viur + (p+q)y Vw}

4
1

+7 [(p + O\ Vi —@+a),Vir—(p+a), Vm}
1

+7 [ P+, 9ux — P+ a), gur + P+ )\ guv

@+ D\ g — P+ a), 90 —(P+9), g;u] Tiog

+- [qugvr — @wgur] Ilog}

—4q (4w 72p#p,, [2Z2 (p2;m2) -7 (p2,m2)]
—4i (47 721’#% [(P - 4)2 So1 + (q2 *PQ) (foo —&o1 — 510)] . (7.60)
Por sua vez
(ks — ko) [TNFP] = 2[qn (ba + ka)™ Dar(m?)]

~2[(¢* = ) liog(m?)]

+2i (47) {2 [¢*Zo (¢*sm?) — (- @) Zo (¢%5m?)]
=2 [p*Zo (p*;m®) — (0~ q) Zo (p*;m?)]
+(p-q) (¢° = 20°) oo
—(-q) [¢*€10 + (0~ @) €01)

+(-a) [P+ (- ) &10] } - (7.61)
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Utilizando as propriedades (7.39) e (7.40) teremos

(ks — ko) [TVPP] = 2[qa (k2 + k)™ Daa(m?)]
~2[(¢* = p°) liog(m*)]
+2i (A7) 2 [6* Zo (¢*m?) — p*Zo (p*m?)] . (7.62)
Também temos
(ks — ko) [TPVP] = 2[(g—p), (ks + k1) Lap(m?)]
2[pu (g — 2pp) — @ (qu — 20u)] Trog(m?)
+2i (47) 7 pugy {—Zo ((q —p)*;m ) - Zo (p*m?)
+2(p-q—p*) €01 — €00}
—2i (47) 7 pupy {—Zo ((q -p)*; m2) — Zo (p*;m?)
—2(p-q—1°) €1 — €00}
=2 (47) " up { 20 ((a — ) sm?)
+2(p-q—p*) &0+ 9600}
+2i (47) % g, {Zo ((q —p)’ ;m2)
+2(p-q—p*) &+ 000} - (7.63)

Finalmente, podemos obter

(ks = k) [I77Y] = 2[(p = @)y (k2 + E1) B (m)]
+2 [2 (¢—p)yav—(g— p)upy} Log(m?)
—2i (47) "% quqy {Zo ((q ~p)* ;m2) + Zo (g% m?)
+2(p-q—¢*) &0 — P60}
+2i (47) % puay {Zo ((q - m2) + Zo (¢*;m?)
+2(p-q—q°) €10 — P60}
~2i (47) " v { 2o ((a = p)” sm?)
+2(p-g—¢*) o + %00}
+2i (47) " qupy {Zo ((q —p)* ;mz)
+2(p-qg—a*) &p + a0} - (7.64)

Reunindo todas as contragoes, expressoes (7.53), (7.55), (7.56) e (7.57) ficamos com

(kg - kQ) T)‘\//;‘ICV = _A;uj (kla k27 m)

+AHV (kla k3; m)

=8i47) (e = 9,0°) |20 (P500%) = 20 375")|
+8i (4m) (990 — QWQQ) {Zz (QQ;WQ) — %Zo (q2; mZ)} . (7.65)
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E facil entdo perceber, observando a expressio (7.12), que isto significa que podemos completar

adequadamente os termos para identificar o resultado acima com

(ks — ko) TN Y =TV (ki kasm) — TV (ki  kasm) . (7.66)

As contragbes com os outros momentos externos podem ser verificadas seguindo absolutamente os

mesmos passos e ingredientes utilizados acima. Seguindo tais procedimentos, encontraremos que

(kr — k) TN =T, (ks, kaym) — T, (ks, ky;m) (7.67)

e
(k3 - kl)“T)‘\j};V = T)‘\/Vv(k‘l, kig; m) — Tx,v(kj;g, k‘g; m) (768)
Com isto, verificamos que a forma explicita de T)\‘;‘va fornecida pela estratégia que adotamos, preserva

todas as relacoes entre fungoes de Green pertinentes a despeito da presenca de quantidades indefinidas e
potencialmente ambiguas.
O procedimento usado acima também pode ser adotado para verificar os quatro vinculos de consistén-

cia na forma de relagdes entre fungoes de Green para a fungio tetra-vetorial. Entre estes

(ks — k)P T s = Tons” (ky ko, ksym) — Ty Y (Ko, ks, kasm). (7.69)

A fim de verificar se a expressao obtida é compativel com as identidades estabelecidas acima, noés
seguimos essencialmente os mesmos passos adotados no tratamento da fungao de trés pontos tri-vetorial.
Isto é, primeiramente contraimos a amplitude com o momento externo de um vértice especifico. O
préximo passo € identificar propriedades para as funcées C,mrs Enmi € Mnmu andlogas aquelas (7.39)-
(7.52) identificadas para as fungoes &

nm € Mnm- Explicitamente, denominando (kg —k1) = 7, (ke —k4) = u,

(ks — ka) =t, (ks — k1) = q, e (k2 — k1) = p, devemos identificar as propriedades

i) ndm+1=1:
(r ) Caoo + (- ) Coro + G =5 {600 (1) — 0o () + TCono} (7.70)
(0 7) €x00 + (1) €oro +rE0on = 3 {1100 (00) + 700 (p,0) + 1 €000} (771)
i) ntm+l=2:
(r ) Caoo + (- D) o +2Con = 5 (a0 (0 85) = E10 (p20) +7%Cro0 } (7.72)
(r0) Coao + (-2 o+ Cony = 5 {€or (10) = Eon (0,0 + PCono} (7.73)
PCoon + (0 Con + (P G = 3 (6o (0,) — € (1)
—&o1 (us t) — €g00 + 7%Co01 } 5 (7.74)
P+ ()0 + (D) g = 5 {0 (9r0) — 0 (2) + 7 Er00} (7.75)
P + (7 0) €y + 0 D) Guon = 5 Do (1 8) — 00 () + 70y (1)
+1o00 + 7°€001 } (7.76)
o + (0 €om + (D) Ero = 5 {01 (9r0) — o1 () + rono} (777)
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iii) n+m+1=3:

(p-7) Cs00 + (q7) Caro +72Co01
(q-7)Coso + (P 7) Cia0 + 7001

%Co03 + (P 7) Cro2 + (@ 7) Cona

(p-7) Caro0+ (q-7) Ciop +7°C11s

(p-7) Ca01 + (@ 7) Cia1 +7°Croo

(p-7)Cia1 + (g 1) Conr + 7°Conz

iv) n+m-+1=4:

7°Co0a + (1 1) Cros + (7 @) Cons

7%Cg01 + (1 q) C310 + (7 ) Cag0
7%Cos + (- q) Couo + (1) (130

7°Cro3 + (1) Crag + (- p) Ca0n

1

= 3 {520 (u,t) — &0 (P q) + 7"2C200} )
1

= 3 {€0a (u,t) — &0 (prq) + 7“2(020} ;

N {;500 (u,t) = 10 (1) — &0y (u,t)

1 1
Jrifzo (u,t) + &1 (u,t) + 5502 (u,1)

1
—&o01 + 27”2<002} )

= % {511 (u,t) = &1 (p; @) +T2C110}7

- % {&10 (ust) — &a0 (u,t) — &4 (us2)

—&100 T 7’2C101} )

= % {01 (u,t) — &1y (u,t) — &g (ust)

1 1
—55010 + 27"24011} .

{36000 = §610 (0.0 = S (1)
+g§20 (u,t) +3&; (u,t) + 2502 (u,t)
50 (1, 1) — 560 (11

26y (1) — 50 (1)

%Eooz + ;TQC()og} ;

2 a0 (1) — £30 (p.0) +7Cano }

5 {0 (1) — €03 (,) + 7Cono}
{36000 - 2w - €11 w1
530 () a1 (1) + 5615 (u,1)

1
—&101 + 27‘2C102} )
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(7.78)

(7.79)

(7.80)

(7.81)

(7.82)

(7.83)

(7.84)

(7.85)

(7.86)

(7.87)



7"24013 + (@) Cooa + (1-P)C112 = {;501 (ust) = &1q (ust) — oo (u,t)

+%§21 (u,t) +&1o (u,t) + %503 (u,t)

1
—&o11 + 27"2C012} ;

P + (@) Coan + (P Cano = 3 (a1 (10) — Ear (,0) + 7%}
o+ (@) Conr + (P Gaon = (8o (1) — £ (0, ) — 6y (0, 1)
~€a00 +77Ca01 } -
P+ D) o+ 0 P) G = 5 {600 (t) = 03 (po0) +7%Ca )
P (D) Com + 00 D) G = (Eoa (108) = 13 (0,1) — Egg (0, 1)

—&o20 + 7’2C021} ,

1
g+ (@) Cor + (r-p)Coy = 5 {611 (U, ) = &a1 (ust) — §12 (ust)

—&110 + 7"2C111} ;

(7.88)

(7.89)

(7.90)

(7.91)

(7.92)

(7.93)

onde fizemos a simplificagao £,,,,(m?,p?,m?,¢*,m?) = £,,.(0;Q); Npm (M2, p%,m?, ¢*,m?) = 1,,,(p,q),

Cnml (pa q,7; m2):<nml7 gnml (pa q,7; m2) = gnml € Nmi (p7 q,7; m2) = Npmi- Assim teremos para a parte

finita

T (Livecp

+

_|_

+
+

_|_

TVVVV)f’inita _

4[9avqp + gappy + gsv (P + @)l 100 (P, )
8 (9aPv + GvaPs + gsvPa) o1 (P, Q)
8(98av + 9valds + 9pvda) Mo (P;q)
16papspuéos (P, 4) — 164aqsquéso (P, )
16 (paPsdv + Padspy + 4aPspv) &1 (P Q)
16 (pagsdv + 4aPsqy + 4aqspy) €21 (P Q)
84 [Papvéoz (s @) + daquéao (P, @) + (Pady + dapy) €11 (P, 9)]
8Py [Papsoz (P, @) + 4adséa0 (P @) + (Pads + daps) €11 (P, 0)]
8(p+a), [Pspvéor (P 4) + a80u€a0 (P, 4) + (Paaw + 4P0) €11 (P, Q)]
4(pvas — @wpp) [Pador (P, @) + ¢aio (P, )]
4(gapv + Patv) [Ps€o1 (P, @) + 48&10 (P, @)
(

4 (pagp + qaps) P01 (P @) + €10 (P 9)]
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+9vaT3 78 (0.0) + 98T 7Y (0.0) + 980T V" (p,q)

~4{gaw (1 = ) + gas (r = D), + 950 [0 = D)o + (r = @), ] b oo (1,)
—8(9gaPy + GuaPs + gpvPa) o1 (U t)

—8(98atv + Gvalds + 9pvda) Mo (u,t)

+16papspiéos + 164045¢.E50 (ust)

+16 (Pappdy + PadsPy + qapspy) §12 (u,t)

+16 (Paqpdy + 4aPpdv + 4adppy) €1 (U, t)

(
+8 (1 =), [PaPsSo2 (U, t) + Gagpéap (u,t)
+8[(r —p), + (1 — @), PPv€os (w, t) + aau a0 (ut) + (Ppay + aspy) €11 (ust)]
+4 [(p ~Q)gre — (0 —q), 75+ (D5 — qypﬁ)] [Pador (u,t) + qa&io (u,1)]
+42rary = (P+a), 7a = (P+ @)o 1w + (@aPv + Patw)] [Ps€0r (ust) + qs€a0 (u, )]
+4 [%m —(P+a)sra—P+9),78+ Pags + qapﬁ)] [Pvor (u,t) + qu €y (u, 1))
~9ua Ty 70 (u,t) = gp, TV (u,t) = gsa T V7 (u,t), (7.94)

(
+8 r—= q),g [papl/f(]Z (u7t) + qa(ﬁ/gm) (ua t) + (paQV + QOzpu) 511 (uv t)]
(u,t) +

(Pags + qapp) §11 (u,t)]

onde também utilizamos os resultados, estabelecidos de modo semelhante,

TV PPV = T PP (p,q) — TY PP (u,t), (7.95)

T T =TV (p,q) = TV (u,t) (7.96)
[§

Ty PVE = TPV (p,q) = TYPY (u,t). (7.97)

Comparando a expressdo obtida (7.82), com a soma dos resultados obtidos em (7.22), (7.23), (7.24),

e (7.31), tendo em mente a expressao (7.21), notamos que é possivel identificar, apés uma conveniente
reorganizagao, que

(ks = k)" Tpap” = Thap” (0,0) = Toap” (ust). (7.98)

As demais propriedades, (2.89), (2.90) e (2.92) capitulo 2, podem ser estabelecidas de modo totalmente

andlogo.Assim concluimos que todas as relagoes entre fungdes de Green pertinentes a fungao tetra-vetorial

sao preservadas pelas manipulagoes e cdlculos realizadas.

7.2.3 Corregao de vértice e auto-energia

Na secao 3 do capitulo 3, estabelecemos uma relacao entre as fungoes de Green asssociadas & corregao
de vértice e de auto-energia do elétron por excita¢ao de um féton, Eq.(3.95). Verifiquemos entéo, se esta

relag@o foi preservada pelas expressoes obtidas por nés para as fungoes de Green envolvidas.
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Primeiro tomamos o termo independente do pardmetro de “gauge”. Contraindo com o momento

externo vem que

(ks —k2), MY = = (4= ), VaVua (m?)
+ (¢ — 1) hog (m?)
2 (4m) *{(d- 1 Z0 (0 - 0°sm?)
20040 i {0~ Do
— [2mp® + gg® — m?p] &oo
+ [2mg® + gp® — m?q] &
+ (- q) o1 — P or
— (P q) P10 + e 10
+ (P~ @) #or — P
— (- q) ¢€10 + 1o
—2¢/[¢* €20 + P 4611
=2/ [¢*€11 + P ¢Eoo)
+2¢ [p°€11 + P - ¢Ea0)
+21 [¢*€0n + 1 - ¢611)
+[(p- @) o1 + a°610) ¢
—[(p-9) €10 +P*60n] ¢
+1/[2(p-q) €01 + ¢*610]
—1/ [P*¢01 +2(p- @) &10)
—4m [¢*¢10 + - 4€o1)
+4m [p*€o +p - ¢€1o] - (7.99)

Note aqui a conveniéncia de tomar a derivada indicada e o limite infravermelho apenas apés a utilizagao

das propriedades (7.49)-(7.50). Obteremos entao

(ks — k2)u A = (ke + k1), — (ks + k1), (m )
+1(¢ = 4m) — (§ — 4m)] Liog (m ( 2)
+i (47r)72{ 29Zy1 (0,m?, p*;m?
+2¢7, (O m2,¢%m )
-2 (¢ —2m) Zy (0, m?2,p?; m2)
—2(¢—2m) Zy (0,m*, ¢*;m*) } . (7.100)
Ap6s uma reorganizagao ficamos claramente com

(]f5 — kg)HAlf (kl, kz, k3,m) = 21 (kl, ]fz,m) — 21 (kl, ks,m) . (7101)
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De modo semelhante consideramos o termo dependente do parametro de “gauge”. Contraindo com o
momento externo temos

(p—0), Ay = (¢ 1) |fog (m?) —i(4m) 2 lim {m <T’:;) H

pn2—0

+i (4m) lleoauz {(0* = m?) (¢~ W) Zo (2, m?,p*;m?)

+(¢? = m?) (d— 1) Zo (n2,m?,p*; m?)
— (= —m) Zy (1?,m®,p*;m?)
—(d=m)d(d—1) Z1 (u*,m* p*;m?)
—(?=m*) (=D —m)
—(@® =m?*) (d=) dH—m) &
—(p* =m?) (d=m) g (d— 1) énn
— (> =m?) (d—m)d(d—1) &0

+(q* = m?) (P = m®) (¢~ 1) &0
—(¢=m)(d—p) = m)noo

+2

(
(¢—=m)
+2(¢—m)

—2(¢—m)
—2(d—m)

4@ —m) [¢*€o0 + (0~ 0) €13
P —m) [+ (-9 &

4 —m) [P*E1 + (0 @) Ea)
H—m) [P+ (0 @) 1]} (7.102)

1\3
‘Q
S

1\3
'Q
3

Entéao utilizando as propriedades (7.39)-(7.50) e removendo o limite infravermelho ficaremos com

(ks —k2), Ay = —[(m—q) = (m— )] Liog (m?)
—1q (47r)_2 {(m —9) Z (0, m?, p%; mz)
Yl (07 m27p2; m2)
(- m?)
—(m—4q) Zy (0,m2,q2; m2)
Yl 07 m27 q2; m2
_ (q2 —m2) q ( — ) . (7.103)
Apés uma reorganizacao, poderemos identificar isto com
(k3 — k2), Ab (K1, ko, k3, m) = B2 (1, ko, m) — Eo (k1 k3, m), (7.104)

o que implica que a relagao entre as fungoes de Green envolvidas foi preservada.

Os resultados obtidos nesta secao indicam claramente que as relagoes que estabelecemos no capitulo
3 entre as fungdes de Green foram preservadas nas expressoes que obtivemos no contexto da estratégia
de cdlculo que adotamos. E importante notar que as arbitrariedades intrinsecas aos cdlculos sdo ainda
mantidas nas expressoes que utilizamos para todas as fungées de Green envolvidas nas identidades assim

como o limite infravermelho. Resta-nos entao considerar as relagoes de simetria a serem obedecidas pelas
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amplitudes a fim de verificarmos quais restrigoes estas propriedades impoem. Veremos se é possivel uma
escolha universal para as arbitrariedades existentes nos resultados a fim de que todas as caracteristicas
desejdveis estejam presentes nas amplitudes, ou seja, se poderemos ter amplitudes livres de ambigiiidades

e preservando as simetrias correspondentes.

123



Capitulo 8

Ambigiiidades, relacoes de simetria e

renormalizacao

8.1 Introducao

Nos capitulos precedentes consideramos o calculo das amplitudes perturbativas ao nivel um “loop”
pertinentes & EDQ. Num primeiro instante aplicamos as regras de Feynman, identificamos um conjunto de
fungoes de Green contendo divergéncias e as escrevemos em termos de integrais de Feynman. Neste ponto,
ao invés de utilizarmos um método de regularizagao tradicional adotamos uma estratégia alternativa na
qual assumimos a presenga de uma distribuigao regularizadora apenas implicitamente. No contexto desta
estratégia somente propriedades muito gerais, indispenséaveis para qualquer regularizagao, sao utilizadas
em passos intermedidrios. A rigor, integrais divergentes nao sao, de fato, calculadas. As divergéncias sao
organizadas em um conjunto de objetos bdsicos e mantidas do modo como surgem nos cédlculos. Deste
modo é possivel preservar todas as arbitrariedades inerentes aos cdlculos. Estas resultam das escolhas que
um usuério de TQC deve fazer para completar um célculo perturbativo. A primeira destas deve ser feita
ao construir a rotulagao para as linhas internas de um diagrama representando uma amplitude contendo
pelo menos um “loop”. Todas as rotulagGes possiveis estao relacionadas por “shifts” no momento do
“loop”. Entretanto devido ao cardter divergente das amplitudes tais “shifts” devem ser compensados
pelos termos de superficie correspondentes cuja implicacao é que dois usudrios de TQC podem obter
dois resultados para uma mesma amplitude do calculo perturbativo e estes diferirao por um termo que
depende essencialmente das escolhas para os rétulos das linhas internas. Neste caso nao é possivel saber
qual dos resultados deve ser considerado correto pois ambos, apenas exercitaram o direito de escolha.
Evidentemente que neste cendrio nao podemos levar a sério qualquer predigao da teoria pois ela nao possui
a capacidade de determinar uma expressao bem definida para as amplitudes. Assim para que possamos
“curar” este problema das solucbes perturbativas devemos ser capazes de construir uma prescricao tal
que estes termos ambiguos desaparegam sempre e automaticamente das amplitudes. O segundo tipo de

arbitrariedade é a prépria escolha da regularizacao. Esta tem implicagao direta sobre as propriedades
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assumidas para as integrais divergentes e para as relagoes entre elas. Uma vez assumida uma regularizagao
explicitamente as integrais se tornam finitas e pode ser procedida a integracao. Neste contexto torna-se
dificil identificar as razoes de uma eventual inconsisténcia como, por exemplo, uma violagao em alguma
relagdo de simetria da teoria. O terceiro tipo de arbitrariedade, a qual brevemente introduzimos no
capitulo 6, é aquela associada & escolha da escala nos cdlculos perturbativos e nao aparece no contexto
de métodos usuais de regularizagao.

No contexto do método que utilizamos, para manipular e calcular as integrais de Feynman divergentes,
as arbitrariedades citadas acima sao preservadas, isto é, na expressao que obtivemos para as amplitudes
que calculamos qualquer rotulagao especifica pode ainda ser assumida assim como qualquer forma es-
pecifica de regularizacdo. E possivel, portanto, efetuar uma anslise muito geral dos resultados por nés
obtidos pois estes contém, em principio, todos aqueles que podem ser obtidos no contexto dos métodos
usuais de regularizagao. Neste procedimento é possivel inverter o sentido usual da andlise que é, ao invés
de apenas testar os resultados para verificar a consisténcia destes, questionar a respeito das propriedades
essenciais a um método de regularizacao para que este seja consistente. E importante ressaltar, mais uma
vez, que todas as relagbes entre fungdes de Green identificadas foram obtidas preservadas pelas manipu-
lacGes e cédlculos efetuados ainda que as arbitrariedades inerentes estejam presentes nas expressoes para
as amplitudes. Isto quer dizer que as relagoes entre funcoes de Green nao podem ser utilizadas para a
identificacao das condigoes que devem ser obedecidas pelas integrais divergentes regularizadas a fim de
que a consisténcia desejada seja alcancada. Este papel deve ser desempenhado pelas relacoes de simetria
ou identidades de Ward ou ainda por determinagbes mais gerais tipo o teorema de Furry. Tendo isto
em mente vamos considerar cada uma das amplitudes calculadas anteriormente e tentar identificar as
propriedades necessdrias & consisténcia nos cdlculos perturbativos através das exigéncias impostas pelas
simetrias e pela necessidade de eliminacao das ambigiiidades. Veremos, de modo transparente, que ambos

os aspectos estao profundamente relacionados.

8.2 Ambigiiidades

No capitulo 7 completamos o cdlculo das fungoes de Green que aparecem no contexto da EDQ.
Em todas as fungoes de Green calculadas, com graus de divergéncia superiores aquele logaritmico, é
possivel notar a presenca de termos onde existem dependéncias nos momentos internos que aparecem em
combinacoes arbitrarias. Isto é esperado uma vez que, como jd mencionamos, um “shift” no momento de
integragao gera termos de superficie que implicam que, escolhas diferentes para os rétulos dos momentos
da linhas internas levam a amplitudes diferentes. Esta possivel dependéncia caracteriza o que chamamos
de ambigiiidades relacionadas as escolhas para os rétulos dos momentos das linhas internas. Vamos entao,
para facilitar a andlise, considerar tais termos para cada uma das amplitudes consideradas.
Tomando inicialmente a fungao de um ponto 7)Y (k;,m), dada na expressio (7.3) do capitulo 7, que é

cubicamente divergente, é possivel perceber que todos os termos sao dependentes do momento arbitrério
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k1, ou seja, a parte ambigua é dada por
1% 3 1 Bir.a1v 1 2.V 2 Aaﬁ
(T) s =49 =K [Vau] — gkl kS kY [Oapu] + gklkl Ay + gkluklakm [AYP] 5. (8.1)

J& para o caso da fung¢do de dois pontos Bi-vetorial TLV, dada na expressao (7.12) do capitulo 7, nés

identificamos os termos ambiguos
(T;Yuv)ambig = QQ’ [Oapuw (M?) = Bua (M?) gup — Dpw (M?) gap = 3Dap (M?) Gy
1
+3 [4°Q7 = Q"¢ [Dappw (M%) Dyus (M) gua + Dy (M?) Gau] (8.2)

pois a soma @ = k1 + ko é uma quantidade arbitraria.
Por sua vez, para a funcao de Green relacionada & auto-energia do elétron por excitagao de um féton,

que possui cardter linearmente divergente, identificamos

(Z1) ampig = 1 P* [Aap (m?)] (8.3)

(ZQ)zzmbig = Yabu [Aa#(mQ)} (8.4)

como sendo os termos ambiguos pois a combinagao P = ki + ks é arbitrdria. Finalmente, no cdlculo da

funcao de trés pontos triplamente vetorial nés podemos identificar

TVKV 1
MT - (kQ + kl)a l:_3|ja>\uu(m2)
ambig
1 2 1 2 1 2
_ggowApA(m ) - ggauAV/\(m ) - gga/\A;u/(m )
+gu)\AVa (mQ) + gaVA)\p, (m2)]
1
+ (kl + kS)O, |:_3|:|o¢)\,uu(m2)
1 2 1 2 1 2
_ggauAp,/\(m ) - gga,uAV)\(m ) - §ga)\A,u,u(m )

+gu)\A,uo¢ + goz,uA)\v]
1
+ (k2 + k3)0é |:3|:|(¥)\/Ll/(m2)

1 1 1

7§gOtVA,U.>\(m2) - gga#Au)\(mQ) - gga)\A,ul/(m2)

+9VMAAQ (mQ) + ga/\Auu (mZ)] } (85)

jd que as combinagoes k; 4 k; s@o arbitrarias. As demais amplitudes calculadas ndo exibem termos
ambiguos devido ao cardter logaritmicamente divergente.

E muito simples caracterizar os termos ambiguos de todas as amplitudes acima. Basta observar
que todos as formas arbitrarias dos momentos internos aparecem multiplicadas pelos objetos divergentes
Vu(m?), Oapuw(m?) e Agg(m?). Todos estes objetos estao envolvidos na expressao para T, apenas

O e A aparecem nos termos ambiguos das amplitudes TXVV e TXXV e, apenas o objeto A participa
da expressao para os termos ambiguos de X. Estes objetos sao também quantidades indefinidas e, em

principio, arbitrdrias pois dependem da escolha da regularizacdo para serem especificados. Assim se
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pretendemos eliminar as ambigiiidades inerentes & escolha para os rétulos dos momentos das linhas

internas dos “loops” de todas as amplitudes da EDQ ao nivel um “loop” basta escolher uma regularizacao

tal que
Vid(m?) = 0 (8.6)
050, (m*) = 0 (8.7)
AI(m?) = 0 (8.8)

Consideremos entao as relacoes de simetria.

8.2.1 Relagoes de simetria

A fim de verificar as determinacbes das simetrias para as amplitudes consideremos inicialmente
aquelas do teorema de Furry. Este, como ja dissemos, estabelece que toda amplitude possuindo um
nimero impar de vetores externos e somente uma espécie de férmion nas linhas internas deve se anular

identicamente. Isto possui implicagdes diretas sobre duas funcdes de Green que consideramos: TV e

TVVV

VA Primeiramente ¢ imediato perceber que, para T, ser identicamente nula, as trés condigoes (8.6)-

(8.8) devem ser satisfeitas simultaneamente. Por sua vez, para a fungao de trés pontos tri-vetorial, a qual

decompomos na forma

T)YDZV(]C& kh k27 m) = T/\uu + g;u/T,{/PP + gV/\T:VP + gukapvv (89)

apés simetrizada nos estados finais, o que significa soma dos canais direto e cruzado, devemos obter um
resultado nulo. Observando as expressoes obtidas para os termos envolvidos, equagoes (7.22), (7.23), e

(7.25) do capitulo 7, é ficil perceber as propriedades, frente a troca nos momentos externos

V" (¢,p) = -TN"7(p,q) (8.10)
TV (q,p) = —TrPY (p.q) (8.11)
T (¢.p) = -T.V" (p,a). (8.12)

Por sua vez para o termo T),,, especificado em (7.31) do capitulo 7, podemos também perceber que,

escrevendo,

T)\,uy = (T)\,uu)na + (T)\;Lu)ambi (813)

onde (Th.w) ¢ dado na Eq.(8.5), o termo nao ambiguo (Thu.),,, terd a propriedade

ambi

(Tow (0, D)ne = = [T (4:0)], - (8.14)

Para chegar as conclusdes (8.10 ), (8.11), (8.12) e (8.14) & necessdrio apenas utilizar as propriedades
das fungoes &,,,,, (¢, p;m) frente a troca g <« p. Estas observagdes permitem estabelecer que a simetriza-
¢ao nos estados finais necessdria para caracterizar o processo envolvendo trés vetores externos pode ser
representado por

[TVVV

Naw (D q;m) + T}\/,XLV (q,p; m)] = termos ambiguos (8.15)
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onde os termos ambiguos sdo dados na expressdo (8.5) para o canal direto e expressido equivalente para o
canal cruzado envolvendo momentos internos arbitrarios I’s. Assim para que as determinagoes do teorema
de Furry sejam preenchidas é necessédrio que as condigoes (8.7) e (8.8) sejam satisfeitas.

Outro aspecto importante para a consisténcia da EDQ, neste caso crucial para a renormalizabilidade,
é o caréter finito da fungao de Green tetra vetorial. Uma simples inspecao revela a presenga dos objetos
e A de modo ndo ambiguo. Assim, ndo existe escolha possivel para os rétulos dos momentos das linhas
internas capazes de eliminar tais termos. Somente um cdlculo que satisfaga as condigoes (8.7) e (8.8)
eliminard a presenca destes termos incomodos.

Agora consideremos as identidades de Ward. No contexto da EDQ, toda a corrente vetorial deve ser
conservada. Isto significa que todas as contragoes com momentos externos efetuadas em vértices vetoriais

devem se anular identicamente. A implicacdo disto para a funcao de um ponto vetorial é
wrmV o 53 1 By 1 2.V 2 af
kT, = 4ky { kY [Vpu] — gkl ESEY [Oapun] + gkllﬁ (A + gklukmklﬁ [A ] =0, (8.16)
0 que exige também a anulacao de TX . J& para a fungao de dois pontos Bi-vetorial devemos ter
(ky = k)" TN (gm) = ¢ {4[V ]
ap |l 1 2
+0°0" | gUapur + 38us90v + Joplpy — GuvBas = 59ap By

1 1 1
+ [an/B - Qaqﬁ] |:3|:|ocﬁu,u + gApﬂgl/oc + 3A,3Vgozu:|

+ QaQﬁ [Daﬁ;w - Auag,uﬁ - Aﬁugap - SAaﬁgpu]} =0. (817)
Nos ja percebemos na secao 2 do capitulo 7, que este resultado pode ser colocado na forma

(kv — k)T =T (k2,m) — T) (ky,m) =0, (8.18)

o0 que, mais uma vez, exige que as condigoes (8.6)-(8.8) sejam satisfeitas simultaneamente. Uma condigao
similar pode ser obtida para o outro indice de Lorentz. Por sua vez, para a funcao de trés pontos

triplamente vetorial, a fim de que a identidade de Ward seja satisfeita, devemos ter que

(k3 - kg))\ T)‘\/u‘iv (]{11, ko, k3; m) + (lg — lg)A TXVYLV (ll, lo, l3; m) =0. (819)

que é portanto equivalente & condicdo (8.15) j& que isto pode ser escrito como
A
(p+ )" [TNY (k ko, ksym) + Ty, (I, b, I3;m)] = 0. (8.20)
E interessante notar que isto estd relacionado a funcéo Bi-vetorial pois

(ks — ko)  TVYV (K, ko kasm) + (I3 — b)Y TVYY (14, 1o, I35 m)

Apv AV
= Ty (k1,ksim) — Ty," (k1 ko, ;m)
+T0 (L lssm) =T (I, 1o, 3m) (8.21)
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Agora, uma vez que, de acordo com o resultado (7.15) do capitulo 7, temos a estrutura
Ty (kikjim) = Ay (ki kjzm)
4
+3 ((ki — k)" G — (ki = ky),, (ki — kj)l,) {T10g(m?)

i (4m) 2 ll + <2mq+q)zo (% m )H (8.22)

para a expressao (8.21) nés teremos

(ks — ko) TV (ky ko, kssm) + (I3 — 12)* Ty (1,12, 155 m)
- A[M/ (kla k37 m) - A,LLI/ (klv k?a m)

+AMV (ll, l3; m) — AMV (ll, lo; m) (823)

e isto serd igual & parte ambigua jd que aqueles termos de A,, independentes dos momentos internos,
ou dependentes em combinagoes envolvendo momentos externos, se cancelam. Condicoes similares serao
obtidas para as contracoes restantes. A mesma condigdo é suficiente para que as identidades de Ward
envolvendo a funcao de quatro pontos tetra-vetorial sejam preservadas pois, de acordo com as relagoes
entre funcoes de Green estabelecidas no capitulo 3 e verificadas explicitamente no capitulo 7, a contracao
desta funcdo com os momentos externos estd relacionada com diferengas entre fungoes de trés pontos

triplamente vetoriais. Como tal teremos

(kB o k2) TVV V (13 o 12) TVVVV

Apvo Avpo
\AAA% VVVvVv
+ (TS - TQ))\ T)\V/La + (t3 - tQ) TAWJQ

+ (83 - 82) TX/ZXV

= Ta" (k2. kiym) — Ty (k1 ks;m)

TXIZV <l27 ll; ) T)\up, (l17 l37 m)

) TVVV

+T3," (ra,ri;m o (T1,735M)

T,Yu‘;v (ta,t1;m) — TAVVYLV (t1,t3;m) = 0. (8.24)

A condicao para que o lado direito se anule, é portanto, aquela que elimina os termos ambiguos das
funcoes de trés pontos.

Finalmente, para a identidade de Ward envolvendo a fungao de vértice e a auto-energia do elétron por
excitagao de um féton, a eliminagao dos termos ambiguos da auto energia garante a manutengao desta

relagdo de simetria que fica na forma

(¢ —p), A% (p,g;m) = Xa (p,m) — Xa (q,m). (8.25)

Assim todas as amplitudes que tém suas propriedades de simetria presevadas serdo também auto-
maticamente livres de ambigiiidades. E importante notar, entretanto, que todos os termos ambiguos sao
violadores de simetria mas nem todos os termos violadores sao ambiguos no que diz respeito as escolhas

, ) . . « ” . NRTI o
para os rétulos dos momentos das linhas internas dos “loops”. Isto possui uma implicacao muito impor-

tante relativa aos métodos de regularizagdo. A possibilidade de efetuar “shifts” garante a producao de
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amplitudes livres de ambigiiidades mas nao garante que estas estarao livres de termos violadores de suas
simetrias. E portanto facil estabelecer uma conclusao para a andlise efetuada nesta secio: as condicoes
(8.6)-(8.8), que denominaremos de Relagoes de Consisténcia (RC) daqui por diante, sdo necessérias e sufi-
cientes para a eliminacao de todos os termos ambiguos e para a preservagao das simetrias nas amplitudes
da EDQ ao nivel um “loop”. Sendo assim vejamos como dois métodos considerados consistentes quando

aplicados & EDQ satisfazem as RC’s.

8.3 Objetos divergentes basicos e regularizagoes

Nas secoes precedentes, levando em consideracao as amplitudes da EDQ ao nivel um “loop”, con-
sideramos os aspectos ambigiiidades e relagoes de simetria. Todas as condigoes foram colocadas em
termos de trés diferengas entre integrais divergentes de mesmo grau de divergéncia. A partir dos resulta-
dos obtidos pela nossa estratégia de cdlculo podemos obter aqueles correspondentes aos fornecidos pelos
métodos de regularizacao tradicionais ou filosofias equivalentes. Tudo o que precisamos é especificar o
valor atribuido aos objetos (8.6)-(8.8) pelo método adotado. Nesta se¢io nés queremos analisar como

tratamentos representativos de divergéncias especificam o valor destes objetos.

8.3.1 Regularizacao Dimensional

Para o célculo de integrais nos momentos no contexto da RD [26] assumimos como ponto inicial a

validade da expressao

B d*k 1 B i I'a—w)
[ (2w, 0,0) = / (2m)% (k2 +2q -k — H?]" ((47r)w> T (o) (—q2 — H2)*¥ (8.26)

Em situagoes onde a integral acima é divergentes, i.e. (o < w), admitimos que a integral I (2w, ,q) é

uma fungao analitica da varidvel w, a qual é continua e complexa. Do lado direito da expressao a funcao
Gama é trocada da fungdo de Euler para a sua continuagdo analitica (na regido a < w): a fungdo de
Weierstrass. As divergéncias emergirao como pélos em valores especificos de w. Um aspecto importante
para nossa discussdo é que, uma vez que o resultado (8.26) tenha sido estabelecido, nés podemos gerar
relagGes entre integrais sem nos preocupar com as divergéncias. As relagoes especificas que estamos
interessados aqui, podem ser obtidas pela diferenciacdo adequada de ambos os lados da Eq.(8.26) em
relagio ao momento ¢, e depois disto pela tomada de ¢ como tendendo ao valor zero. Seguindo este

procedimento nds encontraremos

d2wk 1 B 7 T (OZ _ w)
/ (271_)2w (k2 — m2)a - ((47T)w> (O[) (_mQ)a—w (827)

r
A2k Kk, B i 1 FNa—w-1)
/ (27r)2w (k? — m2)a - ((47‘()“’) 29#1/F (@) (_mz)a—w—l (8.28)
d2vk kMkaEkB B i 1
/ (277)2w (k? — m2)a - ((477)"") 4 [ Juv9Be + 9upgue
IN'a—w-—2)
9] (8.29)

I (a) (—m?)" 7
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A comparagao com os resultados nos permite identificar as seguintes relagoes

Pk 2kk, / Pk g
_ 8.30
/ @2m)% (k2 — m2)° (2 (2 —m?) (8.30)

/ 2k Akuk, / Pk g (3.31)
(@) (k2 — m2)° @) (K2 — m2)? '
/ A2k 24k, k, kgke / d*k  Akgke

et 2 -m2)t ") en)t (k2 - m2)

n / vk 4kek,
Iup (271_)4 (k2 — m2)3

Pok dkek,
+q, . 8.32
g 5/ 2m)F (k2 —m2)° (8.52)

Entao as condigbes de consisténcia, que emergiram de nossa andlise, sdo automaticamente satisfeitas
na RD. E possivel dizer que a consisténcia da RD reside precisamente neste fato, ou seja, os resulta-
dos produzidos pelo esquema de regularizagao estao automaticamente livres de ambigiiidades e também
preservam as simetrias. E permitido efetuar “shifts” no momento de integracdo, mas nio ¢ uma operacio
obrigatéria. As propriedades (8.6)-(8.8) eliminam toda a possivel dependéncia nas escolhas dos momentos
das linhas internas. Devido a isto é facil perceber que em todos os problemas onde a técnica RD pode ser
aplicada se nds assumissemos Uaguy = Vi = Ay = 0 e escrevéssemos os objetos o (mz) e Iquad (mz)
(assumindo em seus coeficientes valores apropriados para os tragos das matrizes ; tr (’yufyl,) = 2g,.,
e assim por diante) de acordo com as expressbes ditadas diretamente pelas equagoes (8.6)-(8.8), um

mapeamento perfeito pode ser obtido.

8.3.2 A regularizagao covariante de Pauli-Villars

Para calcular qualquer integral divergente sob o ponto de vista da prescri¢gdo de Pauli-Villars (PV)

[6], inicialmente fazemos a substitui¢ao

I(m) — > a;I(Ay), (8.33)
i=0
onde ag = 1 e Ag = m. Todos os outros parAmetros ais e Ajs precisam ser escolhidos de modo a

construir uma superposicao que conduza a resultados desejdveis, guiados, por exemplo, pela manutencgao

das identidades de Ward. Em termos desta receita vamos considerar os valores das trés diferencas

/d4k: kb, / kg
Ao (2 =m2)? s 2n)* (k2 —m2)?
B o 'k Ak, d% g
> Z{/A(27T)4 (k2 — A2) /A(zw)‘* (k2—A2)2}

=0 7

- sell@ety) @) () e

relevantes. Primeiro,
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Para satisfazer a condi¢@o de consisténcia acima tudo o que precisamos ¢ escolher um conjunto de ajs tal
que >, ,a; = 0. A préxima condigao, relativa a [ng,,, leva ao resultado
i 5
Daﬁm/ = [guugaﬁ + Gapdvp + gcwgﬁu] Z a; W _6 P (835)
i=0
que é entao simultaneamente satisfeito com a mesma escolha de coeficientes como aquela considerada

previamente. A relagdo envolvendo divergéncias quadréticas V,, pode ser calculada do mesmo modo

N, dik _2kuk, [ Ak G
Vi = 2 '{/A@wf(sz%)Z /A<27r>4 <k2—A?>}

1=0
4 4
B v / d*k 1 Guv 2/ d*k 1
= == a; | —F 55— + — a;\; _. 8.36
> 2% ) eyt an T2 2 Gty (530
Entao se escolhermos, em adi¢do a escolha ). a; = 0, os valores para a; e A? tais que D ico a;A? =0,

nés obtemos V,,, = 0. Nao existe nenhum fato novo nas condicoes acima derivadas. Na verdade, elas
sao as mesmas daquelas usadas no tratamento da EDQ, guiadas pela invaridnia de “gauge” no tensor de
polarizagao do vécuo, no cancelamento do diagrama “tadpole” da auto-energia do elétron e assim por
diante. Para completar esta subsegao precisamos mostrar como os resultados de Pauli-Villars podem ser
extraidos dos nossos. A primeira etapa ¢ obviamente assumir Hug,, = Vo = Ay = 0, € entao calcular
0s objetos divergentes remanescentes de acordo com a prescri¢ado PV submetida as condigoes ), a; = 0,
ey . oa;A; =0 ditadas pelas investigagoes acima.

Explicitamente, para o objeto quadraticamente divergente temos

d*k 1 d4 1
/A(Qw)‘* (k2 —m?) Z / (k2 — A2)
d4k ai az
- { e n)

d4k 1
B { TAY (k2 — AD) [+k* (a0 + a1 + az)

—kQ[ao(ﬁ + A3) + a1 (Af + A3) + aa(AF + AD)]

+agATA3 + a1 AFA3 + a2 ATAZ] (8.37)

A condigao ), a; = 0 aparece no coeficiente de k*, que é a poténcia mais alta no momento de integracao.
A condigao Y, a;A? = 0 estd presente no coeficiente de k2. Mesmo que as escolhas tenham sido ditadas
pelas condigoes de consisténcia, é interessante notar que elas sao ingredientes ébvios a fim de garantir a
regularizabilidade da integral divergente correspondente. Com esta receita precisamos adicionar poténcias
de k2 somente no denominador para modificar o comportamento na regido de altos valores do momento
de integracao. Resolvendo as equacoes nés obtemos a expressao

A1 AL (oA (- AY)
[\ (271')4 (k;Q — mQ) / (27T)4 (kQ _ m2) (k% _ A%) (k,g — A%) ) (838)

que, em virtude do cardter finito da integral modificada, tem solugao imediata.
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8.4 Consisténcia no calculo perturbativo para a EDQ

Apés as discussoes efetuadas nas secoes anteriores podemos dizer que dispomos de uma prescrigao
consistente para a determinagao de amplitudes da EDQ no contexto do célculo perturbativo. Basta para
tal seguir o procedimento que utilizamos para o tratamento das integrais de Feynman e ao final impor as
relagoes de consisténcia. E importante notar que esta imposicao nao determina uma regularizagao especi-
fica mas uma classe delas. Ou seja podemos separar, depois das andlise que procedemos, as regularizagoes
em duas classes relevantes: aquelas que satisfazem as RC’s e aquelas que fornecem um resultado nao nulo
para o lado direito das equacoes (8.6)-(8.8), independente dos valores propriamente ditos. Assumindo
uma regularizagao pertencente a uma certa classe estamos especificando os valores para as quantidades
Vau(m?), Oagun(m?) e Agp(m?) mas nao para as quantidades Tiog (m?) € Igueq (M?) as quais nao ne-
cessitam ser especificadas para propdsitos de reparametrizagdo. O tratamento fornecido, pela estratégia
que adotamos, pode ser considerado livre de regularizagao, no sentido que nao é necessdrio o célculo
de integrais divergentes de fato mas apenas a imposicao de propriedades muito gerais para as possiveis
regularizacoes. Dito de outro modo, se uma regularizacio néo satisfaz as RC’s (segunda classe) ela deve
ser descartada e se, por outro lado, ela satisfaz as RC’s (primeira classe) ela nao precisa ser explicitada
para nenhum propésito. A fim de completar nosso tratamento da EDQ e apreciar as consequéncias deste
ponto de vista, permitido pela estratégia que adotamos para o tratamento das divergéncias da EDQ,
vamos entao proceder a renormalizacao desta ao nivel um “loop”.

Primeiramente listemos as amplitudes relevantes relacionadas as func¢oes de Green que calculamos ap6s
a adogao de uma regularizacao pertencente a primeira classe. Podemos tomar, sem qualquer prejuizo, a
escolha do gauge de Feynman (£ = 1) para efetuar as discussoes necessdria para a renormalizacao. Os
aspectos que queremos enfatizar estardo igualmente presentes em um cendrio de menor complexidade.
Assim as amplitudes ficam:

a) Auto-energia do elétron por excitacao de um féton
S1(p) = &2 (3 — 4m) {Ilog (m2) — i (47) "2 [Zo (0,m?, p*; m2)]} (8.39)

b) Tensor de polarizagao do vdcuo

4e?

(g = 3 [Qqu - QWQQ] {Ilog (m2)

2 m2
—i(4m) 72 l; + (qt]f)zo (qQ;mQ)l } . (8.40)
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¢) Fungdo de vértice

VH (p,
(_(53)(]) = Vuliog (m?)

—2i (4m)~? { v, %o ((p —q)° ;mQ)
+7,m00 (0,07, m?, ¢*,m*;m?)
—2%‘/520 (O7p27m2a q2,m2)
—2pupos (0,97, m*, ¢%,m?)
~2(pud + qu1f) €11 (0,0%,m%, ¢%,m?)
+ (thud + 1t — dmp) Eo1 (0,p%,m%, ¢%,m?)
+ (g + g — 4ma,) €10 (0,97, m?, 2, m?)
+ [2m (p+a), —1.d— WQV,J oo (0,9, m?, ¢*,m?) }

(8.41)

Além das expressoes acima teremos como consequéncias relevantes e importantes para a consisténcia
da EDQ em solucao perturbativa que a fungao de um ponto vetorial T ;Y se anula identicamente, que o

decaimento fotonico em dois fétons é proibido, (TXH‘;V + TXXLV = 0) e que o espalhamento eldstico de

TVVVV

dois fétons ¢ finito (T,

¢ finita). Todas as identidades de Ward sao satisfeitas. Portanto podemos

proceder a renormalizagao.

8.5 Renormalizagao

A fim de considerar a renormalizagdo de EDQ a nivel um “loop” vamos identificar a a Lagrangiana de
contratermos a uma certa ordem e absorvé-la redefinindo os campos e parametros da Lagrangiana original
da teoria [27]. Para distinguir entre os campos e parAmetros da teoria originais nés os denotaremos como

AZ, P°, ey, My, € Ao. Entao comegamos a partir da Lagrangiana

1

1 o o —° o - o7 ° o o
L=— i (0,45 — aVAN)Q — 1 (J +mo) ¥° —iec A, ° — 5 (/\O(')MAH)2 _ (8.42)

Agora fagamos a parametrizacao.

A, = \Z4A, (8.43)
W = V7w (8.44)
o = /Zee (8.45)
Mo = Zmm (8.46)
Ao = ZyA (8.47)

onde A, e 1) sao chamados campos renormalizados e e, m e A sdo a constante de acoplamento, a massa

e o pardmetro de “gauge” renormalizados. Em principio estes novos campos e pardmetros nao possuem
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significado fisico direto, obviamente nem os velhos pardmetros o tinham. Os fatores Z4, Zy, Zp, Ze € Zy
sao escritos em termos dos objetos divergentes os quais nao sao eliminados apés imposigao das RC’s.
Fazendo a substituticao direta da parametrizagdo proposta e reorganizando, podemos reescrever a

Lagrangiana no seguinte modo,

L= 1 Oy — 0,4~ 5 A0 A) ~ T (F +m) b — ieA T,
(4= 1) @Ay — 0 AE — D0 (2370 1) (OuAn)? — (Zy — 1) T
1 (ZmZy — 1)) — e (Z sz}f ~ 1) Ay, (8.48)

Nosso objetivo aqui é tentar absorver nos parametros da Lagrangiana os infinitos da teoria. Como
uma primeira etapa em direcdo & renormalizacao, introduziremos novos termos na Lagrangiana com

coeficientes infinitos escolhidos tais que eles cancelam os infinitos em TlYVV, A, (p,p') e o (p) . Estes termos

sao chamados contratermos.Observando as estruturas encontradas para as amplitudes e a Lagrangiana
abaixo
1

L=

Oy — DAL = ih — i — ieA T, — 5 (0)° (3.49)

podemos imediatamente afirmar que precisamos adicionar a Lagrangiana quatro contratermos. Isto é :

g::—3mm—m@f4wwWﬂw4Mﬂ%¢—;mwf
(@) |~ 7 O, — DA,
+(b) (—9a)
+(c) (~gmy)
T (d) [ieA, Ty, (8.50)

Feito isso vamos agora calcular quem sao estes contratermos. O primeiro termo deverd cancelar a
divergéncia do diagrama da polarizagdo do vdcuo. Para esta amplitude, a partir da equagao (8.40),

escrevemaos
L (9) = (9w — quav) 11 (%) (8.51)

onde:

() = 262 [fog ()] + 0 (32). (552

A parte finita definida acima possui a propriedade:
I (¢%) = 0. (8.53)

Entao,

—=(Za—1) (0,4, — D, A,)° = (a) —i(a“Ay-agAﬂf (8.54)

; 4% .
e olhando para a amplitude 7/, temos que:
4e?

Zy=1- = [Tog (m?)] . (8.55)
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O segundo e o terceiro contratermos deverao cancelar as estruturas divergentes associadas a auto-
energia do elétron. Para identificar o adequado contratermo primeiro reorganizamos o resultado (8.39)

obtido para a forma

SV (p) = €2 (yf— 4m) {zlog (m2) — i (47) "2 [Zo (0,m2, 0;m?)]

—1 (47r)_2 [Zo (0,m2,p2; m2) - 7y (O,mZ, 0; m2)]} (8.56)

Agora colocamos isto na forma:

SV (p=A®P) +9B (%), (8.57)
onde entao identificamos:
A (p2) = —4dme? { [Ilog (m2) —1 (471')_2 Zy (0,m2, O;mZ)]
—1q (471')_2 [ZO (O,mQ,pQ;m2) — Zy (O,mz,O; mz)] } ) (8.58)

O primeiro termo contém a divergéncia ultravioleta. O segundo, que é finito, possui a propriedade

A (p* = 0) = 0. Por sua vez:

B(p?) = e{|hog (m?) =i (am) 7 Zo (0,m?, 0;m?)]
—i (4m) 7% [Z (0,m2,p*;m?) — Zo (0,m?,0;m?)]}. (8.59)

O segundo termo tem a propriedade B (p2 = 0) = 0.Com a organizagao efetuada, a parte finita adquire

a propriedade:

Zl’y(p) |p:0: 0
951 (p) =0 (8.60)
o PO
Assim para o segundo contratermo temos:
—(b) (V) = = (Zy — 1) ¥y (8.61)
e portanto
(b) = (Zy = 1) = € [Tiog (m?) i (47) % Zy (0,m2,0;m?) (8.62)
de modo que,
Zy=1-¢ [Ilog (m?) —i (4m) % Zy (0, m2,0;m2)} . (8.63)
Para o terceiro contratermo identificamos:
—(c) (¥my)) = —m (ZnZy — 1) P (8.64)
ou seja
(¢) = (ZmZy — 1) = 4é? [Ilog (m?) — i (4m) "% Zo (0,m?,0; m2)] (8.65)
e entao:
Zin =1+ 46 [Tiog (m?) = i (4m) 7> Zo (0,m?, 03m?)] . (8.66)
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Finalmente o dltimo contratermo leva ao diagrama que cancela a divergéncia da correcao de vértice.Seguindo

0 mesmo procedimento escrevemos a expressao para a fungao de vértice na forma:

AN (p,p/) = - {’Yu [Ilog (mZ) + AT (07 0)] +

+ [A (p,p') — 7,77 (0,0)] } (8.67)

onde V#Afi" (0,0) é o valor de A, (p,p’) tomado a momentos p = p’ = 0, excluido o termo Ij,, (m?).Isto

é:
—ie (2.2,25° = 1) Ay, = (d) [~ieA,T,0] (8.68)
e portanto:
(22025 = 1) = =€ [1iog (m2) + A" (0,0)] (8.69)
com isso
Ze =1+ [Dog (m?) + AT (0,0)] (8.70)

Uma vez determinados os contratermos e os parametros de renormalizacao podemos escrever a nova
expressao para a Lagrangiana.

Entao:

1 1 _ S
L= —70,A - B, A,)° — 3 (A Au)? =0 (F+m) v — ieAu by, ¥
1 1
+§Ilog (m2) (a#AV - avAu)Z - 5)‘2 (aﬂAu)Q

—e? [ Bog (m?) =i (47) 7 Zo (0,m,0:m?) | dhs
—4me? {Ilog (m2) —1 (477)_2 Zo (0,m270;m2)} Pip

+ie? [Tiog (m?) + AT (0,0)] Ay, (8.71)

A utilizagao desta expressao para a obtencao das regras de Feynman acrescenta um novo conjunto de
diagramas, mostrados nas figuras abaixo, o que torna o célculo ao nivel um “loop” livre de divergéncias.
O aspecto mais importante a ser notado é que néo foi necessario tornar explicito o cdlculo da quantidade
divergente remanescente Iig (m2) em cujo caso, algum tipo de expansao teria que ser feita e algum tipo
de limite deveria ter que ser tomado. O procedimento é, neste sentido, exato o que tem importancia

crucial em célculos com mais de um “loop”.
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Fig. 8.1: Representacio diagramdtica correspondente a inclusao de contratermos ao nivel um “loop” na

expansdo perturbativa da auto-energia do féton.

Fig. 8.2: Representacao diagramdtica correspondente & inclusao de contratermos ao nivel um “loop” na

expansao perturbativa da auto energia do elétron por excita¢do.de um féton.

KX

Fig. 8.3: Representacio diagramdtica correspondente a inclusao de contratermos ao nivel um “loop” na

expansdo perturbativa da interagao elétron-féton..
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Capitulo 9

Regularizacoes: diferentes receitas

para situacoes idénticas

9.1 Introducao

A Teoria Quantica de Campos (TQC) é, certamente, o formalismo matemé&tico mais adequado para
descrever as particulas elementares e suas interacoes nos dias atuais. No capitulo II, discutimos breve-
mente sobre a construgao de tais teorias, isto é, a construcao da Lagrangeana correspondente, que é
um funcional dos campos que constituem a teoria. Esta deve ser invariante frente a um conjunto de
transformagoes associadas ao conteido de simetria que se deseja para a teoria. Com isso nés podemos
afirmar que existe uma receita bem definida para contruirmos uma TQC. Entretanto, as equagoes de
movimento com que nos deparamos sao equacoes diferenciais nao lineares e acopladas. E, para resolvé-las
precisamos apelar ao cédlculo perturbativo. Uma interpretagao consistente da expansao perturbativa via
regras de Feynman pode ser construida tal que a expressao correspondente a uma amplitude pertinente
a teoria pode ser obtida em qualquer ordem perturbativa previamente especificada. O célculo destas am-
plitudes envolve fungoes de Green divergentes. A presenca de infinitos obriga a adogdo de um esquema
de regularizagao ou filosofia equivalente para as manipulagoes e cdlculos necessérios o que, em principio,
implica em modificacoes nas fungoes de Green. Mas e as simetrias como ficam depois destas modificagoes
terem sido feitas? Para verificar se as simetrias sao mantidas estabelecemos relagoes entre as fungoes de
Green da teoria. Estas devem ser vélidas também para as amplitudes calculadas o que, a rigor, precisa
ser verificado caso a caso. A preservacido ou nao de tais identidades envolve a consisténcia do método
de regularizacao adotado. E isto por sua vez envolve uma questao a respeito da concepg¢ao que temos a
respeito do que caracteriza um método consistente. Poderiamos ser tentados a definir um método consis-
tente como aquele que preserva todas as relagoes de simetria de todas as teorias e modelos e, além disto,
produz resultados livres de ambigiiidades. Esta definicao nao seria aceitdvel pois sabemos que existem
amplitudes ditas anémalas para as quais nao é possivel determinar uma amplitude satisfazendo todas as

determinagoes das simetrias simultaneamente o que nao pode ser evitado por método nenhum. Assim um
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método dito consistente deveria ser capaz de eliminar automaticamente todas as ambigiiidades intrinsecas
aos cdlculos perturbativos e, simultaneamente, dentro dos mesmos pressupostos, descrever corretamente
as anomalias. Se, por um lado, dispomos de um método capaz de eliminar consistentemente todas as
ambigiiidades intrinsecas aos cdlculos e preservar as simetrias automaticamente, como é o caso da RD
[7], tal método possui limitagdes de aplicabilidade e ndo pode ser usado, com uma tnica prescrigdo, para
todas as teorias e modelos pois algumas quantidades matematicas, e suas dlgebras, nao podem ser exten-
didas para qualquer dimensao espago-temporal. Para tais situacoes, as prescrigoes de regularizacao ou
procedimentos equivalentes, que podem ser utilizados, nao estao livres de ambigiiidades e nao preservam
todas as simetrias nas teorias e modelos onde podem ser aplicados. Naquilo que apresentamos até este
ponto do presente trabalho, mostramos como um método alternativo as regularizagdes usuais opera na
EDQ. Vimos que a consisténcia do método pode ser alcangada com a imposigao de algumas relagoes entre
integrais divergentes com o mesmo grau de divergéncia, as quais denominamos de relagoes de consisténcia,
as quais sdo automaticamente satisfeitas na RD e na RPV [6]. O método, entretanto, ndo tem restri¢aoes
de aplicabilidade e pode ser empregado de modo idéntico em todas as teorias e modelos formulados em
alguma dimensao espaco-temporal previamente escolhida. A questdo que deve ser colocada neste mo-
mento é como opera entao a referida estratégia no cdlculo das amplitudes anémalas e na descrigao de
suas propriedades. A fim de verificar isto dedicaremos este e o préximo capitulos para o estudo da mais
importante anomalia em amplitudes fisicas que é a aquela existente na amplitude triangular AVV [14]
diretamentre associada ao decaimento eletromagnético do pfon neutro e, portanto, as bases do Modelo
Padrao [12].

Promoveremos uma discussao em duas etapas recentemente apresentada em [28].Mostraremos como
a atual descrigdo perturbativa da anomalia AVV nao é compativel com os métodos consistentes como a
RD. Para isto selecionamos trés modelos simples e bem conhecidos onde podemos gerar identidades de
Ward: A teoria para o campo escalar complexo e dois modelos simples onde os processos SVV e AVV séo
pertinentes. Vamos estabelecer suas respectivas identidades de Ward, seguindo os procedimentos usuais,
encontrados em livros texto tradicionais de TQC, até identificar uma condi¢ao necessdria para que as
identidades de Ward estabelecidas possam ser satisfeitas. Para as manipulagoes e cdlculos necessarios,
envolvendo as integrais de Feynman que aparecerem, vamos adotar a estratégia alternativa de cdlculo
que utilizamos nos capitulos precedentes e analisar a condicdo obtida segundo o ponto de vista dos
diferentes métodos. Com essa atitude, poderemos ver que, dadas as indefini¢Ges, questoes interessantes
envolvendo a justificativa tradicional a respeito da origem perturbativa da anomalia AVV sio levantadas.
Mostraremos que diferentes tratamentos sdo dados a objetos matemdticos idénticos, pelas prescri¢oes
de regularizag@o, quando estes aparecem em problemas diferentes. Numa etapa seguinte, no préximo
capitulo, mostraremos como a anomalia existente na amplitude AVV aparece naturalmente no contexto

da estratégia que adotamos dentro da mesma prescri¢ao que permite um tratamento consistente da EDQ.
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9.1.1 O Campo Escalar complexo

Talvez a mais simples TQC onde relacoes de simetria podem ser estabelecidas ¢ a teoria A¢*. A identidade
de Ward para o campo escalar complexo pode ser facilmente construida devido a existéncia de uma
corrente vetorial conservada. Nesta se¢do, seguiremos fielmente os procedimentos adotados na ref.[19] a

fim de estabelecer a relacao de simetria. A Lagrangiana correspondente pode ser escrita como

L= (0,07)(0"0) — 1*(60") — M¢9")?, (9-1)

onde p é a massa do campo escalar e A é a constante de acoplamento. A Lagrangiana acima é invariante
sob transformacoes U(1)

¢—¢ =T, 9.2)

onde « # a(z) é um pardmetro e 7' ¢ um nimero usual. Tal invaridncia conduz a uma corrente vetorial

conservada
Ju = i[(0,0")d — (0,0)9"]. (9.3)
O campo escalar complexo satisfaz as seguintes relagées de comutagdo canonicas

—

000" (T,1), (2, 1)] = —i6°(Z — o), (9.4)

que nos leva aos seguintes comutadores que envolvem os campos e as correntes

—

[Jo(fv t)v (b(xl ) t)} = i[80¢T(f7 t>7 ¢($/7 t)](b(f? t)
= 8@ —)o(z.1) (9.5)
Jo(@ 1), (@) = —6°(@ —a')¢! (@1). (96)
Com estes ingredientes é possivel considerar um processo que envolve uma corrente vetorial e dois

campos escalares e as suas relagoes de simetria correspondentes. Para este propdsito vamos considerar a

funcao de Green
Gulp.) = [ dtad'y 0= < O[T(, ()(w)6 (0)]0 > (97)

A fim de obter uma relagdo de simetria tomamos a quadri-divergéncia em ambos os lados da equagdo

acima e, no integrando, usamos manipulagoes padrao da algebra de correntes
9 [(T(Ju(2)O(y))] = T(9" Ju(2)O(y)) + [Jo(2), O(y)]6(z0 - yo)- (9-8)
Depois deste passo nés obtemos
0.G"(p,q) = —i/d4xd4y e MTTIPY g < O|T(Ju(x)¢(y)¢f(0))|0 >

— i [atadty e (<000, ()86 0)]0 >
+ < O|T([Jo(x). ¢()]8(x0 — yo)o'(0))|0 >
+ < OIT (1o (@), &' (0)}3(0)6())]0 >} (9.9)
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Dada a conservacao da corrente vetorial, o primeiro termo na equagao acima se anula. Usando entao

as relagoes de comutagao (9.5) e (9.6) ficamos com
0 (p.q) = =i [ dadly < 0T (60! (0)]0 >
+i / d*zdby eV < 0|T(4(0) d(y))|0 > . (9.10)
A seguir podemos identificar dois termos no lado direito como sendo os propagadores do campo escalar,
Alp) = / dz e < O[T(6(x)6T(0)]0 >, (9.11)
e entdo escrevemos

—ig,G"(p,q) = A(p + q) — A(p), (9.12)

que é a identidade de Ward para a corrente vetorial. A equacdo acima é a mesma para quantidades
renormalizadas devido ao fato que a corrente conservada J,(x) nao é renormalizada como um operador
composto [4]. E facil entdo estabelecer a versdo correspondente a um “loop” para a Eq.(9.12). Com este
objetivo definimos as fungoes de Green amputadas, em termos das quantidades renormalizadas presentes

na Eq.(9.12) do seguinte modo [19]
Lu(p.q) = (A% (p + @) Gli(p, q) [AT ()], (9.13)
onde o propagador renormalizado a um “loop” é dado por
Alf(p)™t =p® = p* = (p?), (9.14)

e onde i(pQ) é a auto energia correspondente ao diagrama irredutivel de uma particula. Entao a identidade

de Ward (9.12) assume a forma simples

ig"Tu(p,q) = [(p+9)* — p> = Elp+q)] — [p* — p* — Z(p]. (9.15)

Vamos agora considerar o calculo explicito a nivel arvore e depois a nivel um “loop”. Comegamos
considerando o acoplamento entre a corrente vetorial conservada com duas linhas escalares. O Vértice
correspondente é dado por

.03
70 EI 27 .
— = i ilp+ +1

—i(2p + q) - (9.16)

A contribuicdo a nivel drvore, representada diagramaticamente na figura (9.1).1, pode ser facilmente

calculada como segue

iq"T! % (p,q) = ig"[—i(2p + q)u) = 2p-q + ¢* = (p+ q)* — P (9.17)
p+q

q
AR

p

Fig.9.1: Representagao diagramdtica para a contribuicio a nivel drvore
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A comparacdo com a expressdo (9.15) revela que, a nivel drvore, a identidade (9.12) é preservada.

Vamos agora considerar a nivel um “loop”, representado diagramaticamente nas figuras 9.2 e 9.3.

k+ ko
J\JB\/\,{

k+ Kk

Fig.9.2: Representacao diagramdtica para a contribui¢ao a nivel um “loop” para a corregdo de vértice.
g g

Os dois diagramas na figura (9.3) exigem o cdlculo da auto-energia a nivel um “loop”, que é dada

por
. A [ d'E i
—ZZ(p) = _Zg/ (27?')4 (k ¥ l)g — /142, (918)

onde adotamos um rétulo arbitrario para os momentos das linhas internas do “loop”.

A renormal-
izac@o a um “loop” implica na adi¢do dos diagramas de contratermos, representados na figura (9.3),

Fig.9.3: Representacao diagramdtica das correcoes a um “loop” e seus diagramas de contratermos.

A contribuicao dos dois primeiros diagramas para a funcéo de vértice I',,(p, ¢) pode ser escrita como

iq"Tu(p,q) = iq" |(—i)(2p + q)ﬂm [X(p+q) —2(0)]], (9.19)

que anula-se identicamente devido a independéncia do momento externo da auto-energia escalar a um

“loop”. Entao nés ficamos somente com a contribuigdo do diagrama da figura. (9.2). A contribuigio
para a relacao de simetria é dada por

unl_‘llll “l()()p” (p’ q) _
1

—_ d*k ; %
1q {/ (2m)3 (M) [(k+ k1 )2 — MQ]( )2k + k1 + k2), [(k + k2)2 — 17 ) (9.20)

que significa que
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. “loop'” . d*k 2k, + (k1 + k2)
1 “loo
ig"T, " (p,q) = iA(ky — k)" { / s e v L (9.21)
ou
ig"TL " (p, q) = iN(k1 — k)" (AL,) . (9.22)

Chegamos no ponto principal desta se¢do. Dado o fato que a auto-energia escalar, ao nivel um “loop”,
nao tem parte finita a identidade de Ward é satisfeita pela contribui¢do do nivel arvore. Isto implica
que todas as contribuicoes ao nivel um “loop” devem se cancelar. Uma vez que dois diagramas cancelam
outros dois, somente permanece a contribuigao de um diagrama que deve se anular identicamente. Na
expressao correspondente, duas integrais divergentes estao envolvidas com graus de divergéncia linear e
logaritmico. Independentemente dos detalhes envolvidos, os quais discutiremos mais tarde, estd claro que

se o valor para a combinagao especifica de integrais

AIN =2 (Ig)# + (k‘l + k‘g)u (12) s (923)

onde nos introduzimos as defini¢oes

oy d*k (1; k#)
(12,12) - / (271_)4 [(k} + k1)2 _ mQ][(k‘ + k2)2 . mQ]a (924)

nao for nulo, a identidade de Ward que estabelecemos serd violada. Devido as divergéncias, o calculo da

expressao (9.23) exige a adogdo de uma técnica de regularizacdo ou de uma filosofia equivalente. Antes
de tais discussoes vamos estabelecer outros tipos de identidades de Ward.

9.1.2 Processo S—VV

Agora vamos considerar a teoria onde as densidades escalar e vetorial fermionica estao acopladas a um
campo escalar e a um campo vetorial respectivamente. Nesta se¢ao procederemos em um modo similar a

Ref [29]. A Lagrangiana de interagao pode ser escrita como
L1 =1iGs (V)¢ — G, (V4"T) A, (9.25)
onde W representa um férmion massivo de spin %, ¢ um campo escalar e A, um campo vetorial. A
corrente vetorial fermionica obedece
0, V* =0, (Iy*¥) =0, (9.26)
i.e., devido a presenca de somente uma espécie de férmion massivo as correntes escalar e vetorial nao

estao conectadas. Entao, se definirmos a fungao de Green S—VV

T;E;VV(p, piq) =i / diz disy ePTitire o 01T (Vyu (1) Vi (22)S0(0))[0 >, (9.27)

seguindo o procedimento padrao da dlgebra de correntes, devemos obter as identidades de Ward
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P =0 (9.28)
pToVV =0.

A contribui¢ao de mais baixa ordem perturbativa para o processo S—VV é dado pelo diagrama triangular.

A soma dos canais direto e cruzado é exigida pela simetrizagdo do estado final. No cédlculo destas

contribuicbes, assumiremos a forma mais geral para o rétulo dos momentos das linhas internas. Para

o canal direto, figura.(9.4a), adotamos os momentos das linhas internas como estando associados aos

externos por suas diferengas como segue

ks —ky=q=p+p
ks —ki=p (9.29)
k1—ke =1p.

O diagrama cruzado pode ser construido permutando p e v, e ainda, adotando para as linhas internas o

momento arbitrdario como I,y e l3, satisfazendo

ls—lo=q=p+yp
ls—l=p (9.30)
llflg =Dp.

A expressao para o diagrama direto pode ser escrito como

d*k ~ 1 1 1
TSVVV ki,ko, ks;m :/ Tr{l v Yy } 9.31
- (ks ksim) = G T Gy = ) —m Y ) —m (9-31)
k—|—/{;3 ’Y,u. k+kl
1 k+ ky 1€ 3
(a) TR, (b) Ppu

Fig. 9.4: Representacao diagramdtica para a func¢do de trés pontos SVV para as funcées de dois pontos

SV, figuras . (a) e (b) respectivamente.

Contraindo com os momentos dos vértices nés podemos obter uma condicao para as identidades de

Ward correspondentes

., A%, 1 1
(ks = k)" = /<2w>4TT{1(1¢+%>—m"’"(%%)—m} (9:52)

‘/éil;ﬂ{iwwi)—m””wwlz)—m}’

onde usamos a nivel dos tragos a identidade

Wy —H) =W+ H;—m]— [+ H, —m] (9-33)

Vamos agora definir as fungdes de dois pontos que aparecem do lado direito (figura (9.4b))
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vs ) = d'k . 1 X 1
ke = [ st = ) 934

e também

1o,V =T5 Y (k1 ko, kssm) + T (I, 1o, Issm) (9.35)

a fim de escrever as identidades de Ward como seguem

TV = TS (kyy kasm) — T)% (ks ks m)

+TY5 (I3, la;m) — TV (I3, 11;m), (9.36)
p'”Tffvv = TXS (k3, ka;m) —T’YS (k3, k1;m)

1) (I loym) = T (I, Loy m) . (9.37)

As condigoes para a nao violagao das relagoes de simetria estao colocadas em termos do valor da estrutura

de dois pontos SV. Se os tragos envolvidos sao executados nés obtemos

d*k 2k
TXS 4m {/ 2m)4 [(k + k1)2 — m2][(k + k2)2 — m?)

d*k 1
B e el (e } ’ (6.38)

0 que significa que

T, = 4m {(k1 + k2)pula +2 (Iz)u} ; (9.39)

ou, dada a definigdo (9.23),

TYS =4m (AI,). (9.40)

Se olharmos a equacao (9.22) da segao precedente, podemos ver que a condi¢do que encontramos para
as identidades de Ward envolvidas no processo S—VV é a mesma que encontramos para a identidade de
Ward da teoria do campo escalar complexo. Somente se a estrutura (9.40) é obtida identicamente nula,
as relagoes de simetria sao preservadas pelo cdlculo perturbativo a um “loop”. Antes da andlise vamos

considerar agora um outro (e mais interessante) conjunto de relagdes de simetria.

9.1.3 Processo A—=VV

A mais interessante situagdo envolvendo identidades de Ward emerge quando queremos considerar o
processo onde um Axial-Vetor estd conectado com dois vetores. Um processo como tal pode ser construido

acoplando as densidades fermionicas apropriadas com os campos externos. Discussoes similares podem
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ser encontradas na Ref.[29] (veja também refs.[19] e [30]). A Lagrangiana de interagdo pode ser escrita
como

L1 =iGp(UyU)m — ey (U T) A, — ea (Tys7"T) W (9.41)

Aqui, ¥ representa um férmion massivo de spin %, V[/lj4 um campo Axial-Vetor e 7 um campo pseudo-

escalar. As correntes fermionicas obedecem

B,VH = 8, (TP ) =0,

_ _ (9.42)
At = 0, (V' ¥) = 2mi(Uy, ) = 2miP.
Em tais teorias podemos definir as fungoes de Green
TV (pp'se) = i/d4x1d4x2 eI HRE2 < O|T(V, (1) Vi (22) Ax(0))]0 >, (9.43)
Th=YV(p,p'iq) = i / d*zydiey PP < OIT(V,,(21) Vi (22) Po(0))]0 > . (9.44)

O procedimento padrao da dlgebra de correntes pode ser usado para estabelecer as identidades de

Ward

prTEYY = 0, (9.45)
pﬂT;‘;VV = 0, (9.46)
AT = 2mT VY (9.47)

O célculo perturbativo de ordem mais baixa do processo AVV exige o célculo dos diagramas trian-
gulares a um “loop” figuras (9.5a) e (9.5b). As definigdes para as linhas internas e externas seguem as

mesmas convengoes da se¢ao precedente. Por isso escrevemos para o canal direto (figura (9.5a))

AVV -m) = d47k rdq 1 1 1
T Gtk = [ ot st g = 49

k+ ks Tu k + ks Tu k+k;
i7w5<} k+k s '<} k+ ki i7#75© Vo
(@) PRy, @) FTR™Ng, (c) T

Fig. 9.5: Representagio diagramdtica para as fungoes de trés pontos AVV e PVV e para a funcao de
dois pontos AV, figuras . (a), (b) e (c), respectivamente.

Contraindo com o momento externo nés podemos deduzir condi¢oes a serem preenchidas a fim de obter
a respectiva identidade de Ward preservada. Primeiramente trabalhamos o interior do tragos contraimos

com o momento externo (ks — ko)*

EERY. 1 7 ! - -
(ks = f2) {7”(l¢+/¢2)m”%(/ﬁ%)m%(lﬁ%)m}

- {””5 W+ Mi) —m /¢11> —m}

. 1 1 1
‘2””{”" W W) —m P W+ Hy) —m "W+ H,) —m}
1 . 1
* {”V H by —m W+ i) m}' (949)
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onde usamos a identidade

Wy = H3)vs = (K + Ky — m)vs + v5 (K + Ky — m) + 2mrys, (9.50)
para obter
d*k 1 1 1
ks — k) AV = —2mi/ Tr {75 vy Yy }
(hs = 2V T @\ Hy ] MRy ] Ry
/ d*k T { 1 1 }
| 5zt T NYY Y
(2m)* S Ky —m] A, —m]
d*k 1 1
—I—/ —1Ir {z"y 5 v, } . (9.51
P B W R A K R A :
Se definirmos as fungoes de dois pontos no lado direito como (veja figura (9.5¢))
TAY (ky, kj;m) / 'k Trii ! L (9.52)
iy Nj3 TN ) = T atTy? ) .
o o W) —m ) —m
podemos escrever (figura.(9.6))
(ks — ko) TS0 = —=20imT VY = T (ks, kism) + TV (K1, kaym) (9.53)
onde definimos (figura (9.5b))
dk 1 1 1
TEVV (ky, kg, k3;m) = /7T7“ {’y ~y v, } (9.54)
(BB oyt S ) —m R m ) m
k+l€3 ’Yp, /{:+k3 PY/_L k+k1 k+/€3
(ks — ko)™ [1727s5 k+ki| =—2im|7s k+ki|+ 7,75 Tv — 75
:ZC + /422 k + k2

v v k¥ ko k¥ ky

Fig. 9.6: Representacdo diagramdatica para a identidade (9.53).

Agora se tomarmos as contragoes da fungdo AV'V com os momentos associados aos vértices vetoriais,

imediatamente identificamos (figura (9.7))

(]4}3 — k)l)HTfM‘iV = T/éjv(kj, ]62; m) — T/{},V(]ﬂg, k‘Q; m) (955)

Da mesma forma podemos estabelecer (figura (9.8))

(k‘l — k’g)y )ﬁ}iv = T)‘\AMV(IC;),, k‘Q; m) — T/Clv(k'?,, kil; m) (956)
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k4 ks 27 k4 ki k+ ks

(k3 — k)" |1vx7s k+k| = i%'VSO Ty — i%ﬁSQ Yo

k+ Rk -
TNy, k¥ ko k+ ko

\
\
AN

Fig. 9.7: Representagao diagramdatica para a identidade (9.55).

k+ks 97u k+ ks k4 ks
(kl - k'Z)V 7;'7)\75 k+ki| = iﬂy/\fYSQ Yo — ifYAPYS \«) Vo
2 Yv k i k2 P T kl

Fig. 9.8: Representagdo diagramdtica para a identidade (9.56).

A inclusao do canal cruzado nos permite escrever as seguintes expressoes

q)‘Tjj;’vv = —QimTﬁ_’VV
+T) (kv kosm) — Ty (ks, ky;m)
+T5) (I, loym) = T (I3, 1y m), (9.57)
pMTﬁ;VV = Tﬁv(kl,kz;m) - f‘uv(k&kz;m)
+T3V (13, lo;m) — TV (I3, 13 m), (9.58)
p"” /ﬁ;vv = Tﬂv(k?nk%m)—Tﬁv(k?nk‘l;m)
)

+T5Y (1, by m) — T3 (Is, Loy m). (9.59)

As condigbes para a preservagao das identidades de Ward est@o agora colocadas em termos de fungoes
de dois pontos AV. Elas s@o as mesmas que aquelas que encontramos na ref. [19], [29] e [30]. O célculo

dos tracos nos leva a expressao que segue

d*k ke
AV . _ B
T (b haim) = ~Apvop {kQ / @m)* [(k + k)2 — m2][(k + ka)? — m2]

o [ dk P
o / (2m)* [(k + k1)? —m?][(k + k2)* — m?]

s [ dE 1
sk [ 21 [<k+kz1>2—m21[<k+k2>2—m2]}' (9.60)

N6s podemos usar as propriedades do tensor totalmente anti-simétrico €, a fim de colocar a equagao

acima na forma

1) (k1 kasm) = 2€pap(ky — ko) {(k1 + k2) Lo + 2 (1)} . (9.61)

Isto significa que, dada a defini¢do (9.23), ndés temos
1) (kv kasm) = 2€map(ky — ka)” (AT, (9.62)

a qual implica que a condicdo é a mesma ja encontrada nas se¢oes precedentes.
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9.2 Divergéncias, ambigiiidades e identidades de Ward

Dados os resultados obtidos em capitulos anteriores nés podemos calcular a combinagao de integrais
de Feynman que se revelaram cruciais para todas as identidades de Ward que estudamos. Substituindo os
resultados obtidos para as integrais envolvidas na expressao (5.23), equagdes (5.24) e (5.29) do capitulo

5, nés obtemos

AIM = (kl + k2)a (Aau) 5 (963)

e consequentemente,
T (ki kasm) = —dm(ky + k2)® (Do) (9.64)
T (ki) = 22 — k) {1+ k2)¢ (A7) (9.65)

As identidades de Ward que estudamos nas segoes 2, 3 e 4 podemos escrever da seguinte forma

i TP (p,q) = X (k1 — ko) (k1 + k2)® (Do) » (9.66)
q,\T)ﬁ;VV _ —Qmi[TffVV]
+2¢ap [(k1 — k3)P (k1 + k3)® + (k2 — k1)P (k1 + k2)*] (AY) (9.67)
20 [(1 = 13)° (I +13)¢ + (I — )P (I + 1)E] (L),
PPTOSYY = 2envap [(ka — k)P (k1 + k2)® + (ks — k) (ka2 + k3)*] (AF) (9.68)
+2exwap [(Is — 1) (I + 1) + (la — 13)° (12 + 15)] (A8),
PPTESYY = 2enpap (ks — k1)? (k1 + k) + (k2 — ks) (k2 + ks)¢] (Ag) (9.69)
+2xuap [(l2 = 11)7 (1 + 1) + (Is — 12)° (I + 13)*] (2).
TV = dmks — kS (De) +4Am(l — ) (De) = 8mp® (D) (9.70)
pYTRLYY = Am(kr — k) (Aeu) +4m(ls — 1)* (Dgy) = 8mp' (Agy) - (9.71)

Existem dois tipos de quantidades indefinidas nas expressoes acima. Isto significa que a fim de
obter resultados definidos para as amplitudes envolvidas, torna-se necessario assumir algumas escolhas
(arbitrarias) para elas. Tais escolhas devem ser obviamente guiadas pela consisténcia que queremos obter
nos cdlculos peturbativos, apesar do cardter divergente. Tendo isto em mente podemos nos questionar
pela existéncia de eventuais vinculos fisicos para serem usados com o objetivo de adequar as escolhas para
as arbitrariedades presentes nos resultados acima. Claramente, existem dois tipos de vinculos que devem
ser satisfeitos. O primeiro refere-se as proprias identidades de Ward, i.e., queremos fazer escolhas que
levem, em principio, a sua preservagao. Para o segundo, ndo podemos esquecer que as condigoes (9.66)-
(9.71) foram obtidas depois de calcularmos as fungoes de dois pontos AV and SV, por este motivo é que
nossas escolhas nao devem implicar em resultados nao-fisicos para essas amplitudes. Em adi¢do, notemos
que essas duas amplitudes estao relacionadas. Existe uma identidade a nivel dos tragos relacionando-as,
a saber (figura. (9.9))

B

1 (03
T, = — 5 —Emap (kL — k2) (TVo)". (9.72)
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Fig. 9.9: Representagao diagramdatica para a identidade (9.72).

A identidade ¢ vdlida antes mesmo que qualquer calculo tenha sido feito, i.e., independentemente das
divergéncias associadas aos aspectos envolvidos. Mas deve ser vélida também apds todos os cdlculos terem
sido executados nao importando qual filosofia de regularizacao foi adotada. Dentro de nossa estratégia de
célculo, a identidade acima é preservada antes de quaisquer escolhas para as arbitrariedades envolvidas.
Ambas as amplitudes sdo, em principio, quantidades ambiguas. A identidade (9.72) ndo é ambigua e deve
ser mantida depois das interpretacoes adotadas para as arbitrariedades envolvidas. Dada esta observagao
é natural comecar pela anélise das fungdes de dois pontos SV and AV. Primeiramente, por razdes de
unitariedade (regras de Cutkosky), ambas as fungdes de dois pontos deveriam ter uma parte imagindria
que surge no ponto cinemético (k1 —ko)? = 4m?. Se um valor nao nulo para as amplitudes relacionadas é
atribuido, independente das escolhas possiveis envolvidas, um limiar como tal nao estard presente. Para
a segunda, argumentos vindos das invariancias de Lorentz e CPT também exigem o valor nulo. Caso
contrario, as transi¢oes entre uma particula escalar em uma vetorial e entre uma particula axial em uma
vetorial parecem ser possiveis por meio das fung¢oes de dois pontos SV e AV respectivamente.

No6s podemos também adicionar argumentos vindos de identidades de Ward. A amplitude SV carrega
o indice vetorial de Lorentz de tal modo que a contragao com o momento externo do vértice respectivo
deve se anular, a fim de manter a corrente vetorial conservada. Dada a expressao (9.64), a contra¢do com
(k1 — k2)* nos dé

(kv — k)" TS = —4m(ky — ko) (k1 + k2)[Del, (9.73)

que ndo é automaticamente zero. Por outro lado, a amplitude AV também deve exibir uma corrente
conservada. A contra¢do da expressdo (9.65) com (k1 — ko)*, devido as propriedades de simetria do

tensor €,,q3 nos dé

(kv — k)" T =0. (9.74)

Esta é portanto uma boa propriedade. Entretanto, pelas mesmas razoes colocadas acima nés obtemos
(k1 — k)" TV =0, (9.75)

que significa que a corrente axial também é conservada, se um valor diferente de zero para a estrutura
AV for assumido. Isto é ruim porque o resultado correto ¢ uma proporcionalidade entre a corrente axial
e a corrente pseudo-escalar, como é bem conhecido. Somente o valor zero para ambas as estruturas
matematicas nos permite o contetido de simetria correto para ambas as funcées de dois pontos consider-
adas. Dada esta conclusao a questao imediatamente levantada é: como podemos usar as arbitrariedades
remanescentes nas expressoes (9.64) e (9.65) para que possamos obter os resultados desejdveis? Olhando

para as estruturas dos resultados (9.64) e (9.65) vemos que existem duas possibilidades bésicas. Primeiro,
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devido ao fato que o valor para ki + ko néo estd definido pela conservacao de energia e momento, podemos
escolher k1 = ¢/2 e ko = —q/2 onde ¢ é 0 momento externo. Dentro deste procedimento o valor do objeto
A, ndo é restrito. Segundo, desde que precisamos calcular o valor para A, i.e., adotar uma regular-
izagao, podemos selecionar uma filosofia de tal modo que AJ=0. Ambas as escolhas impoem um prego
a ser pago em outros cédlculos se queremos construir um procedimento, i.e., se assumimos que todas as
amplitudes em todas as teorias e modelos devem ser tratadas do mesmo modo. A primeira possibilidade
mencionada acima implica em assumir que as amplitudes podem emergir ambiguas a partir dos cédlculos,
i.e., dependentes das escolhas dos rétulos para as linhas internas. Isto nao é bom porque o poder preditivo
da TQC na aproximagao perturbativa é destruido e, como consequéncia, nés podemos usar a teoria so-
mente para produzir ajustes a fenomenologias bem conhecidas. As predigdes ndo podem ser estabelecidas
em geral porque as amplitudes podem ter pecas indefinidas. Em adi¢do, adotando este modelo, estamos
assumindo que a homogeneidade do espago-tempo é quebrada em nossos desenvolvimentos. Se por outro
lado, tomarmos a segunda opgao, também existem algumas implicagoes. Propriedades especificas para as
integrais divergentes sao assumidas e elas precisam ser usadas em outros cdlculos com o mesmo valor e ex-
ibindo a mesma consisténcia, o que, de fato deveria ser verificado. Depois destas observagoes importantes
noés voltamos as identidades de Ward (9.66)-(9.71). Olhando para as identidades de Ward para o campo
escalar complexo nés notamos que ha dois tipos de arbitrariedade envolvidas; a presenga de uma pega
indefinida A, e a combinacdo ambigua dos momentos das linhas externas k1 + k2. Nés temos ambas as
opgoes descritas acima para obter um resultado que preserva a simetria. Uma situacao diferente acontece
nas relagoes de simetria envolvendo a amplitude SVV. Até mesmo se a condi¢ao para a preservagao de
simetria fosse posta em termos de quatro termos potencialmente ambiguos eles aparecem em combinagoes
nao-ambiguas. Assim todas as escolhas para os momentos arbitrarios internos nos conduzem ao mesmo
resultado. Sé6 a escolha A:ﬁf’ = 0 nos dard o resultado desejdvel. N6s notamos que estes dois problemas,
o campo de scalar e processo SVV, podem ser tratados dentro da RD. Na realidade, a estratégia por
nés usada para a execugao dos célculos, com a escolha AJSY = 0, torna-se idéntica a RD em teorias
com campos de bdsons somente e mapedveis um a um em teorias com férmions. A amplitude SVV &
trivialmente obtida identicamente nula na RD. Entao, parece ébvio que todas as exigéncias fisicas sao
cumpridas pela escolha AT = 0 que mapeia os resultados da RD. Quais sdo as razoes para alguma hes-

itacdo em assumir esta opcao? A resposta pode vir das conseqiiéncias desta escolha para as identidades

de Ward (9.66)-(9.71) eles se tornam

iq"T ;[P (p,q) = 0, (9.76)
vpS—VV

prTS _— (9.77)
S—VvVv _

PTS _— (9.78)
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TV =0, (9.79)
PTG =0, (9.80)
ATV = —2mith VY (9.81)

i.e., todas as identidades de Ward sao preservadas e todas as ambigiiidades sao eliminadas automatica-
mente. A principio este fato pode ser entendido como um problema porque, aparentemente, nés estamos
proibindo qualquer violagdo de relagoes de simetria na amplitude triangular AVV que é bem conhecida
e deveria apresentar uma anomalia para ser consistente com o decaimento eletromagnético do pion. Pelo
menos esta é a linha de argumentacio que podemos achar em muitos livros de TQC. E assumido, para
justificar a anomalia, que os termos indefinidos a direita das equagoes (9.67)-(9.69), e que estdo em dltima
instancia na amplitude fisica AV, sdo ndo-nulos e ambiguos. Para tornar claro a ltima frase vamos recu-
perar os resultados que correspondem ao que nés chamamos de tratamento tradicional, a partir daqueles
obtidos pela estratégia de cdlculo adotada. Os resultados aos quais nos referimos podem ser facilmente
encontrados na literatura sobre o assunto ou em muitos livros TQC. E muito simples, passar de nossos
resultados para aqueles que correspondem & cdlculos de termos de superficie devido ao fato que nenhum
“shift” foi realizado nos passos intermedidrios. Tudo o que nés precisamos é: primeiramente estabelecer
as identidades (9.57)-(9.59), e calcular as fungoes de dois pontos entao obtidas, com ajuda dos resultados

(12) e (I12mu), que nos conduzem a

(ks — k) TEVY = —2mi[TEVV]
+26wap [(k1 — k3)P (k1 + k3)® + (k2 — k1)P (k1 + k2)¢] (Ag),  (9.82)
(ks — k)" Txon” = 2eavap [(k2 — k1) (ks + k2)* + (ks — k2)° (k2 + k3)¢] (AF) (9.83)

(k1 — ko))" TV = 2enuap [(ks — k)P (k1 + k3)® + (ko — k3)P (ka + k3)¢] (AF) . (9.84)

Agora noés observamos que para atribuir um valor definido ao lado direito das equacgées, dois tipos
de arbitrariedades precisam ser removidas fazendo escolhas. Tais arbitrariedades sao as combinagoes
ambiguas dos momentos internos e o objeto matemdtico indefinido A. A diferenga entre duas inte-
grais logaritmicamente divergentes porém, pode ser imediatamente identificada com um tipico termo de

superficie e facilmente calculado como segue

Ak 0 k
AS,, = / 9 "
! A (2m)" Ok <(kz2—m2)2>

/d4k 4k, k, N d*k Gy
A @m)t (B2 —m2)®  Ja @2m)" (k2 —m2)?

(7))

Note que o mesmo resultado poderia ser obtido alterando o momento de integracao em uma das

estruturas de fungoes de dois-pontos para produzir um cancelamento com a outra. O preco a ser pago, o

que é bem-conhecido, é a adicao do termo de superficie correspondente que assume exatamente o valor
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obtido acima. A préxima etapa é a remogao da combinacao indefinida de momentos externos. Adotamos

entao a seguinte parametrizagdo para os momentos internos em termos dos externos
k1 = ap’ + bp,
ke =bp+ (a—1)p, (9.86)
ks =ap’ + (b+ 1)p,

onde a e b sao constantes. Note que: k1 —ky = p’, k3 —k1 = pe ks —ko = p'+p = q, onde ¢ ¢ obviamente

o momento do axial-vetor. Depois destas substitui¢coes nés obtemos

) a—>b).
(ks — k) TLVY = —2miThVV - ( ) )zgwgnp’"pﬁ, (9.87)
1—a).
(ks — kl)“Tf}yyv = f%zm@,p’"pﬁ, (9.88)
. 1+45).
(k1 — ko) /{}X,v = %za,\ugnp”’pg. (9.89)

Nas expressoes acima permanece a arbitrariedade relacionada ao rétulo das linhas internas agora
presente nos parametros a e b. Além disso, nés notamos que nao hd nenhum valor para a e b de tal modo
que todas as relacoes esperadas entre as funcoes de Green envolvidas sao simultaneamente satisfeitas. Se
nos seguimos esta linha de raciocinio e incluimos a contribuigao do diagrama cruzado cuja parametrizacao

para as linhas internas pode ser assumida como
Iy =cp+dp
lo=dp' +(c=1)p (9.90)
l3 =cp+ (d+ 1)p/7

obteremos
(Is — )T = —QmiTﬁvv—%iﬁﬂugnpmpg, (9.91)
(b —)"T5," = —(dg%l)iﬂufnpmpga (9.92)
U501y = L Dicycnrmf (9.93)

A adic@o das duas contribuicoes gera

—b —d
q’\Tf};VV = —2mz’T£,_’VV — “%)iauygnp'”pg, (9.94)
pMTfpy Vo= _%Zs)\ufnp/npgv (995)
DA c—b—2).
P T,Cw Vo= —%Za\umpmpg- (9.96)

Uma proximidade maior com os resultados usuais pode ser obtido se é assumido a mesma interpretagao

para os momentos internos arbitrédrios, i.e., a = ¢ e b = d nas equagdes (9.57)-(9.59). Nés obtemos entao

—-b
qAT)ﬁL—V)VV _ _2mZTil’j—>VV _ (a‘4ﬂ—2 )iEMygnp/an, (997)
pHT)ﬁu/ Vo= _%ZE)\V&ﬂ)mpga (998)
A b—a+2).
P’ T)éw Vo= %wmgnpmpg- (9.99)
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Finalmente, escolnemos a = 1 na expressao acima para obter

—b) c

1
A S (9.100)
. 14b)
p“Tﬁw Vo = 7%25)\1/57)17”]1)67 (9101)
vrpA— 1+0).
PTG = (87)2%@17’”195- (9.102)

O resultado obtido deste modo, pode ser imediatamente reconhecido como aquele correspondente ao
tratamento tradicional dado, por exemplo, nas refs. [19], [29], [30]. E claro agora que nao existe valores
para o pardmetro b que preservem todas as identidades de Ward. Seguindo os argumentos usuais e
escolhendo o valor b = —1 a simetria de gauge U(1) ¢ mantida, mas a axial é violada. O que ficou claro
na discussao acima é que as fonte dos termos violadores bem como do termo andémalo sao as fungoes de

dois pontos AV.

9.3 conclusoes

Levando em consideracao o que foi tratado nas dltimas duas se¢oes nés, aparentemente, criamos uma
situacao problemética se quizermos olhar para todos os problemas da mesma maneira, mantendo todos
os vinculos fisicos simultaneamente. Os resultados produzidos por nosso tratamento preservam todas as
arbitrariedades intrinsecas ao problema. Todas as identidades de Ward consideradas sao colocadas em
termos da mesma condi¢do. Assim, a questao é o que escolher para o que precisamos escolher a fim de
obter a consisténcia desejavel. Porém, a arbitrariedade pode ser relacionada & funcdo de dois pontos
SV que é relacionada a amplitude AV de um modo nao-ambiguo. Devido a razoes fisicas, e também na
RD, a amplitude SV deve ser identicamente nula como também a amplitude AV. A identidade de Ward
para o campo escalar complexo deve ser preservada, como também as duas correntes vetoriais devem
ser conservadas no processo SVV. Indubitavelmente, s6 a escolha A7 = 0 pode cumprir todas estas
exigéncias. Porém, esta escolha elimina todas as ambigiiidades na amplitude AV que normalmente sao
os ingredientes usados para justificar a anomalia envolvida, e, aparentemente, proibe qualquer violacao
de relagbes de simetria para esta amplitude. Como podemos reconciliar esta situagdo? Para responder
esta pergunta é necessario assumir um ponto de vista conceitual e filoséfico para o problema: o modo
tradicional usado para justificar a anomalia triangular AV'V nao pode ser mantido se nés quisermos olhar
da mesma maneira para todos os problemas e as ambigiiidades nao podem desempenhar um papel rele-
vante em uma interpretacao consistente das amplitudes perturbativas. Nesta linha de raciocinio primeiro
precisamos quebrar simetrias fundamentais e principios gerais da TQC, assumindo as estruturas SV e AV
como nao-nulas, para somente depois obter uma justificativa para a origem perturbativa das anomalias.
Um argumento filoséfico poderoso pode ser adicionado a este objetivo. O fendmeno de anomalia da AVV
é predito para amplitudes exatas, i.e., ela € um fendmeno fundamental. Entretanto, em eventuais solugoes
exatas para as equagoes de movimento da TQC correspondente certamente os infinitos e as ambigiiidades
associadas devem estar ausentes. Entao nao podemos esperar que a justificativa da origem do fenémeno

de anomalia, mesmo em solugoes perturbativas, resida em ingredientes exclusivos do cédlculo perturbativo

155



como os infinitos e as ambigiiidades sao. Dado este argumento, a resposta para a questao colocada acima
estd intrinsicamente contida no problema. Sendo um fenémeno fundamental e inevitavel, a anomalia de-
veria estar presente em qualquer expressdo explicita para a amplitude AVV. Isto significa que nenhuma
escolha para as arbitrariedades pode eliminar a anomalia bem como nenhuma prescricao de regularizacao
ou filosofia equivalente. Entao podemos esperar que um ponto de vista para as anomalias possa ser con-
struido em acordo com todos os outros cédlculos perturbativos. Para este propésito é necessdrio calcular
explicitamente as amplitudes AVV e PVV impondo as condigbes de consisténcia, e esperando que as
violagoes aparecam de um modo natural. O que torna-se claro nas discussoes apresentadas aqui é que
no contexto dos procedimentos de regularizagao tradicionais diferentes receitas sao usadas para o trata-
mento de estruturas matemadticas idénticas dependendo do contexto em que elas aparecem. A situacao
atual do problema pode ser resumida como segue. Em situacoes onde a RD pode ser usada eliminando
ambigiiidades, nés certamente a adotamos. Em situacoes onde as estruturas matemadticas envolvidas nao
podem ser extendidas a qualquer dimensao, que é o caso da anomalia triangular, adotamos o célculo de
termos de superficie atribuindo um significado ao cardter ambiguo das amplitudes perturbativas. Em um
certo modo, em situacoes onde estes problemas nao ocorrem simultaneamente esta opgao representa uma
escolha possivel para as arbitrariedades envolvidas. Entretanto, admitindo a intencao de tratar todas
as interagoes como partes de uma teoria mais geral e unificada, isto parece uma idéia absurda porque
significa que em uma certa amplitude de uma teoria um valor é atribuido para o objeto A,,, tendo em
mente razoes de consisténcia, enquanto que em outras amplitudes da mesma teoria pode ser tomado um
valor diferente para o mesmo objeto sem qualquer crise de consciéncia. Certamente deve ser muito frus-
trante para qualquer fisico que tenha se interessado em estudar uma ciéncia exata aceitar esta situagao
como sendo definitiva. Isto é claramente inaceitdvel e esforgos adicionais para alcancar interpretagoes
consistentes e universais para indefinigdes matemdticas intrinsicas ao cédlculo perturbativo sao exigidos.
A estratégia que adotamos para o tratamento das divergéncias parece por a andlise na diregdo correta.
Para mostrar isto, no capitulo seguinte, verificaremos nossas suposicoes explicitamente a fim de esclarecer

esta importante questao.
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Capitulo 10

Anomalia AVV

Estd certamente na mente de todos os fisicos da drea, a idéia de descrever de um modo adequado a
dindmica das particulas fundamentais do ponto de vista de um aparato tedrico simples que seja constituido
por um conjunto minimo de ingredientes e simetrias. Do ponto de vista de um formalismo como tal deve
ser possivel descrever de modo preciso toda a fenomenologia j4 estabelecida experimentalmente e também
fazer predicoes adicionais sobre fendmenos novos ainda nao observados. Para isto, o ferramental teérico
construido precisa ser bem definido, de modo que, seguindo uma unica prescri¢ao, as predicoes a serem
feitas através da teoria possam ser consideradas como uma consequéncia dos principios assumidos, e ainda
que tais predicoes possam ser estabelecidas livres de ambigiiidades. No caminho a ser seguido em diregao
a este objetivo, alguns guias filoséficos sao frequentemente levados em conta. O maior deles talvez seja o
seguinte: “Se existe uma escolha, que é um atributo exclusivo daquele que utiliza o aparato tedrico ou lei
fisica, entio o resultado final deve ser independente de tal escolha” . Isto significa que os resultados finais
nao devem ser dependentes das arbitrariedades envolvidas na aplicagao de leis fisicas ou equivalentes, caso
contrario as predicoes serao ambiguas.

Esta linha de raciocinio funciona como uma motivacao importante para as investigagoes que iremos
considerar neste capitulo. Existem arbitrariedades intrinsicas aos cédlculos perturbativos tal que, no
contexto dos métodos tradicionais, os resultados podem emergir ambiguos. Como ja discutimos no
capitulo anterior, isto nao é aceitdvel, uma vez que queremos que o0 nosso aparato teérico seja capaz de
produzir resultados consistentes e tenha poder de predigao.

Para dar continuidade a andlise e, obtermos respostas aos questionamentos levantados no capitulo
anterior, a respeito do possivel papel desempenhado pelas arbitrariedades intrinsecas e também sobre a
nao universalidade dos métodos tradicionais de regularizagao, nos propomos, neste capitulo, a calcular ex-
plicitamente as funcoes de Green envolvidas naquela discussao. Elas sao as amplitudes triangulares SV'V
e AVV. Como j4 discutimos, para a primeira delas podemos aplicar a RD ao passo que para a segunda
ndo. A fim de obtermos ingredientes que exibam a consisténcia desejada para os cdlculos perturbativos,

adotaremos a mesma estratégia de cédlculo para ambas as amplitudes. Uma vez calculadas verificaremos

L Battistel,0.A.
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as identidades de Ward associadas. Entao, se todas as amplitudes sao estudadas do mesmo modo, no
que diz respeito as divergéncias, identificaremos claramente quais sao as fontes dos termos violadores de
simetria nas amplitudes andémalas e mostraremos que estes nada tém a ver com ambigiiidades, isto é,
ainda que sejam impostas as relagoes de consisténcia eliminando todos os termos ambiguos, a anomalia

AV'V serd descrita corretamente dentro da mesma prescrigao que permite um tratamento consistente da

EDQ.

10.1 Calculo explicito das funcoes de trés pontos

Em virtude dos argumentos colocados no capitulo anterior e na introducao do capitulo, nés agora
iremos calcular explicitamente as amplitudes triangulares SVV e AVV dentro de nossa estratégia [31].
Todos os célculos serao executados do modo mais geral, adotando escolhas arbitrarias para os os rétulos
dos momentos das linhas internas e mantendo as linhas externas fora da camada de massa. Em uma
etapa posterior as identidades de Ward serao verificadas em um modo exato e completamente algébrico.

Nés comegamos pela fungao de Green de trés pontos SV'V definida por,

SVV _ d*k , 1 1 1
Tuu _/(27T)4T {1(l¢+l¢3)m7“(’%+lil)mv”(k+ly{2)m}' (10.1)

Depois de calcular os tragos de Dirac o resultado pode ser escrito como

d*k 1
TV = [ SR k), ok ), (o ), (64 R),
(]<3—|-/<13)H

+(k+ k1), (k+ks), + (k+ k1),

+(k+ ko), (k+ks), — (k+ka), (k+Fks),}

+9,, 7, (10.2)
onde definimos
TSPP _ 74m/ d*k {(k+k1)~(k+k2)+(k+k1).(k+k3)}
(277)4 E123
-|-4m/ (‘21;’;4 {(’H’fa) ](Ekl;; ks)+m2}, (10.3)

O rétulo SPP é uma mencao direta a uma outra amplitude triangular que tem a mesma estrutura
matemdtica que o termo proporcional a g,, na amplitude triangular SV'V. Na presente discussao, esta
decomposicao nao desempenha nenhum papel relevante. Ela serve, entretanto, para mostrar, uma vez
mais, que as fungbes de Green dos cédlculos perturbativos estdo sempre relacionadas. A préxima etapa é
identificar o conjunto de integrais de Feynman que precisamos calcular a fim de completar o cdlculo. O

grau mais severo de divergéncia é o logaritmico, como deveria ser esperado. Inserindo os resultados para
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as integrais, equagodes (5.24), (5.33), (5.35) e (3.38) do capitulo 5, nés obtemos

TSVVV = 4mg,., [Ilog (m2)] +4mA,,
+4mi (47) 7 { o (4602 — 2601]
4.y [4€20 — 261
+qupp [—4€11 + &oo
Py [—4811 — oo + 2801 + 2&10]
— G [2n00]}

+gy,1/ [TSPP] ;

onde,

TSP = —dm {Log(m?) — i (4m) 7 Zo (0 + 0)* 5m?)

+i (47) 2 [(IH"J) 2_‘1 ! }foo

Para chegarmos a este resultado a identidade

(k+ki)~(k+kj):% (k+ki)2—m2} +%

[(k + k) — m2] + % [2m2 — (ks — k)°

(10.4)

(10.5)

(10.6)

foi usada no termo T°FF. Vamos agora considerar a amplitude triangular AVV, usando rigorosamente

as mesmas etapas e resultados. Primeiramente nés calculamos a amplitude AVV definida na Eq.(9.49)

capitulo 9 , a qual depois de efetuarmos os tragos escrevemos
Tf,u‘;v =—4 {_F)\m/ + N/\,uy + M)\;w + P)\;w} )

onde introduzimos as defini¢oes

d*k (k‘ + kil)a(]f + kg)g(k + k‘3)5
P/\/,J,V = Guv€api¢ (2’/T)4 Fras y
d*k 1
Puw = [ it foone b b (e ko) 5+ ),

+eupre (b + k1), (k+k2)g (K + k3),
+epavp (b + ki), (k+ka)g (b + k3)y

—l—&ua,,g(k+k}1)a(k5+k3)§(k’+k2),\}7
4
Ny = o { /(dk (k + k1)a

2 om)t B
/ d*k (k+ki)a
+ L e
(2m)*  Eas

+om? — (ks ~ ko] [ 2F (’”’”}

(27)"  Ehas

'k {(k+ka)o = (k+k1)o + (k+Ks)}

M =m’e v /\/
! et ] et Er23
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O grau mais severo de divergéncia, o linear, estd contido no termo N),,. A reorganizacao foi efetuada

a partir da identidade (10.6). Usando os resultados (5.24), (5.29), (5.31), (5.35) e (5.38) do capitulo 5,

para as integrais envolvidas, nés obtemos

P =0, (10.12)
F)\,uu EvBro (kQ - kS)g A:O'
AVO'
+€Mﬁ)\o' (/{)2 k)g)ﬁ 4
+Epovs [(kQ - kl)ﬁ + (k3 — kl)@] Aia
_6#2\5 {((kd —k1)g — (k2 — kl)g) {Ilog (m?) — 2i (47) (7700)]}
—i (47)72 (ks — kl)g (k2 — kl)g { Evpre [ (k2 — kl)# (€02 — €11 +601)
+ (ks — k1), (€20 + €11 — 510)}
+eppre [ (k2 — k1), (=82 — €11 +€01)
+ (k3 — k1), (€20 + €11 — €10)]
+eupve | (ks — k1), (611 — €20 + &10)
+ (k2 — k1) (€02 + &1 + o)}
(10.13)
Naw = E”Z“ (k1 — k»)., { [Ilog (m2) — i (47) "% 2, ((k1 — ky)? ,mQM
+i (47) 7 {Qm — (ks — k2)2} (2501)}
E“Z” (ks — k1), { [Ilog (m2) —i(47) "2 2, ((k1 k) ;m2)}
+i (47) {2m2 — (ks — kz)ﬂ (%10)}
_E%%W\ [(kl + k2)g + (ks + kl)@} Aap (10.14)
My = —t (47T)72 {EuowAm2 (k2 — kl)a (§o0 — Eo1) + (k3 — kl)a (§o0 — 510)}} . (10.15)

A solucao completa para AVV pode ser escrita na seguinte forma

AVV
T/\uu

(—4)

Z'(47")_2 (ks — kl)g (k2 — kl)@ { Eurpe [ (ks — kl)u (€20 + €11 — &10)

+ (k2 — k1), (€11 + Eo2 — 501)}

+eunpe [ (ks — k1), (&1 + &20 — &10)
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+euwpel (ks — K1)y (€11 — €20 + &10)
+ (k2 — k1) (Go2 — €01 — &10)]}
i (4m) 7 0 (g — ) {=20 (ks — k) sm) + Zo (1 = hs)? 5m?)
(2 (ks = 2)* = (k1 = ks)*] 00
— (k1 = k2)? €01 + [1 = 2m600] }
i (4m) 2 6@% (ks — 1),y {—ZO ((kg — ky)? ;mz) + Zo ((k:1 ~ky)? ;m2)
(2 (ks — 2)” = (k1 = k2)’] €00
— (ks = 1n)? €10 + [1 = 2m%€0] }

6 vpo
— b [(kz — kl)g + (ks — k‘1)[3] Ao

4
Euvia
_% |:(k1 + kQ)B + (kd + kl)ﬁ] Aaﬁ
EvABo EurBo
+2257 (kg — k) A + 22 (k= Ka) 5 D (10.16)

Note a presenca do termo potencialmente ambiguo, o iltimo na expressao acima. O tltimo ingrediente
envolvido nas identidades de Ward que nds queremos verificar é a amplitude tridngular PVV, definida

por
PVV ) — d*k . 1 1 1
Tl“’ (kl,k2ak37 )_/(27T)4T {75(]%4_]%)_mvy(y+gl)_m7y(y+lf2)_m}; (1017)

a qual, depois dos cédlculos dos tracos e usar os resultados (5.33) e (3.35) do capitulo 5 para completar o

cédlculo, nés obtemos

THYY = —4i (47) "% meuappsaréoo- (10.18)

Com estes ingredientes nés chegamos ao estdgio onde podem ser verificadas as identidades de Ward

para as amplitudes AVV e SVV.

10.2 Verificacao das identidades de Ward para as funcoes de
trés-pontos

No capitulo precedente nés deduzimos duas propriedades para a amplitude triangular SV'V, equagoes
(10.37) e (10.38). Agora ¢é hora de questionar se os resultados obtidos para os célculos explicitos é um
resultado razoavel relativo a tais propriedades. A fim de verificar tais relacbes nds precisamos calcular
as contragoes das amplitudes com os momentos externos. Tais verificagbes exigem um esforco algébrico
razodvel. Entretanto, uma simplificagao considerdvel pode ser obtida se nés usarmos algumas das pro-

priedades das fungées &,,,,, (¢, p; m) e Zy, (¢; m) apresentadas no capitulo 4. Retomando-as, as necessérias,
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elas sao:

60006 = 3{-[5+me] + 2 e+ 2L €] (10.19)
P e — e = 5 {-[5+me] + L 60+ ﬁ (€} (10.20)
Pl -0 06w = 3{-3% (0% 2)+;Zo(p w) e (102)
P60 =00 (G) = 5{-gZ (0 0Pm?) + 570 @m?) 46} (022
20~ 0 0)E) = 5 {72 (040 m?) + 2 (m?) + ¢ (En)} (1023)
P o)~ -0 €)= 3 {2 (00 im?) + 20 (@m?) 422 (E)} . (10.24)

Tendo estas propriedades em mente primeiramente contraimos a expressao explicita de SVV, Eq.(10.4),
com (ki — k), para obter:
(k1 — k), TV = 4m(ky — k2),, [Tiog(m®)] + 4m (ky — k), Ay

+4mi (47) 7 (ks — k), {—4 {(kz —k1)?€qy + (ko — k1) - (ks — k1) 520]

2| (ka = k)? €1 + (ke — 1) - (ks — k) 1o
+ (ka — ky)? (=00 + 2510)}

i (47) 2 (e = k), {4 [ = 1) €+ (o — K1) - (ks — ) €,

2k = k1)? (€01) = (k1 = k), 00

+ (k2 — k1) - (ks — k1) (§o0) }
+ (k1 — k2), [TSPP] , (10.25)

onde torna-se claro a utilidade das propriedades (10.19)-(10.24), que nos levam a

(k1 — ko), T Y = dm(kr —k2), Dp — 4m (kg — k1), Tiog(m?)
+ami (4m) 7% (ke — k1), [ (k2 — k1) - (ks — k1) (o0)
+70 (ks = ka)? 32|
— (ko — k1), [T5FF] . (10.26)

Olhando a expressao explicita SPP, Eq.(10.5), significa que obtemos
(kv — ko), T35V (K, ko, ksym) = 4m(ky — ka)aDay, (10.27)
0 que implica na identificacao

(b — ko), T2V (k1. ko, ks;m) = T % (kg ksym) — TS (ky, ks;m) . (10.28)

p v
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Seguindo essencialmente as mesmas etapas nés podemos verificar a contragao com (k3 — k1) u

(ks — k1), T " = dm(ks — k1), Doy + 4m (ks — k1), [Liog(m®)]
dmi (4m) % (ks — ky),, {2 (ks — k)% [=€10 + 2690]
4 (ke — ) - Ry — k1) Eqy
— (k2 — k1) - (ks — k1) (§oo)
=2 (ks = F1),, [m00]}
i (47)7 (ks = k), { (ks = k1) (o0 — 2601)
4 (ks — k1) €01 + (k2 — k1) - (ks — k) €oo
=2 [(ks = k)" €10 + (k2 = k) - (ks = k1) €01 | |
+ (ks — k1), [T°FF], (10.29)

ou, em virtude do resultado (10.5):

(ks — k1), T2VV (k1 ko, ks;m) = 4m(ks — k1)alaw- (10.30)

Wy

Comparando com (9.64) capitulo 9 , o resultado acima significa que

(ks — k1), TV (k1 ko, kssm) = T % (k1 koym) — TS (ka, ks;m) . (10.31)

%

Se comparamos os termos do lado direito das equagoes (9.27) e (9.30) com o resultado previamente
obtido para a funcdo de dois pontos SV podemos identificar precisamente as equagoes (9.28) e (9.31).
Portanto as identidades entre as fun¢oes de Green envolvidas sdo preservadas antes de qualquer assungao
sobre as arbitrariedades. Neste ponto somente a correteza dos estdgios intermedidrios foi testada. A fim
de dar um significado definido para a amplitude SVV, uma defini¢do para a peca A, que é arbitréria, é
exigida. Isto significa escolher um método de regularizacao ou filosofia equivalente. Uma escolha como tal
deve ser tomada usando como guia as propriedades de simetria da amplitude. A exigéncia da conservacao
da corrente vetorial nao nos deixa outra opgao senao selecionar uma regularizagao tal que A}j‘ﬁ 9= 0. Como
ja afirmamos anteriormente, a adogao da RD nos leva ao resultado desejdvel uma vez que a propriedade
exigida é automaticamente preenchida pelo método. Vamos agora considerar o caso mais interessante
das funcoes de trés pontos relativo a conservagao das propriedades de simetria. As contragoes com os

momentos externos, depois do uso das identidades (10.19)-(10.24), nos leva a

(ks — k1), Tn" = (ks —k1), TR0

_ (;) evine (ks — k) (ks — 1) (10.32)
(ky = ka), Ti" = (k1 = k2), T4

+ (;2) enine (k1 — ka) (ks — k) 5 (10.33)
(k??» - k2)>\ T/CX/V = (k?) - k2)>\ Ff;yuv

(22 ) evevn (ha = b b — ) 2] (1031)



onde definimos

Fz)‘\!VV € v pe
M Ty — k) + (ks — k)| Aae
€y €
- Zﬁg (k2 — k3)g Dpe — #Zﬁé (k2 — k3)g Ave
Epvia
2 (ko + ko) + (ks + k)| Do (10.35)

As expressoes acima podem ser reescritas em termos de outras estruturas se observarmos a Eq.(9.65)

e a Eq.(9.67) do capitulo 9 . Como um exemplo, note que
(ks = k2)\ TAn” = 26map (k1 — K3)p (k1 + ka)e + (k2 — k1)g(k1 + ka)e] Deay (10.36)

o que significa que

(ks — ko) \ T2V = T2V (K1, koym) — TAY (k3 ki;m). (10.37)

Apv uv Iam

Novamente, todas as arbitrariedades envolvidas ainda estdo presentes. A expressao (10.16), e, con-
sequentemente, as equagoes (10.32)-(10.37), sdo completamente independentes das assungoes especificas
para o carater divergente da amplitude. A préxima etapa envolve escolhas arbitrarias para as quanti-
dades indefinidas presentes nas expressoes. O que torna-se evidente neste ponto é que as relagoes (10.55)
e (10.56) do capitulo 9 , entre as fungdes de Green envolvidas ndo foram obtidas satisfeitas. A natureza
dos termos que viola as identidades sdo oriundos das contribuigoes finitas. As violagoes ndo podem ser
impedidas pela escolha de propriedades para as integrais divergentes. Isto significa que nenhuma técnica
de regularizacao pode ser construida a fim de preservar as trés identidades simultaneamente pela sim-
ples razao que os termos violadores nao podem ser afetados por eventuais propriedades da distribuicao
reguladora. O ponto principal é que as arbitrariedades envolvidas, o valor para a peca A¢, € as com-
binagoes ambiguas das linhas dos momentos internos, nao desempenham qualquer papel relevante no
estabelecimento das violagoes. Com o objetivo de enfatizar os novos aspectos adicionados por nossa
andlise proposta, podemos relembrar os resultados obtidos na segao 2 do capitulo anterior, onde usamos
nossos resultados através do calculo de termos de superficie para recuperar o tratamento tradicional dado

a questao das anomalias.

10.3 Consideracoes finais e conclusoes

Aplicando um método de cdculo muito geral, concernente ao tratamento de divergéncias, nés con-
sideramos os aspectos ambigiiidades e relagoes de simetria usando para este objetivo duas amplitudes
fisicas bem conhecidas; as amplitudes triangulares SVV e AVV. Do ponto de vista das técnicas tradi-
cionais, a primeira amplitude citada pode ser tratada dentro do alcance da RD e portanto manipulada
consistentemente. A segunda é uma amplitude com um nimero impar de matrizes 5 e o recurso da RD
nao estd disponivel. Entretanto, a partir do ponto de vista da estratégia adotada, ambas as amplitudes
podem ser igualmente tratadas e exibem aspectos muito similares com relagao ao carater divergente. Isto

é devido ao fato que na estratégia adotada é evitado o uso explicito de uma técnica de regularizacao
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nos passos intermedidrios. O rétulo adotado para as linhas de momento interno é completamente arbi-
trario. Somente propriedades muito gerais para uma eventual distribuicao reguladora sao assumidas com
o intuito de efetuar uma reorganizagao adequada para as integrais de Feynman divergentes. Os termos
que apresentam uma dependéncia dos momentos das linhas internas sao deixados somente em integrais
finitas. As partes indefinidas das amplitudes estao organizadas em um pequeno nimero de objetos, mas
de fato, eles nao sao calculados. Com este procedimento todas as arbitrariedades intrinsicas do célculo
perturbativo permanecem ainda presentes nos resultados finais. Devido a este fato torna-se possivel ma-
pear os resultados obtidos em outros correspondentes a qualquer filosofia de regularizacao tradicional.
Dois de tais tratamentos sdo particularmente importantes para as investigagoes realizadas. A RD e o
calculo explicito dos termos de superficie. A RD é geralmente aplicada para o tratamento da SVV e os
resultados correspondentes podem ser facilmente recuperados a partir dos nossos. O cédlculo dos termos
de superficie é tradicionalmente aplicado a amplitude AVV a fim de justificar a origem perturbativa da
anomalia triangular, e os resultados correspondentes, podem igualmente ser recuperados a partir dos nos-
sos. Entretanto, estes dois mapeamentos sao obtidos através de interpretacoes diferentes para os objetos
indefinidos. Precisamente este aspecto permite-nos obter conclusoes muito interessantes sobre a natureza
do fenomeno de anomalia. Com o objetivo de tornar as conclusbes claras e sonoras vamos resumir as
etapas principais. Primeiramente estabelecemos identidades relacionando as amplitudes SVV e AVV

contraidas com os momentos externos com outras fungoes de dois e trés pontos que sao:

(ks = ko), T (ks oo, hsm) - = T3 (ks basm) = 1% (ko Kissm) (10.38)
(]4}1 — ]4}2)” T}nyV (kl, k‘Q, k‘3; m) = TPYS (]4}2, k3; m) — TXS (k1, k3;m) s (1039)

ks — ko) TAVY (kv ko, ks;m) = —2miTEVV (ky, ke, ks;m

A Apy nz
+T0) (ky, kasm) — T (ks, kiym) (10.40)
(ks — k1) IO (k1 ko, kssm) = T (k1 koym) — T (s, kaym) (10.41)
(§]

(ky — ko) T (K, ko, ksym) = Ty (ks koym) — T (ks, kv m). (10.42)

As funcées de dois pontos que apareceram do lado direito da equagao acima foram calculadas no

capitulo anterior, Eq.(10.64) e Eq.(10.65), a partir do ponto de vista da estratégia adotada, levando a

T 5 (ky, ks m) = (—)4m(ky + k2)s[Dp,) (10.43)

Ty (krskoim) = 2mas (k1 — ka)g (ki + k2)eDeal (10.44)

onde deve ser levada em consideragio a relagao entre elas, Eq.(9.72) capitulo 9,

1
T (ki ka;m) = %5puaﬂ(k2 — k1) aTY ® (ky, ka;m), (10.45)

que é ndo ambigua apesar do cardter potencialmente ambiguo de ambas as amplitudes envolvidas. A

relacdo acima é valida a nivel dos tracos, i.e., independente dos aspectos calculacionais. As expressoes
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(10.43) e (10.44) sdo as mais gerais para estas estruturas matematicas. Elas preservam todas as arbi-
trariedades intrinsicas envolvidas, que estao presentes em combinagoes ambiguas dos momentos das linhas
internas e na pega indefinida Ag,,. E claro que, a fim de dar um valor definido para as amplitudes alguma
escolha (arbitrdria) deve ser levada em conta. Ent@o, quais sdo as melhores escolhas? Os tnicos guias
que nos temos sao eventuais exigéncias fisicas a serem impostas as amplitudes apesar dos aspectos diver-
gentes. Dado que nenhum outro resultado é aceitdvel senao aquele identicamente zero para a fungao de
dois pontos SV, que pode ser obtida identicamente nula na RD, ndo temos outra op¢ao a nossa disposi¢ao
a nao ser a de selecionar uma regularizagao tal que Ajf7= 0, e em consequéncia TFY S = T/ﬁ,v = 0. Dada

esta escolha, as equagoes (10.38)-(10.42) tornam-se

o T5 Y = 0, (10.46)
T3, = 0, (10.47)
T VY = —2miTlVY (10.48)
e
TV =0 (10.49)
o'oYV = 0. (10.50)

Isto é certamente o que desejamos obter para as duas iltimas equacoes mas no caso da amplitude
triangular AV'V a primeira vista parece ser um problema. Isto é devido ao fato que, com esta escolha,
as equacoes (10.46)-(10.48) aparentemente implicam que nenhuma viola¢do nas relagoes de simetria para
a amplitude AVV poderd ocorrer. No minimo isto ¢ o que deverfamos concluir através das equagoes
(10.46)-(10.48) se seguirmos a linha de raciocinio tradicional para a justificativa perturbativa da anomalia
triangular AVV [14]. O que entédo, deveriamos nés fazer, a fim de reconciliar esta situagido? Neste ponto
podemos dizer que ambos os problemas considerados devem nao necessariamente estar vinculados. Isto
significa adotar escolhas diferentes para as indefinigoes, i.e., no tratamento do problema SVV adotamos
Al7= 0, obtendo o resultado desejdvel, enquanto que na amplitude AVV adotamos AJS7 #0. Isto &
precisamente o “status” do problema: para a amplitude SV'V adotamos o ponto de vista da RD ( Afﬁjg =0
) e para justificar a amplitude anomala AVV adotamos a andlise do cdlculo de termos de superficie
( Afﬁjg #0). Em algum sentido esta op¢do respresenta uma situagdo muito frustrante porque ambos
os problemas (e muitos outros) estdo fortemente relacionados. Esta tltima frase pode ser claramente
visualizada se observarmos as equagoes (10.40), (10.41), (10.42) e a Eq.(10.45). Elas indicam que os
termos potencialmente ambiguos presentes na estrutura AVV sdo, de fato, fun¢bes de dois pontos SV.
Isto é imediatamente verificado se tomarmos o termo entre parénteses no lado esquerdo da Eq.(10.34) e
efetuarmos os tragos. A resposta pode ser escrita em forma semelhante a decomposigao (10.7)

tf;/l/v =—4 {_f)\/_w + Nuv + Mxpv +p)\/_w} ) (1051)

onde, depois da integragao, somente ny,, ird exibir um grau de divergéncia linear. Este ¢ dado explici-
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tamente por

W = Epe AT T2 = m2] [(k + ka)? — m2] [k + kg)2 — m2]’ (10.52)
que pode ser convenientemente reorganizado como
Napy =
euow/\ { 2]€a + (kl + ]fQ)a
1\ s —m2] [kt k)2 =]
+ Qka + (kl + kS)a }
(k4 k1)? —m?][(k + k3)? — m?]
Epav m2 2 2(k + k1)a
T { 2™ = (e = b e =] [0+ R — ] (6 % Bo)? — ]
+ (kl - kB)a
[(k+k1)? —m?][(k + k3)? — m?]
(kl - k2)a
T T = w2 [( + k) — ] } | (10:53)

Os primeiros dois termos contém agora, toda a divergéncia linear e o cardter ambiguo dos momentos
arbitrdrios das linhas internas. Dada a identidade (10.45) espera-se que tais termos estejam relacionados

a funcgoes de dois pontos SV. De fato é fécil verificar que

T 1 1
WrH)—m "+ k) —m|

Depois da integragao no momento k, o lado direito pode ser identificado com a fungao de dois pontos

2k + (ki +kj)a

b+ k)P —m2 [k + k)2 —m?]

4m

(10.54)

definida em (10.35). O aspecto importante envolvido reside no fato que as pegas indefinidas presentes
na amplitude AVV estao ligadas ao valor da amplitude fisica SV. Consequentemente, podemos usar
os eventuais vinculos fisicos, a serem impostos a amplitude SV para nos guiar na tomada de escolhas
consistentes para as arbitrariedades correspondentes presentes na amplitude AVV. Assim nfo parece
razodvel assumir o valor zero para a estrutura matematica SV quando estamos lidando com o problema
SVV e, para estruturas matemadticas idénticas, atribuir um valor nao-nulo quando estamos querendo
justificar a anomalia AV'V. Depois destas importantes consideragoes, torna-se muito claro que um ponto
de vista alternativo para o problema deve ser procurado. A fim de construi-lo notamos primeiramente
que as equagoes (10.46)-(10.48) ndo implicam na eliminac¢do das anomalias pela escolha de Al7=0. De
fato, a origem da anomalia triangular esté ligada ao decaimento do pion neutro através do paradoxo de
Sutherland-Veltman. Segundo o paradoxo, existem quatro propriedades a serem satisfeitas pela amplitude

AVV. Trés delas sao precisamente as identidades de Ward que nés consideramos e a quarta propriedade

TA—>VV

¢ o limite cinemadtico : limg, o gx A

= 0, que esta relacionado ao decaimento do pion. As manipu-
lagoes efetuadas até as equagoes (10.46)-(10.48) nos permitem verificar simultaneamente todos os quatro
ingredientes. Somente o cdlculo explicito pode nos mostrar todas elas. Entdo, seguindo este ponto de

vista, temos que primeiramente explicitar as fungoes de trés pontos e a seguir, verificar as identidades de
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Ward e o limite cinemadtico. Os resultados correspondentes sao

(ks — k1), TN = (ks — k1), Ta

( ) evpre (ks — k)¢ (k2 — k1),
(b — ko), TV = — k), Ty

( ) enpre (k1 — k) (ks — k2) g
(ks — ko), T, = (ks — ka) T

( ) é‘ugyﬁ kg — kl) (k‘g — k‘1)5 [2m2£00] y

(k1 — ko), T3VY = dm(ky — k2)o N

ppy

(ks — k1), T2VV = dm(ks — k1)alaw-

p

(10.55)

(10.56)

(10.57)

(10.58)

(10.59)

Agora, se adotamos o mesmo ponto de vista para ambos os problemas, i.e., AZ‘;Q = 0, o que implica em

assumir Tlfv = T4V =0, obtemos
(k1 — ko), T =0,
(ks — k1), T2 " =0,
7
(k)g - k‘l) /{LL‘I//V = <87T2> EvBAE (/{ig - kl)g (kg - kl)ﬁ
)
(k1 — ko), TSN = (W) Eppre (k3 — k1)e (k2 — k1)g
€
(ks — ko), T3, = —2mi {T))V

A inclusao do canal cruzado nos da

TS—»VV - 0
! mS—VV
P, TS, =0
A—-VV .
PuT 3w = < i 2> EvpAePED)s
A—-VV i
P T5 0 = < e 2> EnBAEPED

A , -
P+, T " —2mi {T,~"Y

(10.60)

(10.61)

(10.62)

(10.63)

(10.64)

(10.65)

(10.66)

(10.67)

(10.68)

(10.69)

Entao torna-se claro o que nds queremos dizer sobre o problema. As identidades de Ward para a ampli-

tude SVV sdo satisfeitas, como deveriam ser, e aquelas correspondentes a amplitude AV'V apresentam-se

violadas. Os termos violadores podem ser relacionados a situagdo cinemédtica da amplitude AVV. Noés
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podemos escrever as identidades de Ward como

(ks — k1), T = (ks — k1), T, (0) (10.70)
(k1 — k), TS0 = (k1 —ka),, TS, (0) (10.71)
(ks — ko) T50Y = —2mi {TV}. (10.72)
onde
T3, (0) = (8;2) Euvag [(ks — k) — (k1 — kg)ﬁ] : (10.73)

que é o termo andémalo. As expressdes acima refletem agora o que esperdvamos para o fenomeno de
anomalia. A amplitude AVV calculada viola trés propriedades de simetria. O cardter fundamental do
fenomeno reside no fato de que nao existe nenhuma dependéncia na regularizagao especifica que venhamos
eventualmente a usar. A violacao da simetria envolvida representa um tipo particular de arbitrariedade:
uma vez que nao ¢é possivel satisfazer simultdneamente todas as propriedades de simetria, ¢ completamente
justificdvel tomar a melhor escolha por razdes fisicas. E evidente que devemos escolher o que é exigido pela
fenomenologia. Isto significa escolher a expressao para a amplitude triangular com um comportamento

de baixa energia correto ou fazer a redefinigao

(T3 (0.)) e = T (00') = T3,V (0) (10.74)
onde
Tfﬁvv(o) <4 2) EpvAE [P@ - Pg] (10.75)

Consequentemente, nés obtemos para a amplitude fisica AVV

P (T )y = 0 (10.76)
o (T/C;V‘/)phy 0 (10.77)
o) Ty, = 2T () s 7). 079

Note que, com a redefinicao imposta por razoes fenomenoldgicas, as identidades vetoriais sao agora
preservadas na amplitude AVV. Isto é diferente da argumentacao usual que é a redefini¢do da ampli-
tude calculada a fim de recuperar a simetria de “Gauge” U(1). A origem das violagbes ndo estd nos
ingredientes que sao exclusivos da aproximacao perturbativa como as divergéncias e ambigiiidades sao.
Nenhuma regularizagao pode impedir a violagao de no minimo uma das quatro propriedades de simetria
porque os termos violadores surgem da parte finita da amplitude. Os pontos mais importantes da con-
clus@o sao: a) Relativo as ambigiiidades: elas ndo podem desempenhar qualquer papel relevante em uma
interpretagao consistente das amplitudes fisicas perturbativas. Qualquer resultado para um célculo per-
turbativo que exiba dependéncia nas arbitrariedades envolvidas nao pode ser levado a sério. b) Relativo
as reqularizacdes: é possivel resumir tudo o que nés temos a dizer sobre elas em uma tnica frase: se o
método é consistente nao é necessario explicitd-lo em nenhum lugar de modo que nenhum papel é deixado
para ser desempenhado, também para tais ferramentas. Estas conclusoes devem ser muito importantes
para as discussoes de muitos problemas e controvérsias estabelecidas recentemente na literatura onde as

ambigiiidades sao chamadas a desempenhar papéis relevantes.
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Capitulo 11

Conclusoes e perspectivas

Ao longo do presente trabalho, desenvolvemos uma investigacao extremamente detalhada a respeito
do tratamento das divergéncias tipicas das solugoes perturbativas de TQC’s, no contexto especifico de
dois problemas emblematicos desta natureza: a QED ao nivel um “loop” e a anomalia AVV. Para tal
fizemos uso de uma estratégia, recentemente proposta, alternativa aos métodos de regularizacao. No
contexto desta estratégia de cdlculo as arbitrariedades intrinsecas aos cédlculos perturbativos sao preser-
vadas no sentido que as escolhas para os rétulos para os momentos das linhas internas dos diagramas
contendo “loops” s@o assumidas as mais gerais possiveis e nenhum passo intermedidrio é feito assumindo
qualquer forma especifica de regularizacao. Apenas é admitido a presenca implicita de uma distribuicao
regularizadora e, propriedades muito gerais, indispenséveis a qualquer regularizagao, sao assumidas. Com
isso tornou-se possivel investigar os aspectos essenciais e relevantes na construcao de um método con-
sistente para as necessdrias manipulagoes e cdlculos envolvidos. Este tipo investigacao é, portanto, de
modo inverso ao usualmente feito neste contexto onde é inicialmente proposto um método e investigado
por exaustao a possivel consisténcia. Nas investigagoes efetuadas as quantidades divergentes relevantes
sao mantidas do modo como surgem nos cdlculos e, pode-se entao, questionar sobre quais valores devem
ser assumidos por tais quantidades a fim de que resultados consistentes possam ser obtidos. Devido a
isso uma clara e transparente interpretacdo se tornou possivel. A fim de que todas as amplitudes da
EDQ sejam avaliadas de modo nao ambiguo e preservando todas as simetrias pertinentes a elas ditadas
por principios gerais de TQC, ou pela invariancia de gauge, especifica da EDQ, nao é necessario o cél-
culo propriamente dito de integrais divergentes mas apenas a adogao de uma regularizagdo pertencente
a uma classe geral de regularizagoes, dita de primeira classe, que por definicao é aquela que satisfaz as
denominadas RC. Estas condigoes implicam automaticamente na eliminacao de todas as ambigiiidades e
na preservagao de todas as simetrias da EDQ. O objeto divergente restante nao necessita ser explicitado
para os propdésitos de renormalizagao e pode ser mantido exato o que é de crucial importancia quando sao
envolvidos cdlculos com mais de um “loop” onde devem ocorrer cancelamentos entre termos divergentes
cujos coeficientes sao fungoes dos momentos. Um aspecto importante neste contexto é a clara explicagao

das razoes essencias da consisténcia de dois métodos bem sucedidos na EDQ, a RD e a RCPV, o que
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pode ser resumido de modo simples: ambos pertencem a mesma classe de regularizacoes, aquela que
satisfaz as RC’s. Neste estdgio das investigagoes merece ainda destaque a sistematizagao introduzida
para as partes finitas das integrais de Feynman que é parte integrante e importante do método utilizado.
E possivel efetuar todos os célculos, investigar o comportamento de amplitudes fisicas em limites especi-
ficos de interesse, verificar identidades de Ward e efetuar a renormalizagao, entre outras coisas, apenas
com o conhecimento de tais fungoes e suas propriedades. Um dos aspectos importantes relacionados a
isso, ao que foi dado um tratamento secunddrio neste trabalho e merece estudos mais detalhados, é a
questao das divergéncias infravermelhas nas teorias de “gauge” em geral e particularmente na EDQ. O
estudo cuidadoso das funcoes definidas no capitulo 4 no limite infravermelho pode esclarecer de modo
definitivo os mecanismos através dos quais ocorrem os cancelamentos necessdrios para livrar as teorias de
“gauge” destas divergéncias incomodas. Estudos neste sentido ja se encontram em andamento. Por fim,
para encerrar os comentdrios relativos a EDQ), ressaltamos a forma final obtida para a renormalizagao.
Uma vez que nao foi calculado o objeto divergente bésico logaritimico, nenhuma expansao ou limite foi
necessdrio ser efetuado. Com isso as propriedades das quantidades renormalizadas s@o mantidas exatas
e intactas. E imediato perceber a independéncia da forma matemdtica das quantidades renormalizadas
quanto & escolha do ponto de renormalizagao. Ainda mais transparéncia seria obtida se todos os cédlculos
tivessem sido feitos adotando-se uma escolha arbitréria para a escala comum as partes divergentes e
finitas de acordo com a breve discussdo feita no capitulo 6 por ocasido do tratamento das divergéncias
infravermelhas. Poderfamos ter obtido expressoes onde os objetos divergentes (Ijog no caso da EDQ) e
as fungoes representando a parte finita das amplitudes estariam escritas em termos de uma escala co-
mum e arbitrdria permitindo a definicao das quantidades renormalizadas em uma escala qualquer, como
deveria ser. Os aspectos relacionados a questao da arbitraridade e as possiveis ambigiiidades de escala
relacionadas, estao entre os mais importantes ingredientes implementados pela estratégia de cdlculo que
adotamos. Tais ingredientes nao aparecem no contexto dos métodos usuais de regularizagao e podem ser
de grande utilidade para conduzir investigagoes a respeito do comportamento assintético das teorias ou
em regimes especificos de teorias que envolvem particulas constituintes com massa diferindo em ordens
de grandeza como ¢ o caso da Cromodinamica Quantica (QCD). Para o caso especifico da QCD tam-
bém pode ser de extrema utilidade a possibilidade de o método permitir o tratamento simultdneo das
divergéncias ultravioletas e infravermelhas, o que, como é bem conhecido, é de dificil implementagao em
métodos tradicionais de regularizagao.

Ap6s concluir o tratamento da EDQ nos voltamos para o um dos problemas mais sutis, intrigantes,
interessantes e cruciais de TQC’s, que é a questao das anomalias, aqui representado pela amplitude AVV.
E sabido que néo se conhece de modo razodvel uma teoria se suas anomalias ndo forem completamente
conhecidas. A questao relacionada a isso no que diz respeito a consisténcia no cédlculo perturbativo é a
universalidade. Nos dias atuais o método mais popular e conveniente de regularizacao é, sem duvidas,
a RD cujo ingrediente essencial é a continuacao analitica, ou seja, a hipétese de que as amplitudes sao
funcoes analiticas da dimensao espago-temporal. Isto implica que todos os ingredientes mateméticos e

suas dlgebras devem ser extendidos para dimensao continua e complexa. Evidentemente que existem
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objetos que sao tipicos de uma dimensao especifica e a generalizacao destes e suas dlgebras nao é possivel
como é o caso da matriz 5 em dimensao D=3+1. Tais objetos sao essencias na implementacgao de teorias
com campos de férmions interagindo com a mediagao de bésons de paridade negativa. Isto gera no cdlculo
perturbativo funges de Green fermionicas com operadores axiais-vetores e pseudo-escalares precisamente
aqueles envolvidos nas amplitudes anomalas. Devido a isto a RD nao se aplica de modo natural e se
torna necessdrio o desenvolvimento de regras particulares para cada dimensao espago-temporal ou a
utilizagdo de outras prescrigoes para o tratamento de tais amplitudes. Com o propdsito de questionar
tais procedimentos, nos dois 1ltimos capitulos relatamos uma investigagao neste contexto envolvendo a
amplitude anomala AVV cuja fenomenologia associada é bem conhecida e desempenha papel importante
na formulagao do modelo padrao. Primeiro, no capitulo 9 , mostramos que a prescrigao tradicional
utilizada na literatura para o estabelecimento da anomalia AVV estd fundamentada em interpretacoes
inconsistentes para os objetos divergentes envolvidos. Se a referida interpretacao fosse utilizada para
o tratamento de outras amplitudes da teoria, para o que nao existem restrigoes, os resultados obtidos
seriam inconsistentes e incompativeis com aqueles obtidos pela RD que é adotada para o tratamento das
amplitudes da teoria que nao envolvem um nimero impar de matrizes v5. Com esta conclusao clara
e transparente nos propomos a mostrar, no capitulo 10, que a estratégia utilizada para o tratamento
consistente da EDQ fornece automaticamente os resultados esperados para as amplitudes anémalas mesmo
estas sendo automaticamente livres das ambigiiidades que sao os ingredientes utilizados pela prescricao
tradicional. Com isso atribuimos credibilidade e estabelecemos o cardter universal do método. Isto
implica que a estratégia de cédlculo possui a propriedade de nao apenas descrever anomalias conhecidas e
tratar consistentemente amplitudes nao anémalas com uma tnica prescricao mas também a capacidade
de estabelecer a existéncia de anomalias nao conhecidas ou nao relacionadas a fenomenologias conhecidas.
Este é o caso das anomalias associadas a densidades fermionicas tensoriais onde os métodos da dlgebra de
correntes nao sao capazes de estabelecer as identidades de Ward que devem ser obedecidas ou violadas e
o préprio método de cédlculo tem de assumir as duas tarefas estabelecer e verificar as relacoes de simetria
[32].

Por fim, podemos considerar os aspectos dimensionais do calculo perturbativo tao importantes em
diversos contextos fenomenolégicos mas particularmente naquele das teorias supersimétricas. A estratégia
que adotamos nas investigagoes efetuadas neste trabalho pode ser aplicada em teorias formuladas em
qualquer dimensao espaco-temporal previamente escolhida de modo igual. Em dimensoes pares temos a
possibilidade de tratar todas as amplitudes com uma unica prescrigao e determinar quais amplitudes sao
de fato anomalas [33]. Em teorias com dimensdes impares a geracao dindmica de massa para o béson de
“gauge” pode ser investigado sem o uso explicito de regularizagoes permitindo uma descrigao clara destes
mecanismos [34]. Por fim, entre outras possibilidades claras, estd a determinagao de formas universais para
as amplitudes correspondentes a um processo fisico qualquer com as extensoes dimensionais das fungoes
definidas para representar as partes finitas das integrais de Feynman. Ainda que as amplitudes pertengam

a teorias nao renormalizdveis elas terao suas simetrias preservadas e serao livres de ambigiiidades.
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Apéndice A

Algebra das Matrizes de Dirac

Na formulagao da mecéanica quantica relativistica para uma particula de spin % surgem naturalmente
as matrizes de Dirac. Estas obedecem a uma dlgebra especifica nao comutativa e, desempenham um papel
importante nas solugoes perturbativas de TQC’s, pois aparecem no desenvolvimento das amplitudes
fisicas. Por esta razao, se faz necessiario o conhecimento da dlgebra obedecida por tais matrizes, bem
como, o desenvolvimento de algumas identidades tteis envolvendo estas a fim de proceder convenientes
manipulagoes nas expressoes para as amplitudes a partir das formas ditadas para elas a partir das regras
de Feynman. Neste apéndice faremos uma apresentacao das matrizes v de Dirac e, estabeleceremos os
resultados que serao necessdrios ao longo dos capitulos que decorrem das propriedades destas.

Inicialmente consideremos uma representagao para as matrizes v* = (7%,7',7%,~4*). Podemos adotar

10 0 O 0 0 0 1
01 0 O o 0 1 0
7’ = v =
0 0 -1 0 0 -1 0 O
00 0 -1 -1 0 0 0
(A1)
0 0 0 —g 0 0 1 0
0 0 ¢ O 0 0 0 -1
’}/2 = ’}/3 =
0 ¢« 0 O -1 0 0 O
- 0 0 0 0 1 0 O
As matrizes definidas acima satisfazem & algebra
YoVt VY = 2001, (A.2)
onde [ é a matriz identidade. Definimos ainda a matriz 5 como
Y5 = 1707172735 (A.3)
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que fica

0 0 0 1
= 0 010
10 0 0
0 1 0O
e 0y, como
i
v =5 [V = V]
Assim teremos as propriedades
Y =4,
VoY = =2,
'nguz/'yp = 0,
V5Vs = Ia
7;1,,75 = 757#
e
YpOur = —1 (5up'7u = 0pu Y — 5#!//)070'75) .

A contragao de matrizes v com quadrivetores, representado por

A=A,
leva a identidades tais como:
AB+BA = 24.B,
VH‘A + A’Yﬂ = 2AM7
7#‘7/4$7N = 4A- B,
Vv, = 24
e
E interessante considerar também os tracos envolvendo matrizes . Teremos
(’yu) = 0
Tr ('yufyl,) = 0uTr(I) =40,
Tr (v 17,) = 0,
Tr (’YILL’YDFYQ’YB) = 4 (JILBCSVOZ - 5/La6y6 + 5/1,y5a[3) 3
Tr (FYH’}/erera’}/,B) = Oa
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Tr (’7/\704’7#'7671/’7;)) = 4 {(6(11/5/1,5 - 50465;1,1/ + 5(1”661/) 6p)\
(0and up 6>\B§#V + 5)\#551/) 5pa

(5)\u af — 5)\[3604u + 6Ao¢5[3u) 5

(BavBap — Oxpbow + Srabpuw) B3
(5)\[36134“ Opdas + 0xa0us) Opu}, (A.23)
Tr(ys) = 0, (A.24)
Tr(vsv,) = 0, (A.25)
Tr(vs77.) = 0, (A.26)
Tr (vs7%78) = O, (A.27)
Tr (Vs Ya8) = 4€uupos (A.28)
Tr (V57,7 YaV87,) = 0 (A.29)

€
Tr (V57,0 Y Yo da ) = A{0uEporr — OupEvore + OupEpons

+oxEpvpr — Oor€uvpr + OrrEpvpo ) - (A.30)

Podemos construir matrizes obedecendo a algebra indicada em (A.2) em qualquer dimensao previa-
mente escolhida. Em dimensoes pares os resultados abtidos acima sao essencialmente idénticos exceto

pelo fator vindo do trago da matriz unidade.
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Apéndice B

Parametrizacao de Feynman

Ao fazermos uso do cédlculo perturbativo para as amplitudes fisicas nos deparamos com as chamadas
integrais de Feynman. Tais integrais sao em geral complicadas e trabalhosas. Uma técnica muito 1til na
solucao de integrais de Feynman é o que chamamos de Parametrizacio de Feynman. Podemos afirmar
que a técnica é a primeira etapa na solugdo de integrais de Feynman. A parametrizacao possibilita
uma reorganizagao dos integrandos a fim de simplificar a integragao permitindo colocar as integrais de
Feynman em uma forma genérica, o que simplifica a integracdo nos momentos. A estratégia consiste em

utilizar identidades para reescrever os integrandos. A mais simples destas identidades é a seguinte:

1 ! dz
ab 7/0 [(b—a)z+a]* e

Entretanto todas as identidades estao contidas numa expressao geral. Todas as formas de interesse

podem ser obtidas a partir da relagao

1 S(1-=S""
—=(n— 1)!/dx1 /dx2 ..... /dxn ( iz %) =. (B.2)
aias.....ap, [a121 + agzs + ..... + anxy)]

Os a}s que aparecem na expressdo podem ser, e geralmente sdo, propagadores das particulas corre-

spondentes as linhas internas do diagrama considerado, ao qual estd associada a integral que se deseja
calcular. Estes propagadores podem aparecer repetidos nas integrais. Quando isto acontecer, para obter
a identidade necessdria a parametrizagao basta que derivemos a expressao acima em relagao ao paradmetro

que aparece repetido. Com isto temos por exemplo,

1 S(1-=-S""1
= n!/dml/dxg ..... /dxn U= 2 i) —. (B.3)
ayas..... [¢2% [alml + asxs + ..... + anxn]

Para o cédlculo das integrais de Feynman necessédrias para o estudo da EletrodinAmica Quéntica sao
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titeis as seguintes identidades

1 ! d
1 / G (B.4)
ab —a)z+a]’
(1—-2)d
P / 2)ds 3 (B.5)
a’b (b—a)z+ a]
1 Yo(1-2)%d
Y ettt (B.6)
a’b o [(b—a)z+a]
1 (1-2)3
EE 4/ 2)3%dz N (B.7)
a*b o [(b—a)z+ a]
1 ! - d
L 2/ dz/ Y -, (B.8)
abe 0 0 c—az+(b—a)y+a]
1 ! 1=z (1—y—2)d
= 6/dz/ Ay (B.9)
abe 0 0 c—az+(b—a)y+a]
1 ! 1=z (1—y—2)2d
= 12/ dz/ 2)"dy -, (B.10)
a’be 0 0 c—az+(b—a)y+a]
1 1 11—z 1-y—=z d
= 6/ dz/ dy/ ° 7 (B.11)
abed 0 0 0 [(c—a)z+ (b—a)y+ (d—a)z + d]
¢ 1 1 1
1 : v l—y—z—x)d
_ :24/ dz/ dy/ (U—y=z-w)de . (B.12)
a?bed 0 0 0 [(c—a)z+ (b—a)y+ (d —a)x + d]
Para ilustrar o uso da técnica consideremos uma tipica integral de Feynman:
d'k k2 + 2k - ko)’
I :/ . G 2)2 . (B.13)
Cm)" (k2 — m2)3 [(k + ky)? — m2|

Observe que no denominador da integral I{, temos um termo entre parenteses elevado ao cubo e outro

termo entre colchetes elevado a poténcia um. Podemos identificar o primeiro termo como a® e o segundo
como b. Com isso vamos parametrizar por:
1 Lo(1-2)%d
— = 3/ (;)/24 (B.14)
@~ " Jo [(b—a)z+d]
isto é, adotamos
a=(k*—m?) (B.15)
e
b= (k+ ky)® —m?>. (B.16)
Entao,
[(b—a)z+a] = k* +2(ko2) - k + (k32 — m?). (B.17)

Se voltarmos para I{* obtemos:

o g [T g, [ Ak (K3 + 2k - ko)’
fi _3/0 (== /(27r)4 (k2 + 2 (ko2) - k + (k22 — m2)]* (B.18)

Agora notamos que a estrutura que aparece no denominador do integrando,

1
(k2 + 2 (koz) - k + (k32 —m2)]’

(B.19)
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que pode ser escrita na forma
1

k2 +2Q - k+—-H?’

é a forma genérica na qual os integrandos das integrais de Feynman podem ser colocados apds a parame-

(B.20)

trizagao. Isto facilita e muito a integragdo nos momentos k.
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Apéndice C

Integracao Dimensional

No Apéndice B consideramos um recurso matemdtico para o tratamento de integrais de Feynman
e ilustramos a aplicacdo deste ao considerar uma destas integrais. A forma genérica para o integrando,
qualquer que seja a integral, sempre poderd ser a mesma. Assim, para calcular tais integrais, isto é,
integrar nos momentos, basta considerar as formas genéricas oferecidas pela parametrizagao de Feynman

/ Ak (1, Ky, ko, k2, Kk, -....)
2m)t [k2+2Q k- H?"

(C.1)

E possivel entretanto evitar esta multiplicidade de integrais, deduzindo um resultado geral do qual podem
ser extraidos todos os outros necessdrios. O cédlculo de integrais de Feynman torna-se enormemente
facilitado através desta sistemdtica. Trata-se da extensao n = m 4+ 1-dimensional, da forma genérica
das integrais nos momentos oferecida pela parametrizacao de Feynman. Tratando-se de um resultado de
grande utilidade, justifica-se a discuss@o com uma certa riqueza de detalhes.

Nos tomamos como ponto de partida a mais simples das integrais na forma oferecida pela parame-
trizagao de Feynman e definimos;

d*k 1
1Q) = / m) k2 +2Q k- H2* (©-2)

De inicio eliminamos o termo impar efetuando a mudanca

(K*+2Q - k—H* = [(k+Q)*—(Q*+ H?)]
= k7% - M2 (C.3)
onde definimos:
K =k+Q (C4)
e
M?*=Q*+ H?. (C.5)

Com isso a integral fica:

d*k’ 1
1Q) = [ G (C6)
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Agora, abandonando a linha em k, fazemos uma extensao para m + 1 = n dimensoes do espago dos

"k 1

momentos (tipo Minkowski);

Entao teremos:
d"k = dkodk,dks...... dk,, = dkod™k

k% =k — k2 (C.8)
k? = k% 4+ k3 + ... + k2,.
Assim I(Q,n) ficara:
1
I(Q,n) = /dmk/dko AR (C.9)
(12— (0 + 20172 ey

A integracdo em kg pode ser facilmente efetuada se nés identificamos, no plano complexo kg, os pélos

do integrando (figura. (C.1)).

‘hIﬂl(kD}
B 112 .
leg=—( B4 M2y +ig C
- Re(ky)

g 12 .
keg=—( B M?) * -ig

Fig. C.1.:Plano complezo k.
Com o contorno C' escolhido, a integral de f(ko);

1

= C.10
(k= [0+ 222 =]} (€40

f ko) =

se anula. Observemos ainda que f(kg) cai abruptamente com ko grande (tanto quanto « > 1). Isto é:

lim [f (ko)] =~ -5 (C.11)

ko—o0 k,ga
Entao a contribuicao sobre o contorno circular C' se anula e apenas restam as contribuicoes sobre os

eixos. Fazemos a conveniente mudanca de varidvel
ko — Z‘]Cm_;'_l, (012)

com kp, 11 real. Com isso a integral em kg fica

+i00 +o0
[ kot o) =i [ s £ (i), (C13)

—100 —o0
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/+ioo dko f (kO) = i/+oc A1 NEE (014)
—i00 —o0 |:<ikm+1>2 _ ((K2 + M2)1/2 _ ie) :|

+i00 “+o0
/ dkof (ko) =i (=1)* / k1 : (C.15)

—ioo oo [KZ 1 + K2 +ie]”

Isto quer dizer que passamos, na pratica, para um espago euclideano n-dimensional

k> =k + k3 + .+ k2 (C.16)

A relaga@o entre as integrais nos dois espagos é dada por:

d"k 1 d”k 1
= (=1)"% . c.17
S, i G RE (47
Agora expressamos o espaco euclideano n-dimensional em coordenadas polares;

k1 = ksenf,,senb,,_1.....senflosend;

ko = ksenf,,senb,,_1.....senbflocosl;

(C.18)

kmt1 = kcosOyy,.

O elemento de volume serd dado por:

e’} 27 T T
/d"k :/ kmdk/ 91/ senlaydfs.......... / sen™10,,d0,,. (C.19)
0 0 0 0

A integral nos momentos fica, com isso, na forma:

I(Q,n) = (1)%‘/0% 6, /Ow senfladfs.......... /OW sen™ 10,,d0,, /OOO m. (C.20)

J4 que o integrando somente depende de k2, podemos integrar nos angulos. Para tal tomamos auxilio
nos resultados: _ . (l) . (LH)

i) /0 sen™0df = W, (C.21)

ii)T (;) =T (C.22)

27 T ™ T
/ d01/ sen02d92/ sen?05d0s;...... / sen™ 10,,d0,, =
0 0 0 0

[F(é)F(H%) lf(é)F(lH)

Deste modo:

L(1+1) r(1+43)

1
L (m5+)
.............. RO
Emt/m)" (C.24)

(C.23)
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ou seja, obtivemos:

/dezi(ET;).

Voltando com este resultado para a integral:

+

m+1 m—1

(—1)~%i(r) ™5 = d?

' (k)
(Q? ) (27T)m+11—‘(m;1)/0 (k2_|_M2)oz’

a qual, usando a expressao para a fungao Beta de Euler, fornece:

D) (T (- (25))
I(Q7 )_ (27r)m+11‘ (TJFl) (M2)a*(m;— )F(a)
Com m +1 = n, fica: —aj
rQum = —— Ve d)

ou ainda:

1(Q,n) =

(1) (o= 3)
(4m)"/2T () (M)~

A forma da expressao justifica a defini¢ao:
n = 2w,

que entao nos fornecera:
il'(a—w)

I(Q,UJ) = (47T)WF(04)(—Q2 — Hz)a—w’

(C.25)

(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)

(C.31)

que é o resultado desejado. A presenga da func¢do I'(a — w) nos diz que o resultado obtido é valido para

a > w, ou seja, para integrais finitas. As demais formas genéricas que aparecem em (C.1) podem ser

obtidas a partir desta. Por exemplo, se desejamos calcular:

dZwk kL
IH(Q7 Qw) = / (271_)20.1 (k2 + 2Q ~lk — H2)a7

primeiro derivamos o lado esquerdo I(Q,2w) em relagdo ao momento externo Q,;

d d*k 1 d*k k
dQ, {/ (2m)%@ (k2 +2Q - k — H?)~ } - —2a/ (2m)* (k2 +2Q - l:— H2)at1l”

A seguir derivamos o lado direito de (C.29),

s () ) = (o) ot

Deste modo, igualando ambos os lados, teremos:

/d2“’k ky _ < i )( ) (a - w)(a—w)(QM)
(2m)* (k2 +2Q - k — H?)o+! (4m) ) al() — H2Jemet

. _ voz ) o :
Definindo o/ = a + 1, uma vez que « ¢ arbitrério, temos

/d?% by :< i ) (D)0 ~w)Q,
@m) (2 +2Q -k~ HY)e  \(dm)° ) T(a)[-Q? — B2
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_ ( i > ()l (a+1-w)Q,
(4m)* ) T(a +1)[-Q* — H2]omwtt’

(C.32)

(C.33)

(C.34)

(C.35)

(C.36)



Repetindo este procedimento podemos obter todas as outras integrais necessdrias para os cédlculos de

amplitudes. Uma vez que estamos tratando aqui de integrais finitas, w pode ser tomado na dimensao

fisica w = 2 nos resultados.

A seguir apresentamos os resultados para integrais comumente encontradas nos calculos de amplitudes

fisicas consideradas neste trabalho.

)r R

) I'a — W)Qu
I‘ H2]a w

d*k 1
/ (2m)2 (k* +2Q - k — H?)*

= (i
[ G = (o

axk; Kk, B QMQ,, w)
/ @m= (P +2Q-k—H)" < Hr( S
1
2

IMNa—w-1) }
" (a)[—Q% — H2Jo—w—1

[ommmrmr -~ (o) e me
L wlla-w-1) }

Ffa)[-Q7 — 2]

+ 0w

/ >k hukoka ( (=i ) [ Q@ Qul (0~ w)
2m)2 (2 +2Q-k—H2)>  \(4m)* ) |[T(a)[-Q2 — H2*—=
1 Na—w-1)

+ 5(6,11116205 + 5anu + 5auQu)1—\(a)[_Q2 _ Hg]aw1:|

/(d%)k (k2+2£2kk H2)e ( i) )[ QTQ&(“;Q]Q i

2w +2)QaT(a —w—1)
T T QR Hee T }
d2wk k,ukukozkﬁ o 1 Q#QanQﬁr(a — w)
/ (2m)* (k2 +2Q -k — H?)™ <(47T)“’> [F(a)[—Q2 — H?|o
b (B Qu@s + 8,:0@0Qs + 8,5Qu Qe+ 0,0Qu Qs
MNa—w-1
+6uﬁQ#Qa + 5aﬁQ#Qy) F(a)[_(g2 _wHQ](z_w—l +
1 IN'a—w—2
Z(éauégy + a0 + (5au5ﬁu) (a)[(gg WH2]3w2
Ak Kk kg B 2Qo‘QgF (o —w)
/(277)4(k2+2Q-k—H2)a = < w) T(a)[-Q? — H*v
3 (2w 4)@«1@/3 - 5aﬂQ2) Pla—w-1)
+ 2 F(Oé)[ H2]oz w—1 +
N 12w+ 2)8apT (@ —w — 2)]
Oé)[—Q2 _ H2]a7w72

183

(C.37)

(C.38)

(C.39)

(C.40)

(C.41)

(C.42)

(C.43)

(C.44)



/ d*k k* B < i > { QT (a — w)
Cmi (k2 +2Q - k—H2)  \(4m* ) |T(@)[-Q? — H2Jo—=
(2w +2)QT(a —w — 1)

Jr F(a)[_QZ _ H2]o¢—w—1
ww+ DI (a—w—2)
T Terer- H]}

E interessante notar que decorrem destes resultados as seguintes propriedades:

) dZwk 0 B
Z)/ (27T)4f(k )k, = zero

. dek y dZwk
”)/Wkukuf(kQ) = 92%/ (2m)2 k*f (k%)

d*k d*k

1
2
i) [ bbbk S (1) = 7)(9“59’””““95””“”9’3“)/ @n="

dw(w+1

(C.45)

(C.46)

(C.47)

(C.48)

Os resultados deduzidos acima sdo suficientes para a solu¢ao de todas as integrais de Feynman con-

sideradas no presente trabalho.
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Apéndice D

Calculo da funcao 2

Uma vez que todas as fungoes Z; podem ser reduzidas a Zj, consideramos neste apéndice o cdlculo
de forma explicita apenas da fungao Zj, definida por

PP2(1—2) + (AT - A3)z — AT
EEELEE,) o

1
Zo(N2 02, p? %) :/ dzIn
0

Um modo de efetuar a integracao, e obter a forma explicita desta funcao, é através da introducgao das

raizes do polinomio de segundo grau que estd no argumento do logaritmo. Fazemos

[PP2(1 = 2) + (A\] = A3)z = Af] = (—)p°(2 — @)(z = B), (D.2)
onde:
(2 + N2 = 23) 41/ (02 + A2 - 2)2 - andp?
o= o7 (D.3)
€
(P + A1 = 23) — \/(p2 + AT — A2 —4Aip?
5= o . (D.4)

As raizes a e [ satisfazem portanto as relagoes:

(P + A1 = \)

atp= (D.5)
(p% + AT — A3)? — 4xlp?
a—pf= \/ pe (D.6)
¢ 2
A
af = p—;. (D.7)

Das expressoes acima para as raizes a e 3 podemos perceber que certas combinagoes dos pardmetros
2 42 ~ . .
A} e A5 com os valores de p? resultardo em raizes a e 3 complexas. Em termos das rafzes a e 3 escrevemos

entao:

Zoi 2% — m(E /1 v
oA Appide) = {5 )+ | deln((z—a)(z— )
0
2

5
1n<§§>+/01dzln(z—a)+/01dz1n(z—ﬁ). (D.8)
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A partir do resultado simples

/Oldzln(z—a):[ln(l—a)—aln(a;1>—1], (D.9)

obtemos a forma

Zo(A2, 02, p% A2) = In (ig) + {ln(l Ca)(1-f) -2 {aln (O‘; 1) + Bl (,3;1)} } (D.10)

Utilizando as propriedades das raizes « e 8 temos:

In((1-a)(1-4)=In (%) (D.11)

p
n (7)< (5] -
:{(a—gﬁ)ln<a;16gl>+(a;ﬁ)ln<a;16ﬁl)} (D.12)

NS D NEIE
A

2p ;

e também:

VRN nbe (8o et e\ ]
n . .
In2
P (A3 A3 = p2) — /(02 + AT — A2)2 — andp?

Com isso podemos escrever a forma explicita da fungao ZO()\?7 ,\§,p2; )\3):

2 2 42 2
(p” + A1 — A3) ln(/\2>—|—2

2p? A2

Zo(A1 A3, p%03) = —{
1

V2 + A2 - andp?
2p?

X
(A A3 = p2) 4+ /(02 + AT — A2)2 — andp?

(A A3 = p2) — /(02 + AT — A2)2 — andp?

+

X In

(D.14)

A forma obtida para ZO()\%, /\3, p?; )\3) contém uma raiz quadrada de um polindmio de segundo grau
em p? em produto com um logaritmo. A parte imagindria da funcdo deve vir da combinacdo deste
produto em trés situacoes distintas. A fim de verificar isto inicialmente consideremos a raiz. Inicialmente

definimos

FOZ 3,02 = /(02 + X2 = 22 — 4X2p2, (D.15)
Notamos que

(P> + 27 — A3)% — 4% = [p? — (A +X02)2] [pP — (A1 — A2)?. (D.16)

Portanto temos trés representacoes para f ()\f, )\37 p?) de acordo com a regido de valores de p?:

e i)p? < (A — A\2)%. Neste caso:

FOTAZP%) = V(A = 22)2 = 2V (A1 + A2)? — 2. (D.17)
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e ii)(A\1 — A2)? < p? < (A1 + A2)? Aqui fica:

FOENE DY) =iv/p? — (A — 222V (M1 + A0)2 — p2. (D.18)

iii)p® > (A1 + A2)?. Nesta regido:

FOLN D) = VD% — (A 4+ 22)2Vp? — (A — A2)2 (D.19)

Agora consideramos o logaritmo. Definindo,

) <1 (X2 = p2) + /(02 + 42— 22)2 — anZp? 020)
=1In s .
(X2 = p2) — /(02 + 42— 22)2 — anZp?

notamos que o argumento do logaritmo pode ser reescrito numa forma mais conveniente. Por exemplo:

W42 =)~ 2 -t = [V T ) Ve P P)] (D)

e também:

[\/()\1 +2)2 = p2) + /(A1 — A2)2 —p2)r (D.22)

l\DM—l

(N 423 = p2) + 1/ (02 — N3+ 222 — 022 =

tal que temos trés representacoes para g()\f, )\g,p2):

i)Para p* < (A1 — A2)%:

VL A)? —p?+ /(A = X)) —p? } (D.23)

A2 p%) =2In
g\ 2p) {\//\1+)\2 —p2—\/()\1—>\2)2—

ii)Para ()\1 — )\2)2 < p2 < ()\1 + )\2)2:

VO + )2 —]?24'2'\/292—(/\1—)\2)2}7 (D.24)

g(AT, A3 p%) = 2In :
A VO A2 =P =i/ — (= ho)?

que pode ser também identificada com:

2 (i — \)2
g(\2, )3, p?) = i arctan il 0V ) . (D.25)
(A1 4+ A2)? — p?

iii)Para p? > (A1 + A2)?%:

VPP = (A= 2)2 + /02— (M + A2)?
\/pz — (O — A2 — \/pz “ g+ )2 } (D.26)

Com os resultados obtidos para f(\3, \3,p?) e g(A], A3, p?) n6s podemos explicitar o produto de ambas

g(A1 A3 p?) = QIH{

nas trés regioes consideradas. Definindo
h’()\?7)\§7p2) :f()\§7>\§7p2)g()\%7A§7p2)7 (D'27)
teremos as representagoes a seguir.

i)Para p* < (A1 — A2)2.
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Nesta regido de valores de p? temos:

hOALAS PP = 2¢O = 22)2 =2V ( + A2)? = p2 %
VL +A2)2 = p? + /(A1 — A2)? — p?
Xln{\/()\l +)\2)2 _p2_ \/(>\1 _)\2)2 —pz}. (D28)

ii)Para ()\1 — )\2)2 < p2 < ()\1 + /\2)2.

Neste caso temos a representagao:

h(AL,23,07) = ()4 (A + A2)% — p>V/p? — (A1 — Az)? arctan { 1(9;1(112); iQ; } (D.29)

iii)Para p* > (A1 + A2)%:

Nesta regiao teremos

h(AL A3 DY) = 2% — (A1 + XA2)2VP? — (A1 — A2)? X
xln{\/P2 — A=A+ VP2 — (M +)\2)2}
VD2 = (1 +22)2 = /% = (A = A2)?
+2im/p2 — (M1 + X2)2/P% — (A1 — Xa)2. (D.30)

Em termos da funcdo h(\2, A3, p?) podemos escrever Z(A7, A3, p?; A3) numa forma bastante simles e
compacta: , , \ Y
P*+ A=A, (A h(A1, A3, %)
Zo(Af,Ag,pQ;Ai):(—){zggzln 3 +2+% . (D.31)

1
Repetindo o procedimento podemos igualmente obter:

2 2 2
2 42 2.2 (p°+A1—Ay) 1
Z1(M,A5,p%5A3) = (){ngJFQJF
0PN = 05) -2 S
p* A2
2 2 2
p°+ A — A
SRR 08 0 | (D.32)
e também
P+ =) | 2
Zo(AL A3, 0% 03) = (—){6;22+9 +
0P AT =207 2207
3pt
LN X)) [P AT - NP - 3AY] (NS
2p? 3pt A
242 A2 - a2
e e (D.3)

Podemos entdo perceber importantes caracteristicas das funges Zi, (A7, A3, p%; A3):

e As fungoes desenvolvem uma parte complexa para p? > (A1 + A2)?. Desta forma, para k = 0,

VP2 — (M1 +A2)2/p2 — (M1 — A2)?
2p? ’

Im[Zo(A1, 05, 0%; A3)] = 270 (p° — (A1 + A2)?) (D.34)

Para valores crescentes de k a forma acima aparecerd multiplicada por um polinémio, bem com-

portado, cuja ordem cresce com o valor de k.
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A parte imagindria das fungoes surge no ponto p? = (A\; + A2)? a partir do valor zero.
As funcdes Zi, (A3, A3, p?; \3) sdo continuas em ambos os pontos p> = (A — X2)? e p? = (A1 + Xo)2.
A derivada de Zi (A2, \2,p?; \2) ¢ indefinida no ponto p® = (A; 4 X2)2.

As funcoes sdo bem comportadas em p? = 0, ainda que ndo o sejam termo a termo. Isto recomenda

cuidados na tomada de valores préximos a p* = 0.
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Apéndice E

Calculo da funcao Y]

Ainda que existam relacoes entre as funcoes Z; s com as funcoes Y/s, é interessante considerarmos
k k2>

formas explicitas destas fungoes devido ao papel que desempenham na discussao de alguns aspectos

importantes das amplitudes envolvendo o termo dependente do parametro de “gauge” do propagador do

féton na EDQ. Assim consideremos o calculo

1
dz (1 —=z)
Yo(AT, 45,075 0%) = (=N / ,
0(AL 22,055 %) = (=X | [P?2(1 = 2) + (AT — A3)z — A]]

que pode ser escrita como

Aot dz(1-2)
VoL pEN) =5 | ———
0( 1A, D5 ) p2/0 (z—oz)(z—ﬁ)’

onde « e (§ sdo as ja conhecidas raizes do polinémio. Colocando noutra forma

DU | Ldz(1 - 2) Ldz(1 - 2)
Yo(A2, 02, p% 0% = & {/ f/ }
oA 2P ) pPa=3 1L (-a o (2-08)
Agora utilizando as relagoes:
/1 dz { (a—l)}
= |In
0 (z—a) a

sl ()

teremos:

2
YE)()\%,)\g,pQQ/\2) _ ;Q{aiﬂ{ln(aa_l>_ln<ﬁﬁ_l>:| +
s (U)o (5]

Repetindo o procedimento utilizado no caso da fungao Z; (Apéndice D), obtemos

Az Al
Vo7 %) = 2 {in (5 + 07 =2+ )
2

g(\], A3, p?) } .
FOT A3, p2)
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De modo semelhante

N (A -23) (A
V2 A2 20 = Al o A A
1( 1,72, P ) p2 + 2p2 " )\g
L8 A0 = X+ ) + 228 9N 23, °) } (E.8)
2p2 f()\?» )‘57192)
e também
N1 (A=A
Va2 02 202 = A [l T HA A
2( 1,72, P35 ) p2 2 p2
L[PG @A M) AT
2 2" S Y
(@M= PN X
2]92 1 2p4
L3P - A%)ﬁ] 9T, A3, p%) } _ (E.9)
22 FOAL A3, p?)

. PP ~ 2 42 2
Das formas acima podemos observar caracterfsticas importantes para as funcdes Y3 (A7, A3, p%; A%):

e As fungbes possuem uma parte imagindria. Para k = 0, por exemplo

e P’/ = (a + )2 — (= A0)?

cujo coeficiente torna-se um polindmio de ordem crescente com o valor de k.

e As fungdes sdo contfnuas no ponto p? = (A1 — A2)?, mas sao descontinuas no ponto p? = (A\; + X2)2.

O valor destas fungoes neste tltimo ponto nao esté definido.

e A parte imagindria destas funcoes surge no ponto p?> = (A; + A\2)? a partir de um valor infinito

(indefindo).

e As funcdes sdo bem comportadas em p? = 0, ainda que nao o sejam termo a termo. A convergéncia

torna-se dificultada a medida que k& aumenta.

Das expressoes obtidas podem ser estabelecidas relagdes envolvendo as funcgoes Y; com outras de

valores menores de k. Como tal

2 2 2 2
+AT—A A
Yl()‘%,)‘gvp2;>‘2) = (p 21)12 2)[Y0()‘§7>‘37p27)‘2)] + 2p2 [ZO()‘i)‘;pz;)‘Q)} (Ell)

(P2 + A - X))
2p?
A2 2,2 2 2,2 2
7?[Z0()‘17>‘2ap2;)‘ ) - 2Z1()\1,)\2,p2;/\ )] (E~12)

Va3 p% ) = V(A3 25,7 07)]

Esta ultima pode ser reescrita pela eliminacao de Y; em favor de Yj e pela eliminacao de Z; em favor

de Zo.
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Apéndice F

Reducao da funcao &

No capftulo 4 apresentamos uma série de relagoes e propriedades entre as fungdes &, (¢%, p*; m?).
Tais relagoes sao muito tteis, por exemplo, no estudo das relagoes entre fungoes de Green. Para chegarmos
. . 4 s ~ / / !
a tais propriedades é necessédrio que fagamos a redugdo de £'s com m + n para m’ + n’ menores. Vamos
considerar neste apéndice o desenvolvimento explicito de uma destas redugoes.
Consideremos inicialmente a definigao

1 1—=z
2,2, 2\ _ Yy
by Y T e -y

onde:
Qly,2) =p’y(1—y) +*2(1 — 2) + —2(p- @) yz — m”. (F.2)

Notamos inicialmente que

S Q2] =P - 20) 20 (F3)
e a .
P Qy,2)] =q°(1-22)—2(p-q)y- (F.4)

Com base nestes resultados vamos completar a integral de modo a obter:

1 1 1—= a
2 2.2y _
Eo1(g%, p"sm=) = (—2P2)A dzA dyay [lnQ(y, 2)]

1 1 1—z 1
+2 / dz / dy—
2 Jo 0 Q(yaz)

e L
po /Odz/o dyQ(y,z)' (F.5)

A primeira ¢ uma diferencial total em y. Quanto & segunda, ¢ possivel identificar a fungio &, (g2, p?; m?).
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Para a terceira completamos novamente o integrando e entao obtemos:

2 ,2,,.2 _ 1 ' _ _
gOl(q yPsm ) - ( 2p2) dz [IHQ(l sz) an(072)]
+5 foo( ¢, p*m?)

2p q / dz/l zdyK )) f‘iQ( Z)}
. 11—z

- 2p2 ; dz/o dy@(y,a
2 1 1—2z

e Y

(F.6)
Notando que,
Ql-z2 = (p—q°2(1-2) —m? (F.7)
Q(0,2) = ¢*2(1—2)—m? (F.8)
e usando as definigbes das fungdes Z;, s introduzidas no capitulo 4, chegamos a expressao.
1
2 2. oy _ N2 2 2., 2
gOl(q ,pim ) - (_2]92) |:Z0 ((p Q) ym ) ZO (q ;m >:|
1
+§§00(q2 p*m?)
( 1—2
d Il
o / / y8 [InQ(y, 2)]
_(p-a)
22 foo(q p m2)
_|_(p Q) ¢ ( 2,m2) (F 9)
2p q2 01 q,D; . .
Para completar o cédlculo devemos considerar a solucao da integral
1 1—=z b
= / dz/ dy— [InQ(y, 2)] . (F.10)
0 0 0z
Primeiro escrevemos
Q(y,2) = (—p*)(y — @) (y - B) (F.11)
onde « e (§ sdo raizes do polindomio
2(p- z(1—2) —m?
v —y+ (p2 Ve [ - I (F.12)
p p
Teremos entao
1 1—2 a
= / dz/ dy—= [In(—p*) + In(y — a) + In(y — B)] . (F.13)
0 0 82
Em seguida escrevemos isto como
11—z
I = d d 2
/ 2 / Y5, { [In(=p*)y
y—a)hn(y—a)-(y—a)
+=B)ny—p8)—-HB)} (F.14)
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Entao

1—=z
/dz/ dy@y{@z ln )

(y—a)ln(y—a)— (y — a)
+(y—B)In(y—pB) —(y— B},

o /Oldz{[(,?z [ln(pQ)y];Z

2w ame-a-w-w)]

0 que nos leva a

ok (yﬁ)ln(yﬁ)(yﬁ)]lz}

ro- /Oldz{[o]
9 9

e assim

F a2 a (=) + o o) In [ ()
b OG-8+ 5 B GIM-5()] |

Tomando apenas o termo em «(z) para facilitar, notamos que

o)) = /d{aa[ cv(z)]ln[l—z—a(z)]}

+ [ a{ Liwmratn).

Completando as derivadas e integrando podemos escrever

I'a(z)] = /0 dz%{[l—z—a(z)]ln[l—z—a(z)] —l-z—a(2)]}

/Oldz{<ai[1z]) 1n[1za(z)}}
v/ i (@) - ().

Com isso encontramos:

I"a(z)] = dz%{[l—z—oc( NJIn[l —z—a(2)]—[1—2z—a(z)]

+ o (2)] In[~a (2)] — [ (2)]}
/dz{lnl—z—a -

e, por conseguinte,

1" [5(2)]

/0dzaaz{[1—z—ﬂ(z)]ln[1—z—ﬂ(z)]—[1—2—5(2)]
+[8(2)]In[-6(2)] — [B (2)]}
+/0 dz{ln[l —z - (2)]}.

194

(F.15)

(F.16)

(F.17)

(F.18)

(F.19)

(F.20)

(F.21)



Reunindo ambos os termos teremos:
= {l-—z-—a@hl-z-a()]-[1-2-a@)]+@)]h[-az)] -]}
{1-2=BEM[1-2=8)]-[1-2-8)]+[BE[-8(=)]-[B()]}
+/0 dz{ln[l —z — a(2)]}
+/0 dz{ln[l —z— 5 (2)]}.
Uma vez substituidos os limites superior e inferior, reorganizamos o resultado na forma:

I" = —In[l-a(0)]-In[1-75(0)]+2

—|—/0 dz{[In[l—z—a(2)]]|[In[l—-2z-7F6(2)]}-

Lembrando que «a(z) e 5(z) s@o as raizes do polindémio (F.12), temos,

2(p-q) 2z —p?

alz) = - o? 02 [2(p-q)z— p2]2 —4Q(2)p?
2(p-q)z—p? 1
o) = 2O L g aaen?
onde
Q(2) = ¢*2 (1 — 2) —m?.
Consequentemente
1 1 4m?
OL(O) = 5 + 5 - pT
1 1 4m?2
po) = 5735 1- 2
Também teremos
W = LEOP) o P
a(l) = 22 22 p-q)—p m2p
2(p-q) —p?
sy = CCOPL L o

Além disso a(z) e B(z) satisfazem as seguintes propriedades:

. 2
o) +8() = LT D7)
M@—m@:§¢p@qrm#—MMﬁ
Q)
a(Bz) = — 5.

(F.22)

(F.23)

(F.24)

(F.25)

(F.26)

(F.27)

(F.28)

(F.29)

(F.30)

(F.31)

(F.32)

(F.33)



Por sua vez, «(0) e 5(0) satisfazem a

a(0) +B(0) =1, (F.34)
4m?
a(0) = B(0) =4 /1 - R (F.35)
a(0)B(0) = 5. (F.36)
A partir desses resultados notamos que.
1—«a(0) = B(0) (F.37)
1—5(0) = a(0). (F.38)

Com isso voltamos para a Eq.(F.23), para obter:

o pizAm?, [ 60
" = o In [ o (0)} +2
+/o dz{ln[[l-z—-a(2)][1—2—=8(2)]]} —In (7::2) . (F.39)
Usando a identidade
p>—4m? [ B(0) B ! . In p?2z(1 — 2) — m?
Fn ) e - [ ()
= —Z (p%im?), (F.40)
o (q—p)°z(1—2) —m?| [m?
In{[l —z—-a(z)] [1zﬁ(z)]}ln{l — ] {pQ]}’ (F.41)
noés obtemos finalmente
I"=-27 (pQ;mQ) + Zy ((q —p)2 ;m2> . (F.42)

De posse deste resultado retornamos a expressao (F.9). Teremos portanto

€o1(¢%,p";m?) = [W] {—[12 (p'Q)}Zo((p—q)z;nﬂ)

p2® — (p- q)° 207 2p%¢?

1
+55%0 (a*m7)

2p
B
+ [(f) - (pp;q) (;;)} Eoo(a?, % m?). (F.43)

Que é o resultado desejado. As outras redugoes das funcoes &, utilizadas neste trabalho podem ser

obtidas de modo completamente andlogo.
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