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Neste trabalho, apresentamos um estudo detalhado da Eletrodinamica Quéantica Tridi-
mensional (EDQ3), em solugao perturbativa ao nivel um “loop”. Utilizamos um método
muito geral para as manipulagoes envolvendo integrais de Feynman divergentes, alter-
nativo as regularizagoes tradicionais. Os processos fisicos bdsicos da teoria sao tratados
efetuando-se os célculos das amplitudes divergentes com as escolha mais gerais possiveis
para os momentos das linhas internas. As arbitrariedades intrinsecas aos calculos per-
turbativos sao preservadas durante as operacoes intermedidrias j& que, de fato, integrais
divergentes nao sao calculadas. Para as manipulacoes efetuadas apenas é assumido a pre-
senca de uma funcao regularizadora de modo implicito. Através da andlise de vinculos
de consisténcia, constituidos por relagoes entre funcoes de Green, relagoes de simetria e
determinacoes de teoremas gerais, determinamos uma condigao de consisténcia, na forma
de uma relagao entre integrais divergentes com o mesmo grau de divergéncia, necesséria e
suficiente para a consisténcia desejada nos cédlculos perturbativos tridimensionais. Como
conseqiiéncia observamos a modificacao inevitavel, e de modo nao ambiguo, da estru-
tura de Lorentz do propagador fotonico, pela inducao radiativa de um termo do tipo
Chern-Simons no célculo do tensor de polarizacao do vdcuo, que tem como conseqiién-
cia a geracao dinamica de massa para o féton. Uma sistematizacao para as estruturas
finitas do cédlculo perturbativo tridimensional também apresentado, o qual desempenha
papel crucial na conducao das operagoes matemaéticas necessarias para a construgao das

amplitudes assim como para a verificacao de suas propriedades de simetria.
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In this work we present a detailed study about the three-dimensional quantum electro-
dynamics QEDj3, in perturbative solution at the one loop level. A very general method,
concerning the manipulations and calculations involving divergent Feynman integrals,
alternative to the traditional regularization techniques, is adopted. The basic physical
processes are treated by taking the most general choices for the routing of the internal
momenta. The arbitrariness intrinsic to the calculations are preserved in the intermedi-
ary operations since that, in fact, the calculation of the divergent integrals is avoided. In
order to justify the manipulations performed it is only assumed the presence of a regu-
lating distribution in an implicit way. Through the analysis of consistency constraints,
constituted by relations among green functions, symmetry relations and determinations of
very general theorems, we find a consistency relation, in the form of a difference between
two integrals having the same divergence degree, which reveals necessary and sufficient
for the desired consistency within the context of three-dimensional perturbative calcula-
tions. As a consequence, we have observed that the Lorentz structure of the pure QED3
photon propagator is modified by the one loop corrections, in an unavoidable and non
ambiguous way, through the induction of a Chern-Simons term in the one loop vacuum
polarization tensor calculation, whose implication is the dynamical mass generation for
the photon. A systematization for the finite mathematical structures of the perturba-
tive three-dimensional one loop calculation is also presented. Such organization play a
crucial role in the required mathematical operations involved in the construction of the

amplitudes as well for the studies of their symmetry properties.
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CAPITULO 1
Introducao Geral

O entendimento da natureza em termos de seus elementos fundamentais, dos quais
seriam feitas todas as coisas, e o que os manteriam coesos, sempre foi um dos grandes
pilares da ciéncia, em particular da fisica. Desde os primeiros tratados sobre o assunto ja
decorreram muitos séculos de evolucao do pensamento e dos conceitos envolvidos. Neste
periodo, pode-se dizer que saimos de concepg¢oes misticas e religiosas e passamos para
um conhecimento organizado baseado em demonstracoes tedricas rigorosas e verificacoes
experimentais, com a introdugao do método cientifico.

Os primeiros relatos revelando curiosidade com relagao a estrutura fundamental da
natureza foram produzidos pelos filésofos pré-socrdticos, na Grécia antiga, e versavam
sobre a concepc¢ao de substancia primordial da matéria. Passamos posteriormente aos
trabalhos de Galileu Galilei e Isaac Newton, nos séculos XVI e XVII, que edificam as
bases da fisica tedrica atual ao construirem a Mecanica Cléssica. No século XIX, James C.
Maxwell formulou a teoria do eletromagnetismo fazendo a primeira grande sintese da fisica
ao unificar a eletricidade, o magnetismo e a 6tica. O comego do século XX é marcado por
fervorosas mudangas na interpretagao das leis fundamentais, como concebidas & época.
Foi talvez o primeiro grande embate entre conceitos estabelecidos e idéias inovadoras,
que prosperaram mesmo contrariando os conceitos da maioria dos fisicos. Surge, neste
perfodo, uma nova concepc¢ao de interagao entre a matéria e a radiacao, introduzindo a
fundamental nocao de estrutura quantica da energia e da matéria. Ainda no comego do
século XX, quebra-se a nocao de tempo e espago absolutos, conceitos introduzidos por
Newton e bastante difundidos na época. Surge entao uma nova concepc¢ao a respeito do
espaco-tempo, a denominada Teoria da Relatividade de Einstein. Deve-se a ele a nogao
de féton, o quantum de luz que introduziu a dualidade onda-particula para a radiacao e
que nos levou a idéia de particulas elementares.

Nessa mesma linha de pensamento temos ainda os trabalhos de Niels Bohr e de de
Broglie marcando o nascimento da Mecénica Quéantica que culminou com a formulagao

da equacao de onda de Schrodinger

HU(z) = ih%lll(x), (1.1)
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onde H é o operador Hamiltoniano do sistema e U(z) é a fungao de onda. Esta equagao
pode ser invariante frente as tranformacoes de Galileu mas nao frente as transformacoes de
Lorentz. Portanto, a Mecanica Quéntica, representada pela equagao de Schrédinger, nao
¢é compativel com o postulado da Relatividade de que todos os fenomenos fisicos devem ser
descritos identicamente por todos os observadores em sistemas de referéncia inerciais, cuja
implicacao matemaética é a invaridncia das leis fisicas frente as transformagoes de Lorentz.
Além disso, na teoria de Schrodinger, a densidade de probabilidade de encontrar uma
particula em todo o espago é unitdria em qualquer instante. Portanto, essa teoria nao é
capaz de explicar, por exemplo, a criacao e aniquilacao de pares de particulas. Aos poucos
a integracao da Teoria da Relatividade e da Mecéanica Quéantica se tornou inevitavel e,
com isso, a necessidade do desenvolvimento de uma nova teoria para a descricao de tais
fenomenos e exigiu mudancas na prépria concepgao do conceito de particula. Em meados
do ano de 1920 duas maneiras (aparentemente conflitantes) foram propostas para resolver
estes problemas. A primeira delas era aderir a estrutura béasica da Mecanica Quéntica e
entao escrever uma versao relativisticamente invariante da equagao de Schrodinger. Neste

contexto foi proposta a equacao
(0% + )T (2) = 0, (1.2)

onde [J? é o operador diferencial escalar d’Alambertiano, definido por

2
9,0t =17 = (%, —v2> : (1.3)
Tal equacao ficou conhecida como a Equagao de Klein-Gordon. Ela atende ao pré-requisito
da invaridncia frente a transformagoes de Lorentz. No entanto, logo ficou claro que esta
equagao nao é compativel com a interpretacao adequada de particula. Além disso a
equacao nao descreve particulas com valores de spin que nao sejam o valor nulo. Estes
problemas levaram Dirac a propor uma segunda maneira de interpretar o problema. Ele
propos uma equagao linear nas derivadas espaciais e temporais, tratando espago e tempo
como tendo o mesmo “status”, tal qual exigido pela relatividade. Ela é invariante frente
as transformagoes de Lorentz, isto é, tem a mesma forma em todos os sistemas de refer-
éncia inerciais. A equacao de Dirac é uma equagao matricial linear nas derivadas e a
funcao de onda é um espinor de quatro componentes que descreve de modo surpreen-
dente as particulas de spin % No rastro deste sucesso equacoes de onda relativisticas para
particulas com qualquer spin foram entao construidas e, com elas, pode-se dizer que a
adequada descricao das propriedades relativisticas das particulas elementares livres foi
finalmente alcancada. Restava entao a adequada descrigao das interagoes entre elas. O
caminho para isto comecgou a se delinear, a partir de 1930, com o surgimento da Eletrod-
indmica Quantica (FDQ) e da fisica nuclear. Desta tltima se destacou, com o passar do
tempo, a fisica das particulas elementares. Com o acimulo de informagoes, resultado de

investigagoes experimentais e tedricas, conseguiu-se montar um esquema sélido capaz de
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investigar as particulas fundamentais e descrever a natureza dos mecanismos e simetrias
de suas interagoes, que é a Teoria Quantica de Campos (T'QC)[1]. Este é, sem dividas, o
formalismo ou ferramental teérico de maior credibilidade e aceitacao dos dias atuais, para
a descricao das particulas elementares e suas interagoes. Tal prestigio pode ser justificado,
em grande parte, pelos sucessos obtidos pela EDQ, que é a T'QC' que descreve as inter-
agoes eletromagnéticas. Sucessos estes que se caracterizam por uma incrivel concordéncia
entre pedigdes tedricas e medidas experimentais [2], as melhores ja alcangadas em toda a
histéria das ciéncias exatas.

A construcao de uma T'QC|[3] segue uma receita bem estabelecida. Constréi-se uma
Lagrangiana, que é um funcional dos campos associados as particulas para as quais esta-
mos interessados em descrever a dindmica de interagoes. As simetrias desempenham um
papel crucial na construgao da Lagrangiana, de modo que a combinacao dos campos é
feita a fim de obtermos escalares de Lorentz e do grupo total de simetrias que consider-
amos relevantes. Apds construirmos a Lagrangiana, impomos o principio variacional de
Hamilton, obtendo assim equagoes de movimento para cada um dos campos participantes
das interacoes.

A solucao das equacoes de movimento, obtidas deste modo, fornece, em principio, uma
descricao completa e detalhada da fenomenologia envolvendo as particulas interagentes.
Tal descricao é vista como sendo nada mais do que consequéncias das simetrias supostas
validas na construcao da Lagrangiana e caracteriza o poder de predicao da teoria, ou seja,
as simetrias sao o nosso conhecimento inicial, a respeito de alguma fenomenologia, a ser
implementado ou representam nossas hipéteses a serem testadas.

Infelizmente as equagoes de movimento, as quais nos referimos acima, apresentam-se
na forma de equacgoes diferenciais nao lineares e acopladas, sendo que, para tais sistemas
de equacoes, as solugoes exatas sao raras, ainda para as teorias mais simples. Para con-
tornar tal problema torna-se necessario o uso de métodos alternativos como, por exemplo,
os métodos perturbativos, a fim de que possamos descrever a dindmica desejada. Com a
utilizagao de métodos perturbativos encontramos novos obstdculos, que podem compro-
meter o poder de predicao da teoria: as contribuigoes para as amplitudes nao envolvem
apenas estruturas matematicas definidas e finitas, mas tais contribuicoes apresentam-se
contaminadas por infinitos oriundos de integrais de Feynman divergentes[4]. Como es-
tamos interessados em descrever amplitudes fisicas, que sdo quantidades finitas, (pois
a principio podem e deverao ser medidas) manipulagdes adicionais exigem a adogao de
uma técnica capaz de lidar consistentemente com as quantidades divergentes para que os
principios gerais das TQC s e as simetrias supostas relevantes sejam preservadas. Este
estdgio dos cdlculos é essencial para preservar a “satide” da teoria o que fez com que
ao longo do tempo véarios métodos de regularizagao fossem propostos. Os métodos de
regularizacao usuais, em geral, introduzem alguma modificagdo ao nivel do integrando de
modo a tornar as integrais de Feynman divergentes em quantidades finitas. Num passo

posterior, toma-se algum tipo de limite, para remover as modificacoes introduzidas, de
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modo que as expressoes finais possam ser identificadas com as originais. O que ocorre
invariavelmente com esse processo é que, devido & indeterminacao matemaética das quan-
tidades envolvidas associadas as divergéncias, os resultados finais acabam por apresentar
dependéncias relacionadas ao método de regularizacao adotado. Além do mais, as am-
plitudes fisicas regularizadas podem emergir dos cdlculos com ambiguidades e terem suas
propriedades, ditadas por principios gerais da T'QQC', assim como determinacoes vindas das
relagdes de simetria especificas, violadas [5]. E essencial entdo que todos os procedimen-
tos adotados nos passos intermedidrios sejam completamente controlaveis, de modo que
os cdlculos nos fornecam amplitudes fisicas livres de ambiguidades evitando as violacoes
de simetrias e propriedades gerais impostas na construcao da teoria, permitindo, dessa
maneira, a manutencao do poder de predi¢ao do aparato tedrico.

A busca por procedimentos consistentes e gerais para o manuseio das divergéncias
das solugoes perturbativas foi sempre um objetivo importante no contexto de T'QC, dado
a quase inevitabilidade do uso de tais solucoes para efetuar as predi¢oes. Intimeras pre-
scrigoes foram e continuam sendo propostas para o tratamento das indefinicoes matemati-
cas associadas as divergéncias. No contexto da EDQ pode-se dizer que a primeira pre-
scricao bem sucedida foi a denominada regularizagao covariante de Pauli-Villars (PV)[6].
No contexto mais amplo, incluindo, teorias com simetrias nao-abelianas, destaca-se a Reg-
ularizagao Dimensional (RD)[7], o mais bem sucedido e popular método de regularizacao
dentre todos os ja propostos. O referido método é eficiente na remoc¢ao de ambiguidades|8]
e na preservacao das simetrias no cdlculo de amplitudes perturbativas. Entretanto, ele
nao é de cardter geral, pois possui limitacoes de aplicabilidade intrinsecas ao seu principal
ingrediente[9], a continuagao analitica na dimensao espaco-temporal. As manifestagoes
destas limitacoes residem na impossibilidade de estender para uma dimensao qualquer
todos os objetos matematicos que fazem parte da formulacao de teorias, particularmente
aquelas com férmions. As implicagoes sao 6bvias, é preciso langar mao frequentemente,
de métodos nao-consistentes devido a nao universalidade da RD.

Tendo isto em mente, recentemente foi desenvolvida e proposta uma nova estraté-
gia para o manuseio das divergéncias do cdlculo perturbativo, alternativa aos métodos
tradicionais de regularizagao[10]. O método é de cardter geral e nao possui nenhuma re-
stricao conhecida de aplicabilidade, até o momento, tendo sido j& aplicado em diferentes
contextos[11]. Numa destas investigagoes foi considerado um estudo detalhado da EDQ),
formulada na dimensao fisica D = 3 4+ 1 (FD(@)4) assim como a anomalia AVV [12]. Os
resultados obtidos exibiram a consisténcia desejada, isto é, o mesmo método conseguiu
descrever consistentemente ambos os problemas, o que nao é possivel de ser feito no con-
texto da RD. Em outro estudo o método foi aplicado para o tratamento de amplitudes
divergentes em dimensao D = 1 + 1 com total sucesso no tratamento das amplitudes
pertinentes & £ D@2 e na descrigdo da anomalia AV [13]. Devido a estes sucessos novas
investigacoes em problemas onde as manipulacoes e cédlculos envolvendo divergéncias do

célculo perturbativo desempenham papel crucial vém sendo realizadas. Uma das princi-
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pais linhas de investigagoes reside nos aspectos dimensionais da consisténcia no célculo
perturbativo. Tais investigacoes, que consistem em estudar em diferentes dimensoes, pares
e fmpares, as manifestacoes fenomenoldgicas das correcoes radiativas, tais como geracao
dindmica de massa e anomalias, com a utilizagao do mesmo método para o manuseio das
divergéncias. Dentre os problemas de interesse neste contexto, obviamente, um estudo
detalhado da F D@3 emerge como natural e prioritdrio e constitui-se no principal obje-
tivo do presente trabalho. As investigagoes serao conduzidas & imagem e semelhanca de
estudos anteriores realizados em dimensoes dois e quatro. Serao ressaltados, sempre que
possivel, as semelhancas e as diferencas cruciais existentes.

A motivagao para o presente trabalho, entretanto, nao reside apenas na continuidade
de investigacoes anteriores com o objetivo de construir-se um método universal para o
tratamento das solucoes perturbativas de T'QC’s. Existem motivacoes préprias ligadas
a EDQ3, de origem fenomenoldgicas, que por si sé justificariam um estudo como este a
que nos propomos no presente trabalho. Modelos formulados na dimensao D = 2+ 1 nao
sao apenas exemplos formais ilustrativos, mas possuem aplicagoes priticas na fisica do
estado sélido, tal como, supercondutividade a altas temperaturas, Efeito Hall Quantico
Fraciondrio[14], além de outros. Recentemente foram reveladas conexoes entre certas
predigoes de TQC com baixa dimensionalidade e fendmenos detectados experimentalmente
na fisica da matéria condensada.

As TQC'’s com baixa dimensionalidade, comecaram a despertar interesse depois de
descobertas feitas no final da década de 70 e inicio da década de 80. Em 1979, estudos de
polimeros lineares mostraram que, os modelos de TQC unidimensionais coincidiam com
a descricao dada pelos modelos continuos para as cadeias dos polimeros.[15]

Por outro lado as teorias de “gauge” para dimensoes impares comecaram a despertar
interesse quando, em 1981, R. Jackiw, S. Desser e S. Templeton[16], e separadamente N.
Schonfeld[17], demonstraram que, no espago-tempo tridimensional (D = 2+1) uma teoria
massiva e invariante de “gauge” pode ser construida pela adicao de um termo topolégico
de Chern-Simons (CS) na Lagrangiana dos campos referentes as particulas interagentes.
Estudos de teorias de “gauge” em D = 2 4 1 sao justificados pelas suas propriedades
nao usuais além de possuirem uma conexao com o comportamento de modelos a altas
temperaturas em D = 3+ 1 [18].

Além dos aspectos gerais acima citados, as teorias de “gauge” em dimensao D = 2+1,
foram motivo de controvérsia na literatura recente precisamente devido a aspectos especi-
ficos das solugoes perturbativas. O fendmeno importante e surpreendente da inducao de
massa para o béson de “gauge” via correcoes radiativas, emerge a partir de manipulagoes
e calculos envolvendo amplitudes divergentes. Para sermos mais especificos, envolve o cél-
culo do tensor de polarizagao do vicuo, para o qual a contagem de poténcia revela grau
linear de divergéncia. Portanto, um célculo como este costuma estar associado a ambigu-
idades de vérias sortes e pode ser dependente da regularizagao especifica utilizada, o que é

comprovado em investigagoes independentes de vérios autores[19]. A RD, forte referéncia
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para a consisténcia nos cdlculos perturbativos, nao fornece uma prescrigao tnical20] para
o cdlculo das amplitudes devido & presenca de quantidades nao extendiveis para qual-
quer dimensao espago-temporal. Outros métodos de regularizagao[21] tém sido utilizados
levando a conclusoes controversas porém esperadas: os resultados, e portanto a fenom-
enologia, sao dependentes da regularizacao utilizada e existem resultados diferentes ainda
para o mesmo método. Dado que a estratégia para manipulacoes e cdlculos a ser utilizada
por nés na presente investigacao é de cardter geral e permite mapeamento com outros
métodos, espera-se que muitos aspectos ligados & controvérsia mencionada acima possam
ser melhor entendidos.

O presente trabalho foi organizado do seguinte modo: No capitulo /] estabeleceremos
aspectos gerais de T'QQC' bem como apresentaremos a £ D()3 como uma teoria de “gauge”
e os elementos correspondentes desta teoria que compoem as regras de Feynman. Com o
uso destas regras, construiremos as amplitudes perturbativas bésicas, ao nivel um loop,
para as quais a contagem de poténcias revela a possibilidade de divergéncias. Aspectos
gerais relacionados com a presenca de divergéncias em amplitudes do célculo perturbativo
sao também abordados. No capitulo 111, com o auxilio da &lgebra e propriedades das
matrizes de Dirac, desenvolvemos as funcoes de Green associadas as amplitudes de tal
forma a colocéd-las na forma de uma combinagao de integrais de Feynman e identificamos
relagoes entre as fungoes de Green e relagoes de simetria a serem utilizadas como guias
ou vinculos de consisténcia, impostos sobre as formas calculadas das amplitudes. No
capitulo I'V definimos, e consideramos varias situacoes e limites de interesse, um conjunto
de fungoes em termos das quais as partes finitas das integrais de Feynman serao escritas
quando o célculo destas for considerado no capitulo V. Neste serao abordados aspectos
gerais envolvidos no célculo de integrais de Feynman bem como abordaremos brevemente a
questao da regularizacao com referéncia explicita aos métodos RD e PV. Ainda no capitulo
V' introduziremos nossa estratégia de cdlculo e, no contexto desta, desenvolveremos todas
as integrais de Feynman necessarias para a solucao das amplitudes perturbativas ao nivel
um “loop” da EFD(@3. De posse das expressoes para as integrais de Feynman, no capitulo
VI, construiremos formas explicitas para as Funcgoes de Green e verificaremos sob que
condigoes todos os vinculos de consisténcia, identificados no capitulo 171, podem ser
satisfeitos simultaneamente. Finalmente no capitulo V I apresentamos nossas conclusoes,
comentdrios finais e perspectivas futuras para a investigacao considerada no presente
trabalho.



CAPITULO 2

A Eletrodindmica Quantica
Tridimensional em Solucao

Perturbativa

2.1 Introducao

Quando utilizamos uma T'Q)C' para descrever processos fisicos, estamos investigando as
consequéncias de um conjunto de simetrias assumidas como fundamentais para a descrigao
da dinadmica de interagoes das particulas participantes dos referidos processos. Na con-
strugao de uma TQC, portanto, os ingredientes sao os campos associados as particulas
interagentes e as simetrias supostas relevantes para a descrigao das interacoes. Estes in-
gredientes constituem um funcional, dos campos e de suas derivadas espago-temporais
com propriedades matemaéticas definidas pelas simetrias assumidas na construcao deste,
que denominamos Lagrangiana. Para a construgao de uma Lagrangiana o passo inicial é
a identificacao das particulas participantes da teoria as quais associamos campos. A cada
um destes campos corresponderao termos que determinam a dindmica dos campos livres.
Quanto aos termos de interacao, estes sao construidos através de combinagoes dos campos
presentes na teoria. Estas combinacoes sao feitas de modo que sejam obtidos escalares de
Lorentz (invariancia frente as mudangas de sistemas de referéncia) e dos demais grupos de
simetrias que julgarmos relevantes. Deste modo as simetrias, que desempenham um papel
crucial na teoria, sao o conhecimento inicial a ser implementado na construcao desta, ou
seja, sao as nossas hipoteses a serem testadas. A parte livre sempre é bem conhecida e deve
fornecer, apds a aplicacao do principio variacional de Hamilton, as apropriadas equagoes
de onda ralativisticas para as particulas correspondentes. De uma maneira esquemaética

podemos representar a Lagrangiana de uma teoria na forma
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onde os ¢; representam os campos associados as particulas presentes na teoria e 0,,¢; suas
primeiras derivadas espago-temporais. O termo L representa a parte livre de cada campo
participante e L! caracteriza os termos de interacio. Associado ao funcional, definimos a

acao S como
5= [ deL6.0,6,), (22)

onde estd implicita a definicao

Lzlwwa%am> (2.3)

1

e, L(¢;,0,0;) ¢ denominada de densidade Lagrangiana. As equacbes de movimento
emergem quando aplicamos o cdlculo variacional impondo a condicao de extremizagao
para S, ou seja,

0S8 =0. (2.4)

Isto nos fornecerd como condigoes as equacoes de Euler-Lagrange

o, (saen) 56 =0 &

Teremos assim uma equacao diferencial para cada campo participante da teoria de modo
que, a parte livre obedecerd uma adequada equacao de onda relativistica. A parte que
vem das interagoes envolverd outros campos da teoria e assim, obteremos um conjunto de
equagoes diferenciais acopladas e possivelmente nao-lineares. O passo seguinte é a quanti-
zacao dos campos e a solucao das equacoes de movimento. Deseja-se resolver as equacgoes
de movimento exatamente e obter uma descricao completa e detalhada da fenomenologia
envolvendo as particulas interagentes. Ocorre que, para o tipo de equacoes diferenci-
ais acopladas obtidas, as solugoes exatas sao raras mesmo para teorias simples. Para
contornar tal problema torna-se necessario a adpc¢ao de métodos alternativos como, por
exemplo, os métodos perturbativos, o que implica que a descrigao dos processos fisicos,
através do formalismo que denominamos TQC, se d4 invariavelmente no contexto de méto-
dos perturbativos. E é precisamente neste contexto que surgem os problemas mateméticos
que servem como motivagao e justificativa para o presente trabalho e investigacoes associ-
adas. Assim para os nossos propdésitos vamos considerar que existem métodos satisfatérios
para a solucao perturbativa das TQC’s e que é possivel uma adequada interpretagao das
séries perturbativas correspondentes através de regras de Feynman, sem nos preocupar-
mos com os procedimentos envolvidos para a construcao de tais procedimentos[26]. As-
sumiremos entao que, com as regras de Feynman, podemos construir as amplitudes fisicas
correspondentes a quaisquer processos fisicos pertinentes & teoria que consideraremos em
nossos estudos, a EFDQ3 [35], em qualquer ordem perturbativa previamente escolhida.
Nos deteremos entao nos problemas surgidos para a interpretacao consistente das ampli-
tudes assim obtidas para que, com isso, tenhamos a possibilidade de apreciar predicoes

fenomenolégicas a partir da teoria construida. Estamos nos referindo especificamente ao
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surgimento de divergéncias nas amplitudes perturbativas, que sao os objetos especificos
de nossas investigacoes.

Neste capitulo primeiramente discutiremos, de modo breve, os passos necessarios para
a construcao da £ D)3 como uma teoria de “gauge”, entao consideraremos as suas regras
de Feynman para, em seguida, com estas, construirmos as amplitudes associadas aos
processos fisicos de nosso interesse. Ao final faremos uma breve discussao de alguns
aspectos do cdlculo perturbativo relacionados a presenca de divergéncias nas amplitudes

consideradas.

2.2 A Eletrodinamica Quantica Tridimensional como

uma Teoria de “Gauge”

Como dissemos na segao anterior, a construcao de uma TQC qualquer implica no estab-
elecimento do funcional representado na equagao (2.1) acima. Para estabelecermos a parte
livre precisamos especificar os campos participantes, identificando os seus niimeros quanti-
cos relativos ao espago-tempo. Os termos de interacao serao estabelecidos pela imposi¢ao
de condigoes determinadas pelas simetrias escolhidas. Estas, por sua vez, estao associ-
adas ao fato de os campos poderem sofrer transformagoes, que preservam a Lagrangiana
invariante. Através do teorema de Noether podemos estabelecer que, a toda invarian-
cia existe uma corrente conservada e a esta podem ser associados observaveis fisicos[23].
Assim, primeiro identificamos quantidades conservadas em processos fisicos pertinentes a
uma fenomenologia especifica, depois construimos os termos de interacao da teoria de tal
modo que as simetrias implementadas, que deixam a Lagrangiana invariante, correspon-
dam as transformacoes que geram precisamente as correntes geradoras das quantidades
conservadas na lei de conservagao associada. Ou, de modo reverso, podemos simplesmente
postular uma simetria especifica e investigar as consequéncias fenomenolégicas destas para
um conjunto de particulas interagentes.

As simetrias, por outro lado, podem ser classificadas em duas classes bdsicas: as
simetrias globais e as simetrias locais ou de “gauge”[24]. Neste trabalho, consideraremos
a E D@3 como uma teoria que obedece a uma simetria local abeliana U(1).

Seguindo a sequéncia que indicamos acima, para a construgao da E D@3 primeiro
precisamos identificar as particulas as quais estamos interessados em descrever a dinamica
de interagoes. Na FD(@)3 estamos interessados em descrever a dindmica do elétron, um
campo fermionico massivo e de spin 1/2. Este, portanto, livre obedece a uma equagao
de onda relativistica de Dirac[25]. Com tal consideragao, a Lagrangiana fica com a parte

livre determinada. Esta é dada por

LY = (x) ("0 — m) ¢ (). (2.6)
Aqui, ¢ (x) é o campo spinorial do elétron e m é a sua massa. As matrizes v, por

sua vez, s@o matrizes de Dirac definidas em trés dimensoes (1 = 0,1,2). Para nossos
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propdésitos, admitiremos a existéncia de uma realizacao bidimensional da algebra de Dirac
fornecida pelas matrizes de Pauli mais a matriz unidade. A forma explicita bem como
os detalhes da dlgebra e propriedades destas matrizes podem ser vistos no capitulo /71.
Sobre o funcional L notemos que, devido & bilinearidade deste no campo do elétron,
a invaridncia deste frente a transformacoes globais U(1) é imediata. Percebemos isto

efetuando as transformagoes[24]

Y() = () = e ()
D) = () = € 9(a).

onde o é um parametro que independe das coordenadas espago-temporais (por isso trans-

(2.7)

formacao global), isto é, supoe-se que os campos se transformam da mesma maneira inde-
) )

pendentemente do ponto no espago-tempo. Para construirmos uma teoria de “gauge” local

com simetria abeliana precisamos considerar que o parametro o tenha uma dependéncia

espago-temporal, ou seja, « = a (z). Com isso as transformagoes acima ficam

{w@eymzfmww>
bla) = ¥/(@) = *DY(a).

Se voltarmos nossa atengao para a equagao (2.6), perceberemos que o termo que possui a

(2.8)

derivada se transformara de uma maneira diferente do caso global, pois agora o parametro

a (x) sofre a agdo da operacao de derivacdo. Explicitamente, teremos agora

P()iv'dab(z) — ()"0 () = ¥ (2)in"e @0, (e (x))
= z_b(x)i'y“aﬂw(x) — ith(x)iy" [0, ()] (). (2.9)

Portanto, o segundo termo quebra a invariancia do funcional (2.6). Para restaurarmos a
invaridncia, precisamos construir um termo derivativo que tenha a propriedade adequada,
que é a denominada derivada covariante. Como guia sabemos que a transformacao deve

obedecer
Dy(x) — [Dy(x)) = e @ [D,y(x)] (2.10)
para que a combinagao ¢ (z)D,1(z) seja ao mesmo tempo invariante de “gauge” e vetor

de Lorentz. Podemos definir a Derivada Covariante[3] como
Db = (8, + ieA, ). (2.11)

Substituindo a equagao (2.11) em (2.6) obtemos um funcional invariante de “gauge” e

Lorentz simultaneamente, isto é

LY =4(x) [i7,, (0, +ieA,) — m] ¥(z), (2.12)

onde A, é um campo vetorial denominado de campo de “gauge” (a transformacao cor-
respondente serd a transformagao de “gauge”) e a constante e poderd ser futuramente

identificada com a carga elétrica, que desempenhard o papel de constante de acoplamento
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elétron-féton. Para que a transformacao possa ser aplicada e a invariancia satisfeita, o

campo A, deverd ter a propriedade de transformacao
1
Au(z) — A (2) + Eﬁﬂa(az). (2.13)

Para que seja possivel identificar A, como uma varidvel dindmica, precisamos acres-
centar na expressao acima termos correspondentes a parte livre deste campo vetorial.
Sabemos da teoria eletromagnética que as equagoes de Maxwell podem ser escritas em
termos do tensor F),, e seu correspondente dual. Sabemos também que a parte livre deve
dar origem a equacoes de movimento especificas. Portanto, o termo invariante de “gauge”

correspondente a parte livre do campo vetorial A, pode ser escrito como

1
£=—1FuF", (2.14)

onde se define

F,=0,A,—0,A,. (2.15)
Para verificar a invariancia de F),, basta notar que

F,. — F,=0,A,-0A4,

_ap{A( ——aa } ay{ —éaﬂa(x)}

=0,A,(z) -0, A =Fu (2.16)
Podemos relacionar ainda o tensor [, as derivadas covariantes como
(ieF)ib(x) = (DD, — D,D, () (2.17)

e pela invariancia, dada pela equacao (2.8), escrevemos

e O [Fuib(2)] = Fl(e), (2.18)
ou seja,
(DuDy — D, Dy)d(a)] = e [(DuD, — DDy )ib(x)]. (2.19)
Assim teremos a Lagrangiana
L= D (0 + ie A U(x) — mip(ab(z) — L FyuF*. (2.20)

Podemos ainda incluir, no funcional acima, o chamado termo de “gauge fixing”, que
nada mais é do que a caracterizagao da invariancia de “gauge”. A escolha mais conveniente
é dada por

- 1
Lor = —o-(0,A") (221)

onde ¢ é um parametro arbitrario. Lembramos ainda que o termo de “gauge fixing” nao

afeta os termos de interacao da teoria. E assim obtemos o funcional da EDQ3

L =1)(x) [i7"(0, + i) ¥(x) — mip()(z) — ZF B — —5(8 AY). (2.22)
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E importante salientar neste ponto que, nas discussoes acima, aprendemos a construir
as derivadas covariantes com o intuito de manter a invariancia de “gauge”, percebemos
também que é possivel construir uma infinidade destes termos que nao aparecem no
funcional acima. Este fato pode ser justificado pela condicao de renormalizabilidade da
teoria, isto é, derivadas de ordens maiores do que dois (e pares devido a invariancia de
Lorentz) nao permitem que a teoria permanega renormalizével.

Com o intuito de completar as discussoes sobre a construcao do funcional que de-
screve a F D@3 faremos ainda alguns comentdrios sobre o termo de CS[35]. O termo
de CS pode ser implementado diretamente no funcional acima mas, mesmo nao estando
presente inicialmente, ele é induzido pelas correcoes radiativas, ou seja, as consequéncias
dindmicas do funcional (2.22) com ou sem o termo de C'S serdao as mesmas. Como con-
sequéncia, podemos afirmar que nao existe FDQ3 “pura”’. Por questao de organizacao

iremos apresentar também a equagao (2.22) com o termo de C'S dada por

L= D i (0 + ie A Y(w) — mib a)p(a) — o P~ %(@A“) I, A% (2.23)

onde 7 corresponde a massa para o campo de “gauge”. Iremos nos deter, neste trabalho,
as consequéncias dindmicas referentes ao funcional (2.22), sem nos preocuparmos com o
termo de CS, mas salientamos que a equagao (2.23) é um caminho alternativo equiva-
lente para a construcao da FD(@)3. Lembramos apenas que o termo de CS nao quebra a
invaridncia de “gauge”, ou seja, se exigirmos a transformagao dada pela equagao (2.8) o

funcional (2.23) serd acrescido de uma derivada total dada por
L—L+0, (%sp“aFWa(a;D (2.24)

sendo que a derivada total serd interpretada como um termo de superficie ( pela aplicagao
do principio variacional de Hamilton) e pela exigéncia de que a agdo deve ser um ponto
estaciondrio, este termo se anulard, permanecendo as equagoes de movimento inalteradas.

Como o objetivo de qualquer teoria é a descricao da dindmica de interagoes, somos
portanto, apés a construcao da teoria, levados a solucao das equacoes de movimento.
Nesta solucao sempre estaremos preocupados na validade e nas consequéncias de nossas
simetrias implementadas na construcao da Lagrangiana. Quando partimos para a solucao
das equagoes de movimento percebemos que esta situagao nos oferece trés equacoes difer-
enciais acopladas envolvendo os campos presentes na teoria: os campos ¥(z), 4, e ¥(z).
A solucao para tais equagoes nao estd ao nosso alcance, o que nos leva a adocao de méto-
dos alternativos como os métodos perturbativos. Neste contexto, percebeu-se que apés a
quantizagao dos campos e a expansao perturbativa, um certo conjunto de elementos pode
ser identificado, sendo que, com tal conjunto a série perturbativa poderia ser construida
diretamente. Este conjunto é formado pelos propagadores, os vértices e os fatores de
simetria. Para que uma relacdo um-a-um entre os diagramas e a expressao matematica
da série perturbativa para um processo fisico especifico possa ser construida, combinando

propagadores, vértices e fatores de simetria, é necessario que se siga um conjunto de regras,
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que sao as regras de Feynman. Isso nos permite construir as amplitudes correspondentes
a qualquer processo fisico pertinente a F£D()3 sem a necessidade de construir a série per-
turbativa propriamente dita, apenas utilizando as regras diretamente. A idéia geral é de
que cada termo possui uma representagao diagramaética, de modo que uma correspondente
expressao matemadtica pode ser obtida atribuindo-se valores para cada um dos elementos
que formam os diagramas e que compoem as regas de Feynman. Para a ED()3 estas pecas

sdo as seguintes [35]:
e i)Propagadores
-Férmion de spin 1/2 (elétron);

p
L > 4

Figura 2.1: Representagao diagramatica para o propagador correspondente a um férmion de

spinl/2.

iS(y) = (2.25)

-Vetor sem massa (féton);

Figura 2.2: Representacao diagramética para o propagador correspondente a um vetor sem

massa.
, —i k. k,
iD(k) = 72 4 ie |:gu1/ +(€-1) 12 ] ; (2.26)
onde:
¢ =1 “gauge” de Feynman (2.27)
¢ =0 “gauge” de Landau.
e ii)Vértice:
= (ie7,) 5 - (2.28)

Acima, a e [ sdo indices matriciais relativos ao espago de Dirac-Lorentz (spinori-
ais), p e v sao indices de Lorentz (espago-tempo) e £ é o parametro de “gauge”,
necessdrio para a quantizacdo da teoria com o campo vetorial sem massa (que nao

tem consequéncias dinamicas).

Vamos entao considerar os processos bésicos da teoria.



2. A Eletrodindmica Quéantica Tridimensional em Solugao
Perturbativa 14

P q
p-q

Figura 2.3: Representagao diagramética correspondente ao vértice da interagao elétron-féton.

2.3 Processos Fisicos

Dentro do tratamento perturbativo, o estudo de processos fisicos torna-se possivel apds o
estabelecimento das regras de Feynman. As particulas iniciais e finais associadas a seus
campos caracterizam um determinado processo fisico. Quando estivermos trabalhando
com célculos perturbativos, temos que a expansao perturbativa é tomada numa ordem
previamente escolhida, sendo que o papel da teoria é estabelecer como e o que pode ocorrer
enquanto as particulas interagem para gerar os estados finais. Depois que escolhemos
a ordem perturbativa a tarefa é a construgao de todos os diagramas possiveis capazes
de conectar as linhas externas, utilizando para isso os propagadores e os vértices. Ao
longo deste trabalho estaremos interessados em alguns processos elementares de modo que
possamos estudar aspectos dos cdlculos perturbativos de nosso interesse. Consideraremos

estes a seguir.

2.3.1 Propagacao do Elétron na presenca da interacao

E um dos processos mais simples que encontramos na EDQs e sua caracterizacio ¢ dada
pela presenca de duas linhas fermionicas externas. O primeiro termo da série perturbativa
corresponde a propagacao livre do elétron, sendo que os demais termos estao relacionadas
as corregoes em ordem crescente na constante de acoplamento em relagao a parte livre.

A figura (2.4) contém dois diagramas representando a ordem mais baixa.

k+k

Figura 2.4: Representagao diagramética para a expansao perturbativa correspondente a auto-
energia do elétron.

O segundo diagrama da figura acima é denominado de auto-energia do elétron por

excitacao de um féton e, de acordo com as regras de Feynman, a este diagrama deve ser
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associada a expressao matemadtica dada por
S (p) = (—ie)*S (ky, ko, m) (2.29)

onde definimos a funcao de Green

Stutem = o [ 5 P

v B (k+ k)" (k+ k)" 1
{g +(-1) (k+k1)2 } (k;—i—k’l)2}' (2.30)

Na expressao acima a rotulacao dos momentos das linhas internas é arbitraria e a con-
servacao de energia e momento nos fornece a relagdo com o momento externo carregado
pelo elétron, ou seja,

ko — k1 = p. (2.31)

O 1ltimo diagrama da figura (2.4) é denominado de “tadpole”. A expressao mateméatica
associada a este, devido as regras de Feynman ¢
i

B00) = (10 o o+ (€~ 1) 22 77 (1), RED

q

onde definimos a fungao de Green

1 ) = [ st g =) (239

Novamente podemos perceber que a rotulacao adotada para o momento carregado pelo

propagador fermidnico interno é arbitraria. O diagrama com a presenga da fungao de green
TX nao é um diagrama irredutivel de uma particula e, portanto, nao deve contribuir para
a auto-energia do elétron. Ele foi incluido propositalmente para mostrar a presenca da
funcao de green T)f que serd muito importante em nossas consideragoes futuras.

Uma contagem de poténcias, das expressoes matemadticas relacionadas as amplitudes
obtidas na consideragao do processo fisico acima, nos revela que as integrais associadas as
fungoes de Green X (kq, ko, m) e T;Y (k1, m) sdo quantidades indefinidas, j& que as integrais
sao divergentes. Para a funcao T X (k1,m) temos um grau de divergéncia quadratico,
enquanto que, para Y (ki, ke, m) a divergéncia é logaritmica. Com tais consideragoes,
somos levados a pensar (em principio) que a teoria que acabamos de considerar, que
deveria descrever a dindmica do elétron na presenca das interagoes, ou seja, a interacao
do elétron com o campo eletromagnético, nao fornece nimeros finitos. Voltaremos a este

aspecto mais tarde.

2.3.2 Auto-Energia do Féton

O processo fisico caracterizado pela existéncia de duas linhas externas bosonicas (f6tons),

a auto-energia do féton, é dado em ordem mais baixa em termos de um diagrama contendo
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Figura 2.5: Representacao diagramdtica para a expansao perturbativa correspondente a auto-
energia do féton.

um “loop” fermiénico (figura (2.5)). Esta contribuigdo deverd ser escrita, de acordo com

as regras de Feynman, como
,.,(q) = (=)(—ie)* Ty, (ki, ko, m). (2.34)

onde T} (k1, k2, m) é a fungdo de Green fermionica de dois pontos bi-vetorial definida
como
d*k 1 1
TVV (ky, kg, m) = / —T1r {7 Yo } . (2.35)
pe (2)° HK A+ R —m] T I(F + k) —m)]

Notemos que o momento externo carregado pelo féton estd relacionado aos momentos

arbitrarios das linhas internas, devido & conservagao de energia e momento, pela relacao
ko — k1 = q. A expressao acima é denominada de tensor de polarizacao, que revela,
pela contagem de poténcias, uma divergéncia linear. Novamente a teoria fornece uma

amplitude divergente para um processo fisico bdsico.

2.3.3 Correcgao do vértice da interagao

O processo fisico definido por duas linhas fermidnicas externas e uma bosonica caracteriza
o vértice da interacao elétron-féton. Por isso os diagramas que correspondem a esta série
perturbativa sao denominados correcoes de vértice. A contribuicao de mais baixa ordem
para este processo corresponde a um diagrama drvore. A segunda contribuicao é aquela

associada a excita¢ao de um féton, como pode ser verificado na figura (2.6). As regras de

Figura 2.6: Representagao diagramética para a expansao perturbativa correspondente a inter-
acao elétron-féton.

Feynman nos fornecem a expressao matematica correspondente ao segundo dos diagramas
da figura.(2.6), dada por

Vu<pap/> = _€3AN (k"b k27 k37 m) . (236)
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onde a fungao de Green A* (kq, ko, k3, m) é definida como

v = [ o5 b= =)

o o B R)Y (R k)T 1
{9 + (5 1) (k—i—k1)2 ] (k+k1)2}. (2-37)

A contagem de poténcias nos revela o cardter finito. Pelas restricoes impostas pelos
principios de conservacao de energia e momento, obtemos as seguintes relacoes entre os

momentos carregados pelas linhas internas e aqueles das linhas externas

ky —ki=p
k3 —ki=p—q.

2.3.4 O Decaimento Fotdonico do Féton

Este processo ¢é caracterizado pela existéncia de trés linhas bosonicas externas. Ele nao é
permitido devido a maneira pela qual construfmos a teoria, visto que na Lagrangiana nao
existe nenhum termo trilinear no campo do fé6ton. Mas as regras de Feynman permitem
que as linhas externas sejam conectadas por um “loop” puramente fermionico. A aparente
geracao de interagoes entre os campos via diagramas da série perturbativa, mas que sao
proibidos de ocorrerem diretamente (devido as simetrias implementadas na construcao
da mesma), é uma caracteristica do tratamento perturbativo no contexto de teorias de

“gauge”.A figura acima representa as corregoes ditas radiativas para a interacao entre

k +k, d 1+14 P

k+k 1+12

Figura 2.7: Representagao diagramédtica para a expansao perturbativa correspondente ao de-
caimento fotonico do féton.

trés fétons. Na E D@3, como uma teoria invariante de “gauge”, esta interagao nao é
permitida. Para que seja possivel a manutencao do poder de predicao da teoria, com as
simetrias supostas relevantes implementadas na construgao da mesma, é necessdrio que
os nossos calculos dos correspondentes diagramas fornecam um resultado identicamente
nulo, sendo que esse resultado deve ser obtido naturalmente. O cancelamento idéntico da
amplitude, associada ao processo proibido pela teoria pode ser utilizado como teste para
que um método possa ser considerado consistente. Podemos portanto, utilizar este fato
para discutir aspectos gerais dos esquemas para as manipulacoes e cdlculos perturbativos.

No processo fisico em questao, as regras de Feynman nos fornecem a seguinte expressao
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matematica
T/}YJ(Z (K1, ko, k3, m) = —z’e?’T‘%V (K1, ko, k3, m) (2.39)

onde definimos a funcao de Green triplamente vetorial como

VvV o _ dg_k r 1 1 1
Tova™ = / e {me—mﬂ”[(kw)—mﬂﬂ(kw@—m}}'
(2.40)

A contagem de poténcias revela uma divergéncia logaritmica e as relagoes entre os mo-

mentos das linhas externas e internas sao dadas por

ko — ki =p
ky — ks =p+q.

2.4 Calculo Perturbativo e Parametros Fisicos

Das discussoes feitas nas secoes precedentes, obtivemos como resultado estruturas diver-
gentes, devido a sua solucao perturbativa. As contribuicoes da série perturbativa para
os diagramas provém de vdrias ordens no parametro perturbativo. Acontece que, toda
vez que escolhemos uma ordem superior no parametro perturbativo, precisamos redefinir
os observaveis fisicos identificados na ordem anterior. Com isso, conseguimos fazer com
que a teoria, como um todo, mantenha o seu significado e o poder de predicao. Para
esclarecer estes aspectos, tomaremos como exemplo o propagador livre do elétron, que
estd associado a parte livre da teoria;

B i
Cp—mtic

iS () (2.42)

Notemos na expressao acima que, a teoria nao pode determinar dois dos pardmet-
rOs que aparecem, ou seja, 0s parametros necessarios para que a teoria tenha poder de
predicao, devem ser fixados por escolha ou normalizacao. Ainda, estes parametros devem
ser identificados com observaveis fisicos. Tal raciocinio nao é aplicdvel apenas a parte
livre da teoria mas para cada termo que aparece na Lagrangiana. Na equagao (2.42) estes
termos sao a massa e a constante de normalizacao do campo. A escolha da massa pode

ser feita pela identificagdo do pélo da equacao (2.42) e é dada por

m = —[iS (p)] | oo (2.43)

Com isso, o residuo (coeficiente de p) que estd relacionado a normalizagao do campo livre

fica determinada por

0

3 SOy =1 (2.44)
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Figura 2.8: Representacao diagramatica para a expansao perturbativa correspondente a auto-
energia do elétron.

Lembramos que as escolhas feitas acima sao arbitrarias. As correcoes podem ser feitas
pela consideracao do processo de auto-energia, mostrado diagramaticamente na figura
(2.8)

Se denominarmos as contribuicoes dadas pela bolha para a auto-energia em uma certa
ordem no parametro perturbativo de —i)_ (p), podemos escrever a série perturbativa
como

p—m+ic ﬁ—m—i—zs( (ﬁ))]é—m—kzs

+— (=X — (=X _— .

ﬁ—m—irzs( (ﬁ))]é—m—l—zs( (ﬁ))ﬁ—m—l—zg

iS " (p)
(2.45)

O primeiro fator, na expressao acima, é comum a todos os termos, desse modo podemos

iS'(p) = F—mtic {1 + (—i%(p)) m+
<”m@ﬁiﬁiﬁ“ﬁmm5?515”}‘ (2.46)

Uma reorganizacao na expressao acima pode ser feita nos permitindo escrever

i () = iS () {1+ Z(B)S () + [Z(B)S (B)]” + .} - (2.47)

Com a série somada obtemos
7

e e (S

(2.48)

A expressao acima corresponde ao propagador do elétron corrigido pelo termo corre-
spondente & auto-energia. Podemos perguntar agora se as expresoes (2.43) e (2.44) ainda
sao validas, ou seja, m ainda é a massa da teoria e o coeficiente de p ainda é a unidade?

Verificamos entao que

—[is " (p]" ho =T EP)lp - (2.49)

e neste caso deveremos ter

S, =0, (2.50)
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para que m continue sendo a massa da teoria.

Para o cdlculo do residuo (anélogo a equagao (2.44)) teremos

0

0 R —1
a_p[ZS ()] #0:1—8—]&2(16)&:0 (2.51)

portanto, para o residuo manter a unidade teremos que ter

)
55 Sl =0 (2.52)

As condigoes (2.50) e (2.52) geralmente nao sao satisfeitas, precisamos entao, especi-
ficar alguma ordem no cédlculo perturbativo e reparametrizar a teoria, reidentificando os
parametros fisicos. Para isso, notemos que a condi¢ao dada pela expresao (2.52) envolve
uma derivada em ralagao a p tomando p = 0, isso nos leva a uma expansao em Taylor

para a auto-energia, ou seja, podemos escrever
S () = (p) + P2 (0) + £ (0) + ..., (2.53)
onde ¥ (0) séio os termos de ordem superior. Assim teremos para a equacio (2.49)

~1iS ()| 4= S0) (2.54)

e para a equagao (2.51) 5
By s " ()]

Por sua vez a expresao (2.48) fica

—1-%(0). (2.55)

=0

?

iS' (p) = : . (2.56)
[1— 3(0)] [2/)_ [m+2(0)] _ Z@) + e

[1=%(0)] [1=%(0)]

Para uma reducao da notagao podemos definir

1
Ly = m (2.57)
’ _ [m+30)]
M = m (2.58)
entao escrevemos )
iS'(p) = 2y (2.59)

ﬁ—M—Z\pi(}ﬁ)—l-ié |

No sentido da reparemetrizagao da teoria, a expressao acima indica que devemos iden-
tificar M como a massa fisica da particula e Zg como a normalizacao do campo na ordem
de ¥ (p) escolhida. Notemos ainda que isto seria necessdrio ainda que as contribuicoes
nao estivessem contaminadas pelas divergéncias, mas pelo simples fato de estarmos us-

ando calculos perturbativos onde, a expansao é realizada na constante de acoplamento
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enquanto que, na Lagrangiana, os observaveis fisicos aparecem como coeficientes dos cam-
pos e dos momentos. A contribuicao dada pelas divergéncias reside no fato de complicar
o procedimento de reparametrizacao. Partimos entao para o processo de regularizagao,
isto ¢, a manipulacao e cdlculo das amplitudes para atender as necessidades da repara-
metrizacao. Os aspectos que acabamos de discutir desempenham um papel crucial em
solugoes perturbativas de teorias quanticas de campos, pois deles depende a preservacao

do poder de predicao. E é destes aspectos que nos ocuparemos nos capitulos seguintes.



CAPITULO 3

Vinculos de Consisténcia: Relacoes
entre Funcoes de Green e Relacoes

de Simetria

3.1 Introducao

No capitulo anterior, construimos a FD(@3 como uma teoria de “gauge” e, com o uso
da teoria de perturbagao, consideramos alguns processos fisicos relacionadas a ela. Para
cada diagrama da série perturbativa, com o uso das regras de Feynman, escrevemos uma
expressao matemaética correspondente. Nestas expressoes, por sua vez, identificamos um
conjunto de funcoes de Green para as quais a contagem de poténcias do momento do
“loop”, a principio, revelou a presenca de divergéncias. Entretanto, os processos descritos
pelas referidas amplitudes sao passiveis de observagao, o que implica em dizer que o nosso
aparato tedrico deveria fornecer resultados finitos. Em razao disto, devemos partir para
a construcao de uma adequada reinterpretacao das amplitudes através da reparametriza-
¢ao. Para que isto possa ser feito, nos passos intermedidrios, somos obrigados a ma-
nipular e efetuar cdlculos com quantidades matemadticas indefinidas (divergentes). Além
disto, notamos também que, nas fungoes de Green, da maneira como foram definidas,
aparecem operacoes relacionadas as matrizes de Dirac. Por este motivo, consideraremos,
por primeiro, neste capitulo, a dlgebra das matrizes de Dirac, a fim de que possamos
escrever as funcoes de Green como uma combinacao de integrais de Feynman, algumas
destas divergentes, as quais serao entao tratadas no capitulo V. Adotamos tal organizagao
com a intencao de enfatizar os detalhes envolvidos nas manipulagoes e cdlculos contendo
estruturas divergentes, que é o principal aspecto envolvido no presente trabalho.
Consideraremos ainda, no presente capitulo, aquilo que denominamos vinculos de con-
sisténcia para as amplitudes. Estes nada mais sao do que consequéncias de identidades
estabelecidas ao nivel dos integrandos que constituem as amplitudes, que sao as denom-

inadas relacoes entre funcoes de Green, consequéncias das propriedades de simetria im-

22
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plementadas na construgao da Lagrangiana, que sao as denominadas relacoes de simetria
ou identidades de Ward[5] e ainda resultados advindos de teoremas gerais baseados nas
simetrias de Lorentz e CPT tal qual o teorema de Furry[27]. A razdo disto estd na ne-
cessidade de testar os resultados produzidos no contexto da estratégia que adotaremos,
para as necessdrias manipulacoes e cédlculos envolvendo quantidades indefinidas, apds os
célculos terem sido realizados. A consisténcia do método vird somente com a preservagao
de todos os vinculos possiveis de serem impostos sobre as amplitudes[10]. Assim os vin-
culos identificados neste capitulo serao verificados um a um apds os cédlculos terem sido

completados.

3.2 A Algebra das Matrizes de Dirac

Toda vez que desejamos descrever a dindmica de particulas relativisticas de spin % SOmMos
remetidos a equagao de Dirac. Em tal equagao aparecem as chamadas matrizes -~ de
Dirac que obedecem uma &lgebra nao comutativa. Em razao disto, na definicao e no
decorrer dos calculos das amplitudes fisicas que consideramos no contexto da FDQ)s,
somos obrigados a fazer uso de propriedades que envolvem manipulagoes com as matrizes
~. Se tomarmos a comparacao da dlgebra das matrizes v da dimensao fisica D = 3 + 1
(ou qualquer dimensao par) com o da dimensao D = 2+ 1 (ou qualquer dimensao impar)
perceberemos diferencas importantes. Neste trabalho considerarmos as matrizes e suas
propriedades para o caso especifico D = 24 1 mantendo, entretanto, a maior proximidade
possivel com desenvolvimentos andlogos efetuados em D = 3 + 1. Comegaremos entao

por definir uma representagao para as matrizes Y = (7°,7',9?). Adotaremos[16]

1 0
0 _ 3 _
0 i
1_~1:
’}/ 10 (Z())
0 1
2 = o= . 3.1
N o

As matrizes o?, sdo as usuais matrizes de Pauli. O conjunto das matrizes satisfaz a relacao

de anticomutacao

V1t =7 07 = 29w, (3.2)
onde [ é a matriz identidade, e
1 0 0
Guv = 0 -1 0 ) (3 3)
0O 0 -1

e a relacao de comutacao

|:,Y‘u7 ’YV] = ’Y,uf)/y - Pyuf)/,u = 27;5/11104701' (34)
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Na equagao acima, €,,, ¢ 0 tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita normalizado a
1 para pura = 012 e as correspondentes permutagoes pares e a —1, para as permutacoes

fmpares. Das relacoes (3.2) e (3.4) decorre que

’YM’VV = g;w] - if‘?,wava- (35)

Com isso podemos estabelecer relagoes tteis para as manipulagoes pretendidas nas am-

plitudes. Como tal teremos
7 =3 (3.6)

1= Ve (3.7)

A contracao de matrizes v com quadrivetores é representada por

¥ = kot (3.8)

Podemos facilmente estabelecer as identidades

WP+ pk =2k - p, (3.9)

Y+ Ky, = 2k, (3.10)
YHpy, = PH + 2k - p, (3.11)
YWy, =K (3.12)

VW, = —240K + - (3.13)

Consideremos agora os tracos envolvendo as matrizes . Teremos

Tri{I} =2, (3.14)
Tr {,yu} =0, (315)
Tr v

{2# b o (3.16)

Tr vy ,
{+ﬂ} = —i€,gu, (3.17)

Tr
{wzwﬂﬁ} o — Eamun, (3.18)
Tr

D057} —1986Cavn — Gual€ssy t 1€8¢wEvwnErwn (3.19)

2
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Tr 7,770 7876 Ve
{ a 9 AL } = 9¢09ua9vB — 9p0EvBs€asy — EpHBEavp
_gua€¢905501/ + €¢905Baw51/wn€o¢nu- (320)

A construcdo das matrizes que obedecem a dlgebra definida em (3.2) e (3.4) pode
ser feita em qualquer dimensao previamente escolhida. Diferencas significativas existem
quando as dimensdes sao pares ou impares[31]. Como tal, podemos ver que nao ¢ possivel
estabelecer uma matriz v* (ansloga a matriz v° na dimensao D = 3 + 1) que antico-
mute com todas as matrizes 7* estabelecidas no conjunto acima. O que se materializa
no fato de nao ser possivel definir transformagoes quirais (e consequentemente simetria
quiral) na dimensdo D = 2 + 1 (e demais dimensoes impares) utilizando uma represen-
tagao fundamental. Os resultados acima obtidos sao essencialmente idénticos aqueles de
outras dimensoes impares exceto pelo valor do trago da matriz identidade. Com a &dlgebra
das matrizes de Dirac estabelecida, podemos passar para o estudo das funcoes de Green

considerando-as uma a uma.

3.3 A funcao de um ponto vetorial

Na consideragao do processo correspondente & propagacao do elétron na presenca da
interacao, definimos a fungao de Green de um ponto vetorial T’ X , associada ao diagrama

“tadpole”, como
o TV (ky,m) :/ﬁTr {fy ! } (3.21)
S (2m)? "W+ Hy) —m]

A representacao diagramética pode ser vista na figura (3.1) abaixo.A filosofia que ado-

k+k,

Tu

Figura 3.1: Diagrama correspondente a fungao de Green de um ponto vetorial.

tamos ¢ a de escrever T!Y como uma combinagao de integrais de Feynman. Para tal,

utilizamos a identidade

1 _ (y—i_ %1) +m
H+HK, —m]  [(k+ k)2 —m?] (3.22)

e o fato de que
K+ ) = (k+ k)" va, (3.23)

para escrevermos a T;Y na forma
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v @k Tr iy, [(k+ k)" v, + m]}
L= / (27r)3 [(k + k1)? —m?]

_ o [ FkTr{v,.}
= (k + kl) / ( )3 [(k’ + k1>2 . mz}

d3k3 Tr{v,}
+m/ ) — (3.24)

Com as propriedades dos tragos dadas por (3.15) e (3.16), obtemos a expressao na forma

desejada, ou seja,

v ={ [ G e Ry 6

Uma contagem de poténcias de k nos revela que as integrais acima divergem quadrati-

camente e linearmente, respectivamente, o que caracteriza os maiores graus de divergéncia
que encontramos na £ D()3. Notemos que a expressao acima é relativamente simples mas,
nos processos que iremos considerar na sequéncia, seremos apresentados a estruturas de-
masiadamente longas e complexas, o que nos inspira a adotar uma simplificacao que nos
permitird uma compactacao da notacao. Para tal, percebemos que os termos que apare-
cem nos denominadores das integrais de Feynman, associados ao propagador do elétron,
sao bastante semelhantes diferindo apenas pelo momento k; carregado pela linha interna.

Definimos entao

E; = E (kj,m) = [(k+ k;)* —m?] . (3.26)

Com isso a expressdo para TV fica

T = 2{/ (Z:;?’% + k1, /(j:; 51:1} (3.27)

3.4 A auto energia do elétron por excitacao de um

foton

Quando consideramos a propagacao do elétron na presenca da interagao, encontramos
o diagrama de auto-energia contendo uma linha fermionica e uma bosobnica e que tem

associado a fungao de Green definida como

sttt = [ g ey

» B R)E (B4 k)Y 1
e - R | o

representada diagramaticamente na figura (3.2).Para obter a reorganizagdo em termos das
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Figura 3.2: Representagao diagramética da fun¢ao de Green associada a auto-energia do elétron
por excitagao de um féton.

integrais de Feynman comecaremos efetuando os produtos indicados, separando os termos
dependentes do parametro de gauge, £, daqueles que independem deste. Obtemos dessa

maneira a combinacao

by (kl, kg, m) = 21 (l{,’l, k‘g, m) + (5 — 1) 22 (l{,’l, k‘g, m) s (329)
onde
[ Pk Vu[(H + Hy) + m]y”
Y (ky, koy,m) = / (2n)? L(k} k) — ] (k + kl)g} (3.30)

_ [ Pk [HHH)H A+ ) +m](H+ 1))
Yo (k1 ko, m) = / 2n)? { Gt k) Tkt o) — o] ] : (3.31)

Para reescrever as expressoes encontradas acima, em termos das integrais de Feynman,
precisamos desenvolver os numeradores utilizando a dlgebra das matrizes de Dirac. Para

o numerador de (3.30) podemos utilizar (3.6) e (3.12) para escrever

Vul(W +Hy) +my = — (K + Hy) + 3m. (3.32)

Por sua vez, para o numerador de (3.31) podemos utilizar a relagao (3.5) e reescrevé-lo

COo1mo

H+ W) K+ ) +ml(H+H) = (k+k)*[m— (H,— ¥,)]
<ﬂz+l¢1>[<k+k2> —m]
—(H+H,) [(k2 -m?.  (3.33)

Substituindo os resultados (3.32) e (3.33) acima nas expressoes (3.30) e (3.31), respecti-

vamente, obteremos

[ b
Eilhy, kpym) = = /(2@3 [k + k)2 [k + k2)? — 7]

A3k 1
G —sm) | P [t e[k ko =] 33
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[ Bk ko
Yo(k1, koym) = v /(2%)3 [(k—i—kl)Q]z

Bk 1
h / (2m)3 [(k + ky1)?)?

2 2] o &’k o
= (ke = k)" = m*] 5 / (2m)° [(k + k)2 [(K + k2)? — m?]
s a3k 1
[k = k)" = ’] / (21)% [(K + k1)2)” [(K + k2)? — m?)
3k 1

im0, =) [ ¢ (339

2m) [(k + k2)?] [(k + k) —m?]

Neste ponto notamos que a adocao de uma notacao adequada nos permitird a com-
pactacao das expressoes. Para tanto, introduziremos no denominador das integrais que
aparecem acima a notacao definida em (3.26). Além disso, introduziremos também uma
representacao andloga para os termos que aparecem no denominador das integrais de

Feynman que estao associados a propagadores do féton. Adotaremos

Py = [k + k)2 (3.36)

Com isso ficaremos com as seguintes expressoes:

PRk
Yi(ki,koym) = —v /Wﬁ

— (- Sm)/ (;lwl; P11E'2 (3.37)

Bk ke
Yo(ki,ko,m) = v /WW
1

A3k 1
e / (27 (P,)?

+[m — (H, = #))] / (2m)% (P1) Bz

(3.38)

Notemos no resultado das expressoes acima uma nova combinacao de integrais de
Feynman com diferentes graus de divergéncias. Outro aspecto que podemos considerar é
a presenca do propagador do féton, o qual possui massa nula, ocasionando a presenga de

divergéncias infravermelhas e ultravioletas.



3. Vinculos de Consisténcia: Relacoes entre Funcoes de Green e
Relacgoes de Simetria 29

3.5 A funcao de Green de dois pontos bi-vetorial

Definimos, no capitulo anterior, esta funcao por
B3k 1 1
TVV (ky, ky,m) = / —Tr {fy v, } . (3.39)
' (b1, eop T ) —m] T ) —m

Ela foi encontrada quando calculamos a auto-energia do féton. Sua representacao dia-

gramdtica ¢ dada na figura (3.3).

k+l

m@n

ke + 1y
Figura 3.3: Diagrama correspondente a fungao de Green de um dois pontos bi-vetorial.

Com a utilizagao da identidade (3.22) para os dois propagadores, conseguimos colocar

a expressao acima na forma

gy [ TR 0 ) (3.40)

) en)? (R k)2 = m [k Ee)?
Entao, com a utilizagdo dos resultados dos tragos dados por (3.16), (3.17) e (3.18) es-

Crevemnios
7Y =T + guu(T"7) = e (T77) (3.41)

onde utilizamos as seguintes definicoes:

_ Bk [(k+ k)" (k+ ko))" + (k + k)" (k + k)"
T = 2/ (271')3 [(k+ k1)2 — m2] [(k + kg)?2 — m?] ) (3.42)
PP _ [ Bk [(k+ k1) - (k + k) — m?]
T = ( )2/ 2m)? [(k + k)2 — m?] [(k + k)2 — m?] (3.43)
AP _ g d*k 1
T, =-2 (k1 k2)l‘/ (27r)3 [(k + k)2 —m?2] [(k + k2)2 — m?] (3.44)

Na definicio das estruturas 777 e Tlf‘P os rotulos nao desempenham papel relevante
no estudo das divergéncias da ED(@s;. A notacao adotada é semelhante a encontrada
na dimensao D = 3 + 1 onde as estruturas acima sao identificadas com as fungoes de
Green de dois pontos axial- pseudo-escalar (figura (3.4)—a) e duplamente pseudo-escalar
(figura (3.4)—b). Lembramos que, devido a inexisténcia da matriz 4* (andloga a matriz

7% em quatro dimensdes) as funcoes THF e T ;‘P nao podem ser definidas em D =2+ 1

TVV

dimensoes.Voltando para o calculo de T},

notamos que 7, pode ser desenvolvida para
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ktiky i+l
LE ©T5 TmTSQTS
k+ kg I + Iy

(a) ()

Figura 3.4: Diagrama correspondente as fungdes de Green de dois pontos: (a) duplamente

pseudo-escalar e (b) axial-pseudo-escalar, em D = 3 4 1.

d?’k k“ky
e = 4 G T (e R
d3k ]{?1,
w204, | s T e =
d*k Ky
T2k k2)”/ 2m) [(k + k1)? = m?] [(k + k2)? — m?]

d*k 1

+2 (krukay + Kivkay) / 2m)* [(k + k1)? — m?] [(k + k2)? — m?]’

Por sua vez, o termo 777 pode ser colocado na forma

o[ &% 1
g B / (2m)? [(k 4 k2)? — m?]
_/ d3k 1
(2m)* [(k + k1) — m?]
d3k 1

k=1 | s e R

Nos passos intermedidrios, para obter a expressao acima, utilizamos a identidade

1

(3.45)

(3.46)

(k4 k) - (k4 ) = 3 [0+ B)2 =) 4 5 (6 R)? = 2] = S (ki — k) = 2m. (3.47)

Neste ponto notamos que é possivel reduzir ainda mais a notacao definida em (3.26)

adotando a seguinte definicao

Com isso teremos

3k k. k
T, = 4 i
! /(27?)3 Ers

ek k,

+2 (k + kz)“ / WEH

Ky

(27)° g
rE1
(2m)° By’

+2 (b + k;g)y/

+2 (k1ukoy + k1oka,) /

(3.48)

(3.49)
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() { / (er];?’Eiﬁ / (33’;3 bfl T [k — k)?] / %Eim} (3.50)

Bk 1
TAP —2mi(k, — k / .
( ) (2m)? o

Com isso colocamos a funcao de Green na forma pretendida.

(3.51)

3.6 Decaimento Fotonico do F6ton

No capitulo anterior percebemos que, aparentemente, correcoes radiativas geram inter-
acoes através de diagramas as quais sao proibidas de ocorrerem ao nivel drvore na teo-
ria. O processo que consideramos que se enquadra nestas caracteristicas é o decaimento
fotonico do féton. A este processo, representado na figura (3.5), associamos a funcao de
Green de trés pontos tri-vetorial, definida como

T
k+]:{3
W, k+ 1k
k+ ks
Tu

Figura 3.5: Diagrama correspondente a fun¢ao de Green triplamente vetorial.

vwv [ Pk . 1 1 1
= | @ {Ww—mﬂ”ww—mﬂww—m}' (3.52)

Quando estudamos a funcao de dois pontos bi-vetorial percebemos que esta, apds o cdl-
culo dos tracos, poderia ser escrita em termos de outras estruturas de forma conveniente.

Aplicando a mesma filosofia para equacao acima podemos adotar a seguinte decomposicao

Tov' =T+ 9Ty Y + gou TV + 9Ty 70 + A, (3.53)

onde definimos

Ty = +2/ k1 {(k;+k;)“ kot ko) (k + ky)?
e = (27 ) o ! 2 ’

(
— (k4 k1) (k + k)" (k + k)"
(k + k1)? (k + k)" (k + ks)"
(k+ k)" (k + k)" (k + k3)®
(k + k) (k + ka)® (k + ks)”
( )" ( )7 ( )

N
N
n
(k4 k) (k+ k) k+k3“}, (3.54)
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PVP Pk 1 . ) —m2 m
T“ B 2/ (27T)3 Eno3 { [(k The) - (h+ks) ] (h+ k)

+ [(k+ k1) - (k + ks) —m?] (k + ko))"
- [(lf + ]Cl) : (IC + ]{?2) - m2] (k? + k3)ﬂ} s

PPV d3k 1 2 v
T! = 2/(%)3&23{—[(k+k2)~(l€+k3)—m}(k+k1)

— [(k+ k1) - (k + ks) — m?] (k + k)"
+ [(k+ ki) (k+ ko) —m?] (k+k3)"},

T = [ G k) (k) ] )

— [(k + k1) - (k + k3) — m?] (b + ks)”
- [(k + ki) - (kB + k) — mQ} (k + k3)?}

Pk 1
v = —2imie o / —
no (27)? Ei2s

| B 5 0 o
—szgw/WEmS {(k+kz) (k + k3)’e

+ kg — ol [k + K, gﬂ¢w}

Pk )
~2im / o B L Hely e i, =

+ ks — ko g [k + ku], €7

(3.55)

(3.56)

(3.57)

- [(Qk:ak:qj + 2k1aky) + (K + k1), (ks + k2)¢] gk

+ 2 (k + ko) (k + ks)? 2"
— 2 (k + ko) (k + ks)? 9%
(k4 ko) (b + k)’ gqﬁgu} .

(3.58)

A definicao das estruturas foi feita propositalmente de maneira a obtermos uma sis-

tematizacao semelhante a encontrada em dimensao D = 3+ 1. Tais estruturas sao aquelas

que aparecem quando consideramos as amplitudes correspondentes quando nos vértices os

operadores sao quantidades pseudo-escalares e vetoriais como indicado na figura abaixo.

Podemos ainda desenvolver cada um dos termos acima para que possamos escrevé-

los como uma combinagao de integrais de Feynman, seguindo os mesmos procedimentos

estabelecidos nas subsegoes anteriores. Comecamos por definir e considerar a estrutura
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s
I+ 1
T k+ 1
k+ 1,
s

Figura 3.6: Diagrama correspondente a funcao de Green vetorial-pseudo-escalar-pseudo-escalar.

pPVP PV P
th T

, que nada mais é do que 7, "~ com a omissao do sinal de integra¢ao nos momentos.

Com o auxilio da identidade (3.47) obtemos

pve I+ ko)? — m?| + [(k + k3)* — m?| — [(ky — k3)?] )
07 = s o il T R o} 1)
[(k 4+ k1)? —m?] + [(k + k3)? — m?] — [(kx — k3)?] 1
" { [k + k)2 = m2] [(k + ko) — m2] [(k + ka)? — m?] } k)
IR+ R)? = m? 4 (k4 F2)? = m®] = (b — F2)?] }
{ [(k + k1) — m2] [(k + k2)2 — m?] [(k + k3)2 — m?] } (k+ k3)". (3.59)

Realizando algumas simplificacoes escrevemos

O _{[<k+k1)2—m2]1[k+k3 _mz} (k + k)"
_{[(k+k1)2—m%_6k+k2 _mQ}kHﬁ
_{[(k+k1)2—m2] (& Kkz;) —m2 J[(k + ks)? _mz]}UHkl)“
R e e A4
+{[(k+k1)2 TE,H,{Q }k+k2
+{[<k+k1>2 ][(kﬁ;) [<k+ g)? — ]}<k+k2>“
_{[(k+k2)2 ]1[k+k3 }k+k3
_{[(k:Jrkl)?_m;]i_[l;{;_i_kg _m2}k:+k3
N { [(k + k1)% —m?] [(k 4[5122) -~ m2] [k + ks )2 — m2] } (k + k3)" . (3.60)
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Reagrupando alguns termos obtemos

pvP K
o= { [k + Fa)? — 2] [(k + k)2 — m2J}
B { (lﬁ + k?3)u
[k + k)2 — 2] [(k 1 Fa)? —

[(k + k1)? — m?] [(k + ka)? — m?]
(ks — ko))"

|
(k2 — k)" }
|

[(F + k2)? = m?[[(k + k3)? — m?]

{
{ 2
. o ooy
{
{

[(k+ k)2 —m?] [(k + k2)? — m?] [(k + k3)? — m?]
(k1 — k3)?]

[(k+ k)2 —m?] [(k + k2)? — m?] [(k + k3)? — m?]
[(k1 — ko)

[(k+ k)2 —m?2] [(k + k2)? — m?] [(k + k3)? — m?]

} (k + k2)"

}w+kyhaﬁm

Portanto, teremos

&k k
TPVP _2/ L
a (2m)® Eis
Bk 1
(ks + k /——_—
(ks ”“(%ﬁag

k1
+ (ko — kl)“/—(zﬂ)?’E_m

Bk 1
_ (k;3 — kQ)M/WE—%
(ks + ), (ke = Fy)’
+ (ki = ka), (ks = k1)* +

— 2k, (ks — ka) - (k2 — k1) /

1
(27T)3 E1a3
-9 [(k‘s — k1) - (ko — k1) — (kg — 1{71)2] / &’k k,

(27)* Ehas

(3.62)

Com o mesmo procedimento obtemos expressoes para T2FV e T(;/ PP que sdo dadas
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por

T)E/PP — _2/ dBk ﬂ
(27)? Eas

— (ks = kl))‘/ (ij El13

Bk 1
— (ks — k) | e
( 2 1))\/ (27‘()3 E12

Bk 1
kst k /
(ks + Ko (27r) Eos

2 (ks — Fr) - (ks — k)] /

+ [(ks — Ea)y (k2 — k1)
- (kl - k2)>\ (k'3 - k1)2
Bk 1

+ 2k, (kg - kl) : (k2 - kl)] / WEHB

Bk ky
(27)° s

(3.63)

¢ (27)® Era

Bk 1
+ (ks —k‘1)¢/ (27)° Eis

Bk 1
_(k2+k1)¢/WE_12

Bk 1
(ks = k2>¢/ (27r) Ess

+ [(kl + k2)¢ (ks — kl)
— (ks — k1) (ko — ky)?

= 2huo s — k) ) [

(27)® Eras

~2[(ky — k1) - (ko — k1) — (ks — k1)?] / (

Pk kg
o1)® Eias’

(3.64)

Para a estrutura 7,4, apés uma reorganizagao escrevemos
Ty = 2/ (;l:; Elg {(k: + k)M [(k; ko) (K + k3)® — (k + ko)? (k + /<;3)V}
(e k)" [+ R2) (K o+ K) = (ko ho)® (s + Ky)"
(k4 ) [(k A+ ko) (k4 k) — (k + ko)™ (k + ks)”]
+2(k + ko) ? [(k + k1) (k + ks)" — (k + ko) (k + k3)"]
A (K4 ko) (k+ By (ke + kg)”} . (3.65)
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Definindo as estruturas

ot (5 ) [0t ko) (ko Ks)® = (4 o) (k + K]

Mo = / (2m)? Eras 7

ot (5 ) [+ o) (ko k) — ( + o) (k + k)]
T = / (2m)° Eqos ’

. / Pk (k+ k)® [(k + ka)” (k + ks)" — (k + ka)" (k + ks)"]

no (2m)° Era3 ’
B Bl (k+ ko)® [(k+ k1) (k + k)" — (k + k1) (k + ks)"]

Ko = 2/ (2m)? E23
’ B Bk (k+ k)" (k+ k)? (k + ks)”
Fiuvo = 4/ (2m)? B3 ’ (3.66)

podemos entao escrever
Tiwe = 2 (Mg + Jywe + Lyvg + K + Fug) - (3.67)

Desenvolvendo o numerador das expressoes acima podemos identificar as integrais de

Feynman. Teremos entao
Bk k,k,
Muo = (ks = k2)¢/ (27)° 5123

&Pk k,k
+(k2—k:3)y/ 1o

(27r)3 Eas
+ (kavkag — kaghsy) / (;Z:)C?' E]?;z
+ky (kg — k3)u/(62l37k)3£¢;3
oy (ks — ko), / %%
b (e ) / (ZST]C)B %23 (3.68)
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&Pk kuk,
o = (o=, | G

3
+ (k2 — k3)u/ (;lﬂ];3 gﬁj
&Pk ok,

+ (kauksg — kagksy) { (27)3 Eras

&’k k
+h (k2 — k3)u / (27)3?23

Bk k
+hy (ks — k2)¢/Wﬁ%
ki (Kapksg — kaukso) / %%23 o

Este resultado pode ser relacionado a Mg, . Para tal basta permutar 1 < v. O mesmo

ocorre com Lg,,, cuja permutagao p <> ¢ resulta em My, . Entao teremos

BE koky
Ld)y,y = <k3 - kQ)#/ (27'[')3 E123

Pk k,k
+(’f2—k‘3)y/ i

(27)3 Eio3
+ (Kaukax = kauka.) / g:;s Ekl;
O
e,
g (b, = k) | % — (3.70)

Agora, para o termo Ky, podemos escrever

Bk kg
Kd)y,y = 2 (kl - k3)u/ (27]')3 E123

B kg
2=k, | G

+2 (k1pkz — kiokay) / g)Tk)i”E]?zz
+2kag (kv — ksp) / %;23
+2kag (K3, — k1v) / (;F)Tk)?'E]i;

+2k2g (K1uka — k1okay) / (CQZBT]C)?’EL?)' o
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Finalmente, escrevemos o termo que carregars a divergéncia de grau logaritmico na forma:

/ Bk kuk,ky
(27T>3 E123

F puv

Bk k.k,
+4(ks)g / e 15123

Bk kyky
+4(k1)u/ (271')3 E123

Bk k,k
+4(7€3)u/ (2723 Eumz
Bk k
+4koyks, / P E;;g
Bk k,
4k kg / @ Bun
Br k
aky, ks, / Wﬁ‘;
4k kogks, / (Z?)Tk)?' ELB. (3.72)

E importante notar a semelhanca dos termos acima com aqueles correspondentes ao

caso quadridimensional. Por sua vez o termo A,,,4, que é especifico da dimensao D = 2+1,

fica

Bk 1
—2imgy | ——m—— 1 (k + k2)? (k + k3)? 2P
I /(27r)3 Ena3 {( 2) 2)

[y — kaly [+ k], %}

~2im | <;l:§s i = kot )
+ [ks — kol [k + a], €7
[ (Rhakes + Monako) + ( + k), (ks + ko), | =
+2(k + k) (k + ky)? 7%
— 2 (k + ko) (k + k3)’ ?
4 (k4 ko) (k4 ky)? gd"’“} . (3.73)
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3.7 Correcao de Vértice

Quando consideramos o processo fisico caracterizado por duas linhas fermionicas e uma

bosonica externas, a interacao elétron-féton, nés definimos a fungao de Green

wikrn) = [l g
{ 2 _F@—1Nk+kﬁﬂk+kgﬂ}.@7®
(

k+ k)’ [(k + k)%
A representagao diagramatica pode ser acompanhada na figura (3.7).Para separamos os
Tu
k+k k+k,
k+k

Figura 3.7: Representagao diagramatica para a fungao de Green associada & corregao de vértice
da interacao elétron-féton.

termos pela dependéncia no pardmetro de “gauge” introduzimos a decomposi¢ao

N (Ey, ko, ks, m) = A (K1, ko, kg, m) + (€ — 1) AS (kq, ko, ks, m), (3.75)

onde
W[ Bk 1 , 1 , 1
= [ e D= m= ) 370
0 ﬂ 1 L 1 1
= [ G 0 = T W )
(3.77)
Os dois termos podem ser colocados em formas mais convenientes. Primeiro fazemos
w_ [ Pk Ay [(H+Hy) +m]y* [(H + ¥;) +m]7"}
A= / (2m)° Py Eo; (3.78)
e entao
= [ I ) el O ) el b)) g
(27) (P1)” Eas
A utilizagao das identidades estabelecidas na se¢ao (3.2) nos permite escrever

Vo W+ Ho) +m] o [(H+ Hy) +m]y" = —2KH + k"
M+ W+ Byl
—2K N — 2Ky, — 2K K,
+m [6k" + 2(k3 + k)]
+m (Y'Hy + H37")
—m>y, (3.80)
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e, com isso,
3 2
A (b ey, m) - = PYM/ (3753 PlkEgg
+{[2m(ks + ka2)" — 2H37" ¥y + 2K, W
+m [ Hy + K" — mat]} / dgkg .
(2m)° PrE2;
e [ P Bk
(2m) P1Eas
+[2 (=" Wy + V'™ — By + " Hy) + 6mg™] / dgkg o
(27)” P1Ea3
(3.81)

A fim de obter uma reorganizagido semelhante em A4 primeiro desenvolvemos os pro-

dutos indicados no numerador da expressao (3.79) para obter

(H + W) [(F + Ho) +ml oy, [(F+ ) +ml (K +Hy) =

(K + H)H + Ho) v, (F + Ha) (F + 7))

+m( + K)oy, (F + Ha) (F + #y)

+m(l -+ H) W+ Bo)v,(F =+ 7))

+m? (K + K)oy, + ). (3.82)

Em seguida reorganizamos cada termo convenientemente com o auxilio da dlgebra das
matrizes de Dirac. Assim procedendo teremos para o primeiro termo da expressao (3.82)

acima
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K+ W)W+ Koy (W + W)W+ Hy) =
— (k+ k1),
[k+k31 ]VM(I?/+I?/1)<I?/3 %)
(k:+k‘1) [(k+k2) —m}’ylL
[k‘i‘k _m}”)/y(]?/“‘%)(%. %)

—i—(k—f-kl) [( k?g) —m}yu

+ [(ky = ka)” = m®] v, (F + Hy) (Fy — H))

+(k+k1)

—2(k + k1) (k+k:1) K+ H,)

— (b E)” By — H0) v, (H+ 1))
—(k+ k)" W+ H0) v, By — 1)
<k+k1) (]%2 %)% (]?/3 %)

+2 (k + k1), (k+ k1) (H+ )

+2(k+k1) (k+k1) (]?/3_'1?/1)

I

+2 (k + kl) (]?/2 ]?/1) (li/‘i‘ ]?/1) (]?/3 - %)
+(k+ k)Y

u

+(k+k1) (]%'k ]71) (li/ %)’h
+ (k4 k1)? [(k‘+k3) —m? 7,
+[k+k }(]74‘]?/1)(]?/2_]?/1)7#
—(k+ k:l) [( k3)2 — mﬂ Y
— [k m?] (W +H,) (Hy = H1) 7,

enquanto que, para o segundo termo obtemos

H+ W), H+ W)W+ H) = (k+k) v, +Hy)
—2(k+ ki), (k + k)
(k+k1) (li/‘i‘ /?/1) (I?/3_]5/1)
+ [k + k)] (F + ),
+ [k + k3)* = m?] (H + K,
(

= (k1 = ks)® = m®] (H+ K1)

O terceiro, por sua vez, pode ser escrito como

(3.83)

(3.84)
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K+ W)W+ W)v. W+ H) = (k+k)’ v+ #y)
+[(k+k2)* = m®] v, (K + 1))
— (k1 = k2)® =] v, (K + }))
+(k+ k) (H+ Ky,
—2(k+ ki), (k + k1)’
—2(k+ k1), (Ko — H,) (K + ) (3.85)

e, por fim, para o quarto termo adotamos a forma

K+ ¥ )y, (H+ Hy) = —(k + k1), + 2(k + k1) u(F + F,). (3.86)
Basta agora substituir as expressoes (3.83), (3.84), (3.85) e (3.86) em (3.79) e a reor-

ganizagao pretendida para A4 se tornara possivel. Assim ficamos com

ek 1

(2m)° [P]?

Ag(k’l,k’g,k’g,m) = ”)/M/
H -m 2 _ m2) AH ﬁ—l
Dm0t ] [
M 2 _m2)AH ﬂ—l
Mm@ )] [
Bk k,
(2m)° [P]* Es
) [ s
—"va 7 ]/(2w)3 [P1]2 E,
) Fr1
~=mr e [
+[(@ =) ¥, =)

+ (p* —m?) (¢—m) ¥7*"
+2k) (¢ —m) ¥, (i — m)
Br 1

-%<p2—-nf)(qQ-"*)WM}J/<zWP[Fu2f%3
+ (& = m*) V"va (F = m)

+2RY (= m) v (i = m)

+2(¢—m) ¥, (f — m) g"°

+ (p* —m?) (¢ — m) "] /

~lf=mlr |

A3k ke,
(27)* [P1)” Eas
Pk Pk

(2m)* [P1)® By

(3.87)

12(¢— m) 7 (f—m) /
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3.8 Relacoes Entre Funcoes de Green

Os resultados das secOes anteriores mostram que, as amplitudes correspondentes aos
processos fisicos considerados, em solucao perturbativa, podem ser escritas como uma
combinagao de integrais de Feynman, algumas delas de carater divergente. Estas integrais
terdo que ser tratadas de modo consistente apesar das indefini¢oes intrinsecas. A fim de
testar os resultados obtidos, no contexto do tratamento que adotaremos para as integrais
divergentes, nos utilizaremos de toda e qualquer condicao que possa ser imposta sobre as
formas calculadas das amplitudes fisicas. Com este fim, nesta secao, consideraremos um
conjunto de exigéncias que podem desempenhar o papel de guias de consisténcia, antes de
efetuarmos as manipulacoes propriamente ditas. Tendo isto em mente comecaremos iden-
tificando um conjunto de identidades entre integrandos capazes de relacionar fungoes de
Green com diferentes nimeros de pontos. Tais identidades, portanto, serao identificadas
antes da introducao do sinal de integragao. Uma destas relagoes pode ser estabelecida

com o auxilio da identidade

) 1 1 B 1 1
(k1 =he) {’“ W i) —m " ) m} S, ] ) 8

Tomando os tragos de Dirac e efetuando a integracao sobre o momento k, conseguimos

identificar uma relagdo entre as duas fungées de Green definidas nas equagoes (3.21) e
(3.39). Ou seja

(ky — k)" Ty (K1, ke,m) =T, (ka,m) — T, (k1,m). (3.89)
De modo idéntico para o outro indice de Lorentz, teremos
(ky — ko) Ty (kv ka,m) =T, (ka,m) =T, (ki,m) . (3.90)

A maneira pela qual obtivemos as relagoes acima nao é unica. Elas poderiam ser constru-
idas utilizando-se métodos da dlgebra de correntes. Uma representacao diagramética das
identidades construidas acima ¢ dada na figura (3.8). A interpretagao das relagoes acima
é simples. O célculo explicito de T’ LV e a sua posterior contracao com o momento externo
deve permitir a identificagao, no resultado entao obtido, da diferenca de duas fungoes de
um ponto TL‘L/ dependentes de momentos arbitrarios k; e k.

Utilizando o mesmo raciocinio podemos estabelecer relagoes entre todas as fungoes de
Green puramente fermidnicas sendo que, o cdlculo explicito e a posterior contragao com
um momento externo, sempre resultard numa diferenca entre fungoes com uma unidade
menor no nimero de pontos. Portanto, para a funcao de Green de trés pontos triplamente
vetorial, devemos obter uma diferenca entre duas fungoes de dois pontos bi-vetorial. Tal

identificagao pode ser feita com o auxilio da identidade

(k1 — k)" {’Yu

1 1 1 }_
W) —m "W+ Hy) —m Y H+Hy) —m ]

1 1 _ 1 1
T, —m] MW+t —m P —m] M ) —m

(3.91)
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kel _ vay Y

(k- k)" TuQTu

k+ k] Tu Tu

Figura 3.8: Representacdo diagramética para as identidades (3.89) e (3.90).

Depois da tomada dos tracos de Dirac e da integragao sobre o momento k£, em ambos os

lados, obtemos

ky — ko)'TY VY = TVV (kg, ko, m) — TV (ks, kym), 3.92
AL Ap

Apv

de modo esperado. De maneira similar podemos estabelecer

(ks — k)"TyyY =Ty (ki, ko, m) — T3, (ks, ka, m) (3.93)
€
(ks — k) TV =T Y (K1, ks,m) — Ty (ky, ko, m) . (3.94)

Uma representagao diagramatica das eqs. acima pode ser observada na figura (3.9).

As relagoes obtidas nos informam que, se calcularmos explicitamente a funcao de trés

TVVV

\u » € depois contrairmos esta com o momento externo,

pontos triplamente vetorial,
devemos identificar no resultado a diferenca entre duas funcgoes de dois pontos bi-vetoriais.

T
k+k k+k k+k,
M k+k, k+k

Figura 3.9: Representagao diagramética para a identidade (3.92).

As relacoes estabelecidas acima sao tteis quando nas amplitudes aparece apenas o
propagador do elétron. Nos casos em que aparece também o propagador do féton podemos
construir uma classe andloga de relagoes entre funcoes de Green. Para tal consideramos
inicialmente a identidade
" [7” ! ol ! VA}

[(F+ Hy) —m] * [(K+H;) —m]
1 A 1

- {””W%)—mﬂ ‘””[wwm—mﬂ]'

(k3 — k2)

(3.95)
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A estrutura mais simples desta classe de amplitudes é aquela relacionada com a auto-
energia do elétron por excitagao de um féton. O propagador bosénico, que nao envolve
matrizes de Dirac, pode ser inserido em ambos os lados da expressao acima de modo que

apos a tomada dos tragos de Dirac e a integracao nos momentos teremos

“%‘“”{/ki$[“Kﬁ+£w—mﬂﬁw+é§—mﬂﬂX
[LJr(g—l) (k;+k1)A(k+k1)V]}:

(k + ky)° [(k + k1))
[ &Pk, 1 A G oy k) (Rt R,
t/@&ﬂﬁw+w—mﬂ}&mwﬁ+@ T |
BrT 1 A g oy Etk), (Kt k),
*/f%ﬁ[”uy+%»—mﬂ]{m+wgf+“ T }'

(3.96)

E facil perceber, na expressao acima, que o termo entre chaves do lado esquerdo da
igualdade pode ser identificado com a fungao de Green correspondente a corre¢ao de
vértice e que os dois termos do lado direito representam fungoes de Green associadas a
auto-energia do elétron por excitacao de um féton. Assim podemos escrever a relagao

acima como

(kg — kQ)HA'u (kl, kz, kg,?ﬂ) =) (]{71, kQ, m) - (kl, kg, m) . (397)

Isso completa o conjunto de relacoes entre fungoes de Green que envolvem as estruturas
matemdticas que aparecem na definicao das amplitudes da F D@3 ao nivel um “loop”.
A caracteristica mais importante que deve ser notada é que as relacoes entre funcoes de
Green envolvem sempre funcoées com diferentes nimeros de pontos. Isso implica numa
relacao entre integrais com diferentes graus de divergéncia. Notemos também que, quando
um dos lados pussuir um grau de divergéncia maior do que o logaritmico, poderemos
ter a presenca de ambiguidades devido ao fato de termos adotado rétulos arbitrarios
para os momentos carregados pelas linhas internas. Mesmo assim, esperamos que as
relacoes entre fungoes de Green sejam satisfeitas independentemente das escolhas para
as arbitrariedades envolvidas. Na verdade esperamos que resultado algum dependa das
escolhas que devem ser feitas para a construcao das amplitudes fisicas tais como: rétulos
atribuidos para os momentos carregados pelas linhas internas, método de regularizacao
ou a escala comum as partes finitas e divergentes. Apés o célculo explicito das integrais
de Feynman, identificadas nas expressoes para as amplitudes consideradas, as relagoes
aqui estabelecidas serao verificadas nas formas explicitas das amplitudes. Consideremos
agora outro importante tipo de vinculo de consisténcia a ser imposto sobre as amplitudes

calculadas.
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3.9 Relacoes de Simetria

As relagoes que estabelecemos na secao anterior podem ser efetuadas para quaisquer
fungdes de Green com um nimero de pontos igual ou superior a dois. Estas relagoes
impoem vinculos sobre as amplitudes que sao combinagoes destas funcoes ou até mesmo
sobre o préprio valor de algumas amplitudes. Entretanto, elas nao correspondem, na
maioria dos casos, as préprias relagoes de simetria ou identidades de Ward, apesar de
estarem profundamente relacionadas. No capitulo /] construimos a F D@3 como uma
teoria invariante de “gauge” e, a essa invaridncia temos associado a conservacao da cor-
rente vetorial. Matematicamente isso deve se manifestar, em nossos célculos, pelo resul-
tado nulo que deve ser obtido toda vez que contrairmos uma amplitude fisica, carregando
um fndice vetorial de Lorentz, com um momento externo possuindo este mesmo indice.
Comecaremos por discutir tais aspectos tomando o caso mais simples: a funcao de Green

de um ponto vetorial contraida com o momento externo correspondente, ou seja,
KT =0. (3.98)

Para a funcao de dois pontos T;{,V temos a presenca de dois indices vetoriais o que nos

leva a efetuar duas contragoes, portanto, devemos ter

(ky — k)" T, =0 (3.99)

(kv — k)" T, = 0. (3.100)

As duas relagbes acima, com o uso das identidades (3.89) e (3.90), também nos fornecem
que
T (k2) =T, (k1) =0 (3.101)

e uma forma andloga para o outro indice vetorial.

A andlise para a funcgao de trés pontos tri-vetorial é um pouco mais complexa pois,
além de termos trés indices vetoriais (o que implica em trés contragoes) temos que somar
dois diagramas correspondentes ao canal direto e canal cruzado. Isto quer dizer que,

estamos simetrizando os estados finais. N6s escrevemos isto na forma

(ks — ko) [TXYY (v, oy kgym)] + (Is — ) [T (Ll lym)] = 0, (3.102)
(ky — k)" [Ta" (ky, ko, kssm)] + (la — 1) [T, (I, lo,Issm)] = 0 (3.103)

€
(ko — k)" [Ta" (K1, ko, ks;m)] + (I — 1s)” [T, (I, o, Is3m) | = 0. (3.104)

Notemos que, as diferencas (k; — k;) representam os momentos externos associados aos

vértices, e que a rotulacao utilizada é a mais geral possivel, tanto para o canal cruzado
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como para o canal direto. As relagoes entre os momentos externos, para o canal direto,
sao dados de acordo com
ks — ke =p+q
ks —ky=0p (3.105)
ki — ko =q,

enquanto que para o canal cruzado temos

ls—=la=p+q
ll—lgzq.

A principio, poderiamos pensar que, a adocao de rotulagao arbitrédria diferente para os
diferentes canais é desnecessdria. Entretanto isso nao é correto, pois as arbitrariedades
envolvidas sao caracteristicas préprias do cdlculo de cada diagrama e nao podemos supor
que ambiguidades surgidas em determinado diagrama sejam idénticas as surgidas noutro
diagrama qualquer, ainda que topologicamente idénticos.

Pelo conjunto de simetrias que implementamos na construcao da Lagrangiana para a
EDQ@3, também é relevante para o nosso estudo considerarmos as implicagoes de teore-
mas baseados em simetrias fundamentais, como por exemplo, o teorema de Furry. Este
estabelece que, todo o cédlculo de qualquer processo fisico envolvendo um niumero im-
par de linhas bosonicas externas e apenas uma espécie de férmion circulando no “loop”,
devemos obter um resultado identicamente nulo para a amplitude correspondente. Tais
implicagoes também servem para estabelecer guias de consisténcia para as manipulagoes
envolvendo divergéncias do célculo perturbativo. Para os nossos propdsitos isso significa

que deveremos ter para as amplitudes que consideramos, os seguintes resultados

Ty (ki,m) =0 (3.107)
(&
Ty N (ki ko, ks,m) + Ty (11,1, 13, m) = 0. (3.108)

Todas as relagoes entre fungoes de Green e propriedades de simetria estabelecidas neste
capitulo serao retomadas nos capitulos futuros apés o célculo explicito das amplitudes, o
que passa antes pelo tratamento das integrais de Feynman divergentes que encontramos,

tarefa da qual nos ocuparemos a seguir.



CAPITULO 4

Organizacao das partes finitas das

Integrais de Feynman

4.1 Introducao

Nos capitulos anteriores mostramos que, para o célculo de todos os processos fisicos per-
tinentes a £ D(@)3, somos levados a solucionar as Integrais de Feynman. Notamos também
que estas estruturas matemdticas podem ser divergentes ou finitas. Para aquelas que
divergem somos obrigados a adotar algum método de regularizacao, ou filosofia equiva-
lente, de modo que possamos colocd-las numa forma adequada para a reparametrizacao,
ou seja, precisamos separar as partes finitas daquelas que contém as divergéncias. Ocorre
que, mesmo para integrais divergentes, encontraremos partes finitas que conterao a de-
pendéncia com os momentos e massas carregadas pelas particulas, de modo que as integrais
finitas sempre estarao presentes. Outro aspecto importante, relacionado as partes finitas
é a verificacao dos chamados vinculos de consisténcia onde uma boa organizacao e conhec-
imento das fungoes que constituem as partes finitas das amplitudes desempenham papel
crucial. Ainda, na reparametrizacao, no cdlculo de amplitudes com a presenca do féton
ou em regularizagoes baseadas em distribuigoes tridimensionais, somos levados a tomar
limites cineméticos especificos bem como conhecer propriedades gerais das amplitudes
como partes imaginérias relacionadas a unitariedade. Veremos que todas estas situacoes
de interesse podem ser vistas como meros estudos das propriedades de um conjunto de
fungoes que definiremos no presente capitulo. A sistematizacdo que proporemos consiste
em estabelecermos convencoes ou estruturas que facilitem as manipulagoes nos passos
intermedidrios e, a0 mesmo tempo, permitem uma melhor andlise dos resultados. E pos-
stvel mostrar que as integrais de Feynman, em D = 3+ 1, admitem tal sistematizacao que
permite uma melhor organizagao dos resultados para as amplitudes bem como o estudo
de suas propriedades[28].

Seguindo este mesmo raciocinio para o estudo da E D@3, introduziremos neste capi-

tulo um conjunto de funcoes em termos das quais iremos escrever os resultados das inte-

48
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grais que consideraremos no capitulo posterior a este. A utilidade de tal organizacao se
mostrard particularmente titil na verificagao das relagoes de consisténcia, de simetria e no
estudo de alguns limites cinematicos especificos, principalmente aqueles relacionados aos

procedimentos de reparametrizacao.

[N

4.2 As Funcoes Z,

Quando utilizamos as regras de Feynman do cédlculo perturbativo para o célculo de ampli-
tudes fisicas somos levados a estabelecer as Fungoes de Green de n—pontos. A cada uma
destas estd associado um conjunto de integrais de Feynman que, quando solucionadas
fornecem as informacoes necessdrias para a descricao do processo fisico. Quando resolve-
mos as integrais associadas as fungoes de Green de dois pontos encontramos de uma
maneira natural um conjunto de estruturas matemadticas, ou associagoes destas, em ter-
mos das quais é possivel analisar os principais aspectos associados as amplitudes. Além
disso esta sistematizacao é 1itil, pois podemos verificar que a parte finita resultante das
integrais de Feynman pode ser escrita como combinac¢ao destas funcoes. Na E D@3 nés
definimos estas estruturas matematicas da maneira mais geral como

1 1 1 k
Z, 2 (N2 02, 6% 02 = (=)\2 / dz : = (4.1)

Nesta expressao identificamos ¢* = (k; — k2)2 como momento externo do “loop” quando
estivermos trabalhando com fungoes Green de dois pontos ou, como uma combinagao
invariante destes quando as funcoes de Green possuirem um maior nimero de pontos.
As quantidades A\? e A} sio em geral identificadas como massas da teoria sendo que o
pardmetro A desempenha um papel de escala para os momentos e também para /\f e )\g.
Como serd visto no préximo capitulo (se¢ao 5.2) o parametro z é o iltimo parametro
utilizado na parametrizacao de Feynman. As caracteristicas das fun¢oes definidas acima,
ressaltam e fornecem importantes aspectos das amplitudes geradas pelo uso de uma TQC,
em especial aqueles relacionados a unitariedade.

Para os propésitos deste trabalho, serd, muitas vezes, conveniente definir também a
funcao acima sem o argumento de escala, isto é,

zk

1
Zk‘%(Af,Ag,cf):/ dz — —
0 [q2z(1 —2)+ ()\1 — )\2) z— )\1] 2

Para a construcdo de formas explicitas torna-se conveniente a utilizacio de A\* ou A3

(4.2)

como escala. A mudanca de escala pode ser obtida através da relacao

1 !
Zk ’ ()‘%7 A%aqz; >\2) = Zk ’ ()‘%a )‘gaq2; )‘g) . (43)

1/_)\g

A relacao acima é bastante 1til quando considerarmos, em cédlculos de integrais diver-

gentes, a presenca simultidnea dos propagadores do féton e do elétron.
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Vejamos agora como obter formas explicitas para determinados valores de k. Restringindo-

nos a valores de k positivos e tomando inicialmente k = 0, teremos

Zy? (02 02,¢%) = V)2 i ! .y (4.4)
0 qzl—z) ()\%—)\g)z—)\ﬂ§

Para a integragao na varidvel z é conveniente escrevermos o polinémio de segundo grau

em termos de suas raizes. Ou seja,

Q(2) = [¢®2(1 = 2) + (\] = 23) 2 = A]] = (-)¢*(z — @) (= = B), (4.5)

onde as raizes « e [ sao dadas por

[+ (% = X))+ /(@ + X2 - 23)° - anig?

a= 2 (4.6)
€
2+ (= X)) — (@ X - ) - i
B = 2 : (4.7)

de modo que a soma e a diferenca entre elas sao dadas por

(4% + A7 — AJ]

a+p = 2 (4.8)
e
2 2
(@ + A1 = A5)" — 4N
q
respectivamente. Por sua vez o produto serd dado por
)\2
aff = q—; (4.10)
Assim sendo, podemos reescrever (4.4) como
1 Vv —\?
Zy 2 (ML, A5, 507 = / dz - - (4.11)
V2 i

A integragao resultard em

-1 —\? 1—a)?
4 o) - oY U

a _B>2] (4.12)

_1
Voltaremos nossas atengoes para algumas relacoes entre as 7 * (/\f,/\g,qz) e pro-

priedades obedecidas por esta quando tomamos alguns limites de interesse fisico.
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N|—=
N|—=

4.2.1 Redugao das Z, > em termos de 2,

. _1

E f4cil perceber que todas as fungdes Z, * definas em (4.1) podem ser escritas em termos
1 1 _1

da funcao 7, *. Para obter Z7 em termos de 7, * basta efetuar uma integracao por

partes, isto é, tomando

) 1
Z, 2 (M5 50 =V —/\2/ dz - (4.13)

0 [q22(1 —2)+ ()\% — )\g) z— )\ﬂ%

podemos escrever

N
N=
I

\/—_)P/ldzz(_2q2z+q2+)\% —)\g —q2 —)\%—F)\g)
0 (—2¢%) [Q(=)]2

- V[
0

(=2¢) Q(2)]?
VA [+ (AT = A))]
(_2(]2)/0 dz [Q(z)]% (4.14)

ou ainda,

e S L !
77 — =0 /0 dz— [Qz(z)]
X, 2 _ )2 1 z !
T I+ 0109 | e
_ H“q‘? @ (1) - Q% (0)
+\/—_)\2 [+ (A = \3)] 23 (22 ¢) . (4.15)

2q?
que fornece, finalmente,

1 /)2
Zl 2 (/\?7 A; q27 /\2) = (_) qg)\ (\/ _Ag - \/ _/\%>
V=X (¢ + 27 - A))

2q¢?

+ Z (RN (416)

_1
que é a relacao procurada. Seguindo os mesmos passos podemos relacionar a funcao 7, *
1 1

com as fungoes Z, 2 e Z, 2. Esta relagao pode ser escrita na forma

-3 \4 _/\2\/__)‘3 N )\i \% _)\220_% (A%J)\gaq27)\2)

2 2 2 2.1412 _
Z2 ()‘17)‘27(]7)‘) - (_) 2q2 2q2

3V-XN [+ (A - A3)]
_|__
4 q?

770 (0202,¢%03) . (4.17)
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_1 _1
Eliminando no resultado acima 7, ? em favor de Z; ? através da equagao (4.16), teremos

Ve SEVAY.
2q¢?
3 V=R (¢ 423 = 33) (VX3 - V=)
3 -

VRS (@ X -0) - N,

- Zot (805 7 0) . (4.18)

Z2§(>‘%7>‘qu2) = (_)

+

As relacoes construidas acima serao muito uteis no futuro.

=

4.2.2 Lim A} — 0 em Z, * (A}, A, ¢ \%)
_1

A definigdo mais geral para as funcoes Z, ? foi dada na equagao (4.1). Todas as situagoes
de interesse para o tratamento das amplitudes da £ D@3 podem, em principio, ser obtidas
como casos particulares da mesma. Algumas destas situagoes se tornarao necessdrias na
evolucao dos célculos que faremos. Como tal, na presenca do propagador do féton, se
tornara necessério estudar o limite A? = 0, o que significard a remocao da massa do féton.
Também na presenca apenas de propagadores do elétron teremos o caso A2 = A3 = m?. J4
na preparacao das amplitudes para a reparametrizacao teremos que conhecer os primeiros
termos de uma série de p?téncias nos momentos externos. Assim, se estudarmos o compor-
tamento das fungoes Z, * ()\f, )é, 7% >\2) nos limites citados acima, estaremos antecipando
a construcao de resultados tteis e necessarios na sequéncia dos nossos célculos e andlises.
Tendo isso em mente consideremos inicialmente o comportamento para pequenos valores

de ¢?. Para tal inicialmente fazemos

1
70 (205N = \/—)\2/ dz i
0

1
20, 5

o 2 - )\%(2_1) .
= V-2 0 F T /\gz]é[l T }(4.19)

k

NI

k

Utilizando uma expansao em série de Taylor no tltimo termo entre colchetes da expressao

acima obtemos

2k 1 XN(z-1
7.7 (02025 N) = /- v/ dz [1—— (2 )/\2 +}
2Z

0 qzl—z) )\gz]% 2¢%2(1 —z) —
(4.20)
Efetuando os produtos e reorganizando obtemos
_1 K
Zp 2 (AL A5, %5 0% V- / dz -
2(1—2) — A3z]?
242 k
e 1
—ﬁ/ PR ) S (421)
2 0 [q?z(l —z)— /\gz] 2
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Evidenciando alguns termos e reorganizando ficaremos com a expressao

m

708 (X230 = .

’ (

(4.22)

Tomando A2 = 0 e A5 = m? teremos

Z, (Om,q )\2

_ \/__AQ / dz (4.23)

q ,mz] 3

Para os valores de k que se tornarao necessarios em célculos futuros teremos

Fﬂ/dz

M\w

: (4.24)

Zy (qu)\2

Ay 23
N / zm (4.25)

vV — 1
. (4.26)
\/? \/z <Z B q2;2m2> 2

As duas primeiras funcoes acima sao bem comportadas ao passo que para a iiltima delas

Zy (Om,q )\2)

m\»—t

Zy? (0,m, ¢% /\2)

temos problema no limite inferior da integral. Esta singularidade estard relacionada com
a possibilidade de divergéncias infravermelhas. O comportamento das mesmas quando
¢*> = 0, pode ser obtido expandindo os integrandos em série de Taylor e posteriormente

integrando. Procedendo assim obteremos

VvV =\ 2 ¢ 2 g
W lZ - = + = 5+ (4.27)

3(=m2)  5(—m2)
V =)\ 2 ¢ 2 ¢t
2

ZO_% (O,mZ,O; )\2) =

_1 2 1
Z? (O,m2,0; )\2) S A {5 B i + ... (4.28)

V—m? 15 (—m?) ' 35 (—m2)?

-1 V=AM |2 2 q2 2 q4 i
Z2(00m2 0N = |-~ L — ] 4.2
2 ( , M, U3 ) 2 {5 35 (_m2> 105 (_m2)2 + _ ( 9)
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O limite A* — oo nas Funcdes Z, : representa também uma possivel situacao de interesse
quando a regularizacao adotada for a de PV. Isto corresponde ao que denominamos o
limite de conexao da citada regularizacao e deve ser feito com o intuito de tornar possivel
a identificacao dos termos divergentes e a posterior construgao dos contratermos, quando

estivermos tratando de teorias renormalizaveis.

1
4.2.3 As Funcoes Z, * (A}, \3,¢% A\%) para A} = \; = m’

No caso de amplitudes onde aparecem dois propagadores do elétron surgirao fungoes
_1

Z, 2 (/\f, A2, % /\2) para o caso A} = A3 = m?. Dada a utilidade desta situacio particular

desenvolveremos as expressoes correspondentes com detalhes. Comegamos por considerar

a definicao

1 1 k
7,7 (m?, g% \?) = \/—)\2/ dz[ : (4.30)

0 ?z(1—2z) — mQ]%

_1 _1
onde simplificamos a notagao fazendo Z, * (m2, m2, ¢?; )\2) =77 (m2, 7% )\2). A fim de
obter formas explicitas para os primeiros valores de k, primeiro identificamos as raizes do

polinémio de segundo grau.

Q(2) = [¢*2(1 = 2) = m®] = (-)¢’(z — a)(z — B) (4.31)

onde o e  sao as raizes dadas por

a=—> T (4.32)

2
1— /1422
ﬁ:fq (4.33)

Y

de modo que a soma e a diferenca entre as raizes sao dadas por

a+p=1 (4.34)
e
Am2
a—f=y[1- 2, (4.35)
q
respectivamente e, o produto por
2
af =2 (4.36)
q

Entao escrevemos

Z : (m?, ¢ )\2) =—— | dz : (4.37)
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A integracao resulta em

—3 (2 2.1\2 VN (1—04)%—1—(1—6)%
Zy 2 (m*,q% \7) =2 In - - (4.38)
( N |(—)? + (=5)?]

As demais componentes do conjunto podem ser escritas em termos da funcao acima.

Como tal para obter aquela correspondente a k = 1, fazemos

—5 (2 2.\2\ _ \/_/\2 ' (q2—2q22)
Z1 (TTL,Q,)\) = —(_2(]2)/0' dZ—[Q(z)]%
\/—_)\2 L q*

dz
I

_ Y2 1 (4.39)
(2)]2

(—24¢?)
e entao

RV
(mQ,QQ;)\2) = —_)\ clz2

N
[
N

1
Zy* (AL, ¢P) (4.40)
Isto significa que

-3 2 2 2
27 g ) = D008, (4.41)

1 _1
Seguindo os mesmos passos podemos escrever a funcao Z, * em termos das funcoes 7, *
1

e Z, ?. Teremos

~2 V=\—m?2 3 _1
Zyt (AL 6N = () T+ VN (AN
X2yt (08,05 1)
- 502 . (4.42)
q
_1
Ou ainda, apenas em termos da funcao Z; *
. NN
Z2 ? (mQ’q2; )\2) = (_) 2—q2
V=N (3¢ —2m?) __1
4 (3¢ m )Zo 2 (m2, q% \?) . (4.43)
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Alguns limites serao de utilidade em consideracoes futuras. Dentre estes o comporta-
mento a baixos valores de ¢ ¢ de utilidade na preparacao das amplitudes com vistas a

reparametrizagao. Teremos

_1 —)\2 1 o2 1 4
757 (m?, g% \) = (1 -9 -9 > (4.44)

_m2
1 Y 2 4
Zy % (m?,q% 0% = A (1—iq—+iq—+...) (4.45)

-1 N1 1¢ 1 ¢
2 2.1\2\ __
Zy* (05 )) = (5‘@@*@@* ) (4.46)

3
4.3 As Funcoes Y, g

Quando consideramos integrais de Feynman geradas pelo termo do propagador do féton
que possui dependéncia com o pardmetro de “gauge” surgem estruturas mateméticas
diferentes daquelas que acabamos de considerar ainda que relacionadas a elas. E também
muito itil um estudo detalhado destas fungoes a fim de que vérios aspectos de interesse

possam ser considerados no futuro. N6s definimos estas fungoes como

\/ —\? 2F(1 - 2)

0 qzl—z) ()\f—)\g)z—)\ﬂ%

_3
2

Y, 2 (M]3, 4% N%) =

(4.47)

Com a definigao, dada em (4.47), nés observamos que esta estd relacionadas as fungoes

_1
Z,? (/\f, /\g, 7% /\2) definidas anteriormente de modo simples. Teremos

07, (A3, 03, 6% 07)

_3
(_)\2) (9)\2 = Y ’ ()\?7)\37 % )\2) (448)
1
As propriedades de escala podem ser obtidas de modo simples com a relacao
=3 /12 \2 242 3_)\2*%2222
Yk ()‘17)‘27(] 7)‘ ) = 3 _/\QYk (/\17/\27(1 a/\2) . (449)
2

As formas explicitas podem ser obtidas seguindo um procedimento andlogo aquele
_1
utilizado para o tratamento das fun¢oes Z, *. Tomando inicialmente o valor de £ = 0 na

equacao (3.85) teremos

v —)\2 (1-2)

0 qzl—z) ()\%—)\g)z—)\ﬂ%

_3
Yy 2 (ML A5 5N = (4.50)

que ainda pode ser escrita em termos das raizes « e 5 do polindmio, dadas em (4.6) e

(4.7), como
V- (1->2)

3
Y, 2 (A3 02, 4% 0\2) = .
‘ (1 24 ) 2(—q2)% 0 (Z—oz)%(z—a)%

(4.51)
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A integracao em z entao resulta em

V=X d(a+B—-aB—-1)
2(—q?) VI—ayTI—B(a—pB)
V- 2(a+B—2a3)

YR ey Trem (4.52)

_3
2

Yy 2 (MDA, 0% 0% =

1

— 1 =
A fungao correspondente ao valor k£ = 1 pode ser escrita em termos de Z, ? e Y, 2

forma

/)2 )\_2
2q¢° \/—)\2 2¢?
Yy 2 (A2, 02, g% 22)

2¢? '

YR (2020502 = (o) 25 (202 ¢% 02)

(42— a2 (4.53)

w

2

Por sua vez podemos escrever Y, * na forma

YE (02,02, ¢% 02)

_3
Y, 2 (AL 03,0%0) = [¢2+ (A= A))] ¥

)\2
(2¢?)

(202 (008,55 0%) — 277 (43, 08,65 0%) | (a.59)

w

Poderi?mos ainda reescrever a ﬁlt}ma expressao acinga pela eliminacao de Y; 2 em favor
de Y, ? e pela eliminagio de Z; 2 em favor de Z, >. Neste trabalho nao utilizaremos
fungoes para valores de k maiores do que dois. Podemos agora estudar algumas situ-
agdes particulares de nosso interesse futuro. Como tal o limite A} — 0 serd de crucial

importancia. Nés consideramos esta situacao limite escrevendo

s \2)3 1 (2Fe — ke
75(/\ )\ q )\2) — ( A ) / dz( 3)
2(=¢*)? | Jo 2

N

+..p.  (455)

O limite A7 — 0 nos fornece

_3
2

Y, 2(0, )3, 2A2):i

1 (z _% — 2z _;>
3/ dz 5 (4.56)
2 0 5 —

Podemos notar a presenca de singularidades no integrando para os valores de k =0 e k =

1. Este fato desempenhara papel importante na andlise das divergéncias infravermelhas.
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Outra propriedade importante destas funcoes é o seu comportamento a ¢> = 0 que é dado

LX) )
- 2 . (4.57)
2( )\2)/ 2:2

Na expressao acima percebemos que para o valor nulo de £k a integral acima nao converge

por

_3
2

Y, 2(0,23,0;A\%) =

no intervalo (0, 1). Teremos, por outro lado para k = 1 a expressao

Yﬁ%(o A2, 0;0%) = 2%/ dz\/z — —%/1 dz (z)2 . (4.58)

3
4.3.1 As Fungées Y, *(\, )3, ¢% \°) para A= \;

|wo

Quando, na £ D@3, as amplitudes apenas envolverem dois propagadores do elétron poder-
3

emos ter a presenca de fungoes Y, * para o caso A= A\ = m?. Esta situacdo ¢ de grande

interesse e utilidade, sendo muito ttil um estudo detalhado. Comegamos definindo as

_3
2

fungoes Y, * como

v, vy = 20 / dz[QQZ(Zk(l_Z) -, (4.59)

2 1 —2)—m?2

_3 _3
onde simplificamos a notagao Y, 2(m? m?, ¢*; M) = Y, 2(m?, ¢% A?). Para o valor de

k = 0 escrevemos

(SIS

(=*)

1 (1-2)
dz = 4.60
2 /o [?2(1 — 2) — m?]? (460

Como nos casos anteriores identificamos primeiro as raizes do polindémio de segundo grau,

_3
2

Yy 2(m?, g% \%) =

dadas em (32) e (33), e entao ficamos com

2 2,42 V=X [t (1_2)
m”,q";\%) = dz . 5. 4.61
) o Tt e

Yo

N

A integracao resulta em
(=X} 2(a+p-ap-1)
(—¢2): VI—ayT=F(a~p)°

B (—)\2)5 (a+ B —2ap) | (4.62)

(—2)? V—av/=B(a—p)’°

s _3
As demais fungdes V), * (m?, ¢% A?) escrevemos em termos daquela acima Yy * (m?, ¢% \?).

_3
2

Yy 2 (A3, 0% 0% =

Como tal

3
—\?)2 A2 1
(m® ¢ 0 = (=) m - 2_quo 2 (AL AL @5 N)
-2 /\2 \2 2
YE) : <)‘17)‘27q2;)‘ )
2

Yy

3
2

(4.63)
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e, por sua vez,

_3
2

Y, 2 (AL AL % 0%

2

3/ 2
+—”(2qj> [ZO‘% (m?,q%22) — 22, (m?, ¢* AQ)} . (4.64)

O comportamento destas funcoes para pequenos valores de ¢ é de grande interesse para

_3
2

Y,

(m?, g%\ =

nos. Podemos obté-lo escrevendo o integrando em série de Taylor

3
3 1(=A%)2 ! F(1—
Y, (2 5 N) = 5—( 2)3/ gz L= 3
(=m?)2 Jo [1_%;7)}2
3
1(=2%)?2 ! 22(1 -
— —(—)3/ dz2* (1 - 2) [1+§L22)+... . (4.65)
2<_m2)§ 0 2 m
ou ainda, integrando teremos
3
3 1 _)\2 2 1
Y, 3 (m2, 0: )\2):—(—)3/ dzF (1= 2). (4.66)
2(—m2)2 Jo

Portanto, teremos para k = 0,1 e 2 os valores a momento nulo

G 1) ()
Yy Bt 00 = S [ e (1 - 2) = (60

2 (—m2)? /0 4(—m2)2
}G_g(m2,0; A2) = %—((__:;)); /0‘1 dzz(1—2z2) = é% (4.68)
Y;g(m2,0; A?) = %—f__:;); /01 dzz* (1 —2) = %% (4.69)

Os desenvolvimentos promovidos até aqui serao suficientes para as necessidades futuras

do presente trabalho.

_1

_3 1
4.4 As Funcgoes &7 € M

Quando efetuamos os cédlculos das integrais de Feynman com até trés propagadores, por-
tanto, com dois momentos externos e até trés massas diferentes, associadas as fungoes
de trés pontos (ou mais), torna-se conveniente a definicdo de um conjunto adequado
de funcoes que desempenharao papel andlogo daquelas apresentadas nas iltimas segoes.
Esta sistematizacao, vale a pena novamente lembrar, é 1itil na padronizagao dos resul-
tados, facilitando o estudo das propriedades fisicas bem como a verificacao das relacoes
de simetria e demais propriedades consideradas relevantes. Definiremos este conjunto de

funcoes como:
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1 1—z n, m
o Jo @ (y,2)]>

onde

Q(y,2) = *y(L —y) +p*2(1 = 2) = 2(p- @)yz + (A = X)) y + (A = A5) 2 — Af. (4.71)
Quanto aos momentos p e g estes serao combinagoes dos momentos internos e nas ex-
pressoes acima, podemos identificar A2, A3 e A3 como sendo massas carregadas pelos
propagadores. Podemos ainda, estabelecer outro conjunto 1til de estruturas matematicas,
relacionadas as fungoes definidas acima. N6s as definimos como:

b (A2, ¢2, A2, 92, 02) = \/—_)\2/1 dz /1 Y (4.72)
o Jo (@ (y,2)]2

As relagbes entre o conjunto de fungdes definidas por (4.70) e (4.72) serdo tteis no estudo
das propriedades e relacoes entre as funcoes de Green. De modo semelhante a0 Ccaso das
fungoes consideradas nas segoes anteriores, é possivel efetuar reducoes de 5_% S com um
valor de m + n para m’ + n’ menores até chegar aos valores nulos para ambos os indices.
Nesta linha de raciocinio consideremos primeiramente

3 1 1—2

-3 y

o (A1, @7 25, 0%,03) :/ dz/ dy——, (4.73)
0 0 [Q (y,2)]?

que pode ser escrita como

bt = ( v > {(p2 —P-4) [ZJ%(A?A%,(J?—Q)Q;AQ)}

P’¢* — (p- q)? 2p%¢*
1 _1
T2 [Zo Q(Af,Ag,pz;Az)]
(p-q) 1,4
01 51055,
2 2 2 2 2 2
g+ A=A p-q)(p”+ AT — A _3
+ P 2(]12 2) - - 9) 2p2q21 ) Eoot ¢ (4.74)
_3
Por sua vez, &,,° definida como
-2 32 2 \2 2 12 ! = z
10 (/\17q 7/\27p 7>\3) = dz dy—§ (475)
0 0 @ (y, 2)]>

pode ser colocada na forma:

2.2 2

-3 b q qg —Pp-q -3

510 = (pgqg . (p . q)2> {( 2p2q2 ) [ZO (Aga )‘ga (p - Q)2; )‘2>:|

1

2p?

p-q -3

<2p2q2) |:ZO ()‘i’)‘g’p2;/\2)i|

N [(ﬁ +A A (@ + A =N

2 - P } 5502} (4.76)

20 )]

_|_
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Notemos que uma expressao pode ser levada na outra fazendo simultaneamente as trocas

A2 = Ay (4.77)
P < q,

3
. , 7 ~ —5/
sendo que isso serd vélido para todas as fungoes &3 s.
Para as demais reducoes correspondentes as fungoes para as quals n —|— m = 2 & inter-

essante primeiro desenvolvermos Moo’ em termos de fungoes &m seZ, 3 s. Partindo da

definicao para a 7700

ot (N2, % N2, p% A2) = / dz/ ];- (4.78)
_3 1
Em termos de &”%,s e Z, 2's ela fica
1 1 1 _3
N = §Zo ’ ()\37 )\:2))7 (p— Q>2; )\2) - )‘%5002
24N \)) s 2N NY) s
+ (q 21 2)5012 + (p 21 3)5102 ) (4.79)

1
Na expressao acima é possivel entender o porqué da definicao de 7,7 em termos de uma
3
~ -5/ ~ . ~ ~
escala A%, As funcgoes &2 s sdo independentes de A%, mas as funcdes 7/, s nao.
3

Para a fungao &,,2, podemos escrever

= (Gt { i [z 08 - %)

»

p*q* — (p 2p%¢?
(P @) [,-%,\2 2 2.2 1o -1
- 22 [Z1 2 (AL, A3, D7 A )] + 2_6]2[7]002]
L[ EN-X) P+ N - N)] s
2¢? 2p%¢? e
(4.80)
3
Na sequéncia consideramos a funcao £;,> que pode ser escrita na forma:
-3 ¢ (> —p-q) -1 2
5112 = (pgqg . (p . Q)2) { 2p2q2 [<_)Zl ’ ()\ /\37 (p Q) 7>\ )}
1 “5/\2 \2 2.2 p-q
+2_q2 |:Zl P(AL A5, 05 A )} - 2q2p [7700 ]
L[@HX =) g+ A= X) e
2p? 2p2q? S
(4.81)

As trocas indicadas na expressao (4.77) permitem a obtencao de forma reduzida da
3

_3 _3
funcao &,,° e de uma forma alternativa para &,,>.
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Seguindo o mesmo raciocinio estabelecido acima, podemos explicitar as reducoes para
os casos n +m = 3. Para tal ¢é interessante primeiro estabelecer a decomposi¢ao para as

1
~ —5/ .
funcoes nnm s correspondentes a n +m = 1. Assim teremos:

_1 1 _1 211 _3
Mo = g Z 2(/\37/\37(19—@)2;)\2)] _g {6"')\%5102}
9 2 2 2 2
p*+ Al — A3 g+ A —A;) -8
+( 3 )520 + (& 3 2)511 (4.82)
e também:
-1 Lr, -1 .9 (2 2.2 —3/\2 \2 2.2
Mt = 5% (A% (= @)% N = 208, 4 (p — )% )]
2011 _3
3 {6 + )‘%50121
2 2 2 2 2 2
¢+ =) -2 (pPH A —A3) -3
+(3—)§022 + ( 31 3)5112- (4.83)

_3
De posse destas sub-estruturas fica fécil escrever £,,°. Teremos

-3 ' (»*—p-q) -1
5302 = (pgqg . (p . (])2> { 2p2q2 [(_)ZQ : (/\37 /\37 (p - Q)2; )\2)]
2p D)2 08 38.0%0%)
-}
+q [771 ]
L@ N =) - a)@ X =2 -
2p? 2p2q? S
(4.84)
Por sua vez, para 52_1% teremos
~3 P’ P’ —p-q) -1
5212 = (p2q2 . (p . q)g) { ( 2p2q2 [(_)Z2 ’ (/\37 A§7 (p - Q>27 )\2)]
1 _1
tom 1257 (8, X8, p% 09|
(p-a) [ -1
_W [77102]
L@ =2 a0 =X =N
2¢° 2p2¢? S
(4.85)

Utilizando novamente as tranformagoes dadas por (4.77) podemos obter as expressoes
3 3

2 -2
para §15° € {og” s
. ~ Py , ~ —35/
No desenvolvimento das reducoes é possivel perceber que as funcoes &% s para n+m
fixo, sao escritas como uma combinacao daquelas que possuem n +m — 1. Estas, por sua

vez, em termos daquelas n + m — 2 e assim por diante, de tal forma que, ao final, todas
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1
. . . - - % .. . -
podem ser reduzidas & uma combinagao de fungdes Z, s (para k positivo) mais a funcao

o

Quando consideramos o cédlculo de amplitudes fisicas, somos levados a estruturas
matemadticas que podem ser aquelas que definimos acima ou casos particulares das mes-
mas. Como por exemplo, quando calculamos uma funcao de trés pontos com a presenca
dospropagador do féton e do elétron. Neste caso, teremos que considerar as fungoes
(AL, 205,02, A3) e (M2, 62, 03, 0%, \3) fazendo A2 = 0 e A5 = A3 = m?, respectiva-
mente. Caso semelhante encontramos quando consideramos funcoes 013e trés pontos pu-
ra,melnte fermionicas. Para tanto, necessita-se considerar as fungoes 5;7%()\%, q2, )\3, P2, )\g)
e n;%()\%,QQ,)\g,pQ,/\g) para A2 = \2 = /\§ = m?2. Para descrever os dois exemplos que
acabamos de citar os demais casos basta modificar as fungoes acima para as situagoes
de interesse. Quando tomamos os valores nulos para n ou m ou ambos, percebemos que
as fungoes acima terao problemas relacionadas com as divergéncias infravermelhas, esta

situagao é semelhante a encontrada na fungao Y, 2.

5

4.5 As Funcoes 0,2

Quando consideramos a interacao elétron - féton definimos a funcao de de Green associada
a corregao de vértice (capitulo /7). Nesta, no termo que possui dependéncia com o
parametro de “gauge”, encontramos integrais de Feynman para as quais é conveniente
escrever uma solugao correspondente em termos de um conjunto especifico de fungoes.

Estas fungoes serao definidas como

5 1—2z 1 _ o
Tt (A2, 2 A2, 2, N2) = / / dyz 5 y=2) (4.86)
?Ja

onde Q(y, z) foi definido na equagao (4.71). Estas fungoes estao relacionadas as fungoes

fnm s de modo simples. Explicitamente

_5 2 0 _3
O-m%(/\%)pzv/\quzv/\g) = gw |:€n”21(/\§7p27/\§7q27/\§) . (487)

—_

5
~ —5/ , . R . .
As funcoes Jm% s podem também ser sempre reduz1da,s aquela mais simples do con-
junto, no caso 000 , mais combinagoes de fungoes Y, * se . A fim de ver isto, escolhendo

os valores de n = 1 e m = 0 na expressao (4.87), podemos escrever

2 0

010 ()‘ p2>)‘ q )‘2) 38)\2 51705()\%,292,/\3&2,/\3) . (488)
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Com o auxilio da equagao (4.76), escrevemos entao

5 ( P’ ) »*—p-q)
10 p*¢® = (p-q)? 2p2¢>

1

2¢>

ON?

0752 (A2, X2, 1% \?)
oN

L 0Zy (05,5 (0 — )% Az)]

2% ONT

N {pQ —(p- q)} e

2p?q>

_1
(p-q) aZO2<A%,A§,q2;A2>]

3
2¢* 2p%q? oN [T
Com o auxilio de (4.48) e de (4.87), ficamos com

_3
-3 ( P’ ) IR
10 P — (p-q)? 2¢> A2
_3
(pq) YE) Q(A%)\%an;V)
2p2q2 )\2

2
pP—(p-q] -2
+[ 2p2q? } 00
B[@EN=X) (P =X =) 3
2 2p2q2 00

(4.90)

Assim teremos também

e (L) 1
o1 P —(p-q)? 2p>

_3
Yo 2(A1 A5, 6% 0%
)\2

(p-q)
2p?¢?

2
- 9], 3
+|: 2p2q2 :| 00
3
2

N l(zﬂﬂ%?—kﬁ) (p'Q)(Q2+>\%—)\§>} 3}

Yy (A2 02, (pm?)]

- 2p*q®

(4.91)

Para os demais elementos do conjunto que precisamos desenvolver, ou seja, aqueles cor-
1

. . ~ —5/ .
respondentes a n + m = 2, teremos que considerar a derivada das fungoes 7,2 s. Assim
fazemos

1
O [ (O 0% 28, 2 N5 0| 4 Loyt (1l—y - 2)
_ _\/—V/ dz/ dy=t =Y
N2 2 S Tl

Y, 2)
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que, apds uma reorganizacao nos permite escrever

0 [mak (0,12, 23,0 X5 )|

B ;\/_ [5”’” - 5n—ilm - 57:1%4—1} . (4.93)

ON?
Portanto teremos
9 [77(;0%} 1 3 3 3
8—)\3 - 5 \% —)\2 [5002 - 5102 - 5012} : (4-94)

Agora podemos considerar os casos n + m = 2 de modo a escrever

_1
i I ( P’e > (p-q) | Z1” (AL 5,07 X7)
20 P2 — (p _ q)2 202> )2

m o — €0 — &

B {p — ng q)} ed

2p*q
B[@HN=N) e @+ N =) -3
2 26]2 2p2q2 10 ’
(4.95)
Por sua vez,
- ( P*¢? ) 1[0 0, 6% 0%)
g = B ——— —
H P*¢® = (p-q)* 2p? A2
p- q
4 [&)0 - 510 - 501 ]
_3
{ 202> )} ‘o
B3[P +A =) @+ -M)] -
2 2p? 2p2¢> 10 (-
(4.96)

Para o desenvolvimento do conjunto de fungoes correspondentes a n +m = 3 primeiro

consideramos as relacoes

’ L"A} = VN [6d -6 - & (4.97)
€ 1
9 [770?}

1 ——r. .3 _3 _3
= -V -\ [5012 - 5022 - 5112} : (4-98)

o2 2
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ot

Entao podemos obter
_3
Yy 2 ( f,A?,,q2;>\2)]

- :( P’¢ ) (p-q)
%0 P —(p-q)?) | 2p°¢? A2

1 _3 _3 _3
to5 V=N [+§102 =&’ — 5202]

2q¢?
N pP=(-q] -2
2p2q2 20
B[(@H+XN =) @@+ -X)] -3

(4.99)

e também

-3 (L) 1
2 P’ —(p-q)?) | 20

_3
Yy 2(A1 A5, 6% 0%
)\2

P +XN X))@+ N = N)] -3
2p? 2p%q? N

(4.100)

_5 5 s .
As fungdes o(y’, 015, 0y3 e uma forma alternativa para o,;®, podem ser obtidas

N

daquelas acima pela trocas indicadas em (4.77).
Os desenvolvimentos efetuados serao suficientes para os propésitos do presente tra-
balho. Recorreremos aos resultados construidos no presente capitulo com muita frequéncia

nos capitulos posteriores.



CAPITULO 5

Calculo de Integrais de Feynman

5.1 Introducao

Nos capitulos anteriores adotamos o ponto de vista de que o conjunto das regras de Feyn-
man servem para caracterizar ou representar, em solucao perturbativa, uma TQC. Com
a utilizagao de tais regras é possivel efetuar o cdlculo das amplitudes fisicas correspon-
dentes aos processos fisicos de interesse. Nesta linha de raciocinio estamos interessados em
investigar as consequéncias de um conjunto de simetrias, implementadas na construcao
da Lagrangiana, para uma certa fenomenologia. Portanto é crucial a preservacao destas
simetrias nos calculos perturbativos para que todas as propriedades decorrentes das sime-
trias assumidas possam se mostrar presentes nos resultados finais das amplitudes fisicas
calculadas através das regras de Feynman. Entretanto, no capitulo /1, quando fizemos
uso do conjunto das regras de Feynman para a F D)3 para construir as amplitudes fisicas
correspondentes a alguns processos pertinentes a ela, ao nivel um “loop”, nos deparamos
com a necessidade de efetuar o cdlculo das denominadas integrais de Feynman. Isto se
deve ao fato das expressoes matematicas para os processos fisicos poderem ser construidas
pelos correspondentes diagramas de Feynman. Em certas expressoes matematicas obtidas
podemos ter mais momentos associados as linhas internas do que vértices independentes
gerando vinculos para estes momentos. Com isso podem existir momentos capazes de
satisfazer todas as relacoes de conservacao de energia-momento assumindo quaisquer val-
ores. Para levar em conta todas as contribuicoes possiveis para os diferentes valores destes
momentos é preciso somé-las, ou seja, torna-se necessario integrar sobre todos os possiveis
valores dos momentos nao restritos. Em diversos casos isto nos fornece quantidades di-
vergentes ainda que em outros quantidades finitas. No que diz respeito as integrais de
Feynman finitas, elas podem ser integradas diretamente pelo uso de técnicas adequadas.
As integrais divergentes, entretanto, necessitam manipulagoes adequadas pois, a rigor,
sao quantidades matematicamente indefinidas. Isto quer dizer que alguma modificagao
terd que ser promovida, ainda que temporariamente, para que estas se tornem calculdveis.

Estas modificagoes sao caracteristicas de cada método ou estratégia de regularizagao e as

67
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remocoes destas modificagoes através de um ou de um conjunto de limites de conexao nao
é uma operacao matemadtica totalmente controldvel. Este fato constitui-se no principal
problema das solucoes perturbativas de TQC que é a manipulacao e cédlculo consistentes
das indefinicoes matemadticas representadas pelas integrais divergentes. Neste capitulo
vamos considerar os problemas associados & solucao de integrais de Feynman, princip-
iando por aquelas finitas, para a introdugao de ferramentas gerais e adequadas para tais
célculos, para entao discutir as questoes relacionadas a integrais de Feynman divergentes.

Principiemos nossa discussao identificando o conjunto de integrais de Feynman que
aparecem nas amplitudes da F D@3 desenvolvidas no capitulo ///. Elas podem ser agru-
padas de modo conveniente para as discussoes futuras em duas classes distintas. Na
primeira destas classes colocaremos aquelas onde o propagador do féton nao aparece as
quais nos referiremos como divergentes ultravioletas. Numa segunda classe colocaremos
aquelas onde o propagador do féton se faz presente e a estas nos referiremos como diver-
gentes infravermelhas. Estas tltimas podem ainda ser separadas em dois tipos bastante
distintos; aquelas com um pdlo associado ao féton e aquelas com pélo duplo. Estas ulti-
mas vém do termo dependente de “gauge” do propagador do f6ton. Nés consideraremos o

tratamento destas integrais uma a uma apds a discussao das técnicas utilizadas para tal.

5.2 Parametrizacao de Feynman

Nos capitulos anteriores percebemos que todas as amplitudes perturbativas podem ser
escritas como uma combinagao de um pequeno nimero de integrais de Feynman. A

estrutura geral destas integrais pode ser representada por

I,uzz...)\:/ dgk k?’u]{?l/.../{})‘.
N (27)° Eia.n

(5.1)

Isto é, uma tipica integral de Feynman possui /N termos em produto no denominador
da forma [(k + /{:i)2 — mﬂ , que sao portanto mondémios quadraticos no momento de in-
tegracao, e um numero arbitrdrio de momentos no numerador que fornecem a estrutura
tensorial. A solugao destas integrais pode ser uma tarefa razoavelmente complicada se
abordada diretamente por técnicas usuais devido ao nimero de pélos e a estrutura ten-
sorial. Entretanto é possivel a utilizacao de artificios capazes de promover uma sistem-
atizacao muito significativa dos cédlculos. Tal artificio é conhecido como Parametrizacao
de Feynman e pode nos auxiliar colocando todas as integrais numa forma geral, o que
facilita substancialmente as integracoes nos momentos. O método consiste em utilizar a

expressao([32][10]:

! (n— 1)!/dzl/d22.../dzn[ O (L= iy %) " (5.2)

a1a9...ay a121 + agzs...Gp 2y,

onde os z; sao os parametros de Feynman cuja a integragao é vinculada pela distribuigao

6(1—=>", z). Quanto aos a, eles sdo os propagadores das particulas envolvidas no
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diagrama de Feynman que estd sendo considerado em relagao ao qual a integral estd
relacionada. Na identidade acima podemos ter dois ou mais fatores a,, iguais e, portanto,
para termos a expressao adequada basta derivarmos ambos lados em relacao a um dos a,,,

obtendo assim:

1 D
L Y P PR SRS 1155 » S N
aias...a; [a121 + agzg...a5 2]

Podemos extrair todos os casos particulares que serao muito tteis no calculo das

integrais de Feynman para o estudo da EDQ3 efetuados neste trabalho. Como tal temos

as seguintes identidades:

2 % - /01 = a(jzz P (5:4)

) % - /01 [(b(i ;)Zz) iZaP (5:5)

) % - 3/01 [(b( 1—_@)2 jjza]‘* (5.6)

9 iZQ/ole/ol [(c—a)z+c(ig—a)y+a]3 (5.7)

1 1 1-2 1
e) %:6/0 dz/o (1_Z_y)dy[(b—a)y—l—(c—a)z—i—a]4 (5.8)

1 1 1-z l—z—y 1
f abchG/odz/o dy/o Syt et d—aara Y

A parametrizacao de Feynman permite colocar a integragao nos momentos na seguinte

I/W...)\ . / d?’k k?'u]{?l/.../{})‘ (5 10)

Na expressao acima, ) ¢ um momento externo ou uma combinacdo destes e H? é

forma geral

uma fungao dos momentos externos, das massas e de todos os N parametros de Feynman
utilizados na parametrizacao da integral. Isto poderd ser melhor entendido na préxima
segao onde consideraremos o célculo explicito de uma tipica integral de Feynman (finita)

do célculo perturbativo tridimensional.

5.3 Integrais de Feynman Finitas

Consideremos agora o cédlculo explicito de uma tipica integral finita a fim de ilustrar o
uso dos procedimentos e conhecer os ingredientes envolvidos neste tipo de célculo[33][10].

No6s a definimos como:
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A3k 1
L= . ; ; . 5.11
/ @) [(k+ ka)> —m?] [(k + ka)” — m?] (5.11)

Pela contagem das poténcias de k notamos que a integral acima é finita. Ela pode portanto
ser solucionada diretamente. O primeiro passo a ser dado para a solucao da integral é a

Parametrizacao de Feynman. Podemos parametrizar a integral acima por

1 ! d
— = / SEE— (5.12)
ab  Jo [(b—a)z+d
onde definimos
a=k*+ 2k - k+ k¥ —m? (5.13)
€
b=k +2ky-k+ ki —m?> (5.14)

Podemos agora reescrever o denominador como:
(b—a)z+a=Fk +2kpz-k—2kiz-k+2k -k+k + (k] — k7) 2 — m?. (5.15)

Definindo agora

H=(-)Q(2) = (=) [(k1 — k2)* 2 (1 — 2) — m?], (5.17)

e substituindo em I, ficamos com

d3k’
I, = / dz / . (5.18)
Sk — H2+15]

Devemos proceder agora a integracao nos momentos, lembrando que estamos num espaco

de Minkowski de dimensao 2 + 1, ou seja,

B = dkodkydks
{ - (5.19)
(§]
.
k’2—H2:k§—<k2+H2—z‘5>, (5.20)

%
onde k é um vetor de duas componentes. Substituindo na integral dos momentos e

fazendo algumas manipulacoes obtemos:

d>K' 1 1
/ - /d2 /dk:o s (5.21)
(2m)° [k2 — H? +ie]®>  (2n)° 2

[(?2+H2> —iz—:’] }

N

onde
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Podemos utilizar o Teorema de Cauchy, isto é,

/f (ko) dko = zero, (5.22)

identificando )

{k%— [(?um)é—wr}r

Podemos agora notar que f (ko) cai rapidamente com kg grande, ou seja,

f (ko) =

(5.23)

lim ~ — 5.24
portanto, o contorno circular nao contribui para o valor da integral apenas as partes sobre
os eixos. A implicacao disto é de que:

+o00 +i00

f (ko) diy = / £ (ko) dko (5.25)

—0o0 —100

sendo assim, podemos efetuar a integracao sobre qualquer um dos eixos. Podemos, por
conveniéncia, efetuar uma mudanga de variavel, fazendo uma rotagao de 7/2 e passar do

eixo imagindrio para o eixo real. Isto pode ser representado por:

ko = ik (5.26)
dko = idks, '

onde k3 é real. Com isso a integral em kg fica:

+i00 +00

100 —00

Fazendo também a mudanca na funcgao f (ky) obtemos:
. 1
f (Zk’g) = ) 2 3
{_kg [(Fem)t ] }
Substituindo na integral acima, teremos
+io0 » +o00 dk
{_kg, [y }

+oo dk
- 2/ — . (5.29)
o {ok -k - Hr e

(5.28)

Podemos resumir todas as passagens matemadticas acima afirmando que passamos de
um espaco Minkowisquiano para um Euclidiano, sendo que a relagao entre as integrais

nos dois espacos é a seguinte:

A3k 1 A3k dks
G = . — . (5.30)
Mink. (2m)° [k? + H? + i€] Eucl. (27) {—k% _E2_ [ —i—i&}
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onde no espaco euclidiano temos

k# - <k17k27k3)
ij k2 4+ k3 + k3 = K? (5.31)
k3+ k2 =Fk +ki+k3 =Kk

Agora é possivel adotar coordenadas esféricas escrevendo

ki1 = ksinasin ¢
ke = ksinacos¢ . (5.32)
ks = k cos a,

sendo que, as relagoes inversas podem ser identificadas como:

2= k2 k2 4k = K2
tan ¢ = ]{51/1{32 (533)

cos v = k3 /k,

obtendo assim para o elemento de “volume” dos momentos:

0o 2 s
/ Bl = / k2dk / d / senfdf (5.34)
0 0 0

portanto, a integral resulta em:

[T Bk 1 i [T KR 1
). (2r)® [k2 + H? —ie]> £(4m) o (2m)° [k2 + H? — ig)?

i > k2dk

ar? Jo  [k? 4+ H? — ig]?
[ k2dk
- = — (5.35)
812 Jo [k?+ H? — ig]

A integral que ainda resta pode ser resolvida com o uso da fungao Beta de Euler, que

pode ser escrita como:

tmldt 1 T'(m)T(n—m)
/0 fra” @ T(n) (5:36)
m=3/2 t=k?

portanto, definindo { e substituindo no resultado acima, ter-

—
n=2 dt = Lkdk
emos

¢/+OO d3k 1 i 1 r(3/2)T(1/2)
o (27)* [k + H? — ic]? 8% (2 — ez T'(2)

= - 5.37
167 [H? — ic]2 (5:37)
Substituindo este resultado na integral I5 obtemos:
i [ 1
1)) = —/ dz——. (5.38
T 0o [H?— i)t )
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Reintroduzindo a definicdo de H?, teremos:

?

! : (5.39)

I (4m) " 1dz
4 /o [— (ks — k1)? 2 (1 — 2) + m2 — ic] ?

onde nés podemos identificar as funcoes basicas de dois pontos definidas no capitulo IV,

de maneira que
1
4
No célculo da integral I, concluido acima, ilustramos um procedimento explicito para

L= (4m) 257 (% m?). (5.40)

o célculo de uma tipica integral de Feynman finita. Quando utilizamos a parametrizacao
de Feynman obtemos um conjunto de integrais na forma geral indicada em (5.1) que
podem ser calculadas seguindo o mesmo procedimento que adotamos para o cédlculo de Is.
Entretanto, é possivel estabelecer um resultado bastante geral de modo a tornar possivel,
através deste, a obtencao de todos os demais necessérios. Tal procedimento consiste em
tomar as integrais nos momentos, obtidos pela parametrizacao de Feynman e extendé-
las para dimensao n = m + 1. Os passos necessarios sao essencialmente os mesmos
que seguimos acima no célculo de I;. Consideremos entao a obtencao deste resultado
geral[32][10].

Para tal tomamos a mais simples das integrais fornecidas pela parametrizagao de

Feynman, isto é a integral escalar,

3k 1
1(Q)= / (27r)3 k2 +2Q  k — HQ]Q-

(5.41)

Restando a integracao nos momentos, podemos reorganizar o denominador de modo con-

veniente fazendo
[ +2Q k- H?] = [(k+Q)* — (@* + H?)]. (5.42)

Em seguida efetuamos o “shift” no momento de integracao definindo

EF=k+Q
(e »
Com isso a integral I (@) fica
A3k 1
rQ- [ I (5.44)

Como k' é uma varidvel “muda”, podemos abandonar o indice linha da rotulacao. Agora

fazemos uma extensao para m + 1 = n dimensoes no espaco dos momentos

1(Q,n) = / (;i’; = —1M2]a' (5.45)
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Explicitando todas as quantidades no espaco n-dimensional teremos

d"k = dkodkydks...dk,, = dkod™k
kK =k — k2
k? =Fki+ki+..+k2 .

Assim I(Q, n) ficara:

. 1
I(Q,n)_/d k/dko T (5.46)

No plano complexo, podemos identificar os pélos do integrando a fim de facilitar a

integragao em kg (5.1)

“Im(k,_;,)
_, 12 -
ko=—(B2 M2~ +ie \-i
’ Re(kn)l
leg=—( B2 M2 —ig

Figura 5.1: Representagao do plano complexo.

Se definirmos a fungao f(ky) como

1
(k3= 10+ 22y —iel)

f(ko) = = (5.47)
e escolhermos o contorno C, percebemos que a integral de f (ko) se anula.
Observemos ainda que a dependéncia de f(ky) mostra uma queda abrupta com kg

grande (tanto quanto o > 1). Isto é:

lim f(ko) ~ — . (5.48)

ko—o0 k%a

Entao a contribuigao sobre o contorno circular C' se anula e apenas restam as con-

tribuigoes sobre os eixos. Fazemos agora conveniente mudanca de varidvel
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com k, real. Com isso a integral em kq fica:

+200 —+o00
/ dkof(ke) = i / o (iky)

100 0o

_ i/Jroo dk,
o Jliba)? - (02 + M2 = i)
_ i(—l)“/_m o ' (>:30)

o K2 +Kk2+ M2+ i€g]”

Isto quer dizer que passamos, na pratica, para um espaco euclideano n-dimensional

onde teremos

k= (ki, ko, ..., kp)
K=k +k+ .. +K
d"k = dkidk,...dk,.

A relagao entre as integrais nos dois espagos é dada por:

d"k 1 d”k 1
=(—1)"% . bl
LMQ&W—W+MQ(”émwww+W—MQ (5:5)

Podemos definir agora as coordenadas polares num espaco euclideano n-dimensional,

como sendo

/ . .
k1 = ksenf,,senb,,_1...sin 0, sin 64

ko = ksenf,,senb,,_1...sin 65 cos 6,
" " "

" n "

" " "

L Kkmt1 = kcosby,.

De maneira que para o elemento de volume teremos

00 2w s T
/d”k :/ kmdk/ 91/ sin92d02.../ sin™ 1 0,,d6,,. (5.52)
0 0 0 0

Substituindo na integral dos momentos ficamos com

2 ™ T 00 kmdk,
1 =(—1)"2 0 in 0ydfs.......... in™14,,do :
(@,n) =(-1) Z/O 1/0 sin 05d0; /0 ST U m/o (K2 1 M2 —ic)o
(5.53)

O integrando somente depende de k2, de forma que podemos integrar nos angulos. Para

tal tomamos auxilio nas expressoes:

/ sin™ fdf = —2/— 1 2 (5.54)
0

r (—) = JT. (5.55)
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Deste modo:

— o [LRIW T E) (A +5) | T (E) IO +1)
— I'(1+1) I'(1+1) I
.............. [F (BT (25
I (*3=)
- % (5.56)

Ou seja, obtivemos:

)" 2
Ay = (5.57)
/ L (=52)
Voltando com este resultado para a integral 1(Q,n) (eq. (5.53)), teremos
(—1)~i(m)"s /1 (k)" dk?
1(Q,n) = m , (5.58)
(2m)m T () Sy (B2 + M2)e
a qual, usando a expressao para a funcao Beta de Euler [36], fornece:
1)) St T ()T (o — (met
[(Q,n) — ( ) 11(7‘-) jl ( 2 ) (TC:JFI ( 2 )) ) (559)
m)m 0 (51)  (ar2)> (") (a)
Com m + 1 = n, fica:
1) (o —
HQu = — W ens) (5.60
(2)nT (o) (M2)2= % ()™= ("57)
ou ainda: 1) ( )
—1)=T (0 — 2
I(Q,n) = 2/ 5.61
) = Gy (@) (07 00
A forma da expressao justifica a definicao:
n = 2w, (5.62)
que entao nos fornecers
Tlor —
1Qun) = 7 ) (5.69)

(4m)<T(a)(=Q* — H?)*~

Que ¢ o resultado desejado. A presenga da fungao I'(a — w) nos diz que o resultado obtido
¢é valido para o > w, ou seja, para integrais finitas. Podemos ressaltar a grande utilidade
deste resultado no tratamento de integrais finitas pois as outras formas genéricas podem

ser obtidas a partir desta. Por exemplo, se desejamos calcular:

d*k k
1u(Q20) = / 2y (2 120k~ 9

(5.64)
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primeiro derivamos o lado esquerdo (@, 2w) em relagdo ao momento externo @),,;

d dzwl{? 1 dzwk ku
dQu {/ (2m)% (k2 +2Q -k — H 2)“} - _2a/ e (2520 k= 56)

A seguir derivamos o lado direito,

0 () reca—mr=) (@) o e e
(5.66)

Deste modo, igualando ambos os lados, teremos:

/ d*’k ku _ ( i ) ()0 (o — w)(a — w)(Q,)
(2m)* (k* +2Q - k — H?)oH (47)~ ) al(a)[-Q? — H?]e—w-1

_ i (- )D(a+1—-w)Q,
a ((47T)w> F(a -+ 1)[_Q2 o HQ]Q_UJ_H- (567)

Definindo o/ = o+ 1, uma vez que « é arbitrario, temos:

d?“ k, B 7 (=)« — W)QM
/ (2m)2 (k2 + 2Q - k — H?)® - ((4#)“’) [(a)[—Q? — H2Jo—" (5.68)

Repetindo este procedimento podemos obter todas as outras integrais necessérias para

os cdlculos de amplitudes. Uma vez que estamos tratando aqui de integrais finitas, w pode
ser tomado na dimensdao D = 2 + 1, caracterizando portanto w = 3/2 nos resultados.
A seguir apresentamos os resultados para integrais encontradas nos célculos das am-

plitudes fisicas.

. dk 1 B i o — w)
/ (2m)2 (k2 4+ 2Q - k — H2)> ((M)w) [(a)[—Q% — HZ|o—= (5.69)

o [ Lk Fi (i (P(a-w)Q,
/ 2m)* (k> +2Q -k — H?)> ((470“) I(a)[-Q2 — H?o—* (5.70)

d*k kK, _ 1 QuQ. T (v —w)
./ (2m)% (k2 +2Q -k — H?)* <(47T)“) {F(OZ)[—CP e
1 MNa—w-—1)
" g | 6
Pk ke () [ Qu@@ul(a—w)
./ (2m)% (k2 +2Q - k — H?)* ((47T)‘“> {F(a)[—@ — 2o
1 INa—w-—1)
+ 5(5WQa + 5anV + 5owQu) F(a)[_QQ _ H2]awli| (5'72)
. / Ak Kk koks B < i ) [QquQaQﬁf(a —w)
(2m)* (K +2Q -k — H?)>  \(4m)* ) [ T(a)[-Q* — H?*~
+% (5,uz/QaQ,8 + 5anuQﬁ + 6;LBQVQQ + 5anuQﬁ+
lNa—w-1
+6VﬁQMQa + (Sa,@QMQv) F(a)[_(cég iqu]c)ywl
1 Na—w-—2
+ Z(éauéﬂv + 5a65uv + 5av5ﬁ#) F(a)[_(zp id[_p]o)c—w—Q (5'73)
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O conjunto de integrais acima é suficiente para o desenvolvimento das amplitudes fisicas

de interesse neste trabalho.

5.4 Integrais de Feynman Divergentes; Regulariza-
coes

Na secao precedente apresentamos um procedimento geral para a solucao de integrais de
Feynman finitas. Devemos portanto, nos ocupar agora daquelas divergentes. Para tal é
necessario antes de proceder os cédlculos propriamente ditos torné-las finitas através de
alguma prescricao, ou seja, devemos construir ou adotar algum tipo de regularizacao.
Neste trabalho aplicaremos nossa prépria prescricao para manipular e calcular as inte-
grais divergentes. Mesmo assim é interessante que discutamos, ainda que brevemente,
as principais prescrigoes de regularizacao utilizadas no contexto da ED(Q). Isto permitird
uma melhor visualizagao do cardter geral do método que utilizaremos bem como enrique-
cerd as discussoes no final. Tendo isto em mente nas préximas subsegoes apresentaremos
uma discussao breve da RD e do método PV para em seguida introduzir nossa prépria

prescrigao.

5.4.1 Regularizacao Dimensional

A idéia principal da RD [34] ¢ de que, pela diminuigao do nimero da dimensao, as divergén-
cias existentes em determinada integral, automaticamente desaparecem. Podemos veri-

ficar isso, tomando como exemplo a seguinte integral definida na dimensao fisica D = 3+1

d*k 1
= / @2m)* [(k + k1) — m2] [(k + k2)® — m?] (5.74)

que nos fornece, pela contagens de poténcias no momento de integracao k, uma divergéncia

(n = 4) como

logarftmica. Tomando esta integral definida em uma dimensao inferior D = 2 4+ 1 como

A3k 1
= / 2m)° [(k + k1) — m2] [(k + k2)® — m?] (5.75)

obtemos agora uma quantidade matematica finita. Guiados por esta constatacao, podemos
ser levados a estabelecer uma modificacao na dimensao do espago de maneira que pos-
samos evitar as divergéncias. Para que isso seja possivel, precisamos criar uma generaliza-
¢ao das integrais para uma dimensao qualquer, ou seja, n = 1,2, 3, ... e depois estabelecer
a validade destes resultados para n = 2w, onde w é uma varidvel continua e complexa.
Ap6s termos efetuados todos os passos intermedidrios necessérios tais como: “shifts" nas
varidveis de integracao, integracao simétrica e integracao por partes, podemos invocar o
principio da continuagao analitica e retornar a dimensao de interesse. Um exemplo claro,

baseado na continuacao analitica, que é o principal ingrediente na contrucao da técnica
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da RD, ¢ a diferenga na representacao de Euler e Weierstrass da fungao I'. Se Re z > 0,

entao a representacao de Euler serd

FE(z):/ dte ‘1?1 (5.76)
0

assim sendo, a expressao acima diverge quando Re z < 0 pelo fato de que, quando t se
aproxima de zero, o termo da integral dt/t'*®¢#l divergird tendendo a infinito. Percebe-
mos entao, que o limite inferior na expresao acima é indesejdvel o que nos leva a tentar

uma mudanca nos limites de integracao. Isso é feito da seguinte maneira

oo _1n « oo
Fw(z)zz( ) /0 dtt" =1 4 / dte 't (5.77)

n!
N=0

onde « é arbitrdrio. A segunda integral que obtivemos é bem definida até mesmo quando
Rez < 0 contanto que o > 0. Quando z assumir valores inteiros, negativos ou zero, a

primeira integral nao serd analitica mas terd pélos simples. Encontramos entao

To(2) = iﬂ " / " gttt (5.78)

|
oo n' z4+n

Esta forma é independente do coeficiente arbitrdrio o e serd valida para todo o plano
z. Podemos escolher o valor de @ = 1, de modo que, estaremos na representacao de
Weierstrass da fungdo I Com a identificagdo da continuagdo analitica de I'g(z) e as

fungoes I',,(2) podemos estabelecer a validade da relagao

[ d*k 1 B i I'(a—w)
1000 = 2n) (52 kB ((4@”) Tl —aye O™

para 2w continuo e complexo. Visto de outra maneira, a relacao acima é apenas uma

extensao 2w—dimensional do resultado w = 2 (considerando valores inteiros para 2w).
Para a dimensao D = 2+ 1, o que caracteriza um valor de 2w = 3, o lado direito deve ser
considerado como uma defini¢ao do lado esquerdo, para w continuo e complexo. Apds ter-
mos estabelecido a relagao acima e assumindo a sua validade, nés podemos gerar relagoes
entre integrais, mesmo que as indefinicoes matematicas estejam presentes. Podemos, por
exemplo, derivar ambos os lados da equacao (5.79) em relagdo ao momento (), e poste-
riormente tomar o limite com () tendendo a zero, a fim de obter relagoes especificas de

nosso interesse no presente trabalho. Com tal fim estabelecemos
/ A2k 1 _ ( 7 ) F(Oz—CU) . (5 80)
(2m)* (B2 —m2)" — \ (7)) T (a) (=m2)* ™’ '
>k kuk, i 1 MNa—w-1)
pu— . 1
/ () 3 >80

(2m)" (k2 = m?)° 27T (a) (—m2)"

Escolhendo valores adequados para « nas relagoes acima permite-mos identificar as seguintes

/ d*k  2k,k, _/ >k g
(27T)4 (]f2 o m2>2 - (27T>4 (kQ _ m2)7

relagoes
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Pk 4k, Pk g
= : 5.82
/ (2m)* (k2 — m?)* / (2m)" (k2 — m2)? (5.:82)

Tais objetos serao 1iteis nos capitulos posteriores, pois serd através deles que mapearemos

os resultados obtidos pelo método da regularizagao implicita com os da RD.

5.4.2 Regularizacao de Pauli-Villars

Outro método disponivel para lidarmos com integrais divergentes é a chamada Regular-
izagdo de PV[6]. Vamos nesta se¢ao discutir algumas propriedades deste esquema que
também sera ttil nos préximos capitulos. A regularizacao de PV é um dos principais
esquemas baseados na modificacao do integrando, esta modificacao é feita sobre um dos

propagadores segundo a relagao

1 1 "o
k2—m2—>k2—m2+lz:1:k2—A?. (5-83)

Os parametros da regularizacao, A?, devem satisfazer a seguinte propriedade: A? >> m?.
A escolha dos a; é feita de modo que o propagador aumente o nimero suficiente de
poténcias em k& do denominador, sem inserir momentos k no numerador, de modo que a
integral se torne finita. Os pardmetros A? e a; também devem ser escolhidos de modo a
obtermos os devidos resultados que mantenham, por exemplo, as identidades de Ward.
Escolhendo apenas um coeficiente nao nulo podemos regularizar integrais que apre-
sentam um grau de divergéncia até o linear. Podemos ainda escolher o valor de a; = (—1)

obtemos entao para (5.83) o resultado

1 1
k2 — m2 —>k2—m2

G (k*, A7), (5.84)

onde definimos
— A2

kA2

Se exigirmos o limite de conexdo, ou seja, limite A> — oo obteremos G (k*, A?) = 1,

G (K2, A2) = (5.85)

isto é, a fungao regularizadora torna-se a unidade. No caso de integrais com divergéncias
maiores necessitamos de mais termos nao nulos na soma que modifica o propagador.

Escolhendo dois coeficientes como

m? — A2
a1 ( e A2) (5.86)
e A2
m —_
Ao (A2 A2) : (5.87)

podemos tornar finitas integrais com o grau de divergéncia cibica. Com estas escolhas

2_A2 m2_A2
N T 2 .
cw = () (Fw) (588)

obtemos
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A conexao com a integral original é feita tomando o limite de conexao, limite (A2, A2) —
00, quando entao G (k?, A?) = 1. A tnica exigéncia feita sobre os parametros ¢ a de que
(A2,A2) >> m?, tal que podemos reduzir a apenas um parametro de regularizagio, ou

seja, fazemos (A%, A2) ~ A% assim sendo, a eq. (5.88) se torna

m2 — A2 2
G (K2, A7) = (m> , (5.89)
portanto
1 1 m2 — A?\?
L2 — 2 —>k2—m2 (kQ_AQ) : (5.90)

Uma sistematizacao semelhante pode ser obtida considerando um maior nimero de co-
eficientes nao nulos, consequentemente somos conduzidos a escrever uma generalizagao

considerando n fatores. Reescrevemos neste caso

1 1 m? — A2\ [(m?— A3 m? — A2
2 2 72 2 2 21 2 22 2 2 |- (5.91)
k* —m E? —m? \ k? — A{ k? — A3 k? — A2

Ou ainda, escrevendo a expressao acima em termos de G (k% A?)

1 G (k2, \? 1 T I, (m? = A7
L2 _ m2 - k2( _ Z2) - k2 _m2 ZHn K;< A2 k,Q) A2 (5.92)
m m m j=1 i#j( i j) Y
O limite de conexao fica
lim G (K A]) =1. (5.93)

(A2,A2...,A2 ) —00
Com a sistematizagao apresentada acima, conseguimos tornar as integrais regulares e
solucoes analiticas podem ser obtidas, mesmo numa forma generalizada. Com a integral
regularizada podemos efetuar as integragoes nos momentos, identificando as partes finitas,
que nao possuem dependéncia com A2, e divergentes, que serao funcoes de A2. Tomando

o limite A?> — oo identificam-se os termos dominantes.

5.4.3 Manipulagao e cédlculo com regularizacao implicita; di-

vergéncias ultravioletas

De um modo geral, os métodos de regularizacao, efetuam mudancas ao nivel do integrando
de maneira tal a tornar a integral de Feynman finita. Apds sua integracao, toma-se algum
tipo de limite a fim de remover as modificagoes introduzidas com a mudanca do integrando
e, deste modo, obter-se os resultados finais que podem ser identificados com os originais.
Mas isso nem sempre é verdade, o que torna dificil um controle sobre as mudancas in-
duzidas pelo método de regularizagao, isto é, os célculos adquirem uma depéndencia com
o método de regularizacao adotado.

No presente trabalho, para o cdlculo das integrais que apresentam divergéncias, evita-

mos tomar uma regularizacao especifica assumindo, de uma maneira implicita, a presenca
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de uma fungao regularizadora genérica[10]. Esquematicamente isto pode ser representado

[ ks wm— [ gm e eanb= [ Do o

(2m)? (2m)? A2—co (2m)?

/ ~ ~ . . .~ L. .~
onde os A;s sao os parametros da distribuicio genérica G, (k, A?) que, em adigao ao

por

cardter finito, deve ter duas outras propriedades bem gerais. Exigindo a invariancia de
Lorentz (uma das simetrias implementadas na Lagrangiana) estabelecemos a propriedade
de que Gy, (k,A?) deva ser par nos momentos de integracio k. A outra propriedade
importante é a existéncia do chamado limite de conexao, isto é,
A?hE}ooGAi (k,A?) =1 (5.95)
A imposicao da primeira propriedade implica no desaparecimento de todas as integrais
fmpares no momento de integracao. A presenca de A no limite da iltima integral da eq.
(5.94) nao deve ser interpretado como um limite de integragao mas apenas, por questoes de
notagao, significa a presenga (de maneira implicita) no integrando da fungao distribuigao
genérica.
O que se espera de um método de regularizacao consistente é de que, ele nao modifique
o valor de uma integral finita, em nosso caso isso é garantido pela segunda propriedade.
Podemos notar que as propriedades exigidas sao bastante gerais, sendo que é possivel
mapear ou controlar todas as mudangas implementadas na filosofia de regularizagao. Es-
tamos aptos agora a modificar o integrando livremente, através do uso de identidades,
de modo a obter expressoes matematicas onde todas as divergéncias estejam contidas nas
estruturas independentes dos momentos carregados pelas linhas internas. Uma identidade

adequada para obter tais expressoes matematicas é a seguinte

1 e DY (R2 4 2k - R)' (=D (k7 + 2k - k) o6
[(k + k;)? — m?] ; (k2 — m2)™ (k2 —m?)™ [(k + k;)* = m?]’ (596)

onde k; ¢ um momento arbitrdrio utilizado para rotular uma linha interna. O valor de
N na expressao acima pode ser escolhido adequadamente de maneira a evitar cédlculos
desnecessérios, isto é, escolhe-se o seu menor valor para o qual o iltimo termo torna a
integral finita. Como consequéncia, podemos notar que, com esta identidade, nao estamos
resolvendo a integral divergente mas apenas separando a parte divergente da parte finita.
Assim sendo, todas as partes das amplitudes que dependem dos momentos podem ser
integradas sem restrigoes impondo-se o limite de conexao. As quantidades divergentes que
permanecem com a utilizacao desta identidade nao sofrem mais qualquer manipulagao,

elas serao apenas rearanjadas como uma combinagao de dois objetos:

@Bk 2k Br1
TO (m? :/ pla / 5.97
w (M) = ) G — w9 ), G 0 ) (5:97)
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o [ PR 1
L (m?) _./Q(Qﬂ)g(kQ__nﬁ). (5.98)

Percebemos que até o presente estagio das manipulagoes algébricas, temos o total controle
de todos os passos intermedidrios, e que todas as propriedades referentes aos objetos diver-
gentes ainda estao presentes, ou seja, ainda nao fizemos qualquer cédlculo explicito da parte
na qual residem as indefini¢oes mateméticas, de modo que podemos afirmar que a reor-
ganizacao acima nao estd “contaminada” pelo método de regularizacao. Uma importante
consequéncia desta idéia é a de que, todos os resultados obtidos podem ser convertidos
para qualquer regularizagao particular. Outro aspecto importante é que atribufmos um
valor definido e tnico para cada objeto divergente. Este valor serd usado toda vez que a
integral divergente aparecer em qualquer amplitude fisica, em qualquer modelo ou teoria.
Podemos ressaltar ainda de que todas as arbitrariedades presentes no calculo perturba-
tivo, devido as divergéncias, ainda estarao presentes em nossos resultados finais. No que
se refere a arbitrariedade envolvendo as escolhas dos rétulos para os momentos das linhas
internas, nés as mantivemos com uma escolha bem geral, sem utilizar “shifts” nos passos
intermedidrios.

E chegado entéo o momento de tratar as integrais de Feynman encontradas na EDQs
ao nivel um “loop” que se enquadram na classe que denominamos divergentes ultravioletas,
no contexto da estratégia que acabamos de descrever. Estas integrais podem ser agrupadas
pelo nimero de propagadores que apresentam em sua estrutura, ou seja:

a) Integrais associadas as fungbes de um ponto

o [ P (1; k)
ULA)_/k%ka+hf—Aﬂ’ (5.99)

onde uma divergéncia linear pode ser encontrada na integral I; e uma quadrética na
integral 1.

b) Integrais associadas as fungoes de dois pontos

L THL TRV d*k (1§k“§k”ky)
UZQJQ)_/kﬁyﬁk+hf—kﬂﬂk+bf—Aﬂ7 (5.100)

onde o maior grau de divergéncia, divergéncia linear, aparece na integral 14", sendo que,
a integral I} apresenta uma divergéncia logaritmica enquanto que a integral I, é finita.

c) Integrais associadas as fungoes de trés pontos

&k (1; ks kPR KRR
Iy I I8 1§ —/ Y- . (5.101
(3 3343 303 ) (2m)% [(k + k1)® = N2] [(k + ka)® = AZ] [(k + ks)? — AZ] (5101

L. . . , A ~ . .
A tnica estrutura divergente deste conjunto é a I4"". Vamos entao considerar o cdlculo

das integrais acima mencionadas uma a uma.
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Integral I,

Consideremos inicialmente a integral de Feynman que aparece na fungao de um ponto,

A3k 1
h= /A 2 [t k) —m?] (5.102)

Pela contagem das poténcias do momento de integracao k£ notamos que esta integral possui

definida como

uma divergéncia de grau linear. Utilizando a identidade (5.96) tomando o valor de N = 2,

podemos reescrever o integrando de maneira que a integral possa ser colocada na forma

3k 1 , [ &Pk 1
L = /A (27T)3 [k — m?] — ki / (277)3 k2 — m2]2

/ Bl (K2 42k ok + A2 —m2)?
(2m)° [k2 — m?]? [(k + k1)* — m3]

(5.103)

Na forma acima, ja retiramos as integrais com integrandos fmpares em k, como con-
sequéncia da exigéncia da invaridncia de Lorentz da funcao distribui¢ao regularizadora.
Também suprimimos o subscrito A das integrais finitas como consequéncia da existéncia
do limite de conexao. O passo seguinte é o cdlculo das integrais finitas, enquanto que as
que envolvem divergéncias podem ser escritas em termos do objeto definido em (5.98), de

modo que obtemos
I = Lin(m?). (5.104)

No resultado acima percebe-se que houve um cancelamento da parte finita. Outro aspecto
relevante é o de que, o resultado acima, pode ser convertido em qualquer outro obtido por

diferentes tipos de regularizagoes.

Integral I,

Na sequéncia de integrais definidas no conjunto (5.103) encontramos a integral com

divergéncia quadrética definida como

&k ky
e = /A @2r)® [(k+ k1)* —m?] (5.105)

Seguindo o mesmo procedimento estabelecido para a integral [, obtemos as seguintes

estruturas
d3k kok d3k kok
L, = —214:&/ S +4kak:2+)\2—m2/ L
1" @Rk —m? (ka ) (2r)? [k2 — m?)®
_/ - e (5.106)
(2m)? [k2 — m2]? [(k+ ki)? — m?] ' .

As integrais finitas que aparecem na expressao acima, se anulam quando calculadas.
Restam somente aquelas que contém as divergéncias. Com uma pequena reorganizagao,

podemos escrever o resultado como

([1)M = _kluv,(?y) - kll/IliTL (m) . (5107)
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Novamente utilizamos a defini¢ao dos objetos divergentes (5.97) e (5.98).

Integral I>.

Na definicao das funcoes de Green de dois pontos aparecem integrais contendo dois propa-

gadores. A mais simples delas é definida como

A3k 1
L= ; ; _ . 108
/ @) [+ ) — 2] [(k + ka)? — 7] (5.108)

Esta integral nao apresenta divergéncias. Com a integragao obtemos
I = (E) 5ZO 2 (¢?,m?). (5.109)

Integral I,

Ap6s considerarmos a integral mais simples que aparece na fungao de Green de dois pontos

passamos para a integral que aparece na sequéncia do conjunto (5.100), definida como

A3k k,
fu = /A 2m)® [(k + k1)? —m?2] [(k + k)® —m?]’ (5.110)

Como aparece uma divergéncia logaritmica, utilizamos a identidade (5.96) para os dois

denominadores, com N = 1, para que seja possivel colocar a integral na forma

A3k (k2 + 2k, - k) ke,
Iy = — 3 2 2
/ (2m)° (k2 = m2]” [(k + k2)” — m?]
[ &k (k2 + 2k1.k) K, | “ 111
/ (2m)? (k2 — m2] [(k + k1)? = m?] [(k + k2)® — m2] ( )

Nesta integral, toda a parte divergente pode ser eliminada pela exigéncia da invaridncia
de Lorentz, os demais termos sao finitos e podem ser integrados. Apds a integracao da

parte finita obtemos

(—idn) I, = —%kaO_ 2 (g% m?)
-I-;kluZ %(q2,m2)
_%k@uzl_; (¢%m?) . (5.112)
Utilizando a relacao
Zl_% (¢*;m?) = %ZO_; (¢%m?) (5.113)

podemos reescrever o resultado como

(), = —i (4m) ™ (b + ko) Zg 7 (ma?) (5.114)



5. Célculo de Integrais de Feynman 86

Integral I,

Na sequéncia das discugoes encontramos a tltima integral onde aparecem dois propa-

gadores que serd utilizada em nosso trabalho. Ela é definida por

&k Kk
&W:/k%fﬂk+mf—mﬂﬁk+@f—mﬂ' (5.115)

Escolhendo o valor N = 1 na identidade (5.96) obtemos a seguinte estrutura

Lo / Pk kuk, _/ Bk (k3 + 2ky -k + X — m3) kuk,
2uv A (27T)3 |:k2 B )\2]2 (27T>3 |:]€2 . )\2]3
/ B (K3 + 2k -k + X —m3) kk, / Bl (k2 + 2k - k 4+ X —m3) Kk,

(2r)? k2 — 2?)° (2m)" [k = N [(k + ko) — 3]
/ Bl (K2 42k -k + X —m2) (k3 4 2k - k + A* — m2) kk,
(2m)° [k2 = XN2)° [(k + kz)” — m3]
/ Lk (ki + 2 o N7 = )k | (5.116)
(27m)" [k2 = M) [(k + k1)® — m3] [(k + k2)* — m3]

Depois de efetuadas todas as integrais e reorganizacoes encontramos a expressao

1 1
(IZ>IW = §Auu + §guu[lin (m2)
' 1 220 (@) (=)
( -1 9 -1 9 m Ly = (m,q —m~)?
+5 (47) (4w — 94’ 5 %0 (m,q%) — 2 ~ g
7 _ _1
5 (4m) ! [(k;1 + k), (ks +k2)y] Zy% (m,¢?) . (5.117)

Para chegarmos a este resultado utilizamos ainda a relagao

1

27 (m, %) = %Zo_z (m,q*) (5.118)

Integral I

Passamos agora para o conjunto das integrais de Feynman com trés propagadores. A mais

simples delas é definida como

A3k 1
Iy = ; 5 5 5 : 5.120
/k%)Kk+h)—mﬂﬁk+b)—mﬂﬁk+%)—mﬂ (5.120)

Esta integral é finita e pode ser calculada sem alteragoes no seu integrando, assim obtemos
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(=i (167)] Iy = €uih (¢% ) . (5.121)

Onde adotamos uma notacao simplificada para as funcoes £2,,, em relacao a aquela intro-

duzida no capitulo IV, isto é,
_3 _3
Ent (i, m3, ¢°,m3, p°) = &t (¢, 9%, m%) (5.122)

enquanto que para os momentos externos adotamos g = (ko — k1) e p = (k3 — k1)

Integral I3,
A integral que aparece na sequéncia do conjunto(5.101), definida como

&k ,
e / @m)° [k + k1)* = m3] [(k + ko) — m3] [(k + ks)” — m] (5.123)

¢ finita e pode ser calculada diretamente. O resultado é

3
[7’ (167[_)] ([3>M = pugl()2 (q27p2a m2)
3
+qubor” (4%, 0%, m?)
3
hbor” (4°,0%m?) . (5.124)

Integral I5,,

Considerando agora a estrutura definida por
k.k,
a (5.125)

d*k
Isp = 3 2 2 2
/ 27)° [(k + k)" —m?] [(k + k)" — m?] [(k + k3)® — m?]

que ¢é finita e nos leva a

i (16m)] By = qu (€65 (a5 )|
PPy [ 2% P m2)]
+ (qupv + Putv) [51%1 (¢ p*, m? }
+ (k1py + Fwpp) [51%0 (¢* p*,m? ]

3
2

+ (kl;LQV + klyq;L |:€01 <q27p 7m i|

Rk [500 (q p2 2)]
(5.126)

+g/w ["730 (q27 p27 mQ)}

Aqui também utilizamos uma simplificacao na notagao. Fizemos
1
(5.127)

m (m2,m2, % m2, p?) = e (g% m2, p?)
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Integral (I3),,,

Vamos agora considerar a iltima estrutura da classe de integrais que estamos considerando,
a qual é necessdria para o cdlculo das amplitudes fisicas nos processos da ED(@3. A es-

trutura é definida como

d3]€ k,u,k:l/k)\
= [ ooy [t b ] [(h ko) ] [kt P ] %)

e apresenta uma divergéncia logaritmica. FEscolhendo N = 2, na identidade (5.96)

podemos reescrever a estrutura acima como

Bl kukyky Bk (k2 + 2ks - k) k ko
e 3 3 3 3 2
’ / (2m)* [k2 —m?] / (2m)* [k2 — m?® [(k + ks)? — m?]
- / Bk (k2 4 2ky - k) Ky i
(2m)” (k2 — m2]? [(k + k2)® — m2] [(k + k3)* — m2]
- / Bk (k2 + 2k - k) k, ke, Ky
(2m)* (k2 — m2] [(k + k1)? — m?] [(k + k2)® — m2] [(k + kz)® — m?]

(5.129)
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Apés um longo processo algébrico chega-se ao seguinte resultado
(=20 (8T Fapor = (ks — k), (ko — k), (ks — ),
+ (ks — k1), (/fs — k), (ks — k), €
+{ (ke = B, (k= ), (ks — R,
+ (k2 = k1), ( kl) (k2 — k1),
+ (ks = k), (b2 = k), Ok = k), } €6y
o { (ks = k), (s = R, (e = ),
+ (ks = k1), (k2 — k), (k3 — k1),
+ (ks — k), (ks = ka),, (ks — k)}gm
+F1p {(kz — k), (ks — k1), €6y
+ (k2 = ku), (ks — k), 520
+ (ks — k1), (k2 — k), &
+ (ks = ), (ks — k), €51 )
i { (k= ), (k= k), &6,
+ (ky — k1), (ks — k), 511
+ (ks — k1), (k2 — K1)y, 511
(s — k), (s — )y 5
+kix {(k3 — k1), (ks — k1), 52%0
+ (k2 — k), (ks — k1), &
+ (ks = kv),, (k2 — k1), &
(= k), (ke — ), €6 )
+Eixnk, ( k1), 501 (k3 — k1), 5130_
ik [k = k), €6+ Ohs = k), €5
b [k = k), & + (ks — R, €
—i-/{?mk’wk?l/\g[%o
+gu,\k1u77§0 + guAkluU§0 + guuklAU§0
+9ux (k2 — k1), 77§1 + goa (ks — k1), 771%0
+9ux (k2 — k1), 77§1 + g (ks — k1), %
+ 9w (k2 — k1), N+ i (k3 — k1), 0

(5.130)
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5.4.4 Manipulacao e calculo com regularizacao implicita; di-

vergéncias Infravermelhas

A presenca de integrais divergentes contendo o propagador do féton se distingue dos de-
mais casos e nos obriga a introduzir modificagoes no procedimento que adotamos na secao
anterior para tratar as integrais de Feynman puramente fermionicas[29]. A primeira dis-
tingao ocorre para a sistematizagao adotada para a parte divergente definida nas equacoes
(5.97) e (5.98) em termos dos objetos divergentes. Naquela ocasido, tinhamos a presenga
da massa do férmion em todos os integrandos, o que nao ocorre para a presente situagao,
particularmente para as integrais definidas em (5.99)-(5.101), ou seja, a sistematizagao
adotada no capitulo IV nao decorre automaticamente para as integrais que devemos con-
siderar agora. Isto implica que, em principio, terfamos apés os cédlculos, expressoes difer-
entes para as quantidades divergentes nas amplitudes da £D(Q3;. Uma vez que estamos
utilizando uma estratégia para manipulacoes e cédlculos envolvendo integrais de Feynman
divergentes, que possui o intuito de evitar efetuar de fato o calculo de integrais divergentes,
temos que construir relagoes entre os objetos divergentes com diferentes massas no inte-
grando. Isto porque, temos em mente a verificagao de relagoes entre fungoes de Green e
¢é nesta hora que nos deparamos com a necessidade de comparar objetos divergentes com
diferentes massas nos integrandos. Para encaminhar esta discussao, nés primeiro nota-
mos que, ao efetuarmos a separagao das quantidades divergentes das integrais de Feynman
originais, utilizando a expressao (5.96), a quantidade com dimensao de massa que aparece
nos objetos bédsicos divergentes é, na verdade, uma escolha arbitrdria. Esta quantidade,
que desempenhard o papel de escala para os objetos divergentes e apara as partes finitas,
pode ser escolhida convenientemente ou mantida arbitraria. Em um momento futuro esta
escolha pode ser convertida em outra através de relagoes de escala envolvendo objetos
bésicos divergentes. Podemos perceber isto se ao invés de utilizarmos a identidade (5.96),
tomarmos uma mais geral como pode ser verificado na expressao abaixo.
1 1 (k2 +2k; - k + X; —m?)

[(k+ k)2 —m?2] 2= (k2= 22) [k + ko)? —m2] (5.131)

Esta expressao pode ser considerada aquela correspondente a escolha N = 1 da expressao
(5.96). Ela permite o efeito desejado que é o de diminuir no segundo termo a poténcia
do momento k no numerador relativa ao denominador. O parametro A\? introduzido na
identidade acima ¢é arbitrario e estabelece um ligacao entre os dois termos do lado direito.
Se o segundo termo do lado direito da equagao ainda estiver presente em uma integral

divergente a identidade pode ser utilizada novamente. Teremos entao

1 1 (k2 + 2k; - k + X; —m?)

[(k+ k)2 —m? (k2= X)) (k2 =A%) (k* = A3)
(K2 +2k; - k + A} — m?) (k2 +2k; - k + A3 — m?)
(k2 = A3) (k2 = A3) [(k + k;)* — m?]

, (5.132)
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que pode ser vista como a operagao similar aquela indicada na equagao (5.96) quando é
escolhido N = 2. Seguindo este procedimento um niimero indefinido de vezes, a expressao
correspondente a uma integral de Feynman qualquer, e por conseguinte as amplitudes,
tornar-se-ao, em principio, dependentes de um nimero arbitrdrio de pardmetros. E evi-
dente que quando dois termos sucessivos da expressao acima pertencem a integrais finitas
nos esperamos o cancelamento automaético desta dependéncia artificial. Quando alguns
dos termos da identidade estiverem presentes em integrais divergentes bdsicas, que, de
fato, na nossa estratégia jamais serao integradas, nés esperamos que a exigéncia de in-
dependéncia dos resultados com os pardmetros arbitrarios nos fornega restricoes sobre
as propriedades dos objetos divergentes bdsicos ou propriedades matemadticas que estes
devem obedecer com vistas a consisténcia no cdlculo perturbativo. Estas propriedades in-
cluem relagoes precisas entre objetos bdsicos divergentes com diferentes escalas adotadas.
Isto permite que, a qualquer momento dos cdlculos, possamos converter uma escolha
prévia noutra mais conveniente, o que pode ser visto facilmente tomando como um caso
particular da expressao (5.96)
(=2 (=2 - (N (- )

cuja integracao nos momentos k nos fornece a relacao
)\2
Liog(AD) = Tiog(N3) — i(4m) 2 [ln (A—;)} : (5.134)

2

Com a discussao que acabamos de efetuar, podemos perceber que apenas um parametro
arbitrario é suficiente e relevante para as manipulacoes necessdrias e pretendidas. Podemos
entao, para propositos futuros, extrair uma importante informacao com respeito a sepa-
racao das partes divergentes e finitas presentes nas Integrais de Feynman. Notemos que
¢é possivel separar a parte divergente, divergéncia ultravioleta, escolhendo para tal um
parametro arbitrdrio para caracterizar os objetos divergentes basicos. Em qualquer in-
stante podemos converter esta escolha, efetuando uma transformacao de escala, permitida
pela relacao (5.133). A relagao direta desta conclusdo com nossos problemas imediatos
estd na possibilidade de separar as divergéncias infravermelhas daquelas ultravioletas para
estudé-las separadamente. Para tal, adotaremos o seguinte procedimento[12]:

a) Antes de efetuar as separagoes das partes finitas e divergentes (ultravioletas) intro-
duziremos uma massa ficticia ;2 onde aparecer o propagador do féton.

b) Separamos as partes divergentes ultravioletas em objetos bdsicos I;;, e Vl(f;z (m?)
utilizando como escala a massa do elétron.

¢) Resolvemos as integrais finitas obtidas e estudamos o comportamento no limite p? —
0. A presenca de termos divergentes neste limite implicard em divergéncias infravermelhas
nas amplitudes correspondentes.

Tendo em mente a discussao acima vamos entao considerar as integrais de nosso in-

teresse.
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Quando consideramos o processo de auto-energia do elétron por excitacao de um féton,
consideramos um conjunto de integrais, associadas ao termo independente de “gauge”, que
conterao ao menos um termo no denominador associado ao férmion, as quais possuem um
polo simples. A fim de organizar as discussoes, seguindo a mesma filosofia definida na
secao anterior, nés definimos inicialmente um conjunto de integrais contendo um tnico
denominador associado ao propagador do féton. Consideramos primeiramente aquelas

integrais com dois denominadores

(s JE) = / (3753 %Jg; ), (5.135)

Em seguida aquelas integrais de Feynman com trés propagadores

B (1 k9 k)
COTHL TRy LA ) 1
(J3;J37J3 ) /(271_)3 P1E23 (5 36)

O maior grau de divergéncia envolvido é o logaritmico, sendo que, algumas estruturas sao

finitas. O conjunto acima definido é suficiente para a determinagao da parte independente
do parametro de “gauge” das funcoes de Green correspondentes aos diagramas de auto-
energia do féton e de correcao de vértice.

O segundo conjunto de integrais de Feynman que devemos considerar é aquele associ-
ado ao termo de “gauge” do propagador do féton. Este termo nao terd um pdélo simples,
mas sim um polo duplo, o que piora o comportamento das fungoes com o valores baixos

dos momentos. As integrais a serem resolvidas sao as seguintes

CTEY d*k (1; k*)
(Lo; Lb) —/(%)3 D (5.137)

Estas sao encontradas quando calculamos o processo de auto-energia do elétron e tomamos
o termo dependente do pardmetro de “gauge”. Notemos que apenas uma das estruturas
apresenta grau de divergéncia que é logaritmico sendo que a outra é finita. Definimos

também as estruturas

Bk (15" k)
La; LA L2 :/ A : 5.138

que aparecem no termo dependente do parametro de “gauge” da amplitude correspondente

a correcao de vértice. A presenca do propagador do elétron melhora o comportamento da
integral para baixos valores dos momentos.Por fim, consideremos as estruturas de quatro

pontos definidas por
Bk (1; k*; BPEY)

(L4§LZ;LZV):/<27T)3 (P1)2E23

que sao todas finitas e estao associadas ao termo de “gauge” do processo de corregao

, (5.139)

de vértice. Vamos entao tratar destas integrais para, no proximo capitulo, explicitar as

amplitudes.
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Integral J;

Consideremos inicialmente o cédlculo da integral J;, a qual, em sua forma explicita, é

P 1
2= /A @) (h+ T )20k + Fa)? — 2] (5.140)

Seguindo a filosofia proposta, prosseguimos escrevendo primeiro a expressao acima intro-

definida por

duzindo a massa para o féton, ou seja,

. d3k 1
=i [ G A (5.141)

Neste ponto, para manter a notacao compacta, nés introduzimos a seguinte definicao:

Uy =U (ki 1) = [(k + k;)? — 17, (5.142)
tal que o limite de conexao infravermelho fica
P, = 121m0 {U;} = U (k;,0). (5.143)
e —

Assim,

Bk 1
Jy = li . 5.144
2 ;ﬂl?O {/ (27T)3 U1E2 } ( )

Esta integral é finita. Deste modo nao teremos maiores complicagoes e, seguindo a estraté-

gia que adotamos, podemos efetuar as integracoes nos momentos de modo que obtemos
1 1. _1
Jy = 52 (4m) 7" lim [ZO ? (,uz,mQ,qQ;mQ)] : (5.145)
pu?—0

Na expressao acima adotamos p = ks — k;. Para obtermos o resultado desejado neces-
sitamos estudar o comportamento da fungao Z, : (u%, m?, p*; m?) no limite indicado. Isto
foi feito no capitulo IV onde percebemos, na equacao (4.26) daquele capitulo, que esta
funcao tem bom comportamento para este limite. Podemos entao representar a expressao

correspondente, para a integral de Feynman considerada, como
1 1
Jy = 5i(47r)_1 [Zo 2 (O,mQ,q2;m2)} . (5.146)

Integral JY

Consideremos agora a integral divergente definida por

L[ &k o
= @) [+ R B[k & Fa)? — ] (5.147)

Introduzindo uma massa ficticia para o féton e tomando o limite podemos escrever

3k k*
JU = lim / } 5.148
2 /FHO{ A (2m)° Ui By ( )
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que possui uma divergéncia logaritmica e nos leva a utilizar a identidade (5.133) tomando

como escala a massa do elétron, escrevemos entao

3
w—0 s (27)? [k2 — m?]

_/ Bh (k2 + 2ks - k) K,
(21)® [k2 —m?2]* By

@’k (K + 2k - k) ky,
_/ (@ [k — m2 U, B, } : (5.149)

que fica:
(—idm) J§ = ;};To {—%kluzoé (42, m?, ¢% m?)
—i—%k{‘Zl 2 (,u2,m2,q2,m2)
—%kngé (12, m?, ¢ m2)} , (5.150)
ou ainda
(—idm) J§ = ;}Z’ig) {—%kfzoé (12, m?, ¢% m?)
T
)
+%k§\/? (\/—m2 - —;ﬂ)
—%kﬁ\/——mQ(qz; - m2)Z5% (1®,m*, ¢ m2)} . (5.151)

_1
Utilizando o conhecimento que temos do comportamento da fungao Z, 2 (u?, m?, p*; m?)

no limite indicado, expressao (4.26) do capitulo IV, podemos obter o resultado desejado.

Integral J;

Consideremos agora as integrais definidas em (5.136). Primeiramente consideramos

RE ]
= / 27 [k + F)2] [k + F)2 — m2)(k + Kg)? — 2] (5.152)

Seguindo o procedimento que adotamos, escrevemos inicialmente

Pk1
= i Bl 1
J3 MQH—I}O {/ (27T)3 U1E23 } ’ (5 53)

J3 = IZimO {]3 (k’l, 12 ko, m?; ks, m2)} . (5.154)
we—

ou seja
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Por contagem de poténcias é facil constatar que a integral I3 é finita, o que nos permite

uma integracao direta para obter

_3
Z'(47T)71 {'L}Zigog(mz (:u27 m27 q27 m27 p2) } ) (5155)

>~ =

J3:

onde assumimos (k1 — ko) = g e (k3 — k1) = p. Ap6s a tomada do limite indicado, obtemos

(5.156)

1. _ _3
JS = _] 2(4; ) ! {5002 (Oamza q27 m2ap2)} :
Integral J§

A préxima integral a ser considerada é definida por
LH
(5.157)

W[ Bk
I3 = / 2m)? [(k + k)2 [(k + k)2 — m2|(k + k3)? — m?]’

que escrevemos como
3k kH
JE =i 5.158
° u%LHO {/ (2m)° UrEas } ’ ( )
ou seja,
JY = lzjmo{lé‘ (K1, 1% ko, m®; ks, m?) } . (5.159)
u2—
A integral 1% (ky, u?; ko, m?; k3, m?) ¢é finita e ao ser integrada o que resulta em
m Lo o1 peTh (2 2 22 9
Jy = =g i4n) /};g}o[ P&’ (1%, m?, q% m?, p?)
3
+q#£012 (/1’27 m27 q27 m27p2)
3
+k1Eor® (uQ,mQ,qQ,mz,pz)] , (5.160)
0 que representamos como
m Lo 1 pe—3s 2 2 2 2
JS = _ZZ(47T) {|:p£10 (07m7Q7m>p)
_3
+qM§012 (07 mZa q2’ m27p2)
(5.161)

_3
+k¥€012 (07 m27 q27 m27p2)} } .

Integral J."
Agora podemos considerar a tultima integral do conjunto (5.136), definida por

v d3k EH Y
B /A (2m)3 [(k + k)2 [(k + k2)2 — m2)(k + k3)2 — m?]’ (5.162)

Seguindo nossa estratégia, escrevemos isto na forma

i = T {1 (ka, s Ky mi g, m)} (5.163)
ne—
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O que caracteriza uma estrutura matématica finita que pode ser integrada resultando em

1 1
Jéw — 12(477') {#hm [g 7700 (M27m27q2,m2,p2)

+p'q 511 (1*,m?, ¢*,m?,p°)
P e (u2 m?, ¢*,m?, p°)
"o (12, m?, ¢, m? p?)
& (1, m?, ¢, m* p)
“5;0% (12, m?2, 2, m?, p?)
e (12, m?, a2, m?, p?)
Pty (12, m? ¢*,m?, p°)
ey (1*,m?, ¢*,m*,p?)
R Gt (2, 2, q2,m2,p2)} } , (5.164)
onde
Hoot (42,22, m?) = Zy (P (p— q)sm?)
(q +M2 -m )501 (szmg’pg’m{f)
(p + MQ —m )510 (uz,mQ,p2,m2,q2)
1ot (i m, phm, ). (5.165)

Basta agora tomar o limite ;2 — 0 para obter o resultado desejado. Para isso tomamos
3

~ —3/ ~ .
as fungoes &7 S, na expressao acima, a valor nulo para a massa correspondente ao propa-

gador do féton. Representaremos isto por
J?fw = ii(élw) [9 7700 (Om ,q m ,p)

+ (0 + 0P €7 (0,m?, ¢*,m? p?)

+ (K q" + K)o (0,m?, ¢*,m? p?)

(4 ) € (0.m7 ¢ m?, )

T Gt (0.2, %P, p?)

+q"q 50% (0,m?, ¢*, m?, p?)

R o (0,m27q27m2,p2)] : (5.166)

Integral L,

Consideremos agora as integrais contendo pélo duplo no propagador do féton. Neste

caso temos vdrias opgoes equivalentes de procedimentos. Vamos mostrar isto tratando a
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integral

Br1
fa= /A 2m)® [(k + k1)?)> (5167

a qual, primeiramente, escrevemos na forma

Ly :gggo{/A%#}. (5.168)

Notemos que a expressao acima pode ser reescrita na forma
0 Bk 1
2 ©2—0 { op? [/ (27T)3 Ul:| } ( )

, 0
L2 = lim {a_,uQII (kl, Mz)} . (5170)

p2—0

ou seja,

Onde utilizamos a defini¢ao (5.102) da secao (5.4.3). Este procedimento, que pode ser
seguido em todas as integrais pertencentes a esta classe, permite relacionarmos estas
integrais com outras onde nao teremos o pdélo duplo associado ao propagador do féton.

Assim devemos tratar a integral obtida tomando como escala a massa do elétron

A3k 1
I (/{:1,;1,2) = / (27T)3 (k2 — m?)
_/ Bk (k2 + 2k -k +m? — p?)
(2m)* (k2 —m?2)*

/ (0] 20k = m (5.171)
(27)° (B2 = m2)* [(k + m)* — 3]
Procedendo a integracio dos termos finitos teremos:
1y (b, 1) = Tnln®) — i ()™ [ (i) = (=m?)?]. (5.172)
Assim,
Ly = ,}33100%2 {Ilm(mQ) i (4m) ! [(—Mf)% . (—mQ)%]} (5.173)

Portanto ficamos com

1
=i ()] o
w0\ (—p?)2

o que indica claramente a presenca de uma divergéncia infravermelha.
A mesma integral poderia ser calculada de outro modo. Tomamos inicialmente a

integral geral

3k 1
(@) (05 + )2 = Ik + ko) — 3]

&@w@@w@:/ (5.175)
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da qual podemos, num passo futuro, retirar o resultado desejado como um caso particular.
Pela contagem de poténcias percebemos que a integral acima é finita. A integracao resulta

em
1. -1
Iy (ky, il ko, p3) = 5t (4m) Y707 (13, 3, (ky — k2)*;m?) (5.176)

_1
Entao tomamos k1 = ks ja4 que a fungao Z, > é bem comportada neste limite, para ficar

com
L. 1 -1
]2 (kbﬂiaklaﬂg) = 52 (47T) 1ZO ’ (,u%,,ug,(),mQ) : (5177)

Tomando entdo, sem problemas, u? = u2 = p?, teremos assim
1 -1
Iy (ky, % ko, 1) = i (4) Y247 (12 0t 0m?) (5.178)

Apés a tomada do limite para valor nulo da massa ficticia u? obteremos o resultado

correspondente a Ly que coincide com aquele que obtivemos anteriormente, eq. (5.174).

Integral L}

Consideremos agora a integral

-
=k /A 2m)? [(k + k)2 (5:179)

a qual primeiramente escrevemos na forma

It~ { /A (j:;?) %} | (5.180)

Notemos que a expressao acima pode ser reescrita na forma

0 Bh ke
L =lm{— | [ 255 181
= 15 . ) 5151
ou seja,
[0
2 = tim {2 1t (e}, (5.152)

onde utilizamos a defini¢ao (5.105) da secdo (5.4.3). Agora devemos tratar a integral

obtida. Fazemos inicialmente

mo _/ Bk (k3 42k -k +m? — )k,
o e (k2 — m?)?
Bl (k2 4 2k - k+m? — 1)k,
/A (27)° (k2 —m?)°

(5.183)

_/ Bl (k24 2k -k +m? — 1)k,
(2m)° (k2 = m2))* [(k + k1)* — 2]
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Em seguida, procedendo a integracao dos termos finitos, obtemos
= ke (V9)" (%) = M B (m?)
i (4m) R [(_mz)”? - <_,f)1/2} : (5.184)
Assim, derivando em relacao a 2 teremos
LY = lim —i(4m) " k¥ (%) : (5.185)
=0 (—u?)

o que indica aqui a presenca de divergéncia infravermelha.A mesma integral poderia ser

calculada de outro modo. Tomamos inicialmente a integral geral

M 2. 2\ &k s
15 (ks i e 12) = {/ (2m)® [k + Fa)? = B[k + ko) = 3] }

Com a utilizacao da identidade (5.131), tomando como escala a massa do elétron, podemos

(5.186)

escrever
d3k K+

I (ko 2k, g2) = /
2 ( 1, M15 K1 /1‘2) A (27'(')3 (k2 _m2>2
_/ Bk (K + koo + m? — 23) k¥
(2m)* (k2 — m2)® [(k + ko) — 113]

B / d3k (k% + 2k1.k +m? — pf) k¥ (5.187)
(2m)° (K2 —m2) [(k + k1)” = pd] [(K + k2)® — ps3]
Integrando diretamente as integrais finitas obtemos
(=it B¢ (ks p) = = 5h 20 (i Oy = B )
%k’l‘Zlé (1, pi3, (ky = k2)* ;)
—%%LZ;; (M%a iz, (k1 — k2)2 ;m2) . (5.188)
Entao tomamos k; = ko para ficar com
(i) I (ko g b, 43) = Mg * (i 4, 0?) (5.189)
Finalmente, tomando p? = u2 = p?, teremos
(—idm) I (o, 2 oy, %) = —%kuoé (42,0;m?) . (5.190)

Integral L3

Consideremos agora as integrais definidas em (5.138). Primeiramente consideramos aquela

definida por

A3k 1
La= {/ ) [0 1 F 2RIk + R —m21}' (5.191)
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Seguiremos os procedimentos utilizados acima para o tratamento da integral. Primeiro

(2—0 (27r)3 (UL ]2E,
_ lim{ 0 / Bk 1 }
u2—0 | Op? Sy (27)° UL Ey

= lim {8i,u2 (I3 (K1, kz,m)]} : (5.192)

escrevemaos

Tratamos entao a integral Iy (ky, u%; ko, m?) de acordo com a prescricao que adotamos.

Resolvendo as integrais finitas teremos

1 __1
(—4mi) (I3) = §ZO 2 (w2, m? g% m?). (5.193)
Assim 5 (1
Ls = ul?lgloﬁ_uz {52 (4m) ™ Zy 2 (2, m?, ¢ m2)} : (5.194)

Utilizando a relagao

v (ume, g 3) = (—a2) 28 <”25Zf’q2’ 2 (5.195)
introduzida no capitulo IV, ficamos com
(i) Ly = {#12@0 Y G Q’QZE’QQ;mQ)] } , (5.196)
resultado que representaremos como
(47i) Ly = {Yog (0’;”;’ ¢ m’) } . (5.197)

Integral L%

Consideremos a integral definida em (5.138) como

L[ &k o
v [ @) [+ PRIk Fa)? —m?] (5.198)

Seguindo o mesmo procedimento escrevemos primeiro

3 M
oo {2 )
p2—0 (271') (Ul) El

) 0

u2—0
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Agora desenvolvemos a integral 15 (ky, u1; k2, m) de acordo com a estratégia que adotamos.

Para tal, primeiro escrevemos

) Bk
12 = 3 2 212
A (2m)° (K* = m?)

_/ Bl (k2 + 2k -k +m? — p2) kP
(2m)? (k2 —m2)? B,

(27)3 (k2 —m?) U1 By ’
Resolvendo as integrais finitas teremos

. 1 _1

(_47TZ> I; (k171u7 k27m> - _ikitZO 2 (,u2’m2’q2;m2)
1 _1

5k Z0 (07 m? gt m?)
1 _1

—5kE 2y (1 m?, g m?) (5.201)

Assim ficamos com
3

Yy 2 (u?,m?, p*ym?) Yy

5 + kY

_3
2

I
¢ 2m?2

u2—0 2m

(—4mi) L = { lim

(“Q’mQ’p2;m2)] } L (5.202)

Integral L,

Por fim, consideramos entao as integrais do conjunto (5.139). Primeiro tomemos

d3k 1
4= / (er)?» [(k + k0)22[(k + k2)2 — m2][(k + k3)2 — m?]’ (5.203)

que escrevemos na forma

- )
= lim _—
! 20 (21)% [U1]?Ess
) 0
— #121210{8—“2 [I5 (K1, 1% ko, m?; kg, m?)] } (5.204)
Agora utilizamos o resultado
_3
I3 (K, p%5 ko, m?; kg, m?) = i(4m) ™! [5002 (MZ,mz,QQ,mi,pQ)} : (5.205)
Com isso teremos
. L. 0 [,~3,9 92 9 o9 o
(—dmi) Ly = § ,}21210(‘9_#2 [Soo (1, m?, ¢* m3,p )] - (5.206)

podemos reescrever a expressao acima utilizando o seguinte resultado obtido em (4.87)
do capitulo I'V dada por
0

5
0_7_”% )\2’ 2’>\2’ 2’>\2 —
(AL, P75, A5, 47, A3) 8)@

Wl N

_3
GO 2807 N)] (5.207)
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que, comparada com (5.206), resulta em

3 _5
(—4mi) Ly = 2 {ulgglo [0002 (12, m2, ¢?, m2,p2)] } : (5.208)

onde ¢ = ko — k1 e p = ks — k1. Representaremos o resultado obtido por
31 _s
(—4mi) Ly = 3 [0002 (0,m2,p2,m2,q2)] : (5.209)

Integral LY

Agora consideramos a integral

W[ Pk b
Ly = / @) [+ B[k 1 ka)? — m2l[(k 1 Ks)? — 2] (5.210)

Primeiro a reescrevemos como

3 H
L = lim { e }
u2—0 (27'(') [Ul] E23

) 0
= lim {872 (1 (kl,u2;k2,m2;k3,m2)]}. (5.211)

Entao substituimos o resultado para I§ (ki, pu?; ko, m?; k3, m?) na expressao acima para

ficar com
AW A ; 0 1 -5/ 2 2 2 2 .2
(_47”) L4 = 111211—1}08_/,62 {p 510 (/fl T, g, M, p )
_3
+qM5012 (M27 m27 q27 m27 p2)
_3
+E Cor” (u27m2,q2,m2,p2)}. (5.212)
Portanto teremos
N T H 3. 1 -5/ 2 2 2 2 2
(mdmi) Ly = —3 lim, {P og (12, m?, ¢?m?, p?)
_s5
+q“0_012 (#27 m2> q2> m27 pQ)
_5
+k{ oo (1%, m?, ¢ m?, p2)}, (5.213)
0 que representaremos como
N TH 3 u_~3 2 2 2 9
(_47TZ)L4 = _5 {p 010 (Oam 4, 7p)

_5
+q" oo (0,m?, ¢*, m*, p?)
_5
+kilo-002 (07 m27 q27 m27 p2) } . (5214)
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Integral L}”

Finalmente consideramos a integral

12 d3k‘ k,uk.l/
oo / (27)° [(k + k)22 [(k + k2)? — m2][(k + ks)? — m?]’ (5.215)

Por primeiro escrevemos

Bk kPR
LY = lim {/ 5 5 }
u2—0 (271') (U1> E23

0
= lim {8 5 187 (F1, 1?5k, m?; kg, m )]}. (5.216)

u2—0

Para completar calculamos 14" (ky, u?; ko, m?; k3, m?), de acordo com a prescrigdo que

adotamos. Primeiro resolvemos as integrais finitas para ficar com

(—dmi) Ly = hmﬂ%{ e (1*,m?, ¢*,m?, p)
PP (12, q2 m*, p’)
+[¢"p” +pq]€ : (2, m?, 2 m?, )
9" 0 (u ,m?, %, m?, p ;m2)}

+ (k/#qy + k{qﬂ) { hm [501 (ILL27 m2a q2a m27p2):| }

+ (k‘fpy + kfpﬂ) { hm 2 |:£10 (:uza m2a q27 m27p2):| }

+k?k5 { hm [500 (/1’27 m27 q27 m27p2)] } . (5217)
A derivada indicada fornece
3 _5
(47TZ) LZU = MIQITO {iqquO-OZQ (:U’27 m27 q27 m27p2)

3. s
+5' P05’ (1®,m?,¢*,m?,p°)

+g[q“p”+p“q Lo (42 m?, g% m2, p?)
_%\/_—ng;w [—5[;0% (12, m2, g2, m?. 1)
+5;o% (12, m?, 2, m?, p?)
e (MQ,mQ,QQ,mQ,ﬁ)] }
+5 (k'q” + k{q") [‘701 (M m?, ¢*,m? p )}
2 + k) [0 (uhm ghm,p?)|

_5
+ +k¥ki/ |:0-002 (ﬂza m27 q27 m27p2)i| } . (5218)

l\DlOJ[\DIOO[\JIOJ
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Onde utilizamos a expressao

0 [ (N1, 2,0 X5 %)

3 _3
a)\Q |:£nm - fn—l—lm - TLT)2’L+1i| ) (5219)
1
e, por conseguinte,
o] 1t ot
IN2 9 —A [500 — 610 T Sot }> (5.220)
1
dada pela equacao (4.94) do capitulo I'V.
Adotaremos ainda a representagao
N 3 -3 2 2 2 2
(—dmi) Ly = §54"¢ 00 (0,m" ¢*,m",p’) (5.221)

3 5
+5P"P o (0,m*,¢%m*,p’)

3 5
+5 qﬂp'/ + puqu] 0112 (07 m27 q27 m25 p2)

5 |
1 —— _3
_5 —mQQHV |:_£002 (07m27q27m2,p2)
_3
_'_5102 (0 m 7q m 7p2)
3
o (0.m% % m? %) }
3 y 5
+5 (6" + kg") [o0? (0.m2 q%m?, p?)]
3 v v
+§ (Ki'p” + kYp") [010 (0 m?, ¢*,m*, p* }
3
—}—5]{:“161000 (0,m? ¢*,m*,p*). (5.222)

Com isso completamos o célculo de todas as integrais de Feynman necessdrias para as
amplitudes da F D@3 ao nivel um “loop”. Podemos entao escrever as formas calculadas

para tais amplitudes, que é o que faremos no préximo capitulo.



CAPITULO 6

Amplitudes, Ambiguidades, Relacoes
entre Funcoes de Green e Relacoes

de Simetria.

6.1 Introducao

Os processos fisicos badsicos pertinentes & £ D)3, ao nivel um “loop”, foram considerados
nos capitulos 11 e I1] onde percebemos que as regras de Feynman nos fornecem estru-
turas matemadticas divergentes. A presenca das divergéncias nos exigiu a adocao de algum
tipo de filosofia capaz de manipular e calcular consistentemente as estruturas matematicas
indefinidas surgidas, o que foi entao considerado no capitulo V. Na ocasiao utilizamos
uma estratégia geral, alternativa aos métodos usuais de regularizagao. No contexto desta
estratégia, faz-se uso de identidades ao nivel do integrando de modo a separar as partes
finitas das divergentes tal que toda a dependéncia nos momentos fisicos esteja presente
em integrais finitas. Integrais divergentes nao sao, de fato, calculadas. Observamos,
entretanto, que algumas das estruturas tratadas, apds as manipulagoes, apresentam de-
pendéncia com combinacoes ambiguas dos momentos internos. Agora teremos que utilizar
tais estruturas para construir as amplitudes. Obviamente isso requer uma caracterizagao
das partes finitas e divergentes tal que as amplitudes e, deste modo, as predicoes sejam
univocas, 0 que requer que estas sejam livres de ambiguidades. Termos ambiguos, por
outro lado, podem também violar relagoes de simetria o que seria definitivamente de-
sastroso para nossos propositos. Em outras, palavras estamos querendo dizer que, se as
amplitudes depois de manipuladas e calculadas, com a utilizacao de alguma prescricao
de regularizagao qualquer, nao carregarem mais o conteido de simetria da teoria e ou
contiverem ambiguidades, elas nao podem descrever fenomenologicamente um processo
fisico da natureza, pois neste caso nao estarfamos descrevendo processos fisicos a partir
de uma teoria mas, promovendo ajustes caso-a-caso efetuando escolhas para as ambigu-

idades. Assim, investigar a possibilidade da presenca de ambiguidades e o papel destas
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nas relagoes de simetria passa a ser de fundamental importancia neste momento. A fim
de facilitar a evolucao das discussoes, nossos resultados foram sistematizados tanto para
as partes divergentes quanto para as partes finitas.

As partes divergentes contidas nas integrais geradas pelas regras de Feynman foram
escritas em termos de um conjunto de objetos bésicos: V/(j,) (m?) e I, (m?). Estes objetos
nao sao calculados explicitamente em nenhum passo o que nos permite manter todas as
arbitrariedades intrinsecas dos cdlculos em nossos resultados finais. Pafa a parte ﬁ]élita das
integrais, estabelecemos uma organizagao em termos das fungoes Z; 2, 1y, € o2 Com
isso, conseguimos escrever todos os resultados como uma combinagao de um pequeno
nimero de estruturas matemadticas, para os quais serao atribuidos os mesmos valores
em qualquer amplitude de qualquer teoria onde eles aparecerem. Deste modo ainda
persistem indefinicoes matemadticas pois nos resultados aparecem os objetos Vf;,) (m?)
e I;, (m?). Nossa estratégia foi evitar assumir uma forma de regularizagao para calcular
tais objetos mas tentar descobrir as propriedades destes necessarias a consisténcia global
dos célculos perturbativos tridimensionais. Devemos agora expressar nossas amplitudes
em termos da sistematizacao adotada e em seguida utilizar os guias para a consisténcia
que estabelecemos no capitulo /77, um conjunto de relagoes entre as fungoes de Green e
relagoes de simetria, para estabelecer as eventuais propriedades aos objetos divergentes
remanescentes que aparecerao nas amplitudes.

Vamos entao considerar, a partir de agora, a forma explicita para as amplitudes em
termos dos objetos bédsicos (dentre os quais estao os potencialmente ambiguos) e verificar
se as relagoes entre as funcoes de Green sao satisfeitas. Posteriormente identificamos os
papéis desempenhados pelas arbitrariedades envolvidas nos cdlculos perturbativos para a

manutencao das relagoes de simetria.

6.2 A Funcao de Um Ponto Vetorial

Por simplicidade comecaremos considerando o célculo da funcao de Green contendo so-

mente um propagador fermionico dada, pela equagao (3.27) do capitulo 171, como
T (kyym) = 2[(1h), + kv (1) (6.1)

onde (I1), e I; s@o dadas respectivamente pelas expressoes (5.102) e (5.105) do capitulo
V. A estrutura acima nos revela a presenca de duas integrais com graus de divergéncia
quadrética e linear. Substituindo os resultados obtidos para (1), e I; , equagdes (5.104)

e (5.107) do capitulo V, na expressao acima obtemos
TIY = —2k1avlﬁ) — 2]{711,Ilm (mz) + leyflm(m2)
= 2k, VO (6.2)

Podemos perceber que a equagao acima pode ser escrita apenas em termos do objeto

divergente bésico definido em (5.97) do capitulo V.



6. Amplitudes, Ambiguidades, Relagoes entre Fungoes de Green e
Relacoes de Simetria. 107

6.3 A Auto-Energia do Elétron por Excitacao de um

Foton

Quando consideramos o processo fisico da auto-energia do elétron, encontramos o dia-
grama contendo uma linha fermionica e uma bosodnica e que tem associado a funcao de

Green que ¢é escrita como
2 (k?l, kQ, m) = 21 (kl, ]Cg, m) + (5 — 1) 22 (]{717 ]{32, m) . (63)

No capitulo 711 conseguimos escrever as expressoes acima em termos das integrais de
Feynman. Substituindo os resultados das equagoes (5.146) e (5.151) do capitulo V', na
equagao (3.37) do capitulo /11, obtemos

1. _ ) _1
Salki, ko) = i () (O = H) tim {200 (2, 2 m) |

p2—0

3 _1
+§i (47) " m lim {ZO 2 (,u2,m2,q2;m2)} (6.4)

u?—0

—i(4m) " [m — (W — Hy)] { lim

u2—0

Nas expressoes acima o momento externo é dado por ¢ = ky — k. Para completar o
calculo é necessdrio apenas tomar o limite infravermelho. Com isso podemos representar

os resultados acima na forma
1. _ _1
Sl kom) = i ()7 (0 — 1) 2 (0,2 g%m?)|

—1—272 (4m)""'m [ZO_% (0,m?, ¢ m2)] (6.6)

[un

Yo(k1, ke,m) = —i(47r)*1 [q2 - mz} (% - %)

Y, 2 (0,m?, ¢* m?)
2m?

4@m*www%—%n}5“am“ﬂmal

2m?2

6.4 A funcao de Dois Pontos bi-Vetorial

No célculo do tensor de polarizagao do vdcuo, estabelecemos a funcao de Green de dois

pontos duplamente vetorial, a qual tem sua expressao dada por

T,K/V = Tp,l/ + guu<TPP) — Euva (TAP)a ) (68)
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a qual corresponde a expressao (3.41) do capitulo I/]. Para continuar nossa discussao
vamos considerar cada um dos termos da expressao acima separadamente para futura-
mente obtermos a expressao final. Comegando com 7}, dada em termos das integrais de

Feynman por

Com o auxilio dos resultados dados nas expressoes (5.109), (5.114) e (5.119) do capitulo

V temos

T = 2V (m?) + 29 iin (m?)

o 1 1 1
+i (47) 72 [ququ — 9w d®] | Za 2 (¢%m) — 1% (¢*;m)

) 11 _1
—i (4m) " 5 04 2y (%5 m) (6.10)
onde ¢ = ki — ko. Podemos colocar a expressao acima numa forma mais conveniente

_1 _1
utilizando a relagao entre a fungao Z, 2 (¢%;m) e Z, ? (¢*;m) dada pela equagao (4.18) do

capitulo IV. Assim teremos
T, = 2V§2 (m2) + 29, 1iin (m2)
1 _1
(m?) | mZyt (m)

q? q?

—i (4m) " (4 — gd”)

1. _ _1 1. _ _1
—3 (4m) " qvq Z, ° (¢*;m) — 1 (4m) " 9,432, 2 (¢*;m).  (6.11)

Para o termo T** dado a partir da equagao (3.50) do capitulo I11 como

TPY = —I (ki;m) — I (ky;m) — [¢°] Lo, (6.12)
podemos escrever, utilizando (5.104) e (5.109) do capitulo V', a expressao
TP = 20, (m?)
—|—%i (4m) 7 (¢°) Zo_% (¢*m), (6.13)

onde I;,(m?) foi definida na equacio (5.98) do capitulo V. Para o termo T, apenas o

resultado (5.109) do capitulo V' é necessério. Teremos portanto
fpg——p {z (4r) ™ 2y * (¢ m)} , (6.14)

Reunindo as expressao encontradas para a 7;

s TPP e TP escrevemos

TV = V) () + ime (ky — ko), [i (4m) 7 Z* (a5 m)]

(—m?)?  m2Z,® (% m)
q? q?

+1 (47‘(‘)_1 [Qun — gyVQQ} [<_)

1. _ -1 1. _ _1
—3 (4m) " qva Z, ° (¢%m) + 1 (4m) " 9,422, 2 (¢*;m). (6.15)

E importante observar na expressao acima a presenca de um termo violador da invar-

iancia de “gauge”. Voltaremos a este ponto em um momento futuro.
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6.5 Correcao de Vértice

Consideremos agora a fungao de Green associada a correcao de vértice, encontrada no

estudo da interagao elétron-féton, a qual decompomos na forma
A (kl, k’g, m) = A/f (k’l, k’g, m) -+ (5 — 1) Ag (k)l, kg, m) . (616)

No capitulo I11, escrevemos A} e A} em termos de integrais de Feynman, expressoes
(3.81) e (3.87). Utilizando os resultados obtidos para as integrais presentes nas expressoes
destes termos, expressoes (5.28), (5.33), (5.39), (5.49), (5.62), (5.76), (5.82), (5.87), (5.93)
e (5.99) do capitulo V', podemos escrever

dk K

A (ky kg kg m) = “/——
ok, R, kg, m) 7 (27r)3P1E23

1. _
o i(dm) {2k + ko) — 20Ky + 2" Iy
_3
+m [V Hy + Kyt —mat]} {332105002 (N2a m?, ¢, m27P2) }
1 N — o o « (e} o
=7 (Am) T [=2Hy My = 29y & 2o+ o+ Gmg™] X
_3
X {1}21210 [ paflo2 (M2’m27q27m27p2)
_3
+qa£012 (,UZ, m27 q27 m27p2)
_3
+k?£012 (:u27 m2> q27 m2ap2)] }
NTIN SO S
—5 i4m) "y {,}%To [g“ oo’ (12,m*, ¢*,m?,p)
_3
&t (W2 m?, ¢% m?, p?)
_3
+q"p*&yE (02 m?, % m?,p?)
_3
+ (kg + k™) €0 (12, m?, % m?, p?)
_3
+ (k?pﬂ + kilpa) 5102 (/'L27 m27 q2a m27p2)
_3
+p'p°Eed (12, m?, ¢%,m?, p?)
_3
+q"q"Eoy? (12, m?, ¢%,m?, p?)
_3
+k k00" (uQ,mz,qz,mQ,pQ)}} (6.17)
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— 3 -
Y 2 (P, m? A m?)
17,2 2\ n 0
+i(4m) [(p m )7 } {#lzlﬂo 53
— 3 -
o Y 2 (P, m?, ptm?)
1T(2 2\ u 0
+i(4m) [(q m )’y } {,}21%0 Sy

_411 i(4m) =t (¢ = m)y* (if — m) { lim €00 (u*,m 7q2,m2’p2)}
i) (¢~ m?) 7, ()
+(p* —m?) (¢ —m) K,y"

+2K (= m) i, (f —m)

2 2 2 2 : a *% 2 2 2 2 2
+ (0" = m®) (¢* —m*) "] {,}%Toa_m oo’ (12 m%, g 7m3,p)]}
—i(4m) " [(¢* = m?) ¥ (F = m)
M. (g —m) " (f = m)
+2(d = m) ¥, (if = m) g"

D [
+ (p* = m?) (¢ —m) "] {;}%Qoa_pﬂ [p & (12, m?, % m?,p?)
+qa£(;1% (Mza m2a q27 m2a p2)
o (i, )] |

- .0 wp—d
F20(0m) ! (= )3 = ) { tim o [0 12, 2)

_3
+p'upa€202 (:u27 m2a q2a m27p2)
_3
+ [@"p™ + P &7 (WP, mP ¢ m?,

_1
+g" g (12, m*, ¢%,m*, p*; m2)} }
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21 4m) ™ (= m) v =) 1 [yl (2, 7))
21 4m) " = ), G ) { 2 [0l (1))}
204 (= ) (= ) { i o () €5 o ) |
204 (= m) v = ) { 1 [ 6 (2 )]

R (7)™ = m) v = ) { B 7 [ o o )]} (619

00u?

onde adotamos ¢ = ko — k1 e p = k3 — k1. Para completar os estudos e finalizar os cdlculos
ainda necessitamos efetuar a tomada do limite infravermelho. Para que tal seja possivel,
¢é necessario um estudo detalhado das estruturas que aparecem nas expressoes acima no
limite indicado. Para as fungoes Z, : e Y, ? este estudo pode ser feito diretamente ja que
a 1ntegra§a30 no Param;etro de Feynman pode ser completada (ver capitulo IV'). Quanto as
funcoes En2, Nnm € ot este estudo é mais complicado devido ao fato de as integracoes nos
parametros de Feynman nao poderem ser completadas. Podemos dizer que, este limite,
entretanto, ¢ bem comportado no conjunto dos termos ainda que nao o seja termo a termo.
Na expressao para A} todas as fungoes com n ou m ou ambos nulos tém problemas neste
limite mas a simetria do resultado em p e ¢, que é visivel por inspecao, cria a conspiracao
necessdria para os cancelamentos. J4 para o termo A} a situagdo é consideravelmente
mais complicada e o llaom co5mportamento no limite infravermelho enV(glve conspiragoes
vindas de fungoes Y, 2 e 04,2 além de outros envolvendo as fungoes o2 € a simetria de
p e q. N6s nao apresentaremos estes desenvolvimentos explicitos devido & densidade de
céalculos que seriam necessarios e porque este aspecto apesar de interessante e importante
nao estd nos principais objetivos do presente trabalho. Um estudo detalhado deste aspecto

serd apresentado em outra oportunidade. Apds estes importantes comentérios adotaremos
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como resultados para A} e AL as representagoes
3k k2
(2m)° P1Eas
+i i(4m) " [2m(ks + ko) — 257" Wy + 2K, W]
DUy + = m T g (0,m, g m? )

_%1 i(4m) 7 [ 20y = 290 Hy + 27" My Wy + Gmg™] X
X [paé‘fo% (0,m?, ¢*,m*, p’)

+qa§(;1% (0,m?, 2, m?, p?)

RO (0,m? ¢?, mz,pz)] }

1

1 . — « a, T2
—5 i(4m) by [g“ oo’ (0,m?,¢%,m?,p?) .

Alf(khk’z,k?nm) = 7“/

+ (" + ¢'p*) €17 (0,m2, g% m?, p?)

+ (kSg" + kig™) €572 (0,m? ¢*,m? p?)

+(kop" + K €1 (0,m? ¢*,m? p?)

+ et (0,m2 ¢% m?, p?)

+0"q°Ees? (0,m2, % m2,p?)

+k:fk1a§aog (0, m?, ¢, m2,p2)] } , (6.19)

onde

-

_1 _1
77002 (07m2ap27m2:q2;m2) = 202(07m27(p_Q>2;m2)
2 2
¢ —m?) 3
_(—2)£01 (O7m27p27m27q2)
2 2
P —m?)
_%510 (07m27p27m27q2) (620)
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31 (4m) 7 (= m) 70 (F = m) [(5" + W) o)t (0,m, a2, 1)
31 (4m) 7 (f = m) 7, (F = m) [(59" + M) o3t (0,2, %, 7) |

+3k1 ki (47r)71 (d—m)~v, (—m) [080% (O, m?2, ¢, m2,p2)} (6.21)

6.6 A Funcao de Trés Pontos tri-vetorial

Consideremos agora a fungao de trés pontos triplamente vetorial com trés propa-

gadores fermidnicos que, convenientemente, escrevemos usando a decomposicao

Tow =Tuws+ 9T 7Y + 96, T0 VT + g T) 77 + Ay (6.22)

Seguindo a filosofia j& estabelecida nas secoes anteriores, escrevemos cada um dos
termos que aparecem na expressao acima em termos de integrais de Feynman. A fim de
completar o célculo necessitamos substituir, nas equagoes (3.62)-(3.64) (capitulo I171), os
resultados (112), (117), (124) e (127) do capitulo V, teremos entdo a expressao desejada.

Para o termo correspondente a T}, adotamos uma sistematizacao em termos das es-
truturas M, Jaw, Lajws Ko € Fauw, equacao (3.67) do capitulo 111, e estas escrevemos
em termos de integrais de Feynman, equagoes (69)-(73), respectivamente. Com as inte-
grais calculadas, podemos substituir os resultados (124), (127), (129) e (133) do capitulo

V', em cada um dos subtermos.

6.7 Relacoes entre Funcoes de Green

No capitulo 111 estabelecemos vinculos de consisténcia entre as funcoes de Green com o
propésito de servirem como guias para testarmos a validade dos nossos métodos envol-
vendo cédlculos perturbativos. Temos a disposi¢ao agora as formas calculadas das fungoes
de Green em termos das quais escrevemos as amplitudes perturbativas da £ D@3, o que
nos permite agora, verificar se os cdlculos e manipulagoes efetuadas preservam os vinculos
estabelecidos no capitulo I11. A caracteristica mais importante que pode ser ressaltada
é de que, até o presente estdgio dos cdlculos, nao efetuamos nenhuma escolha para as
arbitrariedades intrincicas envolvidas. Nés esperamos que as relagoes que estabelecemos
no capitulo /1 tenham sido preservadas nas operacoes efetuadas, o que serd verificado a
seguir.

Comegaremos por considerar a equagao (3.89) do capitulo 11 envolvendo as fungoes

de um e dois pontos puramente vetorial, ou seja, a T/Y e TLV. Tomando a forma explicita,
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equacao (6.15) e contrariando com o momento externo dado por k; — ks = ¢, escrevemos

(k1 — k)" Ty = 2(ky — k)" vE® (m?)

%

ime e (ky — ko) (k1 — ka)® [z (am) ™ Zy (¢ m)}

(-m?)?  m*Z,? (¢%m)
q> q?

+1 (47’(’)71 (k)l — k’2)u [quM - guuq2} [(_)

1. _ _1 1. _ _1
—5t(4m) Yk = k)" [q0q.) Zo ? (g% m) + 14 (4m) Y 9wd®Zy ? (¢*m)
(6.23)
e entao
(k1 — k)" TV =2 (k1 — k)" V) (m?) . (6.24)

Como j4 foi estabelecido pelas relagoes entre fungoes de Green, equagao (3.89) do capitulo
111, devemos identificar no resultado acima a diferenca entre duas funcoes de Green de
um ponto vetoriais, com linhas internas carregando momentos k; e ks. Temos também
a nossa disposigao o cédlculo explicito de TV dado pela equacao (6.2), o que facilita a

identificacao de que
2 (k1 — ko) V) (m?) =TV (ko,m®) = T (k1,m?). (6.25)
Por sua vez, também é facil verificar que

2 (k1 — k)" V) (m?) =T (k2,m?) — T (k1,m?). (6.26)

1%

O que nos mostra que as relagoes (3.89) e (3.90) estabelecidas no capitulo /77 foram
preservadas pelas manipulacoes feitas. E importante notar que as relacoes sao preservadas
sem que tenhamos assumido qualquer escolha para as quantidades indefinidas, ou seja,
todas as arbitrariedades ainda estao presentes de modo que estas relagoes podem ser
preservadas por qualquer método de regularizacao razodvel. Para que possamos fazer
as devidas escolhas para estas arbitrariedades de um modo consistente, consideraremos
futuramente os vinculos estabelecidos pelas relacoes de simetria.

Seguindo o raciocinio andlogo ao estabelecido na 1ltima se¢ao, vamos considerar agora
as relacOes necessarias para considerar o processo de interacao entre trés fétons. Para
tanto, vamos considerar as relagoes entre a funcoes de trés pontos tri-vetorial com as de
dois pontos bi-vetoriais estabelecidas nas eqs.(3.92)-(3.94) do capitulo IV. Tomando a
forma explicita e contraindo com o momento externo (ks — kg)’\ temos,

(ks — k) Ta Y = (ks = k) [Tvg + 96T " + 90T + 90T + Aps] - (6.27)

Nas contragoes indicadas acima aparecerao combinagoes especificas envolvendo as
3 _1
fungoes &nid € Mnm. De acordo com o resultado (3.92) do capitulo 111, o resultado da

contracao deve ser uma diferenca entre duas funcoes de dois pontos. Para que a citada
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identidade seja preservada é necessdrio portanto que todas as estruturas de trés pontos

se cancelem. Esta verificacao, longa e tediosa, pode ser sensivelmente facﬂltada se nos

utilizarmos os resultados obtidos no capitulo IV quando estudamos as funcoes £nm e nnm

Particularmente quando consideramos as reducoes destas funcoes a outras de soma n+m

menores. Se utilizarmos tais expressoes veremos que existem combinacoes destas que se

reduzem a formas simples e que serao precisamente aquelas que necessitaremos para a

verificagoa das relagoes entre fungoes de Green pertinentes a fungao de Green triplamente

vetorial. As combinagoes as quais nos refirimos sao as seguintes:

_3
q2§122

_3
p2§032
2 + <p

5. —3
q 530

o 3
P&

_3
1925012

o 3
7§10

5. —3
p 502

o 3
p°&°

3
61261112

+ (p

2+<p

o, 3
p 521

+ (p

+(p

2+<p

_3
q2§21

- q)

+(p-

+(p

2+(p
2+(p

_3
q2§2o

+(p
+(p

Q) 52_1%

Q) 52_1%

q) 5170%
Q) f(;l%

N =

NI NP RN RN

N~ N~
r 1

N DN = N~ N =
r 1T

__ZO

k\J\»—A

2 ((p—q)*im?) +

2 ((p—q)*;m?) +

(¢
(v

Zy
Zy

l\’l\»ﬁ

77
Z%(

'm2) - Z,

N

_1 _3
((p — Q)2 ;mz) + 214, +p2§022} )

_1 _3
((p—q)*;m?) +2ny5° + q2£202} :

((p—q)*;m?)

P ((p— ) sm?) + o

((p—q)*;m?) + p%ﬂ :

_3
2) + p%ooﬂ )

_3
) + ]

1 3

((p— q)? ;m?) + 16° +p2§012} )

2. 9 -3 2.—5
((p—q)"sm?) + 0o’ + &2 |
2 2.—5
) +p 5102i| ’

3
2) +Q25012} .

3
2
’

1 3
+ g + 07632

1 _3
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(6.28)

(6.29)

(6.30)
(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)
(6.35)
(6.36)

(6.37)

(6.

38)

(6.39)
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e
_1 _1 1 1 _1
P’ + (- a)me = (p—q)° LIZO (p—a0)*m*) = 2,2 ((p— ) ;mQ)}
2|l -t/ 9 o —5 (2. 2 1, -1
—q ZZO (q ;m ) — Z, (q ;m ) + 527 Moo > (6.40)
2 —3% -3 _ 2 1Z—% 2,,.2 Z—% 2, 2
¢me + -’ = (p-a)" | 7% (p—q)sm?) = Zy* ((p—q)°;m?)
2|l 1,9 o -3/ 2. 9 1, -1
—4" | 7% (p*sm?) = Zy 2 (p%sm?) | + 57 o (6.41)

Utilizando estas relagdes podemos colocar a expressao (6.27) na forma

N

(p*;m?) —

_1
—1IME yap” [z (47‘(‘)_1 Zy? (q2; m)}

(ks — ko) TYYV = —8i (47) 2 (pups — gy’ [22

. _ 1 1 _1
+8i (47) 7 (quay — G d”) [Zz 2 (¢ m?) — 5%0° (q2;m2)}
. « . -1 —% 2.
+IMEe waq [2 (4m)" Zy ? (q ,m)] : (6.42)
Podemos perceber entao que, observando a expressao (57), isto significa que podemos

completar adequadamente os termos, com a adicao e subtracao de termos contendo o

objeto divergente Vl(f,/) (m?) do seguinte modo

(]{33 - ]{72))\ VE?V) (m2) == (k?g - k?l + k?l - kQ)A V(S) (mZ) 3

1%

para identificar entao a relacao

(ks — k) TNV =TV (ky, kyym) — TV (ky, kasm) . (6.43)

Ay

Resultados andlogos podem ser obtidos para as contracoes com os demais momentos
externos seguindo-se absolutamente os mesmos passos e ingredientes utilizados acima.

Como tal, encontraremos que

(k’l - k’g)y )E;‘;V = Txbv(k’g, k’g, m) - T;\LV(I{B, k’l, m) (644)

e
(ks — k)" Tay" =T, (i, ko;m) — T3, (ks, ka;m). (6.45)
Com isto, verificamos que a forma explicita de T/KXV fornecida pela estratégia que

adotamos, preserva todas as relagoes entre fungoes de Green pertinentes a despeito da
presenca de quantidades indefinidas e potencialmente ambiguas na funcao de dois pontos
bi-vetorial.

A fim de tratarmos o processo fisico de correcao de vértice e de auto energia do elétron

por excitagdo de um féton, estabelecemos na se¢do (3.2) do capitulo /77, uma relagdo
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entre as fungoes de Green associadas aos processos, eq.(3.97). Cabe agora, verificar se
esta relagao foi preservada pelas expressoes obtidas por nds para as funcoes de Green
envolvidas.

Considerando inicialmente o termo independente do pardmetro de “gauge”. Devemos
avaliar a contragdo com o momento externo, ou seja, (ks — k) i AY para a seguir identificar
os termos correspondentes & diferenca entre, as parte independentes do pardmetro de
“gauge”, de duas auto-energias do elétron por excitacao de um féton, conforme dita a
relacao (3.%7) construida no capitulo /1. Para que isto aconteca é necessdrio que as
funcoes &,,2 presentes na expressao contraida desaparecam por completo. Este cdlculo
longo pode ser enormemente facilitado se relacoes especificas entre tais fungoes, andlogas
aquelas apresentadas na segao anterior porém envolvendo duas massas diferentes. O

resultado destas operagoes revela

D=

(ks = ko), A = i (4m) > {29027 (0,2, p%sm?)
+247;% (0,2, ¢ i)
—2(y—2m) Z,

—2(¢—2m) Z,

N |=

(0,m?,p*;m?)
(0, m?, ¢%; mz)} . (6.46)

D=

E ainda interessante notar aqui a conveniéncia de tomar o limite infravermelho apenas
_3
apés a utilizacao das propriedades das fungoes &,,7. . Apds uma reorganizacao do resultado

acima, é possivel identificar
(k?) - k?)uA}f (kla k27 k?)v m) = El (kla k?a m) - XJ1 (kly k37 m) . (647)

O célculo relativo ao termo dependente de “gauge” é feito de modo semelhante, porém
algebricamente é de complexidade razoavelmente maior, devido aos limites infravermelhos
que devem ser considerados. O cancelamento de tais termos envolve conspiracoes entre
termos provenientes de setores com estrutura de trés pontos e setores com estrutura de

dois pontos. E possivel, apés estas consideracdes, identificar a estrutura desejada
(]fg — kg)#Ag (kl, kg, kg, m) = 22 (lﬂl, ]fg, m) — 22 (lﬁ, kg, m) . (648)

Assim, a relacao entre as fungoes de Green envolvidas é preservada, como deveria ser
esperado ja que nao existem divergéncias ultravioletas envolvidas, como é o caso para

dimensoes maiores.

6.8 Relacoes de Simetria

Ressaltamos, na construcao da teoria, que as simetrias desempenham um papel crucial
na teoria, pois elas representam o nosso conhecimento inicial e nossas hipéteses a serem

testadas. Os capitulos anteriores nos serviram para estabelecermos os processos fisicos de
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interesse, posteriormente discutimos aspectos importantes envolvidos no cédlculo pertur-
bativo. Temos a mnossa disposi¢ao agora todas as ferramentas que necessitamos a fim de
verificarmos as implicacoes da simetrias para as amplitudes consideradas. Nés comecare-
mos considerando aquelas associadas ao Teorema de Furry. Como ja foi dito anterior-
mente, este teorema é baseado em simetrias bem gerais e estabelece que toda amplitude
que possuir um nimero fmpar de vetores externos e apenas uma espécie de férmions nas
linhas internas deve ter um resultado identicamente nulo. Isso possui implicacoes ime-
diatas sobre duas fingées de Green que consideramos: a T, e T,/ X". Considerando T},

UUA
temos

TY = —2k1,VE) (m?) (6.49)

sendo ki, arbitrdario, a unica possibilidade para satisfazer o teorema de Furry de modo
inequivoco, é obter o objeto divergente V) (m?) como sendo nulo automaticamente.
Portanto devemos ter

v = . (6.50)

ra

O raciocinio é andlogo para a fungao de trés pontos puramente vetorial, a qual es-
crevemos na forma decomposta como

T = Towo + 9 Th " + 9ou Ty 7+ 9Ty 70 + Ao (6.51)

que, apos simetrizada nos estados finais, isto é, a soma do canal direto e cruzado, deve nos
fornecer um resultado identicamente nulo. Considerando as expressoes obtidas para os
termos envolvidos na equacgao acima, podemos perceber as propriedades frente as trocas

nos momentos externos, ou seja,

TV (q.p) = T (pq), (6.52)
PV P PPV
T, " (a,p) = =T, (p,a), (6.53)
7" (qp) = =T,V (p,q) (6.54)
€
T,uzzd) <Q7p) = _TV,LL¢> (p7 Q) . (655)

Jé para o termo restante, A,,4, ainda que esta verificacao nao seja tao imediata pois
requer o uso adequado das propriedades dos tensores de Levi-Civita envolvidos além da
estrutura tensorial dos momentos, é igualmente possivel verificar a troca de sinal dos

termos correspondentes aos dois canais, isto é,

Ao (4,0) = —Apwe (0, q) - (6.56)

Isto quer dizer que, sem as dificuldades associadas & presenca de divergéncias presentes
em dimensoes maiores, as determinagoes do teorema de Furry para esta amplitude sao

preservadas, como seria esperado.
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Para continuarmos analisando as relacoes de simetria, vamos considerar as identidades
de Ward que, no contexto da FD(@)3, sao traduzidas pela conservagao da corrente vetorial,
isso quer dizer que, todas as contragoes com momentos externos efetuadas em vértices
vetoriais dever resultar um valor identicamente nulo. Tomando a contragao do momento

externo com a funcao de dois pontos bi-vetorial, devemos ter
(k= ko) T (4% m) = ¢* |2V (m?) | = 0. (6.57)

Como vimos na se¢ao anterior, é possivel escrever este resultado em termos da funcao de

um ponto vetrorial, ou seja, devemos ter
(k1 — k)" T3, (¢*m) = T, (ko;m) — T, (ki;m) =0, (6.58)

0 que novamente exige que a condicao Vl(?a) Reg — () seja satisfeita. Uma condicdo andloga
pode ser estabelecida para o outro indice de Lorentz.
Por sua vez, para a fungao de trés pontos triplamente vetorial, a fim de que a identidade

de Ward seja satisfeita, devemos ter

(ks — ko) TVYV (ky, kg, ks m) + (Is — L)Y TVVY (1, 1y, Ig;m) = 0, (6.59)

Apv AV

que é portanto, equivalente & condicao exigida pelo teorema de Furry. Isto pode ser visto

mais facilmente pela identificacao dos momentos externos dos dois canais

(p + C])A [TVVV (k?h ko, ks; m) + Ty, (lb la, l3;m)] = 0. (6-60)

Apv Avp

E interessante notar que isto estd relacionado & fungao Bi-vetorial pois

(ks — kfz)/\ T Y (ky, ke, ka;m) + (I3 — lz)/\ VY (I, g, I3;m)

Apv Avp
- T;YVV (kla k?)? m) - T;YVV (kla k?v 7m)
"‘T;X/V (I, l3sm) — T,XJV (l1, 2, 5m) (6.61)

e que contracoes sucessivas terminam por envolver a fung¢ao de um ponto vetorial.

6.8.1 Condicao de consisténcia e regularizagoes

Os ultimos capitulos mostraram que a estratégia de cdlculo das amplitudes nos processos
da EDQ3 é consistente no que diz respeito as ambiguidades e relagoes de simetria. Sabe-
mos que esta estratégia nao é a tnica que temos a disposicao, sendo que, consideraremos
agora as relagoes obtidas por nossa estratégia com aquelas prescricoes dadas pela RD e
a Regularizagao Covariante de PV. Podemos notar que todas as condigoes referentes aos
aspectos de ambiguidades e relagoes de simetria foram colocadas em termos de um objeto
caracterizado pela diferenca entre duas integrais com o mesmo grau de divergéncia. Va-
mos agora, a partir dos resultados obtidos pela nossa estratégia de cédlculo, obter aqueles

correspondentes aos fornecidos pelo método de RD. Tudo o que precisamos é especificar
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o valor atribuido ao objeto pelo método adotado. Ressaltamos entretanto que estamos
nos referindo especificamente as integracoes nos momentos ja que a completa extensao de
teorias com férmions é problemadtica neste método.

No contexto da RD, consideramos, para o cdlculo das integrais nos momentos, a vali-

dade da equagao

[ d®k 1 _ i ['(a—w)
e = [ e~ () T o 9

Por inspecao percebemos que a integral acima diverge para os valores w > « e, nesta

situacdo, consideramos a integral I (2w, a,q) como uma funcdo analitica da varidvel w,
a qual é continua e complexa. A modificacao que deve ser efetuada do lado direito da
igualdade é a troca da representacao da fungao Gama de Euler para a representagao de
Weierstrass, sendo que, as divergéncias emergirao como pélos para valores especificos da
varidgvel w. E interessante notar que, depois que estabelecemos o resultado acima, nés
podemos gerar relacoes entre integrais sem nos preocupar com as divergéncias. Estamos
interessados em relacoes especificas, e estas podem ser obtidas por diferenciacao apropri-
ada de ambos os lados da equagao acima em relacao ao momento ¢, e depois disto, pela

tomada de ¢ tendendo ao valor zero. Seguindo estes passos nds escrevemos
d*k 1 ' I'(a—
/ 2w (1.2 ne < - w) (& w)a_w (663)
(2m)* (K —m?) (47)" ) T (a) (=m?)

d?“ I kuk,, B 7 1 F(Oz—w— 1)
/ (27r)2w (k2 _ m2)a - <<4W)w) QQMVF (a) (_m2)a7w71 (6.64)

a escolha de valores adequados para «, na expressao acima, e a comparagao dos resultados

nos permite identificar

/ Pk 2k, / Pk g
(271_)20.7 (kg o m2)2 (27T>2w (k2 _ mQ) .

O resultado acima ¢ vilido para quaisquer valores de w. Para a dimensao de interesse

Bk 2k,k, Bk G
/ (27‘(‘)3 <k2 _ m2)2 - / (27T)3 (]{32 _ m2) (665)

w = %, teremos

o que significa
v® — . (6.66)

v
Consideramos agora a mesma andlise sob o ponto de vista da Regularizagao Covariante

de PV. Nesta, para calcular qualquer integral divergente, faz-se inicialmente a substituigao
I(m) — Z a;l(A;), (6.67)
i=0

onde ap = 1 e Ay = m. Todos os outros parametros a.s e Als precisam ser escolhidos

de modo a construir uma superposicao que conduza a resultados desejdveis, guiados, por
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exemplo, pela manutencao das identidades de Ward. Em termos desta receita vamos

considerar o valor da diferenca relevante.

0 _N~, ) [ Tk 2k, [ PR g
V;w Z 3 {/A (271_)3 (kJZ . A?)2 /A (27T)3 (/{32 _ A22> } . (6.68)

1=0

Para satisfazer a condicao de consisténcia, é necessario esolher um conjunto de coeficientes
a;s tal que ) ._, a; = 0. Esta escolha nos permite ter fo’y) = 0. A condigao derivada acima
¢ a mesma obtida quando consideramos o tratamento de £ D(@)3, guiados pela invariancia
de gauge no tensor de polarizagao do vacuo, no cancelamento do diagrama “tadpole” da

auto-energia do elétron e assim por diante.

6.8.2 Consisténcia no Calculo Perturbativo para a EDQ;

Nos cédlculos efetuados, com vistas aos problemas da 2 D()3 em nivel perturbativo, podemos
concluir que dispomos de uma prescri¢ao consistente na determinacao das amplitudes cor-
respondentes aos processos fisicos. Notemos que a filosofia a ser seguida é muito simples,
ou seja, segue-se o tratamento dado as integrais de Feynman e ao final impoe-se a relagao
de consisténcia. Outro aspecto importante é o de que esta filosofia e as imposicoes contidas
nela nao determinam um método de regularizacao especifico mas uma classe delas. Estas
classes, com base na analise realizada, podem ser enquadradas em apenas duas que sao rel-
evantes: aquelas que satisfazem as relagoes de consisténcia (RC’s) e aquelas que fornecem
um resultado nao-nulo para o objeto divergente, independente do valor atribuido. Assu-
mindo uma regularizacao pertencente a uma certa classe estamos especificando o valore
para a quantidade Vl(fy) mas nao para a quantidade [;;, cuja forma matematica é especifica
de cada método. Notemos entretanto que a consisténcia da regularizacao reside apenas
em fornecer um valor nulo para o objeto Vf;j) pois, a rigor, o valor para o objeto Iy,
nao necessita ser especificado para os propdsitos da reparametrizagao. Na estratégia que
adotamos em nenhum momento efetuamos o cdlculo de alguma integral divergente, ape-
nas encontramos as propriedades que deverfamos impor guiados por relacoes bem gerais.
Dessa maneira podemos considerar que tal método ¢é livre de regularizacao. Quanto aos
métodos de regularizacao podemos dizer ainda que, se uma regularizacao nao satisfaz a
RC (segunda classe) ela nao fornecerd resultados consistentes, devendo ser descartada;
por outro lado, se ela satisfaz as RC (primeira classe) entdo nao precisamos explicita-la
para nenhum propésito. A fim de completar o tratamento de £ D@3 a fim de apreciar as
consequéncias deste ponto de vista, permitido pela estratégia que adotamos para o trata-
mento das divergéncias, devido ao tratamento perturbativo da £ D)3, vamos entao listar
as amplitudes relevantes associadas as fungoes de Green que calculamos apds a adocao
da regularizacao da primeira classe. Para os nossos propdsitos, podemos sem prejuizo,
escolher o parametro de “gauge” como sendo o “gauge” de Feynman (§ = 1) para efetuar
as discussoes necessdrias. Os aspectos que queremos enfatizar estarao igualmente pre-

sentes em cendrios menos complexos. Assim das amplitudes calculadas apenas o tensor
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de polarizagao é afetado pela adocao da condicao de consisténcia. Ele fica:

4ie? 1 (®+2m?) -1
H v = —— L — ” 2 _ Z 2 2. 2
w(Q) 3 (@) (4uar — 9 @®) {3 L 0 2 (¢%m?)

Fimetrag, [7, (4m) ™' 2,2 (¢ m)} . (6.69)

A caracteristica mais importante deste tipo de cédlculo é a mudanca da estrutura
de Lorentz do propagador. A presenca deste termo corresponderd & inducao de massa
para o béson de “gauge”. Este termo é conhecido como termo de CS e como vimos é
inevitavelmente induzido pelas correcoes radiativas. Em vista disto podemos mudar a

Lagrangiana da FD(@)3 pura de modo a incluir de partida tal termo. Escrevemos entao

L= 3 in" (9, + ieA)] () — mi(x)i(z) — EFWF“” _ iaﬂ”aFWAa. (6.70)

onde o tltimo termo da expressao acima corresponde ao termo de CS. A expressao para
o propagador do féton seria entao modificada para um propagador massivo mas tendo
a estrutura de Lorentz que emerge do cédlculo do tensor de polarizagao e, com isso, a

renormalizacao pode ser levada adiante sem problemas.



CAPITULO 7
Conclusao

No trabalho que estamos concluindo neste capitulo, realizamos um estudo detalhado de
alguns processos fisicos pertinentes a ED(@3;. Nossa preocupacao principal residiu no
tratamento de quantidades matemdticas indefinidas, ou seja, as divergéncias tipicas das
solucoes perturbativa.de TQC. Nossa preocupacao inicial foi construir as amplitudes para
0s processos fisicos bésicos e realizar os cédlculos correspondentes. Para manipular e cal-
cular as integrais de Feynman divergentes, utilizamos uma nova estratégia de cdlculo,
alternativa aos métodos usuais de regularizacao, proposto recentemente. No contexto
deste método assumimos a presenca de uma funcao regularizadora apenas de uma maneira
implicita e exigimos desta apenas propriedades bem gerais, necessdrias a qualquer reg-
ularizacao razoavel. As escolhas para os rétulos dos momentos carregados pelas linhas
internas dos diagramas contendo “loops” foram as mais gerais possiveis de modo a manter
todas as arbitrariedades, instrinsicas aos calculos. A filosofia adotada para a fixacao das
quantidades indefinidas e para a eliminagao consistente das ambiguidades é a de que estas
devem ser guiadas por imposicoes vindas das relagoes de simetria pertinentes as ampli-
tudes (Identidades de Ward) e por relagoes entre fungées de Green. Assim, na investigagao
efetuada, os objetos divergentes Vf’l,) (m) e Ij;, (m) remanescentes apés as manipulagoes,
foram mantidos do modo como surgiram nos cédlculos. Através de imposicoes vindas das
relacoes de simetria e das relacoes entre as fungoes de Green, percebemos que apenas
o valor nulo para o objeto Vfﬁ} permite a consisténcia nos cdlculos das amplitudes. O
referido objeto depende crucialmente da regularizacdo utilizada para especificé-lo. E,
até certo ponto surpreendente que a consisténcia dos cédlculos da F D@3 possa ser colo-
cada de modo tao simples. Este tipo de abordagem é uma caracteristica importante da
filosofia adotada na construcao da estratégia de calculo utilizada para as manipulacoes
e célculos das integrais de Feynman divergentes. Ao invés de postular uma distribuicao
regularizadora e testar as consequéncias desta pela simples exaustao, vamos em busca das
condigoes que devem ser satisfeitas para que uma regularizacao possa ser consistente. A
condicao encontrada, pode ser satisfeita pela regularizacao de PV assim como por integrais

de Feynman calculadas em 2w dimensées, que constituem-se na base da RD. E portanto
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possivel entender de modo simples e transparente as razoes da consisténcia de um método
de regularizacao aplicado em D = 2 4+ 1. As regularizacoes podem ser classificadas tal
qual em D = 3+ 1 em duas classe basicas. Numa primeira classe podemos colocar aquelas
que satisfazem a condicao de consisténcia obtida, isto é, Vl(f,j) = 0, e numa segunda classe
aquelas que fornecem um valor nao nulo para o objeto V/(j,). A presenga deste objeto nas
amplitudes, particularmente no tensor de polarizacao do védcuo, leva a ambiguidades e a
violacao das identidades de Ward.

Podemos destacar ainda a sistematizacao construida para as partes finitas das integrais
de Feynman. De modo completamente andlogo ao observado em dimensao D = 3 + 1,
notamos que é possivel definir um conjunto béasico de fungoes em termos das quais todas
as propriedades importantes das amplitudes podem ser estudadas. Esta sistematizacao
desempenha papel importante na conducao das discussoes a respeito de limites de inter-
esse nas amplitudes fisicas permitindo um estudo, entre outros aspectos, da presenca de
divergéncias infravermelhas. Este aspecto, por sinal, merece um estudo ainda mais detal-
hado daquele realizado no presente trabalho. As ferramentas desenvolvidas aqui devem
contribuir significativamente para um estudo deste tipo. Deve ser ainda ressaltado que a
verificagao das relacoes de simetria e das relagoes entre fungoes de Green, nas condicoes
cinematicas absolutamente gerais em que estas verificagoes foram feitas, seria uma tarefa
provavelmente infactivel. A construcao desta sistematizacao portanto é uma das princi-
pais contribuigcoes do presente estudo que acreditamos serd de grande utilidade em estudos
futuros.

Podemos considerar ainda os aspectos relacionados a questoes dimensionais. Sabemos
que em dimensoes fmpares nao é possivel a definicdo da matriz andloga & matriz 7° de
Dirac em dimensao D = 3+ 1. Consequentemente ficamos impedidos de definir amplitudes
escalares e axiais. O que observamos entretanto é o aparecimento de tais estruturas
matemadticas como partes das amplitudes construidas apenas com operadores escalares
e vetoriais. Exemplo claro desta observacao é o tensor de polarizacao do vidcuo em cujo
célculo aparece a estrutura matemaética idéntica aquela da fungao de Green de dois pontos
AP associada ao termo de CS induzido pela corregao radiativa ao nivel um “loop”. Este
tipo de organizagao se repete em todos os cdlculos de amplitudes em D = 2 + 1. Isto
nos permite uma conclusao interessante: o conjunto relevante de estruturas mateméticas
sao as mesmas em qualquer dimensao. Elas aparecem como amplitudes independentes em
dimensoes pares e aparecem recombinadas em dimensoes impares. Acreditamos que esta
observacgao, que merece estudos adicionais, pode ser de grande utilidade no entendimento
de muitos aspectos dimensionais de TQC, especificamente aqueles que dizem respeito as
diferencas e semelhancas entre consequéncias fenomenoldgicas de teorias formuladas em
dimensoes pares e fmpares.

Um dos principais aspectos envolvidos no presente estudo e relacionado & discussao
acima ¢é o da geragao dindmica de massa para o béson de “gauge”. Devido ao fato disto

ter origem no termo AP do tensor de polarizacao, que é finito e portanto nao ambiguo,
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este resultado é claramente independente de regularizacao. Nenhuma regularizacao ra-
zodvel deve modificar o cdlculo de uma integral finita. Assim nossa conclusao a respeito
da existéncia de uma ambiguidade relacionada & regularizagao na determinacao do coe-
ficiente do termo de CS é transparente: é consequéncia de um tratamento inconsistente
das divergéncias do cédlculo perturbativo tridimensional. Isto recomenda a aplicacao do
procedimento aqui utilizado no contexto de teorias nao abelianas formuladas em dimensao
D = 2 4 1 onde existe uma controvérsia fervorosa a esse respeito desde o final dos anos
noventa do século passado. As implicagoes desta conclusao sao imediatas. Sendo que
nao é possivel evitar o surgimento do termo de CS no cédlculo do tensor de polarizagao
nao é possivel conceber no contexto de solugoes perturbativas uma E D@3 pura. Dito de
outro modo, se a solugao perturbativa (regras de Feynman e etc...) for construida sem a
presenca do termo de CS os célculos ao nivel um “loop” gerarao uma contribuicao para
a auto-energia do bdson de “gauge” modificando a estrutura do propagador deste o que
obrigard a inclusao de um termo na parte puramente bosonica para que a renormalizagao
possa ser levada adiante. Isto é um fato inevitdvel ao nivel das regularizacoes.

O estudo realizado no presente trabalho pode ser considerado como uma primeira
incursao em dimensoes impares feito com a utilizacao da estratégia que utilizamos a qual
evita o uso de regularizagoes de modo explicito. As observagoes e conclusoes construidas
na investigacao apontam para universalidade do método e indicam que o mesmo poderd
ser de grande utilidade em estudos envolvendo dimensoes fmpares devido & inexisténcia
de procedimentos consistentes e universais na literatura. A aplicacao em estudos ligados

a fenomenologias especificas encontra-se ja em andamento.
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