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RESUMO

Dissertação de Mestrado
Programa de Pós-graduação em Física
Universidade Federal de Santa Maria

EFEITOS DE INTERAÇÕES DE CURTO ALCANCE E

TAMANHO DE CLUSTERS EM SISTEMAS

DESORDENADOS

Autor: Mateus Schmidt

Orientador: Fábio Mallmann Zimmer

Data e Local da Defesa: Santa Maria, 4 de agosto de 2015.

A competição entre vidro de spin com clusters e ferromagnetismo ou antiferro-

magnetismo é estudada neste trabalho. Adotamos um modelo que considera clusters de

spins com interações de curto alcance (J0) e interações desordenadas de longo alcance

(J) entre clusters. O problema é tratado adaptando a teoria de campo médio com clus-

ters correlacionados. Obtivemos diagramas de fases T/J × J0/J para vários tamanhos

de clusters ns. Os resultados mostram que a fase vidro de spin com clusters é obtida

abaixo de uma certa temperatura de congelamento para baixas intensidades de J0/J . O

aumento das interações ferromagnéticas de curto alcance pode favorecer a fase vidro de

spin com clusters, enquanto as interações antiferromagnéticas reduzem a região em que a

fase vidro de spin com clusters é encontrada ao reduzir a temperatura de congelamento.

No entanto, há valores críticos de J0 nos quais as ordens de longo alcance antiferromag-

nética ou ferromagnética tornam-se estáveis. Os resultados também indicam uma forte

in�uência do tamanho dos clusters na competição entre fases magnéticas. Para clusters

antiferromagnéticos, o aumento de ns diminui a temperatura de congelamento, reduzindo

a região em que a fase vidro de spin com clusters é encontrada no diagrama T/J ×J0/J .

No caso ferromagnético, o aumento de ns aumenta a região da fase vidro de spin com

clusters.

Palavras-chave: Clusters. Vidro de spin. Desordem. Correlações.



ABSTRACT

Master Thesis
Programa de Pós-graduação em Física
Universidade Federal de Santa Maria

SHORT-RANGE INTERACTIONS AND CLUSTER SIZE

EFFECTS IN DISORDERED SYSTEMS

Author: Mateus Schmidt

Advisor: Fábio Mallmann Zimmer

Local and date: Santa Maria, August 4, 2015.

The competition between cluster spin glass and ferromagnetism or antiferromag-
netism is studied in this work. The model considers clusters of spins with short-range
ferromagnetic or antiferromagnetic interactions (J0) and long-range disordered couplings
(J) between clusters. The problem is treated by adapting the correlated cluster mean-
�eld theory. Phase diagrams T/J × J0/J are obtained for di�erent cluster sizes ns. The
results show that the cluster spin-glass phase is found below the freezing temperature Tf
for lower intensities of J0/J . The increase of short-range ferromagnetic interaction can
favor the cluster spin-glass phase, while the antiferromagnetic one reduces the cluster
spin-glass region by decreasing the Tf . However, there are always critical values of J0

where antiferromagnetic or ferromagnetic long-range orders become stable. The results
also indicate a strong in�uence of the cluster size in the competition of magnetic phases.
For antiferromagnetic clusters, the increase of ns diminishes Tf reducing the cluster spin-
glass phase region. In the ferromagnetic case, the increase of ns enhances the cluster
spin-glass phase region.

Keywords: Clusters. Spin glass. Disorder. Correlations.
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INTRODUÇÃO

O estudo de sistemas magnéticos desordenados é um dos grandes desa�os em fí-

sica da matéria condensada. Embora a desordem seja uma característica muito frequente

em materiais magnéticos, muitos dos efeitos da desordem ainda não são completamente

compreendidos, carecendo de uma descrição apropriada (GARDNER; GINGRAS; GRE-

EDAN, 2010; MYDOSH, 2015). Um exemplo de comportamento magnético presente em

sistemas desordenados e que ainda não é totalmente entendido é o estado vidro de spin

(VS). A fase VS é causada pela presença de desordem e frustração ocasionada pela de-

sordem e é caracterizada por propriedades magnéticas muito diferentes das obtidas em

fases convencionais, como a ferromagnética e antiferromagnética (BINDER; YOUNG,

1986; FISCHER; HERTZ, 1993). O estudo de vidros de spin tem atraído muitos esforços

teóricos e experimentais nas últimas décadas, devido à riqueza de propriedades físicas

apresentadas por esses materiais. Em particular, resultados experimentais têm mostrado

que a competição entre ordens convencionais e a fase vidro de spin dá origem a compor-

tamentos magnéticos cujo entendimento ainda é incompleto, como a formação de clusters

na fase vidro de spin (MAJI; SURESH; NIGAM, 2011; ANAND; ADROJA; HILLIER,

2012; CHAKRABARTY; MAHAJAN; KOTESWARARAO, 2014; CHAKRABARTY;

MAHAJAN; KUNDU, 2014).

O composto de CeNi1−xCux é um exemplo de material em que a competição entre

as fases antiferromagnética, ferromagnética e vidro de spin com clusters é acompanhada

do efeito Kondo, tornando este sistema de particular interesse cientí�co (SOLDEVILLA

et al., 2000; ESPESO et al., ; MARCANO et al., 2005, 2006, 2007a, 2007b; MARCANO;

ESPESO; SAL, 2013). Embora o papel do efeito Kondo no composto CeNi1−xCux já

tenha sido investigado em diversos trabalhos teóricos (MAGALHÃES et al., 2002; MA-

GALHAES et al., 2006; MAGALHAES; ZIMMER; COQBLIN, 2010, 2011), alguns re-

sultados experimentais para certas concentrações de cobre em que o efeito Kondo não

é tão relevante carecem de estudos teóricos. Por exemplo, para concentrações em que

0.3 < x < 0.6, o sistema apresenta correlações ferromagnéticas de longo alcance para

temperaturas abaixo da transição para a fase VS com clusters, mas sem nenhum com-

portamento que indique uma transição para a fase ferromagnética. Isso signi�ca que há

um comportamento característico de um ferromagneto dentro da fase VS com clusters.

Por outro lado, na região em que 0.6 < x < 1, o comportamento VS aparentemente não

ocorre enquanto as interações antiferromagnéticas prevalecem no sistema. Estes resul-

tados indicam que interações ferromagnéticas podem contribuir de forma diferente das

interações antiferromagnéticas no estabelecimento da fase VS com clusters. Com isso,
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um modelo com clusters, levando em consideração correlações ferromagnéticas e antifer-

romagnéticas em sistemas desordenados, poderia ser útil no entendimento do composto

CeNi1−xCux.

Outro sistema particularmente interessante são as nanopartículas de TbCu2, que

apresentam transições entre as fases paramagnética e antiferromagnética e, para tempera-

turas mais baixas, uma transição entre as fases antiferromagnética e VS (ECHEVARRIA-

BONET et al., 2013). O aparecimento da fase VS a baixas temperaturas é atribuído

à redução do tamanho das nanopartículas até aproximadamente 9 nm, uma vez que no

estado cristalino nenhum comportamento VS é apresentado pelo material TbCu2. O

comportamento magnético das nanopartículas de TbCu2 pode, em uma primeira abor-

dagem, ser atribuído aos spins descompensados na superfície (ECHEVARRIA-BONET

et al., 2013). Estes momentos descompensados introduzem um cenário em que desordem

e interações antiferromagnéticas competem. No entanto, uma questão que permanece em

aberto é se os momentos magnéticos descompensados na superfície das nanopartículas

são os únicos responsáveis pelo surgimento do comportamento VS.

Desde as primeiras descobertas experimentais do comportamento VS em materiais

magnéticos, vários modelos têm sido propostos na busca por um melhor entendimento

destes sistemas. Um dos mais célebres modelos propostos é o de Edwards e Ander-

son (EDWARDS; ANDERSON, 1975), que considera interações de troca desordenadas

e dependentes da distância entre os momentos magnéticos (FISCHER; HERTZ, 1993).

Embora o modelo de Edwards-Anderson inclua características importantes de vidros de

spin, o tipo de interação proposta impede a obtenção de resultados exatos. Em 1975,

Sherrington e Kirkpatrick apresentaram uma versão solúvel do modelo de Edwards e An-

derson, considerando interações de longo alcance entre spins de Ising (SHERRINGTON;

KIRKPATRICK, 1975; KIRKPATRICK; SHERRINGTON, 1978). A solução do modelo

de Sherrington-Kirkpatrick (SK) exige o uso do método das réplicas, o que implica em

resultados instáveis dentro da fase VS, como entropia negativa, exceto para o caso em

que são utilizados in�nitos passos de quebra de simetria de réplicas cite�scher1993spin.

Embora o uso de réplicas implique nesta instabilidade na solução VS com simetria de ré-

plicas, o modelo SK tem sido utilizado extensivamente no estudo de sistemas magnéticos

desordenados. Entre as diferentes propostas de melhoramentos ao modelo SK, destaca-

se a abordagem de Soukoulis (SHERRINGTON; KIRKPATRICK, 1975; SOUKOULIS;

LEVIN, 1977, 1978; SOUKOULIS, 1978), que considerou clusters de spins interagindo

desordenadamente, ao invés de spins canônicos, como realizado na abordagem original

do modelo SK (SHERRINGTON; KIRKPATRICK, 1975). Esta abordagem com clus-

ters permitiu melhorar, por exemplo, os resultados para o calor especí�co magnético em

sistemas VS, embora ainda demande a solução com réplicas e, portanto, leve a alguns
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resultados instáveis dentro da fase VS. A abordagem com clusters do modelo SK tem

sido utilizada em estudos recentes (ZIMMER et al., 2014; YOKOTA, 2014) envolvendo a

competição entre interações de curto alcance e interações desordenadas de longo alcance.

Além da melhora para os resultados de alguns observáveis de interesse, a abordagem de

Soukoulis pode ser útil no estudo de materiais que apresentam o comportamento vidro

de spin associado à formação de clusters, como é o caso do composto CeNi1−xCux. Além

disso, um modelo que considere clusters poderia ser uma primeira aproximação útil no

estudo do comportamento magnético das nanopartículas de TbCu2.

Uma abordagem alternativa ao modelo SK, que tem sido utilizada em diversos

estudos teóricos de sistemas desordenados, é o chamado modelo de van Hemmen (vH)

(HEMMEN, 1982). O modelo de van Hemmen dispensa o uso de réplicas para obter

uma solução analítica para o problema de muitos corpos, fazendo com que os resultados

obtidos dentro da fase VS não sejam prejudicados pela instabilidade associada às répli-

cas (FISCHER; HERTZ, 1993). Além disso, os resultados para observáveis como calor

especí�co e susceptibilidade magnética no modelo vH são condizentes com o esperado

para vidros de spin. Embora a solução via campo médio do modelo de vH ofereça grande

simplicidade matemática em relação ao modelo SK e mantenha características de vidros

de spin, ainda não há na literatura uma abordagem com clusters deste modelo.

Métodos de campo médio são ferramentas muito úteis no estudo de sistemas de

muitos corpos. Em muitos casos, estes métodos aproximativos com baixo custo com-

putacional são a alternativa mais viável. Por exemplo, o comportamento de sistemas

magnéticos desordenados costuma ser estudado através de abordagens de campo médio

(como nos modelos SK e vH), devido ao elevado custo computacional das simulações

computacionais, como o método de Monte Carlo e diagonalização exata para sistemas

desordenados. Ao longo das últimas décadas, foram propostas várias melhorias aos mé-

todos de campo médio, permitindo uma melhor descrição de sistemas magnéticos com

base nestes métodos. Em particular, um método que tem levado a excelentes resultados

em sistemas de spins interagentes sem desordem é a teoria de campo médio com clusters

correlacionados (TCMCC) (YAMAMOTO, 2009). Além de levar a resultados acurados

para a temperatura crítica e correlações spin-spin, a técnica tem uma aplicação simples e

um baixo custo computacional. No entanto, não há uma versão deste método destinada

ao estudo de sistemas desordenados.

O objetivo principal deste trabalho é estudar a competição entre ferromagne-

tismo, antiferromagnetismo e vidro de spin com clusters, buscando compreender qual o

papel das correlações intracluster e do tamanho dos clusters no estabelecimento da fase

VS. Para tal objetivo, propomos uma abordagem do modelo de van Hemmen utilizando

clusters, de forma semelhante a realizada por Soukoulis para o modelo SK (SOUKOU-
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LIS; LEVIN, 1977, 1978; SOUKOULIS, 1978). Além disso, tratamos as interações fer-

romagnéticas e/ou antiferromagnéticas intercluster dentro do formalismo da TCMCC

(YAMAMOTO, 2009), visando introduzir os efeitos de correlações ferromagnéticas e

antiferromagnéticas, melhorando os resultados obtidos com métodos de campo médio

convencionais. Embora nosso objetivo não seja estudar um sistema físico em particular,

nossa abordagem pode ser útil no entendimento de sistemas desordenados em que há

formação de clusters de spins com interações ferromagnéticas ou antiferromagnéticas,

como os compostos CeNi1−xCux (MARCANO; ESPESO; SAL, 2013). Ademais, propo-

mos uma adaptação da TCMCC, visando a aplicação da técnica a clusters maiores do

que os utilizados na aplicação original (YAMAMOTO, 2009). Pretendemos, com esta

adaptação, estudar os efeitos do tamanho dos clusters no estabelecimento da fase VS em

sistemas que apresentam interações de curto alcance intracluster. Dessa forma, busca-

mos compreender melhor o efeito do tamanho das nanopartículas de spins no composto

de TbCu2 (ECHEVARRIA-BONET et al., 2013).

Os resultados obtidos durante a elaboração deste trabalho de pesquisa, resultaram

em um artigo publicado no periódico internacional Physical Review E (ZIMMER; SCH-

MIDT; MAGALHAES, 2014). Dentro desta linha de pesquisa, foi publicado um artigo

no periódico internacional Physica Scripta (SCHMIDT; ZIMMER; MAGALHAES, 2015)

e outro trabalho também foi aceito para publicação no periódico Physica A, com ênfase

nos efeitos de frustração geométrica em sistemas desordenados. Tal estudo, embora con-

�rme parte dos resultados aqui apresentados, constiui uma continuidade da pesquisa

apresentada neste trabalho de mestrado e não será abordado na presente dissertação.

Iniciamos esta dissertação realizando uma revisão sobre transições de fase mag-

néticas no capítulo 1. Neste capítulo revisamos conceitos e bibliogra�a, abordando os

principais tópicos deste trabalho. Em particular, dedicamos a seção 1.3 aos sistemas

magnéticos desordenados, devido à sua relevância para o desenvolvimento deste traba-

lho. No capítulo 2 é apresentado o modelo e os métodos que utilizamos em nosso estudo.

Neste capítulo, a teoria de campo médio com clusters correlacionados para sistemas de-

sordenados é apresentada. No capítulo 3 são apresentados e discutidos os principais

resultados obtidos para a competição entre ferromagnetismo, antiferromagnetismo e vi-

dro de spin. Por �m, apresentamos as conclusões deste trabalho e as perspectivas para

estudos futuros.



1 TRANSIÇÕES DE FASE MAGNÉTICAS

A diversidade de fenômenos magnéticos e a grande quantidade de aplicações tec-

nológicas têm atraído muitos esforços teóricos e experimentais na busca pela completa

compreensão dos materiais magnéticos (COEY, 2009). Particularmente, as transições de

fase recebem especial atenção do meio acadêmico e da indústria. As transições de fase

em materiais magnéticos são caracterizadas por mudanças nas propriedades macroscópi-

cas dos materias, como a magnetização e susceptibilidade magnética. No entanto, estas

mudanças são uma consequência da alteração do estado de ordenamento dos momentos

magnéticos e, portanto, estão associadas a um fenômeno microscópico. Neste capítulo,

discutimos os principais aspectos teóricos e experimentais envolvendo transições de fases

em sistemas magnéticos. Iniciamos discutindo os conceitos fundamentais da mecânica

estatística de equilíbrio e como a abordagem estatística permite compreender os fenô-

menos magnéticos em sistemas com interações ferromagnéticas e antiferromagnéticas de

curto alcance. Na seção 1.3 são discutidos os aspectos mais relevantes de sistemas de-

sordenados, abordando teoria, resultados experimentais e os avanços recentes no estudo

de sistemas que apresentam o comportamento vidro de spin.

1.1 A abordagem estatística de sistemas magnéticos

A compreensão dos fenômenos macroscópicos em materiais magnéticos exige uma

abordagem microscópica, possibilitada pela mecânica estatística. Nesta seção, os fenô-

menos magnéticos em sistemas clássicos são discutidos em termos dos observáveis de

interesse termodinâmico. Com isso, as fases ferromagnética e antiferromagnética são

descritas com ênfase no comportamento destes observáveis. Finalmente, métodos de

campo médio para o modelo de Ising são discutidos.

1.1.1 Conceitos fundamentais

Neste trabalho serão estudados sistemas magnéticos em contato com um reserva-

tório térmico a uma temperatura T . Considera-se que o sistema está em equíbrio com

o reservatório e, portanto, uma abordagem sob o viés da mecânica estatística de equi-

líbrio, dentro do formalismo do ensemble canônico, é a mais adequada. Em mecânica

estatística, os valores médios dos observáveis são as grandezas que permitem realizar
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uma conexão com a termodinâmica, que é o ponto de vista macroscópico. No limite

em que o número de partículas N tende a in�nito, os valores médios dos observáveis

são as grandezas mensuráveis experimentalmente, como magnetização, susceptibilidade

magnética e calor especí�co. É neste limite que a conexão entre a termodinâmica e a

mecânica estatística pode ser realizada.

Para calcular o valor médio1 dos observáveis é necessário utilizar a função distri-

buição de Boltzmann, ou fator de Boltzmann, de�nido como e−βHi onde Hi é a energia

do estado i e β = 1/kBT , sendo kB a constante de Boltzmann2 e T a temperatura. A

soma dos fatores de Boltzmann de todos os estados3 do sistema leva à função canônica

de partição

Z = Tre−βH. (1.1)

A probabilidade de encontrar o sistema em um estado i é, portanto, dada por

Pi =
e−βHi

Tre−βH
=
e−βHi

Z
. (1.2)

Conhecendo estas probabilidades, é possível calcular o valor médio de um obser-

vável O no formalismo do ensemble canônico, através da equação

〈O〉 = TrOP =
TrOe−βH

Z
. (1.3)

Através da função canônica de partição também é possível obter a energia livre por

partícula

g = lim
N→∞

[
− 1

βN
lnZ

]
. (1.4)

Tomado o limite termodinâmico N → ∞, qualquer observável pode ser obtido através

de g. Um dos mais importantes observáveis no estudo de transições de fases é a entropia

S, que pode ser obtida derivando a energia livre:

S

N
= s = −

(
∂g

∂T

)
H

. (1.5)

A entropia permite determinar a ocorrência de transições de fase e também acessar

informações sobre o estado fundamental, quando T = 0, ou no limite em que T →
1O valor médio dos observáveis no ensemble canônico é obtido realizando uma média que considera os

efeitos das �utuações causadas pela temperatura. Porém, em sistemas desordenados é necessário realizar
também uma média con�guracional, que dependerá da distribuição de desordem a ser considerada.

2kB = 1, 38054× 10−23J/K.
3Neste trabalho trataremos de sistemas com spins de Ising, o que faz com que não tenhamos spins

em uma superposição de estados. Isso signi�ca que a matriz energia será sempre diagonal, permitindo
substituir o operador traço por uma soma simples sobre os estados.
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∞. Nesta derivada parcial, o campo magnético externo H deve permanecer constante,

conforme indicado.

Quando o sistema passa por uma mudança no seu estado de ordenamento, uma

transição de fase ocorre e a entropia deve apresentar uma mudança de comportamento.

Além disso, é possível utilizar o calor especí�co,

CV = −T
(
∂2g

∂T 2

)
H

= T

(
∂s

∂T

)
H

, (1.6)

que costuma apresentar uma divergência na região em que ocorre a transição de fase.

Esta divergência no calor especí�co, no entanto, nem sempre traz informações sobre o

tipo de ordenamento do sistema. Portanto, s e CV não são su�cientes para acessar in-

formações sobre o estado do sistema, sendo necessário de�nir um parâmetro de ordem,

que permita caracterizar os diferentes estados do sistema. Este parâmetro deve assumir

um valor não-nulo somente quando o sistema se encontrar na fase em questão, depen-

dendo, portanto, do ordenamento característico de cada fase. A seguir, são discutidas as

principais características de sistemas ferromagnéticos e antiferromagnéticos.

Com base nestas características são de�nidos os respectivos parâmetros de ordem

e os demais observáveis de interesse destes sistemas.

1.1.2 Ferromagnetismo

Sistemas que apresentam magnetização espontânea são chamados de ferromag-

netos. Nos materiais ferromagnéticos, a redução da temperatura pode levar o sistema

de uma fase paramagnética, caracterizada pela ausência de magnetização, para um es-

tado em que todos os spins estão alinhados na mesma direção e sentido. Neste estado

ordenado, uma magnetização não-nula pode ser veri�cada sem a presença de campo

magnético externo. Portanto, um parâmetro que permite caracterizar a ordem ferro-

magnética é a magnetização M . Esta grandeza pode ser de�nida como uma derivada da

energia livre
M

N
= m = −

(
∂g

∂H

)
T

∣∣∣∣
H=0

, (1.7)

sendo que H é um campo magnético externo, que atua na direção em que se busca obter

o valor da magnetização. Em sistemas ferromagnéticos, altas temperaturas implicam

em ausência de ordenamento e, portanto, m = 0. Porém, abaixo de uma dada tempe-

ratura crítica, chamada de temperatura de Curie TC , os spins da rede apresentam um

ordenamento, conforme ilustrado na �gura 1.1. Neste estado ordenado, m tem valor
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não-nulo, pois os spins alinham-se em uma mesma direção e sentido. Do ponto de vista

microscópico, a magnetização do sistema é a soma do valor médio da magnetização de

cada um dos N sítios da rede:

m = 〈σi〉 =
Trσie−βH

NZ
, (1.8)

onde mantivemos implícita a soma sobre todos os sítios da rede.

Outro observável de interesse em ferromagnetos é a susceptibilidade magnética χ,

que é dada por

χ = −
(
∂2g

∂H2

)
T

=

(
∂m

∂H

)
T

=
1

kBT

[
〈σ2

i 〉 − 〈σi〉2
]
. (1.9)

Se ambas as derivadas de g forem tomadas no limite em que H = 0, haverá uma mudança

súbita em m na temperatura crítica e, portanto, uma divergência na primeira derivada

de m, que é χ. Com isso, a susceptibilidade magnética diverge4 na temperatura crítica

em sistemas ferromagnéticos.

1.1.3 Antiferromagnetismo

Os materiais antiferromagnéticos são caracterizados pela ausência de magneti-

zação espontânea e pelo alinhamento dos spins em direções opostas aos seus primeiros

vizinhos. Um possível ordenamento antiferromagnético é representado na �gura 1.1, no

qual podemos identi�car sub-redes de spins alinhados em uma mesma direção e sentido.

Devido a ausência de magnetização espontânea, o parâmetro de ordem m é inadequado

para a veri�cação da ordem antiferromagnética. No entanto, a divisão dos spins do sis-

tema em sub-redes interpenetradas permite a de�nição de um parâmetro de ordem que

assuma valor não-nulo quando o sistema estiver na fase antiferromagnética. Este parâ-

metro pode ser de�nido como uma derivada parcial da energia livre em termos de um

campo magnético externo que atue em apenas uma das sub-redes. Porém, um campo

magnético não pode ser aplicado em apenas uma sub-rede de um material magnético

real. A aplicação deste campo magnético de sub-redes trata-se, portanto, de um artifício

matemático que permite veri�car o estado de ordenamento do sistema e determinar a

4Sem for contínuo, ainda que mude de comportamento abruptamente na transição de fase, a transição
é dita de segunda ordem. Esta classi�cação foi introduzida por Ehrenfest (CALLEN, 1985), que de�niu
uma transição como sendo de ordem n quando a n-ésima derivada da energia livre é a primeira a
apresentar uma descontinuidade. Sendo assim, se m for descontínuo, a transição é dita de primeira
ordem. Esta classi�cação também é válida se analisarmos a entropia e o calor especí�co magnético, que
também são derivadas da energia livre.
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tempertura crítica, ou temperatura de Néel TN . De�nimos então, o parâmetro de ordem

antiferromagnético

ms = mA −mB =
2

NZ

[
Tr
(
σAi e

−βH)− Tr
(
σBi e

−βH)] , (1.10)

no qual σAi e σBi são spins pertencentes aos sítios nas sub-redes A e B, respectivamente.

Em sistemas reais são necessários métodos bastante sensíveis para a veri�cação do orde-

namento antiferromagnético, como a difração de neutrons (COEY, 2009).

Figura 1.1: Descrição esquemática das fases paramagnética, ferromagnética e antiferromagnética. Na
fase paramagnética, as �utuações térmicas levam o sistema a um estado desordenado. Nas fases ferro-
magnética e antiferromagnética o comportamento do sistema segue um padrão de ordenamento.

Nos sistemas antiferromagnéticos, a tendência de alinhamento dos spins em sen-

tido oposto ao dos seus primeiros vizinhos faz com que o sistema não reaja da mesma

forma que um ferromagneto na presença de um campo externo. Em antiferromagnetos,

a susceptibilidade magnética apresenta um máximo acima da TN e nenhuma divergên-

cia, ao contrário dos ferromagnetos, nos quais a susceptibilidade magnética apresenta

uma divergência na temperatura crítica. A presença de um campo magnético externo

costuma reduzir a temperatura crítica e, quando H é su�cientemente grande, a ordem

antiferromagnética pode ser eliminada dando lugar a um estado de alinhamento dos spins

em que m 6= 0.

1.1.4 O modelo de Ising

O modelo de Ising é um dos modelos mais simples que permite descrever o com-

portamento de sistemas magnéticos, considerando que os spins tenham uma direção de
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alinhamento preferencial bem determinada. O hamiltoniano do modelo é descrito por

H = −J0

N∑
i,j

σiσj −H
N∑
i

σi, (1.11)

para o qual J0 é a interação de troca 5 entre os spins vizinhos σi e σj, que estão locali-

zados nos sítios i e j, respectivamente. A soma é realizada sobre todos os N sítios da

rede. A interação de troca é determinante no tipo de ordenamento dos spins no estado

fundamental (T = 0), sendo que J0 > 0 favorece o alinhamento ferromagnético e J0 < 0

é a interação de troca que leva à tendência de alinhamento antiferromagnética. H repre-

senta o campo magnético externo, que atua na direção preferencial de alinhamento dos

spins.

No modelo de Ising os spins podem assumir duas con�gurações, ±1, e o sistema

pode ser encontrado nos estados ferromagnético, antiferromagnético ou paramagnético,

dependendo do tipo de interações entre os spins e da temperatura. Os parâmetros de

ordem m e ms permitem veri�car a fase em que o sistema se encontra. Outra grandeza

importante é a energia interna U , que pode ser obtida calculando o valor médio do

hamiltoniano:

U = 〈H〉 =
TrHe−βH

Z
. (1.12)

Em uma região de transição de fase contínua, espera-se que a energia interna

sofra uma mudança de comportamento. Esta mudança de comportamento implica em

uma divergência na primeira derivada da energia interna: o calor especí�co, que já foi

de�nido acima como uma derivada da entropia, também pode ser obtido derivando a

energia interna do sistema e, assim como U , pode ser expresso em termos de valores

médios. Assim, o calor especí�co magnético é dado por

CV =

(
∂U

∂T

)
H

=
1

kBT 2

[
〈H2〉 − 〈H〉2

]
. (1.13)

Outra grandeza importante no estudo de modelos magnéticos é a correlação spin-

spin, que pode ser interpretada como uma medida da tendência de alinhamento entre

dois sítios quaisquer. A correlação spin-spin é de�nida como

〈σiσk〉 =
Trσiσke−βH

Tre−βH
(1.14)

onde σi e σk são spins em sítios quaisquer. É usual obter resultados para as correlações

5J0 é a interação de acoplamento entre os spins de sítios vizinhos, que pode ser interpretada como o
termo quântico de troca, de natureza coulombiana.
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entre primeiros vizinhos para determinar qual a tendência energética de acoplamento en-

tre estes sítios. Em sistemas ferromagnéticos as correlações tem valor positivo. Por outro

lado, em sistemas antiferromagnéticos a correlação entre primeiros vizinhos é negativa.

Existem soluções analíticas conhecidas para o modelo de Ising unidimensional e

para as redes bidimensionais, hexagonal, quadrada, triangular e kagome. No caso unidi-

mensional, não há transição de fase para T > 0. Nas demais geometrias, a temperatura

de Curie é �nita. Embora as soluções para redes tridimensionais sejam desconhecidas,

os métodos de Monte Carlo e expansões em série permitem obter resultados com exce-

lente precisão. A existência de soluções analíticas e de diversos resultados com métodos

numéricos de grande acurácia faz com que o modelo de Ising seja utilizado na veri�cação

da precisão de outros métodos aproximativos, como os métodos de campo médio. Com

isso, é possível veri�car a precisão destes métodos, comparando os resultados para as

temperaturas críticas e o comportamento dos observáveis.

1.2 Métodos de campo médio

Métodos de campo médio são ferramentas extremamente úteis no estudo de sis-

temas magnéticos. Através deles é possível obter aproximações do comportamento de

sistemas de muitos corpos com custo computacional reduzido. Nesta seção discutiremos

a aplicação de alguns métodos de campo médio ao modelo de Ising na rede quadrada.

Os resultados com estes métodos aproximativos serão comparados aos exatos.

1.2.1 Teoria de campo médio molecular

Iniciamos discutindo a abordagem deWeiss para sistemas ferromagnéticos (WEISS,

1907). Nesta aproximação, consideramos um spin sob o efeito de um campo efetivo

hef = J0m, cujo hamiltoniano efetivo é dado por

Hef = −σizhef − σiH, (1.15)

onde z é o número de coordenação da rede, determinado pelo número de primeiros vizi-

nhos que cada spin possui. Assim, podemos chegar a uma expressão para a magnetização

por spin

m = 〈σi〉 =
eβ(zhef+H) − eβ(−zhef−H)

eβ(−zhef−H) + eβ(zhef+H)
= tanh (βzhef + βH). (1.16)
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Esta equação pode ser resolvida auto-consistentemente, permitindo encontrar a tempe-

ratura crítica para sistemas ferromagnéticos.

Alguns anos após a aproximação de Weiss ser publicada, uma abordagem mais

elaborada foi proposta: a teoria de campo médio molecular (TCM) (BRAGG; WILLI-

AMS, 1934, 1935), que consiste no estabelecimento de um vínculo para a magnetização

do sistema, de forma que

N+ −N− = M, (1.17)

onde N+ e N− representam o número de spins nos estados +1 e −1, respectivamente.

Outra forma de expressar este vínculo é N+ − N− = Nm. Obviamente, N+ + N− = N

e podemos reescrever N+ e N− somente em termos de N e m. Chegamos, portanto

em N+ = (N + Nm)/2 e N− = (N − Nm)/2. Isso signi�ca que a entropia do sistema

S = kB ln N !
N+!N−!

pode ser reescrita em termos de N e m. A energia livre por partícula

é dada, portanto, por

g =
1

N
(U − TS) = −J0

z

2
〈σiσj〉 −Hm−

kBT

N
ln

[
N !(

N+Nm
2

)
!
(
N−Nm

2

)
!

]
. (1.18)

Neste ponto, a di�culdade reside na obtenção de 〈σiσj〉 e lnN ! quando N → ∞. Os

logaritmos com fatoriais podem ser aproximados utilizando a expansão de Stirling,

lnN ! ≈ N lnN −N, (1.19)

que pode ser considerada exata para N tendendo a in�nito. Esta expansão é discutida

em detalhes no Apêndice A. Além disso, é necessário obter as correlações spin-spin. É

neste ponto que é realizada a aproximação de campo médio, que consiste em desprezar

as �utuações nas funções de correlação, a�rmando que

〈σiσj〉 = 〈σi〉〈σj〉 = m2. (1.20)

Com isso, podemos reescrever a energia livre,

g = −J0
z

2
m2 −Hm− kBT

N

[
lnN !− ln

(
N +Nm

2

)
!− ln

(
N −Nm

2

)
!

]
= −J0

zm2

2
−Hm− kBT

N

[
N lnN −N − N +Nm

2
ln

(
N +Nm

2

)]
−

−kBT
N

[
N +Nm

2
− N −Nm

2
ln

(
N −Nm

2

)
+
N −Nm

2

]
.

(1.21)

Esta expressão pode ser rearranjada deixando N em evidência dentro e fora do logaritmo.
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Após algumas simpli�cações, chegamos em

g = −J0
zm2

2
−Hm− kBT

2
[2 ln 2− (1 +m) ln (1 +m)− (1−m) ln (1−m)] (1.22)

Feito isso, buscamos agora minimizar a energia livre em relação a m. Para isso, tomamos

então a diferencial parcial de g e a igualamos a zero, de forma a encontrar um mínimo

em relação a m:
∂g

∂m
= −J0zm−H +

kBT

2
ln

(
1 +m

1−m

)
= 0. (1.23)

Podemos utilizar esta última equação para obter uma expressão para m,

kBT

2
ln

(
1 +m

1−m

)
= J0zm+H,

1 +m

1−m
= e2β(J0zm+H),

1 +m = e2β(J0zm+H)(1−m),

m(1 + e2β(J0zm+H)) = e2β(J0zm+H) − 1,

e, �nalmente, obtemos

m = tanh (βJ0zm+ βH). (1.24)

Claramente, as abordagens de Weiss e Bragg-Williams levam a resultados equiva-

lentes. Particularmente, a equação 1.16, que é obtida em ambas as abordagens, permite

obter a temperatura de Curie TC = J0z/kB. Isso signi�ca que na aproximação de campo

médio molecular a temperatura crítica depende apenas do número de primeiros vizinhos

que cada spin possui. Este resultado indica a existência de uma temperatura crítica

�nita para a rede unidimensional, o que está em desacordo com o resultado exato. No

entanto, resultados mais precisos são obtidos conforme a dimensionalidade do sistema

aumenta.

1.2.2 Teoria de campo médio com clusters

A aproximação de campo médio molecular consiste em deprezar as �utuações

nas funções de correlação, a�rmando que 〈σiσj〉 ≈ m2. Uma forma de melhorar a

aproximação é considerar um cluster de spins sob a ação de um campo efetivo ao invés

de um sítio apenas. A teoria de campo médio com clusters (TCMC) (JIN et al., 2013)

consiste em dividir a rede em clusters idênticos com ns sítios. As interações dentro
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de um dado cluster são resolvidas exatamente e as interações entre spins de diferentes

clusters são aproximadas utilizando campos efetivos. Nesta abordagem com clusters, o

hamiltoniano efetivo é dado por

Hef = −J0

ns∑
(i,j)∈ν

σiσj −
ns∑
i∈ν

σih
i
ef −

ns∑
i∈ν

σiH, (1.25)

sendo hief o campo efetivo que atua no spin do sítio i. Estes campos são determinados

pelo valor médio de spins de clusters vizinhos, conforme ilustrado para a rede quadrada na

�gura 1.2. Podemos de�nir o campo efetivo como sendo hief = J0(mj+mk) onde j e k são

os sítios mais próximos (primeiros vizinhos) do sítio i. Os sítios j e k pertencem a clusters

vizinhos ao cluster central emj emk representam o valor médio das magnetizações destes

sítios. Assim, o campo efetivo que atua sobre o sítio 1 do cluster ν, por exemplo, é dado

por h1
ef = J0(m2 +m3).

m1 m2

m4

m2 m1

m3m4

m3

Figura 1.2: Descrição esquemática da aplicação da teoria de campo médio com clusters em uma rede
quadrada dividida em clusters com ns = 4 sítios. As interações intracluster são representadas por linhas
sólidas e os campos médios são representados por setas.

Portanto, o problema de um sistema in�nito é reduzido a um problema de um

único cluster, que é resolvido encontrando os campos efetivos. No entanto, podemos

reduzir o número de equações a serem resolvidas explorando algumas simetrias. De-

vido à simetria translacional, podemos considerar que o comportamento dos clusters são

idênticos. Isso signi�ca que o valor médio do spin no sítio 1 (ou qualquer outro) é igual

em todos os clusters da rede, e os campos médios podem ser obtidos calculando o valor

médio dos spins nos sítios do próprio cluster ν. Ou seja, o campo m1 = 〈σ1〉 é obtido

calculando o valor médio do spin no sítio 1 do cluster ν. Além disso, o formato de cluster

escolhido, com ns = 4, faz com que cada sítio no cluster tenha uma magnetização idên-

tica. Portanto, m1 = m2 = m3 = m4 = m, sendo m a magnetização por spin de�nida
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como

m = 〈σi〉 =
Tr(
∑ns

i∈ν σie
−βHef )

nsZ
. (1.26)

Portanto, é necessário obter apenas um parâmetro, resolvendo auto-consistentemente

as equações 1.25 e 1.26. É possível utilizar clusters com mais sítios, no entanto, os

resultados utilizando a teoria de campo médio com clusters convergem lentamente para

o exato (VIANA et al., 2014).

1.2.3 Teoria de campo médio com clusters correlacionados

Entre os vários avanços que têm sido realizados em métodos de campo médio,

um dos que mais obteve êxito é a teoria de campo médio com clusters correlaciona-

dos (TCMCC) (YAMAMOTO, 2009). Neste método, é estabelecido um vínculo entre o

campo efetivo que atua nos spins e o estado dos spins. Desta forma, para cada con�gu-

ração do cluster central haverá um conjunto de campos efetivos hief atuando nos spins.

Na rede quadrada, o hamiltoniano efetivo da teoria de campo médio com clusters corre-

lacionados é dado pela equação 1.25, com hief de�nido de forma diferente da TCM. Os

campos efetivos são de�nidos como hief = J0(mσiσj +mσiσk), sendo σj e σk os primeiros

vizinhos de σi. É importante ressaltar que σi, σj e σk pertencem ao cluster central ν,

conforme ilustrado na �gura 1.3.

A grande diferença entre a teoria de campo médio com clusters e a versão proposta

por Yamamoto está na forma de obtenção dos campos médios. Para cada con�guração

dos spins σi e σj (ou σk), haverá um campo médio diferente atuando sobre o sítio σi.

Portanto, para a rede quadrada são necessários 4 campos médios: m++, m+−, m−+ e

m−−. Pela estrutura do cluster com ns = 4, o conjunto de campos médios é o mesmo

para todos os sítios. Para obter este conjunto de campos é necessário utilizar um cluster

vizinho ao central, que chamamos de cluster ν ′, conforme ilustrado na �gura 1.3(b). O

hamiltoniano efetivo do cluster ν ′ é dado por

H′ef = −J0

ns∑
(i,j)∈ν′

σiσj −
ns∑
i∈ν′

(i 6=3′,4′)

σih
i
ef − J0 [σ3′ (m

σ3′σ1′ + s) + σ4′ (m
σ4′σ2′ + s′)] , (1.27)

no qual os campos médios mσ3′σ4′ e mσ4′σ3′ foram substituídos pelos parâmetros s e s′.

Estes parâmetros podem assumir os valores ±1, representando os estados dos spins nos

sítios σ1 e σ2 do cluster ν. Para cada con�guração do conjunto {ss′}, obtemos um campo

médio do conjunto {mss′}. Estes campos são obtidos através do valor médio do spin σ3′ ,
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Figura 1.3: Descrição esquemática da aplicação da teoria de campo médio com clusters correlacionados
em uma rede quadrada dividida em clusters com ns = 4 sítios. As interações intracluster são represen-
tadas por linhas sólidas e os campos médios são representados por setas. Na �gura (a) são representadas
as interações e campos médios do cluster central ν. Os campos médios atuando sobre o cluster ν′ são
representados em (b). Em ν′ os campos médios provenientes de spins do cluster ν são substituídos por
parâmetros que podem assumir valores ±1.

ou seja,

mss′ = 〈σ3′〉|s=±1,s′=±1 =
Trσ3′e

−βH′ef

Z
. (1.28)

Após obter o conjunto de campos médios, resolvendo auto-consistentemente as

equações 1.27 e 1.28, é possível calcular exatamente o hamiltoniano efetivo do cluster

central, dado pela equação 1.25. Feito isso, podemos obter os observáveis de interesse

através da teoria de campo médio com clusters correlacionados. O resultado para os cam-

pos médios são apresentados na �gura 1.4(a). Na TCMCC os campos médios assumem

valor não-nulo mesmo na fase paramagnética, ao contrário da TCM e da TCMC, nas

quais os campos médios são o próprio parâmetro de ordem m (�gura 1.4(b)). Os cam-

pos médios descritos na �gura 1.4(a) apresentam 4 valores distintos para temperaturas

�nitas. Além disso, na fase PM os campos médios respeitam as relações m++ = −m−− e

m+− = −m−+. Porém, abaixo da TC , os campos médios se aproximam do valor máximo,

conforme a temperatura diminui.

Na �gura 1.4(b) são apresentados os resultados para a magnetização m em função

da temperatura reduzida kBT/J0 obtidos através das aproximações de campo médio

e da solução exata para o modelo de Ising na rede quadrada. Os resultados obtidos

mostram que a TCMC melhora o resultado para a temperatura crítica, apresentando

kBTC/J0 = 3.50, enquanto na TCM, kBTC/J0 = 4. De fato, a aplicação da TCMC
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Figura 1.4: (a) Campos médios na TCMCC com ns = 4. (b) Magnetização em função da temperatura
reduzida através da solução exata e dos métodos aproximativos TCMCC, TCMC e TCM.

Tabela 1.1: Comparação dos valores das temperaturas críticas e da função correlação entre primeiros
vizinhos na temperatura crítica C1(TC) para o modelo de Ising ferromagnético na rede quadrada. São
apresentados os resultados exatos e os obtidos com a TCM, a TCMC e a TCMCC.

Método kBTC/J0 C1(TC)
TCM 4.000 0.000
TCMC 3.500 0.298
TCMCC 2.362 0.608
Exato 2.269 0.707

utilizando clusters maiores mostra uma convergência lenta da temperatura crítica ao

resultado exato, no qual, kBTC/J0 = 2.269. Por outro lado, a TCMCC apresenta um

resultado muito próximo do exato, com kBTC/J0 = 2.362, mesmo utilizando clusters

com 4 sítios apenas.

Outro observável importante em sistemas de spins interagentes é a função cor-

relação, que é de�nida como C1 = 〈σiσj〉 − 〈σi〉2. Esta função tem um máximo na

temperatura crítica e o valor deste máximo costuma ser utilizado para comparar a pre-

cisão de métodos aproximativos (YAMAMOTO, 2009). Na tabela 1.1 são apresentados

os valores do máximo da função correlação na temperatura crítica C1(TC) nos métodos

TCM, TCMC e TCMCC. Como a TCM consiste em aproximar 〈σiσj〉 = 〈σi〉2 = m2,

C1 = 0 para qualquer T . A TCMC leva a uma melhora nos resultados obtidos para a

função correlação em relação aos obtidos com a TCM, embora C1(TC) ainda esteja dis-

tante do valor exato. Por outro lado, a TCMCC melhora consideravelmente os resultados

obtidos com os demais métodos, levando a um resultado muito próximo do exato.

Estes resultados para a temperatura crítica e para o máximo da função correlação
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indicam que a teoria de campo médio com clusters correlacionados permite melhorar

consideravelmente os resultados da teoria de campo médio molecular, com um baixo custo

computacional. Além da TCM e da TCMC existem vários outros métodos aproximativos,

como a bem conhecida aproximação de Bethe-Peierls-Weiss (WEISS, 1948). No entanto,

buscamos um método que apresente resultados precisos sem grande custo computacional,

além de permitir explorar clusters com tamanhos diversos. A TCMCC é o método

que oferece os melhores resultados com o menor custo computacional, além de permitir

abordagens com diferentes tamanhos de clusters, o que motiva a sua aplicação neste

estudo de sistemas desordenados.

1.3 Sistemas magnéticos desordenados

Nesta seção, iniciamos apresentando as principais características de vidros de spin

(VS) e descrevendo como estes materiais são caracterizados experimentalmente. Nesta

discussão inicial, são apresentados alguns dos primeiros resultados conclusivos sobre o

comportamento vidro de spin, em uma breve revisão histórica. Em seguida, é feita

uma discussão sobre o entendimento teórico de vidros de spin, na qual são descritos

os principais modelos que descrevem sistemas desordenados. Por �m, são discutidos

resultados experimentais recentes que são parte da motivação deste trabalho.

1.3.1 Descrição de vidros de spin

Vidros de spin são materiais nos quais os momentos magnéticos apresentam um

congelamento em direções aleatórias abaixo de uma certa temperatura crítica, ou tem-

peratura de congelamento Tf . Nestes materiais, desordem e frustração causada por

desordem são elementos fundamentais. A presença de desordem é uma característica

muito frequente em materiais magnéticos. Em alguns destes sistemas, como por exem-

plo metais nobres (Au, Ag, Cu e Pt), nos quais são diluídos íons de metais de transição

(Fe e Mn), a fase VS é encontrada. Nestes compostos, os momentos das impurezas pro-

duzem uma polarização dos elétrons de condução do metal nobre. A disposição aleatória

destas impurezas leva a interações entre os momentos magnéticos com diferentes intensi-

dades e que podem favorecer um alinhamento paralelo (ferromagnético) ou antiparalelo

(antiferromagnético), dependendo da distância entre os spins interagentes. Assim, o es-

palhamento dos elétrons de condução leva a uma interação de troca indireta, chamada

de interação RKKY (FISCHER; HERTZ, 1993). Esta interação RKKY pode levar o



32

sistema a uma situação na qual é impossível satisfazer todas as interações entre os mo-

mentos magnéticos dispostos aleatoriamente. Isso signi�ca que a desordem pode levar

à frustração de algumas interações. Um conceito geral para frustração em sistemas de

spins interagentes é o de que um ciclo fechado de interações é frustrado se o produtório

das interações de troca neste ciclo for negativo, ou seja, se∏
ciclo

Jij < 0 (1.29)

o ciclo é dito frustrado (MYDOSH, 2015).

Figura 1.5: Descrição esquemática de sistemas que contém ciclos de interações frustrados, decorados
com spins de Ising nos seus vértices. As linhas tracejadas (ou sólidas) representam interações de troca
ferromagnéticas (ou antiferromagnéticas). Círculos abertos (ou preenchidos) representam spins na con�-
guração +1 (ou −1). Em (a) é representada uma rede quadrada com 6 sítios com interações distribuídas
sem uniformidade. Neste sistema, o ciclo de interações entre os sítios 1-2-4-5 é frustrado e o ciclo 2-3-5-6
não é frustrado. (b) Uma plaqueta com estrura triangular e interações antiferromagnéticas, cujo ciclo
de interações é frustrado. (c) Estados de menor energia (E0 = −2J0) para a plaqueta quadrada com
um ciclo frustrado. Estados de menor energia (E0 = −J0) para a plaqueta da rede triangular frustrada.

Na �gura 1.5 são ilustrados sistemas que contém ciclos de interações frustradas e

podem ser descritos pelo modelo de Ising, dado pela equação 1.11. Em 1.5 (a) é represen-

tada uma rede quadrada com 6 sítios cujas interações foram distribuídas aleatoriamente,

na qual o ciclo de interações entre os sítios 1-2-4-5 é frustrado e o ciclo 2-3-5-6 não é

frustrado. Se realizarmos o produtório das interações, encontramos∏
1-2-4-5

Jij = JAFJFEJAFJAF = (−J0)(J0)(−J0)(−J0) = −J4
0 , (1.30)

sendo J0 de�nido, por convenção, como sendo real e positivo, temos que o produtório
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resulta em um número negativo, indicando a frustração no ciclo 1-2-4-5. Por outro lado,∏
2-3-5-6

Jij = JAFJFEJAFJFE = (−J0)(J0)(−J0)(J0) = J4
0 , (1.31)

indicando que o ciclo 2-3-5-6 não é frustrado. Na �gura 1.5 (b) é ilustrada uma plaqueta

triangular com um ciclo de interações antiferromagnéticas frustrado. Na �gura 1.5 (c)

são apresentados os possíveis estados de mínima energia para a plaqueta composta pelos

sítios 1, 2, 4 e 5. A energia mínima da plaqueta (E0 = −2J) é obtida em 8 diferentes

con�gurações dos spins. Isso signi�ca que o menor autovalor de energia acessível ao

sistema pode estar associado a 8 estados distintos. Ou seja, o sistema apresenta um

estado fundamental altamente degenerado. De forma semelhante, na �gura 1.5 (d) são

ilustrados os estados de menor energia da plaqueta triangular com interações antifer-

romagnéticas. Este sistema pode ser encontrado em 6 estados distintos, com o mesmo

autovalor de enegia E0 = −J . Estas 6 con�gurações representam estados de mínima

energia. Em contraponto, a plaqueta com os sítios 2, 3, 5 e 6 pode ser encontrada em

apenas dois estados com a energia mínima E0 = −4J , indicando baixa degenerescência.

Vale ressaltar que as con�gurações ilustradas na �gura 1.5 (c) levam em consideração

apenas as interações entre os spins nos sítios 1, 2, 4 e 5. A presença de interações com

outros sítios, como ilustrado na �gura 1.5 (a), leva a outros estados de mínima energia.

No limite termodinâmico, um cenário complexo pode surgir em sistemas com interações

desordenadas.

Em vidros de spin, as interações desordenadas levam à presença de frustração no

sistema. De fato, desordem e frustração causada pela desordem são apontados como

ingredientes fundamentais para o aparecimento do comportamento vidro de spin (FIS-

CHER; HERTZ, 1993). Estes dois fatores levam o sistema a um estado fundamental

multidegenerado, com vários mínimos locais de energia separados por barreiras de ener-

gia livre (DOTSENKO, 1994). Este complexo cenário da energia livre e as suas con-

sequências para o comportamento do sistema tornam o estudo de sistemas magnéticos

desordenados um dos grandes desa�os teóricos e experimentais em física do estado sólido.

É importante destacar que a frustração nem sempre é ocasionada pela desordem

nas interações. A plaqueta triangular com interações antiferromagnéticas, ilustrada na

�gura 1.5 (b), pode ser parte de uma rede triangular in�nita com interações antiferro-

magnéticas entre primeiros vizinhos. Sistemas em que a geometria da rede e interações

antiferromagnéticas levam à frustração são ditos geometricamente frustrados. Embora a

presença de desordem não tenha ligação direta com a frustração geométrica, resultados

experimentais indicam que, em alguns materiais com frustração geométrica, a fase VS

é encontrada mesmo na presença de desordens muito baixas (GARDNER; GINGRAS;
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GREEDAN, 2010; BOOTH et al., 2000; RATCLIFF et al., 2002; LAFORGE et al.,

2013). Recentemente, a relação entre frustração geométrica e desordem motivou estudos

teóricos (ANDREANOV et al., 2010; SHINAOKA; TOMITA; MOTOME, 2011; TAM;

HITCHCOCK; GINGRAS, 2010; YOKOTA, 2014; ZIMMER et al., 2014; SCHMIDT;

ZIMMER; MAGALHAES, 2015), porém, o estabelecimento da fase VS em sistemas

geometricamente frustrados ainda é um problema em aberto. Contudo, não faz parte

dos objetivos deste trabalho o estudo dos efeitos de frustração geométrica em sistemas

desordenados.

1.3.2 Caracterização experimental de vidros de spin

No início da década de 1970, uma série de experimentos identi�cou um compor-

tamento incomum em materiais magnéticos como as ligas de AuFe (VIOLET; BORG,

1966, 1967; CANNELLA; MYDOSH; BUDNICK, 1971; CANNELLA; MYDOSH, 1972)

e CuMn (LUTES; SCHMIT, 1962; HAUSER, 1972). Embora estes materiais fossem

aparentemente bem conhecidos, um novo comportamento crítico era indicado por uma

cúspide na susceptibilidade magnética em função da temperatura. Tal comportamento,

no entanto, não podia ser caracterizado pela magnetização, ou mesmo uma magnetização

de sub-redes, devido a ausência de um ordenamento periódico dos spins. Caracterizado

pelo congelamento aleatório dos momentos magnéticos, esse comportamento magnético

foi chamado de vidro de spin. Décadas se passaram desde as primeiras descobertas

experimentais e o estudo de sistemas que apresentam a fase vidro de spin permanece

oferecendo desa�os teóricos e experimentais.

Em vidros de spin, a susceptibilidade magnética tem um comportamento bastante

distinto, com o máximo de χ(T ) dependente da frequência do campo magnético aplicado

(ω). Este comportamento não é encontrado em ferromagnetos e antiferromagnetos, nos

quais o máximo de χ(T ) não depende de ω. Na �gura 1.6 são apresentados os resultados

para a susceptibilidade magnética linear do Cu− 0.94%Mn para diferentes frequências

de campo magnético. Claramente, o máximo da susceptibilidade ocorre em diferentes

temperaturas, conforme ω muda. Em particular, a Tf é determinada no limite em que

ω → 0.

Outra característica de vidros de spin é a irreversibilidade da magnetização e da

susceptibilidade dc, abaixo da Tf . Este efeito é ilustrado na �gura 1.7 (a), onde são

apresentados resultados para a magnetização em função da temperatura do composto

AgMn (0.26%) sob a ação de um campo magnético de 6 Oe (CHAMBERLIN et al., 1982).

Nesta �gura, também são indicados os estágios de dois procedimentos experimentais nos
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T(K)

T(K)

Figura 1.6: Susceptibilidade linear χ(T ) para CuMn (0.94%) nas frequências 1.33 kHz (�), 234 Hz (◦),
10.4 Hz (x) e 2.6 Hz (M), adaptado de (MULDER; DUYNEVELDT; MYDOSH, 1981).

quais é possível resfriar o material. Primeiro, a temperatura pode ser reduzida em um

processo de resfriamento a campo zero (ZFC6) de T > Tf a T � Tf . Esta etapa é

representada pela passagem 1→ 2 na �gura 1.7 (a). Após reduzir a temperatura abaixo

da Tf é aplicado um campo magnético dc pequeno e o sistema passa de 2→ 3. Quando a

temperatura aumenta, o ciclo ZFC é completo pelas passagens 3→ 4→ 5. No entanto,

se a temperatura é reduzida mantendo o campo externo, o sistema passará pelos estágios

5 → 4 → 6. Ao aumentar a temperatura novamente, a magnetização do sistema varia

conforme descrito nas passagens 6 → 4 → 5, concluindo o ciclo de resfriamento na

presença de campo externo (FC7). Portanto, a passagem 3→ 4 é irreversível, não sendo

possível levar o sistema do ponto 4 para o 3 (4→ 3).

A irreversibilidade da magnetização leva a um comportamento diferenciado da

susceptibilidade magnética. Este comportamento é apresentado na �gura 1.7 (b), que

apresenta resultados para a susceptibilidade magnética em função da temperatura do

material CuMn com concentrações de Mn a 1.08% e 2.02% (NAGATA; KEESOM; HAR-

RISON, 1979). Nestes resultados experimentais, as susceptibilidades indicadas por (B) e

(D) foram obtidas após o processo ZFC em um campo magnético externo muito pequeno

6ZFC é a sigla em inglês para zero �eld cooled.
7FC é a sigla em inglês para �eld cooled.
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(H < 0.05 Oe). Estes resultados não podem ser acessados em um processo de redução

de temperatura na presença de um campo magnético mais intenso e são, portanto, irre-

versíveis. Por outro lado, no processo FC, utilizando H = 5, 9 Oe, as susceptibilidades

medidas nas regiões denotadas por (A) e (C) são reversíveis.

(A)

(B)

(C)

(D)

T(K)

12

3

6
4

5

15 20105

1

2

3

4

T(K)

M
 
(a
rb
.)

a)

b)

Figura 1.7: a) Ciclos de medida da magnetização em função da temperatura do composto AgMn (0.26%)
sob a ação de um campo magnético de 6 Oe (adaptado de (CHAMBERLIN et al., 1982)). (1 → 2 →
3 → 4 → 5) é o ciclo ZFC e (5 → 4 → 6 → 4 → 5) é o ciclo FC. (b) Susceptibilidade magnética em
função da temperatura do material CuMn com concentrações de Mn a 1.08% e 2.02%. Adaptado de
(NAGATA; KEESOM; HARRISON, 1979).

Outra característica de sistemas magnéticos que apresentam o comportamento

vidro de spin é um máximo arredondado do calor especí�co magnético. Os resultados

para CV (T ), apresentados na �gura 1.8, mostram um máximo arredondado acima da
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Tf para o composto CuMn em diferentes concentrações (WENGER; KEESOM, 1976).

Nestes resultados, a Tf é indicada por uma seta e foi obtida através do comportamento

da susceptibilidade magnética, conforme descrito anteriormente. A ausência de uma di-

vergência no calor especí�co, como ocorre em ferromagnetos e antiferromagnetos, mostra

que não deve haver uma mudança signi�cativa no comportamento da energia interna do

sistema, quando uma transição entre as fases paramagnética e vidro de spin ocorre. Par-

ticularmente, este resultado para CV (T ) é motivo de uma extensa discussão a respeito da

natureza do comportamento vidro de spin, uma vez que a ausência de mudança abrupta

do calor especí�co na Tf poderia indicar a ausência de uma transição de fase abrupta

(FISCHER; HERTZ, 1993) no sistema.

b)a)

Figura 1.8: Calor especí�co magnético em função da temperatura, com a Tf indicada pela seta, para os
materiais (a) Cu0,976Mn0,024 e (b) Cu0,988Mn0,012. Adaptado de (WENGER; KEESOM, 1976).

Vidros de spin também são caracterizados por um tempo de relaxação muito maior

do que sistemas que apresentam ordens convencionais. Este tempo de relaxação, pode

variar entre 10−13s até 10−6s (FISCHER; HERTZ, 1993). Em geral, tempos de relaxação

da ordem de 10−13s são associados a sistemas que apresentam vidro de spin canônico,

no qual a interação desordenada ocorre entre spins canônicos, sem o desenvolvimento de

correlações de curto alcance dentro da fase vidro de spin. Por outro lado, há sistemas em

que uma grande concentração de momentos magnéticos leva a formação de aglomerados,

ou clusters de spins, nos quais há grande probabilidade do desenvolvimento de correlações

de curto alcance. Estes clusters podem então interagir entre si e, em baixas temperaturas,

uma fase vidro de spin com clusters pode ser encontrada. Vidros de spin com clusters

costumam ter um tempo de relaxação da ordem de 10−7s, o que é signi�cativamente

maior do que o esperado para sistemas com vidro de spin canônico. Em sistemas com

vidro de spin com clusters a magnetização para T < Tf é claramente dependente da

temperatura no processo FC. Vidros de spin canônicos, no entanto, são caracterizados

por uma curva de magnetização FC praticamente independente da temperatura quando
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T < Tf , como mostram os resultados na �gura 1.7. A seguir apresentamos resultados

recentes de sistemas que apresentam a fase vidro de spin com clusters e outros sistemas

em que correlações de curto alcance são relevantes para o comportamento magnético.

1.3.3 Competição entre vidro de spin e ferromagnetismo e/ou antiferromagnetismo

Em muitos sistemas magnéticos a presença de interações de curto alcance e inte-

rações desordenadas leva o sistema a uma competição entre a fase vidro de spin e ordens

convencionais. Nestes sistemas, fenômenos ainda mais interessantes podem ser obser-

vados, como reentrâncias ou fases mistas, em que o material apresenta características

de duas fases simultaneamente. A seguir, apresentamos os resultados experimentais de

duas ligas, nas quais as competições entre a fase vidro de spin e ferromagnetismo ou

antiferromagnetismo pode ser observado.

1.3.3.1 Vidro de spin com clusters e correlações ferromagnéticas em CeNi1−xCux

Muitos esforços experimentais têm sido dedicados com o intuito de compreender

o comportamento do composto CeNi1−xCux (SOLDEVILLA et al., 2000; ESPESO et

al., ; MARCANO et al., 2005, 2006, 2007a, 2007b; MARCANO; ESPESO; SAL, 2013).

Neste composto, a competição entre as fases antiferromagnética, ferromagnética e vidro

de spin é acompanhada do efeito Kondo, tornando este sistema de particular interesse

cientí�co. Embora o estudo deste material tenha avançado consideravelmente na última

década, alguns aspectos ainda não foram totalmente compreendidos.

O diagrama de fase da temperatura em função de x, apresentado na �gura 1.9,

descreve o entendimento atual do composto CeNi1−xCux. A temperatura de Néel e a

temperatura de congelamento são indicadas por quadrados vazios e preenchidos, respec-

tivamente. No limite em que o material é CeCu (x = 1) o comportamento antiferromag-

nético é indicado pela TN . Conforme a substituição de Cu por Ni ocorre, a TN é reduzida

até x ≈ 0.8. Para valores maiores de x, o sistema deixa de apresentar a ordem AF. É

importante destacar que acima da TN há uma região caracterizada por um ordenamento

de curto alcance, indicado pela cor verde no diagrama de fase. Para 0.2 < x < 0.8 o

material apresenta o comportamento VS com a formação de clusters, indicado pela Tf ,

determinada pelo máximo da susceptibilidade magnética, (MARCANO et al., 2007a).

Acima da Tf um estado magnético intermediário é encontrado, com grandes �utuações

e formação de pequenos clusters. Este estado intermediário é indicado pela cor amarela
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no diagrama de fase. Na região 0.3 ≤ x ≤ 0.7, o material apresenta uma fase vidro de

spin com clusters que, conforme a temperatura diminui, evolui para um estado com cor-

relações ferromagnéticas de longo alcance. Dentro da fase VS, a mudança da cor laranja

para a vermelha indica a passagem de um regime de correlações de curto alcance para

um regime de correlações de longo alcance. Conforme x → 0, o efeito Kondo torna-se

mais relevante e as correlações de longo alcance desaparecem para x ≤ 0.2. Na região

0.1 ≤ x ≤ 0.2 apenas a fase vidro de spin com clusters é encontrada. A região com

x < 0.1 ainda carece de estudos mais aprofundados. Além disso, uma mudança entre

as estruturas ortorrômbica FeB e ortorrômbica CrB é indicada pela linha tracejada na

�gura 1.9.

FE

VS

PM

inexplorado

ESTADO 
INTERMEDIÁRIO

ORDEM 
DE CURTO 
ALCANCE

Figura 1.9: Diagrama da fases do composto CeNi1−xCux adaptado de (MARCANO; ESPESO; SAL,
2013). TN e Tf são indicadas por quadrados vazios e preenchidos, respectivamente. A cor verde indica
uma região com uma ordem de curto alcance acima da TN . A cor amarela indica um regime magnético
intermediário, caracterizado pela formação dinâmica de clusters. Abaixo da Tf , a mudança da cor
laranja para a cor vermelha indica a evolução do sistema do estado vidro de spin com clusters para um
cenário com correlações ferromagnéticas de longo alcance dentro dos clusters.

Nesta dissertação, a região em que 0.5 ≤ x ≤ 1 é de particular interesse, pois é

nesta região que aparentemente o efeito Kondo não afeta de forma signi�cativa o com-

portamento do material. Os dados experimentais indicam que para estas concentrações

de cobre o sistema apresenta uma competição entre interações ferromagnéticas e antifer-

romagnéticas que podem levar o sistema a um estado VS. Além disso, o desenvolvimento

de correlações ferromagnéticas de longo alcance para baixas temperaturas, sem a indi-

cação de uma temperatura de Curie, tornam ainda mais intrigante o comportamento

magnético do composto CeNi1−xCux.
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Em particular, o papel do efeito Kondo neste material já foi investigado em di-

versos trabalhos teóricos (MAGALHÃES et al., 2002; MAGALHAES et al., 2006; MA-

GALHAES; ZIMMER; COQBLIN, 2010, 2011). No entanto, a presença de correlações

ferromagnéticas de longo alcance, abaixo da Tf , como ocorre para 0.3 ≤ x ≤ 0.7, ainda

carece de uma explicação mais consistente. Outro fenômeno interessante ocorre na região

em que 0.5 ≤ x ≤ 1, na qual o comportamento VS aparentemente não ocorre enquanto

as interações antiferromagnéticas prevalecem no sistema. Portanto, um estudo do efeito

de correlações ferromagnéticas e antiferromagnéticas no estabelecimento da fase VS com

clusters poderia ser útil no entendimento do composto CeNi1−xCux.

1.3.3.2 Vidro de spin induzido pelo tamanho de nanopartículas de TbCu2

O composto TbCu2 no estado cristalino passa por uma transição de fase PM→AF

em TN = 48 K, apresentando uma fase antiferromagnética colinear8 (ECHEVARRIA-

BONET et al., 2013). No estado cristalino, nenhum comportamento vidro de spin é

apresentado, no entanto, ao reduzir o material a partículas com aproximadamente 9 nm

através de um processo de moagem, o sistema apresenta um comportamento antiferro-

magnético com uma transição vidro de spin a baixas temperaturas.

Os resultados para a susceptibilidade magnética das nanopartículas de TbCu2

(ECHEVARRIA-BONET et al., 2013) mostram uma transição PM→AF em TN = 46K,

marcada por um máximo arredondado na susceptibilidade magnética. Conforme a tem-

peratura é reduzida, os resultados da susceptibilidade magnética, através dos processos

FC e ZFC, mostram irreversibilidade para T . 40K. Um novo máximo da susceptibili-

dade magnética, agora dependente da frequência do campo magnético externo, permite

localizar a Tf ≈ 9K.

O comportamento magnético das nanopartículas de TbCu2 pode, em uma pri-

meira abordagem, ser atribuído aos spins descompensados na superfície das partículas

(ECHEVARRIA-BONET et al., 2013). Neste sistema, a redução no tamanho das partí-

culas pode introduzir uma situação em que a fase vidro de spin é estabelecida em baixas

temperaturas. Com isso, a presença de momentos magnéticos descompensados e o ta-

manho das nanopartículas podem cumprir um papel fundamental no estabelecimento da

fase vidro de spin neste sistema.

8Em sistemas bidimensionais, a fase antiferromagnética colinear é caracterizada por linhas de spins
alinhados, que se antialinham com os spins das linhas mais próximas. Em sistemas tridimensionais,
como é o caso do TbCu2, a fase é caracterizada pelo alinhamento dos spins em um dado plano do
sistema e um antialinhamento com spins que pertencem aos planos vizinhos.
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1.3.4 Modelos teóricos para sistemas magnéticos desordenados

A seguir, descrevemos algumas das principais abordagens teóricas para sistemas

magnéticos desordenados que apresentam a fase vidro de spin. Inicialmente, apresenta-

mos brevemente o modelo de Sherrington e Kirkpatrick (SHERRINGTON; KIRKPA-

TRICK, 1975), bem como sua abordagem com clusters, proposta por Soukoulis (SOU-

KOULIS; LEVIN, 1977, 1978; SOUKOULIS, 1978). Por �m, apresentamos em mais

detalhes a abordagem de van-Hemmen (HEMMEN, 1982, 1982) para vidros de spin.

1.3.4.1 O modelo de Sherrington-Kirkpatrick

Edwards e Anderson propuseram um modelo teórico buscando descrever o com-

portamento magnético de vidros de spin (EDWARDS; ANDERSON, 1975). Nesta abor-

dagem, são consideradas interações de troca desordenadas e dependentes da distância

entre os momentos magnéticos (FISCHER; HERTZ, 1993). Mais tarde, Sherrington e

Kirkpatrick apresentaram uma versão solúvel do modelo de Edwards e Anderson, con-

siderando interações de longo alcance entre spins de Ising (SHERRINGTON; KIRK-

PATRICK, 1975; KIRKPATRICK; SHERRINGTON, 1978). O modelo Sherrington-

Kirkpatrick (SK) (SHERRINGTON; KIRKPATRICK, 1975) é descrito pelo hamiltoni-

ano

H = −
∑
i,j

Jijσiσj −H
∑
i

σi, (1.32)

onde σi são spins de Ising e as interações de troca Jij são representadas por variáveis

aleatórias independentes, que seguem uma distribuição gaussiana dada por

P (Jij) =
1√
2πJ

e−
J2
ij

2J2 . (1.33)

É preciso obter uma expressão para a energia livre média, realizando uma média

sobre as con�gurações associadas à interação de troca Jij. Portanto, a energia livre

média é dada por

〈g〉c = − lim
N→∞

1

Nβ
〈lnZ〉c, (1.34)

onde 〈· · · 〉c denota a média con�guracional. Nesta abordagem, reduz-se o problema de

muitos corpos a um problema efetivo de um único sítio. A di�culdade matemática reside,

portanto, no cálculo da média sobre Jij. Utilizando a identidade

lnx = lim
n→0

xn − 1

n
, (1.35)
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podemos obter

〈lnZ〉c = lim
n→0

〈Zn〉c − 1

n
, (1.36)

onde Zn é a função de partição replicada, de�nida por

Zn =
n∏

α=1

Zα = Z1Z2Z3 · · ·Zn, (1.37)

onde α rotula as n réplicas idênticas e não-interagentes do sistema. Nesta abordagem n

é inteiro e positivo, sendo tomado o limite n→ 0 na parte �nal dos cálculos. A utilização

de réplicas permite o cálculo da média con�guracional, permitindo obter 〈F 〉c no modelo

SK, mas leva a uma solução instável dentro da fase VS. Esta instabilidade compromete

os resultados termodinâmicos obtidos com o modelo SK, levando, por exemplo, a uma

entropia negativa (FISCHER; HERTZ, 1993), exceto para a abordagem com in�nitos

passos de quebra de simetria de réplicas.

1.3.4.2 A abordagem com clusters para o modelo SK

Como discutido na seção 1.3.2, a transição da fase paramagnética para a vidro

de spin pode ser determinada pelo máximo na susceptibilidade magnética, mas não pelo

comportamento do calor especí�co magnético, já que CV apresenta apenas um máximo

arredondado que não coincide com a Tf . No entanto, a abordagem de campo-médio com

desordem, conforme proposto no modelo SK (SHERRINGTON; KIRKPATRICK, 1975),

não leva a resultados para CV condizentes com os experimentais. No modelo SK, que

considera um sítio sob a ação de um campo efetivo, os resultados mostram um máximo

no calor especí�co, com uma mudança abrupta de comportamento, exatamente na Tf .

Nesta abordagem, o comportamento da susceptibilidade magnética e do calor especí�co

são muito semelhantes, mostrando discordância com os resultados experimentais para

vidros de spin.

Com o objetivo de eliminar esta discrepância entre os resultados experimentais e

os obtidos com o modelo SK canônico, uma abordagem considerando clusters de spins foi

proposta (SOUKOULIS; LEVIN, 1977, 1978; SOUKOULIS, 1978). Nesta abordagem ini-

cial, clusters com até seis sítios de spins interagentes são utilizados (SOUKOULIS, 1978).

As interações entre spins do cluster podem ser ferromagnéticas ou antiferromagnéticas.

O procedimento matemático para o cálculo da energia livre segue um procedimento se-

melhante ao utilizado no modelo SK canônico, incluindo o uso de réplicas. Os resultados

obtidos (SOUKOULIS, 1978) mostram a formação de um máximo arredondado no calor
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especí�co quando as interações intracluster são antiferromagnéticas. A mudança de com-

portamento em CV na Tf torna-se mais sutil conforme ns aumenta. No caso em que as

interações intracluster são ferromagnéticas o calor especí�co não mostra arredondamento

para ns = 6 (SOUKOULIS, 1978), mas uma melhora é obtida para ns = 12 (LEVIN;

SOUKOULIS; GREST, 1979).

A abordagem com clusters para o modelo SK permite uma melhora signi�cativa

nos resultados para o calor especí�co, sem prejudicar os resultados obtidos para a sus-

ceptibilidade magnética. No entanto, é importante ressaltar que as interações de curto

alcance são consideradas apenas entre spins do mesmo cluster e uma abordagem com

interações FE e AF de curto alcance entre spins de clusters distintos não foi considerada.

1.3.4.3 O modelo de van Hemmen

Uma abordagem alternativa do comportamento de vidros de spin pode ser reali-

zada utilizando um modelo em que a desordem é tratada sem a abordagem de réplicas

(HEMMEN, 1982, 1982). Neste modelo, chamado de modelo de van Hemmen (vH), o

hamiltoniano é dado por

H = −J0

N∑
i,j

σiσj −
N∑
i,j

Jijσiσj, (1.38)

no qual J0 é a interação ferromagnética entre primeiros vizinhos e Jij é a interação

desordenada, de�nida como

Jij = (J/N)(ξiηj + ξjηi). (1.39)

onde ξ e η são variáveis aleatórias independentes, que seguem distribuições idênticas,

com média zero e variância um. A função de partição para uma dada distribuição de ξ

e η é dada por

Z(ξ, η) = Tr exp

(
−β

[
H0 −

N∑
i,j

Jijσiσj

])
, (1.40)

onde de�nimos H0 = −J0

∑N
i,j σiσj e focamos no tratamento da desordem. O primeiro

passo para realizar este tratamento analítico é explicitar a interação desordenada de vH,

portanto,

Z(ξ, η) = Tr exp (−βH0) exp

(
βJ

N

∑
i,j

[ξiηjσiσj + ξjηiσiσj]

)
. (1.41)
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A di�culdade matemática reside em resolver o somatório sobre todos os sítios,

para isso, vamos reescrever a somatória acima, utilizando o fato de que:(∑
i

ξiσi +
∑
i

ηiσi

)2

=

(∑
i

ξiσi

)2

+

(∑
i

ηiσi

)2

+ 2
∑
i<j

ξiηjσiσj+

+2
∑
i<j

ξjηiσiσj + 2
∑
i

ξiηiσiσi,

(1.42)

portanto,

∑
i<j

(ξiηj + ξjηi)σiσj =
1

2

(∑
i

ξiσi +
∑
i

ηiσi

)2

− 1

2

(∑
i

ξiσi

)2

−

−1

2

(∑
i

ηiσi

)2

−
∑
i

ξiηiσ
2
i

(1.43)

Substituindo este resultado na equação 1.41, temos que,

Z(ξ, η) = Tr exp (−βH0) exp

βJ
N

1

2

(∑
i

(ξi + ηi)σi

)2

− 1

2

(∑
i

ξiσi

)2

−

−1

2

(∑
i

ηiσi

)2

−
∑
i

ξiηiσ
2
i

 .
(1.44)

Neste ponto, vale observar que o último termo dentro da exponencial será da

ordem de N e os demais termos serão da ordem de N2. No limite termodinâmico, este

termo da ordem de N perde importância, sendo eliminado da expressão. Portanto, a

função de partição pode ser escrita na seguinte forma

Z(ξ, η) = Tr exp (−βH0) exp

 βJ
2N

(∑
i

(ξi + ηi)σi

)2

−

−

(∑
i

ξiσi

)2

−

(∑
i

ηiσi

)2
 .

(1.45)

Convém utilizar a transformação de Hubbard-Stratonovich (STRATONOVICH,

1958; HUBBARD, 1959), a qual implica que

exp(λa2) =
1√
2π

∫
exp

[
−z2

2
+ a
√

2λz

]
dz (1.46)
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onde z é um campo introduzido na transformação. Para a equação 1.45, introduziremos

campos Q1, Q2 e Q3, um para cada transformação de Hubbard-Stratonovich. Com isso,

a função de partição torna-se

Z(ξ, η) =

∫
dQ1√

2π

∫
dQ2√

2π

∫
dQ3√

2π
exp

(
−Q

2
1

2
− Q2

2

2
− Q2

3

2

)
Tr exp (−βH0)

exp

(∑
i

(ξi + ηi)σi

√
βJ

N
Q3 −

∑
i

ξiσi

√
−βJ
N

Q2 −
∑
i

ηiσi

√
−βJ
N

Q1

)
.

(1.47)

Propomos uma troca de variáveis,

Q1 = i
√
βJNq1

Q2 = i
√
βJNq2

Q3 =
√
βJNq3

e reescrevemos a última equação

Z(ξ, η) =

∫
i
√
βJNdq1√

2π

∫
i
√
βJNdq2√

2π

∫ √
βJNdq3√

2π
exp

(
βJN

2

[
q2

1 + q2
2 − q2

3

])
Tr exp(−βH0) exp

(
βJ

[∑
i

(ξi + ηi)σiq3 −
∑
i

ξiσiq2 −
∑
i

ηiσiq1

])
.

(1.48)

Vamos agora reescrever a equação acima, de forma que possamos utilizar o método do

ponto de sela na solução desta integral no limite em que N →∞. Para isso, utilizamos

a relação

ekAeB = ekA+B = ek(A+B
k

) = exp(k(A+ ln e
B
k )) = exp(k(A+ ln(eB)1/k))

= exp

(
k

(
A+

ln(eB)

k

))
,

(1.49)

e rearranjamos o termo da somatória, considerando que∑
i

(ξi + ηi)σiq3 −
∑
i

ξiσiq2 −
∑
i

ηiσiq1 =
∑
i

ξiσi(q3 − q2)−
∑
i

ηiσi(q3 − q1). (1.50)
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Com isso, temos que

Z(ξ, η) =

∫
i
√
βJNdq1√

2π

∫
i
√
βJNdq2√

2π

∫ √
βJNdq3√

2π
exp

(
−N

[
βJ

2
(q2

1 + q2
2 − q2

3)

− 1

N
lnTr exp

(
−βH0 + βJ

[∑
i

ξiσi(q3 − q2) +
∑
i

ηiσi(q3 − q1)

])])
(1.51)

e é possível, no limite em que N →∞, utilizar o método do ponto de sela para obter

Z(ξ, η) = exp

(
−N

[
βJ

2
(q2

1 + q2
2 − q2

3)− 1

N
lnTr exp (−βH0

+βJ

[∑
i

ξiσi(q3 − q2) +
∑
i

ηiσi(q3 − q1)

])])
.

(1.52)

Podemos utilizar a equação ∂g/∂qi = 0 para obter a expressão para os parâmetros

q1, q2 e q3 que minimizam a energia livre do sistema. Com isso,

q1 =
1

N

〈
Trησie−βHef

Tre−βHef

〉
ξ,η

, (1.53)

q2 =
1

N

〈
Trξσie−βHef

Tre−βHef

〉
ξ,η

(1.54)

e

q3 =
1

N

〈
Tr(η + ξ)σie

−βHef

Tre−βHef

〉
ξ,η

, (1.55)

onde

Hef = H0 − J(η + ξ)σiq (1.56)

é o hamiltoniano efetivo e q ≡ q1 = q2 = q3/2 e 〈· · · 〉ξ,η representa a média con�guracional

sobre as variáveis aleatórias ξ e η. Nesta abordagem, q é o parâmetro de ordem vidro de

spin, que assume valor não-nulo quando o sistema encontra-se na fase VS.

Utilizando a relação entre q e os campos q1, q2 e q3, temos que a energia livre é

dada por

g = 〈g(ξ, η)〉ξ,η = − 1

βN
〈lnZ〉ξ,η = Jq2 − 1

N
〈lnTre−βHef 〉ξ,η. (1.57)

Como mencionado anteriormente, a média da distribuição destas variáveis aleatórias deve

ser zero. Isso signi�ca que é preciso utilizar uma distribuição simétrica para calcular a

média con�guracional.

Embora tenhamos aproximado uma solução que envolva as interações desordena-
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das, ainda restam as interações de curto alcance do modelo proposto na equação 1.38. No

trabalho inicial de van Hemmen (HEMMEN, 1982, 1982), as interações ferromagnéticas

são consideradas dentro de uma abordagem de campo médio usual, bastante semelhante

à apresentada na seção 1.2.1. No próximo capítulo, propomos uma abordagem das in-

terações de curto alcance no modelo de van Hemmen através da teoria de campo médio

com clusters correlacionados.



2 TEORIA DE CAMPO MÉDIO COM CLUSTERS CORRE-

LACIONADOS PARA SISTEMAS DESORDENADOS

Neste capítulo, propomos a abordagem das interações de curto alcance em sis-

temas magnéticos desordenados dentro da teoria de campo médio com clusters corre-

lacionados. Optamos por utilizar a interação desordenada proposta no modelo de van

Hemmen, uma vez que o tratamento analítico deste tipo de desordem dispensa a aborda-

gem com réplicas. A abordagem do modelo Sherrington-Kirkpatrick exigiria uma versão

com réplicas da teoria de campo médio com clusters correlacionados, a qual ainda não

foi proposta na literatura. Além disso, a instabilidade das réplicas acarreta em perda de

informações termodinâmicas dentro da fase VS. Isso implicaria em uma baixa con�abi-

lidade nos resultados obtidos para alguns observáveis, como por exemplo as correlações

spin-spin, as quais são muito relevantes para este trabalho.

Na seção 2.1, detalhamos a aplicação da TCMCC em sistemas desordenados com

interações ferromagnéticas de curto alcance. Na seção 2.2 é descrita a aplicação da

TCMCC em sistemas com interações antiferromagnéticas de curto alcance e com intera-

ções desordenadas entre clusters. Na seção 2.3, propomos uma adaptação da TCMCC a

clusters maiores que os utilizados na aplicação original do método (YAMAMOTO, 2009).

2.1 Sistemas ferromagnéticos com desordem

Nesta seção, descrevemos a aplicação da TCMCC ao modelo de van Hemmen com

interações ferromagnéticas de curto alcance. Para isso, consideramos um modelo com in-

terações desordenadas do tipo van Hemmen entre clusters com ns sítios. O hamiltoniano

deste sistema é dado por

H = −
Ncl∑
νλ

ns∑
ij

Jνλij σνiσλj −
Ncl∑
ν

ns∑
i,j

Jνijσνiσνj , (2.1)

onde σνi = ±1 é o spin do sítio i do cluster ν e Ncl é o número de clusters na rede.

O primeiro e segundo termo correspondem às interações intercluster e intracluster, res-

pectivamente. As interações intracluster são de curto alcance Jνij = J0, enquanto as

intercluster Jνλij são de dois tipos: uma desordenada entre todos os pares de clusters

(Jνλ) e uma de curto alcance entre spins vizinhos de clusters distintos (J0).
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O modelo resultante pode ser expresso como

H = −
Ncl∑
νλ

JνλSνSλ −
∑

(νi,λj)

J0σνiσλj −
Ncl∑
ν

J0

ns∑
(i,j)

σνiσνj (2.2)

onde (· · · ) representa a soma sobre primeiros vizinhos e Sν =
∑

i σνi é o momento mag-

nético total do cluster ν. Isso signi�ca que a desordem atua sobre o momento magnético

total de clusters diferentes. Esta desordem intercluster é dada pela interação de van

Hemmen (HEMMEN; ENTER; CANISIUS, 1983): Jνλ = J
Nclns

(ξνηλ + ξλην), onde ξν e

ηλ são variáveis aleatórias independentes que seguem distribuições gaussianas idênticas

com variância um. Portanto, podemos associar J com a intensidade da desordem nas

interações entre clusters.

Neste ponto, podemos identi�car semelhanças entre a abordagem com clusters e

a abordagem com spins canônicos, proposta por van Hemmen (HEMMEN, 1982, 1982).

Temos que Jνλ é equivalente a Jij e o momento magnético do cluster Sν é equivalente ao

momento magnético por sítio σi da abordagem original. Além disso, se considerarmos

que

H0 = −
∑

(νi,λj)

J0σνiσλj −
Ncl∑
ν

J0

ns∑
(i,j)

σνiσνj ,

podemos utilizar o mesmo procedimento analítico realizado na seção 1.3.4.3, chegando

ao hamiltoniano efetivo,

Hef = −J
Ncl∑
ν

ns∑
i∈ν

(ην + ξν)σiq −
∑

(νi,λj)

J0σνiσλj −
Ncl∑
ν

J0

ns∑
(i,j)

σνiσνj . (2.3)

Ainda restam as interações de curto alcance entre clusters, que serão tratadas no forma-

lismo da teoria de campo médio com clusters correlacionados. Com isso, obtemos um

hamiltoniano efetivo

Hef = −J(ξ + η)q
∑
i∈ν

σi − J0

ns∑
(i,j)∈ν

σiσj −
∑
i∈ν

hiefσi, (2.4)

onde ns = 4 e hief = J0(mσiσj +mσiσk). Nesta abordagem desordenada, os campos médios

são dados pela expressão

mss′ = 〈〈σ3′〉〉ξ,η |s=±1,s′=±1 =

〈
Trσ3′e

−βH′ef

Tre−βH
′
ef

〉
ξ,η

. (2.5)
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onde 〈· · · 〉ξ,η denota a média con�guracional. O hamiltoniano do cluster ν ′ é dado por

H′ef = −J(ξ + η)q
∑
i∈ν′

σi − J0

∑
(i,j)∈ν′

σiσj −
∑
i∈ν′

{i}6={3′,4′}

hiefσi−

−J0 [σ3′ (m
σ3′σ1′ + s) + σ4′ (m

σ4′σ2′ + s′)] ,

(2.6)

onde foram consideradas as con�gurações dos spins nos sítios 1 e 2 (s e s′) do cluster

ν. Portanto, a obtenção dos campos médios é realizada seguindo o procedimento des-

crito na seção 1.2.3, com a única diferença que é necessário realizar o cálculo da média

con�guracional para obtenção dos campos. O parâmetro de ordem vidro de spin é dado

por

q =
1

ns

∫ ∞
−∞

dxe−x
2/2

√
2π

Tr
√

2x
2
Sνe

−βHef

Tre−βHef
, (2.7)

onde a média con�guracional sobre as distribuições de probabilidades gaussianas ξ e η foi

expressa através da integral sobre x. Após resolver auto-consistentemente as equações

2.4, 2.5, 2.6 e 2.7 é possível calcular a magnetização por sítio

m =
1

ns

〈
Tr
∑

i∈ν σie
−βHef

Tre−βHef

〉
ξ,η

, (2.8)

e obter os demais observáveis de interesse.

2.2 Sistemas antiferromagnéticos com desordem

A aplicação da TCMCC a sistemas antiferromagnéticos exige que a rede seja di-

vidida em duas sub-redes interpenetradas, como descrito na �gura 2.1. A divisão em

sub-redes é necessária devido ao estado de ordenamento antiferromagnético, que é ca-

racterizado por primeiros vizinhos alinhados em sentidos opostos. Para que os campos

médios satisfaçam o estado antiferromagnético é preciso diferenciá-los, levando em con-

sideração as sub-redes. Portanto, reescrevemos o hamiltoniano efetivo do sistema:

HAF
ef = −

∑
(i,j)∈ν

J0σ
p
i σ

p′

j −
∑
p

∑
i∈ν,p

(J(ξ + η)q + hp,ief )σpi , (2.9)

onde p = A ou B (p′ = B ou A) indicam a sub-rede.

O campo efetivo hp,ief = J0(m
σp
i σ

p′
j

p + m
σp
i σ

p′
k

p ) atuando sobre o sítio i da sub-rede

p depende do estado do sítio i e dos seus vizinhos j e k do mesmo cluster. Porém,

é importante ressaltar que os sítios j e k pertencem à sub-rede p′. Na abordagem da
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Figura 2.1: Descrição esquemática da aplicação da teoria de campo médio com clusters correlacionados
em uma rede quadrada dividida em sub-redes A (◦) e B (•). As interações intracluster são representadas
por linhas sólidas e os campos médios são representados por setas. Na �gura (a) são representadas as
interações e campos médios do cluster central ν. Os campos médios atuando sobre o cluster ν′ são
representados em (b). Em ν′ os campos médios provenientes de spins do cluster ν são substituídos por
parâmetros que podem assumir valores ±1.

TCMCC para a rede quadrada com interações antiferromagnéticas existem 8 possíveis

campos médios (4 para cada sub-rede): m
σA
i σ

B
j

A and m
σB
j σ

A
i

B . No entanto, na ausência de

um campo magnético externo, podemos explorar a simetria entre os campos que atuam

em sub-redes distintas buscando reduzir o número de campos médios independentes:

mss′
p = −ms̄s̄′

p′ , onde s = −s̄ e s′ = −s̄′ (por exemplo, m+−
A = −m−+

B ). Isso signi�ca que

somente 4 campos médios precisam ser obtidos, assim como no caso ferromagnético. Os

campos médios são dados por

mss′

A =

〈
TrσB3′e

−βH′AF
ef

Tre−βH
′AF
ef

〉
ξ,η

= −ms̄s̄′

B (2.10)

onde o hamiltoniano do cluster ν ′ é dado por

H′AFef = −
∑

(i,j)∈ν′
J0σ

p
i σ

p′

j −
∑
p

J(ξ + η)q
∑
i∈ν′,p

σpi +
∑
i∈ν′,p
i 6=3′,4′

hp,ief σ
p
i

−
−J0

[(
m
σB
3′σ

A
1′

B + s
)
σB3′ +

(
m
σA
4′σ

B
2′

A + s′
)
σA4′
]
.

(2.11)

Os campos médios obtidos para o caso antiferromagnético são apresentados na

�gura 2.2, na qual é possível perceber a relação entre os campos (mss′
p = −ms̄s̄′

p′ ) que
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atuam sobre sítios localizados em diferentes sub-redes. É importante ressaltar que todos

os campos que atuam em uma dada sub-rede tendem ao mesmo valor conforme T → 0.

Os campos que atuam na sub-rede p tem valor −1 quando T = 0, como mostram os

resultados na �gura 2.2. Por outro lado, os campos que atuam na sub-rede p′ tem valor

+1 quando T = 0. Isso mostra que os campos médios dão uma contribuição energética

diferente em cada sub-rede. Essa contribuição energética vai de�nir, junto das interações

intracluster, o alinhamento dos spins no estado fundamental. Para exempli�car, este

conjunto de campos médios apresentado na �gura 2.2, favorece um estado fundamental

+1 dos spins na sub-rede p e um estado fundamental −1 dos spins na sub-rede p′.

-1

-0.5

0

0.5

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
kBT/J0

ca
m

p
os

 m
éd

io
s

kBT/J0

Figura 2.2: Campos médios obtidos para a rede quadrada com ns = 4 e interações antiferromagnéticas.

Os campos efetivos para o caso AF são obtidos calculando auto-consistentemente

as equações 2.7, 2.10 e 2.11, onde o hamiltoniano efetivo do cluster ν (equação 2.9) é

utilizado para obter o parâmetro de ordem VS (equação 2.7). Após obter os campos

efetivos, o problema efetivo de um único cluster (equação 2.9) é resolvido e os demais

observáveis podem ser calculados. O parâmetro de ordem AF é dado pela magnetização

de sub-redes,

ms = 2|mp −mp′|/ns, (2.12)

sendo

mp =

〈
Tr
∑

i σ
p
i e
−βHAF

ef

Tre−βH
AF
ef

〉
ξ,η

. (2.13)
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2.3 Teoria de campo médio com clusters correlacionados adaptada

Embora a TCMCC original apresente grande precisão com um custo computa-

cional pequeno, envolvendo o cálculo de 4 parâmetros auto-consistentes no caso sem

desordem, o aumento do número de spins nos clusters leva a um aumento considerável

do custo computacional. Para exempli�car, uma rede dividida em clusters com 16 sítios

demanda o cálculo de 32 campos médios. No entanto, o aumento do número de parâ-

metros não altera signi�cativamente os resultados obtidos com a TCMCC, já que estes

campos médios incluiriam a dependência da con�guração de segundos e terceiros vizinhos

dos spins em que atuam. Com o objetivo de limitar o custo computacional sem perder

a precisão dos resultados, propomos uma adaptação da TCMCC. Na nossa abordagem,

consideramos que o campo médio que atua sobre um dado spin será dependente apenas

das con�gurações dos primeiros vizinhos deste spin. Com isso, reduzimos o número de

campos médios. A aplicação da TCMCC adaptada é descrita nas próximas seções.

2.3.1 Clusters com 6 sítios

A adaptação da TCMCC ao estudo de clusters maiores (ns > 4) consiste em

limitar o número de sítios cuja con�guração será determinante na obtenção dos campos

médios. A �gura 2.3 ilustra a aplicação da TCMCC em uma rede quadrada com clusters

de 6 sítios. Nesta abordagem os campos efetivos são de�nidos de duas formas diferentes:

hief = J0(mσiσj + mσiσk), se i for localizado no canto do cluster; e hief = J0m
σkσiσj para

os demais sítios. A obtenção dos campos médios envolve o cluster ν ′, cujo hamiltoniano

efetivo para o caso ferromagnético é dado por,

H′ef = −J(ξ + η)q
∑
i∈ν′

σi − J0

∑
(i,j)∈ν′

σiσj −
∑
i∈ν′

{i}6={4′,5′,6′}

hiefσi−

−J0 [σ4′ (m
σ4′σ1′ + s) + σ5′s

′ + σ6′ (m
σ6′σ3′ + s′′)] .

(2.14)

Os campos médios são obtidos seguindo o procedimento padrão da TCMCC,

sendo

mss′s′′ =

〈
Trσ5′e

−βH′ef

Tre−βH
′
ef

〉
ξ,η

, (2.15)
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1 2 3
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4' 5' 6'
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Figura 2.3: Descrição esquemática da aplicação da teoria de campo médio com clusters correlacionados
adaptada em uma rede quadrada dividida em sub-redes A (◦) e B (•), com clusters de 6 sítios. As
interações intracluster são representadas por linhas sólidas e os campos médios são representados por
setas. Na �gura (a) são representadas as interações e campos médios do cluster central ν. Os campos
médios atuando sobre o cluster ν′ são representados em (b). Em ν′ os campos médios provenientes de
spins do cluster ν são substituídos por parâmetros que podem assumir valores ±1.

o campo médio que atua nos spins que não pertencem ao canto, e

mss′ =

〈
Trσ4′e

−βH′ef

Tre−βH
′
ef

〉
ξ,η

(2.16)

a equação para os campos médios que atuam nos spins localizados no canto do cluster.

Para a obtenção demss′ , substituímos s′′ pormσ6′σ5′ na equação 2.14. É possível explorar

uma relação entre os campos médios que atuam em sítios que não estão nos cantos do

cluster. Esta relação surge devido à equivalência na contribuição energética dos spins

que são primeiros vizinhos do sítio que recebe o campo. Para exempli�car, consideremos

o sítio σ2, sob o qual atua o campo médio mσ1σ2σ3 . Este campo médio é obtido através

do valor médio do spin σ5′ , que depende da con�guração dos spins σ1, σ2 e σ3. Porém,

como σ1 e σ3 são ambos segundos vizinhos de σ5′ , o efeito do estado de σ1 sobre 〈〈σ5′〉〉ξ,η
é idêntico ao efeito do estado de σ3. Isso permite a�rmar que mσ1σ2σ3 = mσ3σ2σ1 e,

portanto,

m++− = m−++

m+−− = m−−+.
(2.17)

Destacamos que a adaptação da TCMCC leva a uma redução signi�cativa no número

de campos médios. Para ns = 6, a TCMCC original exigiria a obtenção de 18 campos

médios, enquanto a versão proposta neste trabalho exige a obtenção de apenas 10 campos
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médios independentes. Se clusters maiores forem considerados, o ganho computacional

é ainda maior, como veremos na próxima seção.

A abordagem para o sistema com interações antiferromagnéticas de curto alcance

segue o mesmo procedimento descrito na sessão 2.2 para ns = 4, com a divisão da rede em

sub-redes, conforme ilustrado na �gura 2.3. Da mesma forma que para ns = 4, também

há relações entre os campos médios obtidos, sendo que mss′
p = −ms̄s̄′

p′ e mss′s′′
p = −ms̄s̄′s̄′′

p′ ,

onde s = −s̄ e s′ = −s̄′ e s′′ = −s̄′′. Sendo assim, o custo computacional é o mesmo

para os sistemas ferromagnético e antiferromagnético na TCMCC adaptada.

2.3.2 Clusters com 8, 9, 12 e 16 sítios

A aplicação da TCMCC adaptada a clusters com ns > 6 segue o mesmo procedi-

mento utilizado para clusters com 6 sítios. Portanto, a descrição detalhada da aplicação

da técnica ao sistema com clusters de 16 sítios é feita nos apêndices. A estrutura dos

clusters com 8, 9, 12 e 16 sítios é ilustrada na �gura 2.4.

Figura 2.4: Descrição esquemática dos clusters nos quais foi aplicada a TCMCC adaptada.

Destacamos que a aplicação da TCMCC adaptada a clusters maiores envolve

no máximo 12 campos médios, enquanto a TCMCC original, aplicada a um cluster com

ns = 16, por exemplo, envolveria 32 campos médios: 16 campos médios (m++++,m+++−,

· · · , m−−−−) para os spins dos cantos do cluster e outros 16 para os spins da borda

que não pertencem aos cantos do cluster. Contudo, a redução no custo computacional

proporcionada pela adaptação da TCMCC não prejudica os resultados obtidos com o

método, como discutiremos no capítulo 3.

Neste trabalho, a presença de desordem agrega um sentido físico ao cluster, que

passa a ser mais do que um artefato matemático para incluir correlações. Quando J 6= 0

o cluster passa a representar um grupo de spins sob a ação de uma desordem efetiva.

Portanto, o formato e tamanho deste cluster podem se tornar muito relevantes no estudo

do efeito da desordem. Além disso, na abordagem utilizando o modelo de van Hemmen
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com clusters, tomamos o limite em que o número de sítios da rede N e o número de clus-

ters Ncl tende a in�nito. Por outro lado, o número de sítios em cada cluster ns = N/Ncl

deve ser �nito. Com isso, embora seja possível veri�car mudanças no comportamento

do sistema associadas ao crescimento dos clusters, nenhuma extrapolação para ns →∞
pode ser realizada na presença de desordem.

A abordagem da TCMCC em sistemas desordenados exige a solução numérica

de diversas equações acopladas. Para tal, utilizamos programas desenvolvidos na lin-

guagem Fortran 90. O método iterativo foi utilizado na solução das equações auto-

consistentes, na qual assumimos uma tolerância de 10−8 para os parâmetros obtidos

auto-consistentemente (parâmetro de ordem q e campos médios). A derivação numérica

foi utilizada no cálculo da susceptibilidade magnética e utilizamos o método de Simpson

para obter a solução das integrais gaussianas relacionadas à desordem. Além disso, a

base de Ising dos ns sítios dos clusters foi obtida numericamente. Esta base consiste na

obtenção dos 2ns estados possíveis do cluster de ns spins. Ou seja, para um cluster com

4 spins, 24 = 16 estados são possíveis: + + ++, + + +−, + + −+, + − ++, − + ++,

++−−, +−+−, −++−, +−−−, −+−−, −−+−, −++−,+−−+, −−++, −+−+

e − − −−. Como todas as con�gurações são consideradas no cálculo dos observáveis,

o número de con�gurações possíveis dos spins no cluster é a principal fonte de custo

computacional que limita o tamanho dos clusters considerados em nossa abordagem.



3 RESULTADOS

Neste capítulo são apresentados e discutidos os resultados para a competição entre

a fase vidro de spin e as ordens ferromagnética e antiferromagnética. Iniciamos pelos

resultados para ns = 4, discutindo principalmente os efeitos de correlações spin-spin

ferromagnéticas e antiferromagnéticas nesta competição. Posteriormente, apresentamos

os resultados para diversos tamanhos de clusters, analisando como o tamanho dos clusters

pode contribuir para o estabelecimento da fase vidro de spin.

3.1 Efeitos das correlações spin-spin na fase vidro de spin

O problema de um único cluster com ns = 4 é resolvido, calculando auto-

consistentemente as equações 2.4, 2.5, 2.6 e 2.7 quando J0 > 0 e 2.7, 2.9, 2.10 e 2.11

se J0 < 0. Com isso, o parâmetro de ordem VS (equação 2.7), a magnetização por

spin (equação 2.8) e a magnetização de sub-redes (equação 2.12) podem ser obtidos.

A fase vidro de spin é caracterizada por q 6= 0, m = 0 e ms = 0. Quando m 6= 0,

q = 0 e ms = 0, o sistema encontra-se na fase ferromagnética. ms 6= 0, q = 0 e m = 0

correspondem ao estado antiferromagnético. A �gura 3.1 exibe os resultados para os

parâmetros de ordem das fases vidro de spin, ferromagnética e antiferromagnética em

função da temperatura em diferentes intensidades de J0/J . Com base nestes resultados

é possível identi�car as temperaturas críticas das transições de fase de segunda ordem,

que auxiliam na construção de diagramas de fase, como o da �gura 3.2.

3.1.1 Interações ferromagnéticas de curto alcance

O diagrama de fase apresentado na �gura 3.2 mostra que em J0/J = 0 o sistema

apresenta a fase VS abaixo de uma certa temperatura Tf/J1, o que é obtido através do

parâmetro de ordem VS (q), conforme o resultado apresentado na �gura 3.1. O aumento

da intensidade da interação ferromagnética J0/J > 0 leva a um aumento da Tf/J ,

indicando que interações FE estimulam a fase vidro de spin com clusters. No entanto,

para um valor crítico de J0/J , o sistema passa a apresentar a fase ferromagnética. Acima

deste valor, a TC aumenta linearmente com J0. Estes resultados indicam que a presença

1Os resultados foram expressos utilizando a intensidade de desordem como parâmetro de normali-
zação. Para propósitos numéricos utilizamos J = 1, o que implica em Tf/J = 1 quando J0/J = 0,
conforme a �gura 3.1.
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Figura 3.1: Resultados para os parâmetros de ordem das fases vidro de spin (q), ferromagnética (m) e
antiferromagnética (ms) em função da temperatura para diferentes intensidades de J0/J .

de interações ferromagnéticas intracluster estimula o comportamento vidro de spin até

uma certa intensidade de J0/J na qual as interações desordenadas perdem importância

e a fase FE é estabilizada.

Os resultados para a susceptibilidade magnética e inverso da susceptibilidade

magnética em função da temperatura obtidos através de derivação numérica da mag-

netização em função da temperatura são apresentados na �gura 3.3. Na �gura 3.3 (a),

diferentes intensidades da interação FE foram consideradas no cálculo da susceptibili-

dade magnética. Para J0/J = 0, χ(T ) mostra uma pequena cúspide na Tf . Abaixo

da temperatura crítica a susceptibilidade é constante e acima da Tf o comportamento

é paramagnético, com χ(T ) proporcional ao inverso da temperatura. A susceptibilidade

magnética independente da temperatura (para T < Tf ) é uma característica de vidros

de spin canônicos. Portanto, o resultado de χ(T ) para J0/J = 0 indica que a ausência

de interações de curto alcance leva o sistema a um comportamento típico de vidro de

spin canônico (MYDOSH, 2015). Os resultados de χ(T ) para J0/J > 0 mostram que a

susceptibilidade magnética abaixo da Tf é dependente da temperatura (veja a �gura 3.3

(a)). Este comportamento é característico da fase vidro de spin com formação de clusters

(FISCHER; HERTZ, 1993). A susceptibilidade magnética indica que abaixo da Tf as

interações intracluster in�uenciam o comportamento magnético do sistema, mesmo que

a ordem ferromagnética não seja estabelecida.

Na inserção na �gura 3.3 (a) são apresentados os resultados da susceptibilidade

magnética em função da interação ferromagnética para alguns valores de temperatura.

A susceptibilidade magnética apresenta uma divergência em um valor crítico de J0/J .
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Figura 3.2: Diagrama de fase da temperatura kBT/J em função da interação de curto alcance J0/J .
Linhas sólidas representam transições de segunda ordem e linhas tracejadas são as spinodais da fase
vidro de spin com clusters. Publicado em (ZIMMER; SCHMIDT; MAGALHAES, 2014).

Este valor crítico foi utilizado para determinar a linha de transição VS→FE no diagrama

de fase da �gura 3.2. Esta transição de fases é de primeira ordem, e é indicada por uma

linha tracejada no diagrama de fase. A temperatura crítica das transições de primeira

ordem pode ser obtido através da construção de Maxwell, cruzando as soluções para a

energia livre provenientes de altas e de baixas temperaturas. Porém, não há expressão

conhecida para a energia livre nesta abordagem da TCMCC. Portanto, optamos por

indicar a spinodal da fase vidro de spin com clusters (linha tracejada) obtida através

do máximo da susceptibilidade magnética dentro da fase VS (veja a inserção na �gura

3.3 (a)). Este resultado permite identi�car um limite de estabilidade da fase VS com

clusters. Contudo, a região de transições de primeira ordem não é o foco deste trabalho,

uma vez que o efeito das interações de curto alcance pode ser estudado com base nas

transições contínuas do diagrama de fase da �gura 3.2.

A �gura 3.3 (b) mostra o comportamento do inverso da susceptibilidade magné-

tica χ−1 em função da temperatura. A extrapolação linear do inverso da susceptibilidade

magnética, levando em consideração os resultados para T > Tf , pode indicar o tipo de

interações presentes no sistema (COEY, 2009). Se a extrapolação de χ−1 resultar em um

valor positivo no eixo da temperatura, isso indica a presença de interações ferromagnéti-

cas. Se o valor obtido com a extrapolação linear levar a um valor negativo, isso indica a

presença de interações antiferromagnéticas. Os resultados na �gura 3.3 (b) indicam um
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Figura 3.3: Resultados para a susceptibilidade magnética (a) e inverso da susceptibilidade magnética (b)
em função da temperatura para alguns valores de J0/J . Na inserção na �gura (a) são apresentados os
resultados para a susceptibilidade magnética em função da interação ferromagnética J0 para diferentes
temperaturas. Publicado em (ZIMMER; SCHMIDT; MAGALHAES, 2014).

caráter ferromagnético para J0/J > 0, mesmo sem uma TC . No limite em que J0/J = 0

a extrapolação de χ−1 leva ao valor zero no eixo da temperatura, indicando a ausência

de interações dentro do cluster.

Os resultados para J0/J > 0 mostram que as interações ferromagnéticas dentro

do cluster estimulam a fase VS com clusters. Isso ocorre porque as interações ferro-

magnéticas intracluster favorecem estados em que os momentos do cluster estão todos

alinhados. Estes estados implicam em um grande momento magnético do cluster, o que

favorece o estabelecimento da fase VS. No entanto, a presença de interações ferromag-

néticas de curto alcance entre spins de diferentes clusters é capaz de estabilizar a fase

ferromagnética para uma intensidade su�cientemente grande de J0/J .

3.1.2 Interações antiferromagnéticas de curto alcance

A presença de interações antiferromagnéticas (J0 < 0) introduz uma competição

particularmente interessante entre as fases antiferromagnética e vidro de spin com clus-

ters. O diagrama de fase da �gura 3.2 mostra que, conforme a intensidade da interação

antiferromagnética aumenta, a Tf é reduzida até um certo valor crítico de J0/J , no qual

o comportamento vidro de spin com clusters é eliminado. Acima deste valor crítico, o

sistema apresenta uma ordem de longo alcance antiferromagnética com a TN proporcio-

nal a intensidade da interação antiferromagnética J0/J . A linha tracejada das transições

VS→PM e VS→AF foi determinada utilizando as spinodais, seguindo o mesmo proce-
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dimento utilizado no caso com interações ferromagnéticas.
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Figura 3.4: Resultados para a susceptibilidade magnética (a) e inverso da susceptibilidade magnética
(b) em função da temperatura para alguns valores de J0/J . Publicado em (ZIMMER; SCHMIDT;
MAGALHAES, 2014).

Na �gura 3.4 são apresentados os resultados da susceptibilidade magnética e do

inverso da susceptibilidade magnética para J0/J ≤ 0. Os resultados mostram uma fraca

dependência de χ com a temperatura quando T < Tf e J0/J < 0, o que é um resultado

condizente com o caráter antiferromagnético das interações intracluster. Isso indica que

a forte dependência com T em χ(T < Tf ) no caso FE é uma consequência das interações

ferromagnéticas dentro do cluster. Além disso, para uma intensidade de J0/J su�cien-

temente grande, a fase antiferromagnética é encontrada e a susceptibilidade magnética

apresenta um comportamento típico do modelo de Ising antiferromagnético, como pode

ser visto para J0/J = −0.20 na �gura 3.4 (a). Além disso, a extrapolação do inverso da

susceptibilidade magnética de altas temperaturas (3.4 (b)) leva a um valor negativo no

eixo da temperatura (T/J), indicando a presença de interações antiferromagnéticas.

3.1.3 Correlações entre primeiros vizinhos na fase vidro de spin

Embora a extrapolação linear de χ−1 revele informações sobre o tipo de interações

no sistema, uma informação relevante sobre o comportamento do sistema é obtida atra-

vés da correlação entre primeiros vizinhos2 dentro do cluster 〈σiσj〉intra. Esse observável
permite determinar a tendência de acoplamento entre dois spins em sítios vizinhos e foi

2As correlações entre primeiros vizinhos devem ser negativas em sistemas antiferromagnéticos e
positivas em ferromagnetos. As correlações entre segundos vizinhos são positivas em ambos os tipos de
sistemas magnéticos, portanto, optamos por estudar apenas as correlações entre primeiros vizinhos no
sistema.
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de�nida na equação 1.14. Ressaltamos que além da média térmica realizada explicita-

mente na equação 1.14, o cálculo da média con�guracional sobre a desordem também

foi realizada para obter as correlações. Neste trabalho vamos considerar apenas a corre-

lação entre spins dentro do cluster, o que implica em uma medida de correlações locais.

Portanto, 〈σiσj〉intra não é um resultado válido para todo sistema ou para spins que

pertencem a diferentes clusters.
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Figura 3.5: Correlações entre primeiros vizinhos dentro do cluster ν em função da temperatura (a) e
em função de J0/J (b).

Na �gura 3.5 são apresentados resultados para a correlação entre primeiros vizi-

nhos para um cluster com ns = 4. O grá�co da �gura 3.5 (a), mostra os resultados de

〈σiσj〉intra em função da temperatura pra vários valores de J0/J . Para J0/J = 0.10, as

correlações são positivas para qualquer temperatura. Para altas temperaturas, quando

q = 0, as correlações tem um caráter paramagnético, mas seu valor positivo indica

a presença de interações ferromagnéticas. Abaixo da Tf , as correlações entre primei-

ros vizinhos crescem rapidamente, conforme a temperatura diminui. Isso indica que a

desordem intercluster e as interações ferromagnéticas intracluster levam a correlações

ferromagnéticas em temperaturas baixas. De fato, mesmo na ausência de interações fer-

romagnéticas dentro do cluster, a desordem favorece estados com momentos magnéticos

do cluster alinhados, o que é evidenciado pelo resultado para J0/J = 0 na �gura 3.5 (a).

Portanto, a presença de desordem leva ao desenvolvimento de correlações ferromagnéticas

dentro do cluster.

No caso antiferromagnético, os resultados para 〈σiσj〉intra indicam uma forte com-

petição entre desordem interclusters e interações antiferromagnéticas intracluster. En-

quanto a desordem leva a uma tendência de alinhamento dos spins dentro de um dado

cluster, as interações antiferromagnéticas favorecem um estado com primeiros vizinhos
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antiparalelos. Além disso, as interações antiferromagnéticas podem levar a um momento

magnético nulo do cluster, o que desfavorece o comportamento vidro de spin com clusters.

Os resultados da �gura 3.5 (a) para 0 > J0/J ≥ −0.14, mostram que o sistema apresenta

correlações antiferromagnéticas em altas temperaturas. No entanto, abaixo da Tf a cor-

relação entre primeiros vizinhos dentro do cluster é positiva, indicando uma tendência

de acoplamento ferromagnética, mesmo na presença de interações antiferromagnéticas de

curto alcance. Por outro lado, interações antiferromagnéticas su�cientemente grandes su-

primem o comportamento VS e o sistema apresenta correlações antiferromagnéticas no

regime de baixas temperaturas, como pode ser visto para J0/J = −0.20.

Na �gura 3.5 (b) são apresentados os resultados para as correlações entre pri-

meiros vizinhos em função de J0/J em temperaturas �xas. Os resultados mostram o

comportamento de 〈σiσj〉intra na região −0.10 ≤ J0/J ≤ 0.10 em diferentes temperatu-

ras. Para estes valores de J0/J , o sistema encontra-se na fase VS com clusters para baixas

temperaturas e é possível analisar como as correlações do sistema se comportam dentro

desta fase. O resultado particularmente interessante é que, mesmo quando as interações

são antiferromagnéticas, o sistema apresenta correlações ferromagnéticas, que aumen-

tam conforme a temperatura diminui. Tais correlações diminuem conforme a interação

antiferromagnética torna-se mais intensa. Para temperaturas mais elevadas e interações

antiferromagnéticas mais intensas o sistema pode apresentar correlações negativas, como

mostram os resultados para kBT/J = 0.75 quando J0/J ≈ −0.10.

Os resultados para a competição entre as fases vidro de spin, antiferromagnética

e ferromagnética são úteis no estudo de diversos sistemas magnéticos que apresentam

desordem e interações de curto alcance. No entanto, propomos uma comparação qualita-

tiva entre nossos resultados e os resultados experimentais obtidos com a liga CeNi1−xCux
(MARCANO; ESPESO; SAL, 2013). Como não consideramos o efeito Kondo neste tra-

balho, nos limitamos a analisar a região em que 0.5 ≤ x ≤ 1 (veja o diagrama de fase

da �gura 1.9). Nesta região, o sistema apresenta uma competição entre antiferromagne-

tismo e vidro de spin, na qual as interações Kondo tem um efeito reduzido (MARCANO;

ESPESO; SAL, 2013).

Propomos que os materiais CeNi1−xCux, com 0.5 ≤ x ≤ 1 , podem ter parte

do seu comportamento magnético estudado com base nos resultados apresentados no

diagrama de fase da �gura 3.2, na região em que J0/J < 0.5. É importante reforçar que

nossa abordagem não abrange concentrações em que x < 0.5, nas quais o efeito Kondo

torna-se mais relevante. É também por isso que nos limitamos a relacionar os resultados

experimentais à região em que as interações ferromagnéticas J0/J não são intensas o

su�ciente para estabilizar a fase ferromagnética.

Na �gura 3.6 são ilustrados os resultados para J0/J < −0.15 e −0.1 < J0/J < 0.
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Figura 3.6: Representação esquemática dos resultados obtidos para J0/J < −0.15 e −0.1 < J0/J < 0.
Para J0/J < −0.15 o sistema apresenta uma ordem de longo alcance antiferromagnética, sem formação
de clusters. Para −0.10 < J0/J < 0 o sistema apresenta o comportamento vidro de spin com clusters.
Neste regime, as correlações são antiferromagnéticas imediatamente abaixo da Tf , mas passam a ser
ferromagnéticas conforme T diminui.

Na região em que J0/J < −0.15 o sistema apresenta uma ordem de longo alcance antifer-

romagnética, sem formação de clusters. Quando −0.10 < J0/J < 0 o sistema apresenta

o comportamento vidro de spin com clusters, no qual as correlações são antiferromag-

néticas imediatamente abaixo da Tf e passam a exibir um caráter ferromagnético em

baixas temperaturas. Neste regime 〈σiσj〉intra assume valores positivos altos, de forma

semelhante a um material ferromagnético. Porém, o sistema não apresenta temperatura

de Curie. Estes resultados podem ser comparados aos obtidos nos materiais CeNi1−xCux,

com 0.5 ≤ x ≤ 1, nos quais a ordem antiferromagnética é substituída por um comporta-

mento VS com correlações ferromagnéticas intracluster em baixas temperaturas. A fase

VS com clusters é também encontrada para 0 < J0/J < 0.5, sendo que correlações fer-

romagnéticas podem ser encontradas mesmo em temperaturas mais altas, como mostra

a �gura 3.5.

É importante ressaltar que nas ligas CeNi1−xCux, os resultados experimentais
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indicam um comprimento de correlação grande, o que implica em momentos magnéticos

distantes apresentando correlações ferromagnéticas. Neste material os clusters contém

um número muito grande de momentos magnéticos e o próprio tamanho destes clusters,

que é associado ao comprimento de correlação, depende da temperatura e de x. Em

nossa abordagem, os clusters tem um tamanho �xo, somente correlações entre primeiros

vizinhos são consideradas e o problema é tratado em termos de mecânica estatística

de equilíbrio. Porém, mesmo com uma abordagem limitada, nossos resultados indicam

que a desordem entre clusters pode favorecer correlações ferromagnéticas, ainda que

as interações de curto alcance no sistema sejam antiferromagnéticas. Este resultado

pode ajudar a explicar o desenvolvimento de correlações ferromagnéticas nos materiais

CeNi1−xCux para 0.3 ≤ x ≤ 0.6 (MARCANO; ESPESO; SAL, 2013), indicando que

estas correlações podem ser energeticamente favorecidas pela desordem, mesmo em um

cenário em que as interações ferromagnéticas não são tão representativas no sistema.

3.2 Efeitos do tamanho de clusters na competição entre fases magnéticas

Discutimos nesta seção o efeito do tamanho de clusters na competição entre vidro

de spin e ferromagnetismo ou antiferromagnetismo. Apresentamos diagramas de fase da

temperatura kBT/J pela interação de troca J0/J e iniciamos discutindo a competição

entre VS e ferromagnetismo. Em seguida, apresentamos os diagramas de fases para a

competição entre VS e antiferromagnetismo e �nalizamos relacionando nossos resultados

teóricos e o comportamento magnético das nanopartículas de TbCu2 (ECHEVARRIA-

BONET et al., 2013).

3.2.1 Resultados para o sistema sem desordem

Como mencionamos anteriormente, a adaptação da TCMCC proposta neste tra-

balho, visando aumentar o tamanho dos clusters utilizados sem elevar signi�cativamente

o custo computacional, não compromete os resultados obtidos para temperatura crítica

no modelo de Ising sem desordem. Na tabela 3.1, são apresentados os resultados para a

temperatura crítica reduzida kBTC/|J0| no sistema sem desordem (J = 0), considerando

alguns tamanhos de clusters utilizados neste trabalho.

Embora a convergência da temperatura crítica para o valor exato indique que a

acurácia do método não é prejudicada pela adaptação proposta, não objetivamos com

este trabalho realizar extrapolações no limite em que ns → ∞. É importante ressaltar
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Tabela 3.1: Comparação da temperatura crítica reduzida (kBTc/|J0|) do caso sem desordem para alguns
tamanhos de cluster. O resultado exato também é apresentado.

ns 4 9 16 Exato
kBTC/J0 2.362 2.362 2.361 2.269

que as temperaturas críticas na tabela 3.1 são resultados válidos para os sistemas com

interações FE (TC) e AF (TN), ou seja, a temperatura crítica reduzida independe do

sinal de J0 na rede quadrada com interações de primeiros vizinhos.

A proximidade das temperaturas críticas na tabela 3.1 indica que o tamanho dos

clusters praticamente não altera o comportamento do sistema na ausência de desordem.

Isso torna vantajosa a aplicação da TCMCC adaptada em relação a outros métodos de

campo médio, como a TCMC, na qual o tamanho do cluster altera signi�cativamente

o resultado para kBTc/|J0|, uma vez que desejamos estudar os efeitos dos tamanhos de

clusters em sistemas desordenados e, aparentemente, na TCMCC o tamanho dos clusters

não altera a escala de energia associada ao estabelecimento das ordens convencionais,

ferromagnética ou antiferromagnética. Portanto, o efeito do tamanho dos clusters torna-

se relevante apenas na presença de desordem. Os resultados obtidos para o sistema

desordenado são descritos e discutidos a seguir.

3.2.2 Clusters com interações ferromagnéticas

Na seção 3.1 mostramos que interações ferromagnéticas favorecem o comporta-

mento VS até um certo valor de J0/J , no qual o estado ferromagnético é estabilizado.

Agora, apresentamos os diagramas de fase para clusters com 4, 6, 8, 9, 12 e 16 sítios,

buscando compreender o efeito do tamanho do cluster na estabilização da fase VS na

presença de interações ferromagnéticas.

Na �gura 3.7 são apresentados os diagramas de fase da temperatura kBT/J em

função da interação de curto alcance J0/J para a competição entre VS e ferromagnetismo.

As transições de segunda ordem (linhas sólidas) foram obtidas através do parâmetro de

ordem vidro de spin q e da magnetização por spin. As linhas tracejadas indicam limites

de estabilidade da fase VS, determinados através das spinodais da fase VS, conforme

descrito na seção 3.1. Os resultados mostram que o tamanho dos clusters não afeta

qualitativamente o diagrama de fase, sendo que para todos os tamanhos de cluster a

Tf cresce conforme J0/J aumenta. Isso ocorre até um valor crítico de J0/J , no qual a

ordem FE é estabilizada. No entanto, o valor crítico de J0/J cresce consideravelmente

conforme ns cresce. Além disso, quanto maior ns, maior é a Tf máxima na qual a fase

VS pode ser encontrada. Por outro lado, a dependência da TC com J0/J não é afetada
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Figura 3.7: Diagrama de fase da temperatura kBT/J em função da interação de curto alcance J0/J para
a competição entre VS e ferromagnetismo. Linhas sólidas representam transições de segunda ordem e
linhas tracejadas são as spinodais da fase vidro de spin com clusters. A inserção mostra a temperatura
de congelamento para diferentes tamanhos de clusters e uma intensidade de J0/J �xa. Publicado em
(ZIMMER; SCHMIDT; MAGALHAES, 2014).

consideravelmente pelo tamanho do cluster, como mostramos na tabela 3.1.

Os diagramas de fase mostram que somente no limite em que J0/J = 0 a Tf
é a mesma para qualquer tamanho de cluster, o que indica que a in�uência do tama-

nho de cluster na estabilização da fase VS está diretamente associada à presença de

interações intracluster. Na inserção na �gura 3.7 é mostrado o comportamento da Tf
para diferentes tamanhos de clusters com J0/J = 0.1. Os resultados indicam que a Tf
cresce monotonicamente com o tamanho dos clusters para um valor �xo de J0/J . Isso

indica que um maior número de spins interagindo ferromagneticamente contribui para o

estabelecimento da fase VS.

O aumento no valor crítico de J0/J para o qual o sistema passa a apresentar a fase

FE também indica o favorecimento da fase VS pelo o aumento no número de sítios. Isso

mostra que o aumento no número de spins acoplados ferromagneticamente favorece ener-

geticamente um momento magnético alto, que por sua vez, favorece o estabelecimento

da fase VS para intensidades mais altas de J0/J .
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3.2.3 Clusters com interações antiferromagnéticas

Na seção 3.1 mostramos que interações antiferromagnéticas favorecem clusters

com momentos magnéticos pequenos, o que di�culta o estabelecimento da fase VS. Agora,

buscamos compreender o efeito do tamanho dos clusters na estabilização da fase VS

na presença de interações antiferromagnéticas. Para isso, apresentamos na �gura 3.8

diagramas de fases da temperatura kBT/J pela interação de troca J0/J para clusters

com ns igual a 4, 6, 8, 9, 12 e 16.
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Figura 3.8: Diagrama de fase da temperatura kBT/J em função da interação de curto alcance J0/J para
a competição entre VS e antiferromagnetismo. Linhas sólidas representam transições de segunda ordem
e linhas tracejadas são as spinodais da fase vidro de spin com clusters. A inserção mostra a temperatura
de congelamento para diferentes tamanhos de clusters e uma intensidade de J0/J �xa. Publicado em
(ZIMMER; SCHMIDT; MAGALHAES, 2014).

O tamanho do cluster, assim como no caso ferromagnético, não afeta qualitati-

vamente o diagrama de fase para a competição entre VS e antiferromagnetismo. Nos

diagramas da �gura 3.8, a Tf é reduzida até um valor crítico de J0/J no qual a ordem

antiferromagnética é estabilizada. No entanto, vemos que a intensidade máxima de J0/J

para a qual a fase VS ainda é encontrada no sistema é reduzida conforme ns aumenta.

Além disso, para um valor �xo de J0/J , quanto maior ns, menor é a Tf . Isso pode

ser visualizado na inserção da �gura 3.8, que mostra os valores de Tf para diferentes

tamanhos de clusters, nos quais J0/J = −0.1.

Os resultados apresentados na �gura 3.8 mostram que na competição entre a fase
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VS e antiferromagnetismo, quanto maior ns, menor é a intensidade de J0/J necessária

para estabilizar a ordem antiferromagnética. Portanto, o aumento no tamanho de clus-

ters leva a um favorecimento da fase antiferromagnética. Isso signi�ca que, de forma

similar ao caso ferromagnético, o aumento do número de sítios do cluster intensi�ca o

efeito das interações intracluster. Concluímos então, que mais pares acoplados antifer-

romagneticamente levam o sistema a uma situação energética que favorece um momento

de cluster nulo, o que di�culta a estabilização da fase VS.

Podemos utilizar nossos resultados teóricos para analisar o comportamento mag-

nético das nanopartículas de TbCu2 (ECHEVARRIA-BONET et al., 2013). É impor-

tante ressaltar que as nanopartículas de TbCu2 contém um número muito maior de spins

e que há uma grande quantidade de efeitos que não são considerados pela nossa aborda-

gem. Para exempli�car, as nanopartículas de TbCu2 apresentam momentos magnéticos

descompensados na superfície, que interagem mais fracamente com os spins no interior

da nanopartícula. Em nossa abordagem, consideramos clusters com 4 ≤ ns ≤ 16 e não

há momentos descompensados na superfície3. De fato, a estabilização de uma fase VS

neste sistema experimental é atribuida aos momentos descompensados na superfície das

nanopartículas que tornam-se mais relevantes quando o tamanho das nanopartículas é

reduzido. Com isso, ocorre uma competição entre a desordem, associada aos spins de

superfície, e interações antiferromagnéticas.

Nossos resultados teóricos mostram que quanto menores os clusters, maior é a Tf
na qual a fase vidro de spin pode ser encontrada, concordando com o obtido no composto

TbCu2. Além disso, quando o sistema é dividido em clusters menores, a intensidade má-

xima de J0/J para a qual a fase VS é encontrada é maior. Portanto, nossos resultados

indicam que mesmo sem o efeito de spins descompensados, quanto menores os clusters,

mais a fase VS é favorecida em detrimento da fase antiferromagnética. Isso signi�ca que

clusters menores levam a uma situação energética favorável à desordem. Nas nanopar-

tículas de TbCu2 spins descompensados introduzem um momento magnético não-nulo,

o que favorece a desordem, tornando possível a estabilização da fase VS. No entanto,

a desordem associada aos spins descompensados encontra um cenário energético mais

favorável à estabilização da fase VS quando as partículas são su�cientemente pequenas.

3Embora o cluster com ns = 9 tenha um momento descompensado, ele não é su�ciente para introduzir
uma situação energética que favoreça a fase VS, como podemos observar pelos resultados apresentados
nos diagramas de fase da �gura 3.8.



CONCLUSÃO

Neste trabalho, estudamos a competição entre ferromagnetismo, antiferromagne-

tismo e vidro de spin em uma formulação com clusters. O modelo adotado considera dois

tipos de interações: uma desordenada (J), semelhante a introduzida no modelo de van

Hemmen (HEMMEN, 1982); e outra de curto alcance (J0), que pode ser ferromagnética

ou antiferromagnética. As interações desordenadas ocorrem entre o momento magné-

tico de clusters e contribuem para o estabelecimento da fase VS. As interações de curto

alcance ocorrem entre spins em sítios vizinhos e contribuem para o estabelecimento da

ordem ferromagnética ou antiferromagnética, dependendo do sinal da interação. As in-

terações de curto alcance foram tratadas dentro da teoria de campo médio com clusters

correlacionados (TCMCC) (YAMAMOTO, 2009), que consiste na divisão da rede em

clusters idênticos. As interações intracluster são calculadas exatamente e as interações

entre clusters distintos são aproximadas através de campos efetivos. Além da utilização

da TCMCC para clusters com 4 sítios, propomos uma adaptação da TCMCC original,

visando a aplicação da técnica a clusters com mais de 4 sítios. Esta adaptação foi apli-

cada a clusters com 6, 8, 9, 12 e 16 sítios. O procedimento analítico para obtenção do

problema efetivo de um único cluster foi descrito em detalhes no capítulo 2.

Iniciamos pelo estudo do efeito de correlações ferromagnéticas e/ou antiferromag-

néticas no estabelecimento da fase VS. Para isso, utilizamos a versão original da TCMCC

aplicada em uma rede quadrada dividida em clusters com 4 sítios. Os resultados mos-

tram um aumento da Tf quando a interação ferromagnética aumenta até um certo valor

crítico, no qual a fase ferromagnética torna-se dominante. Por outro lado, na presença

de interações antiferromagnéticas, o sistema apresentou uma redução da Tf , conforme

a intensidade da interação antiferromagnética aumentava. Para um dado valor crítico

da interação AF, a fase VS deixa de ser apresentada e a ordem antiferromagnética é

estabilizada. Estes resultados são uma consequência da tendência energética introdu-

zida pelas interações intracluster, que para o caso AF, favorecem um estado em que o

momento do cluster é nulo. Por outro lado, a presença de interações ferromagnéticas

leva a um momento magnético não-nulo, o que favorece o efeito da desordem e, portanto,

o estabelecimento da fase VS.

Buscando compreender melhor a interessante competição entre VS e antiferromag-

netismo, obtivemos resultados para as correlações spin-spin entre primeiros vizinhos. Os

resultados mostram que interações antiferromagnéticas favorecem pares antiparalelos,

levando a correlações spin-spin negativas entre primeiros vizinhos. Por outro lado, a

desordem leva o sistema a uma tendência energética em que o momento do cluster é
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não-nulo, o que é contrário ao estado antiferromagnético. Nossos resultados mostram

que para desordens intensas e temperaturas su�cientemente baixas, mesmo um sistema

com interações antiferromagnéticas de curto alcance apresenta correlações ferromagné-

ticas. Embora estes resultados para a competição entre as fase VS com clusters, AF e

FE sejam úteis no estudo de diversos sistemas magnéticos que apresentam desordem e

interações de curto alcance, propomos uma comparação qualitativa entre nossos resul-

tados e os obtidos experimentalmente para o composto de CeNi1−xCux (MARCANO;

ESPESO; SAL, 2013). Nossos resultados para J0/J < 0.5, como ilustrado no diagrama

da �gura 3.2, condizem qualitativamente com os obtidos para a liga de CeNi1−xCux na

região 0.5 ≤ x ≤ 1. O principal resultado, neste caso, é que obtivemos correlações

ferromagnéticas entre primeiros vizinhos em um sistema com interações antiferromagné-

ticas de curto alcance. Isso signi�ca que as correlações ferromagnéticas de curto alcance,

encontradas no composto CeNi1−xCux, podem ser uma consequência das interações de-

sordenadas no sistema, que favorecem um momento magnético não-nulo dos clusters.

Com isso, no material CeNi0.7Cu0.3 as interações de curto alcance predominantes podem

ainda ser antiferromagnéticas, mesmo o sistema apresentando correlações ferromagnéti-

cas em um regime de baixas temperaturas. Outro aspecto que merece destaque é que,

em nosso modelo, é possível obter correlações ferromagnéticas bastante intensas, mesmo

sem uma transição para a fase FE. Este resultado concorda com o obtido para o sistema

CeNi1−xCux para 0.3 ≤ x ≤ 0.7, o qual apresenta correlações ferromagnéticas dentro da

fase VS, sem uma transição de fases VS→FE.

Após o estudo detalhado do sistema com clusters de 4 sítios, focamos no efeito

do tamanho dos clusters em sistemas com interações ferromagnéticas ou antiferromag-

néticas de curto alcance. Os resultados mostram que o tamanho dos clusters não afeta

qualitativamente os diagramas de fase obtidos para as competições entre antiferromag-

netismo e vidro de spin e entre ferromagnetismo e vidro de spin. Isso porque em todos os

tamanhos de cluster a Tf cresce conforme a interação ferromagnética aumenta e diminui

conforme a intensidade da interação antiferromagnética aumenta. No entanto, no caso

ferromagnético, conforme o número de sítios ns cresce, maior deve ser a interação FE

para eliminar a fase VS. Além disso, quanto maior ns, maior é a Tf máxima na qual

a fase VS pode ser encontrada. Por outro lado, quando as interações de curto alcance

são antiferromagnéticas, quanto menor ns, maior deve ser a intensidade da interação

AF para eliminar a fase VS. Isso signi�ca que o crescimento no número de sítios do

cluster intensi�ca os efeitos das interações intracluster, sejam elas ferromagnéticas ou

antiferromagnéticas.

Os resultados para a competição entre antiferromagnetismo e vidro de spin podem

ser utilizados para analisar o comportamento magnético das nanopartículas de TbCu2
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(ECHEVARRIA-BONET et al., 2013). Embora nossa abordagem seja limitada a clusters

pequenos, sem considerar efeitos de spins descompensados, nossos resultados teóricos

mostram que quanto menores os clusters, maior é a Tf na qual o comportamento vidro de

spin pode ser encontrado. Além disso, quando o sistema é dividido em clusters menores,

a intensidade máxima de J0/J para a qual a fase VS é encontrada é maior. Isso signi�ca

que mesmo sem o efeito de spins descompensados, quanto menores os clusters, mais a fase

VS é favorecida energeticamente em um sistema com interações AF. Nas nanopartículas

de TbCu2, a presença de spins descompensados introduz um momento magnético não-

nulo nas nanoparículas, o que favorece a desordem. Nosso resultados permitem a�rmar

que a desordem encontra um cenário energético mais favorável à estabilização da fase

VS quando as partículas são su�cientemente pequenas. Neste cenário, a presença de

spins descompensados pode levar à estabilização da fase VS para uma intensidade de

desordem ainda menor.

Como indicam os comparativos entre resultados teóricos e experimentais, a teo-

ria de campo médio com clusters correlacionados é uma valiosa ferramenta no estudo

de sistemas desordenadas. Além do estudo dos efeitos de correlações e do tamanho de

clusters no estabelecimento da fase VS, propomos que a TCMCC com desordem pode

ser aplicada ao estudo de outros sistemas nos quais desordem e interações de curto al-

cance competem. Dentro desta proposta, o estudo do efeito de frustração geométrica

em sistemas desordenados segue como foco imediato em nossa linha de trabalho. Nesta

linha, obtivemos alguns resultados iniciais, publicados no periódico internacional Phy-

sica Scripta (SCHMIDT; ZIMMER; MAGALHAES, 2015), no qual utilizamos a teoria

de campo médio com clusters para estudar efeitos de frustração geométrica em sistemas

desordenados. Nossos resultados iniciais mostram que a TCMC não capta os efeitos de

frustração geométrica necessários para um estudo rigoroso da relação entre desordem e

frustração geométrica. Diante disso, realizamos um estudo da TCMCC aplicada a rede

kagome antiferromagnética, que levou a resultados em excelente concordância com os

exatos (SYÔZI, 1951). Neste sistema geometricamente frustrado, estudamos os efeitos

de desordem, obtendo resultados conclusivos, os quais foram aceitos para publicação no

periódico internacional Physica A. Além do estudo de sistemas geometricamente frus-

trados e desordenados, pretendemos incluir efeitos de �utuações quânticas em nossos

trabalhos futuros.
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APÊNDICES



A - EXPANSÃO DE STIRLING

Para demonstrar a aproximação de Stirling será necessário utilizar o método de

Laplace para aproximação de integrais, no qual

lim
n→+∞

 ∫ b
a
enf(x) dx(

enf(x0)
√

2π
n(−f ′′(x0))

)
 = 1 (3.1)

onde f(x) é uma função de x duplamente diferenciável no intervalo [a, b]. Além disso,

x0 ∈ [a, b] e é o único valor para o qual f(x) é máximo, ou seja, f(x0) = max[a,b] f(x).

Partimos de

n! = Γ(n+ 1) =

∫ ∞
0

tne−t dt =

∫ ∞
0

tne−t dt. (3.2)

Podemos reescrever a última integral, utilizando tn = (eln t)n = en ln t:

n! =

∫ ∞
0

en ln te−t dt =

∫ ∞
0

en ln t−t dt. (3.3)

Assumimos que t = nk, portanto dt = n dk e, considerando lnnk = lnn+ ln k, podemos

escrever

n! =

∫ ∞
0

en lnnk−nkn dk =

∫ ∞
0

nen lnnen ln k−nk dk. (3.4)

A primeira exponencial não depende de k, portanto

n! = nen lnn

∫ ∞
0

en(ln k−k) dk. (3.5)

A integral restante pode ser aproximada utilizando a Eq. 3.1, considerando n→ +∞ e

f(k) = ln k − k, temos que

∫ ∞
0

enf(k) dk = enf(k0)

√
2π

n(−f ′′(k0))
. (3.6)

Para encontrar o máximo de f(k), tomamos a primeira derivada e igualamos a zero.

Assim, temos

f ′(k) = (ln k − k)′ = 1/k − 1 = 0 (3.7)

e, portanto k0 = 1, já que f ′′(k) = (1/k − 1)′ = −1/k2 será negativo se k = k0 = 1,

con�rmando que f(1) é o ponto de máximo. Portanto, temos f(k0) = −1 e f ′′(k0) = −1.
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Aplicando em 3.6: ∫ ∞
0

enf(k) dk = e−n
√

2π

n
. (3.8)

A relação acima é válida no limite n→ +∞. Tomaremos esta relação como sendo

uma aproximação para um n su�cientemente grande. Portanto,

n! ≈ nen lnne−n
√

2π

n
= (elnn)ne−n

√
2πn2

n
= nne−n

√
2πn, (3.9)

ou, tomando lnn! ≈ ln (nne−n
√

2πn) = lnnn + ln e−n + ln
√

2πn, temos

lnn! ≈ n lnn− n+ ln
√

2πn ≈ n lnn− n. (3.10)



APÊNDICE B

TEORIA DE CAMPO MÉDIO COM CLUSTERS CORRELA-

CIONADOS ADAPTADA - CLUSTER COM ns = 16

A aplicação da teoria de campo médio com clusters correlacionados adaptada,

aplicada a um cluster com ns = 16, é descrita a seguir. Na �gura 3.9 é ilustrada

a aplicação da TCMCC adaptada em uma rede quadrada composta por clusters com

ns = 16. O campo médio que atua sobre o sítio 2 (mσ1σ2σ3) depende do estado dos spins

nos sítios 1, 2 and 3, enquanto os campos médios que atuam no sítio 1 (mσ1σ2 e mσ1σ5)

dependem dos estados dos spins nos sítios 1 e 2 e 1 e 5. Neste sistema dividido em

clusters com ns = 16 a TCMCC original implicaria na obtenção de 25 campos médios,

sendo 24 para spins em sítios no canto do cluster e 24 para spins que pertencem aos sítios

na borda do cluster que não fazem parte do canto. Em nossa adaptação da TCMCC,

são necessários apenas 12 campos médios para resolver o problema efetivo de um único

cluster, dado pelo hamiltoniano

Hef = −J(ξ + η)q
∑
i∈ν

σi −
∑

(i,j)∈ν

J0σiσj −
∑
i∈ν̄

hiefσi (3.11)

no qual ν̄ representa sites da borda do cluster ν. O campo efetivo é dado por hief =

J0(mσiσj +mσiσk) se o sítio i pertence ao canto do cluster ν e é dado por hief = J0m
σkσiσj

para outros sítios de ν̄ (j e k são os primeiros vizinhos do sítio i pertencentes à borda

do cluster). As interações desordenadas são tratadas como descrito na seção 1.3.4.3.

Os campos médios mss′ e mss′s′′ são obtidos seguindo um procedimento análogo

ao descrito na seção 2.3. mss′s′′ é dado por

mss′s′′ = 〈〈σk′〉〉ξ,η |s=±1,s′=±1,s′′=±1 =

〈
Trσk′e

−βH′ef

Tre−βH
′
ef

〉
ξ,η

, (3.12)

onde k′ = 14′ (veja a Figura (3.9)) e o hamiltoniano do cluster ν ′ considera que os spins

σ13′ , σ14′ e σ15′ acoplam com spins s, s′ e s′′ do cluster ν (sítios 1, 2 e 3), respectivamente.

Explicitamente,

H′ef = −J(ξ + η)q
∑
i∈ν′

σi −
∑

(i,j)∈ν′
J0σiσj

−
∑
i∈ν̄′

i6={13′,14′,15′}

hiefσi − J0 [σ13′(s+mσ13′σ9′ ) + σ14′s
′ + s′′σ15′ ] .

(3.13)
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Figura 3.9: Descrição esquemática da aplicação da teoria de campo médio com clusters correlacionados
em uma rede quadrada composta por clusters com ns = 16 dividida em sub-redes A (◦) e B (•). As
interações intracluster são representadas por linhas sólidas e os campos médios são representados por
setas. Na �gura (a) são representadas as interações e campos médios do cluster central ν. Os campos
médios atuando sobre o cluster ν′ são representados em (b). Em ν′ os campos médios provenientes
de spins do cluster ν são substituídos por parâmetros que podem assumir valores ±1. Publicado em
(ZIMMER; SCHMIDT; MAGALHAES, 2014).

Para calcular mss′ , consideramos a equação

mss′ = 〈〈σ13′〉〉ξ,η |s=±1,s′=±1 =

〈
Trσ13′e

−βH′ef

Tre−βH
′
ef

〉
ξ,η

. (3.14)

(3.14) com H′ef de�nido em (3.13), no qual s′′ é substituído por mσ16′σ15′σ14′ . Neste caso,

os spins σ13′ e σ14′ acoplam com os spins s (σ1) e s′ (σ2), respectivamente.

É importante obervar que mss′ , mss′s′′ e q com Hef de�nido na equação 3.11

devem ser resolvidos auto-consistentemente. Após, a magnetização pode ser obtida. A

aplicação para quaisquer tamanhos de clusters com interações ferromagnéticas segue o

procedimento descrito acima, e o resultado para clusters com ns = 4 é recuperado, pois

campos com mss′s′′ não estarão presentes nos cálculos.

Para estudar a competição entre vidro de spin e antiferromagnetismo para ns

maiores que 4, consideramos uma estrutura de sub-redes. Com isso, as equações (3.11)-
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(3.13) são escritas com uma distinção explícita destas sub-redes. A divisão do cluster

com ns = 16 em sub-redes A e B é ilustrada na �gura 3.9. A simetria dos campos médios

pode também ser explorada: mss′
A = −ms̄s̄′

B e mss′s′′
A = −ms̄s̄′s̄′′

B , com s = −s̄, s′ = −s̄′

e s′′ = −s̄′′. O cálculo numérico dos campos médios, do parâmetro de ordem VS e

da magnetização de sub-redes é feito de forma análoga à descrita no caso com ns = 4,

conforme descrito na seção 2.2, no entanto, utilizando a TCMCC adaptada para clusters

grandes.


