Universidade Federal de Santa Maria,
Centro de Ciéncias Naturais e Exatas

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Perseguicao e Fuga

em Modelos Presa-Predador

Priscila Azevedo da Silveira |
Mestrado em Matemadtica - Santa Maria - RS

Orientadora: Diomar Cristina Mistro

TEste trabalho teve apoio financeiro da CAPES.



Perseguicao e Fuga

em Modelos Presa-Predador

Este exemplar corresponde a redacao final da
dissertagao devidamente corrigida e defendida por
Priscila Azevedo da Silveira e aprovada pela
comissao julgadora.

Santa Maria, 04 de Margo de 2010.

Profa. Dra. Diomar Cristina Mistro.
Orientadora

Banca examinadora:

Profa. Dra. Diomar Cristina Mistro (Orientadora, CCNE - UFSM)
Profa. Dra. Maria Cristina Varriale

Profa. Dra. Rosemaira Dalcin Copetti

Disssertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao em Matemética, UFSM, como requi-
sito parcial para obtencao do titulo de Mestre em
Matematica.



11

Aos meus pais, Luiz Carlos e Neusa,
meus maiores e eternos mestres.



Agradecimentos

Ao concluir este trabalho gostaria de agradecer...

A minha mae que sempre acreditou em mim.

Ao meu pai, que sempre me fez ter os pés no chao.

A Profa. Diomar, pela dedicacao, empenho e amizade na orientacao deste trabalho.
Ao Prof. Luiz, pelo apoio e incentivo ao longo desta pesquisa.

A amiga Carina, pela eterna amizade que construimos ao longo deste curso.

Ao Vinicius, pela compreensao, apoio e carinho, mesmo estando longe.

A minha famflia e aos meus amigos que sempre estiveram presentes.

A Profa. Rosemaira, que foi muito disposta em me ajudar com as figuras.

Ao Prof. Wesley, pela boa vontade ao fornecer alguns exemplos biolégicos presentes

neste trabalho.
Aos professores do Programa, pelo conhecimento transmitido.

A CAPES, pelo apoio financeiro através de uma bolsa de estudos.

111



Resumo

Esta dissertacao tem como objetivo principal, propor e analisar a dinamica espaco-
temporal de modelos presa-predador discretos que consideram a fuga e a perseguicao
de uma espécie com relacao a outra. O modelo é formulado através de Redes de
Mapas Acoplados, isto é, um sistema de equacoes a diferencas acopladas pela dis-
persao. Consideramos que as presas apresentam crescimento dependente da densi-
dade e resposta funcional Holling do tipo I. Os predadores vao a extingao na auséncia
das presas. Para analisar os efeitos da movimentacao por taxia sobre os resultados
do modelo, apresentamos inicialmente um esquema de movimentagao por difusao.
Em seguida, formulamos uma regra de dispersao que leva em consideracao ape-
nas informagoes locais. Apresentamos finalmente, um esquema para descrever uma
prospeccao quase local, isto é, quando os individuos coletam informacoes em uma
vizinhanga da posicao em que se encontram.

Realizamos simulagoes dos modelos para diversas combinacoes de regras de movi-
mentacao e comparamos os resultados de diferentes situagoes. Concluimos que o
comportamento de movimentagao de presas e predadores tem um papel relevante
na sua dinamica espago-temporal e nao pode ser ignorado na modelagem destes

sistemas.
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Abstract

The main purpose of this dissertation is to propose and analyze the effects of pursuit
and evasion on predator-prey spatiotemporal dynamics. We use a Coupled Map
Lattices formulation in which a system of difference equations is coupled by dispersal.
We consider that prey population present density dependent growth and suffer linear
predation. Predators go to extinction in the absence of preys. In order to analyze
the effects of taxis movement on the results of the model, we initially present a
simple diffusion scheme for dispersal. Then, we formulate a dispersal rule that takes
into account only local information, which leads to a taxis flux. Finally, in order
to describe a quasi-local search, that is, when individuals collect information in a
neighborhood of their current position, we present a third scheme of movement.
We developed numerical simulations for several parameter sets and different com-
binations of the dispersal scheme and compared the results. We conclude that the
dispersal behavior of predators and preys plays a crucial role on their spatiotemporal

dynamics and hence can not be omitted when modeling predator-prey interactions.
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Introducao

A sobrevivéncia de muitos organismos, desde bactérias até mamiferos, depende de sua
habilidade em localizar alimento, evitar predadores e atrair parceiros, o que exige
o processamento de uma grande variedade de sinais internos e externos. Assim,
a capacidade de migrar em resposta a determinados sinais desempenha um papel
crucial para uma grande variedade de espécies (Hillen & Painter, 2009).

A palavra taxia originou-se da palavra grega “tazis”, a qual significa combinar
(arranjar, organizar). A taxia ocorre quando individuos mudam seus padroes de
movimento em resposta a algum estimulo. Ela pode ser caracterizada como positiva
ou negativa, dependendo se ela é em direcao ao estimulo externo que afeta o padrao
de movimento ou na sua diregdo oposta (Chakraborty et al., 2007). No caso da
taxia ser negativa, chamamos de anti-taxia. Além disso, quando o individuo percebe
apenas informagoes locais, dizemos que a taxia é local.

Existem inimeros exemplos de animais que sao atraidos por diferentes tipos de
estimulos. Por exemplo, fontes luminosas (fototaxia) ou de calor, agrupamentos
de individuos da mesma espécie, altas concentracoes de nutrientes, qualidade do ali-
mento, etc (Rodrigues, 1998). O movimento dos predadores em resposta a densidade
de presas é frequentemente chamado de presa-taxia (Chakraborty et al., 2007). Por
outro lado, ha casos em que os organismos sao repelidos por influéncias negativas do
estimulo, por exemplo, um ambiente com altas temperaturas ou concentragoes muito
altas de coespecificos (algumas plantas, quando atacadas por insetos, ativam genes
de defesa para produzir substéncias protetoras).

Um dos tipos mais estudados de taxia é a quimiotaxia (Segel, 1984). O processo
de quimiotaxia ocorre quando individuos se locomovem de acordo com a distribuicao
de uma substancia quimica. Em seu modelo cléssico da década de 70, Keller e Segel
analisam o fenomeno de agregacao de amebas (Dictyostelium discoideum) atraidas

para regioes de maior concentracao de uma substancia quimica chamada adenosina



monofosfato ciclica que é secretada pelas préprias amebas (Rodrigues, 1998).

Na literatura especializada, muitos modelos parasitéide-hospedeiro (ou presa-
predador) consideram que os parasitdides (predadores) procuram por seus hospedeiros
(presas) aleatoriamente (Hassell et al., 1991). Esta hipdtese é matematicamente pru-
dente pois simplifica 0 modelo, mas é biologicamente simplista. Predadores tendem
a se agregar nas regioes de maior concentracao de presas como resultado de uma
procura nao aleatéria. Assim como presas tendem a se agregar em regioes de menor
concentragao de predadores (Hassell, 2000).

A localizacao frequentemente depende de estimulos visuais ou olfativos que podem
estar relacionados com a densidade das espécies. Os brotos avermelhados do Pinus
sylvestris atraem mais o parasitoide [toplectis conquisitor que os verdes por estarem
infestados de seu hospedeiro, a mariposa Rhyacionia buoliana. Algumas vezes, a
atracao ocorre sobre distancias consideraveis. Ha, também, exemplos de parasitoides
que sao atraidos pelos feromonios sexuais de seus hospedeiros, além de casos de
orientagao acustica (Hassel, 2000).

A mariposa do bicho-da-seda (Bombyz mori) consegue perceber o apelo sexual
de seu parceiro a quilometros de distancia e movimentar-se em direcao a substancia
atratora (Murray, 1977). Outros insetos, como os pulgoes, quando atacados liberam
um tipo de feromonio. Se liberarmos em uma plantacao infestadas por pulgoes uma
substancia que imita este feromonio, podemos fazer com que eles abandonem as
plantas e além disso fiquem mais expostos a acao dos predadores. Esta, portanto,
pode ser uma boa alternativa aos pesticidas convencionais (Rodrigues, 1998).

Um caso de orientagao actstica é o canto das cigarras (som provocado pela vi-
bragao de duas membranas do abdome do macho). A func¢ao do canto é reunir a
populagao de modo que se formem pequenos grupos, aumentando o ntimero de en-
contros entre machos e féemeas. Porém, este mesmo som que produz a agregacao dos
individuos da espécie atrai também um parasita da cigarra, chamado Colcondamyia
auditriz (Hassell, 1978).

Nos tltimos anos muitos autores tém se dedicado a analise dos efeitos da movi-
mentagao por taxia de presas (fuga) e predadores (perseguigao) sobre sua dinamica
espago-temporal devido ao importante papel que este processo desempenha em uma
grande variedade de fenémenos. Os trabalhos de Biktashev et al. (2004), Tyutyunov
et al. (2007) e Chakraborty et al. (2007) analisam sistemas de equagdes diferenciais
parciais, enquanto McCann et al. (2000), Bell et al. (2009), Bommarco et al. (2007)
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e Li et al. (2005) utilizam modelos discretos.

Nas ultimas décadas, muitos modelos tém surgido como alternativa aos modelos
continuos de reagao-difusao. Em modelos de reagao-difusao hé basicamente trés tipos
de variaveis: a densidade populacional, o espago e o tempo. Cada uma delas pode
ser tratada como continua ou discreta. Assim, diferentes tipos de modelos podem
surgir de acordo com as caracteristicas do problema.

Modelos de equagoes diferenciais parciais consideram a densidade populacional, o
tempo e o espago como sendo continuos. Em determinadas situagoes, uma formulacao
alternativa pode ser mais adequada. Para muitas espécies, animais e vegetais, os
eventos reprodutivos ocorrem em etapas bem definidas de tempo. Por exemplo,
plantas anuais e muitas espécies de aves e mamiferos. O intervalo de tempo en-
tre os eventos reprodutivos depende da espécie, sendo que pode haver sobreposicao
de geragoes ou nao. Nestes casos, o tempo deve ser considerado discreto e uma for-
mulagao através de equagoes a diferengas é mais apropriada (Edelstein, 1988; Murray,
1993; Allen, 2007).

Por exemplo, se a populagao apresenta caracteristicas sazonais (tempo discreto),
a dinamica pode ser modelada pelo acoplamento espacial de equagoes a diferencas
chamadas Redes de Mapas Acoplados (“Coupled Map Lattices”) as quais serao abor-
dadas no Capitulo 2. Este tipo de modelo considera o tempo e o espaco discretos e
a densidade continua.

A andlise de padroes espaciais e temporais resultantes de interagoes biologias
pode ser facilmente desenvolvida através de modelos discretos para simulagoes (Solé
& Bascompte, 2006). Hipdteses sobre o comportamento dos individuos bem como a
heterogeneidade espacial podem ser incorporadas e testadas.

Neste trabalho formulamos, analisamos qualitavamente e simulamos numerica-
mente modelos discretos presa-predador espacialmente distribuidos do tipo Redes de
Mapas Acoplados que consideram a movimentacao de taxia para presas e predadores.
Analisamos os efeitos do movimento orientado de uma espécie com relagao a outra
sobre sua dinamica espaco temporal. Nosso objetivo é discutir as previsoes resul-
tantes de modelos (tedricos) que consideram a movimentagao de taxia. Pretendemos
avaliar a relevancia deste processo na modelagem das interagoes presa-predador.

No Capitulo 1, fazemos uma breve descricao de alguns modelos continuos e dis-
cretos que descrevem a perseguicao e a evasao em sistemas presa-predador.

Apresentamos, no Capitulo 2, a formulagao do modelo presa-predador discreto



espacialmente distribuido via Redes de Mapas Acoplados. Consideramos, neste
capitulo, movimentagao por difusao e desenvolvemos simulagoes numéricas para ana-
lisar os resultados.

Sob a hipdtese de que os individuos realizam prospeccao local, propomos um
esquema de movimentacao que leva em consideracao apenas a densidade local de
presas e predadores. Assim, apresentamos um modelo presa-predador com taxia
local de uma espécie com relagao a outra. Este modelo, bem como as simulacoes que
comparam os resultados para diferentes escolhas dos parametros, sao apresentados
no Capitulo 3.

No Capitulo 4, apresentamos e analisamos um modelo no qual presas e predadores
podem detectar a presenca da outra espécie em uma vizinhanca da regiao em que
se encontram. Isto é, neste capitulo, consideramos que uma ou ambas as espécies se
movimentam por taxia quase local. Simulagoes numéricas comparam os resultados
dos diferentes modelos estudados.

Finalmente, reservamos as conclusoes para uma discussao geral dos resultados e

consideragoes sobre aplicagoes e trabalhos futuros.



Capitulo 1

Modelos Presa-Predador com

Taxia

Neste capitulo comecamos por apresentar alguns modelos presa-predador continuos
que analisam os efeitos da taxia de presas e predadores. Descrevemos, inicialmente,
a equacao de conservacao e, em seguida, apresentamos os fluxos difusivo e por taxia,
que constituem ingredientes béasicos para os modelos continuos de equacgoes diferenci-
ais parciais. Finalmente, apresentamos alguns modelos presa-predador discretos que

levam em consideracao a movimentagao por taxia.

1.1 A equacao de Conservacao

Equacgoes diferenciais parciais que descrevem movimentagao e redistribuicao espa-
cial de animais, células ou moléculas sao obtidas, fundamentalmente, por meio de
principios de conservagao.

Vamos agora deduzir uma equacao diferencial que descreve as mudancas na dis-
tribuicao espacial dos individuos. Para isso consideremos inicialmente as seguintes

hipéteses:

e o movimento dos individuos ocorre em um espaco unidimensional (por exemplo,

em um tubo);

e a area da secao tranversal do tubo é constante ao longo de todo o seu compri-

mento.



Consideramos que x representa a distancia ao longo do tubo para alguma posigao

arbitraria. Fixemos um intervalo entre x e x + Az, no qual as mudancas de con-

centracao ocorrem de acordo com duas possibilidades: o fluxo de individuos para

dentro e para fora do intervalo e os processos de aparecimento e desaparecimento de

individuos. Entao, obtemos a seguinte relagao:

Taxa de Taxa de
variagao individuos
na densidade que
de individuos = entram em
em (z,r + Ax) (x,z+ Ax)
por unidade por unidade
de tempo de tempo

Taxa local de
degradacao

+ ou criagao de

individuos por

unidade de tempo

Vamos ainda definir as seguintes quantidades:

Taxa de
individuos
que
saem de
(x, 2+ Ax)
por unidade

de tempo

(1.1)

e p(x,t) = concentragao de individuos (niimero por unidade de volume) em (z, t);

e J(z,t) = fluxo de individuos em (x,t) = nimero de individuos atravessando

uma unidade de area em x na direcao positiva por unidade de tempo;

e ¢(r,t) = densidade de nascimentos/mortes = nimero de individuos que nascem

ou morrem por unidade de volume em (x,t) = termo de reagao.

Chamamos de J(x,t) e J(z 4+ Ax,t) os fluxos de individuos através das segdes

transversais em x e x+ Ax. Além disso, AV é o elemento de volume de comprimento

Az, ou seja, AV = AAx, onde A é a drea da secao transversal do tubo.

Observando que todos os termos da equagao proveniente da relagao (1.1) devem

ter as mesmas unidades de medida, neste caso, nimero de individuos por unidade



de volume por unidade de tempo, segue que:

% p(z, t)AAx] = J(z,t)A — J(x + Az, t)A £ ¢(x,t) AAx. (1.2)

Dividindo todos os termos da equagao (1.2) por AAx e tomando o limite quando

Ax — 0, obtemos a equacao:

op(x,t)  9J(x,1)

ot ox

+ ¢(z, ).

Esta é a chamada equacdo de conservagao (ou equagao de balanceamento unidi-
mensional).

As dimensoes dos termos desta equacao correspondem a:

. densidade . distancia .
densidade tempo densidade

tempo distancia tempo

Ela basicamente contabiliza o aparecimento e o desaparecimento de individuos em
uma regiao considerada. Pode ser aplicada a inimeros problemas especificos. Basta
estabelecermos os termos J e ¢ de modo a capturar as principais caracteristicas dos
mecanismos de movimentacao e de reproducao dos individuos. O tipo de equacgao
ird depender das escolhas para os termos de fluxo e reacao.

As trés formas classicas para a funcao densidade de fluxo mais empregadas na
formulacao de modelos para a dispersao de individuos bioldgicos sao: difusao, con-
vexao e taxia. Vamos apresentar os fluxos de difusao e taxia, que sao os tipos de

fluxo de interesse nesta dissertacao.

1.1.1 Fluxo Difusivo

A difusao é um dos mais importantes mecanismos de transporte utilizados por or-
ganismos biol6gicos (Holmes et al., 1994). A equagao de difusdo é uma descrigao
macroscépica de um movimento regular coletivo supondo que o movimento dos in-
dividuos é realizado de maneira completamente aleatoria e independente, isto é, sem

interacao entre os individuos. Claramente, esta hipotese nao é satisfeita quando se



trata de individuos bioldgicos. Apesar disso, em muitos casos, o padrao de espalha-
mento da populacao na escala macroscépica é indistinguivel do padrao difusivo, o
que justifica sua aplicagdo nestes casos (Mistro, 1998).

Vamos definir a funcao fluxo J(z, t) para o caso em que a dispersao dos individuos
ocorre por difusao. A Lei de Fick estabelece que o fluxo previsto para o movimento
aleatorio é aproximadamente proporcional ao gradiente local da concentracao de
individuos (Edelstein, 1988), ou seja,

J=-D-Vp,

onde D é um valor constante que representa o coeficiente de difusao.

No caso unidimensional temos

0
J(x,t)=—-D- %p(a:,t).

Portanto, a seguinte equagao continua descreve o comportamento de um grupo

de individuos, que se dispersa através de um fluxo difusivo e reage de acordo com a
funcao ¢, na posicao x, em um instante ¢:
op(z,t) 02

D

5 . @p(x, t) £ oz, ).

Neste caso, a dimensao do parametro D corresponde a:

(distancia)*
tempo

Quando a interagao com o meio e/ou com outros individuos ou espécies nao for

desprezivel, é necessario incluir novos termos de movimentagao.

1.1.2 Fluxo por Taxia

Em muitas espécies, os individuos tém seu movimento orientado por algum estimulo.
Nestas situagoes, os individuos dispoem de mecanismos de percepcao de gradientes

de concentragdo da substancia ou agente atrator (repelente), o que os leva a se



movimentar na direcao do gradiente. Neste caso, dizemos que a dispersao ocorre por
taxia.

Para definir o fluxo por taxia dos individuos vamos considerar uma fungao o(z, t)
que representa alguma fonte de atragao para os individuos. Esta forca atrativa
“puxa’ os individuos para o local de maior concentracao. A direcao e a magnitude
do movimento serao determinados pelo gradiente de o (por exemplo, «Vo para algum

escalar positivo «). Portanto o fluxo liquido nesta dire¢ao serd

J(z,t) = p(z,t)aVo(z,t).

Em uma dimensao, temos simplesmente

J(z,t) = p(z, t)oz%a(x, t).

Substituindo na equacao de conservagao, obtemos a seguinte equacao unidimen-

sional para a variacao espaco-temporal da densidade p em relagao ao atrator o :

Oplw,t) _ 0 { [Q%O—(x,t)} p(x,t)} + ¢(x, 1), (1.3)

ot Ox

onde a dimensao do parametro « é dada por

(distancia)?

(densidade da substancia atratora) . tempo’

Esta é, portanto, a equacao continua unidimensional que representa o comporta-
mento de um grupo de individuos que se dispersa de maneira orientada, em direcao
a uma fonte de atragao, na posicao z, em um instante ¢.

Pode ocorrer de o(z,t) ser uma fonte de repulsao para os individuos. Neste caso
temos uma forca repulsiva, que expulsa os individuos do local e, o movimento é
chamado de anti-taxia. Entao, a direcao e a magnitude do movimento serao deter-

minados por aVo, onde a é um escalar negativo.



1.2 Modelos Continuos de Reacao-Difusao-Taxia

O modelo de Keller-Segel (1970, 1971) para quimiotaxia constitui a pedra fundamen-
tal para a modelagem matematica da quimiotaxia. A simplicidade e a capacidade de
reproduzir as caracteristicas fundamentais de populagoes sujeitas a quimiotaxia fi-
zeram com que suas equacoes fossem amplamente utilizadas em modelos envolvendo
movimento orientado.

Em resposta a falta de alimento, as amebas Dictyostelium discoideum iniciam um
processo de agregacao conduzido pela liberacao de uma substancia quimica chamada
adenosina monofosfato ciclica (AMPc) e pela migracao na direcao de gradientes desta
substancia. A populagao de amebas, portanto, apresenta um movimento aleatério
associado a um movimento de taxia com relacao a substancia atratora. A substancia
atratora, por sua vez, se difunde por difusao, é produzida pelas amebas e se degrada

a uma taxa constante. Com essas hipdteses, as equagoes de Keller-Segel sao:

% = V:(D1Va) -V - (axVe),
Jc
% V - (DyVe) 4+ aa — ke,

onde a é a densidade de amebas, ¢ é a concentracao de AMPc e x, D1, Dy, o e k sao
constantes. O processo de agregacao das amebas é analisado a partir da quebra da
estabilidade do estado de equilibrio homogéneo das amebas e da substancia atratora
(Rodrigues, 1998; Edelstein, 1988).

Sistemas continuos de reagao-difusao-taxia tém sido muito utilizados na analise
de interacoes presa-predador. Muitos pesquisadores tém desenvolvido trabalhos em
torno deste tema, de modo que o fluxo de taxia proposto originalmente por Keller-
Segel (1970) tem sido amplamente aplicado em dinamicas de populagoes que apre-
sentam movimento orientado.

Um exemplo se encontra no trabalho desenvolvido por Biktashev et al. (2004).
Eles analisam o modelo presa-predador de busca-evasao, descrito pelo sistema:

98 = f(P,Z)+ DV’P+h_V - (PVZ),

92 = g(P,Z)+ DV*Z + hyV - (ZVP),
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onde P(z,y,t) e Z(x,y,t) sao as densidades das populagdes de presas e predadores,
h_ é o coeficiente determinante da taxia da presa dependendo do gradiente dos
predadores (evasao), hy é o coeficiente determinante da taxia do predador depen-
dendo do gradiente das presas (busca) e D é o coeficiente de difusao das duas espécies.
Os termos de “cinética” f e g que descrevem a interacao local das espécies, sao dados
por:

F(P.Z) = 6P(1 - P) — £

P
g(P, 7) :’yPZQ—iiQ —wZ.

Na auseéncia de predadores, as presas crescem até uma capacidade suporte. Na pre-
senca destes ocorre a resposta funcinal Holling do tipo III, ou seja, os predadores
sao pouco eficientes quando a densidade de presas é baixa (Kot, 2001). Os autores
analisam o modelo por meio de simulacoes numéricas considerando um dominio re-
tangular com fluxo zero nas fronteiras.

Eles comparam os resultados obtidos nas simulagoes deste modelo com resulta-
dos referentes a modelos unidimensionais deste mesmo tipo e a modelos de reacgao-
difusao com esta mesma cinética. Este sistema presa-predador bidimensinal excitavel
de reacao-difusao-taxia apresenta novas propriedades com relagao a outros modelos
presa-predador. Mesmo para termos de taxia (busca/evasio) relativamente pequenos
o sistema apresenta ondas espirais instaveis, sendo que na auséncia destes termos tais
ondas seriam estaveis (Biktashev et al., 2004). Se os termos de taxia s@o suficiente-
mente grandes, o comportamento do sistema ¢é inteiramente diferente do caso unidi-
mensional e nao ¢ mais dominado por processos de geracao de ondas espirais como
no modelo de reagao-difusao com esta mesma cinética. Os autores obtiveram um
comportamento espacial complexo com formacao e destruicao de ondas espirais, di-
latacao das pontas das ondas, quebra de ondas resultando em uma atividade espacial
auto-sustentada, fenémeno desconhecido em modelos de reagao-difusao (Biktashev
et al., 2004).

Os autores concluem que a inclusao da taxia pode produzir resultados completa-
mente distintos daqueles obtidos por equagoes de reacao-difusao.

Um outro modelo interessante de difusao-taxia foi desenvolvido por Tyutyunov et

al. (2007). Eles consideram um modelo alternativo de busca-evasao para descrever
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a dispersao de populagoes de presas e predadores. O modelo é formado pelo sistema

( %—12’ =— V- (Nuy)+dy AN,
9  =—V-(Pvp)+dp AP,
Oy = — ky VP +6,, Avy,

| %2 =kp VN +4,, Avp.

com fluxo zero nas fronteiras, onde N e P sao as densidades de presas e predadores
respectivamente; vp é a “velocidade” dos predadores perseguindo as presas (taxia
positiva); vy é a “velocidade” das presas fugindo dos predadores (taxia negativa);
kn,kp > 0. Este é um modelo de difusao-taxia, pois descreve apenas a dispersao e
nao considera a interacao entre as espécies. Ele difere em um aspecto interessante
dos modelos convencionais de difusao-taxia. Ao invés de assumir que a “velocidade”
de uma espécie é determinada pelo gradiente de densidade da outra, eles assumem
que a aceleracao do movimento é determinada pelo gradiente da outra populacao.
Segundo Tyutyunov et al. (2007), existem espécies bastante desenvolvidas, onde a
aceleracao pode ser considerada uma caracteristica mais importante do que a veloci-
dade. Justificam que a aceleracao rapida pode ser a chave do sucesso, tanto para
manobras de fuga das presas quanto para ataques dos predadores.

Uma anadlise linear do modelo mostra que o regime estacionario homogéneo torna-
se instavel a pequenas perturbacoes quando a taxia ou a populagao total sao sufi-

cientemente altas.

1.3 Modelos Discretos de Reacao-Difusao-Taxia

Descrevemos a seguir dois modelos recentes que utilizam o tempo e o espaco discretos
para analisar o movimento orientado de presas e predadores.

McCann et al. (2000) exploram um modelo discreto com trés sitios para uma
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interacao parasitéide-hospedeiro, representado pelo sistema:

((Hippw = (1 —dy)[HG(Hy ) F(Hyy, Prg)]+
+ dp[H2G(Hay) F(Hay, Poy)l,

Piyyi = (1—dp)Hy[1 — F(Hyy, Py)l+
+ dpHyy[1 — F(Hyy, Poy)],

Hoyrr = (1= 2dy)[Hy G (Hoy)F(Hayy, Poy)|+

+ dg Z[Hi,tG(Hi,t)F(Hi,ta Pz‘,t)],
i£2
Poyy1 = (1 —2dp)Hoy[l — F(Hay, Poy)l+
+ dP Z Hi,t[l - F(-Hi,ta R,t)]»
i£2
Hypw = (1 —dy)[Hs G(Hsy)F(Hsy, Psy)l+

(1.4)

+ dH[HQ,tG(HQ,t)F(HQ,ta P2,t)]>
Psiy1 = (1—dp)Hsy[l — F(Hsy, Psy)|+

L + dpHoyu[1 — F(Hay, Pay)l,

para ¢ = 1,2,3 onde H;; e F;; sao as densidades de hospedeiros e parasitéides no
sitio i no tempo ¢, G(H,;) ¢ a taxa de crescimento dos hospedeiros na auséncia
de parasitéides e [1 — F(H;, Pit)] ¢ a fracdo de hospedeiros H; parasitados por
P;. A dispersao ¢é unidirecional e a fracao de hospedeiros e parasitoides que se
dispersa de cada sitio, a cada intervalo de tempo t, é constante dada por dg e dp,
respectivamente.

Este modelo utiliza uma Rede de Mapas Acoplados simples com trés sitios asso-
ciados entre si. Redes de Mapas Acoplados s@o modelos onde o tempo e o espago sao
representados por variaveis discretas enquanto as variaveis de estado sao descritas
por densidades continuas (Rodrigues & Mistro, 2007). A dispersao ocorre entre os
sitios mais préximos, ou seja, os sitios 1 e 3 nao estao diretamente associados. Nao
hé fluxo nas fronteiras, isto é, o nimero de individuos que sai é igual ao nimero de
individuos que entra através das fronteiras.

Foram analisados inicialmente quatro casos bioldgicos diferentes de dinamica vital

dos individuos para o modelo:
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e o crescimento da populacao de hospedeiros é logistico e a taxa de parasitismo

é linear;

e o crescimento da populacao de hospedeiros é logistico e a taxa de parasitismo

é representada por uma funcao saturada;

e o crescimento da populacao de hospedeiros é logistico com efeito Allee e a taxa

de parasitismo € linear;

e o crescimento da populagao de hospedeiros é logistico com efeito Allee e a taxa

de parasitismo é representada por uma funcao saturada.

Depois passam a considerar a fracao de dispersao dependente da densidade para
o parasitoide, ou seja, o parasitoide tem a dispersao orientada de acordo com algum
estimulo. Este estimulo pode ser de agregacao, quando a fracao de dispersao depende

da densidade do proprio parasitéide:

P,—P.,  P—P
DPZ[@H%M< ! “)y

P+ P B+ P

ou de busca, quando a fracao de dispersao depende da densidade do hospedeiro:

H,—H,_, H;,—H,
Dpz[dp+d¢( -+ “)].

H;+H;y H;+ Hi,

Nas expressoes acima, d4 e dy sao a taxa méaxima das componentes agregativa e de
busca respectivamente, de dispersao para o parasitéide. Estas expressoes substituem
dp em (1.4).

Por fim, eles descrevem um sistema ecolégico real para o qual o modelo acima
pode ser aplicado. Este sistema envolve uma espécie de mariposa ( Orgyia vetusta) e
um parasitoide, encontrados no litoral da Califérnia.

McCann et al. (2000) observam que se o coeficiente de dispersao do hospedeiro é
pequeno com relacao ao do parasitdide, ocorre a formacao de padroes heterogéneos
no espaco para os trés ultimos casos de dinamica vital considerados, podendo ocorrer
também explosoes de parasitdides. Considerando a dispersao orientada, para com-
portamentos de agregacao ou de busca suficientemente significativos do parasitdide,

nao ocorrem explosoes localizadas das populagoes.

14



O modelo de McCann et al. (2000) utiliza uma Rede de Mapas Acoplados. Vamos
considerar agora um Automato Celular analisado por Bell et al. (2009). Automatos
Celulares sao modelos matematicos discretos de comportamento microscopico, que
de acordo com um conjunto de regras tém o objetivo de produzir uma descricao
macroscopica para um fenémeno (Rodrigues e Mistro, 2007). Um Autoémato Celular
(na sua forma mais simples) pode ser considerado um reticulado de sitios (células)
no qual cada um deles é caracterizada por um estado discreto.

Bell et al. (2009) consideraram um Automato Celular 30 x 30 para uma espécie de
presas e uma espécie de predadores. Em cada intervalo de tempo presas e predadores
tém uma probabilidade de deixar o sitio onde estao, dependendo das densidades de
presas e predadores e do nivel de recursos neste sitio. A movimentacao tem quatro
diregoes possiveis (exceto nos sitios que se localizam na fronteira do reticulado).
Este é um modelo que analisa apenas o processo de movimentacao dos individuos.
A reproducao, a predacao e a mortalidade por causas naturais nao sao consideradas.

As regras que determinam a movimentacao dos predadores e das presas conside-

ram:

e as emigracoes per capita de presas e predadores do sitio ¢, En, e Ep,, sao fungao
dos nimeros de presas (N;), predadores (P;) e recursos (capacidade do meio,

K;) neste sitio;

e ¢ mais provavel que as presas emigrem de um sitio se este sitio tiver pouco
recurso (menor K'), mais competigdo (maior N) ou mais risco de predacao

(maior P);

e ¢ mais provavel que predadores emigrem de um sitio se este sitio tiver mais

competicao (maior P), poucas presas ou pouco recurso para as presas.

De acordo com essas hipoteses:

E alN; + bF; E b
¢ K ! CNi + dKl ’
onde a, b, c e d sao parametros positivos.
Os autores desenvolvem simulagoes para diversas combinacoes dos parametros e
da distribuicao dos recursos. Analisam, através de testes estatisticos, a associacao en-

tre predadores, presas e recursos. Em todas as simulagoes por eles realizadas, presas
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e predadores estiveram positiva ou aleatoriamente associados, mas nunca negativa-
mente. Em geral, as presas estavam positivamente associadas com os recursos e os
predadores positivamente associados com as presas.

O modelo produz resultados esperados e contra-intuitivos com relacao aos padroes
espaciais para presas e predadores. Presas agrupam-se mais entre si se os recursos
estao agregados, ocorrendo menos fuga dependente da densidade, com relagao as
outras presas e com relacao aos predadores. A presenca de predadores pode aumentar
ou diminuir a agregacao das presas, dependendo dos recursos e de quanto as presas

evitam os predadores e outras presas (Bell et al., 2009).

Neste capitulo, apresentamos a equacgao diferencial parcial que descreve as mu-
dancas na distribuigao espacial de uma espécie de individuos, definindo os fluxos di-
fusivo e por taxia. Além disso, tentamos expor através de alguns modelos especificos
um pouco do que se tem estudado a respeito de modelos continuos e discretos de
reacao-difusao-taxia que descrevem as interacoes espaco-temporal de sistemas presa-

predador.
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Capitulo 2

Redes de Mapas Acoplados no

Sistema Presa-Predador

Neste capitulo apresentamos um modelo presa-predador discreto espacialmente es-
truturado cuja dinamica foi proposta por Neubert et al. (1995). Incluimos a variagao
espacial através de Redes de Mapas Acoplados e, supomos que os individuos de am-
bas as espécies se movimentam por difusao simples.

Através de simulagoes numéricas, observamos que diferentes dindmicas espago-
temporais podem ser obtidas dependendo dos valores dos parametros. Em particu-
lar, obtivemos padroes heterogéneos estaveis, tipicos de muitos sistemas de reacao-

difusao.

2.1 Modelo Presa-Predador: Dinamica Local

Consideramos uma dinamica presa-predador na qual as presas, na auséncia de pre-
dadores, crescem de acordo com a equagao de Ricker (Neubert et al., 1995; Ricker,
1954; Allen, 2007; Neubert & Kot, 1992), isto é, a taxa de crescimento depende da
densidade de modo que a populacao cresce até uma capacidade suporte. Os pre-
dadores nao apresentam sobreposicao de geracoes e, na auséncia de presas, vao a
extingao.

Esta interacao entre presas e predadores pode ser representada pelo seguinte
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sistema de equacoes a diferencas:

Hi\y = Hiexp (a (1 — &) — cPt) ,
(2.1)
Piy1 = dH R,

onde H; é a densidade de presas na geracao t, P, é a densidade de predadores na
geracao t e a, ¢, d e k sao parametros positivos.

Observamos que:

® exp (a (1 — %)) representa a taxa de crescimento per capita da populagao de

presas, a medida que H; aumenta o fator de crescimento decresce;
e o ¢é a taxa de crescimento intrinseca das presas;
e k é a capacidade suporte das presas;
e ¢ é o coeficiente de captura (predagao);
e d ¢é o coeficiente de eficiéncia de conversao do predador;
o exp(—cP;) descreve a reducao de presas per capita devido a predacao;

e dH, representa o crescimento per capita dos predadores devido ao consumo de

presas, segundo a Lei de A¢ao das Massas (resposta funcional Holling do tipo

).

Para adimensionalizar o sistema, fazemos a seguinte mudanca de variaveis:

p="
C
Ht — kht,

e obtemos

hit1 = hyexp (a(l — hy) — py)
(2.2)

Di+1 = bhypy,

onde h; é a densidade adimensional de presas na geracao t, p; é a densidade adimen-

sional de predadores na geracao t, b =kd e a,b > 0.
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Vamos agora calcular, de forma mais simples, os pontos de equilibrio deste sis-
tema. Para isso fazemos h;y 1 = hy = h* e p;y1 = p; = p* no sistema adimensional
(2.2).

Vemos facilmente que ha trés pontos de equilibrio (hf,pf), i =0,1,2:

e cquilibrio de extincao de ambas as espécies,

(hg, po) = (0,0);
e equilibrio de extincao dos predadores,

(h1,p1) = (1,0);

e cquilibrio de coexisténcia de presas e predadores,

as.m = (0 (1-3))-

A matriz jacobiana do sistema (2.2), representada por J, aplicada a cada ponto
de equilibrio (h*,p*), é dada por:
(1 —ah*)exp(a(l — h*) —p*) —h"exp(a(l —h*) —p")
J(h*,p*) =
bp* bh*

Para analisarmos a estabilidade local dos pontos de equilibrio deste sistema de
equacoes a diferencas acopladas utilizamos o seguinte critério de estabilidade, cuja
demonstragao pode ser encontrada em Allen (2007), Edelstein (1988) e Kot (2001),

entre outros.

Critério de Estabilidade para Sistemas de duas Equacoes a Diferencas:

O ponto de equilibrio (h*, p*) do sistema nao linear

hig1 = f(h‘tapt)a

Pt+1 = g<htapt)a
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é localmente (assintoticamente) estével, isto é, os autovalores \; da matriz jacobiana

J do sistema (2.3) avaliada no equilibrio (h*, p*) satisfazem |\;| < 1 se, e somente se,
Tr(J)] <1+ det(J) < 2. (2.4)

O equilibrio é instével se para algum autovalor A; temos |)\;| > 1, isto é, se alguma

das trés inequacoes abaixo é satisfeita:

Tr(J) > 1+ det(J), (2.5)
Tr(J) < —1—det(J), (2.6)
det(J) > 1. (2.7)

A desigualdade (2.5) ocorre quando um autovalor real é maior do que 1. Quando
um autovalor real é menor do que —1, a desigualdade (2.6) é vélida e, finalmente,
quando os autovalores complexos tém modulo maior do que 1, vale a desigualdade
(2.7).

Aplicamos este critério de estabilidade aos pontos de equilibrio do sistema (2.2).

Para o ponto de equilibrio trivial temos:

expa 0
J(0,0) = ,
0 0

portanto (hg, pg) € um ponto de equilibrio instével para qualquer escolha dos parametros
a,b> 0.

Para (h},p?), correspondente & extingdo dos predadores, temos:
1—a -1
J(la O) = )

portanto (hf,p}) é um ponto de equilibrio estdvel somente quando

0<a<2e0<b< 1 (2.8)
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Para (h%, p}), ponto de coexisténcia das espécies, temos:

L
JG’a(l—%)): a(b—bl) |

logo (h3, p3) é um equilibrio estavel para

S =

0<a< el<b<2 (2.9)

4
3—0b
Quando observamos a Figura 2.1, podemos notar que X representa a regiao de
estabilidade de (h},p}) e Y representa a regiao de estabilidade de (h3,p3). Nesta
figura também sao apresentadas as fronteiras das regioes de estabilidade, que sao

denotadas por v, 3, p e o.

10
8,
6,
©
4,
(e}
2 y A
0
X Y
0.5 1 1.5 2 2.5
b

Figura 2.1: Regioes dos parametros a e b em que os pontos de equilibrio (h,p}) e
(h%,p%) do sistema sao estaveis.

A dinamica das populagoes de presas e predadores muda a medida que variamos
os parametros a e b. Uma maneira interessante de analisarmos seu comportamento
é observarmos os diagramas de bifurcacao com relagao a cada parametro.

Um diagrama de bifurcagao representa a solucao de equilibrio (das presas ou dos
predadores) como fun¢ao de um parametro (neste caso, a ou b). Podemos observar
que ao atravessarmos uma das fronteiras v, 3, p e o ocorre uma bifurcagao, ou seja,

uma mudanca no comportamento qualitativo do sistema.
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Figura 2.2: Diagrama de bifurcacao descrevendo o comportamento assintético da
populacao de presas com relacao ao parametro b, para a = 1.

Se fixarmos o parametro a com 0 < a < 2 e variarmos o parametro b, a partir
de b = 0, atravessamos as fronteiras v e 3. Neste caso, podemos observar que a
fronteira v corresponde a uma bifurcagao transcritica, ou seja, quando atravessamos
a fronteira v os equilibrios (h},p}) e (h3,p}) trocam de estabilidade, o equilibrio
(h7,p}) passa a ser instavel e o equilibrio (h3,p3) estavel (Figura 2.2). Note que o

equilibrio (hf,p}) perde a estabilidade, pois para b > 1 é satisfeita a condigao (2.5).

5

Figura 2.3: Diagrama de bifurcacao descrevendo o comportamento assintético da
populagao de presas com relacao ao parametro a, para b =0, 5.
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Ja quando atravessamos a fronteira [ observamos uma bifurcacao de Hopf, ou
seja, o equilibrio (h3,p3) perde a estabilidade pela condigao (2.7). Presas e preda-
dores continuam coexistindo se aproximando de um ciclo limite no plano de fase
presa-predador. Ainda com relacao a fronteira (3, se fixarmos a suficientemente
grande (préximo de 8), podemos notar que ao atravessarmos (3 nao temos mais uma
bifurcacao de Hopf, o equilibrio das presas passa da estabilidade para um comporta-
mento cadtico e os predadores sao extintos. Portanto, podemos notar que o sistema
perde a estabilidade se aumentarmos suficientemente a capacidade suporte das presas
ou a taxa de crescimento dos predadores.

Para b fixado entre 0 e 1 e variando a, observamos que a fronteira p representa
uma bifurcagao flip, ou seja, o equilibrio (h}, p}) deixa de ser estavel e surge um ciclo
de periodo 2 estavel para a populagao de presas. Note que a medida que a cresce
além do valor de bifurcacao, os periodos do ciclo sao dobrados em uma “cascata de
bifurcagoes” até o surgimento de caos, caracteristica da bifurcacao flip (Figura 2.3).
Observe que o ponto de equilibrio (hf,p}) perde a estabilidade, pois para a > 2 é
satisfeita a condic¢ao (2.6). Este caso corresponde a extin¢ao dos predadores. Assim,

observamos o comportamento da dinamica de Ricker para as presas.

3 .

Figura 2.4: Diagrama de bifurcacao descrevendo o comportamento assintético da
populacao de presas com relagao ao parametro a, para b =1, 1.

4b
3-b

Tomando b > 1, suficientemente proximo de 1, observamos que, ao atravessarmos

Agora vamos analisar a fronteira o que é definida pela curva a = na Figura 2.1.

a fronteira o, o equilibrio (h3,p}) perde a estabilidade para um ciclo de periodo 2
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da populacao de presas, enquanto os predadores vao imediatamente a extincao. Na
Figura 2.4 ilustramos o diagrama de bifurcacao para o equilibrio das presas fixando
b=1,1. A fronteira o é cruzada em a = 2,315, assim podemos notar que existe
uma pequena regiao onde o ponto de equilibrio (h3,p3) e o ciclo de periodo 2 sao
ambos estaveis. Isso ocorre um pouco antes de atravessarmos a fronteira o, onde
o equilibrio (h3,p}) perde a sua estabilidade e entao apenas o ciclo de periodo 2 é
estavel. Se aumentarmos um pouco o valor de b podemos observar que quando a
fronteira o é cruzada, surge um ciclo de periodo 4 em vez de um ciclo de periodo 2
para as presas. Para valores suficientemente grandes de b (menores do que 2) quando
atravessamos a fronteira o a populagao de presas apresenta comportamento cadtico
com extingao dos predadores.

Vimos nesta segao, portanto, uma andlise qualitativa do sistema (2.1), encon-
trando seus pontos de equilibrio e respectivas regides de estabilidade. Além disso,

analisamos também como o sistema se comporta fora da regiao de estabilidade.

2.2 Modelo Presa-Predador com Difusao

2.2.1 Descricao do Modelo

Nesta secao vamos incluir ao modelo presa-predador estudado na secao anterior a
variavel espacial através de Redes de Mapas Acoplados. Muitos problemas ecologicos,
como as invasoes bioldgicas de regides desabitadas, sao essencialmente espaciais.
Além disso, a inclusao do espaco pode produzir resultados diferentes daqueles obtidos
em sistemas espacialmente implicitos (Hassell et al., 1991). Um exemplo, ja cldssico
deste fato é o modelo parasitéide-hospedeiro de Nicholson-Bailey (Edelstein, 1988).
Este modelo, espacialmente implicito, apresenta um equilibrio instavel para todos
os valores dos parametros, porém quando se considera explicitamente o espaco, as
espécies persistem e diferentes padroes espaciais sao observados (Hassell et al., 1991).

Solé & Bascompte (2006) colocam o espago como “ingrediente perdido” no sentido
de destacar sua importancia nos resultados de modelos matematicos de dinamica
populacional. Mais adiante veremos as mudancas causadas no comportamento do
sistema presa-predador analisado neste capitulo, pelo fato de passarmos a considerar
a distribuicao espacial dos individuos.

Redes de Mapas Acoplados foram formuladas pela primeira vez em 1981, pelo
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fisico japonés Kunihiko Kaneco, como um modelo simples para estudar o caos espago-
temporal. Foram introduzidas nos estudos de ecologia no inicio da década de 90
(Hassell et el., 1991; Solé & Valls, 1991; Solé et al., 1992). Desde entdao o nimero de
trabalhos publicados utilizando Redes de Mapas Acoplados como modelagem espago-
temporal em ecologia tem aumentado rapidamente (Solé & Bascompte, 2006).

Podemos definir uma Rede de Mapas Acoplados como um sistema dinamico com
tempo discreto, espago discreto e populagao local continua (Solé & Bascompte, 2006;
Comins et al., 1992). Como o préprio nome indica, a idéia é acoplar um conjunto
de equacoes a diferencas pela movimentacao entre os sitios. Diferentes maneiras de
acoplamento podem ser utilizadas. Por exemplo, podemos acoplar um lugar da rede
com os sitios mais préximos ou com toda a rede. Assim, é necessario estabelecer a
vizinhanga a ser considerada, isto €, os sitios entre os quais dar-se-a4 o acoplamento.

Consideramos a “rede” como sendo um dominio finito bidimensional de tamanho
n x n dividido em sitios discretos ou “patches”, identificados com a posigao = = (i, j).
O acoplamento acontece com os quatro vizinhos mais préximos. A vizinhanga de x
eV, ={(i,7—1),(i—1,7),(t,7+1),(i+ 1,7)}, ilustrada na Figura 2.5.

A dinamica do modelo com difusao ocorre em duas etapas distintas: uma fase
de movimentagao, em que ocorre a dispersao espacial dos individuos e uma fase de
reacao, em que ocorre a interacao intra e interespecifica.

O modelo descrito pelo sistema (2.2) é composto por equagoes discretas, onde
a Unica variavel independente é o tempo t. Vamos incluir o espaco como variavel
independente, isto é, vamos considerar as densidades de presas e predadores no sitio
x, no instante ¢, denotadas respectivamente por h,; e p;;. Na fase de dispersao
vamos considerar que os individuos de ambas as espécies se dispersam de acordo
com o processo difusivo.

Para descrever a dispersao por difusdao introduzimos dois parametros p,;, e fi,
(0 <y, <1e0< p, <1) denominados fragao de dispersao que representam a
fracao de presas e predadores, respectivamente, que deixa seu sitio em cada geracao.
Assim, a cada geracdo, uma fragdo p, (K = h ou k = p) de individuos sai do
sitio z, dispersando-se igualmente entre os vizinhos. Este esquema de movimentacao
corresponde, na escala macroscépica, ao processo de difusdo simples (Edelstein, 1988)
(Apéndice A).

Permanecem no sitio original z, (1 — p;,)ha, presas e (1 —pu,)p,; predadores, onde

irao reproduzir e interagir juntamente com as presas e predadores que chegaram em
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. = x= (i)

Figura 2.5: A érea cinza corresponde a vizinhanga do sitio x = (i, j).

x durante a etapa de movimentacao.

Assim, as equacoes para a fase de dispersao na geracao t sao dadas por:

gv,t = (1 — pp) ey + MTIL Z By,
yeVy
(2.10)

p;s,t = (1 - /“Lp)pw,t + %p Z Py,t,
yeVy

onde h,¢ e p,; sao, respectivamente, as densidades de presas e predadores no sitio
x antes da dispersao e, hi, e pl, sao, respectivamente, as densidades de presas e
predadores no sitio x apos a dispersao.

Precisamos ainda considerar condigoes de fronteira para descrever a movimentacao
dos individuos que localizam-se na borda do dominio. Consideramos a fronteira como
sendo reflexiva, ou seja, os individuos nao atravessam a fronteira, permanecendo no
interior do espaco. Esta condicao representa o fato de que fora do dominio conside-
rado, o ambiente é indspito. Isso pode ser percebido por muitas espécies que entao,
nao deixam a regiao. Outras condigoes de fronteira poderiam ser adotadas, porém
de acordo com Hassell et al. (1991), isto ndo acarretaria mudancas significativas no
comportamento do sistema. De acordo com as condicoes de fronteira consideradas,
regras de movimentagao especificas sao formuladas (e implementadas) para os sitios
da fronteira.

Apés a fase de dispersao, ocorre a interagdo entre as espécies (reprodugao e

predagao), descrita pelas seguintes equagoes:

hepr1 = (h/z,t exp(a(l — ;t) - p;,t)v
(2.11)

— b
Pzi+1 = bhx,tp@ta
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onde a,b > 0 sao os parametros adimensionais definidos anteriormente.

A inclusao do espago como variavel independente faz com que o modelo aproxime
melhor o comportamento de individuos bioldgicos, pois a dispersao no espago é uma
caracteristica fundamental destes, principalmente em modelos presa-predador. Além
disso, ao considerarmos a dispersao dos individuos, as previsoes que tinhamos descrito

na secao anterior podem ser consideravelmente modificadas.

2.3 Simulacoes

Realizamos simulagoes com o modelo (2.10) e (2.11) utilizando o software Mathe-
matica. Consideramos um dominio 30 x 30 e diversos valores dos parametros da
dinamica e de movimentacao. As condicgoes iniciais estao especificadas em cada caso.
Apresentamos graficos de série temporal da populacao total de presas e predadores,
bem como graficos da distribuigao espacial das espécies.

As populagoes totais podem assumir valores constantes e podem oscilar periédica
ou caoticamente. A distribuicao espacial dos individuos pode ser homogénea, pode
variar caoticamente ou em espirais e pode ainda assumir uma distribui¢ao espacial
heterogenea estéavel.

Inicialmente, apresentamos simulagoes mostrando que os resultados do modelo
com dispersao (2.10) e (2.11) podem ser dramaticamente distintos daqueles obtidos
com o modelo sem distribuigdo espacial (2.2). Em seguida, destacamos os tipos de

padroes espaciais observados: ondas espirais, caos e padroes heterogéneos estaveis.

2.3.1 Dinamica Local x Modelo com Dispersao

As Figuras 2.6 a 2.11 ilustram os resultados da comparagao do modelo (2.2) com
o modelo (2.10) e (2.11). Nas figuras que representam a distribuicdo espacial das
espécies, os sitios mais claros (escuros) representam densidades menores (maiores).
A Figura 2.6 mostra as densidades de presas e predadores com dinamica descrita
pelo modelo (2.2) para a = 5,4 e b = 1,9. Observamos que as espécies atingem o
equilibrio estavel analitico (h3, p3). Na Figura 2.7, mostramos os resultados obtidos
com o modelo (2.10) e (2.11) para os mesmos valores dos parametros da dinamica: as
densidades de presas e predadores apresentam um comportamento cadtico ao longo

das iteragoes. Neste caso, o caos espacial prevalece para presas e predadores (Figura
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Figura 2.6: Variacao da densidade total de presas (linha continua) e predadores
(linha tracejada), sem dispersao, para a = 5,4 e b=1,9.
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Figura 2.7: Variacdo da densidade total de presas (linha continua) e predadores
(linha tracejada), com dispersao, para a = 5,4, b=1,9 e p;, = p, = 0,5.

2.8). Como condi¢ao inicial, consideramos hy = 0,5 e py = 2,5 nos dois modelos,
sendo que para o modelo espacialmente distribuido, a populacao inicial encontra-se
no sitio de posicao (15, 15).

Na Figura 2.9 podemos observar que, para a = 4 e b = 0,4, quando nao con-
sideramos o espaco como variavel independente, os predadores vao a extingao. Mas

quando consideramos a distribuicao espacial e a difusao, os predadores deixam de ir a
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Figura 2.8: (a) - (¢) Distribuigao espacial da populagao de presas nas iteragoes 5, 500
e 1000, respectivamente; (d) - (f) Distribuigao espacial da populacao de predadores
nas iteragoes 5, 500 e 1000, respectivamente; consideramos a = 5,4, b = 1,9 e

py, = p, = 0,5.
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Figura 2.9: Variagdo da densidade total de presas (linha continua) e predadores
(linha tracejada), sem dispersao, para a =4 e b =0, 4.

extingao e as espécies passam a coexistir com densidade total constante, como pode-
mos ver na Figura 2.10. Com relacao a distribuicao espacial observamos a formagao
de um quadriculado que varia com o tempo para ambas as espécies (Figura 2.11).

Consideramos como condi¢ao inicial hg = 4 e py = 2 nos dois modelos, sendo que
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Figura 2.10: Variagdo da densidade total de presas (linha continua) e predadores
(linha tracejada), com dispersao, para a =4, b=10,4, u, =0,1 e p, = 0,9.
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Figura 2.11: (a) - (¢) Distribuigao espacial da populagao de presas nas iteragoes 5, 999
e 1000, respectivamente; (d) - (f) Distribuigao espacial da populacao de predadores
nas iteracoes 5, 999 e 1000, respectivamente; consideramos a =4, b = 0,4, p;, = 0,1
e p, =0,9.

para o modelo espacialmente distribuido, a populacao inicial encontra-se no sitio de
posigao (15,15).
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2.3.2 Instabilidade Difusiva no Modelo Presa-Predador

A difusao em modelos de reagao-difusao, geralmente, é considerada como um fator
estabilizante. Entretanto, Turing (1952) mostrou que a difusao pode ser combinada
com interacoes intra e interespecificas e originar instabilidade e padroes espaciais
(Neubert et al., 1995; Segel & Jackson, 1972).

No modelo que estamos estudando a difusao é combinada com a Lei de Acao
das Massas. Apesar de ser um modelo discreto, é um exemplo no qual a difusao
pode conduzir a uma distribuicao espacial heteroganea. Quando a dispersao por
difusao é acrescentada ao modelo, o estado de equilibrio estavel homogéneo pode ser
levado a padroes heterogéneos, ou seja, o estado estacionario uniforme é instavel a
pequenas perturbagoes espaciais (Rodrigues et al., 2009). Assim, a estabilidade local
de uma distribuicao de equilibrio nao dependera apenas dos valores dos parametros
da dinamica, mas também dos valores dos coeficientes de dispersao, p, e p,,.

Vamos aplicar agora, ao modelo presa-predador formulado neste capitulo, as
condicgoes estabelecidas no Apéndice B, que definem a regiao dos parametros de dis-
persao em que ocorre instabilidade difusiva para um modelo de equacoes a diferencas
da forma (B.1)-(B.2), onde as espécies se dispersam de acordo com o processo difu-
sivo.

Consideremos para o modelo (2.10)-(2.11) um determinado conjunto de parametros
da dinamica. Além disso, consideremos os parametros da dinamica de modo que o
equilibrio de coexisténcia (h}, p3) seja estével.

Aqui, fixamos a = 0,9 e b = 1,75. Agora precisamos encontrar valores de p;, e
{1, para os quais a terceira condigao de instabilidade difusiva, dada no Apéndice B,
é satisfeita, ou seja, satisfazendo a condicao (B.20) ou a condigao (B.21). Para estes
valores de a e b observamos que (B.20) nao pode ser satisfeita. Portanto a regiao dos
parametros de dispersdo em que ocorre instabilidade difusiva com bifurcagao (+1)
¢ definida por (B.21). Mais especificamente, para 0 < i, 4, < 1, a curva dada por
Bl > 1e Qu(q) < 0 para

24+
algum ¢ quando AT — Bt + C" < 0. Para encontrar a regiao dos parametros com

At — BT 4+ CT = 0 estd contida na regiao em que

bifurcagao (-1), basta aplicar o Teorema enunciado no Apéndice B.
Na Figura 2.12 a area sombreada em cinza escuro representa a regiao para a qual
ocorre uma bifurcagao “plus-one” (+1) e a drea sombreada em cinza claro representa

a regido para a qual hd uma bifurcacdo “minus-one” (-1). Através das simulagoes
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Figura 2.12: Regioes de instabilidade difusiva dos parametros de dispersao para
a=0,9eb=1,75.

podemos observar que escolhendo i, e p, na regiao sombreada em cinza escuro, a
distribuicao espacial das espécies evolui para um padrao heterogéneo estavel. Por
outro lado, escolhendo p,, e p,, na regiao sombreada em cinza claro, a distribuigao

espacial das espécies evolui para um padrao heterogéneo dinamico.

Figura 2.13: Distribuicao espacial da populacao de presas nas iteragoes 1, 50, 1999
e 2000, para a = 0,9, b= 1,75, u;, = 0,95 e p,, = 0, 05.

As simulacgoes desta subsecao foram feitas considerando como distribuicao inicial

32



Figura 2.14: Distribuicao espacial da populagao de predadores nas iteracoes 1, 50,
1999 e 2000, para a = 0,9, b= 1,75, u;, = 0,95 e p,, = 0, 05.
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Figura 2.15: Distribuicao espacial da populagao de presas nas iteracoes 1, 50, 80,
200, 999 e 1000, para a = 0,9, b = 1,75, u,, = 0,95 e pu,, = 0,05.

para presas e predadores uma densidade que corresponde a uma pequena perturbacao
do estado de equilibrio de coexisténcia, em cada sitio.
Nas figuras 2.13 a 2.22, tomamos valores de a e b para os quais o equilibrio de

coexisténcia da dinamica local ¢ estdvel e valores de ju, e 1, para os quais a dinamica
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Figura 2.16: Distribuicao espacial da populagao de predadores nas iteracgoes 1, 50,
80, 200, 999 e 1000, para a = 0,9, b =1,75, i, = 0,95 e p, = 0, 05.
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Figura 2.17: Variagao das densidades de presas (linha continua) e predadores (linha
tracejada) nos sitios de posigao (20,12) (figura (a)) e (11,27) (figura (b)), para a =
0,9,06=1,75, u, = 0,95 e p, = 0,05.

torna-se instavel ao considerarmos a dispersao, ou seja, valores de p, e p,, para os
quais ocorre instabilidade difusiva. Além disso, ilustramos também o caso em que a
estabilidade homogénea é mantida.

Através das Figuras 2.13 e 2.14 podemos ver a densidade em cada sitio das presas
e dos predadores, para a = 0,9 e b = 1,75 com p,, e p,, dentro da regiao de instabili-

dade difusiva dos parametros de dispersao para a qual ocorre uma bifurcac¢ao (+1).
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Nas Figuras 2.15 e 2.16 temos um “DensityPlot” que ilustra o padrao espacial das
populagoes para estes valores dos parametros. Os sitios mais escuros representam
densidades maiores e os mais claros, densidades menores. Através do “DensityPlot”
conseguimos observar mais claramente a formacao do padrao espacial do tipo re-
des cristalinas estaticas (“Crystal Lattice”). A Figura 2.17 nos permite confirmar,
através da selecao de dois sitios aleatérios do dominio, que realmente as densidades de
presas e predadores se tornam constantes em cada sitio e que a distribuicao espacial

¢é heterogeénea.

Figura 2.18: Distribuicao espacial da populacao de presas nas iteragoes 1, 50, 1999
e 2000, para a = 0,9, b= 1,75, 15, = 0,05 e p,, = 0,95.

Nas Figuras 2.18 e 2.19 podemos ver a densidade em cada sitio das populacoes
de presas e predadores, para a = 0,9 e b = 1,75 com p,, e i, dentro da regiao de
instabilidade difusiva dos parametros de dispersao para a qual ocorre uma bifurcagao
(-1). As Figuras 2.20 e 2.21 ilustram o padrao espacial das populagoes para estes
valores dos parametros. Neste caso podemos observar que a distribuigao espacial das
espécies nao se torna constante com relagao ao tempo. Na Figura 2.22, onde foram
escolhidos dois sitios aleatorios do dominio, vemos que as densidades de presas e
predadores nao se tornam constantes com relacao ao tempo em cada sitio. Este
caso, portanto, confirma o fato de que a escolha dos parametros de dispersao na
regiao em cinza claro da Figura 2.12 faz com que o sistema evolua para um padrao

heterogéneo dinamico.
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Figura 2.19: Distribuicao espacial da populagao de predadores nas iteracoes 1, 50,
1999 e 2000, para a = 0,9, b= 1,75, u;, = 0,05 e p,, = 0,95.
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Figura 2.20: Distribuicao espacial da populagao de presas nas iteracoes 1, 50, 80,
200, 999 e 1000, para a = 0,9, b = 1,75, u,, = 0,05 e p,, = 0, 95.

Nas Figuras 2.23 e 2.24 podemos ver a densidade em cada sitio das populagoes
de presas e predadores para a = 0,9 e b = 1,75, com p,, e p,, fora da regiao de insta-
bilidade difusiva. Neste caso a distribui¢ao espacial torna-se homogénea e constante

com relagao ao tempo, ou seja, temos ambas as populagoes atingindo o equilibrio
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Figura 2.21: Distribuicao espacial da populagao de predadores nas iteracgoes 1, 50,
80, 200, 999 e 1000, para a = 0,9, b =1,75, p,, = 0,05 e p, = 0, 95.
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Figura 2.22: Variacao das densidades de presas (linha continua) e predadores (linha
tracejada) nos sitios de posigao (20,12) (figura (a)) e (10,20) (figura (b)), para a =
0,9,b=1,75, p, = 0,05 e p, = 0,95.

estavel homogéneo. Isto é confirmado na Figura 2.25, onde observamos que as den-
sidades de presas e predadores tornam-se constantes, assumindo um mesmo valor,
em qualquer sitio do dominio.

Estas simulagoes, portanto, permitem-nos verificar a veracidade das condicoes de
instabilidade difusiva que foram estabelecidas no Apéndice B. Elas mostram casos

particulares, em que ao escolhermos valores adequados para os parametros, podemos
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Figura 2.23: Distribuicao espacial da populacao de presas nas iteragoes 1, 10, 1000
e 2000, para a = 0,9, b= 1,75, uj, = 0,4 e p, = 0, 5.

Figura 2.24: Distribuicao espacial da populagao de predadores nas iteracoes 1, 10,
1000 e 2000, para a = 0,9, b= 1,75, p;, = 0,4 e p, = 0, 5.

perceber que a difusao pode fazer um determinado equilibrio perder a estabilidade

homogeénea.
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Figura 2.25: Variagao das densidades de presas (linha continua) e predadores (linha
tracejada) em qualquer sitio do dominio, para a = 0,9, b = 1,75, u, = 0,4 e

ﬂ @ :

Figura 2.26: Distribuicao espacial da populagao de presas nas iteracoes 400, 600,
800, 1000, 1200 e 1400, para a = 1,1, b = 2,5, u;, = 0,2 e p, = 0, 4.

2.3.3 Ondas Espirais

Consideramos, agora, como distribuicao inicial para presas e predadores uma densi-
dade constante de individuos em um sitio localizado no centro do dominio e todos

os outros sitios sendo vazios. Observamos que, para uma determinada regiao dos

39



()

r
AT .l(:l |
| '-i'[]':j 2 2r.

Figura 2.27: Distribuicao espacial da populagao de predadores nas iteragoes 400,
600, 800, 1000, 1200 e 1400, para a = 1,1, b= 2,5, p, = 0,2 e p,, = 0,4.

1000
800 - 7
o L 4
o
-8 L 4
© 600 7"\ N N\ N\ N\ - ™, N\ -\ - -, B
e} £\ SN SN SN SN AN SN NS S\ / NA
S f ]
R V2 VA VA VAV WU Wa e Wabe
(%] F 4
o
Q L 4
200 B
0 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L 1 L L L
1900 1920 1940 1960 1980 2000

tempo

Figura 2.28: Variagao das densidades totais de presas (linha continua) e predadores
(linha tracejada) paraa =1,1,b =25, yu,, = 0,2 e p, = 0,4.

parametros a e b ocorre a formacao de ondas espirais na distribuicao espacial das
presas e dos predadores (Figuras 2.26 e 2.27). Neste caso, presas e predadores co-
existem de modo que a densidade total de individuos varia dentro de um intervalo

limitado de valores (Figura 2.28).

Para determinados valores dos parametros, caos espago-temporal também pode
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ser encontrado para presas e predadores.

2.4 Conclusoes

Os resultados aqui obtidos nao sao exclusivos da dinamica presa-predador estudada.
Os padroes espaciais “Crystal Lattice”, ondas espirais e caos espago-temporal foram
obtidos por Hassel et al. (1991) em um modelo de Redes de Mapas Acoplados para
a interacao parasitoide-hospedeiro de Nicholson-Bailey.

Neste capitulo analisamos qualitativamente um sistema de equacoes a diferencas
que descreve a interacao presa-predador. Consideramos inicialmente um modelo
presa-predador que analisa apenas a interacao entre as espécies. Depois, acrescenta-
mos a variavel espacial num dominio discreto. Considerando, assim, um modelo que
analisa o comportamento espago-temporal das espécies. Observamos que ao conside-
rarmos a dispersao ocorrem mudancas significativas no comportamento do sistema,
como a alteragao da regiao dos parametros a e b de coexisténcia. Além disso, pode
ocorrer a formacao de padroes espaciais conhecidos, como redes cristalinas estaticas
(Crystal Lattice), ondas espirais e caos.

Um sistema presa-predador continuo de equacoes de reacao-difusao com cresci-
mento logistico para as presas e resposta funcinal dada pela Lei de A¢ao das Massas
nao exibe instabilidade difusiva (Conway, 1984). Neubert et al. (1995) mostraram,
no entanto, que padroes espaciais heterogéneos podem surgir em um modelo presa-
predador discreto semelhante, porém com dispersao nao-local, descrito por equagcoes
a diferencas integrais. Neste trabalho, mostramos que padroes heterogéneos também
podem surgir em um modelo presa-predador discreto com crescimento logistico para
as presas e resposta funcional do tipo I, no qual a dispersao se da por difusao simples
(White & White, 2005).
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Capitulo 3

Modelo Presa-Predador com Taxia

Local

Muitos predadores concentram seu esforco por busca de presas nas vizinhancas de
uma presa capturada. Este tipo de comportamento é conhecido como “pesquisa em
area restrita”. Os exemplos sao numerosos e incluem espécies de pdassaros, moscas,
predadores em interacoes presa-predador como joaninhas e afideos, entre outros
(Kareiva & Odell, 1987). Estudos em campos da Suécia mostram que joaninhas (P.
cupreus) respondem a disponibilidade de suas presas movendo-se mais lentamente
em dreas com altas densidades de afideos (R. padi) (Bommarco et al., 2007).

Além disso, existem casos mais simples de procura nao aleatoria, quando o or-
ganismo responde somente a informagoes locais (por exemplo, através do tato ou
sabor). Nestes casos, o organismo percebe apenas as diferencas de concentracao do
seu alimento (ou da sua presa) em uma escala de distancia relativamente pequena.
Com base nestas informacoes, ele se fixa ou abandona o local onde se encontra.
Algumas joaninhas, por exemplo, sao muito ineficientes na captura de suas presas
(pulgdes). Elas s6 percebem a presenga das presas quando estdo muito proximas
delas (Dixon, 1973).

Com relacao a movimentacao das presas, ha exemplos de presas cujo movimento
pode ser bem aproximado pela difusdo simples como afideos R. padi (Bommarco
et al., 2007). No entanto, o comportamento de fuga e evasao de sitios com altas
densidades de predadores também ¢é relatado (Biktashev et al., 2004).

Neste capitulo, estudamos modelos presa-predador discretos, espacialmente dis-

tribuidos, nos quais presas e/ou predadores possuem percepgao limitada ao sitio em
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que se encontram ou adotam uma estratégia de pesquisa em area restrita. Conside-
ramos a taxa de movimentacgao das espécies dependente da densidade, o que resulta
em um fluxo de taxia (Apéndice A).

Analisamos o modelo para trés cendrios diferentes, de acordo com o comporta-
mento de movimentacao de cada espécie e comparamos os resultados com o modelo

de movimentacao por difusao estudado no Capitulo 2.

3.1 Formulacao do Modelo

Vamos incluir agora ao modelo presa-predador estudado no capitulo anterior a movi-
mentagao orientada de presas e/ou predadores. Lembremos que a dindmica consiste
de dois estagios distintos: dispersao e reacao.

No estagio de dispersao vamos considerar que uma ou ambas as espécies movimentam-
se em resposta ao estimulo emitido pela outra. Isto é, vamos supor que presas e/ou
predadores conseguem perceber a densidade da outra espécie no sitio em que se en-
contram, de modo que a fracao de individuos que abandona cada sitio depende da
densidade da outra espécie neste sitio.

Para estabelecermos uma funcao que represente o coeficiente de dispersao das
presas (i, (pz,t) consideramos que quanto maior (menor) a densidade de predadores
em um sitio, maior (menor) serd a fracdo de presas que se dispersa deste sitio, a
cada geracao. Desse modo, para descrever a taxia negativa das presas com relacao
aos predadores vamos considerar o coeficiente de dispersao das presas como funcao
crescente da densidade de predadores.

No caso do coeficiente de dispersao dos predadores fi,,(h.,), quanto maior (menor)
a densidade de presas em um sitio, menor (maior) serd a fracao de predadores que
se dispersa deste sitio, a cada geragao. Para representar a taxia dos predadores com
relacao as presas, o coeficiente de dispersao dos predadores serd considerado uma
funcao decrescente da densidade de presas.

Assim, temos

ty = pn(Pag) € by = 1y (hay)-

Portanto, o modelo presa-predador discreto espacialmente estruturado com movi-
mentacao orientada para presas e predadores serd descrito por dois sistemas de

equacoes. A fase de dispersao sera dada pelo sistema:
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Moy = (1= 10, (Pog)hag + Y 2@ty

yEVz

(3.1)
hy,t
Py = (1- /’Lp(h$7t))p$7t + Z Mp(4y’ )py,t’
yeVy
e a fase de interacao por:
hepy1 = (h/m,t exp(a(l — hlx,t) - p/m,t)a

(3.2)

_ / /
Pxt+1 = bh:c,tp;c,ta

onde h,; e p,; sao as densidades de presas e predadores no sitio  antes da dispersao;
h.., e p,, sao as densidades de presas e predadores no sftio z apés a dispersao;
0 < pp(pey) < 1e0 < p,(hyy) < 1 sdo os coeficientes de dispersao das presas e
dos predadores, respectivamente; V, = {(i,7 — 1),(i — 1,7),(i,7+ 1), (i + 1,7)} é a
vizinhanga considerada para cada sitio e a,b > 0 sao os parametros adimensionais
da dinamica local do modelo.

No Apéndice A, mostramos que este esquema de movimentagao com taxa de dis-
persao dependente da densidade corresponde na escala macroscépica, a uma equacao
diferencial parcial com fluxo composto de difusao e taxia positiva dos predadores com
relacao as presas e negativa das presas com relacao aos predadores.

Escolhemos, para representar o coeficiente de dispersao das presas, a fungao:

iy,
1 + eXp(_ﬁpx,t> ’
onde 0 < 7z, < 1 ¢ o valor maximo que (i, (p+) pode assumir (Figura 3.1 (a)) e 8 >0

fon(Pat) = (3.3)

pode ser interpretado como o grau com que as presas percebem os predadores. Isto
é, % ¢ a densidade de predadores para a qual uma fracao de aproximadamente 0, 71,
presas abandona seu sitio.

Para representar o coeficiente de dispersao dos predadores, escolhemos:

iy

— 4
1 + Ahx7t7 (3 )

Mp(hfcat) =

onde 0 < 7z, < 1 ¢é o valor maximo que p,(h.;) pode assumir (Figura 3.1 (b)) e

A > 0 é um parametro que pode ser interpretado como o grau de percepcao que os

1

predadores tém das presas. Isto ¢, 4

é a densidade de presas para a qual a fragao de
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predadores que deixa o sitio de origem cai a metade de f,,.

(@) (b)

taxa de movimentagéo das presas

taxa de movimentagao dos predadores

00 . . . . 0.0 . ! n
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

densidade dos predadores densidade das presas

Figura 3.1: (a) Taxa de movimentacao das presas, para § = 10; (b) Taxa de movi-
mentacao dos predadores, para A = 10.

Consideramos entao trés cendrios hipotéticos para o modelo formado pelos sis-

temas (3.1) e (3.2), de acordo com as escolhas para j;, e fi,:

1) Presas dispersam-se por taxia local e predadores por difusao simples

Neste cenario consideramos que os predadores nao adotam nenhuma estratégia
de perseguicao das presas e se dispersam aleatoriamente. As presas, por sua vez, se
dispersam em resposta ao estimulo emitido pelos predadores. Isto é, os predadores
abandonam seu sitio independentemente da densidade de presas enquanto que a
fracao de presas que abandona cada sitio depende da densidade de predadores ali
presente. Assim, o coeficiente de dispersiao dos predadores j, é constante neste
cendrio. O coeficiente de dispersao das presas é representado pela expressao (3.3).

Podemos citar como exemplo, o caso de moscas predadoras (C. albiceps) e moscas
presas (L. eximia). A interagao presa-predador, neste caso, é caracterizada pelo fato
de que as larvas de moscas predadoras predam as larvas das moscas presas. Estudos
recentes mostram que as predadoras ovipositam de forma independente da presenca
de larvas de presas, ou seja, nao se importam com a presenca prévia das presas.
Enquanto as presas evitam ovipositar onde ja existem larvas de moscas predadoras,

ou seja, onde as predadoras estao previamente (Gidao & Godoy, 2007).

2) Presas dispersam-se por difusao simples e predadores por taxia local
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Nesta situacao vamos supor que o habitat esta repleto de recursos para as presas.
Por outro lado, assumimos que as presas nao apresentam uma conduta de defesa
antipredador efetiva. Este comportamento é chamado de ingenuidade. Isto pode
ocorrer por uma falta de histéria com um dado predador, como por exemplo, quando
uma espécie predadora é introduzida em um habitat (Cox & Lima, 2006).

Assumimos que os predadores percebem a densidade de presas no sitio em que se
encontram e adotam a estratégia de permanecer nos sitios com maiores densidades
de presas.

Neste cendrio consideramos o coeficiente de dispersao das presas p;, como sendo

constante. O coeficiente de dispersao dos predadores é representado pela expressao
(3.4).

3) Presas e predadores dispersam-se por taxia local

Neste cendrio ambas as espécies, presas e predadores, se dispersam em resposta
ao estimulo emitido pela outra espécie. Ou seja, presas evitam permanecer em sitios
nos quais a densidade de predadores é alta, enquanto predadores tendem a aban-
donar sitios nos quais a densidade de presas é baixa. Desta forma, os coeficientes
de dispersao das presas e dos predadores sao dados pelas expressoes (3.3) e (3.4),
respectivamente.

As interacoes presa-predador entre algumas espécies de insetos e afideos podem
ilustrar este cenario. Neste tipo de interagao, os insetos, geralmente, conseguem
perceber a presenca de suas presas. Ja os afideos parecem ser indefesos e desam-
parados com relagao ao ataque dos insetos. Entretanto, desde 1989, foi observado
que diferentes espécies de afideos exalam um 6leo liquido, com o qual eles se “lam-
buzam” de modo que conseguem escorregar e escapar do ataque predador (Dixon,
1973). Além disso, observou-se que eles podem perceber a presenga do predador
e fugir da planta onde se encontram antes que este o alcance e, dependendo do
tamanho dos individuos (afideo e inseto), o afideo pode reagir ao ataque predador
(chutando) e conseguir fugir (Dixon, 1973). Este constitui um exemplo, entre muitos,
de interagoes onde ambas as espécies, presas e predadores adotam como estratégia
abandonar ou permancer no sitio em que se encontram, em resposta a densidade da

outra espécie.

Poderiamos ainda modelar outros cenérios através da taxa de movimentacao de-

pendente da densidade, como por exemplo, o caso de plantas carnivoras que predam
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pequenos insetos atraindo-os por meio de odores. Neste caso, o predador é imdvel
(1, = 0) e o coeficiente de dispersao da presa ji,(p,,) ¢ uma fungao decrescente da

densidade de predadores (atracao).

3.2 Simulacoes

Nosso objetivo nesta secao é examinar os efeitos das diferentes estratégias adotadas
por presas e predadores em sua dinamica espaco-temporal. Inicialmente, para testar
os resultados da taxa de movimentacao dependente da densidade, realizamos algumas
simulagoes aplicando apenas o sistema (3.1). Isto é, sem considerar a interagao entre
as espécies.

Em seguida, desenvolvemos simulagoes do modelo aplicando os sistemas (3.1)
e (3.2) para diferentes escolhas dos parametros da dinamica, com as fungoes de
movimentagao percorrendo os cendrios 1, 2 e 3.

Em todas as simulacoes consideramos um dominio bidimensional 30 x 30 com

fronteira reflexiva. A distribuicao inicial esta especificada em cada experimento.

3.2.1 Modelo sem Reacao

Nesta subsecao consideramos como condicao inicial, presas e predadores distribuidos
aleatoriamente no habitat. Nas simulacgoes fixamos os parametros das taxas de movi-
mentacao =10 e A = 10.

Em uma primeira simulagao, consideramos as presas imoveis e testamos a movi-
mentacao dos predadores. Ou seja, consideramos 1, = 0 em (3.3) e 7z, = 0,5 em
(3.4). As Figuras 3.2 e 3.3 ilustra um corte em uma linha da distribuigdo espacial
de presas (curva continua) e predadores (curva tracejada).

Podemos perceber que os individuos estao inicialmente distribuidos de maneira
aleatdria (Figura 3.2(a)). Com o passar do tempo, a movimentagao dos predado-
res faz com que as maiores concentragoes de predadores coincidam com as maiores
densidades de presas (Figura 3.2(b)), como era de se esperar.

Em seguida, realizamos uma simulacao mantendo os predadores iméveis (7, = 0)
e as presas se movimentando de acordo com a expressao (3.3), com fi;, = 0,5. Obser-
vamos agora, que apos os transientes, as maiores densidades de presas encontram-se

nos sitios de baixa concentragao de predadores, como pode ser visto na Figura 3.3.
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Figura 3.2: (a) e (b) Corte na linha 15 da distribuigdo espacial das presas e dos
predadores nas iteracoes 1 e 600, respectivamente; consideramos i, =0 e @, = 0, 5.
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Figura 3.3: (a) e (b) Corte na linha 15 da distribuigdo espacial das presas e dos
predadores nas iteracoes 1 e 600, respectivamente; consideramos i, = 0,5 e @, = 0.

3.2.2 Modelo com Movimentacao e Reacao

Nestas simulagoes tomamos como condi¢ao inicial, uma distribuicao aleatéria de

ambas as espécies em uma pequena regiao retangular no centro do dominio. Com

relacao aos parametros envolvidos nos coeficientes de dispersao orientada das presas e

dos predadores, fixamos 7 = 10 e A = 10. Nas figuras que representam a distribuicao

espacial, os sitios mais escuros (claros) representam densidades mais altas (baixas).

Variamos os paramentros da dinamica local, tomando valores dentro e fora da

regido de estabilidade do equilibrio de coexisténcia (Figura 2.1). Comparamos os
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resultados obtidos nos trés cenarios acima. Além disso, comparamos estes resul-
tados com aqueles obtidos quando ambas as espécies adotam movimentagao por
difusao. Esta comparagao tem por objetivo fornecer subsidios para a modelagem
de sistemas presa-predador. Estratégias diferentes podem representar espécies dis-
tintas ou mesmo diferentes predadores. Nestes casos nao haveria sentido na com-
paracao. No entanto, nossa idéia é avaliar os efeitos da omissao (ou considerac¢ao) das
diferentes estratégias de movimentacao nas previsoes que podem advir dos modelos
matematicos.

Durante as simulagoes observamos, inicialmente, que os resultados podem ser
significativamente distintos, dependendo dos parametros da dinamica e de movi-
mentacao e das condigoes iniciais. Ha uma regiao dos parametros da dinamica em
que os resultados do caso difusivo nao sao alterados pela movimentagao orientada.
Para valores de a e b dentro da regiao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia,
os cenarios 1, 2 e 3 levam a mesma distribuicao espacial estavel homogénea do caso
difusivo para presas e predadores, desde que os parametros de dispersao, i), e fi,,
estejam fora da regiao de instabilidade difusiva.

Ao compararmos os cenarios 1, 2 e 3 com o caso difusivo, escolhemos as constantes
fiy, € i, em (3.3) e (3.4) correspondendo aos coeficientes de dispersao por difusao das

presas e dos predadores, respectivamente.

1000 —

800

600

presa

400

200

0 100 200 300 400 500

tempo

Figura 3.4: Variacao da densidade total de presas para a = 0,9, b= 1,75, i, = 0,95
e @i, = 0,05; curva vermelha (caso difusivo); curva verde (cendrio 1); curva azul
(cendrio 2); curva preta (cendrio 3).
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Figura 3.5: Variacao da densidade total de predadores para a = 0,9, b = 1,75,
A, = 0,95 e 1, = 0,05; curva vermelha (caso difusivo); curva verde (cendrio 1);
curva azul (cendrio 2); curva preta (cenario 3).

w0 (a):u

Figura 3.6: (a) - (¢) Distribuicao espacial da populagao de presas nas iteragoes 20, 500
e 1000, respectivamente; (d) - (f) Distribuigao espacial da populagao de predadores
nas iteracoes 20, 500 e 1000, respectivamente; para a = 0,9, b = 1,75, 1, = 0,95 e
1, = 0,05; caso difusivo.

Escolhemos inicialmente a = 0,9 e b = 1,75, com i, = 0,95 e ;z,, = 0, 05, isto é, na
regiao de instabilidade difusiva do equilibrio homogéneo de coexisténcia. Observamos

que, em comparacao com o caso difusivo, a densidade total de presas aumenta e a
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Figura 3.7: (a) - (¢) Distribuicao espacial da populagao de presas nas iteragoes 20, 800
e 1000, respectivamente; (d) - (f) Distribuigao espacial da populacao de predadores
nas iteracoes 20, 800 e 1000, respectivamente; para a = 0,9, b = 1,75, 11;, = 0,95 e

i, = 0,05; cendrio 1.

B . A

Figura 3.8: (a) - (¢) Distribuicao espacial da populagao de presas nas iteragoes 20, 500
e 1000, respectivamente; (d) - (f) Distribuigao espacial da populacao de predadores
nas iteracoes 20, 500 e 1000, respectivamente; para a = 0,9, b = 1,75, 1, = 0,95 e
i, = 0,05; cenario 3.
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Figura 3.9: (a) - (¢) Distribuicao espacial da populagao de presas nas iteragoes 20, 500
e 1000, respectivamente; (d) - (f) Distribuigao espacial da populacao de predadores
nas iteracoes 20, 500 e 1000, respectivamente; para a = 0,9, b = 1,75, 1, = 0,95 e
1, = 0,05; cenario 2.
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Figura 3.10: (a) Corte na linha 15 da distribuigao espacial das presas (curva continua)
e dos predadores (curva tracejada) na iteragao 500; (b) Corte na linha 15 da dis-
tribuicdo espacial das presas (curva continua) e dos predadores (curva tracejada) na
iteragao 1000; para a = 0,9, b = 1,75, iz, = 0,95 e 1, = 0, 05; caso difusivo.

densidade total de predadores diminui nos cenarios 1 e 3. As densidades totais de
presas e predadores assumem valores constantes no caso difusivo e nos cenarios 1 e

3, enquanto no cendrio 2 temos oscilagoes para ambas as espécies (Figuras 3.4 e 3.5).
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Figura 3.11: (a) Corte na linha 15 da distribuic¢ao espacial das presas (curva continua)
e dos predadores (curva tracejada) na iteracao 980; (b) Corte na linha 15 da dis-
tribuicao espacial das presas (curva continua) e dos predadores (curva tracejada) na
iteragao 1000; para a = 0,9, b = 1,75, @, = 0,95 e @z, = 0, 05; cendrio 2.
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Figura 3.12: (a) Corte na linha 15 da distribuigao espacial das presas (curva continua)
e dos predadores (curva tracejada) na iteracao 800; (b) Corte na linha 15 da dis-
tribuigao espacial das presas (curva continua) e dos predadores (curva tracejada) na
iteragao 1000; para a = 0,9, b = 1,75, @, = 0,95 e @z, = 0, 05; cendrio 1.

Quando as presas abandonam sitios com altas densidades de predadores, sua den-
sidade total aumenta, enquanto a densidade dos predadores diminui. Quando apenas
os predadores reagem a densidade de presas, ocorrem oscilacoes nas densidades to-
tais.

Na distribuicao espacial formam-se padroes heterogéneos estaveis para o caso
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Figura 3.13: (a) Corte na linha 15 da distribuicao espacial das presas (curva continua)
e dos predadores (curva tracejada) na iteracao 800; (b) Corte na linha 15 da dis-
tribuicao espacial das presas (curva continua) e dos predadores (curva tracejada) na
iteragao 1000; para a = 0,9, b = 1,75, @, = 0,95 e @z, = 0, 05; cendrio 3.

difusivo e para os cenarios 1 e 3, como vemos nas Figuras 3.6, 3.7 e 3.8. No cenario
2, onde apenas os predadores utilizam taxia, a distribuicao espacial heterogénea nao
é constante no tempo, ou seja, observamos a formacao de um padrao heterogéneo
dinamico (Figura 3.9).

Nas Figuras 3.10 a 3.13 fizemos um corte em uma linha da distribuicao espacial
das populagoes. E possivel observarmos que, em todos os casos (difusivo e nos
cendrios 1, 2 e 3) as maiores densidades de presas ocorrem nos sitios de menores
densidades de predadores. Podemos ver que a medida que aumenta a densidade de
predadores em um sitio, diminui a densidade de presas neste sitio.

Para a = 3,5, 0=1,1e @, = pn, = 0,9, a coexisténcia ¢ impossivel na auséncia
de difusao, a populacao de predadores vai a extin¢ao. Entretanto, ao considerarmos
a movimentacao por difusao, as espécies passam a coexistir. Observamos que todas
as estratégias (cenério 1, 2 ou 3) beneficiam os predadores e podem causar maiores
oscilagoes para as presas (Figuras 3.14 e 3.15). A estratégia que mais beneficia
os predadores é a do cendrio 2 ( curva azul na Figura 3.15). As oscilagoes das
presas com maior amplitude correspondem ao cenario 3, no qual ambas as espécies
se movimentam por taxia. O caos espacial prevalece em todas as situagoes, como
exemplificado na Figura 3.16 para o cenario 2.

Nas Figuras 3.17 e 3.18 utilizamos os mesmos parametros da dinamica, a = 3,5
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Figura 3.14: Variacao da densidade total de presas para a = 3,5, b = 1,1 e 1, =
i, = 0,9; curva vermelha (caso difusivo); curva verde (cendrio 1); curva azul (cendrio
2); curva preta (cenario 3).
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Figura 3.15: Variacao da densidade total de predadores para a = 3,5, b = 1,1 e
fy, = fi, = 0,9; curva vermelha (caso difusivo); curva verde (cendrio 1); curva azul
(cendrio 2); curva preta (cendrio 3).

e b=1,1. Mudando os parametros de dispersao para fi;, = 1, = 0,1 podem ocorrer

mudancas significativas no comportamento das solucoes. Quando as presas evitam

a presenca dos predadores, isto ¢, nos cenarios 1 e 3, os predadores vao a extingao.

H& coexisténcia apenas no caso difusivo ou quando os predadores tém dispersao

orientada com relagao as presas e estas movimentam-se por difusao. Nestes dois
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Figura 3.16: (a) - (c¢) Distribui¢do espacial da populacdo de presas nas iteragoes
400, 600 e 800, respectivamente; (d) - (f) Distribuigao espacial da populagao de
predadores nas iteracoes 400, 600 e 800, respectivamente; para a = 3,5, b = 1,1 e
iy, = 1, = 0,9; cendrio 2.
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Figura 3.17: Variagao da densidade total de presas para a = 3,5, b = 1,1 e ), =
i, = 0, 1; curva vermelha (caso difusivo); curva verde (cendrio 1); curva azul (cendrio
2); curva preta (cendrio 3).

casos, as densidades totais de presas e predadores variam num ciclo de periodo 4
(Figuras 3.17 e 3.18). Para os predadores, os valores do ciclo sdo muito préximos,

por isso na Figura 3.18 a solugao parece ser constante. Observamos um aumento na
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Figura 3.18: Variacao da densidade total de predadores para a = 3,5, b = 1,1 e
i, = M, = 0,1; curva vermelha (caso difusivo); curva verde (cenario 1); curva azul
(cendrio 2); curva preta (cenario 3).

Figura 3.19: (a) - (c¢) Distribuicdo espacial da populacdo de presas nas iteragoes
10, 799 e 800, respectivamente; (d) - (f) Distribuicao espacial da populagdo de
predadores nas iteracoes 10, 799 e 800, respectivamente; para a = 3,5, b = 1,1 e
iy, = 1, = 0,1; caso difusivo.

densidade total de predadores e uma queda na densidade total de presas, do caso
difusivo para o caso em que os predadores se movimentam por taxia. Nos cenarios

1 e 3, onde os predadores vao a extingao, a densidade total de presas oscila num
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intervalo limitado de valores (com amplitude pequena para as oscilagoes). Com
relacao a distribuicao espacial observamos a formacao de um quadriculado que varia
com o tempo para presas e predadores nos casos de coexisténcia, como exemplificado
na Figura 3.19 para o caso difusivo. Quando os predadores vao a extingao, também

forma-se um padrao quadriculado que varia com o tempo para as presas.

(o) (b) O

=

5
L ®

_.,:‘;

E: " .

Figura 3.20: (a) - (c¢) Distribui¢do espacial da populacdo de presas nas iteragoes
20, 200 e 1000, respectivamente; (d) - (f) Distribuicao espacial da populagao de
predadores nas iteragoes 20, 200 e 1000, respectivamente; para a = 1,1, b = 2,5,
1, = 0,2 ep, =0,4; caso difusivo.

Ondas espirais na distribuicao espacial das presas e dos predadores podem ocorrer
também nos cenarios 1, 2 e 3. Este fato ¢ ilustrado nas Figuras 3.20 a 3.23, para a =
L1,b=25p,=0,2em,=04. As Figuras 3.24 e 3.25 representam um corte em
uma linha da distribuicao espacial das populagoes de presas e predadores, para o caso
difusivo e para o cenario 2, para esta escolha de parametros. Nas Figuras 3.24 e 3.25
também observamos que quando aumenta (diminui) a densidade de predadores, em
um sitio, de uma iteragao para outra, ocorre uma queda (um aumento) na densidade
de presas. Este fato caracteriza um processo de evasao das presas se dispersando de
sitios com altas densidades de predadores. Por outro lado, quando aumenta (diminui)
a densidade de presas, em um sitio, ocorre um aumento (uma queda) na densidade
de predadores neste sitio. Este fato reflete o processo de busca dos predadores se

dirigindo para os sitios de maior densidade de presas. Este comportamento também
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Figura 3.21: (a) - (c¢) Distribui¢do espacial da populacdo de presas nas iteragoes
20, 200 e 1000, respectivamente; (d) - (f) Distribuigao espacial da populagao de
predadores nas iteragoes 20, 200 e 1000, respectivamente; para a = 1,1, b = 2,5,
i, = 0,2 ep, =0,4; cenario 2.

(a)m w o (b)ﬁ m (C)
. j.rﬂ:i

>
.
@ 3

Figura 3.22: (a) - (¢) Distribuicao espacial da populacao de presas nas iteragoes
20, 200 e 1000, respectivamente; (d) - (f) Distribuicao espacial da populagao de
predadores nas iteracoes 20, 200 e 1000, respectivamente; para a = 1,1, b = 2,5,
my, = 0,2 ep, =0,4; cenario 1.
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Figura 3.23: (a) - (¢) Distribui¢do espacial da populacdo de presas nas iteragoes
20, 200 e 1000, respectivamente; (d) - (f) Distribuigao espacial da populagao de
predadores nas iteragoes 20, 200 e 1000, respectivamente; para a = 1,1, b = 2,5,
iy, = 0,2 ep, =0,4; cenario 3.

(a) (b)
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Figura 3.24: (a) Corte na linha 15 da distribuigao espacial das presas (curva continua)
e dos predadores (curva tracejada) nas iteragoes 400 (curva preta) e 401 (curva
cinza); (b) Corte na linha 15 da distribuigao espacial das presas (curva continua) e
dos predadores (curva tracejada) nas iteracoes 402 (curva preta) e 403 (curva cinza);
para a = 1,1, 0= 2,5, 1, = 0,2 e 1, = 0, 4; caso difusivo.

é observado nos cenarios 1 e 3. As densidades totais de presas e predadores oscilam
no caso difusivo e nos trés cendrios (Figura 3.26).

A movimentacao dependente da densidade local pode alterar a distribuicao es-

60



20 T T T T T T 20

presa/predador
= h
T T
presa/predador
s

0.5 051

0.0 o L o L L L L L 0.0 L . L L L L
0 5 10 15 2 25 30 0 5 10 15 2 25 30

colunas colunas

Figura 3.25: (a) Corte na linha 15 da distribuicao espacial das presas (curva continua)
e dos predadores (curva tracejada) nas iteragoes 400 (curva preta) e 401 (curva
cinza); (b) Corte na linha 15 da distribuigao espacial das presas (curva continua) e
dos predadores (curva tracejada) nas iteragoes 402 (curva preta) e 403 (curva cinza);
para a = 1,1, 0= 2,5, m, = 0,2 e @, = 0, 4; cendrio 2.
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Figura 3.26: (a) Variagao da densidade total de presas; (b) Variagao da densidade
total de predadores; para a = 1,1, b = 2,5, i, = 0,2 e 1z, = 0,4; curva vermelha
(caso difusivo); curva verde (cendrio 1); curva azul (cendrio 2); curva preta (cendrio

3).

pacial das espécies. Nas Figuras 3.27 a 3.30 escolhemos a = 1,5, b = 2,5, 11;, = 0,2
e fi, = 0,9. Observamos que nao se formam padroes espirais no caso difusivo e no
cendrio 1 (Figuras 3.27 e 3.28). Estes padrdes aparecem apenas nos cenarios 2 e 3
(Figuras 3.29 e 3.30). As densidades totais de presas e predadores oscilam em todos

os casos (Figura 3.31).
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Figura 3.27: (a) - (c¢) Distribui¢do espacial da populacdo de presas nas iteragoes
20, 700 e 800, respectivamente; (d) - (f) Distribuigao espacial da populacao de
predadores nas iteragoes 20, 700 e 800, respectivamente; para a = 1,5, b = 2,5,
m, =0,2ep,=0,9; caso difusivo.

0 (C) »

Figura 3.28: (a) - (¢) Distribuicao espacial da populacao de presas nas iteragoes
20, 700 e 800, respectivamente; (d) - (f) Distribui¢ao espacial da populacao de
predadores nas iteragoes 20, 700 e 800, respectivamente; para a = 1,5, b = 2,5,
my, =0,2emp,=0,9; cenario 1.
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Figura 3.29: (a) - (c¢) Distribui¢do espacial da populacdo de presas nas iteragoes
20, 700 e 800, respectivamente; (d) - (f) Distribuigao espacial da populacao de

predadores nas iteragoes 20, 700 e 800, respectivamente; para a = 1,5, b = 2,5,
m, =0,2emp,=0,9; cenario 2.
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Figura 3.30: (a) - (c¢) Distribuicao espacial da populacao de presas nas iteragoes
20, 700 e 800, respectivamente; (d) - (f) Distribui¢ao espacial da populacao de
predadores nas iteragoes 20, 700 e 800, respectivamente; para a = 1,5, b = 2,5,
my, =0,2emn,=0,9; cenario 3.
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Figura 3.31: (a) Variacdo da densidade total de presas; (b) Variagdo da densidade
total de predadores; para a = 1,5, b = 2,5, i, = 0,2 e [z, = 0,9; curva vermelha
(caso difusivo); curva verde (cendrio 1); curva azul (cendrio 2); curva preta (cendrio
3).

3.3 Conclusoes

As simulacoes desenvolvidas neste capitulo mostram que os resultados do modelo
estudado (3.1)-(3.2) podem ser significativamente alterados pela escolha do esquema
de movimentacao dos individuos.

Mais especificamente, a taxa de movimentacao dependente da densidade local
desempenha um papel relevante nas previoes de modelos discretos presa-predador do
tipo (3.1)-(3.2), mostrando que a prospecgao local das espécies pode ser determinante
para a sua dinamica espaco-temporal.

Entre as modificacoes que podem ocorrer no comportamento das populacoes, de
acordo com o0s processos de movimentacao escolhidos, observamos que: a dispersao
orientada das presas pode promover a extingao dos predadores para valores dos
parametros em que havia coexisténcia no caso difusivo; a dispersao orientada dos
predadores pode promover aumentos na sua densidade e quedas na densidade de
presas, além disso, pode promover oscilacoes nas populacoes de presas e predadores.

Nao desenvolvemos condicoes analiticas de instabilidade para a movimentagao
por taxia. Entretanto, experimentos numéricos com os modelos formulados mostram
que padroes espaciais heterogéneos estaveis podem ser obtidos para determinados

valores dos parametros envolvidos nas fungoes de movimentacgao. Além disso, padroes
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cadticos e ondas espirais também podem ser encontrados.
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Capitulo 4

Modelo Presa-Predador com Taxia

Quase Local

E importante lembrar que a detecgdo de um estimulo pelas presas (ou pelos pre-
dadores) nem sempre exige contato direto (taxia local). Ela pode ser realizada por
meio de um campo de sinais (odores, visao) emitido pelo conjunto de predadores (ou
presas) de uma determinada vizinhanca (taxia quase local) (Rodrigues, 1998).

Vamos incluir agora ao modelo presa-predador descrito no Capitulo 2 a dispersao
orientada para presas e predadores de acordo com um processo de taxia quase local.
Ao invés de considerar que presas e predadores conseguem perceber a densidade
da outra espécie apenas no sitio em que se encontram, vamos considerar que eles
percebem a densidade da outra espécie em uma vizinhanca de seu sitio. Assim,
podem se movimentar para os sitios da vizinhanca ou permanecer no sitio original
de acordo com as informagoes coletadas.

Neste capitulo, formulamos um esquema de movimentagao para presas e predado-
res levando em conta a prospec¢ao quase local e desenvolvemos simulacoes numéricas
para analisar os efeitos deste tipo de movimentacao na dinamica espago-temporal das

espécies.

4.1 Regras de Movimentagao

Para deduzir as expressoes que descrevem a fase de dispersao do modelo, vamos supor
que presas e predadores conseguem comparar as densidades (da outra espécie) em

cada sitio de uma vizinhanca e assim “escolher” para qual sitio devem se locomover
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a cada geracao ou se devem permanecer onde estao. Uma fracdo maior de preda-
dores deve se locomover para o sitio de maior densidade relativa de presas e, uma
fracao menor de presas deve se locomover para o sitio de maior densidade relativa
de predadores.

Chamamos de h,; e p,; as densidades de presas e predadores no sitio z = (i, j)
antes da dispersao; Sy, (Sp,) a densidade de presas (predadores) que sai do sitio
para cada um dos quatro sitios y € V, = {(i — 1,4), (i + 1,7),(4,j — 1), (i, + 1)} e
E}, (E,,) a densidade de presas (predadores) que entra no sitio =, vinda de cada
um dos sitios y de V,. Assim, as densidades de presas h] , e de predadores p] ; no

sitio x apds a dispersao, sao dadas respectivamente por:

Wy =hay— Y Shy+ > Eny (4.1)

yeVy yeVy

p?p,t = Pzt — Z Spy + Z Epy. (4.2)

yeVy yeVy

Chamamos de V5 o conjunto V, U {(i,7)}, ou seja, V& = {(4,7),(: — 1,7), (1 +
Vamos construir primeiro a expressao (4.2) que representa a fase de movimentagao
dos predadores, e depois a expressao (4.1) que representa a fase de movimentagao

das presas.

4.1.1 Movimentacao dos Predadores

O modelo a ser utilizado aqui foi desenvolvido por Rodrigues (1998) para descrever
a movimentacao orientada de uma populacao de afideos com relacao as melhores
plantas. Vamos adaptar a regra de movimentacao por ele desenvolvida a taxia dos
predadores em relagao as presas.

Para formular a regra que descreve a movimentacao dos predadores, consideremos
que estes conseguem comparar a densidade de presas em cada sitio da vizinhanca V5.
Uma fragdo maior (menor) de predadores deve se locomover para o sitio de maior
(menor) densidade relativa de presas.

Assumimos, entao, que a densidade de predadores que sai do sitio x, para cada
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um dos sitios y € V., é dada por

Spay - —7px,t7 (43)

onde

Gt = Y hys. (4.4)

yeVr

Ou seja, a fragao de predadores que sai de x para cada sitio y € V,, é dada pela razao
entre a densidade de presas em y e o somatério das densidades de presas em todos
os sitios de Vz. Desta forma, quanto maior for a densidade de presas em y, maior
serd a fracao de predadores que migra para este sitio.

Vamos agora estabelecer a densidade de predadores que chega ao sitio x, vinda

de cada um dos sitios y € V,. Observe que, para cada y € V,, temos:

y = (i—=1))=V,={(-27),07),6-1j-1),(@—-1j+1)}
y = (i+1j)= ={(i,j)v(i+2,j)7(i+1,j—1)7(@+1 J+ 1}
y = (,j-1)=V,={(i-17-1),6+1,7-1),6,j—2),5)}
y = (,j+1)=V,={(i—-1,j+1),0@+1,7+1),(,75),G7 +2)}

Xx=(iJ)

Figura 4.1: Os sitios cinza escuro representam a vizinhanga do sitio x = (4,75) e os
cinza claro representam a vizinhanca de cada sitio y € V.
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Note que z € V,, para cada y € V,,, portanto de cada sitio y € V, sai uma fragao
de predadores para o sitio x, a cada geracao t. Assim, a atualizagdao de cada sitio
requer o valor da densidade de predadores em cinco sitios e da densidade de presas
em doze sitios, além da densidade de presas no préprio sitio (Figura 4.1).

Entao, a densidade de predadores que entra no sitio x vinda de cada um dos sitios
y € V. é dada por

E,y = —"Dys (4.5)

onde,

Qyt = Z hz,t- (46)

ZEV@

Substituindo (4.3) e (4.5) na expressao (4.2), temos:

h h.,
Vo =P = D B 0e) + D 2 (Bye), (4.7)
t

yeVy T yeVy Qy,t

onde ¢, e g, sao dadas por (4.4) e (4.6), respectivamente.

A expressao (4.7) é equivalente a:

R s R s i o Rorsi1 s
/ _ . _ (i,5—1),t (4,5+1),t (i—1,5)t (i+1,5),t
T T L e |
(4.8)

Plig—1),t Plij+1).t Pi—1,4).t P(i+1,5).t
+ hage | |-
(4.5): q(i,j—1),t q(i,5+1),t 9(i—1,5),t qd(i+1,5),t

Simplificando adequadamente (4.8) obtemos a seguinte expressao, que representa

a fase de dispersao dos predadores de acordo com as hipéteses consideradas:

A . Pig).t
Pot = Piijye = Mig)a <q(m.),t) +

+ . P(i—1,j),t D(it1,5),t P(ij—1),t P,g+1),t
G\ Ga1iye | Qarniye | Qg-e | Qi+

(4.9)
) .
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4.1.2 Movimentacao das Presas

Consideremos que, da mesma forma que os predadores, as presas conseguem com-
parar as densidades de predadores em cada sitio da vizinhanca Vz. Assim, uma fracao
menor (maior) de presas deve se locomover para o sitio de maior (menor) densidade
de predadores.

Assumimos, entao, que a densidade de presas que sai do sitio x, para cada um

dos sitios y € V., é dada por

g
Spa = = (1 - @> , (4.10)

rr,t

onde

Tyt = Z Dyt (4.11)

yeVr

Para compreender esta expressao, observamos que

py,t
Ta:,t

é a razao de predadores no sitio y com relacao ao total de predadores na vizinhancga
Vz. Obviamente,

0<But <1,
rm,t

Assim, se a densidade de predadores em y é pequena com relacao ao total de preda-

1 (1 _ @)
4 Tyt

¢é grande, representando o fato de que uma maior porcentagem de individuos deve

dores em V%,

migrar para y. O fator i é um fator normalizante, de modo que a soma das fragoes

de individuos que abandonam um sitio seja unitdaria. Um raciocinio analogo vale

quando a densidade de predadores em y é grande com relacao ao total em V5.
Assim, a densidade de presas que entra no sitio x vinda de cada um dos sitios

y € V. é dada por
h v
g, =t (1 - &) | (412)

Tyt
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onde,

Tyt = Z Dzt (4.13)

ZEV@

Substituindo (4.10) e (4.12) na equacdo (4.1), temos:

h h
Wy =het— > Zt <1 _ @) + Y %t (1 - p”) , (4.14)

r T
yeVe t yeVa Yyt

onde 7, e r,; sdo dadas por (4.11) e (4.13), respectivamente.

A expressao (4.14) é equivalente a:
hll‘,t = h(i,j),t |:1 — i ((1 — p(z;ir—_tl)’f> + (1 . p(i;.j'x-ﬁ-tl),t) +

+ (1) + (1))«

4 h(i,j4_1),t (1 . r(f);_)tl)’t> i h(i,qu),t (1 - TUiﬁ;J) (415)
+ h@j’j)yt (1 B T(ﬁ?;w) + h<i+ij),t (1 B T(ii?;),t) '
Simplificando adequadamente (4.15) obtemos:
o =My = (1= Bet) +
M G ) e O AR T
w e (L) e (1)

Esta é a expressao que representa a fase de dispersao das presas de acordo com

as hipdteses consideradas.
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4.2 Formulacao do Modelo

De acordo com as regras de movimentacao estabelecidas nas secoes anteriores, for-
mulamos um modelo presa-predador discreto espacialmente estruturado que tem a
dinamica composta por duas fases: interacao e dispersao. A fase de dispersao pode
ser descrita pelas expressoes (4.16) e (4.9), que caracterizam a movimentagao de
taxia das presas e dos predadores, respectivamente, ou pelas respectivas equagoes
para a movimentacao por difusdo dadas no sistema (2.10). A fase de interagao,

caracterizada pelos processos de reproducao e predacao, é dada por

hogir = (R exp(a(l — hl,) — phy),
(4.17)

o / /
Pat+1 = bl py .

Vamos considerar trés cenarios de acordo com as regras de movimentacao ado-
tadas:

1) As presas se dispersam por taxia quase local de acordo com a regra definida
pela expressao (4.16) e os predadores se dispersam por difusao;

2) As presas se dispersam por difusdo e os predadores se dispersam por taxia
quase local de acordo com a regra definida pela expressao (4.9).

3) As presas e os predadores se dispersam por taxia quase local de acordo com
as regras definidas pelas expressoes (4.16) e (4.9), respectivamente.

Chamamos de cendrio 3, o cendrio onde ambas as espécies, presa e predador,

movimentam-se por taxia quase local.

4.3 Simulacoes

Nosso objetivo nesta secao é examinar os efeitos das diferentes estratégias adotadas
por presas e predadores em sua dinamica espago-temporal. Desenvolvemos simulagoes
do modelo com a fase de interagdo sendo dada por (4.17). Com relacao a fase de
dispersao, percorremos os cenarios 1, 2 e 3, de acordo com as regras de movimentacao
dadas em (4.16) e (4.9).

Nestas simulacoes consideramos um dominio bidimensional 30 x 30 com fronteira

reflexiva. Como condigao inicial tomamos uma distribuicao aleatéria de ambas as
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espécies em uma pequena regiao retangular no centro do dominio.

Variamos os paramentros da dinamica local, tomando valores dentro e fora da
regiao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia (Figura 2.1). Comparamos os
resultados obtidos nos trés cenarios acima. Além disso, comparamos estes resultados
com aqueles obtidos nos capitulos anteriores.

Por fim, consideramos no cenério 1 (e no cenério 2), fixados os parametros da
dinamica, diferentes valores para o coeficiente de dispersao para a espécie que se
dispersa por difusao, com o objetivo de observar as mudancas que podem ocorrer no

comportamento das populacoes, dependendo da escolha deste coeficiente.

4.3.1 Difusao x Taxia Quase Local

Nesta subsecao, comparamos o comportamento espaco-temporal das populacoes de
presas e predadores nos cenarios 1, 2 e 3, considerando a dispersao por taxia quase

local, com o caso difusivo.

(a) (0)

1000 '

6001 =

600

presa
presa

400t ]

200 4

0
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

tempo tempo

Figura 4.2: (a) Variacao da densidade total de presas; caso difusivo (curva vermelha);
cendrio 1 (curva verde); cendrio 3 (curva preta); (b) Variacao da densidade total de
presas no cendrio 2; consideramos a =2, b=1,5¢e p;, = p, = 0,5 .

Nas Figuras 4.2 a 4.4 consideramos a = 2 e b = 1,5, com p, = p, = 0,5.
Os parametros da dinamica foram escolhidos na regiao de estabilidade do equilibrio
de coexisténcia. Para esta escolha dos parametros o sistema atinge o equilibrio
estavel homogéneo quando ambas as espécies se dispersam por difusao. O mesmo
ocorre quando consideramos a dispersao por taxia local. Quando consideramos a

dispersao de acordo com o processo de taxia quase local, as densidades totais de
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Figura 4.3: (a) Variagdo da densidade total de predadores; caso difusivo (curva
vermelha); cendrio 1 (curva verde); cendrio 3 (curva preta); (b) Variacao da densidade
total de predadores no cenério 2; consideramos a =2, b=1,5e p; = p1, = 0,5 .

B

Figura 4.4: (a) - (¢) Distribuigao espacial da populagao de presas na iteragao 500,
nos cendrios 1, 2 e 3, respectivamente; (d) - (f) Distribuicao espacial da populagao
de predadores na iteracao 500, nos cenarios 1, 2 e 3, respectivamente; para a = 2,
b=1,5e uy =p,=0,5.

presas e predadores atingem um equilibrio estavel nos cendrios 1 e 3 (Figuras 4.2(a)
e 4.3(a)). No cendrio 2, onde apenas os predadores movimentam-se por taxia, a
populacao destes cresce indefinidamente, enquanto a populacao de presas varia em
um ciclo de periodo dois (Figuras 4.2(b) e 4.3(b)). Os valores do ciclo de periodo 2

nos quais varia a densidade de presas sao muito préximos, por isso na Figura 4.2(b)
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a densidade total parece ser constante.

No cenario 1, onde apenas as presas movimentam-se por taxia, as densidades to-
tais de presas e predadores se estabilizam no mesmo equilibrio do caso difusivo. As
curvas verde e vermelha estao sobrepostas. No cenario 3, a densidade de equilibrio
das presas é praticamente a mesma do caso difusivo, enquanto a densidade de
equilibrio dos predadores tem um pequeno aumento com relacao ao caso difusivo
(Figuras 4.2(a) e 4.3(a)).

No cenario 1, a distribuicao espacial dos individuos é homogénea com um leve
efeito de fronteira, para ambas as espécies. Enquanto nos cenarios 2 e 3 prevalece
a heterogeneidade espacial, para ambas as espécies. No cendrio 3, a densidade de
individuos de ambas as espécies em cada sitio do dominio varia em um ciclo de
periodo 2, de modo que a distribuicao espacial nao se torna constante no tempo. O

mesmo ocorre com a densidade de presas em cada sitio, no cendrio 2. (Figura 4.4).

3000
2500 ,:

2000 [

~ y,m i “ b 'w’”"l“} \l iy M\ "l l’\w L ’\"'”‘*

]500:, | il \IM H“ lH } H “\ ,w \Wh ”HH ‘H’i ‘l 1“

presa

1000 F | {

5001 3
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tempo

Figura 4.5: Variacao da densidade total de presas para a =5, b = 0,5, u;, = 0,6 e
p, = 0,5; caso difusivo (curva vermelha); cendrio 1 (curva verde); cendrio 2 (curva
azul); cendrio 3 (curva preta).

Nas Figuras 4.5 a 4.7 consideramos a =5 e b = 0,5, com p;, = 0,6 e p, = 0,5.
Neste caso, os parametros da dinamica estao na regiao de extincao dos predadores.
Nos cenarios 2 e 3, as espécies coexistem. Observamos uma queda na densidade
média de presas do caso difusivo para os cendrios 2 e 3 (Figura 4.5) e grandes picos
para os predadores (Figuras 4.6(a) e 4.6(b)). Para esta escolha dos parametros os

predadores vao a extingao no caso difusivo e no cendrio 1, quando apenas as presas
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Figura 4.6: (a) Variacdo da densidade total de predadores; caso difusivo (curva
vermelha); cendrio 1 (curva verde); cendrio 2 (curva azul); (b) Variacdo da densidade
total de predadores no cendrio 3; consideramos a =5, b = 0,5, u, = 0,6 € p, = 0,5

0 (a)w o ' 0 (b)m

Figura 4.7: (a) - (c¢) Distribuigao espacial da populacao de presas na iteracao 1000
nos cendrios 1, 2 e 3, respectivamente; (d) - (f) Distribuicao espacial da populagao
de predadores na iteragao 1000 nos cenarios 1, 2 e 3, respectivamente; para a = 5,
b=0,5 p, =0,6 e pu,=0,5.

se dispersam por taxia. Este comportamento pode ser observado na Figura 4.6(a).
As curvas vermelha (caso difusivo) e verde (cendrio 1) estao sobrepostas. No cendrio
3, onde ambas as espécies se dispersam por taxia, a densidade total de predadores

assume valores muito altos (Figura 4.6(b)). A distribui¢do espacial é cadtica em
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todos os cendrios para as presas e para os predadores. (Figura 4.7).

1000 ————

i

0 100 200 300 400 500

800 -
600 -

400|-

presa

200

tempo

Figura 4.8: Variacao da densidade total de presas paraa =1,b=2,3 e p, = p, =
0, 5; caso difusivo (curva vermelha); cendrio 1 (curva verde); cendrio 2 (curva azul);
cendrio 3 (curva preta).
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Figura 4.9: Variagao da densidade total de predadores para a =1, b =23 e p;, =
p, = 0,5; caso difusivo (curva vermelha); cendrio 1 (curva verde); cendrio 2 (curva
azul); cendrio 3 (curva preta).
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Nas Figuras 4.8 a 4.10 consideramos a = 1 e b = 2,3, com p;, = p, = 0,5.
Como no caso anterior, estes parametros da dinamica estao fora da regiao de esta-

bilidade do equilibrio de coexisténcia. Porém, para esta escolha dos parametros as
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Figura 4.10: (a) - (d) Distribuicao espacial da populagao de presas na iteragao 500 no
caso difusivo e nos cendrios 1, 2 e 3, respectivamente; (e) - (h) Distribuigao espacial
da populagao de predadores na iteragao 500 no caso difusivo e nos cendrios 1, 2 e 3,
respectivamente; para a =1, b= 2,3 e p;, = p,, = 0, 5.

espécies coexistem no caso difusivo, com as densidades totais de presas e predadores
oscilando num intervalo limitado de valores. O mesmo ocorre nos cenarios 1, 2 e 3,
podendo haver oscilacoes de menores amplitudes para ambas as espécies dependendo
do cenédrio (Figuras 4.8 ¢ 4.9). Nos cendrios 2 e 3 as amplitudes das oscilagoes sao
menores. A distribuicao espacial para presas e predadores, no caso difusivo e nos
cenarios 1, 2 e 3, pode ser observada na Figura 4.10.

Nas Figuras 4.11 a 4.13 consideramos a = 2 e b = 2,5, com p;, = p,, = 0,5. Os
parametros da dinamica estao fora da regiao de estabilidade do ponto de equilibrio
de coexisténcia e as espécies coexistem no caso difusivo, com as densidades totais de
presas e predadores oscilando num intervalo limitado de valores. O mesmo ocorre
no cenario 1, com oscilagoes de grande amplitude para ambas as espécies (Figuras
4.11(a) e 4.12(a)). No cendrio 2, a populac@o de presas oscila num ciclo de perfodo
2, com os valores do ciclo sendo préximos, por isso na Figura 4.11(a) a densidade
de presas parece ser constante. Nos cenarios 2 e 3 a populacao de predadores atinge
valores ilimitados (Figura 4.12(b)), resultado da alta taxa de crescimento dos preda-
dores combinada com sua taxia quase local.

A distribuicao espacial para presas e predadores, no caso difusivo e nos cenarios
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Figura 4.11: (a) Variacdo da densidade total de presas no caso difusivo (curva ver-
melha) e nos cendrio 1 (curva verde) e 2 (curva azul); (b) Variagao da densidade total
de presas no cendrio 3; consideramos a =2, b=2,5e pu;, = p, = 0,5 .
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Figura 4.12: (a) Variagdo da densidade total de predadores no caso difisivo (curva
vermelha) e no cendrio 1 (curva verde); (b) Variagao da densidade total de predadores
no cendrio 2 (curva azul) e no cendrio 3 (curva preta); consideramos a = 2, b = 2,5

e f, = p, =0,5.

1, 2 e 3, pode ser observada na Figura 4.13.

As Figuras 4.14 a 4.16 comparam o comportamento das densidades de presas e
predadores no caso difusivo e no cendrio 3, no qual presas e predadores se dispersam
de acordo com o processo de taxia quase local. Considerando a = 3 e b = 0,65
as espécies nao coexistem para a movimentagao por difusao com pu, = ty, = 0,9,
a densidade de presas varia caoticamente com grandes amplitudes nas oscilacoes
(Figura 4.14(a)) e os predadores sao extintos (Figura 4.14(b)). O mesmo ocorre

quando consideramos a taxia local para ambas as espécies, apenas diminuindo um
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Figura 4.13: (a) e (b) Distribuigao espacial das presas na iteragdo 1000 no caso
difusivo e no cenédrio 1, respectivamente; (¢) e (d) Distribuigdo espacial das presas
na iteracao 100 (cendrio 2) e na iteragao 40 (cendrio 3), respectivamente; (e) e (f)
Distribuicao espacial dos predadores na iteracao 1000 no caso difusivo e no cenario
1, respectivamente; (g) e (h) Distribuicao espacial dos predadores na iteragao 100
(cendrio 2) e na iteragdo 40 (cenério 3), respectivamente; para a = 2, b = 2,5 e
Hp = Hyp = 0,5.
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Figura 4.14: (a) e (b) Variacao das densidades totais de presas e predadores, respec-
tivamente; para a = 3, b = 0,65, 1, = 0,5 e p, = 0,5, no caso difusivo.

pouco as amplitudes nas oscilagoes das presas. Quando passamos a considerar a

dispersao orientada para ambas as espécies de acordo com o processo de taxia quase
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Figura 4.15: (a) e (b) Variacao das densidades totais de presas e predadores, respec-
tivamente; para a = 3 e b = 0,65, no cenario 3.
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Figura 4.16: (a) e (b) Distribui¢do espacial das presas e dos predadores, respecti-
vamente, na iteracao 1000, para o caso difusivo; (¢) e (d) Distribuigao espacial das
presas e dos predadores, respectivamente, na iteragao 1000, para o cendrio 3; para
a=3,b=0,65 pu, =0,5 e p, = 0,5.

local, presas e predadores passam a coexistir, no entanto a populacao de predadores
atinge valores ilimitados depois de um certo nimero de iteragoes (Figura 4.15(D)).
Além disso, diminui consideravelmente a amplitude das oscilacoes na densidade de
presas (Figura 4.15(a)). A distribui¢ao espacial é cadtica no cendrio 3 para ambas

as espécies e no caso difusivo para as presas (Figura 4.16).
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Figura 4.17: (a) Variagao da densidade total de presas paraa =3, b= 0,5, p;, = 0,2
e u, = 0,4, no caso difusivo; (b) Variagao da densidade total de predadores para
a=3,b=0,5 p,=0,2e p,=0,4, no caso difusivo.
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Figura 4.18: (a) Variagao da densidade total de presas paraa =3, b= 0,5, p;, = 0,2
e i, = 0,4, no cenério 2, para taxia quase local; (b) Variagao da densidade total de
predadores para a =3, b= 0,5, p, = 0,2 e p, = 0,4, para taxia quase local.

As Figuras 4.17 e 4.18 comparam as densidades totais de presas e predadores no
caso difusivo e no cenario 2 considerando a prospeccao quase local, para os mesmos
valores dos parametros da dinamica.

No caso difusivo, os predadores sao extintos (Figura 4.17(b)). O mesmo ocorre
se considerarmos o cendrio 2 com prospeccao local para os predadores. Porém,
quando consideramos o cenario 2 com taxia quase local para os predadores, ocorre a

persisténcia das espécies (Figura 4.18).
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Figura 4.19: (a) e (b) Distribui¢do espacial das presas e dos predadores, respecti-
vamente, na iteracao 800, para o caso difusivo; (d) e (e) Distribuigao espacial das
presas e dos predadores, respectivamente, na iteracao 800, para o cenario 2; a = 3,
b=0,5 p,=0,2ep,=0,4.

A distribuicao espacial para ambas as espécies nestas duas situacoes pode ser
observada na Figura 4.19.
Para estes valores dos parametros os predadores persistem apenas quando adotam

prospeccao em uma vizinhanca do sitio em que se encontram.

4.3.2 Taxia Local x Taxia Quase Local

Vamos agora comparar a dinamica espaco-temporal das populagoes de presas e pre-
dadores considerando os processos de taxia local e quase local. Tomamos os valores
dos parametros para os quais o comportamento das populagoes, no caso de taxia
local, ja foi analisado no Capitulo 3.

Nas Figuras 4.20 a 4.22 consideramos os parametros da dinamica sendo a = 0,9
eb=1,75, com u, =0.95 e p, =0,05.

Nas Figuras 4.20(a) e 4.21(a) observamos o comportamento das densidades totais
de presas e predadores no caso difusivo e nos cendrios 1, 2 e 3, considerando a
dispersao por taxia local. Neste caso, como ja vimos no Capitulo 3, temos, em
comparacao com o caso difusivo, um aumento na densidade de presas e uma queda na

densidade de predadores nos cenarios 1 e 3, enquanto no cenario 2 ocorrem oscilagoes
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Figura 4.20: (a) Variagao da densidade total de presas de acordo com o processo de
dispersao por taxia local; (b) Variagdo da densidade total de presas de acordo com o
processo de dispersao por taxia quase local; caso difusivo (curva vermelha); cendrio 1
(curva verde); cendrio 2 (curva azul); cendrio 3 (curva preta); consideramos a = 0,9,
b=1,75, u, = 0,95 e p, = 0,05.
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Figura 4.21: (a) Variagao da densidade total de predadores de acordo com o processo
de dispersao por taxia local; (b) Variagao da densidade total de predadores de acordo
com o processo de dispersao por taxia quase local; caso difusivo (curva vermelha);
cendrio 1 (curva verde); cendrio 2 (curva azul); cendrio 3 (curva preta); consideramos
a=0,90=175 p,=0,95 e pu,=0,05.

para ambas as espécies.

Quando consideramos a dispersao dos individuos de acordo com o processo de
taxia quase local, observamos nos trés cenarios um aumento na densidade total de
presas e uma queda na densidade total de predadores, em comparacao com o caso

difusivo (4.20(b) e 4.21(b)). Em todos os cendrios as densidades totais de ambas as
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Figura 4.22: (a) - (¢) Distribuigao espacial da populac¢ao de presas na itera¢ao 1000
nos cendrios 1, 2 e 3, respectivamente; (d) - (f) Distribuicao espacial da populagao
de predadores na iteragao 1000 nos cenarios 1, 2 e 3, respectivamente; para a = 0,9,
b=1,75, u, = 0,95 e 1, = 0, 05.

populagoes atingem o mesmo equilibrio estavel. As curvas verde, azul e preta estao
sobrepostas nas Figuras 4.20(b) e 4.21(b). Através das Figuras 4.21(a) e 4.21(b),
observamos que ocorre uma queda na densidade de predadores quando consideramos
a taxia quase local no cendrio 3, em comparagao com o caso em que consideramos
a taxia local para este cenario. A diferenca mais notavel de comportamento das
espécies, da taxia local para a taxia quase local, ocorre no cenario 2.

A distribuicao espacial dos individuos nos trés cenarios, quando consideramos a
taxia quase local, pode ser observada na Figura 4.22. Podemos dizer que, nos treés
cendarios, o sistema evolui para um padrao homogéneo estavel com um leve efeito de
fronteira para ambas as espécies.

Nas Figuras 4.23 a 4.25 consideramos os parametros da dinamica sendo a = 1,1
eb=2,5,com pu, =0,2ep,=0,4.

Vimos no Capitulo 3 que, para esta escolha dos parametros, surgem ondas espirais
na distribuicao espacial de ambas as espécies no caso difusivo e nos cenarios 1, 2 e 3,
quando consideramos a dispersao dos individuos de acordo com a taxia local. Além
disso, as densidades totais de presas e predadores oscilam em todos os casos, com
amplitudes variando (Figuras 4.23(a) e 4.24(a)).

85



(@ (b)

m ““""H mmrvw

800+

presa

JM m‘ HHHH HH\“MMM’

. . .
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 0 200 400 600 800 1000

0 I I I I I I I 0

tempo tempo

Figura 4.23: (a) Variagao da densidade total de presas de acordo com o processo de
dispersao por taxia local; (b) Variagdo da densidade total de presas de acordo com o
processo de dispersao por taxia quase local; caso difusivo (curva vermelha); cendrio 1
(curva verde); cendrio 2 (curva azul); cendrio 3 (curva preta); consideramos a = 1,1,
b=2,5 p,=0,2ep,=0,4.
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Figura 4.24: (a) Variacao da densidade total de predadores de acordo com o processo
de dispersao por taxia local; (b) Variagdo da densidade total de predadores de acordo
com o processo de dispersao por taxia quase local; caso difusivo (curva vermelha);
cendrio 1 (curva verde); cendrio 2 (curva azul); cendrio 3 (curva preta); consideramos
a=1,1,b=2,5 p,=0,2¢e p,=0,4

Quando consideramos a dispersao de acordo com o processo de taxia quase local,
as densidades totais de ambas as espécies oscilam nos cenarios 1, 2 e 3. Ocorrem
amplitudes maiores no cendrio 1 (Figuras 4.23(b) e 4.24(b)). Além disso, em com-
paracao com o caso em que temos a dispersao por taxia local, ocorre um aumento

na amplitude das oscilagoes nos trés cenarios considerados, para as densidades de
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Figura 4.25: (a) - (¢) Distribuigao espacial da populac¢do de presas na itera¢ao 1000
nos cendrios 1, 2 e 3, respectivamente; (d) - (f) Distribuicao espacial da populagao
de predadores na iteragao 1000 nos cenarios 1, 2 e 3, respectivamente; para a = 1,1,
b=2,5 p,=0,2ep,=0,4.

ambas as espécies (Figuras 4.23 e 4.24).
Com relacao a distribuicao espacial das espécies, no caso de taxia quase local,
nao surgem ondas espirais em nenhum dos trés cenarios. A distribuicao espacial das

espécies, para os cenarios 1, 2 e 3, pode ser observada na Figura 4.25.

4.3.3 Diversidade de Resultados em um Mesmo Cenario
Cenario 1: Taxia Quase Local para a Presa e Difusao para o Predador

Consideramos os parametros da dinamica como sendo a =5 e b = 0,9. Comparamos
o comportamento espago-temporal das populagoes de presas e predadores para p,, =
0,1, u, =0,5e p,=0,9 (Figuras 4.26 a 4.28).

Observamos comportamento cadtico na variacao da densidade total de presas,
para todas as escolhas de p, (Figura 4.26). Além disso, ocorre uma queda na densi-
dade média de presas para yu, = 0,9, ou seja, quando o coeficiente de dispersao por
difusao do predador é suficientemente alto.

Com relagao a densidade total de predadores, observamos comportamentos bas-

tante distintos para diferentes escolhas de p,, (Figura 4.27). Para u, = 0,1 ocorre
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Figura 4.26: Variagao da densidade total de presas para a =5 e b = 0,9 no cenério
1; curva preta (u, = 0,9); curva azul (u, = 0,5); curva vermelha (u, = 0,1).
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Figura 4.27: Variacao da densidade total de predadores para a = 5 e b = 0,9 no
cendrio 1; curva preta (ju, = 0,9); curva azul (u, = 0,5); curva vermelha (y, = 0, 1).

a extingao dos predadores. Para p, = 0,5 eles deixam de ir a extingao, mantendo
a densidade total oscilando entre valores baixos e, para p, = 0,9 a densidade total
tem um aumento consideravel.

A distribuigao espacial apés 1000 iteragoes, cadtica para todas as escolhas de p,,

pode ser observada na Figura 4.28.
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Figura 4.28: (a) - (¢) Distribuigao espacial da populacao de presas na iteragao 1000,
para pt, = 0,1, p, = 0,5 e 1, = 0,9, respectivamente; (d) - (f) Distribuicao espacial
da populagao de predadores na iteragao 1000, para p, = 0,1, u, = 0,5 e p, = 0,9,
respectivamente; os parametros da dinamica sao a =5 e b= 0,9.

Cenario 2: Difusao para a Presa e Taxia Quase Local para o Predador

Nas Figuras 4.29 a 4.31 ilustramos o comportamento das populagoes de presas e

predadores no cenario 2, paraa=5e b =0, 5.
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Figura 4.29: Variacao da densidade total de presas para a =5 e b = 0,5 no cenario
2; curva preta (u, = 0,9); curva azul (y;, = 0,6); curva vermelha (p;, = 0,1).
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Figura 4.30: Variacao da densidade total de predadores para a = 5 e b = 0,5 no
cendrio 2; curva preta (p;, = 0,9); curva azul (u;, = 0,6); curva vermelha (pu;, = 0,1).

B

Figura 4.31: (a) - (¢) Distribuigao espacial da populacao de presas na iteragao 1000,
para p;, = 0,1, p, = 0,6 e p;, = 0,9, respectivamente; (d) - (f) Distribuicao espacial
da populacao de predadores na iteragao 1000, para p;, = 0,1, p;, = 0,6 e p;, = 0,9,
respectivamente; os parametros da dinamica sao a =5 e b =10, 5.

A dinamica local prevé a extingao dos predadores e a difusdao pode promover a
coexisténcia com oscilagoes na densidade total das populagoes, para esta escolha de
a e b. Comparamos o comportamento das populagoes de presas e predadores para
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A densidade de presas oscila para as trés escolhas de y,, assumindo valores médios
mais altos para p, = 0,1 (Figura 4.29). Para esta escolha de p,, a populagao de
predadores cresce ilimitadamente. Para p;, = 0,6 as espécies coexistem com grandes
picos para os predadores e, quando y;, = 0,9 a populagao de predadores vai a extingao
(Figura 4.30). A Figura 4.31 ilustra a distribuigao espacial das espécies na iteragao

1000 para os diferentes valores de p;, considerados.

4.4 Conclusoes

Através das simulagoes, observamos que a movimentacao de taxia quase local pode
alterar em varios aspectos, a dinamica espaco-temporal das populagoes de presas e
predadores, com relacao a movimentacao por difusao e a movimentacao por taxia
local.

A taxia quase local de uma ou ambas as espécies, pode:

e conduzir as populagoes a uma distribuicao espacial heterogénea em regices dos
parametros em que nao ha instabilidade causada pela difusao ou pela taxia
local (Figura 4.4);

e promover a coexisténcia das espécies (Figuras 4.17 e 4.18);
e amplificar a amplitude das oscilagoes das populagoes (Figuras 4.23 e 4.24) e

e conduzir os predadores & extin¢do ou explosdo populacional (Figura 4.30).

A partir destes resultados concluimos que o comportamento da prospeccao das
espécies desempenha um papel relevante na dinamica presa-predador e nao pode ser

ignorada na modelagem deste tipo de sistema.
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Conclusoes

Neste trabalho apresentamos um modelo discreto presa-predador espacialmente dis-
tribuido considerando a perseguicao e a evasao de uma espécie com relagao a outra.
Isto é, assumimos explicitamente o comportamento de taxia dos predadores com
relacao as presas e o comportamento de taxia negativa das presas em resposta aos
predadores. Utilizamos uma formulacao via Redes de Mapas Acoplados e propuse-
mos diferentes esquemas para representar a taxia local (quando os individuos rea-
lizam prospecgao na posi¢do em que se encontram) e taxia quase local (quando a
prospecgao se d4 em uma vizinhanca dos individuos).

Em todo o trabalho, assumimos que as presas apresentam crescimento de Ricker
e resposta funcional do tipo I. Os predadores, por sua vez, vao a extin¢ao na auséncia
das presas (Neubert et al., 1995). Analisamos quatro cendrios distintos de acordo com
a combinacao dos diferentes comportamentos de movimentacao para presas e preda-
dores: presas e predadores movimentando-se por difusao simples; presas dispersando-
se por difusao e predadores por taxia; presas dispersando-se por taxia e predadores
por difusao e, presas e predadores dispersando-se por taxia. Comparamos os resul-
tados através de simulagoes numéricas.

E fato bastante conhecido que a consideracao explicita do espaco pode alterar
os resultados dos modelos de interagoes populacionais (Hassell et al., 1991). Neste
trabalho, observamos que as previsoes dos modelos presa-predador discretos espa-
cialmente distribuidos podem ser drasticamente alteradas pela consideracao da movi-
mentagao de taxia.

A dinamica espaco-temporal do sistema estudado depende fortemente da escolha
dos parametros da dinamica e de movimentacao. Uma exploracao numeérica de todo
o espaco dos parametros é obviamente impossivel. Assim, consideramos parametros
dentro da regiao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia da dinamica local bem

como parametros em uma vizinhanga fora desta regiao.
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As simulagoes desenvolvidas mostram que os esquemas de movimentagao propos-
tos, de fato, representam o comportamento que desejavamos descrever: predadores
movimentam-se na direcao de maior concentragao de presas e estas, por sua vez,
dirigem-se as regioes em que ha menor densidade de predadores.

No entanto, quando aplicamos o modelo completo, isto é, movimentacao seguida
de interac@o entre as espécies, observamos, de modo geral, maiores (menores) densi-
dades de predadores em regides de baixas (altas) densidades de presas. Este fato é
resultado do acoplamento dos processos de movimentacao das espécies com a reacao.
Estes resultados contrastam com aqueles obtidos por Bell et al. (2009) para um
modelo que apenas considera movimentacao.

A taxia local pode promover aumentos, quedas ou oscilacoes nas densidades para
as espécies, dependendo do cenario e dos parametros considerados. Em alguns casos,
pode levar os predadores a extincao. Ondas espirais, padroes espaciais cadticos e
padroes heterogéneos estaveis também podem ser observados na distribuicao espa-
cial das espécies quando consideramos a taxia local. No entanto, a taxia local nao
altera o equilibrio homogéneo quando os parametros da dinamica estao na regiao de
estabilidade e os parametros de movimentacao estao fora da regiao de instabilidade
difusiva do equilibrio de coexisténcia.

Em termos de sobrevivéncia das espécies, obtivemos diferentes resultados para as
distintas estratégias. Fm algumas situagoes a coexisténcia é possivel apenas quando
os individuos apresentam prospeccao quase local.

A taxia quase local pode causar mudancgas significativas na distribuicao espacial
das espécies. Para os mesmos valores dos parametros, podem ser obtidos diversos
padroes espaciais, dependendo do cenario considerado.

Com relacao a densidade total das espécies, a prospeccao quase local pode pro-
mover oscilacoes de grande ou pequena amplitude para ambas as espécies. Para os
predadores, promove ainda, grandes picos, extingao e/ou explosao populacional.

Para um mesmo conjunto de parametros da dinamica, uma estratégia de movi-
mentacao pode prever a extingao dos predadores enquanto outra resulta em sua
explosao populacional. Em virtude do crescimento de Ricker adotado, a populagao
de presas nunca é extinta, mesmo quando os predadores crescem ilimitadamente.

Concluimos, portanto, que a movimentacao de taxia desempenha um papel fun-
damental na modelagem de sistemas presa-predador. Nossos resultados indicam que

é necessario um profundo conhecimento do comportamento de prospecgao de presas
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e predadores para que se faga uma escolha do modelo adequado a ser utilizado no
estudo da dinamica espago-temporal de cada problema especifico.

Em trabalhos futuros, pretendemos testar o modelo desenvolvido em um sistema
presa-predador especifico. Além disso, vamos analisar os efeitos da movimentacao
de taxia de presas e predadores para outras dinamicas vitais, como por exemplo,

quando as presas apresentam efeito Allee.
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Apeéendice A - Relacionando o
Modelo Discreto a um Modelo

Continuo

Temos o objetivo de obter uma aproximacao continua macroscépica para os modelos
discretos formulados e analisados nos Capitulos 2 e 3. E importante salientar que os
modelos que estamos utilizando nao sao discretizagoes de modelos continuos. Pelo
contrario, vamos obter um modelo continuo derivado do modelo discreto.

A obtencao de um modelo continuo “equivalente” ao modelo discreto é uma
maneira de, ao mesmo tempo, tirarmos proveito do comportamento microscépico
dos individuos e dos modelos tedricos continuos disponiveis. Esta abordagem nos
permite explorar os dados fornecidos pelo modelo discreto e também as vantagens
analiticas de um modelo continuo de equacoes diferenciais parciais.

Apesar de termos estudado o modelo discreto considerando o espaco bidimen-
sional, por simplicidade vamos desenvolver as contas para o espaco unidimensional.
O caso bidimensional é analogo, chegando-se as mesmas conclusoes. Assim, de agora
em diante z =ie V, = {i—1,i + 1}.

Consideramos, portanto, o modelo presa-predador discreto espacialmente estru-

turado que tem a fase de dispersao descrita pelo sistema:

Moy = (1= (pog)hag + Y L2Bedp

yeEVy

hy,
Do = (L py(ha)pog + 3 teltdy

IS %

(A1)

onde h,; e p,+ sao as densidades de presas e predadores, respectivamente, no sitio z,

na geragao t antes da dispersao; h), , e p,, sdo as densidades de presas e predadores,
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no sitio x, na geragao t apés a dispersao e 0 < g, (pe) <1 e 0 < i, (hay) < 1 sd0 0s
coeficientes de dispersao das presas e dos predadores, respectivamente.

Vamos obter um sistema de equacoes diferenciais parciais “equivalente” ao sis-
tema (A.1).

Para isso suponhamos que presas e predadores movimentam-se com passos cons-
tantes de comprimento Aw.

Vamos inicialmente obter a equacao continua “equivalente” a equacao discreta
que representa a fase de dispersao das presas.

Durante um intervalo de tempo 7, as presas podem mover-se para a direita ou
para a esquerda com a mesma probabilidade p,(ps:), ou, permanecer na posigao
original. Observe que 1 — i, (p.+) é a probabilidade que as presas tém de manter-se
na posicao original.

Portanto podemos dizer que a variagao da densidade de presas na posi¢ao x, em
um “pequeno” intervalo de tempo 7, é dada por:

Hp (I — Az, t)

ha,t+7) = HEE=0 (e — A1) +

+ (1= gy, 1) Wz, 1),

Mh('r + AJ}, t)

5 h(z + Az, t)+

(A.2)

onde h,; = h(z,t) é a densidade de presas na posicao x em um tempo ¢ e, p(z,t) =
iy (pst) para cada posi¢do x em um tempo t.

Para obtermos uma aproximacao continua para esta equagao, interpolamos as
fungoes discretas h(z,t) e p,(x,t) usando fungoes suaves definidas para quaisquer
z,t € R. Entao, as fungdes discretas h(x,t) e pu,(x,t) serdo substituidas pelas fungoes
suaves aproximadas p(z,t) e (v, t), respectivamente.

As fungdes suaves p(,t) e u1,(x,t) podem ser expandidas em série de Taylor em

x:
op Ax? 9%p 5
plx £ Az, t) = p(x,t) + Axg(x, t)+ T@(% t) £ O(Az?),
‘ 0 292
_ il Az~ 0p, 3
py(r £ Ar,t) = p (v, t) + Az e (x,t) + 5 B (x,t) £ O(Az?).

Substituimos estas expressoes na equacao (A.2) como sendo h(z+tAx,t) e p,(z+
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Az, t), respectivamente. Fazendo as devidas simplificagoes obtemos:

Az? 0 8,up

dp 3
5 52 | By —(z,t)| + O(Az”).

p(.fE,t—i-’T)—p(.iE,t) or

- (@ )p(2, ) + (. 1)

Dividimos ambos os lados da expressao acima por 7 e desprezamos os termos
O(Ax3). Tomamos o limite com Axz,7 — 0, de modo que Az? — 0 na mesma
ordem de grandeza que 7 — 0. Isto é,

Ax?

lim = D,
Az, 7—0 27’

onde D; é um valor constante. Obtemos entao, a seguinte equagao continua:

)
gf(x t) = D, ai; 8“!’(35 p(z,t) + ,up(x,t)%(x,t) . (A.3)

Esta é, portanto, a equacao diferencial parcial “equivalente” a equacgao discreta
que representa a fase de dispersao das presas.

Para obtermos a equacao continua “equivalente” a equagao discreta que repre-
senta a fase de dispersao dos predadores procedemos de modo andlogo. Basta in-
terpolar as fungoes discretas p(z,t) e p,(z,t) usando fungoes suaves definidas para
quaisquer x,t € R. Assim, as funcoes discretas p(w,t) e u,(z,t) serao substituidas
por fungoes suaves aproximadas, digamos o(z,t) e u,(x,t), respectivamente. Dessa
forma obtemos a equacao diferencial parcial “equivalente” a equacao discreta que

representa a fase de dispersao dos predadores, dada pela expressao:

0 1) = Dot | 20, )0 1) ) 0 1) (A4)

Se considerarmos f,(pe,) € fi,(he¢) como sendo constantes, como fizemos no

Capitulo 2, as expressoes (A.3) e (A.4) ficam na forma:

p 0%
a(l’, t) = Dlﬁ(x, t)
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2
Z—j(m,t} = Dg%(x,t).

Assim, vemos que o modelo discreto estudado no Capitulo 2 é “equivalente”, na
escala macroscépica, a um modelo de difusao simples.

No Capitulo 3, as expressoes que representam os coeficientes de dispersao de-

pendentes das densidades locais, ji,(pe:) € fi,(hey), das presas e dos predadores,

respectivamente, foram consideradas como

_ o,
,Uh<px,t) - 1+ exp(—ﬁpm) (A5)

I
Iu“p(h’x,t) = nghzt7 (A-G)

onde fiy,, i, 3 e A sao parametros jd definidos.
Substituindo as expressoes em (A.5) e (A.6) como sendo p,(z,t) e u,(z,t) em

(A.3) e (A.4), respectivamente, temos:

95 9 1 dp 16} do
. 1 Yo A.
e P P 1 9 A 0
o B o P
do _p= 9 B ) A.
gt (1) = Daty (1 +Apdz (1 +Ap)23xa> o

Analisando as expressoes entre parénteses em (A.7) e (A.8), observamos que o
primeiro termo representa um fluxo difusivo e o segundo um fluxo por taxia. No
fluxo por taxia é interessante apontar que, de fato, as “forgas” de atragdo (no caso
dos predadores) e de repulsao (no caso das presas) sdo proporcionais ao gradiente da
outra espécie. Vemos entao que as expressoes (A.7) e (A.8) formam um sistema de
equagoes diferenciais parciais “equivalente” ao sistema (A.1).

Incorporando a dinamica presa-predador aos termos de movimentagao descritos
por (A.7) e (A.8), obtemos um modelo matematico para as interagoes entre presas

e predadores na forma de um sistema de equacoes diferenciais parciais. Portanto,
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considerando p(x,t) a densidade de presas e o(x,t) a densidade de predadores, es-

crevemos o sistema equivalente ao modelo (3.1)-(3.2), formulado no Capitulo 3:

o _ppy2 (L O B 00

ot (D7in) oz (1 + exp(—f0) Ox 1T exp(—ﬁa)p8x> +J(p,0);
do Ay 9O 1 Oo A dp

ot - (Dﬂp) o <1—|—A,06:E (1+Ap)206x) +9(p,0),

onde f(p,0) e g(p, o) representam a dinamica das presas e dos predadores, respecti-
vamente.

Assim, podemos dizer que o modelo discreto formulado neste capitulo possui uma
“representacao continua’, construida a partir de um caminho aleatério tendencioso.
O esquema de movimentacao proposto com coeficiente de dispersao dependente da
densidade corresponde a um fluxo de difusao com coeficiente variavel composto com

um fluxo de taxia.
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Apeéendice B - Formacao de Padroes

em Redes de Mapas Acoplados

Vamos agora apresentar os resultados obtidos em Rodrigues et al. (submetido) e
White & White (2005), que estabelecem condigoes sobre os parametros de dispersao
(1, € ) e da dinamica, para que um equilibrio homogéneo localmente estével de um
sistema de Redes de Mapas Acoplados perca a estabilidade quando acrescentamos a
dispersao por difusao.

Para facilitar as manipulagoes algébricas consideramos o caso unidimensional.
Para o caso bidimensional, procedemos de forma andloga chegando as mesmas con-
clusoes.

Consideramos, portanto, um modelo unidimensional com duas espécies que tém

a fase de dispersao descrita pelas equagoes:

Moo= (1= )by + 15>y,
yeVy

(B.1)

Pey = (L= py)Day + M—QP Z Dy.ts
yeVy

onde h,; e p,; sao as densidades de presas e predadores na posi¢ao x = ¢ antes da
dispersao, h,, e p),, sao as densidades de presas e predadores na posigao x apds a

dispersao e V, = {x — 1,z + 1}. A fase de interagao é dada por:

haii1 = f(h;;,tvpgc,t)a
(B.2)

Paprr = 9(M 4, D)

Seja (h*, p*) um ponto de equilibrio estével da dinamica local.

Para examinar a estabilidade local deste equilibrio no modelo com dispersao,
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consideremos pequenas perturbagoes, com relacao ao equilibrio (h*, p*), da forma:

hx,t =h*+ Exts
(B.3)
Pzt = p* + 5;c,t'

Investigaremos agora se estas perturbacoes sao ampliadas ou reduzidas pela di-
fusao.
Substituindo (B.1) em (B.2), temos:

(

hojr1 = f ((1 — i) hay + B (hae1y + hagi),

(1 - :U’p)px,t + /%p(pzfl,t +pm+1,t>) )

(B.4)
Pzit+1 = 9((1 - Mh)hxﬂf + %(hx—lﬂf + h$+1,t)’
\ (1-— Mp)Px,t + “—;(pxq,t + Patit))-
Agora, substituindo (B.3) em (B.4):
W + ey = f(D + e, 0" + 5;,75)7
(B.5)

p* + §x,t+1 = g(h* + g‘lr,tvp* + 6;,t)'

Expandindo f e g em série de Taylor e desprezando os termos de ordem O((e}, ;)?)

e O((07,,)?) obtemos a seguinte expressao para o sistema (B.5):

— / /
Extt1 = 116, + A120, 4,

— ! /
Oppr1 = A21E5 ¢ T a225x,t>

onde
0 0
an = a_i(h*7p*)7 a12:a_1f).(h’*7p*)7
0 1,
9 = a—z(h*,p*) e aggza—]g)(h*,p*).
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Podemos supor solugoes para (B.6) da forma:

Ext o ay ' cos(qx)
= M cos(qz) = ) (B.7)
Out Qo s\ cos(qz)

onde aq, as, A e ¢ € R sao constantes desconhecidas.
Substituindo (B.7) em (B.6) e fazendo as devidas simplificagdes obtemos o seguinte

sistema algébrico para o e as:

[ar1 (1 — pay, + puy, €08 q) — Mo 4 ara(1 — py, + p1, cos q)ary = 0,
(B.8)
a1 (1 — py, + py, cos @)ay + [ag (1 — p, + 1, cos q) — Mag = 0.

Procuramos solugoes da forma (B.7) nao-triviais, portanto precisamos impor:

an(1 = py, + pypcosq) = A ara(l — p, + p, cosq)
det =0.

an (1 — pi, + ppco8q)  aga(l — p, + p,co8q) — A

Calculando este determinante obtemos o seguinte polindmio:
N —o\4+6=0,

onde

o = an (1 — py, + py, cos q) + ag (1l — p, + p, cos q)

0 = (1 — py, + py, cos @) (1 — g, + p, cos q)(ar1aor — a12021).

Observe que A determina o crescimento ou decaimento, com o tempo, das per-
turbagoes em (B.3).

Se |[A| > 1, as perturbagoes crescem quando t — oo e, se |A| < 1, as perturbagoes
decrescem quando t — o0.

Se estamos interessados em saber quais sao as condicoes para que as perturbacoes
decresgam quando ¢ — oo, precisamos exigir |A| < 1.

De acordo com o Critério de FEstabilidade para Sistemas de duas Equagoes a
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Diferencas enunciado no Capitulo 2, podemos observar que todas as raizes do polinomio
p(A) =\ — oA+,
chamadas \;, tém valor absoluto menor do que 1 (|A\;| < 1) se, e somente se,
lo] <146 < 2.

Portanto, para que as perturbagoes da forma (B.7) decresgam e o equilibrio da
dindmica local (h*,p*) seja um estado de equilibrio estdvel homogéneo do modelo

com dispersao, é necessario que Vq € R:

lar1 (1 — g, =+ pay, €08 q) + aga(1 — p, + 1, cos q)| <
(B.9)

<1+ (1= py +pycosq)(1 = p, + py, cos g)(ariaze — arpan) < 2.

Observe que quando p, = p1, = 0, ou seja, na auséncia de dispersao, a condigao
(B.9) torna-se:

la11 + age| < 14 ajjase — ajzas < 2,

que corresponde a condigao para que o equilibrio homogéneo (h*, p*) seja estével na
auséncia de difusao.

Lembremos que estamos procurando condigoes para que o equilibrio estavel da
dinamica local (h*,p*) perca a estabilidade ao considerarmos a difusdo. Ou seja,
estamos procurando condigoes de instabilidade difusiva. Portanto as duas primeiras
condigoes sao:

la11 + age| < 1+ ajjage — arzas, (B.10)

ar@z — a12a91 < L. (B.11)

A terceira condigao, que faz (h*, p*) perder a estabilidade quando acrescentamos

a dispersao, consiste em violar a condigao (B.9), ou seja, para algum ¢ € R, devemos
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ter:

a1y (1 — gy, + g1y, 08 q) + aga(1 — p, + p, cos q)| >
(B.12)
> 1+ (1= py + pycosq)(1 — py, + py, cos g)(ariaze — arpan)

ou
(1 — gy + py cos q) (1 — p, + p, cos g)(arnase — arzaz) > 1. (B.13)

Observe que (B.13) nao pode ocorrer, pois sabemos que

(L= gy + pcosq) < 1,
(1= py+pycosq) < 1,

e por (B.11) temos ajjass — aj2a91 < 1. Logo sempre temos
(1 =y, + gy co8 @) (1 = p, + p, cos q)(annage — arzam) < 1.

Assim s6 podemos violar (B.9), por (B.12). Esta condi¢ao pode ser dividida em

duas:
anr (1 — py, + py, o8 q) + aga(1 — p, + p, cos q) >
(B.14)
> 1+ (1 — py, + g, co8 q) (1 — p, + 1, €08 q)(@11022 — a12a21)
e
ann (1 — py, + py, 08 q) + aga(1 — p, + p, cos q) <
(B.15)

<=1—= (1= py +pypcosq)(l — p, + p, cos q)(ariase — arzaz).

Quando sao satisfeitas as condigoes (B.10), (B.11) e (B.14) dizemos que ocorre
uma bifurcagio “plus-one”(+1) e quando sao satisfeitas as condigdes (B.10), (B.11)
e (B.15) dizemos que ocorre uma bifurca¢io "minus-one”(-1).

Primeiramente vamos analisar (B.14) que é equivalente a:

A*(cosq)? + Bt cosq+ CT <0,
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onde

AT = Mhup(allam — (12091),

Bt = (u,+ fy = 2pptty) Q11022 — @12001) — Q11fty, — Q2afy,

CT = 1—an — axn + anpy, + asp, + (1 — py, — p, + ppp,)(a11022 — a12a91).
Consideremos

Qu1(g) = A*(cosq)® + B* cosq + O™

Q+1(q) é uma pardbola em cosq, portanto @);1(¢) é uma funcdo periddica e
limitada.

Podemos variar adequadamente A™, Bt e C" de modo que o gréfico de Q,1(q)
atravesse o eixo das abcissas q.

De acordo com as caracteristicas de ()41(g) observamos que o primeiro ponto

onde @11(q) atravessa o eixo ¢ é um ponto ¢* tal que:

Q+1(¢") =0 (B.16)
‘ dQJrl *\
d (¢") =0, (B.17)

ou seja, é um ponto onde a curva () 11(gq) toca e tangencia o eixo q.
Das equagoes (B.16) e (B.17) obtemos que, para que este ponto ¢* exista, pre-

cisamos ter:

—BT +/(Bt)? —4A+tC+* —B*
cosq* = \/(ZAE e cosq" = AT (B.18)
ou
—Bt £+ /(Bt)2 —4A+C*
cosq" = \/(2142 e sing" =0. (B.19)

De (B.18) segue que se

B+
97| < 1 entdo devemos ter (BT)? —4ATCT = 0.
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Portanto, quando tivermos ’fTi’ > 1 precisamos encontrar ¢* satisfazendo (B.19).

De (B.19) segue que ¢* = km, com k € Z. Mas nao podemos ter ¢* = 2km, pois
neste caso (B.12) nao poderia ser satisfeita. Entao temos ¢* = (2k+ 1)7, com k € Z,

logo cos¢* = —1. O que implica em

=Bt +/(Bt)?—4AtC+

-1
2AF

— At —Bt+Ct=0.

Portanto as condicoes sobre AT, BT e Ct para que ¢* exista sao:

" * dQJrl * +1\2 +
Se |55 <1:>{Q+1(q)=0e i (¢") =0« (BY)> —4ATCT =0/, (B.20)
se B >1= Q+1(q*):()edQH(q*)zO@A*—B*—l—C*zO . (B.21)
2A+ dq

A partir dai temos condigdes para que Q11(q) < 0 para algum ¢. E, portanto,
fixados os parametros da dinamica, podemos estabelecer a regiao dos parametros de
dispersao de instabilidade difusiva para a qual temos uma bifurcacao "plus-one”(+1).

No caso da condicao (B.15) podemos proceder de forma anéloga, estabelecendo a
regiao dos parametros de dispersao de instabilidade difusiva para a qual temos uma
bifurcagao "minus-one”(-1).

Porém existe um resultado que pode facilitar a determinacao da regiao dos
parametros de dispersao para bifurcacao (-1). Este resultado é enunciado no teorema
abaixo. Ele nos permite, apos ter encontrado a regiao dos parametros para a qual
temos uma bifurcagao (+1), encontrar a regiao onde temos uma bifurcagao (-1) de
uma forma mais simples.

Teorema. Suponha que (uj, ;) € um ponto de bifurcagao (+1) ou (-1) com

B+
2A+

bifurcacao do tipo oposto com niumero de onda q*.

numero de onda q* e

> 1 ou ’2]%_ > 1, entdo (1 — py, 1 — py) € um ponto de

Demonstracao. Se ‘% > 1 entdo, como (uj, py) é ponto de bifurcacdo (+1) com

nimero de onda ¢* (ou seja, existe ¢* € R tal que Q41(¢*) = 0 e %(q*) = 0),
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temos AT — Bt + C* = 0. Dai segue que
Mhlﬁp(anan — Q12G21)—
— (b + 1y = 2pp11p) (@122 — Q12G01)+
+ anpy, + agzpy, + 1 — a1 — age + anpy, + agep,+
+ (1= oy =y + pi i) (a11a22 — @12021) = 0
ou seja,
(1 — pp)(1 = Mp)(@n@m — ay2a91) — an (1 — pyp) — aze(1l — ,Up)—
— [(1 = )iy + (1 = py) ) (arnaze — arzaz) + 1+
+ anifiy, + aapl, + pippt,(@11022 — a12a1) =0

que é equivalente a
AT —-B 4+ C =0,

onde
A7 = (1= py) (1 — p,)(arragy — arzas),

B~ =an(1— ) + an(l —p,) + [(T— (1 — py) (1 — p,)+
+ (1= (1= p,) (1 = )] (an1az2 — argas),
Cc- :1+(I11(1—(1_Mh))+a22(1_(1_ﬂp))+

+ (1= (1= pp,)) (1 = (1 = pp))(ar1a2 — ar2az1).

Logo temos (1 — j;,, 1 — p,) sendo ponto de bifurcagao (-1) quando ‘25;1—:‘ >1. O

Dessa forma estabelecemos condicoes de instabilidade difusiva para um sistema
discreto do tipo Redes de Mapas Acoplados descrito pelos conjuntos de equacoes
(B.1) e (B.2).
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