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Resumo

O presente trabalho destina-se a um estudo sobre pontos helicoidais (twistings) e
vértices de Darboux de curvas no espaco euclidiano n-dimensional. Pontos helicoidais
sao pontos de aplainamento (flattening) da indicatriz tangente da curva. Mostramos
que nestes pontos a curva tem maior contato com alguma hélice generalizada. No
caso de curvas no espaco tridimensional, estabelecemos uma relacao entre pontos
helicoidais e vértices de Darboux. Obtemos também uma versao do teorema dos

quatro vértices para curvas fechadas no espaco envolvendo tais pontos.



Abstract

The main aim of this work is a study about twistings points and Darboux vertices
of n-space curves. We define the concept of twisting of a n-space curve as flattening
point of its tangent indicatrix and show that is equivalent to having higher order of
contact with some generalized helix. In the three dimensional case we establish a
relation between twisting points and Darboux vertices. We also obtain a version of

the four vertex theorem for space closed curves involving such points.



Sumario

Introducao

1 Curvas no R”
1.1 Equacoes de Frenet e curvaturasem R™ . . . . . . .. .. ... .. ..

1.2 Curvasno R® . . . . . . .

2 Contato
2.1 Contato entre curvas e subvariedades . . . . . . . ... .. ... ...
2.2 Contato entre curvas e hiperplanos . . . . . . . . ... .. ... ...
2.2.1 Contato entre curvas e planos no espago . . . . . . . . . ...
2.3 Contato entre curvas e esferas . . . . . . . . ... ... ... ...
2.3.1 Contato entre curvas e esferas no espaco . . . . . . ... ...
2.3.2 Contato entre curvas planas e circulos . . . . .. .. .. ...

2.4  Contato entre duas Curvas . . . . . . . o v v i e

3 Pontos helicoidais e hélices generalizadas
3.1 A indicatriz tangente de uma curva . . . . .. .. ... ...

3.2 Hélices generalizadas e pontos helicoidais . . . . . . ... ... ...

4 Envelopes e Desdobramentos
4.1 Envelopes . . . . . . . . .
4.2 Desdobramentos . . . . . . ... Lo
4.2.1 Desdobramentos versais de tipo Ay(m >1) . . ... ... ...
4.2.2  Desdobramentos versais de tipo Ao(m >2) . . . . ... .. ..

5 Pontos helicoidais e vértices de Darboux

5.1 O conceito de vetor de Darboux em R® . . . . . . . . .. . ... ...



5.2 Indicatrizes esféricas e vértice de Darboux em R® . . . . . . . . . ..

5.3 Pontos helicoidais e vértices de Darboux em R™ . . . . . . . . . . ..

6 Resultados globais para curvas fechadas no espaco
6.1 Curvas (¢,p) NOtOTO . . . . . . ..
6.2 Pontos helicoidais sobre curvas fechadas . . . .. .. ... ... ...
6.3 Uma outra versao do teorema dos quatro vértices . . . . ... .. ..

6.3.1 Exemplos . . ... .. ... ...
Conclusao

Referéncias Bibliograficas

78
79
85
87
100

104

104



Introducao

O presente trabalho destina-se a um estudo sobre pontos helicoidais (twistings) e
vértices de Darboux de curvas no espago euclidiano n-dimensional.

Um ponto de aplainamento (flattening) de uma curva no espa¢o R"™ é um ponto
em que a curva tem um contato de ordem maior ou igual a n+ 1 com seu hiperplano
osculador. No caso de curvas no R?, estes pontos coincidem com os pontos de torcao
nula. O nimero minimo de tais pontos sobre curvas fechadas no espaco constitui um
objeto de pesquisa dentro da geometria diferencial de curvas.

Em [4], S.LR. Costa obtém uma familia de curvas fechadas sobre o toro no R3
com torgao nunca nula. Em [5] é mostrado que curvas com curvatura e tor¢ao nunca
nulas devem entrar pelo menos duas vezes dentro de seu fecho convexo. Por outro
lado, curvas com curvatura nunca nula e que ficam no bordo de seu fecho convexo
tém pelo menos quatro pontos de torgao nula [21]. Esta é uma versao espacial do
classico teorema dos quatro vértices que estabelece que toda curva plana fechada
simples tem pelo menos quatro vértices (pontos extremos da fungao curvatura) [15].

Um ponto helicoidal sobre uma curva no espaco R é um ponto de aplainamento
da sua indicatriz tangente. Este conceito foi introduzido em [20]. Em tais pontos
a curva tem maior ordem de contato com alguma hélice generalizada. Em [25] é
mostrado que, no caso de curvas em R?, tais pontos coincidem com os chamados
vértices de Darboux, que sao definidos como os pontos criticos da indicatriz de
Darboux da curva [8]. Os vértices de Darboux também aparecem numa outra versao
do teorema dos quatro vértices devida a E. Heil [11] que estabelece para uma curva

regular fechada no R? a seguinte desigualdade
V+K+D >4,

onde D denota o ntimero de vértices de Darboux, K e V denotam o numero de



mudancas de sinal da curvatura e da torcao, respectivamente.

Este trabalho esta disposto da seguinte forma. No capitulo 1 é feito um resumo
de alguns conceitos e resultados envolvendo curvas e suas curvaturas em R", a prin-
cipal referéncia utilizada foi [9]. No capitulo 2 estudamos o conceito de contato entre
duas subvariedades. Os conceitos de ponto de aplainamento e vértice sao obtidos
através da andlise do contato entre curvas e hiperplanos e curvas e hiperesferas, res-
pectivamente. Trabalhando em R? e R? obtemos alguns resultados sobre o contato
entre curvas e planos e curvas e esferas (circulos no plano) e concluimos o capitulo
estudando o contato entre duas curvas. No capitulo 3 definimos a indicatriz tangente
de uma curva e, de acordo com [20], definimos os pontos helicoidais como sendo os
pontos de aplainamento da indicatriz tangente da curva. Analisando o contato entre
curvas e hélices generalizadas em R"™, obtemos também que nos pontos helicoidais a
curva tem um contato de ordem maior ou igual a n + 2 com alguma hélice generali-
zada (num ponto qualquer a ordem de contato é pelo menos n+ 1) [20]. Para curvas
com curvatura nao nula no espaco encontramos a relagao entre os pontos helicoidais
e a aplicagao 7 , onde k e 7 sao, respectivamente, a curvatura e a torgao da curva. No
capitulo 4 estudamos o conceito de envelope (envoltéria) de uma familia de curvas.
Com o objetivo de estudar a estrutura local dos envelopes relacionamos alguns re-
sultados de [1] que dizem respeito ao conceito de desdobramento (unfolding) de uma
familia de aplicagoes. No capitulo 5 introduzimos os conceito de vértices de Darboux.
Utilizando a interpretacao cinematica do triedro de Frenet iniciada por Darboux [7]
e descrita em [8] obtemos o conceito de eixo de Darboux, que é o eixo instantaneo
de rotacao do triedro de Frenet. Além disto, relacionamos algumas propriedades
sobre indicatrizes esféricas de uma curva no espaco. Um importante resultado deste
capitulo é que os vértices de Darboux e os pontos helicoidais coincidem para curvas
com curvatura nao nula no espago. Observamos que o conceito de eixo de Darboux
sO faz sentido em espacos de dimensao impar. Porém, mesmo neste caso, nem sempre
os vértices de Darboux e os pontos helicoidais coincidem (Teorema 5). No capitulo 6
estudamos alguns resultados globais para curvas fechadas no espaco. Primeiramente
analisamos as curvas (g,p) no toro e obtemos as condi¢bes para que estas curvas
nunca anulem a tor¢ao [4] (ou seja, ndao tenham nenhum ponto de aplainamento).
Posteriormente estudamos alguns resultados que dizem respeito ao niimero minimo
de pontos helicoidais de uma curva fechada no espago. Por fim, baseando-se em [11],

estudamos uma versao do teorema dos quatro vértices para curvas no espaco que
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7), pontos de aplainamento ordindrio

(mudanca de sinal da tor¢ao) e pontos de inflexdo (mudanga de sinal de k ) de uma

relaciona vértices de Darboux (extremos de

curva fechada.
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Capitulo 1

Curvas no R"

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos basicos da geometria diferencial de
curvas no R"™. Em 1.1 apresentamos as equacgoes de Frenet para curvas em R" e
em 1.2 obtemos expressoes especificas para curvas em R3. As principais referéncias
utilizadas foram [9] e [3].

Uma curva parametrizada em R™ é uma aplicacao a : I — R"™ diferenciavel
(classe C"*1), onde I é um intervalo da reta. A curva o é chamada regular se
|o/(t)] # 0, Vt € I. Todas as curvas tratadas neste trabalho sao regulares.

Dado t € I, o comprimento de arco de uma curva regular parametrizada o :

I — R™ a partir do ponto ty é dado por

S(t) = /t /(1) dt.

Dizemos que uma curva « : I — R"™ é parametrizada por comprimento de
arco(p.c.a.) se, para cada tg, t; € I, com ty < t;, o comprimento de arco de «, de t

a ty, é¢ dado por

t1
/ |Oé/(t)|dt:t1 —to.

to
Observamos que « : I — R™ é p.c.a. se, e somente se |a/(t)] = 1, V¢ € I.
Além disso, se a nao for p.c.a poderemos sempre reparametriza-la por comprimento
de arco.

Utilizaremos s para denotar o parametro comprimento de arco.

12



1.1 Equacgoes de Frenet e curvaturas em R"

Seja I um intervalo de R e v : I — R" uma curva diferenciavel regular parametrizada
pelo comprimento de arco s. vq(s) = < (a(s)) denotard o vetor unitério tangente a
a. Como vq(s).vi(s) =1, entdo

d d

0= E(Vl(s).vl(s)) = 2V1(s).£vl(s).

Definimos a primeira curvatura k; de o por

dVl (S)
ds |

kl(s) =

Se ki(s) #0en >3, Vs e I, definimos

=0 =1 (%)

de modo que va(s) é um vetor unitario passando por «a(s) e perpendicular a vq(s)

em a(s). Temos entdo (considerando 4 = )

Como |va(s)| =1, entao

0= 2 (va(s)va(s)) = 2va(s). - (vals)).
Além disto,
vi(s).va(s) =0,
entao,
0 = L5 va(s) = vals) - (vals)) + vals) o (va(s))
= VA() - (va(9)) + vals) Fa(5)vals) = Va(s) (va(s)) + (s).

13



Dessa forma,

d

E(Vz(s)) = —ki(s)vi(s) + vetor perpendicular a vi(s) e va(s).

Definimos a segunda funcao curvatura ks de a por

ko(s) = ‘—(Vz(s)) + k1(s)vi(s)].

Se kao(s) #0 Vs en >4, definimos vs(s) tal que

1 d
val9) = 5 | ) e

de modo que v3(s) é um vetor unitério perpendicular a vi(s) e a va(s). Assim,
Va(s) = —ki(s)vi(s) + ka(s)vs(s).

Suponhamos que para j < n obtemos j vetores ortonormais vy, ..., vj que passam

por v no ponto s e (j — 1) funcoes curvatura ky, ..., k;_1 que nao se anulam, tais que

vi(s) = ki(s)va(s)
va(s) = —ku(s)va(s) + ka(s)va(s)

Viii(s) = —kjoa(s)vja(s) + kj1(s)vj(s).

Entao,

Vis)%3(8) = 1= 0 = L (v5(5) 34 (8)) = 2v3(s) - (vy(5)).
Para i < j temos
vi(s).vj(s) =0=0= %(Vi(s).vj(s)) = Vj(s).di(vi(s)) + Vi(S).%

Portanto

vi(s) = —k;j_1(s)vj_1(s) + vetor perpendicular avy(s), va(s), ..., v;(s). (1.1)

14



Se 7 < n definimos

e se kj(s) #0V s, temos

1 d
) = 15 | ) + (v

e portanto,
vi(s) = —kj1(s)vj-1(s) + kj(s)visa(s).

Se j = n entao somente o vetor nulo é perpendicular a vy(s), ..., vu($) e a equagao
(1.1) fica

vi(8) = —kn_1(8)Vn_1(s).

Observamos que o referencial de Frenet {vy(s), ..., vj(s)} com j < n, nada mais
é do que o conjunto de vetores obtido a partir de {a/(s), a”(s),...,a¥(s)} através
do processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt, quando estes vetores sao linear-
mente independentes.

No caso particular em que 7 = n — 1, ou seja, em que todas as curvaturas até a
ordem (n — 2) nao se anulam e, portanto, sdo positivas, podemos definir a (n — 1)
curvatura com sinal tomando vj;1(s) = vn(s) como sendo o tnico campo unitério
ortogonal a vi(s),...,vu_1(s) tal que {vi(s),...,vn(s)} é uma base positivamente

orientada de R"™ e entao
Fn-1(8) = (Viu_1(8) + kn_2(5)Vn-2(5)) - Va(s) = vy_1(5).Va(s).

Quando nao houver mencao em contréario, todas as curvas consideradas neste tra-
balho terao as (n — 2) curvaturas nao nulas. Além disso, o conjunto de curvas que
tém esta propriedade forma um subconjunto aberto e denso de mergulhos de R em
R™ com a topologia de Whitney [10] . Estas curvas sao demoninadas genéricas.
Consideremos agora « : I —— R" genérica com parametro qualquer t. A
proposicao a seguir estabelece uma condi¢ao necessaria e suficiente para o anula-

mento da ultima curvatura de a.

15



Proposicao 1. O conjunto {c/(t),d(t),...,a™(t)} € linearmente dependente se, e

somente se k,_1(t) = 0.

Demonstracao. Seja s o parametro por comprimento de arco, assim

ds
/
) = —.

Observamos que o conjunto {c/(t),”(t),...,a™(t)} ¢ linearmente dependente se,

e somente se

det(a/(t), a" (1), ...,al™(t)) = 0.

Como ()
a
V]_(S(t)) = ‘Oé/(t)‘7
entdo, utilizando as equagoes de Frenet e escrevendo a;; para a;;(t) e vi(s) para

v1(s(t)), temos

od(t) = |d(t)|vi(s) = anrvi(s)
daq, dvi(s) dap ds dvy(s)
" o _ i
a'(t) = — vi(s) + a p” g vi(s) + a T ds
dayy 2
= Wvl(s) + af1k1(8)va(s) = ag1vi(s) + agva(s)
da dvi(s da dva(s
O/”(T,) = —dt21 Vl(S) -+ 921 C;t( ) + —dlfz Vz(S) —+ 929 ;t( )

= a31v1(s) —+ CL32V2(8) —+ CL11(L22]€2(8)V3(8) = a31V1(S) + a32v2(s) -+ CL33V3(S)

a(j)(s) = ajvi(s)+ajva(s) + ...+ a{lkl(s)kg(s)...k‘j_l(s)vj(s)

= ajvi(s) + ajova(s) + ... + aj,vj(s)

o™ (s) = apvi(s) + anava(s) + ... + ki (s)ka(s).. kp_1(s)Va(s)

= anvi1($) + anava(s) + ... + appvn(s)

16



Deste modo,

a1q 0 0 0
az azp 0 0
det(a/(t)> Oé”(t), 3 an(t)) = | G31 az2 a3s3 0 = A110922...Apyp,
0
ap1 QAp2 Ap3 - App
com
aj; = (|0} ki(s)ka(s)...kj1 (5).
Assim,

n(n+1)

det(a/(t),a"(t), ... a"(t)) = (I/()))"= kI (5)k37*(5)...kn-1(s).
Desta forma, como k1(s), ka(s), ..., k,_o(s) sdo nao nulos e a é regular temos
det(a/(t), " (), ...,a"(t)) = 0 & k,_1(s) = 0,
ou seja, {/(t),a”(t),...,a"(t)} é linearmente dependente se, e somente se

kn1(5(1)) = 0.

1.2 Curvas no R?

Nesta subsecao obteremos alguns resultados especificos para o caso tridimensional

que serao utilizados no decorrer do trabalho. Primeiramente vamos fixar algumas

notacoes:

i) vi(s),va(s) e vs(s) serao conhecidos, respectivamente, por tangente (t(s)),

normal (n(s)) e binormal (b(s)) & curva a no ponto s.

ii) k1(s) e ka(s) serao conhecidos respectivamente por curvatura (k(s)) e tor¢ao

(7(s)) da curva a no ponto s.

17



iii) O plano que passa pela curva a(s) e é gerado por n(s) e b(s) é chamado de
plano normal & curva no ponto a(s). O plano que passa pela curva «(s) e é gerado
por t(s) e n(s) é chamado de plano osculador da curva no ponto a(s). O plano que
passa pela curva a(s) e é gerado por t(s) e b(s) é chamado de plano retificante da

curva no ponto «a(s).
b(s)

plano normal

plano retificante

t(s) / plano osculador

Figura 1.1: O triedro de Frenet e os planos retificante, normal e osculador

Vamos agora obter férmulas para a curvatura e a tor¢gao de uma curva regular
a : I — R? parametrizada com parametro qualquer.

Seja 3 : J — R? uma reparametrizacao de a pelo comprimento de arco, ou seja,

B(s(t)) = a(t).
Derivando esta expressao em relacao a t obtemos

dgds
o @ (1),

onde " denota a derivada com relacao a t. Temos que

ds dg B
i |a/(t)] e = = t(s).
Assim
O/
t=—:/ ¢
o]

18



C T e at ) T ae ar )

Deste modo,

ds d?s ds\ > ds\®
o =t E o [ () em) | =k (E) b
e =ty (dﬁ * (dt) ( n>> <dt>

o/ x o
o]

Portanto

o' x o] = k|]® = k =

Derivando «” obtemos

Assim,

/ AN/ ds ‘ 2 ds ’ 2,16
(o x a").a" =71k 7 k(b.b) =1k 7 =Tk" || .

Como |a’ x o> = k*|o/|°, entdo
(a/ X O{”).O{”I
//|2 ’

(1.3)

T =
lo/ X «

Obtemos assim as férmulas da curvatura e da tor¢ao de uma curva « nao necessaria-

mente p.c.a. em fungao das suas derivadas.
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Capitulo 2
Contato

Neste capitulo introduziremos o conceito de contato entre duas subvariedades. Na
secao 2.2 estudaremos o contato quando uma das subvariedades for uma curva
parametrizada e a outra um hiperplano, e entao sera obtido o conceito de ponto de
aplainamento de uma curva em R”. Na secao 2.3 estudaremos o contato entre curvas
e hiperesferas e obteremos o conceito de vértice de uma curva em R". Na segao 2.4
estudaremos o contato entre duas curvas. As principais referéncias utilizadas neste
capitulo foram [1] e [20].

A nocao de contato entre subvariedades pode ser concebida, de forma intuitiva,
como o grau de tangéncia entre elas. Sejam X e Y subvariedades com um ponto em
comum P em R". Dizemos que Y tem contato de ordem k com X em P se, para

qualquer ponto ) em X | tem-se:

d(Q,Y) _{ 0ser=1,2 ..k

lim ——— =
Q—p (d(P,Q))" c#0 para r=k+1,

onde d(Q,Y) representa a distancia de @) até a subvariedade Y e d(P, Q) a distancia
entre os pontos P e () em X.

No que segue utilizaremos a notacao f : R™, ) — R", P para designar uma
aplicacao definida numa vizinhanga de @) de modo que f(Q) = P .

Dadas duas subvariedades X e Y com um ponto P em comum, é sempre possivel
encontrar, nas vizinhancgas de P, um mergulho ¢ : R™,0 — R", P e uma submersao
p:R", P— RP,0 tal que:

X =$(R") e ¥ = ¢ (0).

20



A aplicagao p o : R™ 0 — RP,0 é denominada aplicacdo de contato de X e Y
em P. Montaldi [14] provou que o tipo de singularidade da aplicacdo ¢ o ¢ em 0
caracteriza totalmente o contato entre X e Y no ponto P independentemente da
escolha das fungoes.

No decorrer do trabalho estaremos interessados em analisar os casos em que a

subvariedade X coincide com uma curva regular em R™.

2.1 Contato entre curvas e subvariedades

Consideremos « : I — R™*! uma curva diferencidvel e X C R"*! uma subvariedade
definida localmente através da submersao ¢ : R"™* — R? como X = ¢~ *(0). Temos

entao a definicao

Proposicao 2. a ¢ X tém contato de ordem k em P = af(ty) se, e somente se a

fungao vetorial de contato h = (po«): I — RP satisfaz
hty) = W' (to) = ... = K" D(ty) =0 e K™ (t,) # 0.

No caso em que X é uma hipersuperficie a fun¢ao h = (¢ o ) é uma funcgao de
I em R.

Mencionaremos agora dois importantes resultados envolvendo contato entre cur-
vas e subvariedades. As demonstragoes destes resultados envolvem varios conceitos
relacionados a K-equivaléncia e germes de aplicagoes que nao serao abordados aqui.

Para maiores detalhes ver [6].

Proposicao 3. Se a curva o C R™*! tem contato de ordem k com uma subvariedade
X C R™™ no ponto P = a(ty) € X, entdo existe uma curva 3 em X cujo contato

com a curva o« em P também é de ordem k.

Proposicao 4. Se a curva o C R" tem contato de ordem k com outra curva (3
definida sobre uma subvariedade X C R"™ no ponto P = a(ty) = B(ty), entdo o

contato de o« com a subvariedade X em P ¢ de ordem no minimo k.
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2.2 Contato entre curvas e hiperplanos

Consideremos agora o caso particular em que a subvariedade é um hiperplano H C
R™ definido pela equagao:
ve+p=0,

onde v = (vy,v3,...,v,) € S""! é 0 vetor normal a H e |p| representa a distancia de

H até a origem. Desta forma, H é determinado pela imagem inversa da submersao

o(T1, Ty oy xy) = V1T7 + Vog + ... + VT, + p, OU seja,

H = ¢ 10).

Analisando as singularidades da fungao composta (¢ o «) poderemos determinar
o contato entre uma curva diferencidvel o e o hiperplano H. Aqui consideraremos
uma curva diferencidvel como uma imersao de classe C"*! de R em R".

De fato, seja tg € I tal que (v o a)(tg) = 0, assim, em «(ty) o hiperplano H e a
curva « tém um ponto de intersecgao e, além disso, p = «a(tp).v. Vamos analisar o
que ocorre quando a curva « tem contato de ordem n com o hiperplano H em «(ty).

Observamos que

(poa)(ty) = v.d(ty) =0« vLd(ty)
(poa)’(ty) = v.d'(tg) =0« vLa"(ty)
(poa)"(ty) = v.a"(ty) =0« vLla"(ty)

(o)™ V(ty) = v.a" V(ty) =0 vLa™V(ty).

Se {a/(to), ..., Y (t)} for LI entdo o conjunto {c/(ty), ..., V(ty),v} de-
termina uma base de R™.

O hiperplano gerado pelas (n — 1) derivadas de o em tg é denominado hiperplano
osculador da curva em «a(ty). Como estamos considerando somente curvas genéricas,
este hiperplano estda bem definido.

Assim, H tem contato de ordem n com a curva a em «(ty) se, e somente se
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H é gerado por {a/(to), " (ty),....,a™ V(ts)} o que significa que H é o hiperplano
osculador da curva no ponto «(ty).
Quando analisamos o contato entre a curva « e o hiperplano H, as singularidades

da aplicagao de contato (p o a) podem ser estudadas através da fungao
fn(t) = v.a(t),

denominada func¢ao altura de a na diregao de v. Assim, para analisar o contato entre

uma curva « e o hiperplano H, basta estudarmos as singularidades da funcao f.

Definigao 1. Dizemos que P = a(ty) é um ponto de aplainamento da curva o se o
contato do hiperplano osculador com a curva o em P € de ordem no minimo (n+1).
Se o contato da curva o com o hiperplano osculador em P for de ordem igual a

(n+1) dizemos que P é um ponto de aplainamento ordindrio.

Observamos que, se o hiperplano osculador tem contato de ordem (n + 1) com a

curva o em «(tp) temos, além das condigoes anteriores que
(poa)™(t)) =v.a™(ty) =0 vLa™(t)

Logo o™ (ty) estd no hiperplano osculador e, portanto,

det (o (to), o (to), ..., @™ (ty)) = 0.

Isto prova o seguinte resultado

Proposicao 5. Um ponto a(ty) € de aplainamento(flattening) se, e somente se
det (o (to), o (to), ..., @™ (ty)) = 0,

onde o'V representa a i-ésima derivada de o.

Provamos na Proposicdo 1 do Capitulo 1 que {a/(to), @ (tp),...,a™(to)} é L.D.
se, e somente se a ultima curvatura k,_1(ty) = 0. Por este resultado e pela Proposigao

5 temos

Corolario 1. O ponto a(ty) € um ponto de aplainamento da curva o se, e somente

se

kn_l(to) = 0
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2.2.1 Contato entre curvas e planos no espaco

Agora vamos estudar o hiperplano osculador de uma curva no caso tridimensional.
S h I R? sej 1 t 1

uponha que a: [ — seja uma curva p.c.a. que nunca anule a curvatura em /.
Seja Hy C R? um plano que tem v como vetor normal unitrio e cujo contato com
a curva a no ponto «(sg) é de ordem no minimo 3, ou seja, Hy é o plano osculador
de a em a(sy) .

Desta forma, a funcao altura deve satisfazer

fi(s0) = fi(s0) =0

Temos
;/l(S()) = V.O/(S())
f/L/(So) = V-O//(So)
;L//(SO) — V.O/H(SO)
£(s0) = v.al™(s)
Assim

f1(s0) =0 < v = An(so) + ub(so),

ou seja, v estd no plano normal a o em «(sg).

filso) = fi(s0) =0 & (An(so) + b(s0) (so)n(s0) = 0
& A=0 e v==xb(sg),

como esperado, o vetor normal a Hy estd na dire¢cao do binormal de o em «(sp).

Além disso,

fi(s0) = fi/(s0) = fi'(s0) =0 < (£b(s0)).(K'(s0)n(s0) + k(s0)n'(50)) = 0
= T(SO) =0,

assim, a(sg) é de aplainamento se, e somente se 7(sg) = 0 como visto no Corolario

1. Observamos que a(sg) é um ponto de aplainamento ordinério se, e somente se
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T(s0) =0 e fi(s0) #£0 < 7(s0) =0 e (£b(so))-k(se)n"(s0) # 0
& 71(s9) =0 e 7(s9) #0. (2.1)

Observamos que, a partir da ordem 5, a ordem de contato com o plano osculador
estd diretamente relacionada com o anulamento das derivadas da torcao de « no
ponto a(sg).

O numero minimo de pontos de aplainamento sobre uma curva fechada no espaco
constitui um cldssico objeto de estudo. Veremos na se¢ao 6.1 que existem curvas (g, p)

no toro que nao tém nenhum ponto de aplainamento.

2.3 Contato entre curvas e esferas

Seja Sp C R™ uma hiperesfera de centro U = (uq, us, ..., u,) e passando por P. Sendo

U # P, podemos representar Sp através da imagem inversa da submersao:
=z - U —|U~-P) '
So(xl>$2a 7xn) - |$ - | - | - | , ou seja,

Sp = @_1(0)

De modo analogo ao contato entre curvas e hiperplanos, vamos analisar as sin-
gularidades da fungao composta (p o «) para determinar o contato entre uma curva
« e a hiperesfera Sp.

Seja tg € I tal que (¢ o a)(ty) = 0, assim, em ty a hiperesfera Sp e a curva
a tém um ponto de intersecgao determinado por P = «(ty). Observamos que, ao
analisar os anulamentos das derivadas da func¢ao (p o «) em ty, o termo constante se

anulard. Por isto, usualmente utilizamos a funcao distancia ao quadrado sobre o em
U definida por

e analisamos as singularidades desta funcao.
Chamamos de hiperesfera osculadora de o em «/(ty) a hiperesfera em R" que tem

contato de ordem no minimo (n + 1) com a curva a em a(ty).
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Definigao 2. O ponto em que a tem contato de ordem no minimo (n + 2) com a

sua hiperesfera osculadora é denominado vértice de c.

Observacao. Para n = 2 esta defini¢ao coincide com a classica definicao de vértice
de uma curva no plano. Neste caso a hiperesfera osculadora é um circulo chamado

circulo osculador.

Defini¢ao 3. Sejam vy, ..., vy 0s vetores do referencial de Frenet de . O (i +
1)-subespago gerado pelos vetores vyi(t), ..., viz1(t) € chamado de (i + 1)-subespago
osculador de oo em t e a sua interseccio com a hiperesfera osculadora de o serd

conhecida como a i-esfera osculadora de v em t.

Proposigao 6. O contato entre a curva « e a (k — 1)-esfera osculadora é de ordem

no minimo (k +1).

Demonstracao. Consideremos « parametrizada pelo comprimento de arco. Os k
vetores do referencial de Frenet de o em sy geram um k-plano que chamaremos de

HE. Deste modo, a (k — 1)-esfera osculadora em a(sg) é dada por
Hg N S(] - Slg_l,

onde Sy é a hiperesfera osculadora de a em a(sg). Assim poderemos definir S

como imagem inversa da submersao:

¢ :R" — R
p(x) = ((z = a(s0))-Vicr1(50), -, (7 = a(50))-Va(s0), |2 — U[* = [U = a(s0)[*),

onde vy, ..., vy, sao os vetores do referencial de Frenet. Pela Definicao 2 a ordem
de contato entre a curva a e Si' em af(sg) é determinada pelas singularidades da

funcao
h(s) = ((als) = a(s0))-Vir1(s0), .-, (@(s) = a(s0))-Va(s0), [a(s) = U] = [U = a(s0) ).

Analisando as singularidades de h temos que

W(s) = (vi(s)-vira(so), - vi(s)-Va(so), fo(s))
h'(s) = (vi(s)-Vis1(s0), -, Vi(8).va(s0), f(5))
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W"(s) = (Vi(s)Viera(so), -, Vi(s)-Va(50), f3'(5))

() = (v (5) Viea(50), oo v (5) Vil(s0), 5 ()

Como vi(s) = (s) e, pelo que foi visto na demonstracao da Proposigao 1,
segue que [vi, VY, ...,ng_l)] C [v1,Va, ..., Vk]. Além disto, como Sy é a hiperesfera

osculadora de o em a(sg) temos que
falso) = fi(s0) = . = £ (s0) = 0.

Assim
h/(So) = h//(So) =..= h(k)(SO) = 0,

ou seja, o contato entre a e a (k — 1)-esfera osculadora é de ordem no minimo
(k+1). [

2.3.1 Contato entre curvas e esferas no espago

Agora vamos estudar a hiperesfera osculadora de o no caso tridimensional. Suponha

que a : I — R3? seja uma curva p.c.a. que nunca anule a curvatura em I. Seja

Sp € R? uma esfera com centro em U que tem contato de ordem no minimo 4 com
0

a curva o no ponto a(sp).
Desta forma, a funcio distancia ao quadrado fy(t) = |a(t) — U] deve satisfazer

fa(so) = fi(s0) = f3'(50) = 0

Temos entao que

Shilso) = (also) ~ U).0/(50) = (a(s0) ~ U)-t(s0)

% (s) = 1+ k(so)(a(se) — U)n(so)
%gg’(so) — h(so)(a(so) — U)-n(se) + K (s0)(a(so) — U)n(so) +

U).n'(sg)

U).(—k(s0)t(so) + 7(s0)b(s0)) + k'(s0)(x(s0) — U).n(sp).
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Assim
fi(s0) =0 < (a(sy) — U)Lt(sg) & (a(sg) — U) = An(sg) + ub(so),
ou seja, U estd no plano normal a o em «(sg).

fa(so) = fi(s0) =0 & 0=1+ (An(so) + pk(s0)b(s0)) n(s0)
& k(so) #0 e U = af(so) + @n(so) — ub(so),

para algum p € R. E por fim,

fa(s0) = fi(s0) = fi'(s0) =0 & (a(se) = U).(K'(so)n(sp) +

& —IZ((:)) + ut(so)k(so) =0
Se 7(sp) # 0 temos
K (s0) 1 k' (s0)

< U =a(sy) +

1= o) r(s0) 750 ")~ B (s0)

Neste caso Sy serd a unica esfera com contato de ordem no minimo 4 com a curva «
em «(sg). Nestas condigdes, Sy serd chamada de esfera de curvatura em a(sg) e seu

centro U serda denominado centro de curvatura esférica da curva a em a(sp).

EO

Figura 2.1: A esfera osculadora (EO) e o circulo osculador (CO) de «
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Agora, se 7(sg) = 0, ou seja, a(sg) é um ponto de aplainamento teremos

fa(s0) = fi(s0) = [ (50) =0 = 7(s0) = k'(s0) = 0

< U =alsy) + n(sg) — ub(sp), p € R.

1
k(so)

Portanto, neste caso, em «(sg) existem infinitas esferas com contato de ordem
maior ou igual a 4 com a curva a. Estas esferas contém o circulo osculador da curva.

Aplicando a Proposicao 6 para curvas em R? temos

Proposicao 7. O contato entre a curva o e o circulo osculador em a(sg) é de ordem

no minimo 3.

Agora vamos estudar o contato entre curvas e circulos no plano.

2.3.2 Contato entre curvas planas e circulos

Sejam o : I — R? uma curva diferencidvel p.c.a. e U € R? tal que U # 0. A funcao

distancia ao quadrado ¢é dada por

Sejam t(sg) e n(sg) os vetores tangente e normal de o no ponto «a(sg). Pelas
equacoes de Frenet

t' =kn e n' = —kt.

Vamos analisar as singularidades da func¢ao fy(s) em s.

Jils0) = (also) = U):t(s0)
%//(80) = 1+ k(so)(a(s0) — U).n(so)

% ///(SO) _ /{?I(So)(a(so) — U).H(So) — k2(30)(a(30) - U).t(So).

Assim

fi(s0) =0 < (a(sg) — U)Lt(sg) & (also) — U) = An(sg),
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ou seja, U estd na diregdo da normal a o em a(sp).

filso) = fi(s0) =0 & 1+ k(s0)(a(se) — U)m(sg) =0

< k(so) #0 e U= a(so) + @n(so). (2.2)
E ainda,

fa(s0) = fi(s0) = [i'(s0) =0 & (a(se) — U).(K'(so)n(so) — k*(s0)t(s0)) = 0
K(s0)
k(so)
= k’/(SQ) =0, (23)

Temos pela expressao (2.2) que a tem um circulo osculador em a(sg) desde que

k(so) # 0. O centro de curvatura de o em «a(sg) é determinado por

U= Oé(So) +

]{7(80) H(S()),

onde p = m é conhecido como raio de curvatura. Pela expressao (2.3) temos que
a curva tem contato de ordem 4 pelo menos com o circulo osculador se, e somente

se k'(sg) = 0. Assim, em vista da Definigao 2, temos o resultado
Proposicao 8. A curva o tem vértice em «(sg) se, e somente se k'(sg) = 0.

O lugar geométrico dos centros dos circulos osculadores é chamado de evoluta de
a. Quando k& = 0 a evoluta nao estd definida (deixa de ser conexa). Veremos no
Capitulo 4 que os vértices de uma curva p.c.a. no plano correspondem a ctspides da

sua evoluta.

2 2
Exemplo 2.1. Consideremos a elipse — + == = 1 no plano parametrizada por

a? b
a(t) = (acos(t),bsen(t)), 0 <t < 2m.

A férmula da curvatura para uma curva plana 3(t) = (x(t),y(t)) com parametro
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qualquer ¢ é ([1])

x/y// o x//y/

L A——
3

(CL’Q + y/2)

Assim
ab

(a2 sen 2(t) + b2 cos2(t))2

ko (t) =

Vamos encontrar os vértices de .

Figura 2.3: circulos osculadores de a em

Figura 2.2: « e sua evoluta t=Oct=1
dko(t) 0= 3ab(a®sen?(t) + b? cos?(t))2(2a2 sen (t) cos(t) — 2b%sen (t) cos(t))
. (a?sen?(t) + b2 cos?(t))?

—3ab(a® — b*)2sen (t) cos(t)
(a2 sen2(t) + b2 cos2(t))?
—2ab(a® — b?) sen (2t)

(a?sen 2(t) + b2 COSz(t))%

Y

deste modo
dk,(t)

dt

assim, os pontos de vértices de a sao

=0< sen(2t) =0,

(a,0),(0,b),(—a,0) e (0,-0).

Nestes pontos a curva a tem contato de ordem 4 no minimo com os circulos oscu-
ladores. Podemos visualizar isto na figura 2.3. A evoluta de « esta representada na

figura 2.2.
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2.4 Contato entre duas curvas

Consideremos duas curvas regulares a : I — R"*l e 8 : J — R"" sendo 3
representada localmente pela imagem inversa de uma submersao f : R*™! — R".
Queremos analisar o contato entre o e  num ponto em comum P = a(ty) = B(to).
Pela Definicao 2 precisamos analisar as singularidades da aplicagao de contato

= (foa)em P. Como « é regular temos que o/(t) # 0 para algum i = 1,...,n+ 1.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que o/ () # 0. Seja

¢ + I —R
t— (o)),

onde ¢(z1,...,x,) = x1. Observamos que ¢(t) = a;(t). Como ¢'(ty) # 0, segue pelo
teorema da fungao inversa que ¢ é difeomorfismo local em uma vizinhanga de t,.

Considerando £(t) = a0 ! uma reparametrizacao de a temos que

t=pop (t) =109 (t) = &i(1),

onde £(t) = (&1(1),&(), ..., Enaa(t)). Entdo a pode ser representada localmente pela

1mersao

£ R— R
t— (t,G(t)).

No caso da curva 8 = f~1(0) temos que esta pode ser representada localmente

por meio da submersao

foR™Y — R
(ty) — y=F@)

Portanto, a aplicacao de contato em ¢y serda determinada por

fof=G—F:R— R"™.
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Assim, « e § tem contato de ordem k + 1 em ¢, se, e somente se

(G = F)(to)) = (G = F)'(to) = .. = (G = F)*(to)) =0 e (G = F)*!(ty) # 0
& Gty = Flty), G (to) = F'(ty), ... G*(to) = F*(ty) e G*(ty) # F* (1)

Como «(t) = (t,G(t)) e B(t) = (t, F'(t)) provamos o seguinte resultado.

Proposicao 9. Duas curvas requlares X, Y C R™™! tém contato de ordem k em

um ponto t, se, e somente se existem parametrizacoes o : I — R™ de X e
B:J— R deY com P = alty) = B(ty), to € I N J, tais que:

aD(ty) = B9, i=1,..,k,
o (tg) £ BV ().

Observamos que, se o e [ tém contato de ordem (k + 1) em ty entdo os conjuntos
{c/(to), " (to), ... a®) (tg) } e { ' (to), B"(to), ..., B*)(tg) } coincidem e portanto geram
o mesmo referencial de Frenet {vq(to), va(to), ..., Vk(to)}. Desta forma, se a e 3 tém
contato de ordem k + 1 em ¢y entdo seus k-subespacos osculadores e suas (k — 1)
curvaturas coincidem. A reciproca deste resultado nao é verdadeira. Tome, por

exemplo, o e 3 em R? parametrizadas por

a(t) = (cos(t), sen (t)) e [(t) = (1 — cos(t), sen (1)),

temos que (g) =0 (g) = <%, ?) assim, em a(3) as curvas a e 3 tém um ponto

de intersecgao. Calculemos as curvaturas de o e § em tg:

sen ?(tg) + cos?(to)
ka(to) = z = 1= kg(lo)
(sen?(tg) + cos?(ty))? ’

mas

a'(tg) = (—sen(ty),cos(ty)) = (—sen (%) , COS (g)) = <_?’ %)

B'(to) = (sen(ty),cos(ty)) = (sen (g) , COS <%>) = <?, %) .

Portanto as curvaturas coincidem em a(%) mas as retas tangentes nao conicidem.
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Capitulo 3

Pontos helicoidais e hélices

generalizadas

Neste capitulo introduziremos o conceito de ponto helicoidal (twisting) de uma curva.
Um ponto helicoidal ¢ um ponto de aplainamento da indicatriz tangente da curva.
Veremos que nestes pontos a curva terd um contato de ordem superior com alguma

hélice generalizada. A principal referéncia utilizada foi [20].

3.1 A indicatriz tangente de uma curva

Vamos agora obter alguns resultados relacionados a indicatriz tangente de uma curva.

Seja a : I — R™ uma curva diferenciavel regular p.c.a. de modo que a sua
primeira curvatura nao se anule. A curva ap sobre a esfera unitdria S"~' C R”
formada pelos vetores tangentes a a é denominada indicatriz tangente de o. Na
figura 3.1 ilustramos uma hélice e sua indicatriz tangente.

No caso tridimensional, com a : I — R? e ap : I — S?, podemos encontrar
as féormulas da curvatura(k;) e da torgao(r;) de ar em funcao da curvatura(k) e da
torgao(r) de a.

Como vimos nas expressoes (1.2) e (1.3), a curvatura(k) e a torgao(7;) da curva

ar sao determinadas por

|a/y X o (o x o).
]{31 = s € T = - 3

3
|y o x o
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Figura 3.1: A hélice a(s) = (cos <i> , sen (%) , %) e sua indicatriz tangente

Como « é p.c.a, ar(s) = a/(s) = t(s), entao
o = t'=kn
o = (kn) = —k* + k'n + k7b.

Logo,

alp x o = kn X (—k*t + K'n + k7b) = E°b + K7t = |a}, x o/]” = kS + k72

Deste modo
k? + 72
T (3.1)

K2 =

Como

n

o= (Kt+kn+krb) = -3kk't + (K" — k* — kr*)n + (2k'T + k7')b,

entao

(o x o).y = (K’b+ k*rt).[-3kk't + (K" — k* — km*)n + (2K'T + k7')b]
= k(2K + k') = 3K°K'T = K3 (k7' — K'1),

e, portanto
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o k' — K'1
PR 4 2)

Obtemos assim as féormulas da curvatura e da tor¢ao de ar em funcao da cur-

(3.2)
vatura e da tor¢ao de a.

3.2 Hélices generalizadas e pontos helicoidais

Uma hélice generalizada é uma curva a : R — R" tal que seus vetores tangentes
formam um angulo constante com algum vetor v € R”. Nao é dificil mostrar que se
a é uma hélice generalizada entao sua indicatriz tangente esté contida numa (n — 2)-
esfera S"=2 C S~ ! de raio r < 1.

De fato, sejam a uma curva diferenciavel regular p.c.a. e ar(s) = o/(s) a in-
dicatriz tangente de a. Entao o angulo entre ar e v é constante e determinado

por

cosf = 2TV
laz(s)[|v]’
portanto

ar(s).v=c, V¥V sel,

onde ¢ é constante. Como vimos na se¢ao 2.2 do Capitulo 2, esta é exatamente a
equacao de um hiperplano H,. Assim, a curva ap estd contida na interseccao entre
um hiperplano H, e a hiperesfera S"™!, ou seja, ar estd na (n—2)-esfera determinada
por

Sr? =H,NS" .

Por outro lado, se 3 é uma curva em S" 2 entao (3 estd num hiperplano H,.
Integrando 3 vemos que ela é a indicatriz tangente de alguma hélice generalizada
a C R

Além disto, SP~2 é de raio méaximo (r = 1) se, e somente se H, passa pela origem,

ou seja
ar(s).v =0, (3.3)

Como (a(s).v) = a/(s).v + a(s).v' temos, em vista de (3.3), que S*~2 é de raio

maximo se, e somente se (a(s).v)' =0, isto é, a(s).v = d, onde d é constante.
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Temos entao o seguinte resultado.

Proposicao 10. Uma curva 3 C S" ! € a indicatriz tangente de alguma hélice
generalizada o« C R™ se, e somente se 3 estd contida em uma (n — 2)-esfera. Além
disto, esta esfera tem raio mdximo 1 se, e somente se a curva a estd num hiperplano
HCR".

Em vista da Proposicao 10 as curvas em hiperplanos do R"™ podem ser vistas
como um caso particular de hélice no R"™. Observamos que no caso em que « é uma
hélice no R3, sua indicatriz tangente é um circulo como podemos visualizar na figura

3.1. A figura 3.2 ilustra algumas hélices em R3.

.

Figura 3.2: As hélices v(t) = (t++/3sent,2cost, /3t — sent) e B(t) = (&', e, \/2t)

Agora vamos estudar um resultado que caracteriza uma hélice generalizada por

meio das derivadas de «.

Proposicao 11. A curva o : I — R"™ é uma hélice generalizada se, e somente se
det(a(s),a"(s), ...,a"(s)) = 0,

onde oV representa a i-ésima derivada com respeito ao comprimento de arco de .

Demonstracao. Como vimos, « é hélice se, e somente se sua indicatriz tangente a
estd em um hiperplano H,, o que significa que a tltima curvatura de az é nula para

todo s € I. Pela Proposicao 1 segue que

det(al(s), alh(s), ..., al" (s)) = 0,
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e como ar(s) = a/(s), entdo temos que o é uma hélice se, e somente se
det(a(s),a”(s), ...,V (s)) = 0.

0

No caso de curvas em R? podemos caracterizar as hélices de acordo com o seguinte

resultado.

Proposicao 12. A curva o : I — R?® com curvatura ndo nula para todo s € I ¢é
uma hélice generalizada se, e somente se, a fun¢ao (%) ¢ constante para todo s € 1,

onde k e T sao, respectivamente, a curvatura e a tor¢ao de .

Demonstracao. De fato, a é uma hélice se, e somente se sua indicatriz tangente ar
é uma curva plana. Assim, a tor¢ao 7, de ap deve ser nula para todo s € I. Pela

expressao (3.2) temos
kT — k't
=
k(R 472
Como

() ="

entao, o ¢ uma hélice se, e somente se 77 = 0 , ou seja,

(-

Da Proposicao 12 segue que as curvas em R? com curvatura e tor¢ao constantes
formam uma classe particular de hélices no R3.
Veremos na proposicao a seguir que isto também ocorre para curvas em espacos

de dimensao impar.

Proposicao 13. Se a curva o : I — R?*™ " tem todas as curvaturas constantes e

nao nulas entao o € uma hélice generalizada.

Demonstracao. De fato, sejam vy, Vs, ..., Va1 08 vetores do referencial de Frenet e

k1, ..., ko as curvaturas de o que sao constantes. Consideremos

v =vy +b3vg + ... + bypy1Vamt1,
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onde

b, _ klkg...]{igi_l
P ok ks
Assim, v é constante pois
V/ = Vll + (bng)/ + ...+ (b2m+1V2m+1)/

/ / /
= vy + b3V + ...+ a1 Vomig-

Para 7 < m temos

kvks...ko;
, / 1R3...K2i—3
boim1Va_q + baip1Vy = —————(—koi—aVai_a + kai_1Va;i)

]{32]{34. ..]{722'_2

ks oo
W(_k2iv2i + k2i+1V21+2)

_MV ' M;{; e
k’gk‘4...k‘2i_4 21-2 k2k4.../{522~ 2i+1V2i+2;

entao, os termos consecutivos de v’ se cancelam e, portanto

Além disso, v.vy = 1. Assim os vetores tangentes a o formam um angulo cons-
tante com o vetor v € R?™ "1 portanto o é uma hélice generalizada.
]

Observamos que este resultado nao ¢é valido em espagos de dimensao par. Vere-
mos no exemplo 3.1 deste capitulo uma curva em R* que tem todas as curvaturas
constantes e nao nulas mas nao é hélice generalizada.

Obteremos agora um resultado que relaciona o contato entre curvas no R" e

hélices generalizadas.

Proposicao 14. Se a : I — R"™ ¢ uma curva diferencidvel reqular p.c.a. entao
existe, para cada ponto a(sg) = P, alguma hélice generalizada yp(s) cujo contato
com a em P é de ordem no minimo (n + 1). Além disso, se ar tem um ponto de

aplainamento em ar(sg) entdo a ordem de contato entre av e yp € pelo menos (n+2).

Demonstracao. Se « é p.c.a., entdo ar = «'. Seja Hp o hiperplano osculador de

ar em P. Como vimos, a intersecgao de Hp com S"~! determina a (n — 2)-esfera
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osculadora de ar em P que denotaremos por S 2.

Pela Proposicio 6 do Capitulo 2 sabemos que o contato entre ar e S% 2 é de
ordem no minimo n em P. Logo, pela Proposi¢ao 3 existe uma curva 3 C S’};Q cujo
contato com ar é de ordem no minimo n. Segue, pela Proposicao 10, que ( é a
indicatriz tangente de alguma hélice generalizada vp : R — R"™ que passa por P.
Como o contato entre § e ar é de ordem pelo menos n, entao o contato entre « e
vp em P é de ordem pelo menos (n +1). Se ar(sg) é um ponto de aplainamento de
ar entdo esta curva tem contato de ordem no minimo (n + 1) com S ? e portanto
a tem contato de ordem no minimo (n + 2) com a curva yp.

O

Observamos que a hélice yp nao é tnica, pois a curva obtida na Proposicao 3 nao
¢ tnica. Além disso, existe uma familia de curvas em R? tendo 3 como indicatriz

tangente. Faremos agora a definicao de ponto helicoidal.

Definicao 4. Seja o : [ — R"™ uma curva diferencidavel reqular p.c.a., o ponto
P = «(sy), com sy € I, é dito ponto helicoidal (twisting) se, e somente se a in-
dicatriz tangente ap : I — S"1 de o tem um ponto de aplainamento em ar(sg).
Quando ar(sy) € um ponto de aplainamento ordindrio dizemos que a(sg) € um ponto

helicoidal ordinario.

Para curvas no espago com curvatura nao nula o seguinte resultado caracteriza

os pontos helicoidais.

Proposicao 15. Seja o : I — R?® uma curva p.c.a. com curvatura nunca nula, o

ponto a(sg) € helicoidal se, e somente se

(%)l (s0) = 0;

além disso, a(sg) € um ponto helicoidal ordindrio se, e somente se

()= e () o

Demonstracao. De fato, a(sg) é um ponto helicoidal se, e somente se ar(sg) é um

ponto de aplainamento, ou seja, a torgao de ap (71) é nula em sq.
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Pela equagao (3.2) temos

oy = Fs0)7'(s0) — K(30)7(s0) _ T\ () —
(o) = e 7 ey 0 () G0 =0 (34)

Assim, a(sg) é um ponto helicoidal se, e somente se

() i=o.

Quando «a(sg) é um ponto helicoidal ordindrio, o ponto a(sg) é um ponto de aplaina-

mento ordinario, ou seja,

Tl(So) =0 e T{(S()) # 0,

assim, se 71(sg) = 0 temos

(k(s0)7'(s0) — K'(s0)7(50))’
k(s0)(k2(s0) + 72(s0))

71(80) =

£0 < (%)” (s0) # 0. (3.5)

O

Pela Proposicao 5 do Capitulo 2 observamos que «(sg) é um ponto helicoidal se,

e somente se
det(al(s0), ..., b (s0)) = det(a”(sq), ..., 2"V (s0)) = 0. (3.6)

Em vista da Proposicao 14, dada uma curva « existe uma hélice generalizada ~
cujo contato com o em P = «a(ty) é de ordem pelo menos (n + 1). Se este contato
for de ordem pelo menos (n + 2) entao as indicatrizes tangentes ar e yr tém ordem
de contato no minimo (n+ 1) em ar(sy). Como vz estd em uma (n — 2)-esfera S*—2
entdo esta é a (n —2)-esfera osculadora de arp. Consequentemente o tem contato de
ordem (n + 1) pelo menos com seu hiperplano osculador em «(sg), portanto, ar(sg)
é um ponto de aplainamento de ar, ou seja, a(sg) é um ponto helicoidal de «.. Temos

entao o resultado.

Teorema 1. O ponto a(sy) € um ponto helicoidal da curva o se, e somente se existe
alguma hélice generalizada cuja ordem de contato com a curva o em a(sg) € de ordem

no minimo (n + 2).
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Por este resultado podemos concluir que todos os pontos de uma hélice genera-
lizada em R"™ sao helicoidais.

Uma questao natural que surge é relacionada ao niimero minimo de pontos heli-
coidais sobre uma curva em R”. Vamos abordar esta questao na secao 6.2 do Capitulo
6 deste trabalho.

O exemplo a seguir mostra que em espacos de dimensao par podemos encontrar

curvas fechadas sem nenhum ponto helicoidal.

Exemplo 3.1. A curva fechada v : [0, 27r] — R* parametrizada por

1
v(s) = %

tem todas as curvaturas constantes e nao nulas mas nao tem nenhum ponto helicoidal.

(cos(s), sen (s), cos(2s), sen (2s)),

Portanto « nao é uma hélice generalizada em R*.

Tomando o seguinte referencial mével

u; = (cos(s), sen(s),0,0), us = (—sen (s),cos(s),0,0),

us = (0,0,cos(2s), sen(2s)), ug = (0,0, —sen (2s), cos(2s)),

temos
() = —=(ua 4 ), 7(s) = J=(us +204), 7'(5) = (-~ — duy)
Y 5 1 3), \/5 2 4), 7Y \/5 1 3
1 1 1
7(s) = —5(—112—8114), W(ZU)(S)——5(u1+16U3), 7(”)(5)_—5(1124-32114)
Assim,
—1 1
7 0 7 0
det(3" ()" (A (AN = | L T P =S A
V5 V5
—8 32
0 WG 0 7=

e, de acordo com a expressao (3.6), v nao tem nenhum ponto helicoidal. Os vetores

do referencial de Frenet e as curvaturas de v sao dadas por
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i) = () = (s 42w, k) = ui(s)] = Y2
va(s) = %@vﬂs):%?(—ul—zmg), k2<s>=|v;<s>+k1vl|=¢%
Vs(8) = —L(vh(8) + Fa(s)va(8) = —= (2un — ), a(s) = 22

V5 V17

Assim, as curvaturas de 7 sao constantes e nao nulas para qualquer s € [0, 27},
mas vy nao possui nenhum ponto helicoidal. Deste modo, concluimos que a Proposicao

13 nao se generaliza para espacos de dimensao par.
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Capitulo 4
Envelopes e Desdobramentos

O objetivo deste capitulo é estudar a estrutura local do envelope de uma familia
de curvas. Isto permitira, entre outras coisas, relacionar as singulariadades destes
envelopes com os pontos helicoidais de uma curva.

Uma das caracterizacoes de envelope é dada pelo conjunto discriminante de uma
familia de aplica¢oes. FEsta familia pode ser vista como um desdobramento (un-
folding) de uma fungao f. Na secdo 4.2 estudaremos alguns resultados importantes
destes desdobramentos. Como nosso objetivo é apenas aplicar estes resultados, as

demonstragoes serao omitidas e podem ser encontradas em [1] e [2].

4.1 Envelopes

No Capitulo 3 deste trabalho estudamos a evoluta de uma curva plana como sendo o
lugar geométrico dos centros dos circulos osculadores. Uma outra forma de obtermos
a evoluta de uma curva plana é analisando o comportamento das retas normais a
curva. A andlise deste comportamento resulta num conjunto chamado conjunto
discriminante, ou envelope de uma familia de aplicacoes. Nesta secao vamos estudar
este conjunto e analisar seu comportamento geométrico através de um exemplo.

Dada uma aplicagao diferencidvel
F:RxR"™ —R,

utilizaremos (¢, x1, T, ..., Z,,) como coordenadas de R x R™ e consideraremos F' como

uma familia de fungoes de x parametrizadas por ¢t. Escrevendo F;(x) = F(t¢,x), onde
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x = (x1, %2, ..., T;), suponhamos que, para cada t fixo, 0 é valor regular de F}, ou
seja, quando F(t,x) = 0 para algum z; tem-se g—i # 0. Assim, C; = F;'(0) é uma
(m — 1) variedade parametrizada na vizinhanca de cada ponto (para m = 2 uma
curva e para m = 3 uma superficie).

m

Além disso, como 0 é valor regular de F; entao a diferencial dFy(x) : R™ — R é

sobrejetiva para qualquer x € F;(0), assim

1R = (G G0 e 5E6) £00 - 0)

portanto existe x; tal que g—i(t,x) = 0, deste modo

dF(t,x) = (aa—f(t,x) g—i(t,x) %(t,x)) #0 0 ---0),

logo F71(0) ¢ localmente uma m-variedade parametrizada em R™*.
Observamos que, para cada (t,x) € RxR™, o espago tangente a F'~1(0) é paralelo
ao nucleo de dF'(t,x). Este espago tangente é vertical, isto é, paralelo ao eixo t se, e
somente se (1,0,0,...,0) pertence ao nicleo de dF'(t,x), ou seja, %—J;(t,x) =0.
Quando m = 2 o conjunto D de pontos (t,x) que satisfazem F(t,x) = 2 (¢, x) =
0, é chamado conjunto dobra e a projecao deste conjunto no plano (x1, z3) é chamado

envelope. Em geral temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 5. O envelope, ou discriminante, da familia F' € o conjunto

F
Dp = {X e R™ F(t,x) = %(t,x) =0, para algum t € IR} )

O conjunto dobra de F' é determinado por

D= {(t,x) e RxR™ F(t,x) = %—f(t,x) = 0}

Observamos que Dg é a projecao por 7 : R x R™ — R™ do conjunto dobra D.
Para visualizar melhor os conceitos trabalhados acima vamos considerar a familia
de circulos unitarios centrados no eixo x; do plano x1x,. Cada circulo desta familia

tem como equacao
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(x;—t)*+13=1, t €R fixo.

Figura 4.1: Familia de circulos centrados em (z1,0)
Assim, cada circulo C; da familia é dado por C; = F;(0), onde

F:RxR*> — R
(t,w1,29) +— (11—t +13— 1.
Dado (1, 2) € C; entao (x; —t)? + 22 = 1, além disso

OF;

OF;

9y —t T 9g,, 1

81'1 (l'l ) € 01’2 T2, 1080,
oF, OF;
—=—=0&2,=0 =t
81'1 01'2 2 ¢ n ’

mas estes pontos nao pertencem a F~1(0), portanto 0 é valor regular de Fj, para
qualquer ¢ € R. Como vimos, isto garante que F~1(0) seja localmente uma superficie

parametrizada em R3. Vamos encontrar o conjunto discriminante de F.

oF
F(t,x1,22) = E(t,xl,xg) =0 & 2x—t)=(r—t)2+a5—-1=0
& xp=te xy==1 (4.1)

Por (4.1) segue que
Dp = {(x1,15) € R*; 25 = £1, para algum t € R}.

O conjunto discriminante Dy pode ser visualizado na figura 4.1 como sendo as

duas retas (zo = £1 ) que sdo tangentes a todos os circulos unitarios centrados em

(1'1, 0)
Se %275 (to,x0) # 0, tem-se que D é localmente uma (m—1) variedade parametrizada
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de R™ [1]. Os pontos em que %ZTf(to, xg) = 0 s@o conhecidos por pontos de regressao.

Os resultados da proxima se¢ao nos permitirao conhecer um pouco melhor a estrutura

local dos envelopes numa vizinhanga de um ponto de regressao.

4.2 Desdobramentos

Nesta segao vamos estudar os desdobramentos de uma fungao f. Como o principal
objetivo deste capitulo é estabelecer ferramentas que serao tuteis nos Capitulos 5 e
6 deste trabalho, nao demonstraremos todos os resultados que serao enunciados. As
demonstragoes podem ser encontradas em [1] e [2].

Primeiramente vamos estabelecer os conceitos de A, singularidade e jatos de uma
funcao real. Dizemos que uma funcao real f é diferenciavel se f possui derivadas
de todas as ordens. A notagao f : R,ty — R indica que f estda definida numa

vizinhanca de t.

Definicao 6. Dizemos que uma funcao diferenciavel f : R,tg — R tem tipo A, em

t(] Se

fO%) = 0,1<i<k e
f(k+l)(t0) 7é 07

onde f% indica a i-ésima derivada de f com relacio a t.

Um resultado importante é que se f tem tipo Ay em tg, entdao existe um difeo-
morfismo A definido numa vizinhanca de t, tal que f(t) = g(h(t)), onde g(t) = £t*+?
[1]. Neste caso, dizemos que f é R-equivalente a g.

Observamos que, se @ : R — R? é uma curva p.c.a. e a(sy) um ponto de
aplainamento de « entao, pelo visto na secao 2.2.1 do Capitulo 2, a funcao altura fj,
é no minimo do tipo Az em sy. Pelo visto na secao 2.3 do Capitulo 2, se o tem um
ponto de vértice em a(sg) entao a fungao distancia ao quadrado f; é no minimo do

tipo A4 em sg.

Definicao 7. Seja k > 1 inteiro, o k-jato com termo constante da fungao

f:R,to — R € o polinomio

2 k
Flto) + 4 (t0) = Flto) + 17 (t0) + 3£ (t0) + o+ 12 F P (1)
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Observamos que f tem tipo Ay em t; se, e somente se

3 f(to) =0 e 5 f(to) #0,

além disso, f tem tipo A,,, m > k, se e somente se

7*f(to) = 0.

Agora vamos estudar o conceito de desdobramento de uma funcao real f.
Seja F': R x R", (tg,x9) — R uma aplicacao diferenciavel. Podemos considerar

F como uma familia a n parametros de funcoes Fy : R, {5 — R. Assim escrevemos

f=F,:R — R
t —  F(txo)

A aplicacao F' é denominada desdobramento a n parametros de f.
O objetivo aqui é reduzir um desdobramento F' a uma forma padrao quando a

funcao f tem tipo Ay em ty. Para isto, precisaremos de algumas defini¢oes.

Definigao 8. Seja G : R x R™, (tg,y0) — R um desdobramento a m parametros

da funcao g = Gy,. Sejam

a RXR”,(to,Xo)%R
b ]R",XO—>]Rm,YO>

aplicagoes diferencidveis, onde a(t,x¢) = t, com t numa vizinhan¢a de ty. Entao o
desdobramento F : R x R"™, (tg,x0) — R de f = F,, definido por

F(t,x) = G(a(t,x), b(x)),

¢ dito ser induzido de G. Se todos os desdobramentos de g sao induzidos de G entao

dizemos que G € um desdobramento versal de g.

O teorema a seguir estabelece um critério que permite verificarmos a versalidade

de um desdobramento.
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Teorema 2. Seja F': R x R™, (t9,x0) — R um desdobramento a m parametros
de f = F,, sendo f do tipo Ay em ty, k > 1. F € um desdobramento versal de f
em ty se, e somente se, todo polinémio real p(t) com grau menor ou igual a k — 1
pode ser escrito como combinacao linear dos k — 1 jatos com termo constante de

oF :
a_zi(t’XO)> i=1,2,...,m, em tg

onde cada ¢; € um numero real.

Para provar a versalidade das aplicacoes utilizaremos o seguinte corolario do

Teorema 2.
Corolario 2. Consideramos F e f como no Teorema 2. Fscrevendo

OF

oF g -
(o, xo0) + 5" (&E- (t, Xo)) (to) = Boi + Buit + Boit® + o + Bp_rit™ 1,

0:)3,~

entao F' ¢ versal se, e somente se a matriz k x m de coeficientes [3;;, tem posto k

(isto s € possivel se m > k).
Seja

G:RxR™ (0,00 — R
(t,x) = " pm daat ez, t™

com x = (x4, T3, ..., Ty, ). Considerando g(t) = G(t,0) = t™*! observamos que g é de
tipo A,, em tg = 0. Vamos verificar se G é um desdobramento versal de g em ¢y = 0.

Os (m-1)-jatos com termo constante de aG 5o (1,0) em torno de 0 sao dados por

200 + i (FEe0) 0=
Ewn + i (SEa0) o=
200+ 7 (e t0) © =
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Assim, a matriz m x m de coeficientes tem posto m. Pelo Corolario 2, G é um
desdobramento versal de g em 0. Considerando que a demonstracao ¢ analoga para

G(t,z) = —t" 2y +aot +- -+ 2, ! e g(t) = —t™! temos o seguinte resultado

Proposicao 16. O desdobramento dado por

G:RxR™ (0,00 — R
(t,x) >  H"T by Fagt e p,t™T

¢ um desdobramento versal de g(t) = £t™*" no ponto ty = 0.

O desdobramento acima também é chamado de miniversal, pois o nimero de
parametros é minimo.

Seja ' um desdobramento de f. Definimos o conjunto zero Mg por
Mp ={(t,x) € R x R™; F(t,x) = 0}.

Suponhamos que F' é um desdobramento versal a m parametros de f = Fy,
em to. Se (tp,xo) € Mp entao (ty,xg) é um ponto regular da funcao F'(¢,x), pois,
pela versalidade de F', os termos constantes g—i(to, Xp) nao sao todos nulos. Assim,
Mp N U é uma variedade m-parametrizada em R™! para alguma uma vizinhanca
U de (tg,%0). Do mesmo modo, para um desbobramento versal G' a m parametros
de g = Gy, em t;, existe uma vizinhanca V' tal que Mg NV é uma variedade m-

parametrizada em R™*!. Temos entao o seguinte resultado [1].

Proposicao 17. Com a notagao acima, podemos escolher U eV de modo que exista
um difeomorfismo ¢ : U — V' satisfazendo

i) o(t,x) = (a(t,x),b(x)), onde a(ty,xo) = t1, b(xo) = X1.

i) (MpNU)=MgNV.

111) b € difeomorfismo de w(U) em ©(V'), onde 7(t,x) = x € a projecio de R x R™
em R™ e b(Dp N7(U)) = DgNw(V).

Por este resultado concluimos que os conjuntos discriminantes Dp e Dg sao
localmente difeomorfos, ou seja, quaisquer desdobramentos versais a m parametros
de uma funcao do tipo Ay tém a mesma estrutura local em cada ponto. Nas subsecoes
4.2.1 e 4.2.2 vamos analisar os casos k = 1 e k = 2, pois sao estes casos que nos

Interessarao.
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4.2.1 Desdobramentos versais de tipo A;(m > 1)
Suponha que f(t) = Fi(t) é uma funcdo, onde

F:RxR™ (0,00 —R
(t,x) — 2 + 24,

com m > 1. Temos,
f0)=0e f'(0)=2#0,

portanto f tem tipo A; em 0. Como m > 1, pela Proposicao 16, F' é um desdobra-
mento versal de f em 0 para singularidade A; .

O conjunto discriminante de F' é dado por
Dp={xeR™t*+1;=2t=0} = {x € R™;z; =0} = {0} x R"".

Assim, o conjunto D é um hiperplano em R™. Na figura 4.2 podemos visualizar

Mp e Dr quando m = 1, 2.

t
x

2 Mp

T T1

T2
Mp
T2
. /
Dp T
Dr
m =1 m =2 "o

Figura 4.2: Mp e Dr quando m = 1,2 e f é do tipo A,
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Além disso, dado qualquer desdobramento versal a m parametros G de g = Gy,
onde g é de tipo A; em ty, entdao pela Proposicao 17 o conjunto discriminante Dg é
localmente difeomorfo a Dp nas vizinhancas de (t,y1) e (0,0), respectivamente.

Assim, na vizinhanga de (t1,y;) temos
a) m = 1= D¢ é localmente difeomorfo a um ponto em R .

b) m =2 = D¢ é localmente difeomorfo a uma reta em R?.

c) m =3 = D¢ ¢é localmente difeomorfo a um plano em R3.

4.2.2 Desdobramentos versais de tipo A;(m > 2)

Suponha que f(t) = Fx(t) é uma fungao, onde

F:RxR™ (0,0) — R
(t,x) = t* + 21 + 29,

com m > 2. Em ty; = 0 temos

f(0)=f"(0)=0e f"(0) =6 #0,

portanto f tem tipo As em 0. Como m > 2, pela Proposi¢ao 16, F' é um desdobra-
mento versal de f em 0 para singularidade A, .

O conjunto discriminante de F' é dado por

Drp = {XeRm;t3+x1+z2t:3t2+x2:0para algum tER}
= {x e R™ xy = 2t%, zy = —3t%, para algum t € ]R}
= {xeR™ 27z} + 4z} = 0}

Vamos analisar a estrutura de D param = 2 e m = 3. Quando m = 2 os pontos

de Dp sao parametrizados por
B(t) = (2%, =31%).

Observamos que, na vizinhanca do ponto ¢ty = 0, o vetor tangente de (5 nao estd
definido (4'(0) = (0,0)). Além disto, na vizinhanca de 0 o vetor tangente de [

muda de orientacao, os pontos onde isto ocorre sao conhecidos como cuspides de
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uma curva. Na vizinhanga de um ponto de cispide nao existe difeomorfismo entre a

curva e uma reta.

X2

€

T2

Dp
Figura 4.3: Dr quando m = 2,3 e f é do tipo A,

Quando m = 3 o conjunto Dp serda um eixo cuspidal, ou seja, cada xs fixo
determina um plano cuja interseccao com o conjunto Dp determina uma curva plana
com um ponto de cuspide. Podemos visualizar este caso na figura 4.3.

Utilizando a Proposicao 15 podemos concluir entao que dado um desdobramento
versal a m parametros G de g = G, onde g é do tipo Ay em t;, o conjunto discrimi-
nante D¢ ¢é localmente difeomorfo a Dy na vizinhanca de (¢1,y1) e (0,0), respecti-
vamente.

Portanto, na vizinhanca de (t1,y;) temos
a) m =2 = D¢ é localmente difeomorfo a uma cispide em R2.

b) m = 3 = D¢ é localmente difeomorfo a um eixo cuspidal em R3.

Agora vamos aplicar os resultados obtidos nas subsecoes 4.2.1 e 4.2.2 para anal-
isar a estrutura local do conjunto discriminante em um exemplo. Para isto, dada
uma familia F': R x R™, (tg,x9) — R de aplicagoes diferencidveis, para m = 2 ou

m = 3, vamos seguir os passos
i) Obter o discriminante D e os pontos de regressao de Dp.

ii) Para os pontos xg € Dp, analisar as condigoes de singularidade dos tipos A;

e Ay da aplicagao f = Fy, no ponto ty, de modo que (ty,x9) € D (conjunto dobra).

iii) Verificar se F' é desdobramento versal de f em t, para singularidades A; e Ay, e
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entdao determinar quando Dp é difeomorfo a uma curva regular (plano em R?) ou a
uma cuspide (eixo cuspidal em R?) baseando-se nos resultados obtidos nas subsecoes
4.2.1e4.2.2.

Exemplo 4.1. Considere a familia de retas normais a uma curva p.c.a. a: R —
R?2. Para cada s € R a reta normal no ponto a(s) é determinada pelos pontos x € R?

tais que
(x — a(s)).d/(s) = 0.

Seja F' a aplicacao

F:RxR?> — R

(5,x) = (x—a(s))a(s)

Cada reta normal a curva a em «(s) é determinada por

Figura 4.4: Familia de retas normais ao grafico de senx

i)Vamos agora encontrar o envelope desta familia de retas. Vimos na secao 2.3.2

do Capitulo 2 a fungao distancia ao quadrado dada por

fa(s) = la(s) —x|*,
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para algum x € R?. Observamos que, para cada x fixo, temos

ils) e Ox(5) = L f2(s)

Assim, pelo visto no item (2.2) da segdo 2.3.2 o conjunto discriminante Dp é

dado por
1

k(s)

onde k(s) e n(s) sdo a curvatura e o vetor normal, respectivamente, de o em «(s).

Dr = {x € R*x=a(s) + n(s), com k(s) # 0},

Portanto Dy coincide com a evoluta da curva .

Além disso, como
0’F, 1
() = 515)

entao pelo item (2.3) e pela Proposi¢ao 7 concluimos que os pontos de regressao sao

0s pontos
{x € Dp;K'(s) = 0, para algum s € R},

ou seja, sao os pontos da evoluta que correspondem aos pontos de vértice de a.
ii) Agora vamos analisar as singularidades A; e Ay de F nos pontos de Dp.

Se xg € Dp, a aplicagao f = Fy,, para algum sy € R, satisfaz

f(s0) = f'(s0) = 0.

Agora, para que f seja do tipo A; em sq é necessario que f”(sg) # 0. Assim, como
vimos na se¢ao 2.3.2, f = f} é do tipo A; em s se, e somente se

xg = a(so) + n(sg), onde k(sg) # 0 e k'(sq) # 0. (4.2)

1
k‘(SQ)
Para que f seja do tipo Az em sy é necessario que f”(sg) =0, e f"(sg) # 0, deste

modo f é do tipo Ay em sj se, e somente se

xp = a(sg) + n(sg), onde k(sg) # 0,k (s9) =0 e k"(s9) # 0. (4.3)

b
k(so)

Observamos que os pontos que satisfazem (4.3) fazem parte do conjunto de pontos

de regressao de Dp.
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iii) Agora vamos analisar a versalidade da F para singularidades A; e Ay. Pelo

Corolério 2 para singularidades do tipo A; devemos analisar a matriz 1 x 2

V0 = (g3 G(530) = (alls) ab(s)

Como a/(s) = () (s),a5(s)) # (0,0), Vs € R, entao F é versal para singularidades
do tipo A;. Deste modo, como vimos em 4.2.1, nos pontos que satisfazem a expressao
(4.2) a evoluta de « é localmente difeomorfa a uma reta em R2.

Para singularidade do tipo Ay, vamos analisar os 1-jatos com termo constante de

g—i(t,xo) em torno de ty, com i = 1, 2:

or 4 [ OF /
8—:171(80’X0) +7 (8—931(8’X0)) (s0) = @ (s0) + @ (s0)s

oF 4 [ OF

O snrma) 45" (Gtov) ) s0) = abo0) + (sl

onde a(s) = (a1(s), az(s)). Assim, a matriz dos coeficientes dos 1-jatos com termo
ay(s0)  a(s0)
ai(s0) af(s0) )

Observamos que as linhas da matriz acima sao os vetores t(sg) e t'(sg) = k(so)n(sg).

constante é dada por

Como x¢ € D entao k(sg) # 0, assim, o posto da matriz é 2. Pelo Corolério 2, I é
versal para singularidades do tipo A,. Assim, como vimos em 4.2.2, nos pontos que
satisfazem (4.3) a evoluta de « é localmente difeomorfa a uma ctispide em R?.

Na figura 2.2 do exemplo 2.1 da se¢ao 2.3 visualizamos a evoluta de uma elipse
qualquer. A &drea mais escura visualizada na figura 4.5 determinada pelas retas
normais a elipse é o envelope da familia de retas normais a elipse que, como vimos,
coincide com a sua evoluta. No exemplo 2.1 vimos que os pontos de vértice da elipse
sao

(a,0),(0,0),(—a,0) e (0,-b).
Neste caso particular, o conjunto de pontos de regressao satisfaz (4.3), portanto,
a evoluta da elipse é localmente difeomorfa a uma cuspide nas vizinhancas destes
pontos. Nos demais pontos a evoluta da elipse satisfaz (4.2), portanto, é localmente

difeomorfa a uma reta em R2.
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Figura 4.5: Familia de retas normais a elipse
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Capitulo 5

Pontos helicoidais e vértices de

Darboux

Este capitulo sera dedicado ao estudo de vértices e indicatriz de Darboux. Em 5.1
utilizaremos a interpretagao cinematica do triedro de Frenet iniciada por Darboux
[7] e descrita em [8] para obter o conceito de eixo de Darboux, além de relacionar
algumas propriedades sobre indicatrizes esféricas de uma curva no espaco. Em 5.2
vamos estudar algumas propriedades de vértices de Darboux e a sua relagao com os
pontos helicoidais para curvas com curvatura nao nula no espago. Em 5.3 generali-
zaremos os conceitos de vetor e vértice de Darboux para curvas em R™. A principal

referéncia utilizada nas segoes 5.2 e 5.3 foi [25].

5.1 O conceito de vetor de Darboux em R?

Quando um ponto se move ao longo de uma curva o com curvatura nunca nula seu
triedro de Frenet t, n, b transladado paralelamente até a origem define um movimento
rigido em torno da origem chamado movimento de Frenet. Analisando o parametro
s como o tempo, a cada instante s o triedro de Frenet é obtido por uma rotacao.

Pelas equagoes de Frenet temos

t/ 0 E 0 t
n|=|-k 0 7 n
b’ 0O —7 0 b
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O eixo que mantém a direcao fixa de um instante a outro é chamado de eizo
instantaneo de rotagao. O vetor que estd na direcao do eixo instantaneo de rotagao
é chamado de vetor de rotagao.

Assim, podemos determinar o vetor de rotacao d encontrando os autovetores da

matriz
0 k(s) 0
M(s)=1| —k(s) 0 7(s) |,
0 —7(s) 0

dada com respeito a base {t,n,b} e denominada matriz de Frenet de o no ponto s.

M(s)v= v =det(M(s) =AX[) =0=XA=0 e A= +/—72(s) — k2(s).

Como procuramos a direcao que é mantida fixa, estamos considerando apenas os
autovalores reais, ou seja, apenas o autovalor A = 0, portanto estamos em busca do

ntcleo da transformagao linear associada a matriz M(s). O vetor

d = kb + rt,

estd no nucleo de M(s). Com isto definimos

Definicao 9. O wvetor unitario dado por

kb + 7t

d= T
(k2 + 72)3

El‘ QN

é chamado de vetor de Darboux da curva c.

5.2 Indicatrizes esféricas e vértice de Darboux em
RB

Nesta secao vamos estudar algumas propriedades das indicatrizes (tangente, normal,
binormal e de Darboux) e estudar o conceito de vértice de Darboux para curvas com
curvatura nao nula no espago.

Consideremos uma curva 7 diferencidvel p.c.a. numa superficie S C R3. A

curvaturva geodésica(k,) de v é dada pela expressao
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e (52 (3 ), -

onde N é o vetor normal a superficie S e s o parametro comprimento de arco.
O resultado a seguir relaciona a curvatura geodésica da indicatriz tangente ar

T

de o com a funcao (E) ,onde k é a curvatura e 7 a torcao de a.

Proposicao 18. A curvatura geodésica da indicatriz tangente ap C S? de uma curva

a com curvatura nunca nula € igual a fungdo (%) .

Demonstracao. Sejam r o parametro comprimento de arco de ar e s o parametro

comprimento de arco de a. Entao

dr

T = oyl = lkn] = K],
Como k(s) > 0 Vs, entao
as 1
dr  k’
Portanto
dar _ dards _
dr  ds dr "
e ainda

Assim, por (5.1) a curvatura geodésica de ap é dada por

e () 0w

Como ap C S? entao N = arp, portanto

T T
k= (—t+ (E) b) .(t x m) = (E) .
]
Quando a curvatura geodésica de v muda de sinal em um ponto v(sg), ou seja
kg(so) =0 e Kj(so) #0,
dizemos que a curva tem um ponto de inflexdo esférica em ~y(sq).
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Se a0 é uma curva p.c.a. com curvatura nunca nula, temos pela Proposi¢ao 18

que

T

@@@:(E)@@:o = 7(s0) = 0.

Além disto, se 7(s¢) = 0 temos

@@@:(%yngo o 7(sy) = 0.

Lembramos, da condigao (2.1) da segao 2.2.1, que «a(sp) é um ponto de aplainamento

ordindrio de a se 7(sg) =0 e 7'(sp) # 0. Com isso provamos o seguinte resultado.

Proposicao 19. Os pontos de aplainamento ordindrio de uma curva o no espago

correspondem aos pontos de inflexao esférica de sua indicatriz tangente arp.

O conceito de indicatriz pode ser estendido para os vetores normal, binormal e

de Darboux da curva «.

Definicao 10. As curvas esféricas ay,ap e ap determinadas respectivamente pelos
vetoresn, b e d da curva o sao denominadas, respectivamente, indicatriz normal, in-
dicatriz binormal e indicatriz de Darboux de a.. Utilizaremos os resultados do Capitulo

4 para a demonstracao.

Observamos que, quando « tem um ponto de aplainamento(r = 0) ap coincide

com F+ag. O seguinte resultado expressa algumas relacoes entre ar, ag e ap.

Teorema 3. Sejam o : R — R?® uma curva diferencidvel p.c.a. com curvatura
nunca nula e ap,ag e ap suas indicatrizes tangente, binormal e de Darbouz. Entao
vale

1) ap e —ap sao o envelope da familia de grandes circulos normais a ar e ap.

2) As cuspides de ap correspondem aos pontos helicoidais ordindrios de .

3) Uma inflexao esférica de ar corresponde a uma cispide de ap.

Demonstragdo. 1) e 2). Sejam a : R — R? uma curva diferencidvel p.c.a., com
triedro de Frenet t,n, b, curvatura k nunca nula, e ap C S? sua indicatriz tangente.

Vamos encontrar o envelope da familia de grandes circulos de S? ortogonais a o
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Como

a familia de grandes circulos ortogonais a az é descrita por

F:RxS — R

(s,x) +— xn(s).

i) Vamos encontrar o envelope desta familia. Temos

F(s,x) =0 = xln(s) = x= At(s) + ub(s)

T (sx) =0 = x(~K(E)8(s) +7(s)b(s) =0,

portanto

F(s,x) = a—F(s,x) =0 = (At(s)+ pub(s)).(—k(s)t(s) +7(s)b(s)) =0

Os
= —k(s)A+ pur(s) =0.

Como k(s) # 0 temos da igualdade acima que A\ = )

~—

2 _ p(s) pr(s)\* 2 _
xe€S? e x= hs) t(s)+,ub(s)$<k(8)) + () =1

) e Ao 1) .
k2(s) + 12(s) k2(s) + 12(s)
Portanto
Dp={xeSx=1+ (T(S)t(s) il ’f“)bES)) = +ap)}. (5.2)
(k2(s) + 72(s))?

Assim, o envelope da familia de grandes circulos normais a ar é tap. Pelas equagoes
de Frenet o/ = —7n e, deste modo, a familia de grandes circulos normais a ap ¢ a
mesma que tomamos acima e, portanto, o envelope também é dado por +ap.

Os pontos de regressao sao determinados pelos xg € Dp tais que
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0*F
——(80,%0) = 0, para algum sy € R,

0s?

assim

N (T(S)t(s) + k(s)b
(K(s) +72(s))

(;)> (=K (s)t(s) — k(s)t'(s) + 7' (s)b(s) + 7(s)b'(s)) = 0,

deste modo,

T(s)K'(s) — k(s)7'(s) | ™
i( (k2(s) + 7%(s)) ) =0= <k> (s) =0, (5.3)

N

ou seja, os pontos de regressao sao os Xo € Dp tais que, para algum s, a aplicacao
(%) tem um ponto critico. Vimos na se¢ao 3.2.2 que os pontos onde (%) tem pontos
criticos sao os pontos helicoidais de «, deste modo, os pontos de regressao de Dp
correspondem aos pontos helicoidais de .

ii) Agora vamos analisar as singularidades A; e Ay de F nos pontos de Dp.

Se xg € Dp, a aplicagao f = F,, para algum s, € R, satisfaz

f(s0) = f'(s0) = 0.

Agora, para que f seja do tipo A; em sy é necessario que f”(sg) # 0. Assim, f é do

tipo A; em g se, e somente se

_ [ 7(s0)t(s0) + k(s0)b(s0) onde (Y (s
XO_i( (k2(50) + 72(s0))} ) e () 20 o

Para que f seja do tipo Ay em sy é necessario que f”(sg) = 0e f"(sg) # 0, deste

modo, f é do tipo Ay em sq se, e somente se

N— (T(So)t(so) + k(So)b§$0)> com (Z)l (50) =0 e (Z)H (so) #0 (5.5)

(K2(50) + 7%(s0))

iii) Agora vamos analisar a versalidade da F' para singularidades A; e A,. Obser-

vamos que a aplicacao F' é definida em R x S?, assim, vamos analisar a versalidade
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considerando uma parametrizacao local de S?. Para isto, suponhamos que « esteja

na posicao padrao:
a(so) = (0,0,0), t(so) = (1,0,0), n(sp) =(0,1,0) e b(sp) = (0,0,1).

A parametrizagao de S? nas proximidades de (1,0,0) é da forma

¢(x27x3> = (\/ 1 - x% - x?p o, x3) )

nesta parametrizacao local os vetores t,n, b ficam da forma
t(s0) = ¢(0,0), n(so) = ¢(1,0) e b(so) = ¢(0,1).
Portanto, nas proximidades de (1,0,0) a aplicacao F' é dada por

F:RxR? — R

(8,29, 3) 1+ (\/ 1- 93% - 1"%7 Ta, 933) n(s)

Temos
8F )
8—1'2(8’}() = —Enl(S) + ng(S)
oF . T3
8—;[‘3(87}() = —En1(5> + ng(S),

onde m = /1 — 23 — 2% e n(s) = (ny(s), na(s), n3(s)).
Primeiramente vamos encontrar o ponto xo € D tal que (sg,x9) € D. Como

vimos na expressao (5.5), xo é da forma

- (T(So)t(SO) + k(so)bgso)> Ly (O’ +h(s0) ) |
(k*(s0) + 72(s0))? (k2(s9) + 7%(s0))2

Agora podemos analisar se F' é desdobramento versal de Fy, no ponto s, para sin-

gularidades A; e Ay. Temos

(g—iwo,xw §—£<80,XO>) — (1 0)£(0 0)

65



Portanto, pelo Corolario 2 do Capitulo 4, F' é desdobramento versal de Fy, em sg
para singularidades do tipo A;. Assim, nos pontos que satisfazem (5.4) o conjunto
discriminante é localmente difeomorfo a uma curva regular em S2.

Para singularidades do tipo A temos que analisar os 1-jatos com termo constante

de g—i(S,Xo), com ¢ = 2,3, em torno de s, dados por

OF L[ OF -
8—9:2(80’X0> + J (a—@(saxo)) (50) =1

oF 4 [ OF +(k?(s0) + 7%(s0))s
T som) + 3t (G(oi) ) o) = T

Y

assim, a matriz dos coeficientes fica

1 0
0 +(k2(s0)+72(50))
7(s0)

Como k(sg) # 0 entdo esta matriz tem posto 2 desde que 7(sg) # 0. Deste modo,
pelo Corolario 2, F' é desdobramento versal de Fy, em s, para singularidades do tipo
Ay desde que «(0) nao seja ponto de aplainamento. Portanto, os pontos que satis-
fazem (5.5), correspondentes aos pontos helicoidais ordinédrios de a (pela Proposicao
15 do Capitulo 3) que nao sdo pontos de aplainamento, sdo localmente difeomorfos

a ctspides em S?.

3) Seja @ : R — R? como na demonstragao do caso acima. Vamos considerar

agora a seguinte famlilia de circulos em S?

F:RxS — R
(s,x) +—  xt(s).

i) Agora vamos encontrar o envelope desta familia de circulos. Temos

F(s,x) = 0= xLlt(s) = x=An(s) + ub(s)
F(s,x) = %—Z(s,x) =0=x.t'(s) = k(s)(xn(s)) = 0 = x = ub(s),
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como x € S? o conjunto discriminante fica
Dr = {x € $*;x = £+b(s)}. (5.6)

Assim, a indicatriz binormal faz parte do conjunto discriminante de F. Temos

que
%TIZ(S’ x) = x.t”(s) = x.(=k?*(s)t(s) + k(s)7(s)b(s)),

entao os pontos de regressao sao dados por
{x = £b(s);7(s) = 0, para algum s € R},

ou seja, sao os vetores binormais (ou o oposto deles) correspondentes aos pontos

onde « é de aplainamento.

ii) Agora vamos analisar as singularidades A; e Ay de F, nos pontos de Dp.

Se xg € Dp, a aplicagao f = Fy,, para algum s, € R, satisfaz

f(s0) = f'(s0) = 0. (5.7)

Observamos que f = f;, onde f; é a fungao altura. Assim, por (5.7) f7(so) =

" o
Agora, para que f seja do tipo A; em sq é necessario que f;”’(sg) # 0. Assim, pelo

estudado na secao 2.2.1, f é do tipo A; em sq se, e somente se
xp = £b(sg) com 7(sg) # 0. (5.8)

Para que f seja do tipo As em sg é necessario que f;"(so) = 0, e f,(fv)(so) #0
deste modo, pela expressao (2.1) da secao 2.2.1, f é do tipo Ay em sy se, e somente

se

Xg = £b(sg) com 7(s¢) =0, 7'(sg) # 0. (5.9)

iii) Agora vamos analisar a versalidade da F' para singularidades A; e As. Novamente,

suponhamos que « esteja na posi¢ao padrao:

67



also) = (0,0,0), t(so) = (1,0,0), n(so) = (0,1,0) e b(so) = (0,0,1).

A parametrizagao de S? nas proximidades de (0,0,1) é da forma

d(x1,T0) = (:cl, Tg, 4/1— a2 — x%) ,
nesta parametrizacao local os vetores t,n, b ficam da forma
t(so) = ¢(1,0), n(so) =¢(0,1) e b(so) = ¢(0,0).
Portanto, nas proximidades de (0,0, 1) a aplicacao F' é dada por

F:RxR? — R

(s,x1,T2) +> ([El, T, \/l—x%—ﬁ) t(s)

Temos
oF T
8—x1(s’x) = —Ets(s) +t1(s)
8F . T
a—x‘z(S,X) —Et3(5> +t2(8),

onde m = /1 — 2?2 — 22 e t(s) = (t1(s), t2(s), t3(5)).
Primeiramente vamos encontar o ponto xg € Dp tal que (sg,x9) € D. Como

vimos em (5.6), xo ¢ da forma
Xo = ﬂ:b(SQ) = i¢(0, O)

Agora podemos analisar se F' é desdobramento versal de I}, em sy, para singulari-
dades A; e Ay. Temos

(§—£<SO,XO> §—£<80,XO>) (1 0)# (0 0)

Portanto, pelo Corolario 2, F' é desdobramento versal de I}, em s, para singulari-
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dades do tipo A;.

Assim, nos pontos que satisfazem (5.8) o conjunto discriminante é localmente
difeomorfo a uma curva regular em S2.

Para singularidades do tipo A temos que analisar os 1-jatos com termo constante

de g—i(S,Xo), com ¢ = 1,2, em torno de s, dados por

g—i(SO,Xo) + 4t <§_£(S’XO)) (50) = 1
S—Z(SO’XO) + J' <S—Z(S>Xo)) (s0) = k(s0),

assim, a matriz dos coeficientes fica

1 0
0 k(so)

como k(sg) # 0 a matriz os jatos tem posto 2, portanto, pelo Corolario 2, F' é versal
para singularidade do tipo A,. Assim, os pontos que satisfazem (5.9) (pontos de Dp
relativos aos pontos de aplainamento ordinario de «) sao localmente difeomorfos a
ctspides em S?. Portanto, pela Proposicao 19, os pontos de inflexao esférica de ar

correspondem a cuspides de ap.
U

Segue do conceito de indicatriz de Darboux a definigao a seguir.

Definicao 11. Vértice de Darboux de uma curva diferencidvel p.c.a. « € o ponto
a(sg) onde a indicatriz de Darboux é estdciondria, ou seja, o/p(so) = 0. Quando

ap(so) =0 e o)) (so) # 0 dizemos que a(sg) € um vértice de Darboux ordindrio.

: : 1
Seja o uma curva p.c.a. com curvatura nunca nula. Considerando w = (k? +72)2

temos
! 1oy / o Iy /
o/D:<Eb+lt) :(kw 2l€1,t1)b+(lc7' kT)n+(7w 27'w)t.
w w w w w

Como

. kK 477

w = —

w
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entao

(Tk' — k7")

w3

(b — kt),

/
O[D:

assim, a(sg) é um vértice de Darboux se, e somente se

(7 -0,

além disso, se a(sp) ¢ um vértice de Darboux ordindrio entao o/, (sg) = 0 e /) (so) #
0. Entao temos

(Tk" — k7' Tk — k7')

))/ (rh — kt) + ( (b — kt),

w3

ahs0) = (

w3
portanto

T T

/ "
ap(s0) =0 e af)(sg) #0 < (k:) (s0) =0 e (%> (s0) # 0.
Deste modo provamos o seguinte resultado.

Teorema 4. Os vértices de Darbouz (ordindrios) de uma curva diferencidvel p.c.a.
com curvatura nunca nula em R3 coincidem com os pontos helicoidais (ordindrios)

da curva.

Por este resultado e pelo item 2) do Teorema 5 temos que os vértices de Darboux
ordindrios correspondem aos pontos onde ap tem ctspide. O Teorema 6, com certas
condicoes sobre a curva «, pode ser generalizado para curvas com curvatura nula
em finitos pontos. Em [25] podemos encontrar a demonstragao deste resultado. Na
proxima secao deste capitulo veremos que ele s6 é valido para curvas no espaco

tridimensional.

5.3 Pontos helicoidais e vértices de Darboux em
Rn

Nosso objetivo agora é tentar generalizar para curvas em R"™ os conceitos de vértices

de Darboux e pontos helicoidais. Para isto consideremos a uma curva diferenciavel
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p.c.a. genérica (isto é, as curvaturas ky, ..., k,_2 s@o nao nulas) em R". Como vimos,

os vetores de Frenet de a sao dados por vy, va, ..., vy, onde

vi(s) = ki(s)va(s)
va(s) = —ki(s)vi(s) + ka(s)vs(s)

vi(s) = —ky 1(8)va_1(s).

Deste modo, a matriz de Frenet é dada por

0 k 0 0 0

k0 k0 0

0 —ky 0 ks 0

Mis)=| 0 0 —k 0 0
0 o —kno 0 ky

0 -+ 0 —koq O

Para encontrarmos o eixo instantaneo de rotacao precisamos, como vimos ante-
riormente, encontrar os autovalores reais de M(s). Observamos que M (s) é anti-
simétrica, ou seja

M" = —M.

Neste caso, veremos que se M admitir autovalor real este autovalor deve ser zero,

pois, dado v o autovetor correspondente ao autovalor A € R de M, temos
Av.v)=(AV)v=Mvv =v.(M'v) = v.(—MVv) = v.(=Av) = = \(v.v),

assim,

A(v.v) =0,

e portanto A\ = 0. Se M tem autovalor zero os seus autovetores estarao no ntcleo
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da transformacao linear associada, logo, M admitira autovalor real se, e somente se,
M for uma matriz singular. Agora vamos analisar quando M é singular. Para isto

consideremos os casos:

i) n impar, neste caso
det(M) = det(M7") = det(—M) = (—=1)"det(M) = — det(M) = det(M) = 0,
deste modo M é singular e portanto existe v # 0 € R" tal que
Mv =0,

ou seja, A = 0 é autovalor de M.
Neste caso, faz sentido explorarmos os conceitos envolvendo vetor de Darboux e

vértices de Darboux.

ii) n par, neste caso

0 k 0 0 0
k0 k0 0
0 —ky 0 ks 0
det(M)=| 0 0 —ky O 0 |=k2%2.K2 .
0 0 o —kypo 0 Ky
0 0 -+ 0 —kyq O

Como ki, ks, ..., k,_2 sdo nao nulos (pois a curva é genérica) entdo M é singular
apenas nos pontos de aplainamento(k,_; = 0) e assim A = 0 é autovalor de M nestes
pontos. Neste caso, nao é possivel analisar os conceitos envolvendo vetor de Darboux
e vértices de Darboux quando n é par. Deste modo, o conceito de vetor de Darboux

se generaliza apenas quando n ¢é impar.

Proposicao 20. O cizo de Darbouxr da curva o C R*™* no tempo s é determinado

pelo nicleo da matriz de Frenet M(s), dado com respeito a base vi,Va, ..., Vami1-

Vamos agora determinar o eixo de Darboux. Seja o C R?™*! uma curva genérica,

deste modo suas curvaturas ki, ko, ..., ko,,—1 S0 sempre nao nulas. Além disso, a
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ultima curvatura ks, serd nula apenas em pontos isolados (os pontos de aplaina-
mento). Vamos analisar o eixo de Darboux da curva «.

Seja a = (a1, ag, ..., Aoy 1) C R*™ L. Vamos verificar quando M.a = 0, isto é,

0 k1 0 0 0 a; 0
—ki O ko 0 0 as 0
0 —ky O ks 0 as 0
0 0 —k3 0 0 =
0 - —kyna 0 Koy Ao
0 —kom 0 A2m+1

Temos

k‘lag = 0=a,=0

—]{?1&1 + k‘gag = 0=a3= (—1) ai

' oy vk oy
—koi—1a9i—1 + koiazip1 = 0= agip1 = ( 2 1) Agi—1 = (M) ay

k2i ]{32 ]{74 ... in
—koiag; + koiy1a2i40 = 0= agip2 =0, pois ay =0
Aoy = 0
P (lﬁkg...]fgm_l) a.
koky.. ko,

Tomando a; = ksoky...ko,, podemos definir

an

Definicao 12. O vetor de Darboux da curva o C R*™*! € dado por d = - onde
& =a1vy +asvs + ... + aomr1Vamr1 €
k’l k2m—1
ay = koky...kopm, a3 = | =) ai, ..., Ggmp1 = ——— Q21 = (klks---k‘zm—l)-
k2 k2m

Como no caso de R? os vértices de Darboux correspondem aos pontos onde a

indicatriz de Darboux é estacionaria.
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Podemos notar que o nicleo da matriz de Frenet M(s) tem dimensao 1. Deste
modo, a imagem de M(s) tem dimensao 2m e, sendo assim, a imagem da matriz M
determina um hiperplano em R*™*!, em outras palavras, os vetores v;, vy, ..., Vo .4
geram um hiperplano em R?™"!. Vimos no Teorema 6 que os pontos helicoidais
sempre coincidem com os vértices de Darboux para curvas em R3. Vamos analisar
se este resultado é védlido para curvas em espagos de dimensao (2m+ 1), com m > 1.

Observamos que, em um ponto de aplainamento ko, = 0 e, portanto, d =
(k1ks...k2m—1)Vame1. Além disto, pelo visto na demonstracdo da Proposigao 1 do
Capitulo 1, temos que a derivada de ordem 2m de vy, denotada por vgzm), é da
forma

ngm) =b1v1 + bave + .. + o Vam + k1Ko komVami1,

onde by, .., by, sao dados em termos das curvaturas da curva e de suas derivadas.
Sendo assim, nos pontos de aplainamento de «, me) € [v1,Va, ..., Vam| €, novamente
pela demonstracao da Proposicao 1, isto significa que d é ortogonal ao hiperplano
osculador da indicatriz tangente de a. Assim, quando d é estacionario em um ponto,
o vetor normal deste hiperplano também é estacionario, o que significa que a ultima
curvatura da curva ar é nula no ponto, ou seja, o tem um ponto helicoidal. Logo, nos
pontos de aplainamento os vértices de Darboux e os pontos helicoidais coincidem.
Como no caso tridimensional, um vetor pertence ao eixo de Darboux da curva «
se, e somente se é ortogonal ao hiperplano gerado pelas derivadas se seus vetores de
Frenet: vi,v, ..., Vo, 1. Um vetor é ortogonal ao hiperplano osculador da indicatriz
tangente de « se, e somente se é ortogonal ao hiperplano gerado por v, v{, ..., ngm).
Quando estes hiperplanos coincidem (em R3 isto acontece em todos os pontos de )
o vetor de Darboux ¢ normal ao hiperplano osculador da indicatriz tangente de «
e assim os pontos helicoidais coincidirao com os vértices de Darboux. Desta forma,

basta analisarmos quando estes hiperplanos coincidem, isto é,
VoV o Vi) = [V VY v ™) (5.10)
1> V2 ¥2m+1] 7 Y1) V1o V1 :

Utilizando as equacoes de Frenet podemos observar que

kok kok
—k‘lvl = —k’1V1 + k‘ng — k‘ng + 2 4V5 — 2 4V5 +
ks ks
koky...kom koky...kom

T3 5 V2m+1 — 7 ;5 V2m+t1l
kigk‘g,...kgm_l ]{33/{55...]{32m_1
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ks

kok koky...kop,
_ V,2+—V£1+ 24V,+..+ 24 2 2

V5.
ks ksks ° kiks..kom_1 °™

Sendo assim vi € [V}, V5, ..., Vy 1] e pela expressdo (5.10) temos que vy €

V4, v v Como [of, o, ..., a®™D] = [vy, v, v, ..., vi¥™], entdo o conjunto

{a/,...,a® 1D} & linearmente dependente e, pela Proposicio 1, segue que kg, = 0.

Provamos assim que o vetor de Darboux é normal ao hiperplano osculador de a7 em
um ponto a(sp) se, e somente se a(sp) ¢ um ponto de aplainamento de . Com isso

mostramos o seguinte resultado.

Teorema 5. Os pontos helicoidais e os vértices de Darbouzr de uma curva diferencidvel
em R?™* nem sempre coincidem e se coincidem isto ocorre apenas em pontos iso-

lados (pontos de aplainamento da curva).

O resultado a seguir determina uma condicao necessaria e suficiente para que «

tenha um vértice de Darboux em R2™*!.

Teorema 6. A curva o C R*™ ! tem um vértice de Darbouz em a(sy) se, e somente

(i) - () == () -
kl k3 k2m—1 .

Demonstracao. Seja d o vetor de Darboux da curva «. Derivando d com respeito

se

ao comprimento de arco de a temos:

v (i)'_&mmﬁ
d A

onde A = |d|. Desta forma,

/

d’:o@d'A:—Xd@d':Ta@a'||a

Assim o tem um vértice de Darboux em «a(sp) se, e somente se d’ é proporcional a

d. Derivando d obtemos:

3/ / / / / / /
d' =a;vy +azvs + ... + a5, Vams1 + a1Vy +a3Va + o+ Q21 Vamyr
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escrevendo vV = a; V] + a3y + ... + Gomi1 Vo, temos
v = a1(k1va) + ag(—kave + k3va) + ... + a2ms1(—F2mVam)

Os termos a; sao como na Defini¢ao 12 para j = 1,3, ...,2m + 1, entao

ko,
7—1
a2j+1(—fi2jV2j + k2j+1V2j+2) = - a2j—1k2jv2j + a2j+17€2j+1V2j+2

ko

= —kyj_1a2j_1Va; + agj41k2j11Vajia.

Observando a seguinte soma

/ / _
A2j—1Vaj_1 + 2j12Vaj e = Gzj—1(—kaj_oVaj2 + kaj_1Va;)
Fagji1(—kavay + koji1vajr2)

= —ag9j_1koj_2Vaj_2 + a2j+1k2j11Vajt2,
vemos que os termos de v cancelam-se um a um, deste modo

v = 0, portanto

/! / /
d = a;vi+azvs+ ...+ dy, 1 Vami1.
Assim, d’ é proporcional a d em «(sg) se, e somente se

/
ap _ ag _ Qom4

9
a1 as A2m+1

mas

= — = = —s (=] =0
ap as ai k2 ) ¢ k2 ay K1
kl 1 kl
/
k2L >
/ / / ! /

QAg;_q A9; 41 o QAg;_q (’%fl i g1 ko 0
a2i—1 A2i+1 QA2i—1 (k’fzz' ) a2;—1 i1

27—1
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/ / !
Ao—1 _ Aomt1 PN ( Eom, ) —0

A2m—1 A2m+1 Eom—1

Desta forma, a tem um vértice de Darboux em «(sg) se, e somente se

O

E possivel mostrar que a condi¢ao (5.11) nao é genérica [10]. Logo, uma curva

genérica em R?™H! com m > 2, nao possui vértice de Darboux.
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Capitulo 6

Resultados globais para curvas

fechadas no espaco

Neste capitulo abordaremos alguns resultados globais sobre curvas em R? envolvendo
pontos de aplainamento ( tor¢ao nula) e pontos helicoidais ( vértices de Darboux).

O ntmero minimo de pontos de torcao nula sobre uma curva fechada no espaco
constitui um objeto classico da teoria global de curvas. Na secao 6.1 estudaremos
uma familia de curvas sobre o toro que possui tor¢ao nunca nula. A referéncia
utlizada nesta segao foi [5].

Em [5] é mostrado que curvas com curvatura e tor¢do nunca nulas devem entrar
pelo menos duas vezes dentro de seu fecho convexo. Por outro lado, curvas com
curvatura nunca nula que ficam no bordo de seus fechos convexos tém pelo menos
quatro pontos de tor¢ao nula [21]. Esta é uma versao espacial do classico teorema
dos quatro vértices para curvas planas que estabelece que toda curva fechada, plana
e simples tem pelo menos quatro pontos extremos para sua curvatura (vértices) [15].
Este resultado serd utilizado na secao 6.2 para garantir a existéncia de no minimo
4 pontos helicoidais sobre curvas fechadas no espaco que nao possuem tangentes
paralelas [20].

Finalmente na secao 6.3 estudaremos uma outra versao do teorema dos 4 vértices
para curvas no espago devida a E. Heil [11] e que estabelece que se o é uma curva
regular fechada entao V 4+ K + D > 4, onde D denota o ntmero de vértices de
Darboux, K e V denotam o nimero de mudancas de sinal da curvatura e da torcao,

respectivamente.
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6.1 Curvas (¢,p) no toro

O objetivo desta subsegao é estudar algumas propriedades das curvas (g, p) no toro.
Estas curvas foram estudadas em [4] e representam importantes exemplos de curvas
fechadas que nunca anulam a torcao em R3.

Denominaremos curva regular fechada no R? a uma imersao de classe C* de S*
em R3, ou equivalentemente a uma funcio « : [a,b] — R?® que pode ser estendida
a uma fungao periédica @ : R — R3 de classe C* com o/(t) # 0, V't e a(a) =
a(b),...,a”(a) = «"(b). Uma curva regular fechada é simples se ela nao possui
auto-interseccao, isto é, a é um mergulho de S' em R3.

Um toro T, é gerado pela rotacao ao redor do eixo z de um circulo unitario no
plano yz centrado no ponto (0,a,0) (figura 6.1). Assim, a menos de homotetia,
a discussao a seguir representa toros com a proporc¢ao a entre os raios do circulo

geratriz e a distancia do centro deste ao eixo de rotagao.

z

£

T a

Figura 6.1: Circulo unitério que gera o toro T,

Uma curva (¢, p) no toro, onde p,q € IN*, é uma curva regular simples e fechada
no toro que gira g vezes na direcao longitudinal e p vezes na direcao meridional. As

curvas (g, p) no toro T, podem ser parametrizadas por

a(t) = (rcos(t),rsen (t), sen (nt)), onde r = (a + cos(nt)),n = v

As figuras 6.2 e 6.3 sao exemplos de curvas (g, p) no toro. Agora vamos analisar

as condigoes necessarias para que a curva « nao anule a torcgao.
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Figura 6.2: curva (1,10) com a = 3 Figura 6.3: curva (2,7) com a =5

Para isto definiremos o seguinte referencial moével
uy = (cos(t), sen (t),0), ug = (—sen (t),cos(t),0) e ug = (0,0, 1).
Logo, u} = uy, uy = —uy e uy =0.
Deste modo,

a(t) = ruy + sen(nt)ug
' (t) = r'ug+ru} + (sen(nt))us + sen (nt)uy

= r'u; + ruy + ncos(nt)ug

'(t) = r"uy + ') +r'ug + rul — n?sen (nt)us
= (" —7r)uy + 2r'uy — n*sen (nt)us
") = (" =1y + (r" — r)u) + 2r"ug + 2r'uy — n® cos(nt)ug
= (" —=3")uy + (3" — r)ug — n® cos(nt)us.
Observamos que
7' = —nsen (nt), r" = —n*cos(nt), " = n’sen (nt).

Para que a tor¢ao da curva seja nula em um ponto «(t) é necessério que

det(c/(tg), a" (to), " (tg)) = 0.
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Assim, deve ocorrer

o4(0) o) o) N R )
ah(t) of(t) of(t) | = r 2r (3r" —r)
as(t) ai(t) of'(t) ncos(nt) —n?sen (nt) —n?cos(nt)

= —2(r")?*n*cos(nt) + (v — r)(3r" — r)ncos(nt) — r(r" — 3r')n*sen (nt) —
2r'(r"" — 3r\n cos(nt) + (" — r)n® cos(nt) + ' (3r" — r)n? sen (nt)

= cos’(nt)(n —n?) + cos?(nt)(4an® + 2an) + cos(nt)(2n*(2 + n?) — a®*n(n* — 1)) —
an®(2 +n?).

Desta forma, det(o/(tg), a”(to), " (o)) = 0 se, e somente se cos(nty) é raiz do

polinémio
P(z) = 23(1 — n?) + 2*(4an® + 2a) + (2n*(2 + n?) — a®*(n® — 1)) — an*(2 + n?).

Como —1 < cos(ntg) < 1 entdo basta analisarmos as raizes do polinémio P(x)
que satisfazem —1 < x < 1. Queremos encontrar condi¢oes envolvendo a e n de modo
que nao existam raizes no intervalo [—1, 1], deste modo encontraremos as condigoes
para que a tor¢ao nunca se anule.

Temos que,

P(0) = —an*(2+n?%) <0, V a,n.

Portanto P(1) < 0 e P(—1) < 0 sdo condigdes necesséarias para que P(z) nao

tenha raizes em [—1,1]. Calculando P(1) temos

P(1) = (1 —n%+ (4an® 4 2a) + (2n*(2 +n?) — a*(n® — 1)) — an?(2 + n?)
= (1—-na®+ (—n*+2n* + 2)a + 2n* + 3n* + 1.
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O discriminante e as raizes desta equacao quadratica em funcao de a sao dados

por

A=n'(n"+4n>+4) >0, Vn e

B 2’ +1

a1 =—-(n*+1), ay= w1 (6.1)

Observamos que se n? < 1 entdao a; < 0 e as < 0. Como consideraremos os casos
em que a > 0 segue que P(1) > 0. Para o caso em que n = 1 temos que P(1) é um
polinémio de grau 1 e P(1) > 0 para qualquer a > 0. Portanto analisaremos agora
apenas os casos em que n? > 1.

Observamos que, neste caso, P(1) < 0 se, e somente se

m?+1

2
CL<—(n +1) ea>m.

Como a > 0 entao P(1) < 0 se, e somente se,

2n® +1

D) < a. (6.2)

O discriminante e as raizes de
P(—1) = (n* = 1)a* + (—n* + 2n* + 2)a — 2n* — 3n® — 1,
sao dados por

A=n'(n"+4n>+4) >0, Vn ,e

—2n% -1
— (2 —
R e
Assim, P(—1) < 0 se e somente se,
—2n? —1
e A<+l
(n* —1)

Novamente, como a > 0 entao P(—1) < 0 se, e somente se,
a<n®+1. (6.3)
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De (6.2) e (6.3) concluimos que uma condi¢ao necessaria para que a torcao seja

nao nula é que

on? +1 9
<a< 1).

2= 1) a<(n®+1)
P(x)

—1 1 1 !

Figura 6.4: Gréfico de P(x)
Vamos verificar agora que esta condicao é suficiente. Para isto consideremos o
polinémio
P'(z) = 32°(1 — n?) + 2z(4an’® + 2a) + (2n*(2 + n?) — a*(n® — 1)),

o discriminante e as raizes de P’(z) sdo dados por

A = 4a*(13n* +22n% + 1) + 24n*(n* +2)(n®* — 1) > 0, V n,a, pois n* > 1,
(4an® + 2a) VA (4an? + 2a) VA

LT Bmo1)  6m2—1) ?T 3m2—1)  6(n2—1)

de modo que 1 < x5 e x5 > 1 ( figura 6.4 ).

Além disso,

P'(z) <0 para z < a4 (6.4)
P'(zx) >0 para 1 < x < 29 (6.5)
P'(x) >0 para zy < x, (6.6)

Por (6.4), (6.5) e (6.6) x1 e x5 sdo respectivamente o minimo e o méximo local de
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P(z). Assim, os valores méximos de P(z) para —1 < x < 1 86 podem ser P(—1) ou
P(1). Portanto P(—1) < 0 e P(1) < 0 sao condigoes suficientes para que as curvas

(¢, p) nao tenham nenhum ponto de tor¢ao nula. Temos entao o seguinte resultado.

Teorema 7. As curvas (q,p) sobre o toro T, parametrizadas por
a(t) = ((a + cos(nt)) cos(t), (a + cos(nt)) sen (t), sen (nt)),

coma>1en=

< I3

, tém torcao nunca nula se, e somente se n®> > 1 e

Figura 6.5: Curvas (2,3) e (1,3) com a =5

Podemos encontrar muitos exemplos de curvas (¢, p) sobre o toro que satisfazem
esta desigualdade. Algumas curvas (g, p) que nao anulam a torgao sao ilustradas nas
figuras 6.2, 6.3 e 6.5 (curva (1,3) com a = 5).

Notamos que, a desigualdade do Teorema 7 nem sempre é satisfeita para todo

3 . .
valor de a. Por exemplo, tomando n = 5 temos que n? > 1, mas nao existe a que
satisfaca a desigualdade:
22 13
—<a< —.

3 4

O corolario a seguir justifica este caso.
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Corolario 3. A curvas (q,p) sobre o toro nao tém nenhum ponto de tor¢ao nula

para algum toro T, se, e somente se

(2—9)2>1+\/§.

q

Demonstragao. De fato, pelo Teorema 7 temos que as curvas (g, p) ndo anulam torgao

sn?>1le
2n2+1< <(?+1)
—<a n
(n?—1) ’
assim n satisfaz
m2+1
%<(n2+1) & mP+l<n—1en'—2n-2>0
n_

& (- (1-v3) (- (1+V3)) >0,
como n? > 1 entao
n?>1++3.

0

A curva (2,3) no toro, ilustrada na figura 6.5, sempre tem pontos de torgao nula

para qualquer valor de a.

6.2 Pontos helicoidais sobre curvas fechadas

Como vimos no Capitulo 3, existem curvas em R* que nao possuem nenhum ponto

helicoidal. No caso de curvas em R* pode-se garantir o seguinte resultado.

Teorema 8. Qualquer curva fechada com curvatura nao nula em R? tem pelo menos

dotis pontos helicoidais.

Demonstragdo. Seja « : [a,b] — R® uma curva fechada p.c.a. com curvatura k
nunca nula e tor¢ao 7. Em vista da Proposicao 15, temos que os pontos helicoidais
sao caracterizados como pontos criticos da funcao . Além disto, k # 0, 7 é continua
e periddica, logo, £ deve ter pelo menos um ponto de maximo e um de minimo e,

portanto, ; tem pelo menos dois pontos criticos. O
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Vamos mostrar agora que curvas fechadas que nao possuem tangentes paralelas
com a mesma orientacao tém pelo menos 4 pontos helicoidais. Para isto precisamos

do seguinte resultado.

Proposicao 21. Pontos de torcao nula de uma curva em S* correspondem a pontos

de vértice da curva plana dada por sua projecao estereografica.

Demonstragdo. Sejam S*(C) a esfera unitdria com centro C' = (0,0,1) e §: [ —
S?(C) — {P} uma curva p.c.a. em S* — {P}, sendo P = (0,0,2) o pélo norte de S%.
A projecio estreografica m : S* — {P} — R? é dada por

W(x,y,z):< 2 )

2—2'2—2

Vamos mostrar inicialmente que 7! leva circulos do plano em circulos de S2.
De fato, seja C's = 7(S) um circulo no plano, vamos provar que S é um circulo

de S%. Se Q = (x1,1) € Cs entdo Q satisfaz a equacao da circunferéncia no plano

v+ yidary + by +d=0, (6.7)

2
T e =g em (6.7) obtemos

—Z -z

21 \° 2y \° 2 2y
0 = (2_2) +(2—2) +a<2—z)+b(2—z)+d
4(2? +y?) 2ax + 2by d
(2-2)?
4z 4 2ax + 2by + d(2 — 2)

2—z ’

substituindo z; = 5

Como z # 2 entao
2ax + 2by + (4 — d)z +2d = 0,

o que significa que S esta contido em um plano. Entao S é o resultado da interseccao
entre um plano e S?, ou seja, S é um circulo em S%. Reciprocamente, trabalhando
com 7, obtemos que os circulos em S? sao levados por m em circulos de R2.

Seja v = w(/3). Se 7 tem vértice em 7(sp) entdo v tem contato de ordem pelo
menos 4 com seu circulo osculador, que denotaremos por Cy. Como 7~ é difeomor-

fismo entao preserva a ordem de contato [6], desta forma, o contato entre 3 e 7~ (Cj)
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é da mesma ordem do contato entre v e Cy, ou seja , o contato entre 3 e seu circulo
osculador é de ordem 4 em [(sg). Portanto, em [3(sg), o contato entre 3 e seu plano
osculador é de ordem 4 pelo menos, o que significa que ((sy) é um ponto de tor¢ao
nula de (.

Reciprocamente, se a tor¢ao de 3 é nula em (3(sq) entdo o contato entre [ e seu
plano osculador em [(sg) é de ordem 4 pelo menos, portanto o contato entre [ e
seu circulo osculador, que denotaremos por C7, é de ordem 4 pelo menos. Assim,
como 7 preserva a ordem de contato [6], entao o contato entre a curva v = 7w(f3) e
seu circulo osculador 7(C4) é de ordem 4 pelo menos, portanto, y(sg) é um ponto de

vértice. O

Se a é uma curva fechada com curvatura nunca nula e sem nenhum par de
tangentes paralelas com a mesma orientagao entao, sua indicatriz tangente ap é
uma curva regular simples e fechada em S?. Considerando a projecao estereografica
7 aplicada a curva agp, temos que 7(ag) é uma curva plana simples e fechada. O
teorema dos quatro vértices para curvas planas garante, entao, que m(ar) tem no
minimo quatro vértices, assim, pela Proposi¢ao 20, a7 tem no minimo quatro pontos
de torcao nula, ou seja, o tem no minimo quatro pontos helicoidais. Provamos entao

o seguinte resultado.

Teorema 9. Qualquer curva fechada com curvatura nao nula que nao tenha nenhum
par de tangentes paralelas com mesma orientacao em R® tem no minimo quatro

pontos helicordais.

6.3 Uma outra versao do teorema dos quatro vértices

Nesta secao veremos uma outra versao do teorema dos 4 vértices envolvendo pontos
de mudanca de sinal da curvatura, pontos de mudanca de sinal da torcao e vértices
de Darboux. Para isto serd necessario obter as equagoes de Frenet para curvas com
pontos de curvatura nula.

O triedro de Frenet é sempre bem definido para curvas no espaco com curvatura
positiva em todos os pontos (curvas genéricas), a dificuldade estd em defini-lo quando
a curva tem um ponto de curvatura nula, nestes pontos o vetor normal nao esta bem
definido. Para que possamos defini-lo assumiremos que existe um campo normal

continuo ao longo da curva.
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Seja o : I — R? uma curva diferencidvel p.c.a. com curvatura k e torcao .
Vamos supor que k se anula em um ntimero finito de pontos. Quando k(s) > 0 a
primeira equacao de Frenet t' = kn define o vetor normal principal de «. Assumire-

mos entao que existe um campo vetorial continuo n ao longo de « tal que
n=+n,

quando k(s) > 0 (um conjunto de condigoes suficientes para isto acontecer é dado

em [17]). Trocando n por n na primeira equagao de Frenet obtemos
t' = kn,

onde k(s) = +k(s). Assim definimos b = t x fi onde t = t. Usando este novo triedro

de Frenet t, 0, b obtemos as equacoes de Frenet

t' = kn
n = —kt+7b
b" = —7n,

onde k,n e b sao definidos a menos de uma mudanca de sinal.
Além disto, vamos admitir que 7 e k nunca se anulam no mesmo ponto e que «
nao é uma curva plana.

Em resumo, vamos considerar que a curva « satisfaz as seguintes condigoes:

1. O numero de pontos de curvatura nula de « ¢ finito e os vetores normais a «

podem ser localmente definidos como um campo continuo de vetores.
2. A curvatura k e a tor¢ao 7 de a nunca se anulam no mesmo ponto.

3. A curva a nédo é plana (7 nao é identicamente nula).

Definigao 13. O ponto a(sg) da curva o : I — R? € de inflexdo quando a curvatura

de o« muda de sinal em sg, ou seja,

k(sg) =0 e K'(so) #0.
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O resultado a seguir relaciona os pontos de inflexdao de uma curva o com as

cuspides da sua indicatriz tangente a.

Proposicao 22. As inflexdes de a correspondem a cuspides da indicatriz tangente

ar.

Demonstracao. Seja o : R — R? uma curva diferencidvel p.c.a. com curvatura k e
torgao 7 satisfazendo os itens 1,2 e 3 desta secao.

Consideremos a familia

F:RxS* — R
(s,x) +— x.b(s),

onde s é o comprimento de arco. Agora vamos encontrar o envelope da familia F'.

Temos
F(s,x) =0 = xlb(s) = x = At(s) + un(s)
8—F(S,X) =0 = x(—7(s)n(s)) =0,
0s
portanto
F(s,x) = aa—f(s,x) =0 = pu=0 ou 7(s)=0

Deste modo, o envelope é dado por
Dp = {x € §*;x = +t(s) ou x = M(s)+ un(s), com 7(s) =0}

Assim, a indicatriz tangente faz parte do envelope desta familia. Como estamos
interessados no estudo dos pontos da indicatriz tangente vamos analisar somente
estes pontos. Para estudar a estrutura local da indicatriz tangente utilizaremos os
resultados da secao 4.2.
Vamos analisar as singularidades A, e A, de Fy nos pontos da indicatriz tangente.
Se x¢ ¢ um ponto da indicatriz tangente, a aplicacao f = Fy,, para algum sy € R,
satisfaz

f(s0) = f'(s0) = 0.
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Agora, para que f seja do tipo A; em sy é necessario que f”(sg) # 0. Assim, f é do

tipo A; em sq se, e somente se
xg = £t(sg), com k(sg) # 0. (6.8)

Para que f seja do tipo As em sq, é necesséario que f”(sq) =0 e f"(s9) # 0. Assim,

f é do tipo Ay em s; se, e somente se
Xg = *t(sg), com k(sg) =0 e k'(sq) # 0. (6.9)

Para garantirmos a correspondéncia entre cuspides da indicatriz tangente e pontos
de inflexao de o precisamos analisar a versalidade do desdobramento F quando F
tem tipo A; e As.

Observamos que a aplicacdo F' é determinada em R x S?, assim, vamos analisar
a versalidade considerando uma parametrizacao local de S?. Para isto, suponhamos

que « esteja na posicao padrao:
a(so) = (0,0,0), t(so) =(1,0,0), n(sp) =(0,1,0) e b(sp) = (0,0,1).

Uma parametrizagao de S? nas proximidades de (1,0,0) é da forma

(xo, 3) = (\/ 1— a3 — 22, zo, :1:3) )

Nesta parametrizagao local os vetores t,n, b ficam da forma

t(s0) = ¢(0,0), n(so) = &(1,0) e b(sg) = (0, 1).
Portanto, nas proximidades de (1,0,0) a aplicagao F' é dada por

F:RxS — R
(s, 9, 3) > (y/l—x%—x%, T, xg) b(s)

Temos

OF

8—@(5,@ = —Ezbl(s) + by(s)
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oF x
8—353(8’X) = —ibl(s) + bs(s),
onde m = /1 — 3 — 2% e b(s) = (b1(s), ba(s), bs(s)).
Vamos analisar se F' é desdobramento versal de Iy, para singularidades A; e A,.

Temos

(§—£<SO,XO> g—iwo,xw) —(0 1)£(0 0)

Portanto, pelo Corolario 2, F' é desdobramento versal de Fy, em s, para singu-
laridades do tipo A;. Assim, nos pontos que satisfazem (6.8) a indicatriz tangente é
localmente difeomorfa a uma curva regular.

Para singularidades do tipo A, temos que analisar os 1-jatos com termo constante

de %(&Xo), com ¢ = 2,3, em torno de sy, dados por

o)+t g (s3) ) sn) = =)
OF

O

)+ 3 (o)) sn) = 1

assim, a matriz dos coeficientes fica

—7(s9) 0O
0o 1)

Como 7(sg) # 0 (pois k e 7 nao se anulam no mesmo ponto), esta matriz tem
posto 2. Assim, pelo Corolario 2, F' é desdobramento versal de F,, em s, para
singularidades do tipo As. Portanto, os pontos da indicatriz tangente que satisfazem
(6.9), correspondentes aos pontos de inflexdo de «, sao localmente difeomorfos a

cuspides. O

Observamos que os resultados do Teorema 5 da segao 5.2 também sao vélidos
para curvas que satisfazem os itens 1,2 e 3 desta secao. Assim, pela Proposicao 22

e pelo Teorema 5, podemos enunciar o seguinte resultado.

Proposicao 23. Para uma curva o no espaco satisfazendo os itens 1,2 e 3 desta

secao vale:
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a) As mudancas de sinal de k correspondem a cispides da indicatriz tangente.
b) As mudangas de sinal de T correspondem a cispides na indicatriz binormal.

c) Os vértices de Darboux ordindrios correspondem a cispides da indicatriz de Dar-

bouz.

Observamos que sao justamente estes pontos que aparecem na versao do teo-
rema dos quatro vértices que demonstraremos nesta secao. Para esta demonstracao

precisaremos de alguns conceitos e resultados sobre curvas planas e curvas na esfera.

Definicao 14. Um arco espiral é uma curva plana com curvatura mondtona de sinal

constante.

Sejam « : I — R? uma curva diferencidvel, regular, plana, p.c.a. com curvatura

monotona de sinal constante e 5 : I — R? a evoluta de a. Assim

Observamos que [ nao contém qualquer segmento de reta pois, caso contrario, os
normais a [ teriam que coincidir num intervalo, o que contraria o fato de k ser

mondétona. Além disso,

Bl(s) = a(s)+

deste modo ()]
, =K (s

Sendo assim, a distancia entre dois pontos a,b de # é menor do que o comprimento

de arco de (3, ou seja,
d(a,b) =|b—a| < / |5’ (s)|ds, onde B(s,) =ae [(sp) =Db. (6.10)
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Como k tem sinal constante podemos orientar a de modo que k£ > 0. Dados dois
pontos quaisquer si, Sy € I, como k > 0 é mondtona podemos supor que k(s;) >

k(s3). Denotamos por Ci(aq, 1) e Cy(ag, 3) os circulos osculadores de o em «a(sq) e

1
k(si)’

a(ss), respectivamente, onde a; = (3(s;) e r; = i = 1,2. Temos que ry > 7,

assim, por (6.10)

d(ag, a9) < /52 |8'(s)|ds = /82 (%) ds =1y — 11,

deste modo, dado x € (4, entao d(x,a;) = 1. Pela desigualdade triangular e pela

desigualdade acima temos
d(X, a2) < d(X, al) + d(al, ag) <ry+1r9—11 =79

Mostramos assim que o circulo (' esta totalmente contido no interior do circulo Cs.
Além disto, C, N Cy = 0.

Quando os circulos osculadores de a estao contidos um no interior do outro sem
se interceptarem dizemos que « tem a propriedade de ninho(nesting). Provamos

assim o seguinte resultado.

Proposicao 24. Se o : I — R? é um arco espiral entao o tem a propriedade de

ninho.

Figura 6.6: Circulos osculadores da elipse para 0 <t < 3

No exemplo 2.1 do Capitulo 2, a elipse a(t) = (acos(t),bsen (t)) tem a pro-

priedade de ninho para os seguintes valores de ¢:

0<t<™ T oyc P N L
2,2 7T,7T 2 2 .
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Na figura 6.6 podemos visualizar a propriedade de ninho na elipse o quando 0 < ¢t <

™

5.

As curvas em S? com curvatura geodésica mondtona de sinal constante sao
chamadas de arcos espirais em S?. Veremos na Proposicao 26 que estas curvas
satisfazem uma propriedade em S? parecida com a propriedade de ninho em R2.

Para isto precisamos do seguinte resultado.

Proposicao 25. A projecao esterogrdfica m transforma arcos espirais de S* em arcos

espirais de R2.

Demonstragdo. Seja v : I — S? — {P} um arco espiral p.c.a. onde C' é o centro e

P o pélo norte da esfera unitaria S?. Entao:

(v(s) = C).(v(s) =€) = L. (6.11)

Diferenciando (6.11) com relacao a s duas vezes temos

(-0 () = o (6.12)
-0 () = -1 (6.13)

Temos pelas equagoes de Frenet que

dy_y o &

ds—t € @:kn,

onde k é a curvatura de . Observamos que a condigao (6.13) implica que a curvatura

k de v é nao nula. Além disso por (6.12) e (6.13) temos

(v(s)—C)n=—— e (y(s)—C).t=0.

Assim,
1
v(s) = C = —En—i—)\b,)\ e R.

Como [y(s) — C|> =1 entdo 75 + A? = 1. Seja N o vetor normal a §* em ~(s) dado

por
(v—0)
Iy —C]

=0 =0).
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A curvatura geodésica de a em s é determinada por

d*y dy
g ds2 (NX %) =kn.((y—-C)xt)=—k(y—-C).(nxt)
— k(y—C)b = kA
Entao
_ Ky P NS .
>‘—k2>(7 C) = kn+kb' (6.14)

Derivando a equagao (6.13) com relagao a s e utilizando as equagoes de Frenet temos

(y(s) — C).(—k*t + %n +ktb) =0 (6.15)

Por (6.14) e (6.15) obtemos

dk

7 =Thgh. (6.16)

Como S? tem raio 1 entdo a curvatura normal k, de v C S? é £1, dependendo

da orientacao escolhida. Além disso, de k* =k} + k7. [3], temos
2 g2
k* =k, + 1. (6.17)

Derivando a equagao (6.17) com relacao a s temos

21{% = ng%. (6.18)

Assim, como k e k, nao se anulam, por (6.16) e (6.18) temos

dky _ o o dk _

Portanto, como £, ¢ mondtona, % # 0 e assim v nao tem pontos de torgao nula. Pela
Proposigao 20 temos que a projegao estereografica 7 : S> — {P} — R? leva pontos
de tor¢ao nula de uma curva de S* — {P} em vértices de R?. Assim, a curva m(y)
nao terd vértices, ou seja, a curvatura de () serd mondtona. Além disso, () tem

curvatura nunca nula, pois, como 7 é difeomorfismo e leva circulos osculadores de ~
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em circulos osculadores de 7(y). Como = tem circulos osculadores bem definidos em
todos os pontos (pois k # 0), m(y) também tera circulos osculadores bem definidos

em todos os pontos. Logo pela Definicao 14, a curva 7(y) é um arco espiral. O

Seja v um arco espiral em S?, pelas Proposicoes 24 e 24 a curva 7(7) satisfaz a
propriedade de ninho, deste modo, os circulos osculadores de 7(y) nao se interceptam.

1 os circulos osculadores de

Por este motivo e pela bijetividade da aplicacao 7~
nunca se interceptam em S2.

Seja v(so) um ponto da curva v C S? — {P} e C seu circulo osculador. Sejam
A e B as duas calotas em S? determinadas por C' (figura 6.7). Sabemos que 7(C) é
um circulo em R% Como 7 é continua, 7(A) estd numa componente conexa deste
circulo e 7(B) estd na outra. Observamos que B U C é compacto em S?, como 7 é
continua, m(BUC) é compacto em R?. Logo m(B) esta contido no interior do circulo

7(C). Como m é difeomorfismo, 7(A) estd contido no exterior do circulo 7(C).

Figura 6.7: As calotas A e B determinadas por C'

Por esta propriedade, aliada ao fato de () satisfazer a propriedade de ninho,
concluimos que os circulos osculadores de v, além de nao se interceptarem, estao
dispostos em S? — {P} em uma ordem decrescente (ou crescente) de raios. Assim,

temos que os circulos osculadores de 7 satisfazem

Proposicao 26. Os circulos osculadores de um arco espiral de S* tém a propriedade

de ninho.

Observamos que, se C' é o maior circulo osculador de v e C' nao é um grande circulo
entao, pela Proposi¢ao 26, todos os circulos osculadores de  ficarao dispostos em

ordem decrescente na menor calota determinada por C' em S?.
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Precisamos de um tultimo resultado antes de provarmos o teorema dos quatro

vértices para curvas no espago.

Proposigao 27. Seja « : [a,b] — R® uma curva regular fechada, entio sua indi-

catriz tangente ar nao estd contida em nenhuma semiesfera S C S2.

Demonstragdo. Sejam « : [a,b] — R? uma curva regular fechada e ar C S? sua
indicatriz tangente. Suponha que ar estd em uma semiesfera S C S? que tem P
como pélo. Entao temos

P.ar(s) >0, Vs € [a,b],

portanto,

/b P.ar(s)ds > 0. (6.19)

Como « é fechada temos
ab) —a(a) =0 = P.(a(b) —a(a)) =0.

Logo \ \
0= / (Pas)) ds = / Par(s)ds,

o que é um absurdo por (6.19).

Assim, ap nao estd contida em nenhuma semiesfera S C S2. O

Seja a : [a,b] — R? uma curva diferencidvel p.c.a. fechada satisfazendo os itens
1,2 e 3 do inicio desta segao com torcao 7 e curvatura k. Vamos considerar agora

algumas notagoes sobre a:

V. niimero de mudancgas de sinal de T;

K: nimero de mudancgas de sinal de k;

D: ntimero de vértices de Darboux ordinarios de a.

Vimos que, nos pontos onde k # 0 os vértices de Darboux coincidem com os

pontos criticos de (%) (também vimos que (%) coincide com a curvatura geodésica

da indicatriz tangente ar). Observamos que nos pontos onde k = 0 o vetor de
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Darboux esta bem definido, neste caso, consideraremos os vértices de Darboux como
sendo os pontos criticos de (f), ja que, pelo item 2 desta secao k e 7 nao se anulam

simultaneamente. Com esta notacao temos o seguinte resultado.

Teorema 10. Para uma curva « : [a,b] — R3 fechada nas condi¢oes 1,2 e 3

mencionadas anteriormente tem-se:
K+V+D>4.

Demonstragao. Observamos que a tor¢ao (1) de « é continua e periédica, portanto,
o numero de vezes que 7 muda de sinal é par, ou seja, V' é par. Vamos demonstrar

para os casos K =0, K =1 e K > 2 separadamente.

Caso 1.1. K =0,V = 0. Neste caso devemos mostrar que D > 4.

Observamos que a curvatura k e a torcao 7 sao peridédicas e nao mudam de sinal,
portanto a funcao 7 também ¢é periddica e nao muda de sinal. Deste modo, 7 tem
um numero par de pontos criticos (considerando que os pontos onde k = 0e 7 # 0
analisamos a funcao f), portanto D é par.

Se 7 ¢ constante, pela Proposi¢ao 11, a curva a representa uma hélice em R3,
deste modo, a indicatriz tangente ap de av é um circulo em S?. Como o caso 7 = 0
nao ¢é considerado pelo item 3 entao, pela Proposicao 9, ar nao é um grande circulo.
Portanto, pela Proposicao 27, a nao pode ser uma curva fechada, sendo assim, nao
podemos ter 7 constante.

Como D ¢é par, suponhamos agora que D = 2, entdao 1 tem dois extremos que
dividem a7 em dois arcos Ly e Lo, ambos com curvatura geodésica mondtona nao
constante. Podemos orientar S? de modo que a curvatura geodésica k, de ar nao

seja negativa. Chamando de k; a curvatura da curva ar temos
2 2

Se tomarmos Cj o circulo osculador a ar no ponto onde kg é de minimo temos, pela
igualdade anterior, que a curvatura k; de ar também é minima e Cy é o maior dos
circulos osculadores. Assim, pela Proposicao 26 todos os circulos osculadores de Ly e
Lo ficarao de um mesmo lado com relacao a Cy e, além disto, se Cy nao é um grande

T

circulo, eles ficam do lado menor devido a monotonicidade de 7. Assim, a imagem
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de ar estaria contida em um hemisfério e, pela Proposicao 27, o nao poderia ser
uma curva fechada.

Concluimos entao que D > 4 e portanto
K+V+D2>4.

Caso 1.2. K =0,V > 2. Neste caso a funcao 7 muda de sinal no minimo duas
vezes. Como k nao muda de sinal entao 7, além de ser periédica, muda de sinal nos
mesmos pontos onde 7 muda de sinal e portanto, ¢ tem no minimo dois extremos.
Assim D>2e K+V +D > 4.

Caso 2. K = 1,V = 0. Neste caso devemos provar que D > 3. Sejam «(sg) o
ponto onde k muda de sinal e 3 : [s1, s; +7] — R? uma reparametrizagao de a onde
B(s1) = a(sg). Observamos que no arco A = (3(s1, 1 + ) a curvatura k£ nao muda
de sinal. Logo, préximo a s; e a s; + 7, 7 tende a +00 ou 7 tende a —oo. Assim, D
¢é fmpar.

Vamos mostrar que nao podera ocorrer D = 1,V = 0. Com isso teremos D > 3 ou
D =1eV > 2 o que significaria, em qualquer um destes casos, que K +V +D > 4.

De fato, se D = 1 e V = 0, considere P o ponto onde 7 tem um extremo. O
arco A ¢é dividido por P em dois subarcos A; e Ay com 7 monétona. Se 7 — +00
quando s — s; (figura 6.7), entao 7 atinge minimo em P. Assim, de modo andlogo
ao caso 1.1 todos os circulos osculadores a indicatriz tangente Gy ficam na menor
calota determinada por Cp, onde Cp ¢é o circulo osculador a fr em P. Se £ — —o0
quando s — s; (figura 6.7), entao k, atinge maximo em P mas, como k, é sempre
negativa, o circulo osculador Cp é de raio maximo. Portanto, pela Proposicao 26
todos os circulos osculadores ficam no menor hemisfério determinado por C'p. Desta
forma, (7 fica num hemisfério, o que é impossivel pela Proposicao 27. Assim D > 1
e K+V+D?>4.

Caso 3. K > 2. Considerando um subarco entre sucessivas mudancas de sinal
de k temos que este subarco contém um extremo de 7 ou uma mudanga de sinal de 7
(que é uma mudanca de sinal de 7). Como existem no minimo dois destes subarcos
entao V+D >2eV + K+ D > 4. Podemos visualizar este caso na figura 6.10 onde

7 tem dois extremos, ou seja, D = 2. O

Como consequéncia dos Teoremas 9 e 12 obtemos o seguinte corolério.
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Figura 6.8: Possiveis graficos de 7 para o caso 2

Corolario 4. As curvas (q,p) sobre o toro T, com

o’ +1

m<a<(n2—|—1),

possuem pelo menos 4 vértices de Darboux ordindrios.

6.3.1 Exemplos

Nesta subsecao ilustraremos alguns casos que aparecem na demonstragao do Teorema
10 procurando relacionar K,V e D com as singularidades das indicatrizes tangente,
binormal e de Darboux, como observado nos itens a),b) e ¢) da Proposigao 23.
Estudaremos os exemplos nos quais K + V + D = 4. Para isto consideraremos as
curvas (g, p) no toro estudadas na segao 6.1 deste capitulo.

Consideraremos inicialmente a curva (1,2) no toro parametrizada por

a(t) = ((a + cos(2t)) cos(t), (a + cos(2t)) sen (t), sen (2t)), com 0 <t < 2.

Figura 6.9: A curva (1,2) com a = 4 e sua indicatriz de Darboux
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6.1. Se a = 4 temos pelo Teorema 7 que K =V = 0. Segue entao do Corolario 4

que D > 4. Na figura 6.9, a indicatriz de Darboux tem 4 cuspides portanto, pela

Proposicao 23, D = 4.

6.2. Se a = 5 podemos observar na figura 6.10 que a indicatriz tangente da curva

(1,2) apresenta dois pontos de ctispide. Além disto, o grafico de  nos mostra que esta
aplicacao tem dois extremos, portanto D = 2. Assim, K =D =2e K+V +D = 4.

|
NE

Figura 6.10: A indicatriz tangente e o grafico de 7 da curva (1,2) com a =5

Agora consideremos a curva (1,1) o toro que pode ser visualizada na figura 6.11.

Figura 6.11: Curva (1,1) no toro com a = 1 e sua indicatriz tangente
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6.3. Consideramos a curva (1,1) com a = 1, temos que K = 0 pois a indicatriz tan-
gente neste caso nao tem pontos de cuispide (figura 6.11). As indicatrizes binormal
e de Darboux, como podemos observar na figura 6.12, apresentam dois pontos de
cuspide, portanto V=D =2e V + K+ D = 4.

Figura 6.12: Indicatriz binormal e de Darboux da curva (1,1) com a = 1
6.4. Consideramos agora a curva (1,1) com a = 2 parametrizada por
a(t) = (2 + cos(t)) cos(t), (2 + cos(t)) sen (t), sen (t)), com m <t < 3.

Podemos visualizar na figura 6.13 que a indicatriz tangente de a tem um ponto
de cuspide, portanto K = 1. Observamos que, na paramentrizacao desta curva,
consideramos o intervalo [m,37] j4 que a curvatura é nula em m, assim, como na
demonstracao do caso 2 do Teorema 10, temos que a curvatura nao muda de sinal
(figura 6.14). Como podemos visualizar na figura 6.13 a tor¢ao de @ muda de sinal
duas vezes, portanto V' = 2. A indicatriz de Darboux (figura 6.14) tem um ponto de
cuspide, portanto D = 1. Assim V + K + D = 4.

A tabela 6.1 relaciona os casos da demonstracao do Teorema 10 com os exemplos

vistos nesta secao.
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Figura 6.13: Indicatriz tangente e grafico da tor¢ao da curva (1,1) com a = 2

4 5 6 7 8 9

Figura 6.14: Indicatriz de Darboux e gréfico da curvatura da curva (1,1) com a = 2

Caso K \Y% D Exemplo
1.1 0 0 4 6.1
1.2 0 2 2 6.3
2 1 2 1 6.4
3 2 0 2 6.2

Tabela 6.1: Os casos do Teorema 10 e os exemplos da subsecao 6.3.1.
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Conclusao

Neste trabalho estudamos alguns resultados relativos a pontos helicoidais de curvas
em R" e vimos a relacao que existe entre estes pontos e os vértices de Darboux. Uma
das principais contribuicoes do trabalho diz respeito as demonstracoes do Teorema 3
do Capitulo 5 e da Proposicao 23 do Capitulo 6. A andlise destes reslutados utilizou
os conceitos de teoria de singularidades (estudados no Capitulo 4) e proporcionou
uma visualizacao geométrica dos pontos helicoidais ordindarios, dos vértices de Dar-
boux e dos pontos de aplainamento ordinario de uma curva no espago. Deste modo,
foi possivel relacionar o Teorema 10 (a versao do teorema dos quatro vértices no
espago estudada no trabalho) com o estudo das cispides nas indicatrizes tangente,
binormal e de Darboux.

Uma perspectiva de continuidade deste trabalho seria a extensao dos conceitos

de ponto helicoidal e vértice de Darboux para curvas em variedades riemannianas.
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