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CONDIÇÃO DE DECLIVIDADE

LIMITADA ‡

Adilson Konrad

Dissertação realizada sob a orientação do

Prof. Dr. Ari João Aiolfi, apresen-

tada ao Programa de Pós-Graduação em
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Resumo

Estudamos problemas de existência e unicidade de superf́ıcies de curvatura média

constante com bordo prescrito satisfazendo a condição de declividade limitada (CDL).

Tais superf́ıcies são dadas como gráficos euclidianos (verticais) em R3 e como gráficos

parabólicos em H3, definidos sobre domı́nios limitados contidos em superf́ıcies to-

talmente geodésicas destes ambientes, ou ainda como gráficos radiais em R3 sobre

domı́nios limitados contidos em S2.

Palavras-chave: Gráficos de curvatura média constante; Condição de declivi-

dade limitada; Teorema de Serrin.



Abstract

We study problems of existence and uniqueness of constant mean curvature surfaces

with prescribed boundary satisfying the bounded slope condition. The surfaces

are given as Euclidean graphs in R3 and as parabolic graphs in H3, over bounded

domains contained in totally geodesic surfaces in these ambients, or moreover, as

radial graphs over bounded domains contained in S2.

Keywords: Graphs of constant mean curvature; bounded slope condition; Ser-

rin’s theorem.
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Introdução

O clássico Teorema de Serrin para Ω ⊂ R2 limitado e H ≥ 0, pode ser enunciado

como segue:

Teorema 0.0.1 Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio limitado e de classe C2. Dado H ≥ 0, o

problema de Dirichlet
u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω)

QH(u) := div

(
∇u√

1 + |∇u|2

)
+ 2H = 0

u|∂Ω = ϕ

(1)

tem solução única para qualquer ϕ ∈ C0(∂Ω) dada a priori se, e somente se, a

curvatura k de ∂Ω satisfaz k ≥ 2H.

No caso em que a condição k ≥ 2H não é satisfeita, existe dado cont́ınuo no

bordo para a qual o problema (1) não tem solução.

Uma questão natural que se coloca então neste contexto, é a de se caracterizar

uma famı́lia de domı́nios e dados no bordo onde ainda podemos garantir a existência

de solução do problema de Dirichlet (1), mesmo no caso onde a curvatura do cilindro

sobre ∂Ω seja menor do que H.

No contexto da questão posta acima é que introduzimos uma noção clássica da

teoria de equações diferenciais parciais eĺıpticas denominada “a condição de declivi-

dade limitada”.
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Definição 0.0.1 Dizemos que Ω e ϕ satisfazem a condição de declividade limitada

(CDL) com constante K ≥ 0, se para todo ponto p = (z, ϕ(z)), z ∈ ∂Ω, existem

funções lineares afins π+
p e π−p definidas em {x3 = 0} satisfazendo:

(i) π+
p (p) = ϕ(p) = π−p (p)

(ii) π−p (x) ≤ ϕ(x) ≤ π+
p (x),∀x ∈ ∂Ω

(iii) |∇π±p | ≤ K

Observamos que se (Ω, ϕ) satisfaz a condição da declividade limitada e H ≥ 0,

os planos π±p fornecem uma maneira natural de se obter barreiras relativamente ao

problema (1) (ao menos por “um lado”no caso H > 0), especialmente nos casos onde

Ω e ϕ sejam de classe C2,α. Além disso, conforme pode ser visto em [18], caso (Ω, ϕ)

satisfaz a CDL e Ω não é convexo, então ϕ é linear afim. Assim, ao lidarmos com

o problema (1) e sob a hipótese de que (Ω, ϕ) satisfaz a CDL, em geral estaremos

considerando domı́nios convexos.

Nosso objetivo principal neste trabalho é então lidar com o problema de Dirichlet

(1), ou com sua versão “suave até o bordo”(descrita em (1.4)), sob a hipótese de

que (Ω, ϕ) satisfaz a CDL, e que permitirá encontrarmos soluções do problema (1)

que não estão contempladas pelo Teorema de Serrin. Faremos isso não somente

no contexto de gráficos euclidianos em R3 como descrito acima (que é abordado no

Caṕıtulo 2 e baseado no artigo [26]), mas também no contexto de gráficos parabólicos

em H3 e de gráficos radiais em R3.

O Teorema de Serrin pode ser estendido para outros ambientes. Em H3, para

gráficos parabólicos (ver Definição 1.1.8 e Lema 1.1.3), temos a seguinte versão

“suave até o bordo”do clássico Teorema de Serrin, que pode ser encontrada em [17].

Teorema 0.0.2 Seja P uma superf́ıcie totalmente geodésica contida em H3, Ω ⊂

P um domı́nio limitado e de classe C2,α e seja H ≥ 0. Suponha que H ≤ HC,

onde HC é a curvatura média hiperbólica do cilindro parabólico C(∂Ω) sobre ∂Ω e
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orientando C(∂Ω) pelo vetor unitário normal apontando para a componente conexa

de H3\C(∂Ω). Então, para qualquer ϕ ∈ C2,α(∂Ω) dada a priori, existe uma única

função u ∈ C2,α(Ω) tal que o gráfico parabólico de u tem curvatura média constante

H e u|∂Ω = ϕ.

Porém, quando não temos H ≤ HC , podemos ainda garantir existência de

gráficos parabólicos de curvatura média constante sob algumas hipóteses extras

sobre o domı́nio Ω e sobre o dado no bordo ϕ. É o que fizemos no Caṕıtulo 3,

onde introduzimos a condição de declividade limitada para gráficos parabólicos e

exploramos os principais resultados de [2].

No Caṕıtulo 4, lidamos com o contexto de gráficos radiais. O Teorema de Serrin

para os gráficos radiais, que pode ser encontrado em [23], é o que segue:

Teorema 0.0.3 Sejam Ω ⊂ S2 um domı́nio convexo de classe C2,α cujo fecho está

contido em um hemisfério aberto de S2, φ ∈ C2,α(∂Ω) positiva e H uma constante

real não positiva. Se a curvatura geodésica k de ∂Ω é tal que k(q) ≥ −2Hφ(q) para

todo q ∈ ∂Ω, então existe uma única função u ∈ C2,α(Ω) tal que o gráfico radial de

u tem curvatura média constante H e u|∂Ω = φ.

Como nos casos anteriores, supondo que a condição k(q) ≥ −2Hφ(q) não seja

satisfeita, nos perguntamos se ainda assim existem dados no bordo φ, para uma

certa classe de diferenciabilidade, para os quais ainda podemos garantir u ∈ C2,α(Ω)

tal que o gráfico radial de u tem curvatura média constante H e u|∂Ω = φ.

Caracterizar tal famı́lia de domı́nios e dados no bordo neste contexto é o que fize-

mos neste caṕıtulo, a partir da definição que chamamos de condição de declividade

limitada radial. Mostramos então um resultado de [15], sobre existência e unicidade

para os gráficos radiais de curvatura média constante em R3, com a hipótese extra

de o bordo prescrito satisfazer a condição de declividade limitada radial, obtendo

assim soluções não contempladas no Teorema de Serrin.

No Caṕıtulo 1 explanamos, de modo suscinto, a teoria concernente aos três con-

textos acima descritos, que serão úteis na demonstração dos principais resultados
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tratados nos caṕıtulos posteriores. A base da teoria exposta nesse caṕıtulo pode ser

encontrada em [4], [6], [11], [12], [13], [15], [16], [18], [28] e [29].

A condição de declividade limitada em suas várias versões contextualizadas per-

meia todo o nosso trabalho e é também nosso objetivo reunir os mais recentes re-

sultados em um único texto.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo caracterizaremos alguns gráficos de Killing de curvatura média cons-

tante com os quais trabalharemos, como os gráficos euclidianos (verticais) em R3 e

os gráficos parabólicos em H3. Também caracterizaremos os gráficos radiais em R3.

Apresentaremos ainda tópicos sobre a teoria de operadores diferenciais parciais

eĺıpticos de segunda ordem que utilizaremos em caṕıtulos posteriores no estudo

de problemas de existência e unicidade de gráficos de curvatura média constante

com bordo prescrito em R3 e/ou H3, como o método de Perron e o método da

continuidade.

1.1 Gráficos de Killing

Nosso objetivo ao definir gráficos de Killing é visualizar os gráficos euclidianos em

R3 e os parabólicos em H3 como casos especiais de gráficos de Killing.

Começamos com o seguinte resultado.

Teorema 1.1.1 ([9], p. 63) Seja X um campo suave em um aberto W de uma

variedade riemanniana M e seja p ∈ W . Então existem um aberto U ⊂ W , p ∈ U ,

um número ε > 0 e uma aplicação suave ϕ : (−ε, ε) × U −→ W , tais que a curva

t 7−→ ϕ(t, q), t ∈ (−ε, ε), é a única trajetória de X que no instante t = 0 passa pelo
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ponto q, para cada q ∈ U , isto é, ϕ(0, q) = q e

d

dt
ϕ(t, q) = X(ϕ(t, q))

para todo t ∈ (−ε, ε).

Pelo Teorema 1.1.1, fixando t com |t| < ε, temos que a função

ϕt : U −→ ϕt(U) ⊂M

q 7−→ ϕt(q) = ϕ(t, q)

é um difeomorfismo e é válido, estando bem definido, que ϕt1 ◦ ϕt2 = ϕt1+t2 (ver

[21], página 48). Isto implica que o campo X gera um grupo G′
= {ϕt} denominado

subgrupo (local) a um parâmetro de difeomorfismo locais.

Dizemos que o campo X em M é completo se ε = ∞ para todo p ∈ M , onde ε

é como definido acima. Assim, se X é completo, para todo t ∈ R está bem definido

um difeomorfismo ϕt : M −→M .

Lembramos que, se M e N são variedades Riemanianas, um difeomorfismo f :

M −→ N é chamado uma isometria se:

〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p)

para todo p ∈M , u, v ∈ Tp(M). No que segue, salvo menção em contrário, denotare-

mos M para uma variedade riemanniana e ”suave”para a classe de diferenciabilidade

C∞, além de ∇ para conexão afim.

Observamos que o conjunto das isometrias de uma variedade riemanniana M

forma um subgrupo do grupo dos difeomorfismos de M e, em geral, um subgrupo a

um parâmetro de isometrias de M é o fluxo de um campo de Killing, cuja definição

está contemplada na proposição que segue.

Proposição 1.1.1 ([21], p. 48) Seja X um campo de vetores suaves de uma va-

riedade riemanniana M . O campo X é um campo de Killing se, e somente se, X

gera um subgrupo (local) a um parâmetro de isometrias locais de M .
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Desta forma, dizemos que um campo de vetores suaves X gera um subgrupo a um

parâmetro de isometrias se X, em M , gera uma famı́lia a um parâmetro constitúıda

de isometrias.

Observamos que todo campo de Killing em uma variedade Riemanniana M com-

pleta é completo.

Seja G = {Φr}r∈R um subgrupo a um parâmetro de isometrias de uma variedade

Rimanniana M completa. Observando a explanação anterior, temos que para todo

r ∈ R, Φr : M −→M é uma isometria e

X(p) =
d

dr
Φr(p)|r=0

é um campo de Killing em M . Além disso, as órbitas de G são dadas por

G(p) = {Φr(p); r ∈ R}, p ∈M.

A seguir definimos hipersuperf́ıcie totalmente geodésica, pois trabalharemos com

tais hipersuperf́ıcies no desenvolvimento do texto.

Definição 1.1.1 Uma hipersuperf́ıcie totalmente geodésica é uma hipersuperf́ıcie

tal que qualquer curva na hipersuperf́ıcie que é uma geodésica em relação a métrica

induzida na hipersuperf́ıcie, também é uma geodésica na variedade em que o hiper-

superf́ıcie está inserida, ou equivalentemente, é uma hipersuperf́ıcie tal que qualquer

geodésica que é tangente à hipersuperf́ıcie em um ponto permanece na hipersuperf́ıcie.

Relembremos que uma folheação de dimensão n de uma variedade diferenciável

M , de dimensão m, é uma decomposição de M em subvariedades conexas de di-

mensão n chamadas folhas, as quais se aglomeram localmente como os subconjuntos

de Rm = Rn × Rm−n. Precisamente:

Seja M uma variedade de dimensão m e classe C∞. Uma folheação de classe

Cr e dimensão n de M , é um atlas máximo F de classe Cr em M com as seguintes

propriedades:
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(a) Se (U,ϕ) ∈ F então ϕ(U) = U1 × U2 ⊂ Rn × Rm−n, onde U1 e U2 são discos

abertos de Rn e de Rm−n, respectivamente.

(b) Se (U,ϕ) e (V, ψ) ∈ F tais que U ∩ V 6= ∅ então a mudança de coordenadas

ψ ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩V ) −→ ψ(U ∩V ) tem a forma ψ ◦ϕ−1(x, y) = (h1(x, y), h2(y)),

(x, y) ∈ Rn × Rm−n.

Dizemos também que M é folheada por F , ou ainda que F é uma estrutura

folheada de dimensão n e classe Cr sobre M .

A partir do exposto no lema a seguir estaremos em condição de definir gráficos

de Killing.

Lema 1.1.1 ([20]) Suponha que X seja um campo de Killing sem singularidades

e com distribuição normal integrável. Então as folhas da distribuição normal de X

são hipersuperf́ıcies totalmente geodésicas de M .

Por conseguinte, faz sentido definirmos gráficos de Killing como segue:

Definição 1.1.2 Sejam X um campo de Killing como no Lema 1.1.1, P uma folha

da distribuição normal de X, Ω ⊂ P um domı́nio e u ∈ C0(Ω). O cilindro sobre Ω

é dado por

C(Ω) = {Φr(p); r ∈ R, p ∈ Ω},

e o gráfico de Killing de u em relação a X é dado por

GX(u) = {Φu(p)(p); p ∈ Ω}.

Maiores detalhes relativos a gráficos de Killing podem ser obtidos em [12]. Em

[24], há uma classificação detalhada sobre os gráficos de Killing, no entanto estamos

interessados somente nos gráficos parabólicos em H3 e nos gráficos verticais em R3,

que são gráficos de Killing como veremos adiante.
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1.1.1 O problema de Dirichlet para a equação das superf́ıcies

de curvatura média constante em R3

Nesta seção trataremos das principais definições e resultados que serão utilizados no

Caṕıtulo 2.

Um gráfico vertical (euclidiano) em R3, doravante chamado apenas de “gráfico”, é

uma seção de um fluxo de um subgrupo a um parâmetro de isometrias translacionais

{φt}t∈R de R3.

Notamos que, para Ω ⊂ {x3 = 0} ⊂ R3, o gráfico de u ∈ C0(Ω) é uma seção

sobre Ω do fluxo φt dada por

φt(x) = x+ (0, 0, t), x ∈ Ω,

ou seja, a escolha, para cada x ∈ Ω, de um ponto que está sobre {φt(x); t ∈ R}.

Segue então que o gráfico de u é dado por

GrafE(u) = {φu(x)(x);x ∈ Ω}

= {(x1, x2, u(x1, x2)) ∈ R3;x = (x1, x2, 0) ∈ Ω}. (1.1)

Desta forma, o campo de Killing associado é então

X : R3 −→ TR3 ≡ R3

x 7−→ X(x)

onde

X =
d

dt
φt =

d

dt
(x1, x2, x3 + t) = (0, 0, 1) = e3.

Lembramos que se S ⊂ R3 é uma superf́ıcie regular, dados p ∈ S e ϕ : Ω −→ S

uma parametrização de S na vizinhança de p, Ω ⊂ R2 um domı́nio, pondo q = ϕ−1(p)

e

N(p) =
−ϕx(q)× ϕy(q)
|ϕx(q)× ϕy(q)|

,

o número

H(p) =
1

2

(
eG− 2fF + gE

EG− F 2

)
(1.2)
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onde E,F,G e e, f, g, são os coeficientes da 1a e da 2a forma fundamental respecti-

vamente, é chamado de Curvatura Média de S em p relativamente a N .

Assim, dado H ∈ R, dizemos que a superf́ıcie S tem curvatura média constante

igual a H com relação a N , se e somente se, H(p) = H, para todo p ∈ S.

Notamos que dado um domı́nio Ω ⊂ R2 e uma função u ∈ C2(Ω), o gráfico de u

dado por (1.1) é uma superf́ıcie regular contida em R3.

Proposição 1.1.2 Dado um domı́nio Ω ⊂ R2, H ∈ R e u ∈ C2(Ω), as seguintes

afirmações são equivalentes:

(i) O GrafE(u) tem curvatura média constante H com relação a seu vetor normal

unitário N tal que 〈N, e3〉 ≤ 0.

(ii) (1 + u2
y)uxx − 2uxuyuxy + (1 + u2

x)uyy + 2H
√

(1+ | ∇u |2)3 = 0

(iii) div

(
∇u√

1+ | ∇u |2

)
+ 2H = 0

A Proposição 1.1.2 é um resultado clássico de EDP eĺıpticas. Em relação a

prova deste resultado, a idéia é supor H =
eG− 2fF + gE

2(EG− F 2)
constante e considerar a

parametrização ϕ : Ω ⊂ R2 −→ R3 do gráfico de u dada por ϕ(x, y) = (x, y, u(x, y)).

Notemos que o item (ii) da Proposição 1.1.2 é uma equação diferencial parcial

eĺıptica de segunda ordem, e com ela lidaremos boa parte deste texto. Neste sentido,

cabe lembrarmos também mais algumas informações básicas a respeito desta teoria.

Dado Ω ⊂ Rn temos particular interesse nos operadores diferenciais parciais

quase-lineares eĺıpticos de segunda ordem. Estes operadores são da forma Q :

C2(Ω) −→ C0(Ω), onde

Qu =
n∑

i,j=1

aij(x, u,∇u)
∂2u

∂xi∂xj
+ b(x, u,∇u) (1.3)

com x ∈ Ω e com a matriz [aij] relativa aos coeficientes das derivadas de segunda

ordem simétrica, cujo autovalores são positivos.
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Dentre os operadores desta natureza, nos concentraremos então naquele que

denominaremos “operador curvatura média constante”cuja definição é oriunda da

Proposição 1.1.2.

Definição 1.1.3 Dado H ∈ R o operador QH : C2(Ω) −→ C0(Ω) definido por

QH(u) = div

(
∇u√

1 + |∇u|2

)
+ 2H

é chamado operador curvatura média constante em R3.

Estaremos interessados em demonstrar resultados de existência e unicidade de

gráficos de curvatura média constante em R3 com bordo prescrito, donde constan-

temente lidamos com o Problema de Dirichlet para a equação das superf́ıcies de

curvatura média constante em R3, cuja definição é a que segue.

Definição 1.1.4 Seja H ∈ R. O Problema de Dirichlet para equação das superf́ıcies

de curvatura média constante H em um domı́nio limitado Ω do R2 é caracterizado

pelo sistema (1), onde ϕ ∈ C0(∂Ω) é dado a priori e ∇ e div são o gradiente e

divergente usuais do R2.

Cabe salientar que em alguns casos nos atemos a uma restrição do problema

acima, considerando o seguinte problema de Dirichlet:
u ∈ C2,α(Ω)

QH(u) = 0

u|∂Ω = ϕ

, (1.4)

onde ϕ ∈ C2,α(∂Ω) é dado a priori.

Ao trabalharmos no contexto deste último problema, ou seja, com domı́nios e

dados no bordo bem comportados (no mı́nimo de classe C2,α onde α ∈ (0, 1) é o

coeficiente de Hölder), nosso objetivo é poder usar ferramentas como o “método da

continuidade”.
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O teorema a seguir descreve tal método no contexto do problema (1.4) e é um

resumo de toda uma teoria que pode ser encontrada em [16]. Para o caso H ≥ 0 a

prova pode ser verificada em [6] e, particularmente, para H = 0 em [1], com todos

os detalhes.

Teorema 1.1.2 Sejam Ω ⊂ R2 um domı́nio limitado de classe C2,α e ϕ ∈ C2,α(∂Ω),

α ∈ (0, 1). Seja

V = {t ∈ [0, 1];∃ut ∈ C2,α(Ω), QtH(ut) = 0, ut|∂Ω = tϕ}. (1.5)

Suponha que exista M tal que, dado t ∈ [0, 1], se u ∈ C2,α(Ω) satisfaz QtH(u) = 0

com u|∂Ω = tϕ, tem-se

sup
∂Ω
|∇u| ≤M .

Então V = [0, 1]. Em particular, o problema (1.4) tem solução.

Abaixo elencamos algumas definições e resultados que necessitaremos no con-

texto do Caṕıtulo 2. Observamos que muitos destes resultados estão diretamente

relacionados com a prova do Teorema 1.1.2, mas o objetivo de colocá-los aqui não

é este, e sim dar suporte a uma série de afirmações feitas dentro de algumas provas

de teoremas do referido caṕıtulo.

Definição 1.1.5 Dizemos que um operador L : C2(Ω) −→ C0(Ω), Ω ⊂ Rn, n ≥ 2,

é um operador diferencial parcial linear eĺıptico de segunda ordem se L é da forma

L(u) =
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u (1.6)

com aij, bi, c : Ω −→ R sendo [aij] uma matriz simétrica positiva definida, ou seja,

seus autovalores são positivos.
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Notemos que a elipticidade do operador é caracterizada pelo fato de [aij] ser

positiva definida em Ω, onde [aij] = [aji] é a matriz relativa aos coeficientes das

derivadas de segunda ordem.

Salientamos ainda que em relação aos autovalores da matriz [aij], conforme (1.6),

cabe definirmos a seguinte classificação:

Definição 1.1.6 Dado x ∈ Ω, sejam λ = λ(x) e Λ = Λ(x) os autovalores, mı́nimo

e máximo de [aij], como na Definição 1.1.5.

(i) Se existe δ0 > 0 tal que δ0 ≤ inf
Ω
λ, então o operador L é dito estritamente

eĺıptico.

(ii) Se existem δ0 > 0 e δ1 ≥ δ0 tal que δ0 ≤ inf
Ω
λ ≤ sup

Ω
Λ ≤ δ1, então o operador

L é dito fortemente eĺıptico.

(iii) Se
Λ

λ
é limitado em Ω, ou seja, ∃δ1 > 0 tal que 1 ≤ Λ

λ
≤ δ1, ∀x ∈ Ω (ou

ainda, ∃δ0 > 0 tal que 0 < δ0 ≤ λ ≤ Λ, ∀x ∈ Ω) então o operador L é dito

uniformemente eĺıptico.

Teorema 1.1.3 ([16], p. 32) Seja L um operador eĺıptico como em (1.6), com

c = 0. Dada uma função u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω), tem-se:

(a) se L(u) ≥ 0 então

sup
Ω
u = sup

∂Ω
u

(b) se L(u) ≤ 0 então

inf
Ω
u = inf

∂Ω
u

Corolário 1.1.1 Seja L um operador eĺıptico como em (1.6), com c ≤ 0. Dada

uma função u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω), u+ = max{u, 0} e u− = min{u, 0} tem-se:

(a) se L(u) ≥ 0 então

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+

(b) se L(u) ≤ 0 então

inf
Ω
u ≥ sup

∂Ω
u−
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(c) se L(u) = 0 então

sup
Ω
|u| = sup

∂Ω
|u|

O próximo resultado, Teorema 1.1.4, é conhecido como o “prinćıpio do máximo

de Hopf”.

Teorema 1.1.4 ([16], p. 35) Seja L : C2(Ω) −→ C0(Ω) um operador uniforme-

mente eĺıptico como em (1.6), em um domı́nio Ω ⊂ R2, não necessariamente limi-

tado e seja u ∈ C2(Ω) tal que L(u) ≥ 0. Então:

(i) se c = 0 e existe x0 ∈ Ω tal que u(x0) = sup
Ω
u então u é constante.

(ii) se c ≤ 0 e existe x0 ∈ Ω tal que u(x0) = sup
Ω
u ≥ 0 então u é constante.

Frequentemente precisamos de estimativas da norma do gradiente de uma solução

a partir de estimativas do gradiente da solução no bordo (observando que trabalha-

mos com domı́nios com bordo). Assim, ocuparemos o seguinte resultado, denomi-

nado “prinćıpio do máximo para o gradiente”.

Teorema 1.1.5 ([16], p. 362) Seja Ω um domı́nio limitado do R2 e seja u ∈

C2(Ω) ∩ C1(Ω) uma solução de QH = 0. Então

sup
Ω
|∇u| = sup

∂Ω
|∇u|. (1.7)

O seguinte teorema é usualmente utilizado para demonstrar unicidade de soluções

no contexto do problema 1.4.

Teorema 1.1.6 Seja Ω um domı́nio limitado do R2 e sejam u, v ∈ C2,α(Ω) duas

soluções de QH = 0 em Ω e suponha que u|∂Ω ≥ v|∂Ω. Então, u ≥ v em Ω.

A proposição seguinte é utilizada na prova do teorema anterior. Notemos que esta

proposição terá importância por si só em algumas situações espećıficas no contexto

do Caṕıtulo 2.
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Proposição 1.1.3 Sejam u1, u2 ∈ C2(Ω) tais que Q(u1) ≥ Q(u2), onde Q é um

operador quase linear eĺıptico. Então, w = u1 − u2 satisfaz L(u) ≥ 0, para algum L

operador linear eĺıptico, da forma (1.6), com c = 0.

O próximo resultado será utilizado para garantir que a diferença de duas soluções

distintas do operador QH , que coincidem na fronteira de um domı́nio ilimitado, não

sejam limitadas.

Teorema 1.1.7 ([10], p. 453) Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio ilimitado. Sejam u e u

duas funções distintas definidas em Ω, de classe C2 e considere a curvatura média do

gráfico de u e u tais que Hu(x1, x2) = Hu(x1, x2) em Ω. Sejam u|∂Ω e u|∂Ω cont́ınuas

por partes e coincidentes nos seus pontos de continuidade. Seja M(r) = sup
Cr

|u− u|

com

Cr = Ω ∩ {x ∈ R2; |x| = r}.

Então, lim
r→∞

(
M(r)

log r

)
> 0. Além disso, se o comprimento do arco Cr é uniforme

então temos lim
r→∞

(
M(r)

r

)
> 0.

Faremos uso também dos seguintes resultados referente a classe de diferenciabi-

lidade:

Teorema 1.1.8 ([16], p. 109) Seja u ∈ C2 uma solução da equação linear eĺıptica

L(u) = f em um aberto Ω ⊂ R2. Suponha que f e os coeficientes de L estão em

Ck,α(Ω). Então u ∈ Ck+2,α(Ω). Se f e os coeficientes de L estão em C∞(Ω) então

u ∈ C∞(Ω).

Teorema 1.1.9 ([16], p. 111) Sejam Ω ⊂ R2 um domı́nio Ck+2,α, com k ≥ 0, e

ϕ ∈ Ck+2,α(Ω). Suponha que exista uma função u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) satisfazendo

Lu = f em Ω, u = ϕ em ∂Ω, onde f e os coeficientes do operador L (estritamente

eĺıptico) estão em Ck+2,α(Ω). Então u ∈ Ck+2,α(Ω).

Além disso, de [27], necessitaremos dos seguintes resultados :
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Proposição 1.1.4 (Corolário 2 de [27]) Se Ω ⊂ R2 é um domı́nio convexo, li-

mitado e de classe C2,α, e suponha que a curvatura k de ∂Ω satisfaz k ≥ H. Então

existe u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) tal que QH(u) = 0 com u|∂Ω = 0. Além disso, se k > H

então a solução pertence a C2,α(Ω).

Proposição 1.1.5 (Corolário 3 de [27]) Seja H > 0 dado e Ω ⊂ R2 um domı́nio

convexo contido entre duas linhas paralelas cuja distância é 1/H. Então, o sistema

(1) é solúvel em Ω.

A inequação abaixo, que usaremos no Caṕıtulo 2 na demonstração do principal

resultado do mesmo (Teorema 2.2.1), pode ser encontrada em [25] (estimativa 3.6)

e está no seguinte contexto:

Sejam D ⊂ R2, kmin a curvatura mı́nima de ∂D, H > 0 e q2 := |∇u|2 onde u

satisfaz (1) e qmax = max
D

q = max
∂D

q. Então,

q2
max ≤

H2

k2
min −H2

. (1.8)

O prinćıpio da tangência é um resultado que estabelece critérios geométricos que

permite estabelecer quando duas superf́ıcies de curvatura média constante tangentes

em um ponto coincidem em uma vizinhança deste ponto, em termos da curvatura

média das mesmas. Vale pontuar que este prinćıpio é válido para pontos de tangência

no bordo.

Teorema 1.1.10 (Prinćıpio da Tangência) Sejam S1 e S2 superf́ıcies de cur-

vatura média constante em R3, com H1 ≥ 0 e H2 ≥ 0, respectivamente. Seja

p ∈ S1 ∩ S2 tal que TpS1 = TpS2 e N a normal a S1 em p. Suponha que a curvatura

média de S1 calculada com relação a N é H1 e de S2 é H2. Se S2 está de um mesmo

lado de S1 em uma vizinhança de p, então H1 ≤ H2. Além disso, H1 = H2 se, e

somente se, existem vizinhanças U1 e U2 de p em S1 e S2, respectivamente, tais que

U1 = U2.
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Uma técnica que ocuparemos para lidar com o problema (1), ou seja, quando

temos ϕ ∈ C0(∂Ω), para o nosso contexto no Caṕıtulo 2, é denominada Método de

Perron. Segue um resumo do mesmo.

Definição 1.1.7 Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio. Uma função s ∈ C0(Ω) é uma su-

persolução (subsolução) de QH se, dado qualquer subdomı́nio D ⊂ Ω, se v ∈

C2(D) ∩ C0(D) satisfaz QH(v) = 0 em D e v|∂D ≤ s|∂D (v|∂D ≥ s∂D) então

v|D ≤ s|D (v|D ≥ s|D).

Estas funções são vistas como limites (barreiras locais) em relação ao problema

de Dirichlet para a equação das superf́ıcies de curvatura média constante (1), e em

muitos casos podem ser obtidas em termos de H, da geometria do domı́nio e do

dado no bordo.

O método de Perron pode ser enunciado como segue:

Teorema 1.1.11 Sejam Ω ⊂ R2 um domı́nio limitado de classe C0, ϕ ∈ C0(∂Ω) e

H ≥ 0. Suponha que ϕ seja regular (admite barreiras) relativamente a QH . Então,

u dada por

u(x) = Sup{v(x) tal que v ∈ C0(Ω) é subsolução de QH e v|∂Ω ≤ ϕ}

satisfaz (1).

Maiores detalhes podem ser vistos em [13].

Vale ressaltar que o operador QH satisfaz as três condições seguintes, visto que a

primeira e segunda condições são verificadas via Teorema 16.11 e a terceira condição

via Corolário 16.1, ambos de [16]:

(i) Se w1, w2 ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) tais queQH(w1) = QH(w2) = 0 então sup
Ω
|w1 − w2| =

sup
∂Ω
|w1 − w2|.

(ii) Para cada x ∈ Ω, existe um conjunto aberto B tal que x ∈ B ⊂ Ω, onde dada

ξ ∈ C0(∂B), existe uma solução w ∈ C2(B)∩C0(B) de QH = 0 em B tal que

w|∂B = ξ.
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(iii) Se wn ∈ C2(B) é uma sequência de soluções de QH = 0 em B uniforme-

mente limitada (∃ P ∈ R tal que sup
Ω
|wn| ≤ P , ∀n ∈ N), então existe uma

subsequência wnj
de wn que converge uniformemente em compacto de B para

uma solução w ∈ C2(Ω) de QH = 0.

Estas condições são suficientes para garantir a aplicabilidade do Método de Per-

ron ao problema (1). Note também que de (i), é imediato a unicidade de (1).

1.1.2 Gráficos Parabólicos de curvatura média constante em

H3

Nesta seção nos concentraremos no espaço hiperbólico de dimensão três, deno-

tado por H3, apresentando no modelo do semi-espaço superior de H3 as superf́ıcies

umb́ılicas. Após, definiremos os gráficos parabólicos de H3, caracterizando o ope-

rador curvatura média constante associado, e veremos alguns resultados sobre estes

gráficos que serão úteis posteriormente no Caṕıtulo 3.

Para trabalharmos em H3, adotaremos um modelo conhecido como o modelo do

semi-espaço superior de Poincaré para H3, definido por:

R3
+ = {(x1, x2, x3) ∈ R3;x3 > 0}

munido com a métrica

ds2 =
1

x2
3

(dx2
1 + dx2

2 + dx2
3).

Denotaremos o modelo definido anteriormente por U3.

Enunciaremos e descreveremos a seguir algumas informações em relação ao semi-

espaço U3, mais precisamente sobre as superf́ıcies umb́ılicas em U3:

O bordo do semi espaço superior de Poincaré é dado por

∂U3 = (R2 × {0}) ∪ {∞}.
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Figura 1.1: Geodésicas de U3

As geodésicas em U3 (Figura 1.1) são identificadas como as intersecções de R3
+

com as retas euclidianas verticais ou os ćırculos de R3 ortogonais a R2 × {0}.

As superf́ıcies totalmente geodésicas de U3 (Figura 1.2) são identificadas como as

intersecções de R3
+ com os planos euclidianos verticais de R3 ou de esferas euclidianas

de R3 ortogonais a R2 × {0}.

Figura 1.2: Superf́ıcies totalmente geodésicas de U3

As superf́ıcies equidistantes de U3 (Figura 1.3) são identificadas como a inter-

secção de R3
+ com planos euclidianos de R3 não horizontais ou com esferas euclidianas

de R3 que não estejam inteiramente contidas em R3
+.

Figura 1.3: Superf́ıcies equidistantes de U3
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A esfera hiperbólica de U3 (Figura 1.4) é o conjunto de pontos que equidistam,

na métrica de U3, de um determinado ponto (chamado centro hiperbólico) de U3.

Note que são as esferas euclidianas contidas inteiramente em R3
+.

Figura 1.4: Esfera hiperbólica de U3

As Horosferas de U3
+ (Figura 1.5) podem ser identificadas como as esferas eu-

clidianas de R3
+ tangentes a R2 × {0} ou planos horizontais de R3

+, isto é, R(t) =

{(x1, x2, t) ∈ R3; t > 0}.

Figura 1.5: Horoesfera de U3

Denotemos a curvatura média hiperbólica por H, enquanto H continuará deno-

tando a curvatura média euclidiana.

Observamos que as superf́ıcies umb́ılicas de H3 são as horoesferas, as esferas

hiperbólicas e as superf́ıcies equidistantes com curvatura média |H| = 1, |H| > 1 e

|H| ∈ [0, 1), respectivamente.

Notemos também que as superf́ıcies equidistantes de curvatura média nula são

exatamente as superf́ıcies totalmente geodésicas.

Tendo em vista que não há distinção entre as superf́ıcie totalmente geodésica,
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a menos de isometrias, trabalharemos, sem perda de generalidade, com a superf́ıcie

totalmente geodésica P = {(x1, x2, x3) ∈ R3 ; x2 = 0 e x3 > 0}.

Nosso objetivo no tocante a H3 é estudar o caso espećıfico de gráficos parabólicos,

tendo como modelo U3 e usando basicamente conhecimentos de Geometria Diferen-

cial, tangenciando quando necessário conhecimentos de Geometria Riemanniana.

Neste sentido, é que se dá a escolha de P = {(x1, x2, x3);x3 > 0 e x2 = 0}

bem como da forma do operador Q?
H , descrito posteriormente em (1.10), que nos é

familiar.

Note que φr : U3 −→ U3 dada por

(x, y, z) 7−→ φr(x, y, z) = (x, y + r, z)

são as isometrias a 1-parâmetro de U3, cujo campo de Killing associado é X = e2 =

(0, 1, 0), visto que

d

dr
φr(x, y, z) =

d

dr
(x, y + r, z) = (0, 1, 0) = e2.

Estas isometrias são do tipo parabólico (ver [24], secão 1.2.2).

Definição 1.1.8 Seja Ω ⊂ P um domı́nio e u ∈ C0(Ω). O gráfico parabólico de u é

dado por:

GrafP (u) = {(x1, u(x1, x3), x3); (x1, 0, x3) ∈ Ω}. (1.9)

Segue dáı que os gráficos parabólicos em H3 são um caso espećıfico de gráficos

de Killing, tendo em vista a definição de gráficos de Killing (Definição 1.1.2).

Proposição 1.1.6 Dados H ∈ R, um domı́nio Ω ⊂ P e u ∈ C2(Ω). O gráfico

parabólico de u possui curvatura média constante H com respeito ao vetor unitário

normal η, no sentido euclidiano, tal que 〈e2, η〉 ≤ 0 se, e somente se,

Q?
H

(u) = div

(
∇u√

1 + |∇u|2

)
− 2

x3

(
H +

ux3√
1 + |∇u|2

)
(1.10)

onde div e ∇ são o divergente e o gradiente em P, respectivamente, no sentido

euclidiano.
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A dedução da Proposição 1.1.6 pode ser encontrada em [4].

Neste contexto, temos o Problema de Dirichlet “suave”para a equação das su-

perf́ıcies de curvatura média constante em H3 dadas como gráficos parabólicos. Pre-

cisamente:

Seja Ω ⊂ P um domı́nio de classe C2,α e H ≥ 0 dado. O Problema de Dirichlet

para equação das superf́ıcies de curvatura média constante H em H3 é caracterizado

pelo sistema 
u ∈ C2,α(Ω)

Q?
H

(u) = 0

u|∂Ω = ϕ

(1.11)

onde ϕ ∈ C2,α(∂Ω) é dado a priori.

Em relação aos resultados básicos sobre esta teoria destacaremos alguns na

sequência que serão utéis no Caṕıtulo 3.

Seja S uma superf́ıcie em H3 e seja η o vetor normal unitário à S em H3, no

sentido euclidiano. Então a curvatura média de S em H3 é dada por

H = x3H + η3

onde H é a curvatura média de S no sentido euclidiano e η3 é a terceira coordenada

de η (ver [5]).

Assim, se α é uma curva de Jordan suave em P,

kα = kαx3 + ηα3 (1.12)

onde kα é a curvatura hiperbólica de α, kα é a curvatura euclidiana de α e ηα3 é a

terceira coordenada do vetor normal unitário a α no sentido euclidiano, apontando

para o interior da região limitada por α. Maiores detalhes da relação (1.12) estão

disponivéis em [5].

Os seguintes resultados terão implicações importantes na prova do principal re-

sultado de nosso trabalho no tocante a gráficos parabólicos contidos no Caṕıtulo

3.
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Teorema 1.1.12 ([4], p. 69) Seja D um domı́nio em uma superf́ıcie totalmente

geodésica de U3 tal que k∂D > a ≥ 1, e seja h ∈ Ck, h : D −→ [−a, a], k ≥ 1. Então

existe uma função g ∈ Ck+2,α, 0 < α < 1, g : D −→ R, g|∂D = 0, cujo gráfico tem

curvatura média h no espaço hiperbólico.

O primeiro lema que segue, garante estimativas do gradiente das soluções de Q?
H

no interior do domı́nio Ω a partir das estimativas do gradiente da mesma no bordo e

da norma C0. Já o segundo, é conhecido como a estimativa da altura, garante uma

limitação da solução do problema de Dirichlet (1.11), em termos do domı́nio e da

curvatura média H. Tais lemas encontram-se em [11] para um contexto mais geral

(warped product); as versões que seguem são adaptações ao nosso contexto.

Lema 1.1.2 ([11], p. 200) Seja Ω ⊂ P e seja u ∈ C3(Ω) ∩ C1(Ω) uma solução

de Q?
H

= 0. Suponha que u é limitada em Ω e que |grad u| é limitado em ∂Ω.

Então, |grad u| é limitado em Ω por uma constante que depende somente de |u|0 e

sup
∂Ω
|grad u| (aqui grad é o gradiente em P).

Lema 1.1.3 ([11], p. 196) Seja Ω ⊂ P um domı́nio C2,α, ϕ ∈ C2,α(∂Ω) e H ≥ 0.

Suponha que H ≤ H ′ onde H ′ é a curvatura média do cilindro parabólico

C(∂Ω) := {φr(p); p ∈ ∂Ω}

orientando C(∂Ω) pelo vetor unitário normal apontando para a componente conexa

de H3\C(∂Ω). Seja u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) satisfazendo Q?
H

(u) = 0 e u|∂Ω = ϕ. Então,

existe uma constante c = c(Ω, H) tal que

|u|0 ≤ c+ |ϕ|0.

Ressaltamos que o método da continuidade dado no Teorema 1.1.2, quando adap-

tado para este contexto, é também válido tendo em vista que o domı́nio é limitado e

de classe C2,α, o dado no bordo também é de classe C2,α e devido as cararacteŕısticas

do operador Q?
H

. Vamos apenas assumir este fato, pois teŕıamos que fugir muito do

eixo que nos orienta se quiséssemos provar esta afirmação.
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1.2 Gráficos Radiais de curvatura média constante

em R3

Nesta seção elencaremos as principais definições e resultados usados no Caṕıtulo 4.

Lembremos inicialmente a noção de gráfico radial, para obtermos na sequência

estes em termos de coordenadas locais, por meio da projeção estereográfica.

Uma superf́ıcie M ⊂ R3 é um gráfico radial sobre um domı́nio

Ω ⊂ S2 = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + z2 = 1}

se existe uma função u : Ω −→ (0,+∞) tal que

M = {u(p)p ∈ R3; p ∈ Ω}.

Vamos parametrizar localmente as superf́ıcies M , ou seja, desejamos obter o

gráfico radial em termos de coordenadas locais e, para isto, usaremos a projeção

estereográfica.

Tomemos π o plano {(x, y, z) ∈ R3; z = 0} e s a reta determinada pelos pontos

(x, y, 1) e (0, 0,−1). Definimos a projeção estereográfica P : R2 −→ S2 por

P (x, y) = p⇐⇒ p ∈ S2 ∩ (s− {(0, 0, 1))}.

Temos, ver [14],

P (x, y) =
1

1 + x2 + y2
(2x, 2y, 1− x2 − y2).

Portanto, dado Ω ⊂ S2, denotando u(x, y) = u(P (x, y)), obtemos o gráfico radial

em coordenadas locais:

M = GrafR(u) = {u(x, y)P (x, y); (x, y) ∈ P−1(Ω) = Λ}.

Se tomarmos v = eu no lugar de u, podemos dispensar a condição u > 0. Logo

M = GrafR(v) = {v(x, y)P (x, y); (x, y) ∈ P−1(Ω) = Λ}

= {eu(x,y)P (x, y); (x, y) ∈ P−1(Ω) = Λ}

30



Observamos que os gráficos radiais em R3 não são gráficos de Killing, visto que

não são uma seção de um fluxo de um campo de Killing.

Na próxima proposição explicitaremos o operador curvatura média constante

relativo à gráficos radiais.

Proposição 1.2.1 ([14], p. 81) Sejam Λ ⊂ R2 e w ∈ C2(Λ), w > 0. Então,

M = GrafR(w) é uma superf́ıcie regular do R3. Além disso, se N é o campo

normal a M tal que 〈N(p), p〉 ≤ 0 para todo p ∈ M (onde 〈 , 〉 é o produto interno

usual do R3) então, dado H ∈ R, M tem curvatura média H se, e somente se,

Q•H(w) = div

(
∇w√
β

)
− 2w

λ2

(
2√
β
−H

)
(1.13)

onde β = 4w2 + λ2|∇w|2 e λ = 1 + x2 + y2.

Destacamos a mudança funcional que está explicitada no lema a seguir.

Lema 1.2.1 Sejam Ω ⊂ S2, w ∈ C2 (P−1 (Ω)), com w > 0. Defina TH (w) como

TH (w) = div

(
∇w
δ1\2

)
− 4

λ2δ1\2 +
2Hew

λ2
,

onde δ = 4 + λ2 |∇w|2. Se u > 0 pertencente à C2 (P−1 (Ω)) é tal que Q•H (u) = 0

então TH (ln (u)) = 0 em P−1 (Ω). Além disso, se v = ln (u) e TH (v) = 0 temos

QH (ev) = 0 em P−1 (Ω).

A prova deste lema pode ser encontrada em [14].

Embora não trabalharemos diretamente com tal mudança neste texto, desta-

camos a importância de tal mudança funcional, que aparece quando analisamos a

derivada de Frechét do operador Q•H . Tendo em vista as dificuldades que aparecem,

torna-se muito mais simples analisar a derivada do operador TH do que de Q•H .

Então tratamos de analisar a derivada para TH e utilizamos a correspondência exis-

tente entre as soluções de TH = 0 e Q•H = 0 para obtermos as informações desejadas

para Q•H .
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Do caso euclidiano sabemos que, se G é um gráfico sobre um domı́nio W ⊂ R2

dado por f : W −→ R então |∇f(p)| = | tanα|, onde α é o ângulo formado pelo

vetor (0, 0, 1), normal à W , e a normal à G em p.

Para o caso radial, o significado geométrico do módulo do gradiente é o que

segue:

Lema 1.2.2 ([14], p. 21) Sejam Ω ⊂ S2, Λ ⊂ R2, f : Ω −→ R de classe C1,

M = {ef(p)p; p ∈ Ω},

N(p) normal a M em p, P : Λ −→ Ω a projeção estereográfica. Então,

| ∇(f ◦ P )(u, v) |= 1

2λ
tanα(p) ≤ tanα(p)

onde λ = 1 + x2 + y2, p = P (u, v), α(p) é o ângulo entre p e N(p) e ∇ denota o

gradiente de f ◦ P na métrica usual do R2.

Em relação a orientação do vetor normal N de um gráfico radial M de curvatura

média constante H ≤ 0, como já assumido na Proposição 1.2.1, trabalharemos com

a orientação 〈N(p), p〉 ≤ 0, para todo p ∈ M , isto é, o vetor normal aponta ”para

fora”da superf́ıcie.

Outras definições recorrentes durante o desenvolvimento do Caṕıtulo 4 são as

seguintes.

Definição 1.2.1 Seja Ω ⊂ S2 um domı́nio. Dada φ ∈ C2,α(∂Ω), dizemos que φ

admite barreiras locais em relação ao operador Q•H em p ∈ ∂Ω, se existem uma

vizinhança Ωp de p em S2 e funções s±p ∈ C0(Ωp ∩ Ω), diferenciáveis em p, que

satisfazem

s−p (p) = φ(p) = s+
p (p)

e

s−p ≤ w| Ωp∩Ω ≤ s+
p

onde w ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) é uma solução de Q•H = 0 com w|∂Ω = φ.
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Definição 1.2.2 Dizemos que φ é H − regular, se φ admite barreira (local) s±p

relativa a Q•H em cada ponto p ∈ ∂Ω. Além disso, requeremos a existência de C ≥ 0

tal que |∇s±p (p)| ≤ C, para todo p ∈ ∂Ω.

Notemos que o caso 0− regular é chamado, neste contexto, apenas de regular.

Na sequência citamos alguns resultados sobre o contexto radial, que utilizaremos

no desenvolvimento do Caṕıtulo 4. O primeiro resultado é denominado Teorema de

Serrin para as mı́nimas, e a prova pode ser verificada em [14], Teorema 17.

Teorema 1.2.1 ([29], p. 485) Sejam Ω ⊂ S2 um domı́nio convexo de classe C2,α

cujo fecho está contido em um hemisfério aberto de S2 e seja φ ∈ C2,α(∂Ω). Então,

existe um único gráfico radial mı́nimo sobre Ω tendo como bordo o gráfico radial de

φ.

Teorema 1.2.2 ([15], p. 386) Sejam Ω ⊂ S2 um domı́nio de classe C2,α e H uma

constante real não positiva. Dada ψ ∈ C2,α(∂Ω), suponha que ψ é H-regular. Se

existe v ∈ C2,α(Ω) cujo gráfico radial tem CMC H = 0, com v|∂Ω = ψ, então existe

um gráfico radial u ∈ C2,α(Ω) de CMC H tal que u|∂Ω = ψ.

Observamos que para a prova do Teorema 1.2.2 é necessária a mudança funcional

do Lema 1.2.1, onde consta que os operadores Q•H e TH são equivalentes. Também

notamos que TH é estritamente eĺıptico e localmente inverśıvel, e que as soluções de

TH = 0 satisfazem o Teorema 1.1.5. Estes fatos permitem a aplicação do Teorema

1.1.2 ao operador TH , para provar oTeorema 1.2.2.

Particularmente, quando φ ≡ 1, Rafael López em [23] provou o seguinte resultado

sobre a existência de gráfico radial de curvatura média constante.

Teorema 1.2.3 Sejam Ω ⊂ S2 um domı́nio estritamente convexo de classe C2,α

contido em um hemisfério de S2, k a curvatura geodésica de ∂Ω e H ≤ 0. Se

k > −H então existe um gráfico radial de curvatura média constante H dado por

u ∈ C2,α(Ω) ∩ C0(Ω) tal que u|∂Ω = 1.
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Caṕıtulo 2

Gráficos de CMC em R3 com dado

no bordo satisfazendo a CDL

Neste caṕıtulo trataremos da existência e unicidade de gráficos de curvatura média

constante em R3 com bordo prescrito satisfazendo a CDL, dentre os quais gráficos de

soluções do problema de Dirichlet (1) não contempladas no Teorema 0.0.1 (Teorema

de Serrin). Além disso, exploramos um resultado que nos dá uma estimativa do

gradiente de uma solução do problema (1) sob condições especiais envolvendo a

geometria e a classe de diferenciabilidade do domı́nio.

Em 1970, James Serrin provou em [28] o seguinte resultado, já mencionado na

introdução (Teorema 0.0.1).

“Seja H ≥ 0 e seja Ω ⊂ R2 um domı́nio limitado de classe C2 cujo bordo tem

curvatura k satisfazendo

k ≥ 2H. (2.1)

Então, o problema de Dirichlet (1) tem solução única para qualquer ϕ ∈ C0(∂Ω).”

Notemos que div, ∇ e |.| são o divergente, o gradiente e a norma euclidiana,

respectivamente, e do fato de H ≥ 0 e k ≥ 2H temos então que o domı́nio Ω é
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convexo.

Observamos que se (2.1) não ocorre, existem dados cont́ınuos no bordo ϕ, para

os quais o problema (1) não tem solução.

Uma questão natural que se coloca é: Se (2.1) não ocorre, é posśıvel caracterizar

uma famı́lia de domı́nios e dados no bordo neste contexto onde ainda podemos

garantir a existência de soluções de (1)? Respondemos esta pergunta neste caṕıtulo,

através do Teorema 2.2.1.

2.1 A condição de declividade limitada para gráficos

em R3

A noção da condição de declividade limitada vai de encontro à nossa indagação

anterior, ou seja, é uma noção que nos auxilia a encontrar soluções descritas pelo

problema (1) que não são posśıveis de se obter via Teorema de Serrin (Teorema

0.0.1).

Hartman e Nirenberg utilizaram em vários trabalhos na década de 1960 a definição

que ficou conhecida como a “condição da declividade limitada”(Definição 0.0.1). Em

[18], podemos obter maiores detalhes em relação as caracterizações e propriedades

de uma função que satisfaz a condição de declividade limitada.

No contexto de gráficos em R3 a definição é a que foi dada na introdução que

relembramos aqui.

Dizemos que Ω e ϕ satisfazem a condição de declividade limitada (CDL) com

constante K, se para todo ponto p = (z, ϕ(z)), z ∈ ∂Ω, existem funções afins lineares

π+
p e π−p definidas em x3 = 0, satisfazendo:

(i) π+
p (p) = ϕ(p) = π−p (p)

(ii) π−p (x) ≤ ϕ(x) ≤ π+
p (x),∀x ∈ ∂Ω

(iii) |∇π±p | ≤ K.
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Figura 2.1: CDL - condição de declividade limitada

Neste nosso caso, onde n = 2, a condição de declividade limitada é equivalente

a condição dos três pontos, que frequentemente aparece na literatura sobre as su-

perf́ıcies mı́nimas, no cálculo das variações não paramétricas e na teoria das equações

diferenciais parciais eĺıpticas.

Definição 2.1.1 Seja Ω ⊂ R2 um conjunto convexo, aberto e limitado e ϕ uma

função definida em ∂Ω. Dizemos que ϕ satisfaz a condição dos três pontos (CTP)

com constante K, se para cada conjunto de três pontos pj = (xj1, x
j
2, 0), j = 1, 2, 3,

de ∂Ω, existe um plano

z = 〈a, x〉+ c =
2∑
i=1

aixi + c

onde a = (a1, a2), x = (x1, x2) que passa pelos pontos Pj = (xj1, x
j
2, ϕ(xj1, x

j
2)), com

j = 1, 2, 3 e satisfazendo

|a| =

√√√√ 2∑
i=1

|ai|2 ≤ K

Suponhamos agora ∂Ω conexo e que a curva Γ = Graf(ϕ) satisfaz a CTP

(equivalente a dizer que (Ω, ϕ) satisfaz a CDL). Tome três pontos distintos de Γ,
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Pi = (pi, ϕ(pi)), i = 1, 2, 3. Notemos que se p1, p2, p3 são colineares, então P1, P2, P3

também são colineraes em Γ, caso contrário esses pontos determinam um plano ver-

tical, contradizendo (ii) e (iii) da CDL. Assim, se (Ω, ϕ) satisfazem a CDL, ϕ é

linear em segmentos de reta contidos ∂Ω. Se Ω é limitado e convexo então a curva

Γ satisfaz a condição dos três pontos com constante K, para quaisquer três pontos

distintos não colineares de Γ contidos num plano com declividade menor ou igual a

K.

Além disso, se Ω é estritamente convexo e ϕ ∈ C2,α(∂Ω) então (Ω, ϕ) satisfazem

a condição de declividade limitada para alguma constante K ≥ 0 (ver [18], página

505).

2.2 Um resultado de existência e unicidade para

gráficos de CMC em R2

Tendo por base a definição da condição de declividade limitada, temos o seguinte

resultado:

Teorema 2.2.1 Seja Ω um domı́nio limitado e convexo C2,α no plano e ϕ ∈ C0(∂Ω)

tal que Ω e ϕ satisfazem a condição de declividade limitada com constante K.

Suponha que

k ≥ H(1 +K2)2 (2.2)

onde k é a curvatura de ∂Ω. Então, dado t ∈ [0, 1], existe uma solução u ∈ C2(Ω)∩

C0(Ω) com QH(u) = 0 em Ω tal que u|∂Ω = tϕ. Além disso, se ϕ ∈ C2,α(∂Ω) então

sup
Ω
|∇u| ≤

tK
√
k2 − (1 + t2K2)3H2 +H

√
(1 + t2K2)3√

k2 − (1 + t2K2)3H2 − tKH
√

(1 + t2K2)3
. (2.3)

Em particular, se k > H(1 + t2K2)2,

sup
Ω
|∇u| <∞. (2.4)
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Observemos que o Teorema 2.2.1 nos fornece situações não contempladas pelo

Teorema de Serrin (Teorema 0.0.1).

Notemos ainda que, se para algum ponto z ∈ ∂Ω temos (1 +K2)2 < 2 e k < 2H,

pelo Teorema de Serrin (Teorema 0.0.1), ainda existe um dado cont́ınuo no bordo

(tendo inclinação maior que K), o qual não é restrição a ∂Ω de qualquer solução de

(1).

No que segue, veremos alguns lemas que serão úteis na demonstração do Teorema

2.2.1. O primeiro lema, denominado lema básico, reduz o problema de provar a

existência de soluções de (1) em domı́nios convexos com dado no bordo arbitrário,

para a prova da existência de soluções de (1) em domı́nios convexos, com dado no

bordo zero.

Lema 2.2.1 (Lema Básico) Seja Ω um domı́nio convexo do plano. Seja ϕ ∈

C0(∂Ω) tal que Ω e ϕ satisfazem a condição de declividade limitada com constante

K ≥ 0. Seja H ≥ 0 dado. Considere C(Ω) := Ω × R o cilindro sobre Ω. Suponha

que existe L ∈ R ∪ {+∞} com

0 ≤ L ≤ 1

K
(2.5)

tal que dado p = (z, ϕ(z)), z ∈ ∂Ω, pondo Λp = C (Ω) ∩ π+
p , existe solução vp ∈

C2(Λp) ∩ C0(Λp) de QH = 0 em Λp com vp|∂Λp = 0 satisfazendo

sup
Λp

|∇vp| ≤ L. (2.6)

Então, existe uma solução de (1). Além disso, existe no máximo uma solução de

(1) limitada. Se Ω é um domı́nio limitado de classe C2,α e ϕ ∈ C2,α(∂Ω), então o

gradiente da solução u de (1) é estimado por

sup
Ω
|∇u| ≤ K + L

1−KL
. (2.7)

O lema básico nos garante a existência e unicidade de solução de (1) em um

domı́nio convexo Ω desde que (Ω, ϕ) satisfazem a CDL e exista uma solução vp em

Λp, com gradiente limitado em Λp. Notemos que a constante L garante que a solução
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vp seja gráfico sobre Ω. Além disso, temos garantido uma estimativa do gradiente

da solução u no domı́nio Ω, desde que Ω e o dado no bordo sejam de classe C2,α.

Faremos agora a demonstração do Lema 2.2.1.

Demonstração Lema 2.2.1:

Vamos inicialmente construir uma supersolução relativa ao problema (1), com o

propósito de aplicar o Método de Perron (Teorema 1.1.11).

Afirmamos que dado p = (z, ϕ(z)), z ∈ ∂Ω, existe uma solução up ∈ C2(Ω) ∩

C0(Ω) de QH = 0 em Ω tal que up(z) = ϕ(z), up|∂Ω ≥ ϕ.

Com efeito, se H = 0 basta tomar up = π+
p |Ω.

Suponhamos então H > 0 e mostraremos que dado p = (z, ϕ(z)), z ∈ ∂Ω, o

gráfico de vp em Λp é também gráfico da função up ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) satisfazendo

QH(up) = 0 em Ω, up(z) = ϕ(z) e up|∂Ω ≥ ϕ.

Figura 2.2: Ilustração da situação descrita

Do Teorema 1.1.8, vp ∈ C3(Λp)∩C1(Λp) de modo que |∇vp|2 ∈ C2(Λp)∩C0(Λp).

Logo, da demonstração do Teorema 1.1.5 (detalhes em [6], Teorema 3.5) temos que

|∇vp|2 satisfaz um operador linear uniformemente eĺıptico de segunda ordem da
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forma (1.6) com c ≤ 0.

Desta forma, pela parte (c) do Corolário 1.1.1 obtemos

sup
Ω
|∇vp|2 = sup

∂Ω
|∇vp|2. (2.8)

Logo, pelo Teorema 1.1.4 temos que |∇vp|2 não atinge o máximo no interior de

Λp, a não ser que |∇vp|2 = c, onde c = constante, já que vp|∂Λp = 0.

Suponha que |∇vp|2 = c, ou seja, |∇vp| = c. Então, vp é linear e portanto H = 0.

O que é um absurdo, pois contradiz a hipótese H > 0.

Notemos que esta conclusão é óbvia se Ω é limitado, pois por hipótese vp|∂Λp = 0,

ou seja, o bordo do gráfico de vp está sobre o plano π+
p .

Agora, suponhamos que Ω é ilimitado, |∇vp| = c e vp ∈ C2(Λp) ∩ C0(Λp) é tal

que QH(vp) = 0 com vp|Λp = 0. Então obtemos ∆(vp +HCx2
i ) = 0, i = 1 ou 2, onde

C = (1 + |∇vp|2)−1/2, (x1, x2) ∈ Λp.

Para ver isto, definimos

wp : Λp −→ R

wp(x) = vp(x) +HCx2
i ,

com i = 1 ou 2.

Então,

∆wp(x) =
∂2vp
∂x2

1

+
∂2vp
∂x2

2

+ 2HC = ∆vp + 2HC. (2.9)

Como GrafE(vp) tem curvatura média constante H, então

QH(vp) := div

(
∇vp√

1 + |∇vp|2

)
+ 2H = 0.

Assim,

2H = −div(C−1∇vp) = −C−1div(∇vp) = −C−1∆vp.

Dáı, 2HC = −∆vp. Logo, por (2.9)

∆wp(x) = ∆vp −∆vp = 0.

Portanto, ∆(vp + HCx2
i ) = 0, i = 1, 2, ou seja, wp(x) = vp(x) + HCx2

i é

harmônica. Como |∇vp| = c, c = constante, para i 6= j temos
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Dxj
(vp +HCx2

i ) =
∂vp
∂xj

+
∂HCx2

i

∂xj
=
∂vp
∂xj

+ 0 = Dxj
vp.

Tendo em vista que wp = vp + HCx2
i é harmônica, pelo Teorema 2.2 de [16]

([16], p. 15), se existe y ∈ Λp tal que u(y) = sup
Λp

wp então wp é constante, ou seja,

vp +HCx2
i = c0.

Como |Dxj
vp| é limitado já que 0 ≤ |Dxj

vp| ≤ |∇vp| = c, segue que Dxj
vp é

constante, j = 1, 2, ou seja, teŕıamos GrafE(vp) um plano.

Portanto, quando H > 0, |∇vp| não é constante. Consequentemente |∇vp(q)| <

L, para todo q ∈ Λp, e de (2.8) resulta que

sup
Λp

|∇vp| ≤ L.

Neste caso, a condição (2.5) implica então que o gráfico de vp é também gráfico

da função up ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) de QH(up) = 0 em Ω tal que up(z) = ϕ(z), up|∂Ω ≥ ϕ.

De fato, denotando por Γ o plano normal a GrafE(π+
p ) e tangente a GrafE (ϕ)

em p, seja θ, γ e α os ângulos entre GrafE(π+
p ) e {z = 0}, Γ e {z = 0}, Γ e

GrafE(π+
p ), respectivamente, então:

γ ≤ θ + α.

Como
π

2
− θ < γ ≤ π

2
e
π

2
− α < γ ≤ π

2
obtemos

tan γ ≤ tan(θ + α). (2.10)

Tendo em vista que tan θ ≤ K e tanα ≤ L, segue que

tan γ =
tanα + tan θ

1− tanα tan θ
≤ L+K

1− LK
≤ +∞.

Logo, utilizando (2.6) e 2.5), temos que

tan γ =
1

K
≥ L ≥ |∇vp| (2.11)

provando, assim, nossa afirmação inicial, já que |∇vp| < L em Λp.
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Lembramos que ϕ ∈ C0(∂Ω). Seja {zn} ⊂ ∂Ω uma sequência densa em ∂Ω.

Fixe pn = (zn, ϕ(zn)) e defina supersoluções wn de (1) em Ω, colocando w1 = up1

e, assumindo que wn está bem definido para n ≥ 1, ponha wn+1 = min{upn+1 , wn}

(note que a próxima supersolução limita inferiormente as anteriores).

Desde que uq|∂Ω ≥ ϕ e uq(z) = ϕ(z), ∀q = (z, ϕ(z)), z ∈ ∂Ω, temos que wn(zj) = ϕ(zj), ∀j ∈ {1, ..., n}

wn|∂Ω ≥ ϕ.
(2.12)

Portanto, ∀n

inf
Ω
wn ≥ inf

∂Ω
(w−n := min{wn, 0}) ≥ inf

∂Ω
ϕ.

Visto que {wn} ⊂ C0(Ω) é uma sequência monótona não crecente de super-

soluções limitadas por baixo, {wn} converge uniformemente em compactos de Ω para

w ∈ C0(Ω), pois sabemos que toda sequência monótona limitada é convergente. Por

construção, w também é uma supersolução de (1). Logo, por continuidade, desde

que w(zn) = ϕ(zn), ∀n, temos w|∂Ω = ϕ. Portanto, constrúımos uma supersolução

w de QH = 0 em Ω com w = ϕ em ∂Ω.

Dado n ∈ N. Seja Dn o disco centrado na origem com raio n, ou seja Dn :=

B(0, n), e suponha que Ωn := Dn ∩ Ω 6= ∅, ∀n ≥ n0.

Pelo Teorema 1.1.11, a função un definida em Ωn por

un(z) := sup{s(z)|s é subsolução de (1) em Ωn e s|∂Ωn ≤ w∂Ωn}

é solução de (1), para n ≥ n0.

Como toda sequência num conjunto compacto possui subsequência convergente

para um ponto do compacto e pelo Teorema de Arzelá- Ascoli (ver [22], p. 244), segue

que existe uma subsequência de {un} convergindo uniformemente em compactos de

Ω para uma solução u ∈ C2(Ω) com QH = 0 em Ω.

Afirmamos que u se estende continuamente à ∂Ω e u|∂Ω = ϕ. Com efeito, dado

xn ∈ Ω, xn → z ∈ ∂Ω, como π−q é uma subsolução de (1), q = (z, ϕ(z)), z ∈ ∂Ω,

temos em Ω, π−q ≤ u ≤ w e

ϕ(z) = π−q (z) = lim
n→∞

π−q (xn) ≤ lim
n→∞

u(xn) ≤ lim
n→∞

w(xn) = w(z) = ϕ(z),
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isto é, ϕ(z) = u(z) = w(z), ∀z ∈ ∂Ω, dáı u|∂Ω = ϕ. Como xn → z e u(xn) → u(z)

resulta que u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω).

Portanto, existe solução u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) de QH = 0 tal que u∂Ω = ϕ.

Mostraremos que existe no máximo uma solução limitada de (1). Se Ω é limitado,

tome u, v soluções de QH = 0, tal que u|∂Ω = v|∂Ω, e ponha w = u − v. Então,

pela Proposição 1.1.3, L(w) = 0, onde L é um operador eĺıptico como em (1.6) com

c = 0, e o resultado segue agora do Teorema 1.1.4, já que sup
Ω
w = sup

∂Ω
w.

Se Ω é ilimitado e se u, v são duas soluções de (1) limitadas e coincidentes em

∂Ω então |u − v| é limitada em Ω, o que é um absurdo, pois contradiz o Teorema

1.1.7 , salvo se u = v.

Portanto, existe no máximo uma solução limitada de (1).

Suponhamos que Ω é um domı́nio limitado C2,α e que ϕ ∈ C2,α(∂Ω). Mostraremos

que o gradiente de u é estimado por (2.7).

Se
K + L

1−KL
= +∞,

incluindo a possibilidade K = 0 e L = +∞, então a desigualdade (2.7) é satisfeita,

pois é a primeira parte do Lema.

Assim, suponha que KL < 1 com L < +∞. Sob esta suposição, provaremos

que existe solução de (1) e obteremos uma estimativa de (2.7). Note que se Ω é um

domı́nio de classe C2,α então, para p = (z, ϕ(z)), z ∈ ∂Ω, Λp é um domı́nio de classe

C2,α.

Como vp ∈ C2(Λp) ∩ C0(Λp) é uma solução de QH = 0 em Λp com vp|∂Λp = 0

satisfazendo

sup
Λp

|∇vp| ≤ L < +∞,

então vp ∈ C2,α(Λp). Para provar isto, consideremos um operador linear eĺıptico

L(w) = (1 + (D1vp)
2)D22w − 2D1vpD2vpD12w + (1 + (D2vp)

2)D11w,

w ∈ C2
(
Λp

)
, e observamos que QH(vp) = 0 se, e somente se, L(vp) = f onde
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f = −2H
√

(1 + |∇vp|2)3,

já que,

QH(vp) = 0⇐⇒ div

(
∇vp√

1 + |∇vp|2

)
+ 2H = 0⇐⇒

(1 + (D1vp)
2)D22vp√

(1 + |∇vp|2)3
− 2D1vpD2vpD12vp√

(1 + |∇vp|2)3
+

(1 + (D2vp)
2)D11vp√

(1 + |∇vp|2)3
+ 2H = 0⇐⇒

L(vp) = −2H
√

(1 + |∇vp|2)3 = f.

Logo, pelo Teorema 1.1.9, temos que vp ∈ C2,α(Λp).

Além disso, se L <
1

K
então a função up definida em Ω cujo gráfico é o gráfico

de vp, é C2,α(Ω) e

|∇up(q)| ≤
K + L

1−KL
, ∀q ∈ Ω.

De fato, dado t ∈ [0, 1], então Ω e tϕ satisfazem a condição de declividade

limitada com constante tK. Por isso, em qualquer ponto pt = (z, tϕ(z)) do gráfico

de tϕ, z ∈ ∂Ω, podemos tomar planos π±pt
através de pt paralelos com π±p , p = p1 =

(z, ϕ(z)), satisfazendo π±pt
(z) = pt com

π−pt
(x) ≤ tϕ(x) ≤ π+

pt
(x), ∀x ∈ ∂Ω.

Pelo Teorema 1.1.5, temos uma estimativa a priori do gradiente para qualquer

solução u ∈ C2,α(Ω) com QtH = 0 em Ω e u|∂Ω = tϕ, t ∈ [0, 1] dada por

sup |∇u| ≤ tan γ = tan(α + θ) =
tanα + tan θ

1− tanα tan θ
=

L+K

1− LK

onde α, θ e γ são como em (2.10).

Como estamos nas hipóteses do Teorema 1.1.2, segue que para cada t ∈ [0, 1]

existe uma solução ut ∈ C2,α(Ω) da equação QtH = 0 em Ω com ut|∂Ω = tϕ.

Portanto, temos a existência de solução u ∈ C2,α(Ω) de QH = 0 em Ω com u|∂Ω = ϕ

e satisfazendo (2.7), como queŕıamos demonstrar.
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Necessitamos também do lema abaixo, que denominamos Lema Auxiliar, que

estabelece uma relação entre a curvatura da ∂Λp e a curvatura da ∂Ω, onde Λp =

tπ+
p ∩ C(Ω), em termos de t ∈ [0, 1] e da constante da condição de declividade

limitada K. Notemos que esta relação será fundamental na prova do Teorema 2.2.1,

tendo em vista o explicitado no Lema 2.2.1.

Lema 2.2.2 (Lema Auxiliar) Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio limitado e convexo. Seja

k a curvatura de ∂Ω e ϕ ∈ C0(∂Ω) tal que Ω e ϕ satisfazem a condição de declividade

limitada com constante K ≥ 0. Então a curvatura k de ∂Λp satisfaz:

k∂Λp ≥
k√

(1 + t2K2)3
(2.13)

onde Λp = GrafE(tπ+
p ) ∩ C(Ω), t ∈ [0, 1], C(Ω) := Ω × R e π+

p : Ω −→ R definido

como na Definição 0.0.1.

Demonstração:

Dados z0 ∈ ∂Ω e t ∈ [0, 1], sejam p = (z0, tϕ(z0)), Λp = GrafE(tπ+
p ) ∩ C(Ω),

onde GrafE(tπ+
p ) será denotado por tΠ+

p .

Seja γ(s) uma parametrização por comprimento de arco de ∂Ω, ou seja, γ(s) =

(γ1(s), γ2(s), 0) tal que |γ′
(s)| = 1. Então

α(s) = (γ(s), 〈a, (γ(s)− z0)〉+ tϕ(z0)), (2.14)

é uma parametrização de ∂Λp, para algum a ∈ R3 com 〈a, (0, 0, 1)〉 = 0, onde 〈.〉 é

o produto interno em R3.

De fato, seja α(s) = (γ1(s), γ2(s), w(s)) uma parametrização de ∂Λp para alguma

função w.

Se K = 0, o resultado é óbvio pois |∇tπ+
p | = K = 0 e k∂Λp = k.

Suponhamos então K > 0 e consideremos a reta r = tΠ+
p ∩ {(x1, x2, x3) ∈

R3;x3 = 0}.
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Sejam (a, b, 0) 6= (0, 0, 0) e (e, f, g) com g 6= 0 vetores do R3, paralelos a r e tΠ+
p

respectivamente, que geram o plano tΠ+
p .

Notemos que o vetor normal a tΠ+
p é dado por

N = (a, b, 0)× (e, f, g) = (bg,−ag, af − be)

e, sem perda de generalidade, consideremos a, b, e, f, g tal que

|N | = (bg)2 + (−ag)2 + (af − be)2 = 1.

Dado z0 ∈ ∂Ω,

z0 = γ(s0) = (γ1(s0), γ2(s0), 0)

temos

p = (γ1(s0), γ2(s0), tπ+
p (z0)) ∈ ∂Λp.

Tome p ∈ tΠ+
p e x ∈ R3. Então, se o vetor px é perpendicular a N , temos a

equação do plano tΠ+
p dado por 〈x− p,N〉 = 0. Logo,

0 = 〈x,N〉 − 〈p,N〉

= 〈(x1, x2, x3), (bg,−ag, af − be)〉 − 〈p,N〉

= bgx1 − agx2 + (af − be)x3 − 〈p,N〉. (2.15)

Assim, (af − be)x3 = −bgx1 + agx2 + 〈p,N〉, ou seja,

x3 =
−bgx1 + agx2 + 〈p,N〉

af − be
= Ax1 +Bx2 +D, (2.16)

onde A =
−bg

af − be
, B =

ag

af − be
e D =

〈p,N〉
af − be

.

Como (z0, tπ
+
p (z0)) ∈ tΠ+

p , obtemos tπ+
p (z0) = Aγ1(s0) +Bγ2(s0) +D. Então,

D = tπ+
p (z0)− Aγ1(s0)−Bγ2(s0)

= 〈(−A,−B, 1), (γ1(s0), γ2(s0), tπ+
p (z0))〉

= 〈(−A,−B, 1), p〉. (2.17)
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De (2.16) e (2.17), temos que

x3 = Ax1 +Bx2 +D

= Ax1 +Bx2 + 〈(−A,−B, 1), p〉

= Ax1 +Bx2 + tπ+
p (q)− Aγ1(s0)−Bγ2(s0). (2.18)

Logo,

w(s) = tπ+
p (z0) + Aγ1(s) +Bγ2(s)− Aγ1(s0)−Bγ2(s0)

= tπ+
p (γ(s0)) + 〈(A,B, 0), γ(s)〉 − 〈(A,B, 0), γ(s0)〉

= tπ+
p (γ(s0)) + 〈(A,B, 0), γ(s)− γ(s0)〉. (2.19)

Portanto,

α(s) = (γ1(s), γ2(s), w(s))

= (γ1(s), γ2(s), tπ+
p (γ(s0)) + 〈(A,B, 0), γ(s)− γ(s0)〉)

= (γ1(s), γ2(s), 0) + (0, 0, tπ+
p (γ(s0)) + 〈(A,B, 0), γ(s)− γ(s0)〉)

= (γ(s), 〈J, (γ(s)− z0)〉+ tϕ(z0)) (2.20)

onde J = (A,B, 0) e tπ+
p (γ(s0)) ≡ tϕ(z0).

De 2.20 segue

α(s) = (γ1(s), γ2(s), 〈J, γ(s)− z0〉+ tϕ(z0)) =⇒

α
′
(s) = (γ

′

1(s), γ
′

2(s), 〈J, γ′
(s)〉 =⇒

α
′′
(s) = (γ

′′

1 (s), γ
′′

2 (s), 〈J, γ′′
(s)〉.

Usando o fato que γ é parametrizado por comprimento de arco, temos que

|γ′
(s)|2 = 1, 〈γ′

(s), γ
′′
(s)〉 = 0 (pois |γ′

(s)|2 = 1 =⇒ d

ds
〈γ′

(s), γ
′
(s)〉 = 0 =⇒

2〈γ′
(s), γ

′′
(s)〉 = 0), donde

〈α′
(s), α

′
(s)〉 = 〈(γ′

1(s), γ
′

2(s), 〈J, γ′
(s)〉), (γ′

1(s), γ
′

2(s), 〈J, γ′(s)〉)〉

= (γ
′

1(s))2 + (γ
′

2(s))2 + 〈J, γ′
(s)〉2

= ‖γ′
(s)‖2 + 〈J, γ′

(s)〉2

= 1 + 〈J, γ′
(s)〉2, (2.21)
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〈α′′
(s), α

′′
(s)〉 = 〈(γ′′

1 (s), γ
′′

2 (s), 〈J, γ′′
(s)〉), (γ′′

1 (s), γ
′′

2 (s), 〈J, γ′′(s)〉)〉

= (γ
′′

1 (s))2 + (γ
′′

2 (s))2 + 〈J, γ′′
(s)〉2

= ‖γ′′
(s)‖2 + 〈J, γ′′

(s)〉2

= k2 + 〈J, γ′′
(s)〉2, (2.22)

e

〈α′
(s), α

′′
(s)〉 = 〈(γ′

1(s), γ
′

2(s), 〈J, γ′
(s)〉), (γ′′

1 (s), γ
′′

2 (s), 〈J, γ′′(s)〉)〉

= γ
′

1(s)γ
′′

1 (s) + γ
′

2(s)γ
′′

2 (s) + 〈J, γ′
(s)〉.〈J, γ′′

(s)〉. (2.23)

Relembremos que a curvatura de α em R3 é dada por

kα :=

√
〈α′ , α′〉〈α′′ , α′′〉 − 〈α′ , α′′〉2√

〈α′ , α′〉3
. (2.24)

Assim, de (2.24) resulta que

kα =

√
(1 + 〈J, γ′(s)〉2)(k2 + 〈J, γ′′(s)〉2)− (〈J, γ′(s)〉.〈J, γ′′(s)〉)2√

(1 + 〈J, γ′(s)〉2)3

=

√
k2 + 〈J, γ′′(s)〉2 + k2〈J, γ′(s)〉2 + 〈J, γ′(s)〉2.〈J, γ′′(s)〉2 − 〈J, γ′(s)〉2.〈J, γ′′(s)〉2√

(1 + 〈J, γ′(s)〉2)3

=

√
k2 + 〈J, γ′′(s)〉2 + k2〈J, γ′(s)〉2√

(1 + 〈J, γ′(s)〉2)3
. (2.25)

Notemos que

k2〈J, γ′
(s)〉2 + 〈J, γ′′

(s)〉2 = k2|J |2|γ′
(s)|2 cos2 θ1 + |J |2|γ′′

(s)|2 cos2 θ2

= k2|J |2 cos2 θ1 + |J |2k2 cos2 θ2

= k2|J |2(cos2 θ1 + cos2 θ2), (2.26)

onde θ1 é o ângulo entre J e γ
′

e θ2 é o ângulo entre J e γ
′′
.

Temos que γ
′ ⊥ γ

′′
, então quatro possibilidades são posśıveis:
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θ1 + θ2 =
π

2
|θ1 − θ2| =

π

2

θ1 + θ2 =
3π

2
θ1 + θ2 = 0.

Em qualquer caso, usando as relações trigonométricas, ocorre

cos2 θ1 + cos2 θ2 = 1.

Por exemplo, para o caso (i),

cos2 θ1 + sin2 θ1 = 1⇐⇒ cos2 θ1 + cos2(
π

2
− θ1) = 1⇐⇒ cos2 θ1 + cos2 θ2 = 1

Dáı, de (2.26), obtemos

k2〈J, γ′
(s)〉2 + 〈J, γ′′

(s)〉2 = k2|J |2. (2.27)

Como N = (a, b, 0) x (e, f, g) = (bg,−ag, af − be) é normal unitário a tΠ+
p então

(bg,−ag, af − be)
af − be

= (−A,−B, 1) (2.28)

também é normal a tΠ+
p . Seja θ o ângulo entre {(x1, x2, x3) ∈ R3;x3 = 0} e tΠ+

p ,

dáı

cos θ =
〈(0, 0, 1), (−A,−B, 1)〉
|(0, 0, 1)||(−A,−B, 1)|

=
1√

A2 +B2 + 1
. (2.29)

Da relação trigonométrica cos2 θ =
1

1 + tan2 θ
e de (2.29) segue

1

A2 +B2 + 1
=

1

1 + tan2 θ
. (2.30)

Por hipótese, Ω e ϕ satisfazem a condição de declividade limitada com constante

K ≥ 0, logo |∇tπ+
p | = tK = tan θ. Assim, usando (2.30), temos

tan θ = tK =
√
A2 +B2 (2.31)

e notemos também que

|J |2 = 〈J, J〉 = 〈(A,B, 0), (A,B, 0)〉 = A2 +B2 = t2K2. (2.32)

49



Segue de (2.27) que k2〈J, γ′
(s)〉2 + 〈J, γ′′

(s)〉2 = k2t2K2.

Logo, de (2.25) e (2.32) obtemos

kα =

√
k2 + 〈J, γ′′(s)〉2 + k2〈J, γ′(s)〉2√

(1 + 〈J, γ′(s)〉2)3

=

√
k2 + k2|J |2√

(1 + 〈J, γ′(s)〉2)3

=

√
k2 + k2t2K2√

(1 + 〈J, γ′(s)〉2)3

=
k
√

1 + t2K2√
(1 + 〈J, γ′(s)〉2)3

. (2.33)

Assim, de (2.32), obtemos

cos2 θ1 =
〈J, γ′

(s)〉2

|J |2|γ′(s)|2
=
〈J, γ′

(s)〉2

|J |2
=
〈J, γ′

(s)〉2

t2K2
. (2.34)

Então

0 ≤ 〈J, γ′
(s)〉2 = t2K2 cos2 θ1 ≤ t2K2. (2.35)

Portanto, de (2.33) e (2.35),

kα = k

√
1 + t2K2

(1 + 〈J, γ′(s)〉2)3

≥ k

√
1 + t2K2 − t2K2

(1 + 〈J, γ′(s)〉2)3

≥ k

√
1

(1 + t2K2)3

=
k√

(1 + t2K2)3
,

provando assim este Lema.

�

Com base no Lema 2.2.1 e Lema 2.2.2 vamos provar o principal resultado deste

caṕıtulo.
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Demonstração do Teorema 2.2.1:

Dados z0 ∈ ∂Ω e t ∈ [0, 1], sejam p = (z0, tϕ(z0)), Λp = (tΠ+
p ) ∩ C(Ω), onde

tΠ+
p é o plano dado como gráfico de uma função tπ+

p : {x3 = 0} −→ R, e γ(s) uma

parametrização por comprimento de arco de ∂Ω.

Então, por (2.20), temos que

α(s) = (γ(s), 〈J, (γ(s)− z0)〉+ tϕ(z0))

é uma parametrização de ∂Λp, para algum J ∈ R3 com 〈J, (0, 0, 1)〉 = 0.

Do Lema 2.2.2, temos que

kα ≥
k√

(1 + t2K2)3
,

e da hipótese (2.2), segue que ∀t ∈ [0, 1] temos k ≥ H(1 + t2K2)2.

Logo,

kα ≥
k√

(1 + t2K2)3
≥ H(1 + t2K2)2√

(1 + t2K2)3
= H
√

1 + t2K2 ≥ H. (2.36)

Pelo Corolário 1.1.4, temos a existência de solução vp ∈ C2(Λp) ∩ C0(Λp) de (1)

em Λp com vp|∂Λp = 0. Da estimativa (1.8), segue que

|∇vp|2 ≤
H2

k2
α1
−H2

, (2.37)

onde kα1 = min kα.

De (2.36) e (2.2) obtemos

|∇vp|2 ≤
H2

k2
α1
−H2

≤ H2

k2

(1 + t2K2)3
−H2

= L2.
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Em particular,

L2 ≤

k2

(1 + t2K2)4

k2

(1 + t2K2)3
− k2

(1 + t2K2)4

=

k2

(1 + t2K2)4

k2

(
(1 + t2K2)4 − (1 + t2K2)3

(1 + t2K2)12

)
=

(1 + t2K2)3

(1 + t2K2)4 − (1 + t2K2)3

=
1

(1 + t2K2)− 1
=

1

t2K2
. (2.38)

Então,

|∇vp| ≤ L ≤ 1

tK
.

Consequentemente,

sup
Λp

|∇vp| ≤ L.

Assim estamos nas hipóteses do Lema 2.2.1 e portanto, dado t ∈ [0, 1], existe

solução u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) com QH(u) = 0 em Ω tal que u|∂Ω = tϕ (bastando

aplicar o lema a cada t).

Suponhamos agora Ω um domı́nio limitado C2,α e ϕ ∈ C2,α(∂Ω). Mostremos que

(2.3) é satisfeito.

Do Lema 2.2.1 temos que o gradiente de u é estimado por (2.7) onde

L2 =
H2

k2

(1 + t2K2)3
−H2

.

Então

L2 =
H2

k2

(1 + t2K2)3
−H2

=
H2(1 + t2K2)3

k2 −H2(1 + t2K2)3
,
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o que implica que

L =
H(1 + t2K2)

√
1 + t2K2√

k2 −H2(1 + t2K2)3
. (2.39)

Por (2.7) do Lema 2.2.1 temos então que

sup
Ω
|∇u| ≤ tK + L

1− tKL
.

Portanto,

sup
Ω
|∇u| ≤ tK + L

1− tKL

=

tK +
H(1 + t2K2)

√
1 + t2K2√

k2 −H2(1 + t2K2)3

1− tKH(1 + t2K2)
√

1 + t2K2√
k2 −H2(1 + t2K2)3

=
tK
√
k2 −H2(1 + t2K2)3 +H(1 + t2K2)

√
1 + t2K2√

k2 −H2(1 + t2K2)3 − tKH(1 + t2K2)2
√

1 + t2K2

=
tK
√
k2 − (1 + t2K2)3H2 +H

√
(1 + t2K2)3√

k2 − (1 + t2K2)3H2 − tKH
√

(1 + t2K2)3
,

o que conclui a prova deste Teorema.

�

2.3 Solução com gradiente limitado

Do Teorema de Serrin 0.0.1, não obtemos nenhuma informação em relação a limitação

ou não do gradiente de uma solução. Veremos em seguida, um resultado que tem

como principal contribuição à teoria o fato de nos assegurar que uma solução u ad-

vinda do Teorema de Serrin, possui gradiente limitado se o dado no bordo satisfaz

a condição de declividade limitada.

Teorema 2.3.1 Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio limitado C2,α e ϕ ∈ C0(∂Ω) tal que Ω

e ϕ satisfazem a condição de declividade limitada com constante K ≥ 0. Dado

H ≥ 0, suponha que k ≥ 2H, onde k é a curvatura da ∂Ω. Então, existe solução
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u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) com gradiente limitado tal que u|∂Ω = ϕ. Além disso, se k ≥

2H
√

1 +K2 então

sup
Ω
|∇u| < K

√
k2 − 4H2 + 2H√

k2 − 4H2 − 2KH
. (2.40)

Demonstração:

Dividiremos a demonstração do teorema em dois casos: ϕ ∈ C2,α(∂Ω) e ϕ ∈

C0(∂Ω).

Suponha ϕ ∈ C2,α(∂Ω). Como Ω é C2,α podemos supor ϕ ∈ C2,α(Ω).

Tomemos t ∈ [0, 1]. Assim, dado pt = (z, tϕ(z)), z ∈ ∂Ω, definimos

Λpt = GrafE(tπ+
p ) ∩ (Ω× R).

Tendo em vista que Ω é C2,α e GrafE(tπ+
p ) é um plano, segue que Λpt é um

domı́nio C2,α, ou seja, Λpt é uma região planar limitada e C2,α.

Afirmamos que Λpt é um domı́nio planar limitado situado entre duas retas para-

lelas l1, l2 com

d(l1, l2) ≤ 1

H
.

Com efeito, tome z ∈ ∂Ω e l1 a reta tangente a ∂Ω em z. Como k ≥ 2H e H ≥ 0

então Ω é convexo. Da convexidade de Ω implica que ∂Ω está toda de um mesmo

semi-plano de l1. Seja C o ćırculo de raio 1/2H tangente a ∂Ω em z e contido no

mesmo semi-espaço determinado por l1 no qual está ∂Ω. Por hipótese k∂Ω ≥ 2H,

então ∂Ω está contida no interior da região delimitada por C. Logo, considerando

l2 reta tangente a ∂Ω paralela a l1, obtemos

d(l1, l2) ≤ 2R = 2
1

2H
=

1

H
.

Desta forma, segue do Corolário 1.1.5 que dado h ∈ [0, H], existe uma solução

vpt,h ∈ C2,α(Λpt) com Qh = 0 em Λpt e vpt,h|∂Λpt
= 0.

Seja Gpt,h o gráfico euclidiano de vpt,h. Claramente, Gpt,h é uma superf́ıcie suave

compacta de curvatura média constante h tendo como bordo um gráfico que coincide

com GrafE(tϕ) em pt, para qualquer h ∈ [0, H].

Defina,
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Spt = {h ∈ [0, tH];Gpt,h é um gráfico C2,α sobre Ω}

onde Gpt,h é definido como acima.

Mostraremos de modo usual que Spt = [0, tH], ou seja, Spt 6= ∅, aberto e fechado

em [0, tH]. Como h = 0 ∈ [0, tH] e Gpt,0 é o próprio Λpt que é um gráfico C2,α sobre

Ω, então 0 ∈ Spt e por conseguinte Spt 6= ∅.

Notemos que t ∈ [0, 1] e ϕ ∈ C2,α(Ω), ponha

C2,α
0 (Ω) = {vpt,h ∈ C2,α(Λpt); vpt,h|∂Λpt

= 0}.

Fixe t e defina

T : [0, tH]× C2,α
0 (Ω) −→ Cα(Ω)

T (h, v) = Qh(v + tϕ).

Então

D2T (h0, v0) = Lh : C2,α
0 (Ω) −→ Cα(Ω)

D2T (h0, v0)(v) =
d

dt
T (h0, v0 + tv)|t=0,

é um homeomorfismo linear. Este é um resultado clássico da teoria de EDP Eĺıpticas

(olhar Método da Continuidade). Desta forma, pelo teorema das funções impĺıcitas,

conclúımos a abertura de Spt .

Para provarmos o fechamento de Spt , consideremos hn ∈ Spt uma sequência

convergente para h ∈ [0, tH] e mostremos que Gpt,h é um gráfico C2,α sobre Ω.

Como hn ∈ Spt , então cada Gpt,hn é gráfico sobre Ω, onde Gpt,hn está contido no

cilindro sólido Ω×R sobre Ω, para todo n, e assim Gpt,h também está contido sobre

o cilindro.

Pelo teorema da função impĺıcita, segue que a norma C1 de vpt,h depende con-

tinuamente de h.

É fato que o gráfico de tϕ divide a superf́ıcie M := ∂(Ω×R) em suas componentes

conexas. Defina M+ a parte do gráfico que contém a terceira coordenada maior.
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Afirmamos que M+ é uma superf́ıcie suave tendo como bordo o gráfico de tϕ e

curvatura média maior ou igual a H.

Com efeito, como a curvatura do cilindro na direção de e3 é nula e k∂Ω ≥ 2H

obtemos

HM+ =
k1 + k2

2
≥ 0 + 2H

2
= H.

Notemos que a cada t fixo temos um ponto de tangência entre Gpt,h e M+ que

é dado por pt. Assim, variando t, pelo prinćıpio da tangência no bordo (Teorema

1.1.10), segue que Gpt,h e M+ são transversais ao longo do gráfico de tϕ. Isto

implica que Gpt,h é um gráfico C2,α(Ω) tal que h ∈ [0, tH] com t ∈ [0, 1], concluindo

o fechamento de Spt .

Portanto, Spt = [0, tH]. Consequentemente, garantimos a existência de wz,t ∈

C2,α(Ω), z ∈ ∂Ω e t ∈ [0, 1], cujo gráfico é uma superf́ıcie Gpt,tH , com pt = (z, tϕ(z)).

Diretamente do teorema da função impĺıcita, temos que a norma C1 de wz,t

depende continuamente de z ∈ ∂Ω e t ∈ [0, 1], tal que

T := sup
t∈[0,1]

sup
z∈∂Ω

sup
Ω
|∇wz,t| <∞

onde usamos o fato de ∂Ω e [0, 1] serem compactos. Assim, para um dado domı́nio

Ω, a constante T depende continuamente apenas de H e K.

Assim sendo, dado z ∈ ∂Ω e t ∈ [0, 1] obtemos a solução wz,t ∈ C2,α(Ω) de

QtH = 0 em Ω tal que 
sup

Ω
|∇wz,t| ≤ T

wz,t(z) = tϕ(z)

wz,t|∂Ω ≥ tϕ.

Temos tπ−p uma subsolução de QtH = 0, p = (z, tϕ(z)), já que QtH(tπ−p ) ≥ 0,

com |∇tπ−p | ≤ tK.

Pelo pŕıncipio do máximo, Teorema 1.1.3, qualquer solução u ∈ C2,α(Ω) de

QtH = 0 em Ω, com u|∂Ω = tϕ satisfaz

sup
Ω
u = sup

∂Ω
u
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e pelo pŕıncipio do máximo para a norma do gradiente, Teorema 1.1.5, satisfaz

sup
Ω
|∇u| = sup

∂Ω
|∇u|.

Portanto, dado t ∈ [0, 1] qualquer solução u ∈ C2,α(Ω) de QtH = 0 tal que

u|∂Ω = tϕ satisfaz uniformemente a estimativa C1 a priori. Então, pelo método da

continuidade (Teorema 1.1.2), existe uma solução u ∈ C2,α(Ω) de QH = 0 em Ω tal

que u|∂Ω = ϕ e

sup
Ω
|∇u| ≤ T.

Desta forma, a prova do teorema está conclúıda para o caso ϕ ∈ C2,α(∂Ω),

pois existe solução u ∈ C2,α(Ω) ⊂ C2(Ω) ∩ C0(Ω) com gradiente limitado tal que

u|∂Ω = ϕ.

Suponha agora o caso onde ϕ ∈ C0(∂Ω).

Consideremos as sequências ϕ±n ∈ C2,α(∂Ω) satisfazendo a condição de declivi-

dade limitada com constante Kn tal que

ϕ±n −→
n→∞

ϕ e Kn−→
n→∞

K,

temos

lim
n→∞

(|ϕ±n − ϕ|0;∂Ω + |Kn −K|) = 0 (2.41)

e, ∀n ∈ N,

ϕ−n ≤ ϕ ≤ ϕ+
n .

Dado n, como ϕ ∈ C2,α(∂Ω), pelo caso anterior temos uma solução correspon-

dente un de ϕn. Considerando as estimativas uniformes C1 (gradiente e solução) da

sequência (un) em todo o domı́nio Ω, pelo Teorema de Arzelá-Ascoli (ver [22], pg.

244) vemos que existe subsequência de (un) convergindo em compactos de Ω a uma

solução u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) com QH = 0 em Ω tal que u|∂Ω = ϕ.

Desde que a convergência é C1 em todo ponto de Ω, então a estimativa uniforme

do gradiente da sequência un garante que u tem gradiente limitado em Ω, o que

demonstra o caso C0.
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Suponha agora que k ≥ 2H
√

1 +K2 e mostraremos que (2.40) é satisfeita.

Para mostrar que (2.40) é satisfeita basta provarmos que

|∇vp| ≤
2H√

k2 − 4H2
, (2.42)

para algum p = (z, ϕ(z)), z ∈ ∂Ω com vp = vp1,H , de acordo com a notação usada

anteriormente. De fato, por hipótese

k ≥ 2H
√

1 +K2 ⇐⇒

k2 ≥ 4H2(1 +K2)⇐⇒

k2 − 4H2 ≥ 4H2K2 ⇐⇒
√
k2 − 4H2 ≥ 2HK ⇐⇒

2H√
k2 − 4H2

≤ 1

K
, (2.43)

donde,

sup
Λp

|∇vp| ≤ L :=
2H√

k2 − 4H2
≤ 1

K

e então, do Lema 2.2.1, vem que

sup
Ω
|∇u| ≤ K + L

1−KL

≤
K +

2H√
k2 − 4H2

1− 2KH√
k2 − 4H2

=
K
√
k2 − 4H2 + 2H√
k2 − 4H2

.

√
k2 − 4H2

√
k2 − 4H2 − 2KH

=
K
√
k2 − 4H2 + 2H√

k2 − 4H2 − 2KH
.

Para mostrar (2.42), consideremos o caso onde ϕ ∈ C2,α(∂Ω). A estimativa do

caso geral será obtida como o limite das estimativas uniformes do gradiente das

soluções (un) relativas a sequência de dados no bordo ϕ±n de classe C2,α, como já

mencionado anteriormente.

Como Λp é um domı́nio convexo situado entre duas linhas paralelas l1 e l2,

com d(l1, l2) ≤ 2R = 2/k, e considerando a parte do cilindro de curvatura média
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constante H tendo como bordo as linhas l1, l2, podemos afirmar que a altura do

gráfico Gp de vp é no máximo √
k2 − 4H2

2Hk
. (2.44)

Com efeito, seja θ o ângulo entre os planos GrafE
(
π+
p

)
e Π = {(x1, x2, x3) ∈

R3;x3 = 0}. Então, tan θ ≤ K.

Temos e3 normal ao plano Π e seja −→w o vetor normal a GrafE
(
π+
p

)
. Então, o

ângulo entre −→w e e3 é θ.

Seja A ∈ Λp e considere a reta ρ que passa por A e tem a direção de −→w . Seja

B um ponto de ρ, tal que AB = R = 1
k
. Seja s a reta paralela a GrafE

(
π+
p

)
que

passa por B e que intercepta a reta µ que passa por A e tem a direção de e3.

Logo fica determinado o triângulo ABC, retângulo em B, tal que {C} = µ ∩ s.

Seja h, δ eR o comprimento de AC,CB e BA, respectivamente.

Assim, por Pitágoras, h2 = δ2 +R2 =⇒ δ =
√
h2 −R2.

Por outro lado,
1

K
= cot θ =

R

δ
=

R√
h2 −R2

.

Então,

1

K2
=

R2

h2 −R2
⇐⇒ h2 = R2(K2 + 1) ≤ R2K2. (2.45)

De (2.45) e usando (2.43) obtemos

h ≤ RK =
1

k
R ≤

√
k2 − 4H2

2Hk

Portanto, o gráfico de vp tem altura máximo dada por (2.44), provando nossa

afirmação.

Desta forma, podemos usar a parte do cilindro dado por

z(x, y) =

√
1

4H2
− x2 −

√
k2 − 4H2

2Hk
, −1

k
≤ x ≤ 0,
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onde (x, y) são coordenadas cartesianas de Λp, como barreira em todo ponto da ∂Λp

(bastando tomar partes de cilindro congruente a este).

Consequentemente, para todo p ∈ ∂Λp,

|∇vp| < |∇z| =
2H√

k2 − 4H2
,

provando assim (2.40).

�
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Caṕıtulo 3

Gráficos Parabólicos de CMC em

H3 com dado no bordo

satisfazendo a CDL

Neste caṕıtulo introduzimos a definição da condição de declividade limitada para

gráficos parabólicos e apresentamos resultados de existência e unicidade de gráficos

parabólicos de curvatura média constante em H3 com bordo prescrito, não contem-

plado por uma extensão do Teorema de Serrin para este contexto.

Considere GH = {φr}r∈R o subgrupo a 1-paramêtro de isometrias de U3 do tipo

parabólico cujas órbitras são ortogonais a P := {(x, y, z) ∈ R3; y = 0 e z > 0}, e

denomine por C(Ω) o conjunto

C(Ω) := {φr(p); p ∈ Ω}.

Uma extensão do caso suave até o bordo do Teorema 0.0.1 para os gráficos

parabólicos, é dado pelo Teorema 0.0.2, que repetimos aqui:

“Seja Ω ⊂ P um domı́nio de classe C2,α e seja H ≥ 0. Suponha que

H ≤ HC , (3.1)
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onde HC é a curvatura média do cilindro parabólico C(∂Ω) e onde C(∂Ω) é orien-

tado pelo vetor unitário normal apontando para a componente conexa de H3\C(∂Ω).

Então existe uma única função u ∈ C2,α(Ω) tal que Q?
H

(u) = 0

u|∂Ω = ϕ,
(3.2)

onde ϕ ∈ C2,α(∂Ω) é dada a priori e Q?
H

é dado por (1.10)”.

No entanto, se (3.1) não ocorre, ainda assim podem existir soluções do problema

(3.2) sob algumas hipóteses extras sobre o domı́nio Ω e sobre o dado no bordo ϕ.

Um exemplo que esclarece este comentário anterior é o que segue.

Exemplo 3.0.1 Seja B a bola euclidiana de centro (0, 0, 2) e raio 1, B ⊂ P.

Notemos que a curvatura euclidiana k∂B = 1. Como a curvatura hiperbólica é dada

por k∂B = x3k∂B + η3, em (0, 0, 1) temos que k∂B = 1.1 + 1 = 2. Logo, k∂B ≥ 2.

Tome a = 1. Dáı, k∂B ≥ 2 > a = 1 e considere h : B −→ [−1, 1], h ∈ C l.

Pelo Teorema 1.1.12, existe uma função g ∈ C l+2,α, 0 < α < 1, g : B −→ R,

g|∂B = 0, cujo gráfico é uma superf́ıcie de curvatura média h no espaço hiperbólico.

Note que a curvatura média euclidiana HC(∂B) é 1/2 e como a curvatura média

hiperbólica é dada por HC(∂B) = x3HC(∂B) +η3 temos, em (0, 0, 3), HC(∂B) = 3.1/2−

1 = 1/2.

Assim, para h ∈ (1/2, 1], existe u ∈ C2,α(B) tal que Q?
H

(u) = 0, u|∂B = 0 e

HC(B) < h (pelo Teorema 1.1.12).

Portanto, mostramos uma solução com bordo nulo que não é contemplada via Teo-

rema 0.0.2.

Logo, pondo HC a curvatura média do cilindro sobre Ω ⊂ P, surge mais uma

questão: Se H > HC e ϕ 6= 0, ainda é posśıvel caracterizar uma famı́lia de domı́nios

e dados no bordo neste contexto onde ainda podemos garantir a existência de solução

de (3.2)?
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É natural que nos concentremos então no problema (3.2), onde ϕ ∈ C2,α(∂Ω),

já que podemos neste caso usar o Teorema 1.1.2, uma ferramenta poderosa neste

contexto.

3.1 A condição de declividade limitada para gráficos

parabólicos em H3

A noção da condição de declividade limitada do caso euclidiano aponta uma direção

para definir uma condição similar no contexto hiperbólico. A esta nova noção de de-

clividade limitada denominaremos por “condição de declividade limitada parabólica”.

Definição 3.1.1 Seja Ω ⊂ P. Dizemos que (Ω, ϕ) satisfaz a condição da declividade

limitada parabólica com constante K ≥ 0, se para cada ponto p ∈ ∂Ω, existem

superf́ıcies equidistantes Σ±p dadas como gráficos parabólicos de funções π±p : P −→ R

tal que

(i) π+
p (p) = ϕ(p) = π−p (p)

(ii) π−p (q) ≤ ϕ(q) ≤ π+
p (q),∀q ∈ ∂Ω

(iii) |gradπ±p | ≤ K, em Ω

onde grad denota o gradiente em P (na métrica de P).

Observamos que Σ±p quando visto em U3 são intersecções de planos euclidianos

não horizontais com R3
+ (note que não são intersecções de esferas euclidianas com

centro fora de R3
+ com R3

+).

No que segue, para uma função u ∈ C2(Ω), |∇u| denotará o gradiente euclidiano

de u e |gradu| denotará o gradiente no sentido hiperbólico.
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Figura 3.1: CDLP - condição de declividade limitada parabólica

3.2 Resultado de existência e unicidade para gráficos

parabólicos de CMC em H3

Com base na definição acima enunciaremos o principal resultado deste caṕıtulo, que

desejamos demonstrar no desenvolvimento do mesmo:

Teorema 3.2.1 Seja Ω ⊂ P um domı́nio limitado, simplesmente conexo de classe

C2,α e seja ϕ ∈ C2,α(∂Ω). Suponha que (Ω, ϕ) satisfaça a condição de declividade

limitada parabólica com constante K ≥ 0. Seja k a curvatura da ∂Ω em H3, no

sentido hiperbólico, com respeito a orientação interna. Dado

H ≥ K√
K2 + 1

se

k > δ(H + 1)(1 +K2)2 + 1

então existe u ∈ C2,α(Ω) solução de Q?
H

= 0 em Ω, com u|∂Ω = ϕ.

Notemos que este teorema faz uso da condição de declividade limitada e nos

capacita solucionar o problema (3.2) para domı́nios mais gerais do que aqueles dados

pela extensão do caso suave do Teorema de Serrin (Teorema 0.0.2).
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Um resultado que vamos precisar para demonstrar o teorema acima é similar ao

Lema 2.2.1 do contexto euclidiano. No contexto H3 é dado pelo seguinte resultado.

Lema 3.2.1 Seja Ω ⊂ P um domı́nio convexo no sentido euclidiano e k, k as cur-

vaturas hiperbólica e euclidiana de ∂Ω, respectivamente, com respeito a orientação

interna. Seja Σ uma superf́ıcie equidistante em U3 dada como gráfico parabólico de

uma função π : P −→ R, e suponha |∇π| = K. Seja h a curvatura média de Σ e

Λ = C(Ω) ∩ Σ. Então, a curvatura euclidiana k∂Λ e a curvatura hiperbólica k∂Λ da

∂Λ satisfazem:

k∂Λ(p) ≥ k(q)√
(1 +K2)3

(3.3)

e

k∂Λ(p) ≥
k(q)−

√
(1− h2)(1 +K2)3 − 1√

(1 +K2)3
, (3.4)

onde q ∈ ∂Ω e p = φr(q)(q).

Demonstração:

A prova de (3.3) é análoga ao Lema 2.2.2 (maiores detalhes Lema 4 em [2]).

Mostremos então (3.4). Dados q = (x1, 0, x3) ∈ ∂Ω e p = (x1, π(x1, x3), x3) ∈ ∂Λ,

de (3.3) segue que

k∂Λ(p) = k∂Λ(p)x3 + η∂Λ
3

≥ k(q)√
(1 +K2)3

x3 + η∂Λ
3

=

k(q)− η∂Ω
3

x3√
(1 +K2)3

x3 + η∂Λ
3

=
k(q)− η∂Ω

3√
(1 +K2)3

+ η∂Λ
3 .

Como ∂Λ é uma curva de Jordan (fechada e sem auto-intersecções) suave contida

em Σ, o menor valor que η∂Λ
3 assume é igual a −| sinσ|, onde σ é o ângulo entre Σ

e {x3 = 0}. Note que {x3 = 0} ⊂ ∂∞H3 := {x3 = 0} ∪ {∞}.
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Além disso, h = cosσ então

cos2 σ + sin2 σ = 1⇐⇒ sin2 σ = 1− h2 ⇐⇒ | sinσ| =
√

1− h2.

Logo, segue que |η∂Ω
3 | ≥

√
1− h2.

Tendo em vista que o maior valor posśıvel assumido por η∂Ω
3 é 1, obtemos

k∂Λ(p) ≥ k(q)− η∂Ω
3√

(1 +K2)3
+ η∂Λ

3

≥ k(q)− 1√
(1 +K2)3

+ η∂Λ
3

≥ k(q)− 1√
(1 +K2)3

−
√

1− h2

=
k(q)− 1−

√
1− h2

√
(1 +K2)3√

(1 +K2)3

=
k(q)−

√
(1− h2)(1 +K2)3 − 1√

(1 +K2)3
,

o que prova (3.4).

�

Salientamos que ocuparemos somente a desigualdade (3.3) do lema anterior.

Porém provamos (3.4), pois é um resultado interessante que relaciona a curvatura

hiperbólica em ∂Λ com a curvatura hiperbólica em ∂Ω, em termos da constante K

e da curvatura média de Σ.

Outro resultado utilizado na demonstração do teorema 3.2.1 é seguinte proposição:

Proposição 3.2.1 Seja Ω ⊂ P um domı́nio limitado, simplesmente conexo e de

classe C2,α. Seja k a curvatura da ∂Ω com respeito a orientação interna. Seja

Σ uma superf́ıcie equidistante em U3 dada como gráfico parabólico de uma função

π : P −→ R, tal que |∇π| = K e seja h a curvatura média de Σ. Dado |h| < H, se

k > δ(H + 1)(1 +K2)2 + 1 (3.5)

onde δ = ediam(Ω), então existe u ∈ C2,α(Ω) solução de Q?
H

= 0, tal que ∂GrafP (u) =

∂Λ, onde Λ = C(Ω) ∩ Σ.
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Demonstração:

Em U3, temos Λ = (Ω×R)∩Σ. Sejam k e k∂Λ a curvatura da ∂Ω e ∂Λ em R3; k

e k∂Λ a curvatura da ∂Ω e ∂Λ em H3; η∂Ω = (η∂Ω
1 , η∂Ω

2 , η∂Ω
3 ) e η∂Λ = (η∂Λ

1 , η∂Λ
2 , η∂Λ

3 )

o vetor unitário normal a ∂Ω e ∂Λ no sentido euclidiano, apontando para Ω e Λ,

respectivamente.

Afirmamos que k > 0. Com efeito, pondo dH : H3 × H3 −→ R a distância

hiperbólica, o diâmetro de Ω ⊂ P é definido por

diam(Ω) = Sup{dH(p, q); p, q ∈ Ω}

e considere

δ = ediam(Ω). (3.6)

Tomando

(x∂Ω
3 )m = min{x3; (x1, 0, x3) ∈ ∂Ω}

e

(x∂Ω
3 )M = max{x3; (x1, 0, x3) ∈ ∂Ω},

então

σ =
(x∂Ω

3 )M

(x∂Ω
3 )m

≤ δ,

onde δ é dado por (3.6).

De (3.5) e como k =
k − η∂Ω

3

x3

então

k >
δ(H + 1)(1 +K2)2 + 1− η∂Ω

3

x3

≥

(x∂Ω
3 )M

(x∂Ω
3 )m

(H + 1)(1 +K2)2 + 1− η∂Ω
3

x3

=
(x∂Ω

3 )M(H + 1)(1 +K2)2 + (1− η∂Ω
3 )(x∂Ω

3 )m

x3(x∂Ω
3 )m

≥ (x∂Ω
3 )M(H + 1)(1 +K2)2

x3(x∂Ω
3 )m

> 0, (3.7)
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pois (1− η∂Ω
3 )(x∂Ω

3 )m ≥ 0, tendo em vista que 1 > η∂Ω
3 e (x∂Ω

3 )m > 0.

Dado p ∈ ∂Λ, consideremos o ćırculo euclidiano Cp em Σ, tangente a ∂Λ em p e

cuja curvatura em R3 é

kp =
km√

(1 +K2)3
, (3.8)

onde

km = min
∂Ω

k.

De (3.3), para todo ponto p = (x1, π(x1, x3), x3) ∈ ∂Λ

k∂Λ(p) ≥ k(q)√
(1 +K2)3

≥ km√
(1 +K2)3

= kp,

onde q = (x1, 0, x3) ∈ ∂Ω. Logo, como k∂Λ(p) ≥ kp, podemos escolher o ćırculo Cp

tal que Λ está contido na componente conexa limitada de Σ cujo bordo é Cp.

Seja Sp a esfera euclidiana de raio R cuja interseção com Σ é Cp e tal que

Tp(∂Ω × R) é tangente a Sp em p. Note que o plano determinado pelo centro O

de Sp, pelo centro O
′

do ćırculo Cp em Σ e por p, é ortogonal a Σ e é ortogonal a

Tp(∂Ω× R).

Assim, a distância euclidiana entre o centro de Sp e o centro de Cp é dado por

Op
2

= OO′2 + pO′2. (3.9)

Logo,

R2 = d(O,O
′
)2 + r2 =⇒ d(O,O

′
) =
√
R2 − r2,

onde

r =
1

kp
.

Além disso, considerando θ o ângulo entre Σ e P

K = tan θ =
sin θ

cos θ
=

√
R2 − r2

R
r

R

=

√
R2 − r2

r
,
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ou seja,

Kr =
√
R2 − r2 =⇒ (Kr)2 = R2 − r2 =⇒

R =
√
r2(K2 + 1) =⇒ R = r

√
K2 + 1 =⇒ r =

R√
K2 + 1

.

Como kp =
km√

(1 +K2)3
, r =

1

kp
e R = r

√
K2 + 1 obtemos

km√
(1 +K2)3

=
1

r
=⇒ km√

(1 +K2)3
=

1
R√

K2 + 1

=⇒

=⇒ R =

√
K2 + 1

km

√
(1 +K2)3 =

(1 +K2)2

km
.

Denotamos S+
p a parte de Sp que está no semi-espaço determinado por Σ para a

qual e2 aponta e por S−p a parte de Sp no outro lado de Σ.

Se ρ ≥ R, denotamos por Sp a esfera euclidiana de raio ρ cuja interseção com Σ

é Cp e tal que S+
p está contido no fecho da região limitada por S+

p e Σ, notemos que

temos duas esferas euclidianas de raio ρ passando por Cp se ρ > R, uma delas com

as caracteŕısticas mencionadas. Uma ilustração desta situação pode ser observada

pela Figura 3.2 abaixo.

Desta forma, S+
p ∩ (Ω × R) é gráfico parabólico de uma função real suave s+

p

sobre Ω tal que s+
p (q) = π(q), isto é,

p ∈ GrafP (s+
p ) = {(x1, s

+
p (x1, x3), x3); (x1, 0, x3) ∈ Ω}.

Além disso, se R < ρ então

Sup
Ω

|∇s+
p | ≤ Lp,

onde Lp é uma constante que depende de p, já que o gráfico de S+
p é transversal a

C(∂Ω).

Dáı a curvatura média euclidiana Hp de GrafP (s+
p ) satisfaz

Hp =
1

ρ
≤ 1

R
=

km
(1 +K2)2

.
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Figura 3.2: Ilustração da situação descrita

Seja H
p

a curvatura média hiperbólica de GrafP (s+
p ). Como R ≤ ρ então

1

ρ
≤ 1

R
.

Então,

H
p

= x3
1

ρ
+ η3 ≤ x3

km
(1 +K2)2

+ η3 (3.10)

onde η3 é a terceira coordenada do vetor unitário normal a S+
p , apontando para o

interior da região limitada por S+
p e x3 é a terceira coordenada do ponto do gráfico,

observe que

(x∂Ω
3 )m ≤ x3 ≤ (x∂Ω

3 )M . (3.11)

Pelas hipóteses, temos que

k >
(x∂Ω

3 )M

(x∂Ω
3 )m

(H + 1)(1 +K2)2 + 1

≥ (x∂Ω
3 )M

(x∂Ω
3 )m

(H + 1)(1 +K2)2 + η∂Ω
3

≥ x∂Ω
3

(x∂Ω
3 )m

(H + 1)(1 +K2)2 + η∂Ω
3 .

70



Por outro lado, usando (3.11) e como k = kx∂Ω
3 + η∂Ω

3 , obtemos

kx∂Ω
3 + η∂Ω

3 >
x∂Ω

3

(x∂Ω
3 )m

(H + 1)(1 +K2)2 + η∂Ω
3 =⇒

k >
1

(x∂Ω
3 )m

(H + 1)(1 +K2)2 =⇒

k ≥ km >
(H + 1)(1 +K2)2

(x∂Ω
3 )m

≥ (H + 1)(1 +K2)2

x3

≥ (H − η3)(1 +K2)2

x3

. (3.12)

Assim,

km >
(H − η3)(1 +K2)2

x3

=⇒

km
(1 +K2)2

x3 > H − η3 =⇒

km
(1 +K2)2

x3 + η3 > H.

Desta forma por (3.10), existe ρ > R tal que

H
p ≥ H, (3.13)

ou seja, H
p ≥ H.

Então, para tal ρ, GrafP (s+
p ) tem curvatura médiaH

p
tal queH

p ≥ H. Tomando

B = {t ∈ [0, 1];∃ut ∈ C2,α(Ω), Q?
H

(ut) = 0, ut|∂Ω = tπ}

e considerando Σt = GrafP (tπ), Λt = (Ω× R) ∩ Σt então tK = tan θt ≤ K onde θt

é o ângulo entre Σt e P.

Assim, por (3.3),

k∂Λ(p) ≥ k(q)√
(1 + t2K2)3

≥ km√
(1 + t2K2)3

≥ km√
(1 +K2)3

= kp.

Logo, dado pt ∈ ∂Λt, procedemos como acima, tomando o ćırculo Cp,t de raio

1/kp tangente a ∂Λt em pt e tal que Λt está contido no fecho da componente conexa

limitada de Σt cujo bordo é Cp,t.
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Assim, segue que existe uma esfera euclidiana Sp,t obtida da mesma forma como

foi obtida Sp, tal que o raio de Sp,t é ρ′ ≤ ρ, e S+
p,t ∩ (Ω × R) é o gráfico parabólico

de uma função suave s+
p,t sobre Ω, com

sup
Ω

|∇s+
p,t| ≤ Lpt

Além disso, como ρ′ ≤ ρ, de (3.13) obtemos que a curvatura média H t de

GrafP (s+
p,t) é maior ou igual a H. Pelo pŕıncipio do máximo (Teorema 1.1.3) e

como s+
p,t é tal que QHt

(s+
p,t) = 0, então QH(s+

p,t) ≤ 0.

Logo, s+
p,t é barreira “por cima”para QH em pt e, como uma barreira “por baixo”,

usamos os planos equidistantes dados pot tπ, visto que sua curvatura média ht

satisfaz |ht| ≤ |h| ≤ H.

Como [0, 1] e ∂Λt são compactos, existe 0 ≤ L <∞ tal que

L = sup{Lpt ; pt ∈ ∂Λt, t ∈ [0, 1]}. (3.14)

Pela hipótese (3.5), obtemos

k > (H + 1)(1 +K2)2 + 1 =⇒ k − 1

(1 +K2)2
> H + 1 =⇒ k − 1

(1 +K2)2
− 1 > H

∴ k >
k − 1

(1 +K2)2
− 1 > H.

Como |h| ≤ H < k e k > 1, pelo Teorema 1.1.12 existe u0 ∈ C2,α(Ω) tal que

Q?
H

(u0) = 0 em Ω com u0|∂Ω = 0. Então, B 6= ∅.

Para ver que B é aberto basta aplicar o Teorema das Funções Impĺıcitas, tendo

em vista que

T : R× C2,α
0 (Ω) −→ Cα(Ω)

(t, w) 7−→ QtH(w + tϕ)

com ϕ ∈ C2,α(∂Ω) dada a priori, é de classe C1 e

D2T (t0, w0) = LH ;C2,α
0 (Ω) −→ Cα(Ω)
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é um homeomorfismo linear (LH linear, cont́ınuo e bijetiva com L−1

H
linear e cont́ınua).

Afirmação: B é fechado. Com efeito, usando a teoria de equações diferenciais

parciais eĺıpticas de [16], particularmente a resumida no Teorema 1.1.2, temos que

o fechamento de B é uma consequência de

sup
Ω

|∇s+
p,t| ≤ L, (3.15)

para todo t ∈ [0, 1] e todo pt ∈ ∂Λt e

sup
Ω

|∇(tπ)| ≤ K. (3.16)

Desta forma, mostramos que B é não-vazio, fechado e aberto. Então, existe

u ∈ C2,α(Ω) tal que Q?
H

= 0 e u|∂Ω = π|∂Ω.

Portanto, existe u ∈ C2,α(Ω) solução de Q?
H

= 0, tal que ∂GrafP (u) = ∂Λ, onde

Λ = C(Ω) ∩ Σ.

�

Passamos agora à demonstração do Teorema 3.2.1, que é o nosso principal resul-

tado no contexto hiperbólico.

Demonstração do Teorema 3.2.1:

Suponhamos, sem perda de generalidade, que (x∂Ω
3 )m ≥ 1. Se não for o caso,

basta reduzir à situação descrita, considerando uma isometria do tipo hiperbólico,

ou seja, uma homotetia euclidiana com centro em (0, 0, 0) no modelo em que estamos

trabalhando.

Por hipótese, (Ω, ϕ) satisfazem a condição de declividade limitada com constante

K, então para cada p = (x1, ϕ(x1, x3), x3) ∈ GrafP (ϕ) seja π±p : P −→ R conforme a

Definição (3.1.1), isto é, neste contexto são funções lineares afins tais que |∇π±p | ≤ K

(Notemos que este gradiente é euclidiano. Sabemos que |gradπ+
p | = x3|∇π+

p | e como

x3 > 1, podemos trabalhar com |∇π±p |).
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Afirmamos que para qualquer p ∈ GrafP (ϕ), o ângulo θ entre GrafP (π+
p ) e P

e o ângulo σ entre GrafP (π+
p ) e o plano {(x1, x2, x3) ∈ R3;x3 = 0}, ou equivalen-

temente, o ângulo θ entre GrafP (π−p ) e P e o ângulo σ entre GrafP (π−p ) e o plano

{(x1, x2, x3) ∈ R3;x3 = 0}, satisfaz

π

2
− θ ≤ σ ≤ π

2
.

Com efeito, tome η2 = (0, β, 0) e η3 = (0, 0, γ), β, γ = ±1, vetores normais a P e

a {(x1, x2, x3) ∈ R3;x3 = 0}, respectivamente.

Como θ 6= π

2
, suponhamos η1 = (A,α,B), α 6= 0, como o vetor normal a

GrafP (π±p ). Por definição, o ângulo entre dois planos é o menor ângulo entre eles,

logo

0 ≤ σ ≤ π

2
(3.17)

e

0 ≤ θ ≤ π

2
. (3.18)

Se o conjunto A = {η1, η2, η3} é linearmente dependente, a afirmação é óbvia.

Suponhamos então que A seja linearmente independente. Assim, é posśıvel es-

colher α, β e γ tal que os elementos do conjunto A formam um ângulo triedro (que

é limitado por três planos), cujas medidas dos ângulos das faces são θ, σ e
π

2
.

Das propriedades de um ângulo triedro, temos que qualquer face é menor que a

soma das outras duas, desta forma
π

2
< θ + σ. Segue que

π

2
− θ < σ e de (3.17)

π

2
− θ < σ ≤ π

2
,

provando nossa afirmação.

Como h = cosσ e tan θ ≤ K, a curvatura média h de GrafP (π±p ) é tal que

0 ≤ |h| = cosσ ≤ cos
(π

2
− θ
)

≤ cos
(π

2
− arctanK

)
= sin(arctanK)

= sin

(
arcsin

K√
K2 + 1

)
=

K√
K2 + 1

.
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Por hipótese, (Ω, ϕ) satisfazem a condição de declividade limitada com constante

K ≥ 0. Logo, como é fácil ver, (Ω, tϕ) também satisfazem a condição de declividade

limitada com constante tK ≥ 0, onde tK ≤ K. Em particular, as funções tπ±p estão

de acordo com o contexto da Definição 3.1.1 para (Ω, tϕ) nos pontos

pt = (x1, tϕ(x1, x3), x3) ∈ GrafP (tϕ)

e satisfazem

|∇tπ±p | ≤ tK.

Seja Λ+
p,t = GrafP (tπ+

p ) ∩ (Ω× R) e defina

B = {t ∈ [0, 1];∃ut ∈ C2,α(Ω), Q?
H

(ut) = 0, ut|∂Ω = tϕ}.

Cabe ressaltar que cada pt ∈ ∂Λ+
p,t ⊂ GrafP (tπ±p ) e de (3.5) segue que

k > δ(H + 1)(1 +K2)2 + 1

≥ δ(H + 1)(1 + t2K2)2 + 1.

Pela Proposição 3.2.1, temos garantido a existência de uma função u+
p,t ∈ C2,α(Ω)

solução de Q?
H

= 0 em Ω com u+
p,t|∂Ω = tπ+

p e, além disso,

sup
Ω

|∇(u+
p,t)| ≤ Lp,t.

Pela compacidade de [0, 1] e GrafP (ϕ) temos que

sup
Ω

|∇(u+
p,t)| ≤ L ≤ max{L,K} (3.19)

para todo p ∈ GrafP (ϕ) e t ∈ [0, 1].

Por outro lado, a curvatura média hp,t de GrafP (tπ−p ) satisfaz

|hp,t| ≤ |h| ≤
K√
K2 + 1

:= h0

e, além disso, |∇tπ−p | ≤ tK em Ω.

Assim,

sup
Ω

|∇(tπ−p )| ≤ K ≤ max{L,K} (3.20)
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para todo p ∈ GrafP (ϕ) e t ∈ [0, 1].

De (3.19) e (3.20), segue uma estimativa a priori para o gradiente no bordo de

qualquer solução u de Q?
H

(u) = 0 em Ω com u|∂Ω = tϕ, para todo t ∈ [0, 1], dado

por

sup
∂Ω
|∇u| ≤ max{L,K}. (3.21)

Pelo Lema 1.1.2 temos que (3.21) vale em todo Ω, e pelo Lema 1.1.3 obtemos

estimativas uniformes C1 de qualquer solução de Q?
H

(u) = 0 em Ω com u|∂Ω = tϕ,

para qualquer t ∈ [0, 1].

Da Proposição 3.2.1 sabemos que k > 1 e |h| ≤ H < k. Então h0 ≤ H < k e,

pelo Teorema 1.1.12, segue que B 6= ∅.

Agora é consequência imediata do Método da Continuidade, Teorema 1.1.2, que

existe uma solução u ∈ C2,α(Ω) de Q?
H

= 0 satisfazendo u|∂Ω = ϕ.

A unicidade é uma consequência do Pŕıncipio do Máximo para a diferença de

duas soluções, Teorema 1.1.6, relativa ao operador (1.10).

Com efeito, tome u1, u2 soluções de Q?
H

= 0 satisfazendo u1|∂Ω = ϕ e u2|∂Ω = ϕ.

Então, pondo w = u1− u2, temos pela Proposição 1.1.3 que L(u) ≥ 0, onde L é um

operador linear eĺıptico da forma (1.6) com c = 0.

Como w|∂Ω = (u1 − u2)|∂Ω = 0, segue pelo Teorema 1.1.3 que

sup
Ω
w = sup

∂Ω
w = 0 =⇒

u1 − u2 = 0 em Ω =⇒

u1 = u2 em Ω.

�

3.3 Um exemplo não contemplado na extensão do

Teorema de Serrin para gráficos parabólicos

Com o objetivo de esclarecer o Teorema 3.2.1, exibiremos um exemplo de conjunto

Ω ⊂ P que satisfaz as seguintes propriedades:
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(i) a curvatura satisfaz k > δ(H + 1)(1 +K2)2 + 1 para algum K ≥ 0 e

H ≥ K√
K2 + 1

(ii) a curvatura média HC de C(∂Ω) satisfaz HC < H.

Considere o disco euclidiano de centro c =

(
0, 0,

99

100

)
com raio euclidiano

ρ =
1

100
.

Notemos que

• xm3 = c− ρ =
49

50

• xM3 = c+ ρ = 1

• a curvatura euclidiana da ∂Ω é k∂Ω =
1

ρ
= 100

• a curvatura média euclidiana de C(∂Ω) é

HC =
1

2
(k1 + k2) =

1

2
(0 + 100) = 50

O diâmetro hiperbólico de Ω é dado por,

diam(Ω) = ln

(
xM3
xm3

)
= ln

(
50

49

)
e dáı,

δ = ediam(Ω) = e
ln

51

50


=

50

49

Seja k∂Ω a curvatura da ∂Ω em H3. Como k∂Ω = x3k∂Ω + η3 , em (0, 0, 1) temos

k∂Ω = 1.100− 1 = 99.

Queremos K tal que
K√
K2 + 1

≤ H

e δ(H + 1)(1 +K2)2 + 1 < 99.
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Notemos que de δ(H + 1)(1 +K2)2 + 1 < 99 resulta

H + 1 <
98

δ(1 +K2)2

H <
98

(x∂Ω
3 )M

(x∂Ω
3 )m

(1 +K2)2

− 1

H <
100

50

49
1

(1 +K2)2

− 1

H <
98.49

50(1 +K2)2
− 1

Por exemplo para K = 1/10 temos que

98.49

50(1 + (1/10)2)2
− 1 w 93, 14763.

Assim, para K = 1/10 como

K√
K2 + 1

=

√
101

101
,

para qualquer H tal que √
101

101
< H < 93, 14763,

temos k∂Ω > δ(H + 1)(1 +K2)2 + 1.

Além disso, como Ω é estritamente convexo no caso euclidiano, dado K ≥ 0

existe ϕ ∈ C2,α(∂Ω) tal que (Ω, ϕ) satisfazem a condição de declividade limitada

com constante K (basta tomar ϕ = π|∂Ω, onde π é uma função linear afim com

declividade K).

Segue do Teorema 3.2.1 que para tais Ω e ϕ, existe u ∈ C2,α(∂Ω) solução de

Q?
H

= 0 em Ω com u|∂Ω = ϕ.

Notemos também que a curvatura média de C(∂Ω) é

HC = x3HC + η3 ≤ xM3 HC + ηM3 = 1.50 + 1 = 51

onde HC é a curvatura média euclidiana de C(∂Ω).

78



Então, para H tal que 51 < H < 93, 14763, por exemplo, temos que HC < H.

Portanto temos um caso que não é contemplado pelo Teorema 0.0.2 e cujo dado

no bordo não é nulo.
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Caṕıtulo 4

Gráficos Radiais de CMC em R3

com dado no bordo satisfazendo a

CDL

Neste caṕıtulo estudamos problemas de existência e unicidade de gráficos radiais de

curvatura média constante em R3 com bordo prescrito satisfazendo a condição de

declividade limitada radial.

Um estudo pioneiro sobre gráficos radiais de curvatura média constante foi o

trabalho [29] de James Serrin, cujo principal resultado Teorema 0.0.3, já mencionado

na introdução, repetimos a seguir:

“Sejam Ω ⊂ S2 um domı́nio convexo de classe C2,α cujo fecho está contido em

um hemisfério aberto de S2, φ ∈ C2,α(∂Ω) positiva e H uma constante real não

positiva. Se a curvatura geodésica k de ∂Ω é tal que

k(q) ≥ −2Hφ(q) (4.1)
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para todo q ∈ ∂Ω, então o sistema
u ∈ C2,α(Ω)

Q•H(u) = 0

u|∂Ω = φ

(4.2)

tem única solução, onde Q•H é o operador curvatura média constante radial dado

por (1.13)”.

Notemos que se (4.1) não ocorre, ainda assim existem dados cont́ınuos no bordo

ϕ, para os quais o problema (4.2) não tem solução.

Desta forma, é conveniente questionar: Se (4.1) não ocorre, é posśıvel caracterizar

uma famı́lia de domı́nios e dados no bordo neste contexto onde ainda podemos

garantir a existência de solução de (4.2)?

Observamos que como ϕ ∈ C2,α(∂Ω) e Ω é de classe C2,α, é aplicável ao problema

(4.2) a ferramenta dada pelo Teorema 1.1.2, considerando a mudança funcional dada

no Lema 1.2.1.

4.1 A condição de declividade limitada para gráficos

radiais em R3

Com a intenção de responder o nosso questionamento anterior, vamos definir a

condição de declividade limitada no contexto radial. Esta condição nos direcionará

ao encontro de soluções descritas no problema (4.2) que não estão necessariamente

contempladas no Teorema de Serrin (Teorema 0.0.3).

Uma representação gráfica da condição de declividade limitada radial pode ser

observada pela Figura 4.1.

Precisamente:

Definição 4.1.1 Seja Ω um domı́nio contido em S2, φ uma função definida em ∂Ω.

Dizemos que Ω e φ satisfazem a condição de declividade limitada radial de constante
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Figura 4.1: CDLR - condição de declividade limitada radial

K ≥ 0, se para cada ponto p ∈ ∂Ω existe funções π+
p e π−p definidas em S2, cujos

gráficos radiais são esferas, tais que:

(i) π+
p (p) = φ(p) = π−p (p)

(ii) π−p (q) ≤ φ(q) ≤ π+
p (q),∀q ∈ ∂Ω

(iii) |∇π±p | ≤ K

Na condição (iii), o gradiente é tomado em relação a métrica de S2.
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4.2 Um resultado de existência e unicidade para

gráficos radiais de CMC não necessariamente

contemplado no Teorema de Serrin

O resultado principal deste caṕıtulo é o teorema abaixo, que responde nosso ques-

tionamento anterior.

Teorema 4.2.1 Sejam Ω ⊂ S2 um domı́nio estritamente convexo de classe C2,α

contido em um hemisfério de S2, kg a curvatura geodésica de ∂Ω, H ≤ 0, K ≥ 0.

Suponhamos que φ ∈ C2,α(∂Ω), φ > 0, satisfaz a condição de declividade limitada

radial de constante K. Se

−H
√

(K2 + 1)3 supφ+ 2K(K2 + 2) < kg (4.3)

então o problema (4.2) tem única solução.

Ressaltemos que este teorema não é uma consequência do Teorema de Serrin

(Teorema 0.0.3), tendo em vista que dado H < 0, existem K > 0 e φ satisfazendo a

condição de declividade limitada de constante K tal que

−H
√

(K2 + 1)3 supφ+ 2K(K2 + 2) < kg − 2Hφ sup .

Por outro lado, a condição (4.3) não implica na (4.1) para K ≈ 0.

Notemos que o Teorema 4.2.1 foi também inspirado no Teorema 1 de [26] e, além

disso, note que o domı́nio não precisa estar contido em um hemisfério aberto de S2,

como no Teorema de Serrin .

Para provar o Teorema 4.2.1, começamos com a demonstração do seguinte lema.

Lema 4.2.1 Sejam Ω ⊂ S2 um domı́nio estritamente convexo de classe C2,α contido

em um hemisfério de S2, kg a curvatura geodésica de ∂Ω e K ≥ 0. Suponhamos que

φ ∈ C2,α(∂Ω) satisfaz a condição de declividade limitada radial de constante K.

Então

kΓ ≥
kg − 2K

supφ(K2 + 1)
, (4.4)
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onde kΓ denota a curvatura geodésica de Γ = C(∂Ω)∩S−p (R), sendo S−p (R) o gráfico

radial sobre S2 de uma função π−p conforme Definição 4.1.1.

Demonstração:

Seja γ(s) uma parametrização de ∂Ω pelo comprimento de arco tal que γ(0) = z0

e seja kγ a curvatura geodésica de γ em S2, ou seja kγ = kg.

Como Γ é gráfico radial sobre ∂Ω, temos que

Γ(s) = ef(γ(s))γ(s)

para alguma função f : ∂Ω −→ (−1,∞). Escolhendo a orientação de Γ para a qual

kγ > 0 e omitindo os parâmetros, temos da fórmula clássica pra curvatura média

que (ver [3], p. 115)

kΓ =
1

|Γ′|3
〈Γ′′

, N × Γ
′〉

=
1

|Γ′|3
〈Γ′′

,

−→
bΓ

|
−→
bΓ|
× Γ

′〉

=
1

|Γ′|3
〈Γ′′

,
Γ− b
R
× Γ

′〉

=
−1

|Γ′|3R
〈Γ′′ × Γ

′
,Γ− b〉

=
〈Γ′ × Γ

′′
,Γ− b〉

|Γ′|3R
, (4.5)

onde b ∈ R3 é o centro de S−p (R).

Derivando Γ em relação a s obtemos:

Γ
′
= ef (γ

′
+ f

′
γ) (4.6)

e, portanto,

Γ
′′

= ef (γ
′′

+ γ(f
′′

+ f
′2

) + 2f
′
γ

′
). (4.7)
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Como γ
′ × γ′

= 0 e γ × γ = 0 pois são linearmente dependentes, de (4.6) e (4.7)

obtemos

Γ
′ × Γ

′′
= ef (γ

′
+ f

′
γ)× ef (γ′′

+ γ(f
′′

+ f
′2

) + 2f
′
γ

′
)

= efef [γ
′ × γ′′

+ (f
′′

+ f
′2

)γ
′ × γ + 2f

′
γ

′ × γ′

+ f
′
γ × γ′′

+ (f
′′

+ f
′2

)γ × γ + 2f
′2
γ × γ′

]

= e2f [γ
′ × γ′′

+ (f
′′

+ f
′2

)γ
′ × γ + f

′
γ × γ′′

+ 2f
′2
γ × γ′

]

= e2f [γ
′ × γ′′

+ (f
′′

+ f
′2

)γ
′ × γ + f

′
γ × γ′′ − 2f

′2
γ

′ × γ]

= e2f [γ
′ × γ′′

+ (f
′′ − f ′2

)γ
′ × γ + f

′
γ × γ′′

]. (4.8)

Observamos que podemos expressar kγ por kγ = 〈γ′′
, N × γ

′〉 tendo em vista

que γ é parametrizada por comprimento de arco. Como a normal unitária à S2 é o

próprio γ, tendo em vista que

N =

−→
0γ

|−→0γ|
=
γ − 0

|γ|
=
γ

1
= γ (4.9)

então kγ = 〈γ′′
, γ × γ′〉.

Note que

γ
′′

= −γ + kγγ × γ
′
, (4.10)

pois

〈γ × γ′
, γ

′′〉 = 〈γ × γ′
,−γ + kγγ × γ

′〉

= 〈γ × γ′
,−γ〉+ kγ〈γ × γ

′
, γ × γ′〉

= 0 + kγ|γ × γ
′ |2 = kγ

onde, acima, utilizamos o fato de γ ⊥ γ
′

então γ ⊥ γ × γ′
e |γ × γ′ | = sin θ|γ||γ′|

com θ = π/2.
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Segue de (4.8) e (4.10),

Γ
′ × Γ

′′
= e2f [γ

′ × γ′′
+ (f

′′ − f ′2
)γ

′ × γ + f
′
γ × γ′′

]

= e2f [γ
′ × (−γ + kγγ × γ

′
) + (f

′′ − f ′2
)γ

′ × γ

+ f
′
γ × (−γ + kγγ × γ

′
)]

= e2f [−γ′ × γ + kγγ
′ × (γ × γ′

) + (f
′′ − f ′2

)γ
′ × γ

− f
′
γ × γ + f

′
kγγ × (γ × γ′

)]

= e2f [(−1 + f
′′ − f ′2

)γ
′ × γ + kγγ

′ × (γ × γ′
) + f

′
kγγ × (γ × γ′

)].

(4.11)

Como 〈γ, γ′〉 = 0 e 〈γ′
, γ

′〉 = 1 segue que

γ
′ × (γ × γ′

) = −(γ × γ′
)× γ′

= −[〈γ, γ′〉γ′ − 〈γ′
, γ

′〉γ]

= −[0− γ] = γ,

e

γ × (γ × γ′
) = −(γ × γ′

)× γ

= −[〈γ, γ〉γ′ − 〈γ′
, γ〉γ]

= −[γ
′ − 0] = −γ′

,

então, aplicando em (4.11), obtemos

Γ
′ × Γ

′′
= e2f [(−1 + f

′′ − f ′2
)γ

′ × γ + kγγ
′ × (γ × γ′

) + f
′
kγγ × (γ × γ′

)]

= e2f [(−1 + f
′′ − f ′2

)γ
′ × γ + kγγ − f

′
kγγ

′
]. (4.12)
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Portanto,

〈Γ′ × Γ
′′
,Γ− b〉 = 〈e2f [(−1 + f

′′ − f ′2
)γ

′ × γ + kγγ − f
′
kγγ

′
],Γ− b〉

= e2f [(−1 + f
′′ − f ′2

)〈γ′ × γ,Γ− b〉+ kγ〈γ,Γ− b〉

− f
′
kγ〈γ

′
,Γ− b〉]

= e2f [kγ〈γ,Γ− b〉+ (−1 + f
′′ − f ′2

)(〈γ′ × γ,Γ〉

− 〈γ′ × γ, b〉)− f ′
kγ(〈γ

′
,Γ〉 − 〈γ′

, b〉)]

= e2f [kγ〈γ,Γ− b〉+ (−1 + f
′′ − f ′2

)(〈γ′ × γ, efγ〉

− 〈γ′ × γ, b〉)− f ′
kγ(〈γ

′
, efγ〉 − 〈γ′

, b〉)]

= e2f [kγ〈γ,Γ− b〉+ (−1 + f
′′ − f ′2

)(ef〈γ′ × γ, γ〉

− 〈γ′ × γ, b〉)− f ′
kγ(e

f〈γ′
, γ〉 − 〈γ′

, b〉)]

= e2f [kγ〈γ,Γ− b〉+ (−1 + f
′′ − f ′2

)(ef .0

− 〈γ′ × γ, b〉)− f ′
kγ(e

f .1− 〈γ′
, b〉)]

= e2f [kγ〈γ,Γ− b〉+ (1− f ′′
+ f

′2
)〈γ′ × γ, b〉

+ f
′
kγ〈γ

′
, b〉]. (4.13)

Como Γ é uma curva sobre S−p (R),

〈Γ′
, b− Γ〉 = 0 (4.14)

e, portanto,

d

ds
〈Γ′
, b− Γ〉 = 0 =⇒

〈Γ′′
, b− Γ〉+ 〈Γ′

,−Γ
′〉 = 0 =⇒

〈Γ′′
, b− Γ〉 = 〈Γ′

,Γ
′〉. (4.15)

Então, usando que 〈γ′
,Γ〉 = 〈γ′

, efγ〉 = ef〈γ′
, γ〉 = ef .0 = 0, temos de 〈Γ′

, b −

Γ〉 = 0 que 〈ef (γ′
+ f

′
γ), b− Γ〉 = 0.

Logo,

ef [〈γ′
, b− Γ〉+ f

′〈γ, b− Γ〉] = 0,
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ou seja,

〈γ′
, b〉 − 〈γ′

,Γ〉 = −f ′〈γ, b− Γ〉,

donde

f
′
=
〈γ′
, b〉

〈γ,Γ− b〉
(4.16)

e

f
′′

=
〈b, γ′〉′〈γ,Γ− b〉 − 〈b, γ′〉〈γ,Γ− b〉′

〈γ,Γ− b〉2

=
〈b, γ′′〉〈γ,Γ− b〉 − 〈b, γ′〉[〈γ′

,Γ− b〉+ 〈γ,Γ′〉]
〈γ,Γ− b〉2

=
〈b, γ′′〉〈γ,Γ− b〉 − 〈b, γ′〉[〈γ′

, efγ − b〉+ 〈γ, ef (γ′
+ f

′
γ)〉]

〈γ,Γ− b〉2

=
〈b, γ′′〉〈γ,Γ− b〉+ 〈b, γ′〉2 − eff ′〈b, γ′〉

〈γ,Γ− b〉2

=
〈b, γ′′〉
〈γ,Γ− b〉

+ f
′2 − ef〈b, γ′〉2

〈γ,Γ− b〉2〈γ,Γ− b〉

=
〈b, γ′′〉
〈γ,Γ− b〉

+ f
′2 − eff

′2

〈γ,Γ− b〉

=
〈b, γ′′〉 − eff ′2

ef − 〈γ, b〉
+ f

′2

=
〈b, γ′′〉 − eff ′2

+ f
′2

(ef − 〈γ, b〉)
ef − 〈γ, b〉

=
〈b, γ′′〉 − f ′2〈γ, b〉

ef − 〈γ, b〉

=
〈b,−γ + kγγ × γ

′〉 − f ′2〈γ, b〉
ef − 〈γ, b〉

=
−〈b, γ〉+ kγ〈b, γ × γ

′〉 − f ′2〈γ, b〉
ef − 〈γ, b〉

=
−kγ〈b, γ

′ × γ〉 − (f
′2

+ 1)〈b, γ〉
ef − 〈b, γ〉

. (4.17)
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Logo, de (4.13) usando (4.16) e (4.17),

〈Γ′ × Γ
′′
,Γ− b〉 = e2f [kγ〈γ,Γ− b〉+ (1− f ′′

+ f
′2

)〈γ′ × γ, b〉+ f
′
kγ〈γ

′
, b〉]

= e2f [(1− f ′′
+ f

′2
)〈γ′ × γ, b〉+ kγ〈γ,Γ− b〉+ f

′
kγ[f

′〈γ,Γ− b〉]

= e2f [(1− f ′′
+ f

′2
)〈γ′ × γ, b〉+ (1 + f

′2
)kγ〈γ,Γ− b〉]

= e2f [(1− f ′′
+ f

′2
)〈γ′ × γ, b〉+ (1 + f

′2
)kγ〈γ,Γ− b〉

+ 2K(1 + f
′2

)〈γ,Γ− b〉 − 2K(1 + f
′2

)〈γ,Γ− b〉]

= e2f [(1− f ′′
+ f

′2
)〈γ′ × γ, b〉+ (kγ − 2K)(1 + f

′2
)〈γ,Γ− b〉

+ 2K(1 + f
′2

)〈γ,Γ− b〉]. (4.18)

Mostraremos que

(1− f ′′
+ f

′2
)〈γ′ × γ, b〉+ 2K(1 + f

′2
)〈γ,Γ− b〉 ≥ 0. (4.19)

Usando (4.16) e (4.17) obtemos

1− f ′′
+ f

′2
= (1 + f

′2
)− −kγ〈b, γ

′ × γ〉 − (f
′2

+ 1)〈b, γ〉
ef − 〈b, γ〉

=
kγ〈b, γ

′ × γ〉+ (f
′2

+ 1)〈b, γ〉+ (1 + f
′2

)(ef − 〈b, γ〉)
ef − 〈b, γ〉

=
kγ〈b, γ

′ × γ〉+ (f
′2

+ 1)ef

ef − 〈b, γ〉
. (4.20)

Como 〈b, γ × γ′〉 = −〈b, γ′ × γ〉, de (4.20) obtemos

〈b, γ × γ′〉(1− f ′′
+ f

′2
) = 〈b, γ × γ′〉kγ〈b, γ

′ × γ〉+ (f
′2

+ 1)ef

ef − 〈b, γ〉

=
−kγ〈b, γ × γ

′〉2 + (f
′2

+ 1)ef〈b, γ × γ′〉
ef − 〈b, γ〉

. (4.21)

Tendo em vista que β = {γ, γ′
, γ × γ′} é uma base ortonormal orientada de R3

e observando que b = (b1, b2, b3) =⇒ |b| =
√
b2

1 + b2
2 + b2

3 =⇒ |b|2 = b2
1 + b2

2 + b2
3,

podemos escrever

|b|2 = 〈b, γ′〉2 + 〈b, γ〉2 + 〈b, γ′ × γ〉2. (4.22)
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Considerando os pontos 0, b, Γ = efγ ∈ R3 como vértices de um triângulo, pela

lei dos cossenos temos

bΓ
2

= 0b
2

+ 0Γ
2 − 20b.0Γcosξ =⇒

R2 = |b|2 + |efγ|2 − 2.|b|.|Γ|.cosξ =⇒

R2 = |b|2 + e2f〈γ, γ〉 − 2.ef |b|.|γ|.cosξ =⇒

R2 = |b|2 + e2f − 2ef〈b, γ〉, (4.23)

onde ξ é o ângulo entre 0b e 0Γ, e, analogamente,

|b|2 = R2 + e2f − 2ef〈γ,Γ− b〉. (4.24)

Como a esfera S−p (R) contém a origem, temos |b|2 < R2, e de (4.24) segue que

e2f − 2ef〈γ,Γ− b〉 < 0 =⇒

ef < 2〈γ,Γ− b〉. (4.25)

Como 〈γ,Γ− b〉 = |γ||Γ− b| cos β ≤ R, onde β é o ângulo entre γ e Γ− b, pois

|γ| = 1, |Γ− b| = R e cos β ≤ 1, temos

2R ≥ 2〈γ,Γ− b〉 > ef . (4.26)

Denotando por θ o ângulo entre Γ e Γ − b, e como a constante de declividade

limitada radial é K ≥ | tan θ|, pelo Lema 1.2.2 do primeiro caṕıtulo, obtemos

〈γ,Γ− b〉2 = |γ|2|Γ− b|2 cos2 θ

= 12.R2.
1

1 + tan2 θ

≥ R2

K2 + 1
. (4.27)

Como 〈γ,Γ− b〉2 = 〈γ, efγ − b〉2, segue que

〈γ,Γ− b〉2 = (ef〈γ, γ〉 − 〈γ, b〉)2

= (ef − 〈γ, b〉)2

= e2f − 2ef〈γ, b〉+ 〈γ, b〉2. (4.28)

90



De (4.27) resulta então que

R2

K2 + 1
≤ e2f − 2ef〈γ, b〉+ 〈γ, b〉2. (4.29)

Por outro lado, vem que de (4.23) e (4.29)

R2

K2 + 1
≤ R2 − |b|2 + 〈γ, b〉2. (4.30)

Assim,

|b|2 − 〈γ, b〉2 ≤ R2 − R2

K2 + 1
=
R2(K2 + 1)−R2

K2 + 1
=

K2R2

K2 + 1
. (4.31)

Desta forma, de (4.22) e (4.31)

〈b, γ′〉2 + 〈b, γ′ × γ〉2 = |b|2 − 〈b, γ〉2 ≤ K2R2

K2 + 1
.

Então

〈b, γ′ × γ〉2 ≤ K2R2

K2 + 1
=⇒

〈b, γ′ × γ〉 ≤
√
K2R2

√
K2 + 1

=
KR√
K2 + 1

. (4.32)

Também

〈b, γ′〉2 ≤ K2R2

K2 + 1
. (4.33)

De (4.21), (4.32) e (4.25) obtemos

〈b, γ × γ′〉(1− f ′′
+ f

′2
) =

−kγ〈b, γ × γ
′〉2 + (f

′2
+ 1)ef〈b, γ × γ′〉

ef − 〈b, γ〉

≤ ef (f
′2

+ 1)〈b, γ × γ′〉
ef − 〈b, γ〉

<
2〈γ,Γ− b〉(f ′2

+ 1)〈b, γ × γ′〉
ef − 〈b, γ〉

= 2(f
′2

+ 1)〈b, γ × γ′〉

≤ 2(f
′2

+ 1)RK√
K2 + 1

, (4.34)
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onde na primeira desigualdade usamos o fato de kg ≥ 0, já que Ω é estritamente

convexo.

Assim, de (4.34), (4.27) e observando que γ × γ′
= −γ′ × γ, vem que

〈b, γ′ × γ〉(f ′′ − (1 + f
′2

))

(f ′2 + 1)(ef − 〈b, γ〉)
≤ 1

(f ′2 + 1)(ef − 〈b, γ〉)
.
2RK(f

′2
+ 1)√

K2 + 1

≤ 2RK

(ef − 〈b, γ〉)
√
K2 + 1

=
2RK√

K2 + 1〈γ,Γ− b〉

≤ 2RK

√
K2 + 1.

√
R2

√
K2 + 1

= 2K, (4.35)

o que prova (4.19) pois

〈b, γ′ × γ〉(f ′′ − (1 + f
′2

))

(f ′2 + 1)(ef − 〈b, γ〉)
≤ 2K =⇒

〈b, γ′ × γ〉(f ′′ − (1 + f
′2

)) ≤ 2K(f
′2

+ 1)(ef − 〈b, γ〉) =⇒

2K(f
′2

+ 1)〈γ,Γ− b〉 − 〈b, γ′ × γ〉(f ′′ − (1 + f
′2

)) ≥ 0 =⇒

2K(f
′2

+ 1)〈γ,Γ− b〉+ 〈b, γ′ × γ〉(−f ′′
+ 1 + f

′2
) ≥ 0.

Logo, por (4.19) e (4.18),

〈Γ′ × Γ
′′
,Γ− b〉 = e2f [(1− f ′′

+ f
′2

)〈γ′ × γ, b〉+ (kγ − 2K)(1 + f
′2

)〈γ,Γ− b〉

+ 2K(1 + f
′2

)〈γ,Γ− b〉]

≥ e2f (kγ − 2K)(1 + f
′2

)〈γ,Γ− b〉. (4.36)

De (4.6), obtemos que |Γ′|3 = |ef (γ′
+ f

′
γ)|3, ou seja,

|Γ′ |3 = |ef (γ′
+ f

′
γ)|3

= e3f |γ′
+ f

′
γ|2|(γ′

+ f
′
γ)|

= e3f〈γ′
+ f

′
γ, γ

′
+ f

′
γ〉|γ′

+ f
′
γ|

= e3f (1 + f
′2

)|γ′
+ f

′
γ|. (4.37)
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Além disso

|γ′
+ f

′
γ| =

√
〈γ′ + f ′γ, γ′ + f ′γ〉 =

√
1 + f ′2 .

Obtemos então de (4.5) e de (4.36), que

kΓ =
〈Γ′ × Γ

′′
,Γ− b〉

|Γ′ |3R

≥ e2f (kγ − 2K)(1 + f
′2

)〈γ,Γ− b〉
|Γ′ |3R

=
e2f (kγ − 2K)(1 + f

′2
)〈γ,Γ− b〉

e3fR(1 + f ′2)|(γ′ + f ′γ)|

=
(kγ − 2K)〈γ,Γ− b〉

efR
√

1 + f ′2
. (4.38)

Finalmente, de (4.16), (4.27) e (4.33)

f
′2

=
〈γ′
, b〉2

〈γ,Γ− b〉2
=

R2K2

K2 + 1
R2

K2 + 1

= K2. (4.39)

Usando novamente (4.27), vem que

kΓ ≥ (kγ − 2K)〈γ,Γ− b〉
efR

√
1 + f ′2

=

(kγ − 2K)
R√

K2 + 1

efR
√

1 +K2

=
kγ − 2K

ef (1 +K2)

≥ kγ − 2K

supφ(1 +K2)
, (4.40)

já que ef ≤ supφ.

Portanto, temos demonstrado a desigualdade (4.4).

�

Podemos passar agora à prova do resultado principal deste caṕıtulo.
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Demonstração do Teorema 4.2.1:

Se H = 0, estamos nas hipóteses do Teorema 1.2.1, então nada temos a mostrar.

Suponhamos H < 0. Nossa intenção é aplicar o Teorema 1.2.2, donde temos que

mostrar que φ é H−regular.

Desta forma precisamos, para cada ponto p = φ(z0)z0, com z0 ∈ ∂Ω, encontrar

funções g−p , g+
p definidas em Ω tal que o gráfico de g−p é de curvatura média H1 com

H1 ≤ H e o gráfico de g+
p é de curvatura média H2 com H ≤ H2, g±p (z0) = φ(z0) e

g−p (z) ≤ φ(z) ≤ g+
p (z), ∀z ∈ ∂Ω.

Como devemos ter H ≤ H2 então basta tomarmos as funções g+
p tais que seus

gráficos tenham curvatura média constante H = 0 (caso anterior dado pelo Teorema

1.2.1), ou seja, gráficos radiais mı́nimos. Assim, basta construir as funções g−p .

Por hipótese, φ ∈ C2,α(∂Ω) satisfaz a condição de declividade limitada radial de

constante K, logo existe uma esfera S−p (R) gráfico radial sobre S2 de uma função π−p

satisfazendo:

(i) φ(z0) = π−p (z0)

(ii) π−p (z) ≤ φ(z), ∀z ∈ ∂Ω

(iii) |∇π−p | ≤ K,

onde ∇ é o gradiente em S2.

Sejam

C(Ω) = {tz; t ∈ R+, z ∈ Ω}

C(∂Ω) = {tz; t ∈ R+, z ∈ ∂Ω}

Γ = C(∂Ω) ∩ S−p (R)

e b ∈ R3 o centro de S−p (R). Sem perda de generalidade, podemos supor b ∈

R3 − C(Ω). Denotemos por kΓ a curvatura geodésica de Γ em S−p (R). Logo, pelo

Lema 4.2.1 segue que

kΓ ≥
kγ − 2K

supφ(1 +K2)
.
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Sejam S−p (1) a esfera de raio 1 cujo centro é b (b centro de S−p (R)), γ1 a projeção

de Γ sobre S−p (1), Ω
′ ⊂ S−p (1) estritamente convexo tal que ∂Ω

′
= γ1, kγ1 a curvatura

geodésica de γ1 em S−p (1). Tal situação pode ser observada pela Figura 4.2.

Figura 4.2: Ilustração da situação descrita

Da desigualdade (4.4) e por hipótese (desigualdade 4.3) temos

kΓ ≥
kγ − 2K

supφ(K2 + 1)
> −H.

Por outro lado, kγ1 = RkΓ, ou seja, kγ1 é diretamente proporcional a kΓ onde

R é dado por S−p (R), já que γ1 e Γ são gráficos radiais sobre ∂Ω
′ ⊂ S−p (1). Assim,

kγ1 > −RH.

Pelo Teorema 1.2.3, existe M gráfico radial de curvatura média constante H

sobre Ω
′

dado pela função ev : Ω
′ −→ R com v|∂Ω′ = 0 tal que

sup |∇v| ≤
−kγ1RH +

√
k2
γ1
− (RH)2 + 1

kγ1

√
k2
γ1
− (RH)2 + 1 +RH

.

(Note que como v|∂Ω′ = 0 isso implica que u = ev|∂Ω′ = 1, donde equivale a dizer

que ∂(GrafR (u)) = ∂Ω. Assim, estamos nas hipóteses do Teorema 1.2.3.)
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A mostrar que M é gráfico radial sobre Ω.

Seja N o campo normal unitário de M apontando no sentido contrário ao centro

de S−p (R). Dado q ∈M , temos que mostrar 〈q,N(q)〉 6= 0. Para isso, basta mostrar

que tanα(q) < ∞ onde α(q) é o ângulo entre os vetores q e N(q), que aponta no

sentido contrário ao centro de S−p (R).

Seja Nπ o campo normal a S−p (R). Se Nπ está entre q e N(q) ou coincide com

um destes então α(q) = q̂, Nπ + N̂,Nπ, senão α(q) < q̂,Nπ + N̂,Nπ. Desta forma,

α(q) ≤ q̂, Nπ + N̂,Nπ.

Como
π

2
− q̂, Nπ < α(q) ≤ π

2
e
π

2
− N̂,Nπ < α(q) ≤ π

2
obtemos

tanα(q) ≤ tan(q̂, Nπ + N̂,Nπ)

=
tan(q̂, Nπ) + tan(N̂,Nπ)

1− tan q̂, Nπ tan N̂,Nπ

≤ |∇v|+K

1−K|∇v|
.

Logo, tanα(q) <∞ se | ∇v |< 1

K
, ou se

sup |∇v| ≤
−kγ1RH +

√
k2
γ1
− (RH)2 + 1

kγ1

√
k2
γ1
− (RH)2 + 1 +RH

<
1

K
.

Vamos mostrar que a hipótese dada por (4.3) implica na expressão acima.

Isolando H obtemos

−kγ1RH +
√
k2
γ1
− (RH)2 + 1

kγ1

√
k2
γ1
− (RH)2 + 1 +RH

<
1

K
⇐⇒

K(−kγ1RH +
√
k2
γ1
− (RH)2 + 1) < kγ1

√
k2
γ1
− (RH)2 + 1 +RH ⇐⇒

−kγ1RHK −RH < kγ1

√
k2
γ1
− (RH)2 + 1−K

√
k2
γ1
− (RH)2 + 1⇐⇒

−RH(kγ1K + 1) < (kγ1 −K)
√
k2
γ1
− (RH)2 + 1⇐⇒

R2H2(kγ1K + 1)2 < (kγ1 −K)2(k2
γ1
− (RH)2 + 1)⇐⇒

R2H2(kγ1K + 1)2 < (kγ1 −K)2(k2
γ1

+ 1)− (RH)2(kγ1 −K)2 ⇐⇒

R2H2[(kγ1K + 1)2 + (kγ1 −K)2] < (kγ1 −K)2(k2
γ1

+ 1)⇐⇒
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R2H2[k2
γ1
K2 + 2kγ1K + 1 + k2

γ1
− 2kγ1K +K2] < (kγ1 −K)2(k2

γ1
+ 1)⇐⇒

R2H2[k2
γ1
K2 + 1 + k2

γ1
+K2] < (kγ1 −K)2(k2

γ1
+ 1)⇐⇒

R2H2[(k2
γ1

+ 1)K2 + (1 + k2
γ1

)] < (kγ1 −K)2(k2
γ1

+ 1)⇐⇒

R2H2(k2
γ1

+ 1)(K2 + 1) < (kγ1 −K)2(k2
γ1

+ 1)⇐⇒

R2H2(K2 + 1) < (kγ1 −K)2 ⇐⇒

−RH
√
K2 + 1 < (kγ1 −K)⇐⇒

−H <
kγ1 −K
R
√
K2 + 1

. (4.41)

Como, de (4.41) temos kγ1 = RkΓ, então

−H <
RkΓ −K√
K2 + 1

=
1√

K2 + 1

(
kΓ −

K

R

)
. (4.42)

Substituindo (4.40) em (4.42),

−H <
1√

K2 + 1

(
kγ − 2K

ef (1 +K2)
− K

R

)
−H <

1√
K2 + 1

(
kγ − 2K − 2K(K2 + 1) + 2K(K2 + 1)

ef (1 +K2)
− K

R

)
−H <

kγ − 2K − 2K(K2 + 1)

ef
√

(K2 + 1)3
+

1√
(1 +K2)

(
2K

ef
− K

R

)
.

Por (4.26) temos

ef < 2R =⇒ 2K

ef
>

2K

2R
=
K

R
=⇒ 0 ≤ 2K

ef
− K

R
.

Portanto

−H <
kγ − 2K − 2K(K2 + 1)

ef
√

(K2 + 1)3
,

donde

−Hef
√

(K2 + 1)3 + 2K + 2K(K2 + 1)

≤ −H sup
z∈∂Ω

φ(z)
√

(K2 + 1)3 + 2K + 2K(K2 + 1)

< kγ,
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que é a nossa hipótese.

Assim, conclúımos que φ é H−regular. Como para H = 0 já temos um gráfico

mı́nimo cujo bordo é GrafR (φ) dada pelo Teorema 1.2.1, segue do Teorema 1.2.2

que existe um gráfico radial de curvatura média constante H dado por uma função

u ∈ C2,α(Ω) tal que u|∂Ω = φ.

�

Destacamos que no Teorema 4.2.1, não foi necessário a hipótese de o domı́nio Ω

estar contido em um hemisfério aberto de S2, como é exigido no Teorema 0.0.3. É

suficiente que Ω esteja contido em um hemisfério de S2.
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Conclusão

Neste trabalho estudamos alguns resultados de existência e unicidade de gráficos

euclidianos, radiais e parabólicos de curvatura média constante com bordo precrito

satisfazendo a condição de declividade limitada, em ambientes como R3 e H3. As

principais contribuições deste trabalho dizem respeito às demonstrações do Teoremas

2.2.1, 3.2.1 e 4.2.1, além do Teorema 2.3.1, onde esclarecemos algumas passagens

não triviais. Além disso, reunimos em um único texto e com todos os detalhes

contextualizados, os mais recentes resultados sobre o tema.

Em relação a perspectiva de continuidade deste trabalho vislumbramos aplicar

os mesmos métodos usados nas demonstrações dos teoremas acima descritos, para

resultados similares no contexto de gráficos hiperbólicos no espaço hiperbólico.
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[24] MATHIAS, C. V. Gráficos parabólicos de curvatura média constante

em H3 com bordo prescrito satisfazendo a condição de declividade

limitada. Tese de Doutorado, Instituto de Matemática, UFRGS, Porto Alegre,
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