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Resumo

Neste trabalho, uma versao analitica do método de ordenadas discretas (ADO) ¢é
utilizada no desenvolvimento de solucoes para problemas de gases rarefeitos confi-
nados por duas placas paralelas infinitas com constitui¢oes quimicas diferentes, isto
é, sem a condigao de simetria. A modelagem dos problemas (Fluxo de Poiseuille e
Creep Térmico) sao realizados a partir dos modelos cinéticos BGK e S, derivados
da equacao linearizada de Boltzmann. A fim de descrever o processo de interacao
entre o gas e a superficie, utiliza-se o nicleo de Maxwell que apresenta um tnico
coeficiente de acomodagao e o nicleo de Cercignani-Lampis definido em termos dos
coeficientes de acomodacao do momento tangencial e o coeficiente de acomodacao
da energia cinética. Uma série de resultados sao apresentados a fim de estabelecer

uma comparacao dos efeitos de superficie para os problemas apresentados.

Palavras-chave: Dinamica de Gases Rarefeitos, Nucleo de Maxwell, Nucleo de

Cercignani-Lampis, Método de Ordenadas Discretas.



Abstract

In this work, an analytical version of the method of discrete ordinates (ADO) is used
in developing solutions to problems of rarefied gases confined by two infinite parallel
plates with different chemical constitutions, that is, without the symmetry condition.
The modeling of problems (Poiseuille Flow and Thermal Creep) are performed using
the kinetic models of BGK and S, derived from the linearized Boltzmann equation.
In order to describe the interaction between gas and surface, we use the core of
Maxwell presenting a single accommodation coefficient and the Cercignani-Lampis
core defined in terms of the coefficients of accommodation of tangential momentum
and energy accommodation coefficient kinetics. A series of results are presented in
order to establish a comparison of surface effects to the problems presented.
Keywords: Dynamics of rarefied gases, Maxwell Kernel, Cercignani-Lampis Ker-

nel, discrete ordinates method.
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Introducao

A Dinamica de Gases Rarefeitos (DGR), tem por objetivo o estudo de fenomenos
relacionados ao escoamento de gases em sistemas com comprimento caracteristico
da mesma ordem de grandeza do livre caminho médio das moléculas de gds. A
base da (DGR) é a Teoria Cinética dos Gases [18, 19, 29, 35, 40] que determina as
propriedades macroscopicas de um gas através do estado do sistema formado pelas
moléculas que o compoem utilizando a equacao proposta por Ludwing Boltzmann
[8]. A pesquisa em Dinamica de Gases Rarefeitos teve inicio por volta de 1879,
através de estudos realizados por James Clerk Maxwwell [7] devido a necessidade
de aplicacao da equacao de Boltzmann a problemas onde a natureza molecular da
matéria nao pode ser desprezada.

Um dos fatores que motivaram o desenvolvimento de pesquisas envolvendo a
dinamica de gases rarefeito é a diversidade de aplicagoes que essa area contempla,
como por exemplo, o estudo de fluxo de gases em microcanais.

Atualmente, os microsistemas sao utilizados em diversas areas [50], que incluem
medicina, aviagao, metereologia, telecomunicacao, tecnologia de computadores, robédtica,
engenharia, entre outras.

Expressoes do tipo: sistemas microeletromecanicos (MEMS) e microsistemas tec-
nolégicos (MST) tém sido muito utilizadas para caracterizar o modelo e a metodolo-
gia no processo envolvendo microcomponentes. Em se tratando de microsistemas,
grande parte incluem, inevitavelmente, fluxo de fluido. Quando se trabalha com
fluxos em micro ou menores configuragoes, observa-se muitos fenomenos [33] como o
fator de friccao e a viscosidade aparente dos fluidos em microcanais [46, 47]. Devido
a importancia dos (MEMS) e (MST), paises como Estados Unidos e Japao estao
cada vez mais investindo em programas de pesquisas relacionadas a essa area.

Em simulagoes numéricas devido a pequena escala de comprimento caracteristico,

tem-se fluxos que nao podem ser modelados pela equacao de Navier-Stokes, princi-
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palmente em (MEMS). Neste caso, a equacao de Boltzmann passa a ser conside-
rada de grande importancia para calcular e compreender o fluxo nesses dispositivos
[19, 20, 22].

Os problemas de dinamica de gases sao resolvidos baseados no estado de ra-
refacdo do gés [60], este estado é classificado pelo nimero de Knudsen (Kn), um
parametro essencial em (DGR), conforme serd abordado adiante neste trabalho. O
ponto fundamental da (DGR) encontra-se na equacao de Boltzmann, pois em di-
versos casos o numero de Knudsen assume um valor intermediario e o gas esta em
regime de transigao e as equagoes de Navier-Stokes nao podem ser aplicadas [77]. Na
literatura tem-se, nesse contexto, o livro de Cercignani [19, 20] na &rea da dinamica
de gases, bem como o trabalho de Sharipov e Seleznev [60] que fornece uma ampla
revisao e fonte de dados titeis na comparacao de diversos métodos computacionais e
formulagoes matematicas béasicas nessa area.

A equagao de Boltzmann foi desenvolvida para descrever a dinamica do gas ideal.
A chamada equacao de transporte de particulas pode ser expressa através de trés
formas [30], a forma integro-diferencial, a forma integral e a forma integral de su-
perficie [51]. Quando se trata da equagao de transporte integro-diferencial pode-se
dizer que ela fornece uma descricao quantitativa da distribuicao espacial, direcional,
energética e temporal de particulas gasosas em meios materiais.

Assim, a equagao de Boltzmann interpreta como um gas transporta determinadas
quantidades fisicas tais como calor e massa. A mesma foi introduzida no fim do século
XIX por Ludwing Boltzmann (fig.1), em seus estudos pioneiros da teoria cinética de
gases [8], no entanto, foi estudada de forma mais intensa no inicio dos anos 60 com o
objetivo de resolver problemas de fluxo de gases rarefeitos. Apesar dos varios estudos,
a resolucao de problemas de fluxo via equagao de Boltzmann nao ¢ facil devido a
presenca da integral de colisoes, mesmo utilizando-se de métodos semi-analiticos ou
puramente numéricos.

Cabe ressaltar que a teoria desenvolvida para a Equacao de Boltzmann é de
grande importancia em fenomenos de transporte, abrangendo teoria cinética, mecanica
dos fluidos e mecanica estatica [48].

Por ser uma equacao nao linear e muito complexa de ser resolvida, mesmo com o
grande avanco tecnoldgico, simplifica-se a integral de colisoes por ser a responsavel
pela dificuldade na resolucao da equacao de Boltzmann, através de uma funcao de dis-

tribuicao Maxwelliana local. As equagoes aproximadas conservam as caracteristicas

16



Figura 1: Ludwing Boltzmann [21]

fisicas fundamentais como os principios de conservacao de massa, momento e energia
do processo de colisao da equagao exata de Boltzmann, além de reduzir de maneira
significativa o esforgo computacional. A expressao que simplifica a integral de co-
lisao é chamada de modelo de colisao, enquanto a equacao aproximada ¢é considerada
equacao cinética ou equacao modelo.

E possivel resolver a equagao de Boltzmann com a integral de colisao original mas
a mesma se restringe na utilizacao de modelos simples de interacao intermolecular e
esferas rigidas que podem ser vistas em trabalhos existentes na literatura [8, 79, 81].

A idéia de uma equacgao modelo foi introduzida por Bhatnagar, Gross e Krook
(BGK) [6]. Posteriormente, surgiram outros modelos para serem utilizados em
problemas classicos relacionados a dinamica de gases rarefeitos, dentre eles, o modelo
S, proposto por Shakhov [57], o modelo Gross-Jackson(GJ) [32], o modelo MRS [31],
o modelo CLF [16, 42], os modelos CES e CEBS [5].

Os modelos BGK e S, que serao abordados neste trabalho, caracterizam-se por
apresentar a frequéncia de colisao das particulas de gas, constante. O estudo tedrico
de problemas classicos da (DGR) que modelam escoamentos de gases em canais
planos (fluxo de Poiseuille, fluxo de Couette, Creep-térmico,...) é de extrema im-
portancia no surgimento de novos modelos matematicos bem como no desenvolvi-
mento de novas técnicas computacionais.

No que diz respeito a métodos deterministicos, varios métodos sao apresentados
na literatura, dentre eles, enfatiza-se o método de solucao aproximado two-stream
[53, 56], 0 método dos harmonicos esféricos [34], o método de ordenadas discretas
[23, 80], a versdao analitica do método de ordenadas discretas [2, 64], o método de

velocidades discretas [61] e o método Case [13] que é um método exato de solugao,
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sendo valido em casos onde o termo integral é bem simples.

Neste trabalho, aplica-se uma versao analitica do método de ordenadas discre-
tas (ADO), que consiste em aproximar o termo integral da equacdo de transporte
integro-diferencial por uma férmula de quadratura, transformando a equacao em um
sistema de equacoes algébricas que pode ser resolvido de maneira analitica. Devido a
possiblidade da construcao de solugoes unificadas para diferentes modelos cinéticos,
a versao analitica do método de ordenadas discretas (ADO) é de muita utilidade na
resolucao de vérios problemas de dinamica de gases rarefeitos.

Aplica-se 0 método (ADO) para resolver de maneira unificada os problemas de
Fluxo de Poiseuille e Creep Térmico que aqui sao derivados segundo os modelos
BGK e S. Considera-se um géas confinado entre placas paralelas com constituigoes
quimicas diferentes, ou seja, tem-se a nao-simetria das placas. Tendo em vista uma
andalise mais detalhada dos efeitos de superficie na dinamica de gases rarefeitos os
problemas serao relativos as condig¢oes de contorno propostas por Cercignani-Lampis
[17] e Maxwell [77]. As condigbes de contorno propostas por Cercignani-Lampis mo-
delam a acomodagao considerando diferentes propriedades fisicas [66], por apresentar
dois coeficientes de acomodacgao na qual a quantidade «,, descreve o coeficiente de
acomodacao da energia cinética correspondendo a velocidade normal e o, representa
o coeficiente de acomodacao do momento tangencial, diferentemente das condigoes
de contorno de Maxwell que apresentam apenas um coeficiente de acomodacao, tor-
nando o uso das condi¢oes de contorno propostas por Cercignani-Lampis mais pre-
cisas.

Desta forma, este trabalho foi estruturado da seguinte forma:

No capitulo 1 apresenta-se conceitos basicos para o desenvolvimento deste tra-
balho e a equagao de Boltzmann linearizada. O capitulo 2 trata da formulagao do
modelo cinético utilizado. No capitulo 3 apresenta-se a formulagao dos problemas
propostos. O capitulo 4 refere-se as grandezas fisicas de interesse a qual deseja-se
encontrar. No capitulo 5 tem-se a solugao em ordenadas discretas. O capitulo 6
apresenta a solucao através das condicoes de contorno do tipo Difuso-especular e
Cercignani-Lampis bem como os resultados para as quantidades de interesse. No
capitulo 7 apresenta-se os resultados numéricos para as grandezas macroscopicas dos

problemas de Fluxo de Poiseuille e Creep Térmico.
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Capitulo 1

Conceitos da Dinamica de Gases

Rarefeitos

Neste capitulo sera apresentado, de forma resumida, alguns conceitos bésicos da
dinamica de gases, utilizados no desenvolvimento deste trabalho e importante para

o entendimento dos proximos capitulos.

1.1 Numero de Knudsen

Um dos principais parametros utilizados na Dinamica de Gases Rarefeitos é o niimero
de Knudsen, K,, que caracteriza a rareagao do gas [60, 77|, sendo definido pela
razao entre o livre caminho médio molecular, A, e um comprimento caracteristico do

escoamento a [78], ou seja,

K, == (1.1)

De acordo com o valor que o parametro K, assume pode-se dividir o regime de
escoamento do fluxo gasoso em trés tipos:

(i) Regime hidrodinamico (K, < 107%): esse regime ¢ caracterizado por apresen-
tar o livre caminho médio muito menor que o comprimento caracteristico do escoa-
mento e, consequentemente, o meio gasoso ¢ considerado continuo, onde as equagoes
de Navier-Stokes sao aplicadas.

(ii) Regime de moléculas livres (K, > 10): esse regime apresenta o livre caminho

médio muito maior que o comprimento caracteristico do escoamento, dessa forma,
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as particulas gasosas se chocam com menor frequéncia que as colisoes das particulas
com a superficie sélida que delimita o fluxo do gas. Considerando o movimento das
particulas independente, a interacao gas-superficie pode ser desprezada.

(iii) Regime de transicio (1072 < K,, < 10): este regime é caracterizado por
apresentar o numero de knudsen nao muito pequeno e nem muito grande, onde nao
se pode desprezar a interacao entre as particulas e nem considerar o meio como
um continuo. Nesse regime, o livre caminho médio e o tamanho caracteristico do
escoamento possuem a mesma ordem de grandeza. Nesse caso, as equacoes de Navier-
Stokes nao podem ser utilizadas, dessa forma, necessita-se formulacoes com base na
equagao de Boltzmann ou equagoes cinéticas (modelos), sendo que estas apresentam
maior complexidade no estudo dos fluxos gasosos.

Alguns autores [7], definem outro regime de escoamento intermediario aos regimes
hidrodinamico e de transicao, o qual chama-se regime de deslizamento. Esse regime
¢ uma extensao do regime hidrodinamico onde ainda pode-se utilizar as equacoes de
Navier-Stokes para encontrar a solucao da equacao cinética, porém ela é valida desde
que as condi¢oes de contorno na interface gas-sélido sejam utilizadas. Tem-se que o

intervalo do nimero de Knudsen nesse regime ¢ 1072 < K,, < 107

1.2 Funcao de Distribuicao

Através do sistema formado pelas moléculas que compoe um gas, a Teoria Cinética
tem o objetivo de determinar as propriedades do mesmo. O estado de um sistema
de particulas é determinado em qualquer instante ¢ se a velocidade (v) e a posigao
(r) de cada particula gasosa for conhecida neste instante.

O numero de particulas da qual o gés é composto, é muito grande, logo considera-
se que o estado do sistema de particula é descrito em termos da uma funcao de
distribuigao f(t,r,v) que satisfaz um sistema de equagbes acopladas baseadas na
Equagao de Boltzmann, portanto a fungao de distribuicao contém informacoes sobre
a distribuicao de velocidade e espacial das particulas do gas em estudo em qualquer
instante .

Assim, as propriedades macroscépicas como temperatura, pressao e velocidade
do gés sao determinadas através da funcao de distribuigao f(¢,r,v). Todas as ca-

racteristicas expressas podem ser encontradas em [29, 60].
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A expressoes para as macrocaracteristicas do gas podem ser calculadas através

da funcao de distribuicao como:

Velocidade:
(t,r) ! /Vf(t r,v)dv (1.2)
U = z s Ly .
©0 o n(r)
Tensor pressao:
P, = m/VxVZf(t, r,v)dv (1.3)
Fluxo de calor:
m 2
q(t,r) = 5} VAV f(t,r,v)dv (1.4)
Temperatura:
T(r,v) = - [ V2f(t,r,v)dv (1.5)
’ - 3nk; » T .
Densidade:

n@m:/j@nwm (1.6)

onde m ¢ a massa molecular, k£ é a constante de Boltzmann e V é a velocidade.

Calcula-se a pressao como valor médio dos termos diagonais do tensor pressao

1
p= §(Pm+Pyy+Pzz). (1.7)
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1.3 A equacao de transporte de Boltzmann

A equacao de Boltzmann é uma equacao integro-diferencial nao linear que objetiva
determinar uma evolugao na funcao de distribuigao, ou seja, a fungao de distribuicao
de um determinado gés deve satisfazer a equagao de Boltzmann nao linear [11, 18,
22, 24, 29, 40].

Varios estudos na dinamica de gases rarefeitos sao realizados através da equacao
integro-diferencial, quando as equacoes de Navier-Stokes nao podem ser utilizadas
[60] que é o caso quando tem-se um regime de transicdo, utiliza-se a equacao de

Boltzmann nao linear [19] que é expressa como

0 0
af(tvrvv) —G—VEf(t,I‘,V) = J(f/,f) (18)

onde f(t,r,v) é a funcdo de distribui¢do, r = (z,y,2) é o vetor de coordenadas
espaciais, v = (v, vy, v,) é o vetor velocidade das particulas, t é o tempo e J(f’, f)

¢ a integral de colisoes dada por

I ) = / (o, v ) (ff — F ) doldo. (1.9)

aqui (v',v) corresponde a velocidade antes das colisoes e (v, v,) a velocidade apés
as colisoes de duas particulas gasosas.

A integral de colisao expressa a taxa de variacao temporal da funcao de dis-
truibuigao devido as colisdes moleculares. A quantidade w(v,v,;v",v)) é a funcao
frequéncia de espalhamento diferencial para uma colisao binéria (ou de duas particulas
de gés).

A presenga da integral de colistes J acarreta grande dificuldade na resolugao da
equacao de Boltzmann, devido a isto, foram desenvolvidos varios métodos analiticos
a fim de facilitar a resolucao desta equacao, como por exemplo, método dos momen-
tos de Grad [11, 18, 40] e método de Chapman-Enskog [11, 18, 24]. No entanto,
os resultados obtidos por estes métodos fornecem resultados aproximados que sao
validos somente no regime hidrodinamico, ou seja, K, << 1072

Com o objetivo de considerar todo o intervalo do niimero de Knudsen, surgiu a
possibilidade de simplificar a integral de colisoes utilizando-se um modelo matematico
para essa integral. No entanto, cabe ressaltar que esse modelo matematico ou modelo

cinético deve conservar as propriedades fundamentais da integral de colisao original,
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todos os coeficientes de transporte como condutividade térmica, viscosidade, veloci-
dade, devem ser fornecidos de maneira correta e a integral de colisoes deve ser nula
no estado de equilibrio.

Quando a integral de colisdes é substituida por um modelo cinético, a equacao
de Boltzmann passa a ser chamada de equacao modelo ou equagao cinética.

Cabe destacar que é possivel resolver a equacao de Boltzmann com a integral de
colisoes exata, mas mesmo com o avancgo tecnolégico, ainda existe um grande esforgo
computacional.

Pode-se encontrar na literatura [72, 79] trabalhos nos quais a equagao de Boltz-
mann ¢ resolvida com a integral de colisoes original mas estes, se restringem somente
a utilizacao do modelo mais simples de interagao molecular. Assim, torna-se in-
dispensavel a utilizacao de modelos cinéticos em célculos praticos que envolvem a
solucao da equacao de Boltzmann por apresentarem menor esforgo computacional e

a0 mesmo tempo resultados experimentais satisfatérios.

1.3.1 Equagao de Boltzmann Linear

Neste trabalho, utiliza-se a equagao linearizada de Boltzmann unidimensional e no
estado estacionario, logo para solucoes fracas, situacoes em que o estado do gés é
fracamente removido do seu estado de equilibrio fy, de acordo com Williams [76]

escreve-se a funcao de distribuicao na forma

f(r,v) = fo(r,v)[1 + h(r,v)] (1.10)

onde h representa uma pequena perturbagdo (|h| << 1) causada a distribuicao
Maxwelliana local fo(r,v) pelo fato de conter uma superficie delimitando o gés.
Segundo Williams [76] pode-se escrever a Maxwelliana local fo(r,v) de uma

maneira mais geral como

m (T)F/Q o [_ m (v + vy + [v, — w (2)]’] (1.11)

fo(r,v) = ng(r) {W 2kTo(r)

onde r = (x,y,z) é o vetor de coordenadas espaciais, m é a massa molecular, k é a

constante de Boltzmann, v = (v, vy, v,) é o vetor velocidade, n., é a densidade e

T, é a temperatura.
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Considera-se que as fungoes n, T, e u sao lineares de x,y e z como segue

Neo(,2) = no(1 + Ryx + R.2) (1.12)
Too(z,2) =To(1 + Ko + K. 2) (1.13)
u(z) = Kz, (1.14)

onde ng é a densidade de equilibrio das particulas de gas, Ty é a temperatura cons-
tante de referéncia, K é um gradiente de velocidade na dire¢ao =, R; e K; sao
gradientes de densidade e temperatura na direcao i, respectivamente.

Seguindo Williams [76, 77] e partindo da Eq.(1.10), a funcao de distribuicao serd
determinada em termos da perturbacao h. Para isso, substitui-se a linearizacao dada
pela Eq.(1.10) na Eq.(1.8). Deve-se considerar as propriedades simétricas da fungao
frequéncia de espalhamento diferencial para a colisao entre dois corpos [12, 76| e

faz-se a adimensionalizacao da forma

C:U{m}uz (1.15)
2k T
e Y

lg)::ff[ijb] (1.16)

onde v é a magnitude da velocidade da particula. Desta forma, obtém-se a equacao

balanco
S(e) + Cy—aa h(r,c) = olnor 2L {Rh} (1, ¢) (1.17)
T

onde oy ¢ o didametro de colisdo das particulas de gas [5], S(c) é o termo de fonte que

¢ definido para cada problema e o operador de colisao ¢ descrito por

LA} (1,¢) = —n(c)h(T,c) —|—/ / / e ErErE (! o)h(r, d)de,de,de,
T (1.18)

onde 7 é a varidvel espacial, F(c’,c) é chamado nicleo de espalhamento e 7(c) é a
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frequéncia de colisao das particulas dada por

22 +1 (€
n(c) = ¢t / e dr 4 e (1.19)
¢ 0

Assim, pode-se reescrever a Eq.(1.8) na forma

C'yaﬁh(T7 c) + eh(r,c) = 67T_3/2/ / / e h(r,c)F(c : c)dc,de,dc, + S(c)
T —0o0 —00 —0o0
(1.20)
onde
€ = onom/?l (1.21)

F(c':c)=1+2(c.c) + (2/3)(c* — 3/2)(c* — 3/2) + BM(c/, c) + wN(c,c) (1.22)

M(c' : c) = (4/15)(c’.c)(c* — 5/2)(c* — 5/2) (1.23)

N(c': ¢) =2(c.c)* — (2/3)c*c? (1.24)

Os parametros dependem do modelo a ser trabalhado, para o modelo BGK tem-
se f = w = 0, para o modelo S os parametros assumem os seguintes valores § =1 e

w = 0.

1.4 Livre Caminho Médio

O Livre Caminho Médio representa a distancia média percorrida por uma particula
gasosa antes de sofrer uma colisdo. Introduzindo a varidvel adimensional 7 = y*/I

pode-se escrever a Fq.(1.20) na versao homogénea como

cy%h(r, c) =eL{h} (7,0), (1.25)
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com
€ = anem/?l (1.26)

onde 0y é o diametro das particulas do gas e vy é a densidade (constante) das
particulas gasosas.

Na literatura, o livre caminho médio é definido em funcao da viscosidade e da
condutividade térmica, dependendo do tipo de problema que esté sendo trabalhado.
Tem-se, por exemplo, para o problema de Poiseuille, segundo Loyalka e Hickey [44],

o livre caminho médio definido em termos da viscosidade p é dado por

[=1,= (%) (2kTym)Y/2. (1.27)

Segundo Loyalka e Ferziger [42], o livre caminho médio definido em termos da

condutividade térmica A, é dado por

== o | | ) R (128)

onde py = nkTy ¢é a pressao, m ¢ a massa molecular, k£ é a constante de Boltzmann

e Ty é a temperatura constante.

Tem-se ainda, definido por Pekeris e Alterman [45], a viscosidade como

2) T 1/2 ()
e = m/ e~ b(c)Cde, (1.29)
0

1570

e a condutividade térmica da forma

Ak(2KTy /m)'/2 [ .
A\, = (RkTy/m) / e a(c)c’de, (1.30)
0

2
3mog

onde nas equagoes (1.29) e (1.30), as fungoes b(c) e a(c) sao solugdes da equagao
de Chapman-Enskog para a viscosidade e condutividade térmica, respectivamente,

estas devem satisfazer equagoes integrais da forma

n(c)c*b(c) — /000 e~ (ks (', 0)tdd = ¢ (1.31)
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n(c)c*ca(c) — /000 e~ a(d ki (¢, c)Pdd = c(® —5/2) (1.32)

com a condi¢ao de normalizagao

/ e “a(c)ctde = 0. (1.33)
0

Logo, obtém-se, substituindo as equagoes (1.27),(1.29) e (1.31) na equagao (1.26)

em termos da viscosidade

16 o
€E=¢€ = Bﬁ_l/z/o e~ S e, (1.34)

e substituindo as equagoes (1.28), (1.30) e (1.32) na equagao (1.26), obtém-se em

termos da condutividade térmica

16 o
€e=¢ = —7T_1/2/ e~ (1.35)
15 0
As expressoes para €, e ¢, dependem do modelo cinético utilizado, para obter os
resultados numéricos.
Conforme Barichello e Siewert [5], tem-se que as equagdes (1.34) e (1.35) pro-

duzem para o modelo S, ¢, =1e ¢ = g

1.5 Interacao Gas-Superficie

O estudo da interacao gas-superficie é de grande importancia na Dinamica dos Gases
Rarefeitos, pois frequentemente os gases estao limitados por superficies, as quais
impoem condicoes de contorno a funcao de distribuicao.

Geralmente, a funcao de distribuicao ¢ dada através do nicleo de espalhamento
R(v' : v) [19] como

lva| f(v) = // [ |R(V" :v) f(0")dV', v, >0 (1.36)

n<0
onde v é a velocidade molecular das particulas de incidéncia e v é a velocidade
molecular das particulas de reflexao, v,, = v.n é a componente normal da velocidade

v e n é o vetor normal a superficie.
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No entanto, o nucleo de espalhamento R(v' : v) deve satisfazer algumas pro-

priedades como: condi¢ao de normalizacao

/ R :v)dv =1, (1.37)

’
n<0

e relacao de reciprocidade [18]

2 2
|v] | exp ( — ;7{;; )R(U’ ) = |v,| exp ( — 277;; >R(—v :—0'). (1.38)

O ntcleo de espalhamento mais usado é o difuso-especular, proposto por Maxwell,

que nao depende da velocidade das moléculas antes da colisao com a superficie, e é

dado por

2

m2u,, muv
RDE(U/ : ’U) = (1 — (){)5*(1}/ — v+ 2m)n) + (XW exp <— QkTw), (139)

onde ¢* é a funcao de Dirac, m é a massa molecular das particulas gasosas, k é
a constante de Boltzmann, T,, é a temperatura da superficie e a é o coeficiente
de acomodacao. Este nicleo de espalhamento representa, fisicamente, que a fracao
a de particulas é refletida difusivamente e o restante da fracao (1 — a) é refletida
especularmente.

Em problemas de fluxo entre duas placas paralelas, localizadas em 7 = —a e
7 = a, o modelo difuso-especular, segundo Williams [76] é escrito em coordenadas

cartesianas como

h(—a, cw,cy,cz —Cy, Cy, Cz) =

(1—-a)
/ / / ~*h(—a,—C., c,, c.)dc,dc.dc, (1.40)

h(a, cx,cy,cz h(a,cy, ¢y, c.) =

(1—a)
/ / / - h (a,c,, ¢, c,)dd,de dc, (1.41)
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onde a € (0, 1], representa o coeficiente de acomodagao das paredes e ¢, > 0.

Considerando o modelo difuso-especular, existem na literatura varios trabalhos
da (DGR) baseados no ntcleo de Maxwell dentre eles pode-se citar [3, 4, 14, 15, 65,
68, 69, 70].

Como o modelo de Maxwell (difuso-especular) considera apenas um coeficiente
de acomodagao para todas as propriedades fisicas [62] e na pratica necessita-se de no
minimo dois coeficientes de acomodacao, utiliza-se neste trabalho, além das condigoes
difuso-especular, o nicleo de espalhamento de Cercignani-Lampis [17] que possui dois
coeficientes de acomodacgao para descrever as propriedades fisicas do gas. Este nicleo

¢ dado, em coordenadas retangulares por

2c

RCL(CZm C;a C; * Cxy Cy7 Cz) = 7TCYnOét(2y— at)T(C,a: : cl‘)S(C; : Cy)T(C; : CZ) (142)
o (1 - apz—ap
—y)z—T
T(x:z)=exp| — 1.43
(w52) =exp | - (L0022t (1.43)
e
1— )2 — 21191 — . )1/2
S(x: z) = exp [— (1~ an)'z — 2] ].Io[ (1= an) |:pz|} (1.44)
(7% Qp
onde
Io(w) = Ip(w)e™ (1.45)
Iy(w) denota a fun¢ao de Bessel modificada expressa como:
1 27
Iy(w) = — / et dep. (1.46)
2 Jo

Tem-se ainda que o coeficiente de acomodacgao tangencial () tem uma variagao
no intervalo [0,2] e o coeficiente de energia cinética (o) varia no intervalo [0,1]
que corresponde a componente normal de velocidade. Isto significa, que o nicleo
de Cercignani-Lampis admite a reflexao para tras que pode ocorrer em superficies
rugosas.

Usando a adimensionalizacao para o vetor velocidade ¢, a interagao entre o gas e
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a parede [68] pode ser descrita, para o nicleo de Cercignani-Lampis como

h(—a,cs, ¢y, ) / / / - h ;= Chy Cyy )

R(c,, —¢,, ¢, : €z, ¢y, ¢ )dc,de de,

h(a,c;, —cy, c,) / / / - h (a,c,, ¢, L)

/ / /
R(c,, ¢, C, 1 €z, —y, ¢ )dc,de de,

para ¢, € (0,00) e ¢;, ¢, € (—00,00).

(1.47)

(1.48)

Apesar do nticleo de Cercignani-Lampis representar melhor as propriedades fisicas

do gas, por ter dois coeficientes de acomodacao, neste trabalho também sera encon-

trado resultados utilizando as condi¢oes de Maxwell.
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Capitulo 2
Modelos Cinéticos

Devido a grande dificuldade encontrada na estrutura da integral de colisao da equacao
de Boltzmann, percebeu-se a necessidade de apresentar alternativas que possibili-
tassem resolver esse problema. Assim, surgiu a idéia de substituir o termo de colisao
por expressoes mais simples, mas que conservassem certas propriedades fisicas de
interacao entre as particulas. Essas expressoes sao chamadas de modelos de colisao e
apos a substituicao do termo integral por um modelo de colisao, a equacao de Boltz-
mann passa a ser chamada de equacao cinética ou modelo cinético. Existem varios
trabalhos apresentados na literatura [66] que procuram desenvolver equagoes modelo
na dinamica de gases rarefeitos. No entanto, é necessario que se permita estabele-
cer uma comparacao, de maneira consistente, aos diferentes resultados encontrados
nas aproximagoes de ELB. Para isso ¢ necessario adotar uma metodologia onde os
modelos cinéticos sao tratados de uma mesma forma, como a maneira de definir o
livre caminho médio e a frequéncia de colisao, aplicavel a cada modelo cinético. Para
simplificar o nicleo de espalhamento F(c/, ¢) foi desenvolvido ntcleos aproximados,
os chamados nicleos sintéticos.

Foi proposto por Pekeris e Alterman [45] uma expansao em termos dos polinémios
de Legendre. Através do teorema da adicao dos harmonicos esféricos, o nicleo de

espalhamento F(¢, ¢) é escrito na forma

F(,0) = 1 D0 D (@20 12— 8u,) B () P () () cosmly’ — x), (2.)

n=0 m=0

onde as funcoes de Legendre normalizadas sao dadas por
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n—m)l]? m
PR = [ = R, (2:2)

n >m P,(u) sdo os polinomios de Legendre , tais que

[ prozpi = (55 )i (23)

1 2n+1

onde 0y, representa o delta de Kronecker. Pode-se encontrar em [5, 44, 45], para
alguns valores de n, as expressoes para as componentes K, (c, ).

Geralmente, essa simplificacao do nicleo de espalhamento nao depende somente
de um truncamento da expansao do nticleo exato F(¢,c), pois as maiores dificul-
dades encontram-se nas fungoes k,(c’,c) que possuem derivadas descontinuas nos
pontos ¢ = ¢ mesmo para valores pequenos de n. Devido a isto, sdo apresentadas
na teoria cinética outras abordagens, as chamadas equacoes modelo que preservam
caracteristicas da equacao original como a conservacao dos invariantes de colisao e,
em alguns casos, a existéncia do teorema H [8].

Para obter os modelos cinéticos, subtitui-se as componentes exatas k, (¢, c) de
forma truncada do nicleo de espalhamento F(¢/, ¢) por uma aproximagao que preserva
as propriedades fisicas do nimero de espalhamento original [5], ou seja, a Eq.(2.1) é

truncada e o nicleo de espalhamento passa a ser descrito como

1 o0 n
F(c,0) = 1= 30 3 (204 1)(2 = 8o,) P ()PP (0) fule ) cosmly’ = x), - (24)
g n=0 m=0
aqui sdo usadas aproximagoes sintéticas f,(c’,c) para n < N ao invés de utilizar
componentes exatas ky,(c, c).
A ELB adimensionalizada e aproximada pelo nicleo sintético F(c/,c) é escrita

CcOo1mo

0 h(r,c) =eL*{h} (1, ¢) (2.5)

C —_—
Yor

onde

L*{h} (1,¢) = —v(c)h(T,c) + /000 /1/0 ﬂe_clzh(T, c)F(c,c)c?dx'du'dd  (2.6)
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A fim de se obter resultados numéricos, foram propostos alguns modelos como
BGK [6], S [57],Gross-Jackson [32] e MRS [31] onde as frequéncias de colisdo sao

constantes, neste trabalho serao tratados os modelos BGK e S.

2.1 Modelo BGK e Modelo S

O modelo de colisao BGK, proposto por Bhatnagar,Gross e Krook [6] é o modelo
mais conhecido. O operador de colisao BGK expressa a mudanca liquida no ntimero
de particulas como sendo proporcional a frequéncia de colisao e a diferenca entre a
funcao distribuicao e a distribuicao Maxwelliana local.

O modelo BGK fornece resultados aproximados para muitos problemas, embora
este modelo nao permita a escolha independente da viscosidade e da condutividade
térmica, essa caracteristica faz com que este modelo possua um nimero de Prandtl
fixo, ou seja, o numero de Prandtl caracteriza-se por ser um numero adimensional
que aproxima a razao da viscosidade cinematica e difusividade térmica de um fluido.
Para o modelo BGK tem-se

Pr=e¢,/e, =1, (2.7)

cujo valor normalmente utilizado na teoria cinética corresponde a 2/3 [60]. Além
disso, a utilizagao mais acentuada do modelo BGK ocorre pelo fato do mesmo ser
de facil solucao analitica de problemas em configuragoes simples e por constituir a
base da grande maioria das abordagens numéricas para a solucao da equacao de
Boltzmann.

Com o objetivo de comparar com os resultados do modelo BGK, decidiu-se
investigar também o modelo S, associado a condigao de contorno difuso-especular e
Cercignani-Lampis sem a condigao de simetria, na resolucao de alguns problemas da
(DGR), visto que estes resultados ainda nao estao disponiveis na literatura existente.

A fim de desenvolver matematicamente os modelos BGK e S que baseiam-se no
modelo de esferas rigidas, utiliza-se as relagoes existentes entre coordenadas esféricas
e cartesianas e obtém-se o vetor velocidade ¢ em coordenadas retangulares (¢, ¢y, ¢;)

e a ELB é escrita como

cygh(r, ¢) = eL*h(T, c) (2.8)

onde
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L*h(T,¢) = —eh(7,c) + 7T3/2/ / / e h(r,d)F(c : c)dc,dc,dc,.  (2.9)

O modelo S, proposto por Sharkhov [57], é uma modificagdo do modelo BGK,
conforme observado por Sharipov [60].

Conforme Garcia e Siewert [31] e Scherer [55], o nicleo de espalhamento pode
ser considerado em uma mesma relagao levando em conta que para o modelo BGK
tem-se # = 0, j4 para o modelo S o parametro assume valor diferente neste caso,

tem-se 0 = 1, e é descrito como

F(c,c)=1+2(c.c) + § (dz — g) (02 — g) + SM(c/, c) (2.10)
onde
M(c/,c) = (4/15)(c.c)(c* — 5/2)(c* — 5/2). (2.11)

A fim de reescrever a Eq.(2.8) na forma da Eq.(2.1), deve-se escolher

fo(d c) = 4n 21+ (2/3)(* — 3/2)(* — 3/2)], (2.12)
fid,e) = (8/3)c e /21 + (2/15)3(c* — 5/2)(c* — 5/2] (2.13)
fn(d ) =0, n> 1. (2.14)

Ja sendo definido o niucleo de espalhamento para os modelos em questao, e con-
siderando a relacao existente entre coordenadas esféricas e cartesianas, considera-se a
equagcao cinética escrita em termos da perturbacao h(7, ¢), para a fungao distribuicao

de uma Maxwelliana local, como

cyaa h(T,c) + eh(T,c) = em 3/2/ / / e "F(d, c)

h(r, c)dc,dc,dc, + S(c) (2.15)

onde F(c, ¢) é definido pela Eq.(2.10).

Nos préximos capitulos, apresenta-se as quantidades fisicas de interesse e os pro-
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blemas na dinamica de gases rarefeitos que pretende-se resolver aplicando-se os mo-

delos BGK e S juntamente com a versao analitica do método de ordenadas discretas.
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Capitulo 3

Formulacao Matematica do

Problema

Apoés a derivacao das equacoes modelo da equacao linearizada de Boltzmann para
esferas rigidas, neste capitulo formula-se o problema classico de Fluxo de Poiseuille e
o problema de transferéncia de calor Creep Térmico utilizando-se os modelos BGK
eS.

3.1 Formulacao geral

3.1.1 Modelo BGK

Primeiramente, considera-se a equacao cinética ja escrita em termos de uma per-

turbacao h(7,c) da fungao distribuigao

a o0 o oo P
cth(T, c) = €7T_3/2/ / / e h(r, )F(c : c)dc,dc,dc, +S(c)  (3.1)

onde S(c¢) é o termo de fonte e F(¢' : ¢) é o mesmo ntcleo sintético mencionado
anteriormente Eq.(2.10).

Com a finalidade de reduzir o niimero de variaveis no problema, verificou-se que
os resultados desejados podem ser obtidos através de dois momentos de integracao

da fungao de distribui¢ao. Assim, multiplica-se a Eq.(3.1) primeiramente por
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Dy (cy,c,) = C_xe—(c§+c§) (3.2)
T

e integra-se o produto em relagao a ¢, e ¢, em (—00, 00).

Posteriormente, repete-se 0 mesmo procedimento multiplicando-se a Eq.(3.1) por
_ Cx 2 2 —(c2+c2)
CD2(C$’ Cz) - [m] (Cy + C — 2)6 v ) (33)

e integra-se o produto em relacdo a ¢, e ¢, em (—o00, 00). Considera-se a nova varidvel

¢, = £ e obtém-se as seguintes equacgoes balanco

ga;ihl(ﬂ f) + ehl(Ta 5) = % /;Oo 67£l2h1 (T7 5/)d51 + a1 (5)7 (34>
0
ga_hQ(Ta f) + EhQ(Ta g) = a2(€)7 (35)
T
onde
(1,6) = / / 1(Czy C2)h(T, 1, €, C2), degde, (3.6)
ho(T,€&) = /OO /00 Dy (cyy ) (T, €y, ¢y, 1), degde, (3.7)
/ / 1(czye2)S(ey, &, ¢,)degde, (3.8)
e

= /00 /00 Dy (e, 2)S(Cs, &, ¢ )degde,. (3.9)

O problema pode ser escrito vetorialmente como

[e.e]

EH(O + (O —¢ [ WEH(E ) + A, (3.10)

—00

onde
() =a 2 °Q (3.11)
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com

1 0
Qo) - [ D ] (3.12)

Como a Eq.(3.10) é ndo homogénea para encontrar sua solu¢do precisa-se re-
solver o problema homogéneo e encontrar uma solu¢ao particular para o termo nao-

homogéneo. Ou seja, a solucao geral da equacgao é dada por
H(7,&) = H'(7, &) + H?(7,¢) (3.13)

onde H"(7,£) representa a solugao do problema homogeéneo e HP (7, £) a solugao do

problema particular.

3.1.2 Modelo S

De forma andloga ao modelo BGK, multiplica-se a Eq.(3.1) pelos dois momentos
(integrais) Eqgs.(3.2) e (3.3), integra-se o produto em relagao a ¢, e ¢, em (—00,00).

Considera-se a nova variavel ¢, = £ e obtém-se as seguintes equacoes balanco

[e.o]

0 €
fahl(ﬂfHEhl(ﬂf) = ﬁ/

—00

e " [fn (&, hi(1,)+ fra(€, ) ha(T, 5,)] d€'+ai1(§),
(3.14)

§£h2 (7_7 €)+6h2 (7—7 g) = % /_Z 6_5,2 |:f12(€/a S)hl (T7 5,)+f22(€/a §)h2 (7—7 6,):| d€,+a2(€)7

(3.15)
onde o e
ha(r, &) = /_ /_ By (Crr eV h(T 0 €, 2 )desde, (3.16)
ho(7,€) = /_OO /_00 Do (cy, )T, Cx, &, ¢ )dedes, (3.17)
Ful€. =1+ (5 )€ = 11206~ 12 3.15)
€)= ()24~ 1/2), (3.19)
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f22(&,6) = %,

(3.20)

tem-se ainda que, a;(§) e az(§) s@o escritas conforme as Eqs.(3.8) e (3.9), respecti-

vamente.

O problema pode ser escrito vetorialmente como

or

—00

onde T" denota a operacgao transposta, e

_ | @) -1/2) 1
Q(f) - [ 2(15)_1/2 0 ] )
os elementos de A(¢) sdo compostos como
a1(§)
A(€) =
© as(§)
| ()
S
escrevendo
H(7,£) = Q(§)G(7.¢)

reescreve-se a FEq.(3.21) como

GO + G —c [ WG 4T,

onde
(&) =2 QT()QE).
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(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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3.2 Problemas Classicos

3.2.1 Fluxo de Poiseuille

Segundo Williams [77], quando um gés rarefeito confinado entre duas placas paralelas
infinitas, separadas a uma distancia de 2a(7 = +a) estd sujeito a um gradiente
(constante) de pressao (K,) ortogonal a direcao do fluxo, caracteriza um problema
classico da (DGR) denominado Fluxo de Poiseuille. Segundo Scherer [54], tem-se na
Eq.(2.15) que

S(c) = —K,cy (3.29)

onde, para a resolucao do problema e obtencao de resultados numéricos, sera tomado
K,=1.

Apés a multiplicagao da Eq.(2.15) pelos momentos de integracao Egs.(3.2) e (3.3)
e usando as Eqs.(3.6)-(3.9), encontra-se para o modelo BGK

A(§) =— [ 1é2 ] (3.30)

e para o modelo S

L) =- [ 1(/)2 ] (3.31)

Observa-se que no problema de fluxo de Poiseuille, pode-se encontrar duas equacoes
quando o mesmo ¢ escrito na forma escalar, neste caso, as equagoes sao independen-
tes uma da outra, o problema poderia ser visto de forma escalar conforme Knackfuss

e Barichello [36], no entanto, neste trabalho terd tratamento vetorial.

3.2.2 Problema Creep Térmico

Quando se trata de um gas confinado entre duas placas paralelas infinitas, situadas
a uma distancia 7 = £a e o movimento deste gds se d& através de um gradiente
constante de temperatura (K;) na diregao paralela as placas que delimitam o gés, o
mesmo refere-se ao Problema Creep Térmico. Geralmente, este fendmeno se refere a
pequenas particulas gasosas que se movem na direcao em que a temperatura decresce.

Para este problema, o termo de fonte da Eq.(2.15) é dado como
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S(c) = —c,(ca® + cy® + 2* — 5/2) K, (3.32)

onde serd adotado K; = 1 a fim de obter-se os resultados numéricos. De forma
analoga ao procedimento utilizado no problema de Poiseuille, obtém-se para o modelo
BGK

A= [ ok ] (3.33)

e para o modelo S

T =— [ (6= 3) ] . (3.34)
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Capitulo 4
Grandezas Fisicas

Este trabalho tem por objetivo avaliar as quantidades fisicas de interesse relacionadas
a velocidades das particulas e fluxo de calor. Assim para o perfil de velocidade e para

o perfil de fluxo de calor, conforme Siewert [68], tem-se respectivamente,

u(r) = W_g/z/ / / e_CIQh(T, Cas Cy, €2 )dc e de, (4.1)

o0 o oo 2 5
q(r) = 773/2/_ /_ /_ e h(T,ca, ey, C) (02 — 5) cydc,de,dc, (4.2)

Para os problemas analisados, busca-se também, avaliar a taxa de fluxo de
particula
1 a
U=— [ u(r)dr (4.3)

- 2
2a° J_,

e a taxa de fluxo de calor

1 a
=522 /a q(r)dr. (4.4)

No entanto, cabe ressaltar que as quantidades fisicas devem ser reescritas de
acordo com a forma vetorial, na qual esta sendo desenvolvido o problema. O perfil

de velocidade pode ser reescrito em ordenadas discretas como

un) = [ wen  oHEoK (45)

—0o0

para o modelo BGK, e considerando a Eq.(3.25) tem-se para o modelo S
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ur) = [ TwOn 0Gred

da mesma forma, o perfil de fluxo de calor é reescrito como
o= [ wOLEe-1/2 2P HE
para o modelo BGK e

o= [ TwO @12 27 G

para o modelo S.
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Capitulo 5
Solucao em Ordenadas Discretas

A versao original do método das Ordenadas Discretas foi introduzido por Wick [80)]
e Chandrasekhar [23] e tem como base a aproximacgao da integral angular no termo
de espalhamento da equacao de transporte por uma féormula de quadratura, esta
aproximacao resulta em um sistema de equagoes algébricas que pode ser resolvido
analiticamente. Uma versao analitica do método de Ordenadas Discretas (ADO) é
apresentado por [2, 64].

Para obtencao dos resultados numéricos dos problemas propostos neste trabalho,
derivados segundo os modelos BGK e S, utiliza-se a versao analitica do método de
Ordenadas Discretas (ADO). A interacao entre o gas e a superficie é descrita pelos
modelos difuso-especular e Cercignani-Lampis. No entanto, para encontrar a solucao
em ordenadas discretas, é necessario desenvolver uma solucao particular, devido a
presenca do termo de fonte que verifica-se nas Eqgs.(3.10)e (3.27), a qual veremos

neste capitulo.

5.1 Solucao particular

Segundo Knackfuss e Barichello [37], propoe-se uma soluc¢ao da forma

HP(1,6) =Br? + Cré + D + EE+F (5.1)
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para o modelo BGK e para o modelo S, segundo Siewert [68] tem-se a proposta de

solugao escrita como
GP(1,) =B+ Cré + D&+ ES+ F (5.2)

onde B,C, D, E e F sao vetores (2x1) constantes.
Substituindo-se a proposta de solugdo Eq.(5.1) na Eq.(3.10) encontra-se para o
problema de Poiseuille, modelo BGK

HP(7,¢)

1 [ 72 — 276 + 2¢° 53)

Do mesmo modo, substituindo a proposta de solugdo Eq.(5.2) na Eq.(3.27),

obtém-se para o problema de Poiseuille, modelo S a seguinte solugao particular

1 [ V/30/10

Ghné) = 2| 72— 27¢ + 282

(5.4)

A solugao particular para o problema Creep Térmico, modelos BGK e S tem-se

respectivamente, ]

HP(7,¢) = % %__\f; (5.5)
e _

GP(1.¢) = —% [ \/s_o (5.6)

Uma vez conhecida as solugoes particulares, propoe-se para o problema em fungao
de H(7, &) quando refere-se ao modelo BGK e em funcao de G(, ) quando refere-se

ao modelo S uma solucao da forma

H(r, &) = H"(7,€) + HP(7,£) (5.7)

G(r,€) = G"(,€) + GP(,€) (5.8)

onde HP(7,£) e GP(7,§) referem-se a solugdo particular encontrada anteriormente e

H"(7,€) e G"(7,£) é a solucdo homogénea que pode ser definida a partir das Eqgs.
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(3.10) e (3.27) como

PN + () = [ WO ¢)ag (5.9)
(§]

8Gh( G" _ o [T werah(r. e 5.10

-G r e+ @ (nE) = ¢ [ WG &g (5.10)

respectivamente para os modelos BGK e S com
B(E) = 72 (5.11)

para o modelo BGK e
Y(&) =7 e QT (E)Q(E) (5.12)

para o modelo S.

5.2 Solugao em Ordenadas Discretas

Para buscar a solugao da equacao homogénea serd utilizada uma versao analitica
do método de Ordenadas Discretas (ADO) proposto por Barichello e Siewert [2]
para a solucao de problemas baseados em modelos cinéticos derivados da equacao de
Boltzmann linearizada em geometria plana. Com o objetivo de encontrar a solucao
homogénea, define-se o esquema de quadratura de Gauss-Legendre associado a versao

analitica do método de Ordenadas Discretas.

5.2.1 Modelo BGK

Propoe-se entao, como solucao para o problema homogéneo, uma solu¢ao na forma

exponencial

H" (7, ££) = ® (v, &)e /%, (5.13)

onde a constante de separacao v; e as fungoes ®(v, £) que sdo as componentes inde-

pendentes da varidvel espacial das solucoes elementares, serao determinadas. Para
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isso, primeiramente, discretiza-se a Eq.(5.9), ou seja, aproxima-se o termo integral
desta equacao pela formula de quadratura de Gauss-Legendre que, segundo Davis e

Poloski [26], no caso de ¢, € [—1, 1] segue a férmula basica

| 1wy =Y er&), (5.14)

onde, na prescricao de Gauss, os n6s {yx} sado os zeros do polinémio de Legendre

Py(z) e {wi} os pesos associados. Escreve-se a Eq.(5.9) como

WM €)'+ | T e s’>d§') |
(5.15)

observa-se que o intervalo de integragao é [0,00), logo utiliza-se a transformagao

fz’diTHh(T, +&)+eH" (1, 4+&) = e(/

—0o0

u(€) = e~¢ para mapear £ € [0,00) sobre u € [0,1], assim aplica-se a férmula de

Gauss-Legendre (linearmente) no intervalo [0, 1] e tem-se
d N
i‘fz‘EHh(T, +&) + el (1, £&) = Ezwkg’(fk) [H"(7,&) + H"(1,-&)]  (5.16)
k=1

denota-se por {&} e {wy}, respectivamente, os conjuntos dos N pontos de quadratura
e N pesos obtidos para o intervalo de [0, 00), para i = 1,2, ..., N.

A partir dai, substitui-se a proposta de solugao Eq.(5.13) na Eq.(5.16) e obtém-se

w(k) W (&) [P (v, &) + (v, —&k)] (5.17)

WE

(1/ — fi)@(u, &) =v

B
Il

1

NE

(v +&) 0, —&) =v ) w(k)®(&)[P(v, &) + (v, —&)], (5.18)

B
Il

1

escrevendo de forma acoplada, tem-se

WE

(v F &)@, £8) =v ) wk)T(&)[@(v, &) + (v, —&)]. (5.19)

i

1
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Considera-se

O, = (£ (5.20)
e
O = b(v,—&) (5.21)
e reescreve-se a Eq.(5.17) como
& -
20, =0, — D w(k)U(&) [Py + O] (5.22)
k=1
tomando
== dla’g {517527537"'751\7} (52?))
e
(W) = W (E;) (5.24)
tem-se 1
“Ed, = (I-W)b, —Wo_ (5.25)

onde I é a matriz identidade (N x N).
Do mesmo modo, considerando as igualdades Eqs.(5.20) e (5.21) reescreve-se a
Eq.(5.18) como

N
_%(p_ - ;w(k)\l/(gk) (@, +d_] (5.26)

pelas Eqs.(5.23) e (5.24) tem-se
e (I-W)o_ —Wo,. (5.27)

14

Soma-se as Eqgs.(5.25) e (5.27) e obtém-se
1
“E(@y =) = (I=W) (2 + ) —W(D_+Dy) (5.28)
aqui, considera-se Uy = @, +P_ e V(i) = ¢, — P_ e reescreve-se a Eq.(5.28) como
1 _
EV=(U-W)U-WU (5.29)

14
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multiplica-se a Eq.(5.29) por =71 e tem-se
V=v(-2W)E"'U. (5.30)

De maneira andloga, subtrai-se as Eqs.(5.25) e (5.27) e obtém-se

[1]

U=V (5.31)

1
v
Substitui-se a Eq.(5.30) na Eq.(5.31) e tem-se

%E U=v(-2W)z"'U (5.32)

multiplica-se a Eq.(5.30) por =7 e deduz-se um problema de autovalores e autove-

tores [2]
[D—2W]U = \U (5.33)

-z (3) 1) (&)
D==Z —dzag{<£1> I, 5 I,.., & Iy, (5.34)

com I denotando uma matriz identidade de dimensao 2 x 2 e W uma matriz de

aqui

dimensao 2N x 2N na qual a cada 2 x 2N linhas é dada por

2
W, - (%) [wlwso,wﬂ/(@),...,wN\If@N)}, (5.35)
para?=1,2,...N onde .
A== (5.36)

sdo os autovalores. A partir da Eq.(5.33) encontra-se o conjunto de autovalores e
autovetores {\;,U;} para j =1,2,..2N.
Apés definir os autovalores \;, encontra-se o valor das constantes de separagao

v; e as solucoes elementares ®(v, §) através das relacoes

D, (v;) = %diag {(v; + &)L (v; + &)1, ..., (v; + &8I} U (5.37)
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D_(y) = 5 -diag {(v; ~ €L (; ~ &)L (eI}, (539)

onde v; é a raiz quadrada positiva de 1/);. Assim, escreve-se a solu¢ao homogénea

em ordenadas discretas para a Eq.(5.9) expressa como

2N
HA() = 3 [A@a)e @ 4 By | (539

Jj=2

Por se tratar de um problema conservativo [4], tem-se que um dos autovalores A
tende para zero quando N tender ao infinito, logo uma constante de separagao (v)
tende ao infinto. Assim, despreza-se a maior dessas constantes e reescreve-se a forma

final da solugao para o problema homogéneo, como

2N
H/ (1) = A1®' + B, ®% + Z {qu)i(vj)ef(“”)/”j + B0 (vj)e /M (5.40)

Jj=2

parai=1,2,...,N. Aqui sao introduzidas solucoes exatas ®!, de dimensao 2N x 1,

definido por N vetores da forma

Pl = [ ! ] (5.41)

e ®% vetor com N componentes

TFE

HORS I

. (5.42)

Considerando que neste trabalho avalia-se gases rarefeitos confinados entre placas
paralelas com constitui¢oes quimicas diferentes, nao utiliza-se a condi¢ao de simetria,
H(t,&) = H(—1,—¢§), como usado em Knackfuss [37], o que influencia no nimero de
constantes arbitrarias presentes na soluc¢ao do problema homogéneo, logo, obtém-se

um sistema algébrico 4N x 4N, diferentemente do sistema 2N x 2N obtido em [37].
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5.2.2 Modelo S

Aplicando-se a versao analitica do método de Ordenadas Discretas a Eq.(5.10), de

maneira analoga ao aplicado ao modelo BGK, encontra-se
0

—00

d o0
5 id_Gh(Tv gz) + EGh(7—7 51) =¢ </ qj(ﬁl)Gh(T7 _§/>d§, + / \Il(gl)Gh(’n §/>d§/>
T 0
(5.43)
o termo integral da Eq.(5.43) é aproximado pela férmula de quadratura e reescrito

como somatoério

d

52alT

(1 6) + G 6) = 3wk | GHrgh) + G -gie] (.

k=1

WE

€ GM(r,—6) + (G (7, ~6) = € 3wk E(E) [G%, €) + GH(r, —5;;)%’]

(5.45)

B
Il

1

de forma acoplada tem-se

N
+£ z‘—Gh(T +&) + eGM1, £&) = sz (&) [Gh(T &)+ G'(r, _gk)dg]
—1

(5.46)
denota-se por {&.} e {wy}, respectivamente, os conjuntos dos N pontos de quadratura
e N pesos obtidos para o intervalo de [0, 00), parai=1,2,.... N e j=1,2,...,2N.

Conforme proposto por Scherer, Prolo e Barichello [54] busca-se solugoes do tipo

exponencial

Gh(r,££) = ®(v,)e /Y (5.47)
onde

(5.48)

(I)(l/7§) _ [ (1)1(7_7§) ] )

q)2 (7—7 é)
Substituindo-se a solugao proposta Eq.(5.47) na Eq.(5.44), encontra-se, para i =
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1,..,N,

N
(&) 201 26) — 002 26) — 3wl VEI®o(07. 80 + ol 0] (549
k=1

considerando ®, = &, (1, ;) e B_ = P, (v, —§;) reescreve-se a Eq.(5.49) na forma

matricial como

(v—&) <I)+—1/Z (&) [P+ P_] (5.50)

sendo = uma matriz 2N X 2N definida como

E:dzag {51752,,51\7} (551)

e W uma matriz de dimensao 2N x 2N na qual a cada 2 x 2N linhas é dada por

W], = w¥ () (5.52)

ij o

para i,j = 1,...N, pode-se reescrever a Eq.(5.50) como

(v—E), =vW [0y +d_]. (5.53)

Do mesmo modo, substitui-se a proposta de solu¢ao Eq.(5.47) na Eq.(5.45), tem-
se, considerando as igualdades ®, = ®,(1,§;) e ®_ = P, (v, —&)

N

(V460 =v ) wk) V() [@ + ] (5.54)

k=1

tomando as Eqgs.(6.51) e (6.52) tem-se
(v—E)o_ =vW [P, +D_] (5.55)

¢4 (v) é um vetor 2N x 1 definido como

T
CI):E(V) = (I)l(V, igl),...,q)l(y, :th) (I)Q(V, :tfl),...,q)g(V, :té]v) (556)
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onde T define a operacao transposta.
Somando-se as Eqgs.(6.53) e (6.55) obtém-se

(u ~ E) (cb+ - <1>_) — W (®+ + <1>_) (5.57)
considerando Uy = @, + ®_ e Vi) = &, — $_ tem-se
1_
multiplicando-se a Eq.(6.58) por 27! tem-se
V(k) = V(I — QW) EflU(k). (559)
De modo andlogo, subtraindo-se as Eqgs.(6.53) e (6.55), obtém-se
1 _
= Uy = Vin, (5.60)
substitui-se a Eq.(6.59) na Eq.(6.60) e tem-se
1_ =1
—= U(k) =v(I-=-2W |= U(k), (561)
v
multiplica-se a equacao obtida por Z=! e obtém-se
1 P
—U=(=2-2W\|U (5.62)

2

onde

W=z1=z"1'w (5.63)

A partir dai, deduz-se um problema de autovalores e autovetores [2] escrito como

[D—2W]U = \U (5.64)
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onde W é a matriz de dimensao 2N x 2N na qual a cada 2 x 2N linhas é dada por

W, = (51) ) ) V) (5.65)

= giagd (LY (1) (L)
D==Z —dzag{<£l> I 3 I,.., & Iy, (5.66)

onde I é a matriz identidade 2 x 2 e os valores definidos por

R (5.67)

2

sao os autovalores e U os autovetores reais e distintos do problema.
Encontradas as constantes de separac@o (v;) e as solugoes elementares ®4(v;)

escritas como

‘I)+(Vj> = %d@ag [(Vj + 51)1, (Vj + §2)I, ...(Vj + §N>I] Uj (568)

L
e () = gdwg[(w — &)L (v — &)1, (v — En)T] U (5.69)
J
tem-se a solugado homogénea em ordenadas discretas da Eq.(5.10) escrita como
2N
Gh(T, :l:fz) = Z |:A]q)(yj7 :l:gi)e_e(a—H—)/yj + Bj(I)(l/j, :ng)€_€(a_7)/yj . (570)

Jj=2

Considerando que um dos autovalores definidos tende a zero quando N — oo
por se tratar de um problema conservativo [4], negligencia-se a maior constante de

separagao entre v; e reesceve-se a Eq.(5.70) como

2N
G'(r,&) = A} ¢' + By ¢*(r.£&) + ) [Aj (v, £&)e T 4
j=2
Bj CI)(V]‘7 :lzfi)e_e(a_T)/Vj (571)

parai=1,2,..., N. Aqui sao introduzidas solucoes exatas ®', de dimensao 2N x 1,
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definido por N vetores da forma

P = [ O] (5.72)

e ®2 vetor com N componentes

0

¢*(1,€) = [ ] : (5.73)
er — &

Encontrada a solugao homogénea do problema, pode-se escrever a solugao geral

como

G(1,€) = G'(1,€) + A} ¢' + B} ¢*(1,+&) +
2N
> {Aj (v, £&)e™ D 4 By O(vy, FE)e | (5.74)

Jj=2

As constantes arbitrarias A; e B; sao determinadas substituindo-se a Eq.(5.74)
nas condigoes de contorno, obtém-se um sistema algébrico linear de ordem 4N. A

partir dai, encontra-se as grandesas fisicas desejadas.
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Capitulo 6

Solucao através das Condicoes de

Contorno

Uma vez conhecida a solucao geral do problema, ou seja, a solugao particular e
homogénea, a proxima etapa ¢ determinar os 4N coeficientes Ay, By, Aje B;, j =
1,...,2N que observa-se nas Eqs.(5.40) e (5.74) para os modelos BGK e S, respec-
tivamente. Como o trabalho consiste em apresentar resultados para as condigoes
de contorno difuso-especular e Cercignani-Lampis, as mesmas serao tratadas nas
proximas segoes.

Com o objetivo de adequar as condigoes de contorno as Eqs.(3.10) e (3.27), as
condigoes de contorno propostas por Maxwell Eqgs.(1.40) e (1.41) deverao ser multi-
plicadas pelos momentos de integracao ®q(c,,c,) e Po(cy, ¢, ), assim reescreve-se as

condicoes difuso-especular como

H(_a7§) - (1 - al)H(_aa _5) =0 (61>

H(a, ~€) — (1 - ax)H(a,€) = 0 (6.2)

para o modelo BGK.

Para o modelo S as condicoes de contorno de Maxwell ficam da forma

G(=a,8) — (1 - a1)G(-a,=§) =0 (6.3)
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G(a, =§) — (1 — 2)G(a,§) = 0. (6.4)

Da mesma forma, multiplica-se as condi¢oes de contorno de Cercignani-Lampis

pelos momentos de integragao e reescreve-se as Eqs.(1.47) e (1.48) como

H-0.§) = A [ Hi-a,~)f(€ )¢ (6.5)

H(a, —£) = A /0 T H(a,€) (€, )de (6.6)

para o modelo BGK, ja para o modelo S as condicoes de contorno propostas por

Cercignani-Lampis sao escritas como

G(-a.6) = / T G (—a,—€)de (6.7)
Gla, &) = /0 TT(E )G (a, €)de (6.8)
onde
T(¢: €) = QE) AQIEN(E - €), (6.9)
aqui tem-se
. 1— O./tl 0
A — [ 0 N ] | (6.10)

observa-se que [ nas Eq.(6.5)-(6.10) assumem os valores 1 ou 2, que representam as

paredes do canal e k(&' : £) é da forma

k(€ &) =e"f(¢:€) (6.11)

com

para &, & € (0, 00).
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6.1 Nucleo de Maxwell (Difuso-especular)

Quando substitui-se a solugao geral Egs.(5.7) e (5.8) dos modelos BGK e S respecti-
vamente, nas condi¢oes de contorno propostas por Maxwell Egs.(6.1)-(6.4) obtém-se

o seguinte sistema algébrico:

Modelo BGK
2N
A1041¢1 + Bl¢2 + Z Aj |:(I)+(Vj) + (@1 - 1)‘I’_<V])} -+
j=2

ZB [ (vj)e 2" 4 (o — 1)<I>+(Vg)€_2a/yj} = Ri(§)

2N

Aast + B+ 34, ) (= ) )|
55, |#.0) + (02 = )0 ()]| = g
" (6.13)

onde ¢! e ¢? sdo vetores 2N x 1 definidos por N componentes, respectivamente, da

forma
gbl(T) _ [ —25 + Oélg + a1§ (614)
e
Pry=| =T CWO_ ot ] , (6.15)
o vetor R;(€), (I =1,2) é do tipo
Ry(&) = (1 — ) HP(Fa, 7¢) — H (Fa, F&) (6.16)
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Modelo S

QEN: [Aj [é(uj,fi)—(l—al)(b(uj, —fl-)] +B; {@(uj, —gi)_(1_a1)q)(yj7§i>} e—?ae/uj} n

ATOZ1¢1 - BT [a€a1¢1 + (041 - 2)(?2(0751‘)} = Rl(fi)
2N

5|41 [00,-6) - (- a0 |e 4 B |0,,6) - (1 - a2l &)

=2

+A>{ (6%) ¢1 — Bik |:a€ (6%) ¢1 + (042 — 2)¢2(07£z):| = RQ(SZ) (617)

para o problema de Fluxo de Poiseuille encontra-se

—041\/%/20
Ry (&) = (01%)
| 20— ((1/2)a* — ag +€?) i
© i —ag\/%/QO
Ra(€) = (6.19)

~2a. & —ay ((1/2)a? — af + €2)

e para o problema Creep Térmico tem-se,

[ (3/8)a1v/30 |
Ry(&) = (6.20)
0
[ (3/8)asv/30 |
Ry(&) = (6.21)
0

Observe que R; e Ry dependem das solugoes particulares dos problemas.
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6.2 Nucleo de Cercignani-Lampis

De forma andloga ao nicleo Difuso-Especular, substitui-se a soluc¢ao geral Eqs.(5.7)
e (5.8) nas condigbes de contorno Cercignani-Lampis Eqs.(6.7) e (6.8), obtém-se os
seguintes sistemas algébricos:

Modelo BGK

N N
Ay {cbl — {A‘{cbl > wifi(& @-)} } + B, {qﬁ — {Awi > wfi(&, @-)] } -
k=1 k=1

ZA { [ (e — 4 ;wkfl (66, 6) P (v)e /} } n
iBj { [<I>+ vj) — A} Zwkfl (. &)@ (v )] } = Rj(¢)
A, {cbl - [AZle iwkjb(gka&)} } + B {ng_ — [Aggbi iwkh(%&)] } "
h=1 k=1
%AJ { [<P+ vj) — A Zwkfg & &)B_(v )] } +

ZBJ-H@-( ~2aefvy A*Zwkfg &, &) P (v))e MM'”:R;@) (6.22)

tem-se que cada duas linhas do vetor R} e R; sao, respectivamente, do tipo

R; (&) Alzwkfl & &)HP (a, &) — HP (a, —&;) (6.23)
k=1
€
R3(&) AQZwka &, &V HP (—a, —&) — HP (—a, &) (6.24)
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Modelo S

Ay {Cbl - {Cbl iwkT(&’fi)} } + B { -1 — {ZwkT fk,fz)Cb( —7,—&k) } } +

k=1

2N
ZAje—e(a—T)/l/j |:Q)( v€) ZwkT §k7 (v,—€1) :|
=2

2N N
S Bjelerni [%,@ S W s»@(,,,gk)} ~ Ry(&)
j=2

k=1

A, {¢1 B {¢1 i;wkT(gé?&)} } + B { [ZwkT & &) T£k)} } +

2N
Z Aje—e(a—l-T)/V] |: (v,— ZWkT §k, fz (v:€) :|
=2

2N N
> Byeelel [% -2l fn@(u,_g@] =B(&)  (6.25)
j=2 k=1

onde
N 2
Ry(&) =AY wpe ¥ f(§, &G (—a,—&,) — G"(=a,¢) (6.26)
k=1
N 2
Ry(&) = A" wpe ™ f(&,6)G (0, &) — G (a, —¢) (6.27)

Como Ri(&;) e Ry(&;) sao dependentes da solugao particular de cada problema

proposto, tem-se para o problema de Fluxo de Poiseuille

asy w(k)e* F(6,&)(1 — at1)V/30/20 —v/30/20
Ri(&) = — (6.28)
Zszl w(k)efglzf(filw &) (1 — aty) % —aé — &
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Sl wk)e S f(&, &) (1 — ats)V/30/20 ] { —V/30/20 ]
Ry (&) = _
Zgﬂ w(k)efgﬁf(gl,ca &)1 — atz)$d 6% —aé — &2
(6.29)
onde

O = (v/2/15(6” — 1/2)v/30/20) — (1/2/15(€% — 1/2)v/30/20(1 — at1)?) +
((1/2)a® — a&’ + &) (6.30)

Q, = (v/2/15(6” — 1/2)v/30/20) — (V/2/15(¢* = 1/2)v/30/20(1 - atz)?) +
((1/2)a® — a&’ + £7) (6.31)

Para o problema Creep Térmico tem-se os seguintes valores para R;(§;) e Ra(&;)

Z]k:vzl w(k)e " f(&, &) (1 — aty)?( — 3/86)\/% ] { (- 3/86)\/%
Sl (1= at)e S £(&, &) (= 3/4) Ay 0
(6.32)
SN w(k)e € (€L &)(1 — aty)3( — 3/8¢)V/30 ] { (—3/8¢)v/30
Sl (1= aty)e=$° £(&, &) (— 3/4) As 0
(6.33)
onde
A= (€72 -1/2) = (£ -1/2)(1 — aty)? (6.34)
Ay = (€% —1/2) = (&2 = 1/2)(1 — aty)®. (6.35)
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6.3 Quantidades de Interesse

Para determinar as grandezas fisicas de interesse, substitui-se a solucao geral do
problema (solugao homogénea e particular) nas Eqs.(4.3)-(4.8). Logo, tem-se para

as seguintes quantidades de interesse:

6.3.1 Nucleo Difuso-Especular

Modelo BGK:

Problema de Fluxo de Poiseuille

e Perfil de velocidade:

2N
1
uy(7) = (—) (7’2—|—1) +Aj+BeT+ ) {Aj e~V B, e—da—ﬂ/”f} V(v;) (6.36)
=2

2
com
N 1 T
Vi) = e 0 ] {q’wék) + ‘P(uj,m} (6.37)
k=1
e Perfil de fluxo de calor:
N
1 —e(a+T)/v; —e(a—T)/v;
G(1) =5+ > {Aj e~c@tn/vi 4 B, emela=T)/ } Y (v)) (6.38)
=2
com
al &-3
Y(yy) = Z wieW(g,) ok ? {q)(%fk) + CI)(Vjv_fk):| (6.39)
k=1
e Taxa de Fluxo de Particula:
1 oN
U, = 507 [a(a2/3 + 1) + 2aA} + Z vi(A; + B;)(1 — e‘zag/Vj)V(uj)} (6.40)
=2
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e Taxa de Fluxo de Calor:

2N

1 —ZQ€/V;
Qp = 22 {a + Z vi(Aj + Bj)(1 —e? / J)Y(I/j):| (6.41)
j=2
Problema Creep Térmico
e Perfil de velocidade:
2N
ur(t) = A1+ B} 7+ Z {Aje_e(a”)/l’j + Bje_ﬁ(“_T)/”j)} V(v;) (6.42)
j=2
e Perfil de fluxo de calor:
52N
r(r) = =5+ 3 [ @ s pe )Y (6)
j=2

e Taxa de Fluxo de Particula:

2N
1 % —2ae/v;

=2

e Taxa de Fluxo de Calor:

Qr = % {_57@ +) (Aj + Bj) (1 - e—2a€/vﬂ')y<yj)} (6.45)

Modelo S:

Problema de Fluxo de Poiseuille

e Perfil de velocidade:

2N
1
up(7) = (5) (7‘2—|—1) +AI+B7 ET+Z {Aj e~@tn/vig B, 6_6(“_7)/”7'] V(v;) (6.46)

=2

T
1
0 ] {@wm + ‘%,—sk)} (6.47)

N
V() =Y wi¥,
k=1

e Perfil de fluxo de calor:
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5 52N
— - e—elatT)/v; - p—€la=T)/v; A
P +4/ 5 ;2 {AJ e + Bje :|Y(l/]) (6.48)

onde

1
& =3
923

N
vi) =Y wi¥,
k=1

e Taxa de Fluxo de Particula:

] {‘%,@c) + ‘I’(uj,—sw} (6.49)

U = g [0(a/3-+ 1) + 2045 4234, 4 B)(1 = V)| (650)

P 242 :
Jj=2

e Taxa de Fluxo de Calor:

Q, = M{ \/>Zy] A; + B)) QGE/VJ)Y(VJ-)} (6.51)

Problema Creep Térmico

e Perfil de velocidade:
2N
u ( ) A*+B* 67__|_Z|: —€(a+T)/VJ +B —e(a— T)/V]):| V(l/j) (652)
7j=2

Perfil de fluxo de calor:

qr( ,/ Z [A e—latn/vi 4 Biemlam TWJ)} Y (v) (6.53)

Taxa de Fluxo de Particula:

2N
1 * —4Qa€/Vj;
Ur =575 [QaAl +> v <Aj + Bj) (1 —e 2 ) V (Vj)} (6.54)

=2

Taxa de Fluxo de Calor:

Or = M{ 15a \/72% (A +B)< —2“6/%‘)1/(%-)} (6.55)
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6.3.2 Nucleo Cercignani-Lampis

Modelo BGK:

Problema de Fluxo de Poiseuille

e Perfil de velocidade:

2N
1
u, (1) = (—) (72+1) +A+B; T+ [Aj e~<l@tn/viy B, e—€<a—7>/w} V(v;) (6.56)
j=2

2
com
N 1 T
Vi) =) wil¥g 0 ] {‘I’om) +‘I’<uj7—sk>} (6.57)
k=1
e Perfil de fluxo de calor:
L
w() =5+ {Aj e~ 4 B e6<“>/”ﬂ] V() (6.58)
=2
com
= &-3
Y(v;) = Z wieW(g,) o4 ? |:q)(1/j7§k) + (D(Vjv_fk):| (6.59)
k=1
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e Taxa de Fluxo de Particula:

2N
—1 * —2ae/v;
Up = 242 |:a(a2/3 + 1) + 2(1141 + Z I/j(Aj + B])(l —e 2 / ])V(Vj>] (660)

=2

e Taxa de Fluxo de Calor:

2N
1 —ZQ€/V;
Qp = 507 [a + Z vi(Aj + B;)(1 — e 2/ J)Y(yj)} (6.61)
j=2
Problema Creep Térmico

e Perfil de velocidade:

2N

up(t) = A} + By eT + Z {Ajee(“”)/”f + Bjee(aﬂ/”f)] V(v;) (6.62)
=2
e Perfil de fluxo de calor:
52N
qr(T) = =t Z {Ajef(“”)/l’j + Bjee(“T)/”j)] Y (v)) (6.63)
=2

e Taxa de Fluxo de Particula:

2N

1 * —2a€e/v;
Ur =55 [QCLAl +> v (Aj + Bj) (1 — e/ J)V(Vj)] (6.64)
j=2
e Taxa de Fluxo de Calor:
1 5a 2N
—2a€e/v;

67



Modelo S:

Problema de Fluxo de Poiseuille

e Perfil de velocidade:

2N
1
up(T) = 5(7'2 + 1)+ AT+ By 7+ Z [Aj e~<l@t/vi 1 B, ee(“T)/”j] V(v;) (6.66)

Jj=2

com

T
1
o] {‘D(u]fkﬂrq’ -—m} (6.67)

N
() = wi¥ie,
k=1

e Perfil de fluxo de calor:

3 [15 &
_ 4_6 + ?]Z:; |:14J e—e(a—l—r)/uj + Bj e—e(a—T)/uj:| Y(Vj) (668)

onde
y g-11
VJ) = Z wi W g,) 9% ? |:(I)(Vj7'€k) + (I)(Vjv_fk):| (6.69)
k=1
e Taxa de Fluxo de Particula:
1 2N
Up — 2_a2 [a(a2/3 + 1) + 2@14){ + 2 ; Vj (A] + B]) (1 — 6_205/11]') V(l/]):| (670)

e Taxa de Fluxo de Calor:

[:«m/z +2\/72yj (A +B)< -2“/”,7)5/(%-)} (6.71)
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Problema Creep Térmico

e Perfil de velocidade:

2N
ur(t) = A} + B} eT + Z {Aje_d“”)/”j + Bje_e(“_ﬂ/”j)] V(v)) (6.72)

=2

e Perfil de fluxo de calor:
ar(t) = —— + V'15/ Z {A e~ etV 4 Biem(om T)/”J)}Y( i) (6.73)

e Taxa de Fluxo de Particula:
1 2N
UT = 2—a2 {QaA’{ + Z l/j <AJ + B]) (1 — 6_2a€/yj) V(V]):| (674)
=2

e Taxa de Fluxo de Calor:

Qr = M[ Loa \/72%(,4 +B)< —2“/"1')1/(;/]-)} (6.75)

No préximo capitulo, descreve-se os procedimentos realizados na implementagao
do método analitico de ordenadas discretas e apresenta-se os resultados numéricos

obtidos para os problemas propostos.
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Capitulo 7
Resultados Numeéricos

Para obter os resultados numéricos correspondentes as quantidades de interesse
definidas pelas Eqs.(4.3)-(4.8), define-se primeiramente o esquema de quadratura
a ser aplicado juntamente com a versao analitica do método de ordenadas discretas.

Deseja-se mapear os pontos £ do intervalo [0, co) para os pontos u(€) do intervalo

[0, 1], para isso, costuma-se utilizar a transformagao nao linear

u(§) = e (7.1)

em seguida, utiliza-se o esquema de quadratura de Gauss-Legendre[9] mapeado line-
armente no intervalo [0,1]. Apds definir o esquema de quadratura, determina-se os
autovalores (constante de separagao) e autovetores ja definidos para problemas de
fluxo e de calor, para os modelos BGK e S. Em seguida, determina-se as funcoes ele-
mentares definidas pelas Eqs.(5.37)-(5.38) e (5.68)-(5.69), a fim de resolver o sistema
algébrico linear que define as constantes arbitrarias para a solucao em ordenadas
discretas. Para a implementacao computacional utiliza-se a linguagem FORTRAN
fazendo uso de subroutinas dos pacotes LINPACK [27] ¢ EISPACK [71].

A seguir, apresenta-se resultados numéricos para as quantidades de interesse para
cada problema proposto e, quando possivel, comparagoes com trabalhos ja existentes
na literatura.

A fim de testar a consisténcia dos resultados apresentados neste trabalho, reproduziu-
se analitico e computacionalmente o problema de Fluxo de Poiseuille e Creep Térmico
para o modelo BGK com as condigoes de contorno difuso-especular e Cercignani-

Lampis com placas diferentes, obtendo-se os mesmos resultados do encontrado nas
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referéncias [38, 39]. Desta forma possibilita-se a comparac¢ao de modelos cinéticos
entre si e com resultados disponiveis na literatura.

Para os resultados apresentados, considera-se o parametro € = ¢, = 1, a largura
do canal 2a, o coeficiente de acomodagao a e a posi¢ao normalizada 7/a no canal
em que ocorre o fendmeno. A convergéncia é obtida a partir de N = 60 na imple-
mentacao do nimero de pontos de quadratura. As notacoes DE e C'L representam,
respectivamente, condigdes de contorno difuso-especular (Maxwell) e condigoes de
contorno de Cercignani-Lampis. Nas tabelas, as notacoes (-1),(-2), (1) e (2) repre-
sentam, respectivamente, 1071, 1072, 10! e 102.

Os resultados encontrados para os problemas de Fluxo de Poiseuille e Creep
Térmico, modelo S, com condigoes de contorno propostas por Cercignani-Lampis e
considerando a constituicao quimica das placas diferentes, segundo nosso conheci-

mento ainda nao estao disponiveis na literatura.

7.1 Fluxo de Poiseuille

Os resultados numéricos para as grandezas macroscopicas desejadas para o problema
de Fluxo de Poiseuille sao apresentados nas tabelas(7.1)-(7.4).

Na obtencao dos resultados numéricos, considera-se o gas Argonio (Ar), os valores
para o coeficiente de acomodacao tangencial para a placa 1 sao formulados em termos
dos valores experimentais dados por Lord [41]. Para a placa 2, o valor do coeficiente
foi reproduzido por Sharipov [63] que segue o trabalho experimental de Porodnov
et al [49]. Em relagdo ao coeficiente de acomodagao normal, utiliza-se os valores
baseados nos resultados experimentais apresentados no trabalho de Thomas[73].

Ar: ay; = 0,916, a,; = 0,222, age = 0,67 e a0 = 0, 440.
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Tabela 7.1: Fluxo de Poiseuille: perfil de velocidade u(7), onde 2a = 1.

7/a BGK — CL[38] BGK — DE[38] &5- DE S—CL
a = Qi o = O
0,0 -1,10392 1,15527 7,00879(-1)  -1,11454
0,1 -1,10747 -1,14392 -6,91825(-1)  -1,11819
0,2 -1,10566 1,12723 -6,78023(-1)  -1,11641
0,3 -1,09839 -1,10502 -6,59432(-1) -1,10907
0,4 -1,08542 -1,07698 -6,35932(-1) -1,09596
0,5 -1,06638 -1,04263 -6,07304(-1)  -1,07670
0,6 -1,04068 -1,00122 -5,73181(-1) -1,05071
0,7 -1,00730 9,51548(-1)  -5,32044(-1)  -1,01697
0,8  -9,64435(-1) -8,91423(-1)  -4,85452(-1) -9,73688(-1)
0,9  -9,08010(-1) -8,15975(-1)  -4,28148(-1) -9,16816(-1)
1,0 -8,17439(-1) -7,00381(-1)  -3,47998(-1) -8,25893(-1)

Na Tabela 7.1 apresenta-se resultados obtidos para o perfil de velocidade con-
siderando as duas condigoes de contorno (Maxwell e Cercignani-Lampis). Utiliza-se,
para as condigoes de contorno proposta por Maxwell (difuso-especular) a = ay, ou
seja, ay; = 0,916 e ayp = 0,67. Percebe-se na tabela 7.1 que os resultados encontra-
dos para o modelo S-CL aproximam-se mais dos resultados obtidos por Knackfuss
[38] para 0 modelo BGK-CL e BGK -DE diferentemente dos valores encontrados

para o modelo S-DE que diferem de forma significativa.

Tabela 7.2: Fluxo de Poiseuille: perfil de fluxo de calor ¢(7), onde 2a = 1.
7/a BGK — CL[38] BGK — DEJ[38] S—DE S—CL

o = (¢ O = Ot
0,0  1,84881(-1) 1,90650(-1)  3,06644(-1) 2,30200(-1)
0,1 1,85088(-1) 1,88461(-1) 3,08328(-1)  2,30465(-1)
0,2  1,83866(-1) 1,84853(-1)  3,08583(-1) 2,28048(-1)
0,3  1,81158(-1) 1,79734(-1)  3,07384(-1)  2,25590(-1)
04  1,76855(-1) 1,72948(-1)  3,04660(-1) 2,20272(-1)
05  1,70768(-1) 1,64257(-1)  3,00285(-1)  2,12794(-1)
0,6  1,62596(-1) 1,53280(-1)  2,94051(-1) 2,02839(-1)
0,7  1,51839(-1) 1,39439(-1)  2,85603(-1) 1,89880(-1)
08  1,37585(-1) 1,21612(-1)  2,74294(-1) 1,72960(-1)
0,9  1,17803(-1) 9,73735(-1)  2,58678(-1) 1,49955(-1)
1,0 8,21985(-2) 5,43121(-1) 2,31359(-1)  1,10079(-1)

Na tabela 7.2 apresenta-se os resultados para o perfil de fluxo de calor no problema
de Fluxo de Poiseuille, considera-se os resultados ja encontrados por Knackfuss [38] e
verifica-se que os valores obtidos para o modelo S-CL sao os que mais se aproximam

dos mesmos.
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Tabela 7.3: Fluxo de Poiseuille: Taxa de Fluxo de particula, U.
a« BGK - CL[38] BGK - DE[33] S-DE S-CL

0,05 2,53284 2,71110 224297 -22,73398
0,1 -2,29651 -2,41074 1,93712  -11,66117
0,15 -2,18361 -2,27541 1,77871 -7,97718
0,2 2,11733 -2,20068 1,67493  -6,14525
0,25 -2,07501 -2,15646 1,59871  -5,05509
0,3 -2,04704 -2,13023 1,53862  -4,33593
0,35 -2,02848 -2,11567 -1,48883  -3,82865
0,4 -2,01650 -2,10919 -1,44600  -3,45365
0,45 -2,00933 -2,10858 -1,40804  -3,16665
0,5 -2,00581 -2,11239 -1,37353  -2,94112
1,0 -2,06507 -2,26434 -1,08168  -2,02419
3,0 -2,63360 -3,27839 7,70357  -1,84104
5,0 -3,27332 -4,38621 3,29714  -2,12050
7,0 -3,92635 -5,51221 -3,25624  -2,44078
9,0 -4,58469 -6,64522 344312 -2,76937
10,0 -4,91496 _7,21316 -3,56470  -2,93468
50,0  -1,82240(1) -3,00567(1) 9,95985  -9,58965
100,0  -3,48874(1) -5,86461(1)  -18,26312 -17,92062

Na tabela (7.3) sao apresentados os resultados encontrados para a Taxa de Fluxo
de particula para o problema de Fluxo de Poiseuille. Observa-se que para a muito
pequeno ha uma diferenga consideravel comparado com os outros valores encontra-
dos. Quando aumenta-se o canal percebe-se que ha uma concordancia em relacao ao

mesmo modelo S.
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Tabela 7.4: Fluxo de Poiseuille: Taxa de Fluxo de calor, ().

a BGK—CL[B38] BGK—DE[@8] S-DE S—CL
0,05  6,07628(-1) 8,67004(-1) 1,02291 29,23416
0,1 5,25595(-1) 6,75620(-1)  8,64808(-1)  14,21353
0,15  4,70038(-1) 5,74393(-1)  7,80705(-1)  9,19243
0,2 4,28602(-1) 5,07598(-1)  7,24589(-1)  6,67149
0,25  3,95904(-1) 458737(-1)  6,82966(-1)  5,15089
0,3 3,95904(-1) 420761(-1)  6,50123(-1)  4,13070
0,35  3,69121(-1) 3,90038(-1)  6,23134(-1)  3,39667
0,4 3,46593(-1) 3,64462(-1)  6,00318(-1)  2,84165
045  3,27263(-1) 3,42708(-1)  5,80612(-1)  2,40610
0,5 3,10416(-1) 3,23803(-1)  5,63326(-1)  2,05431
1,0 2,10961(-1) 2,15483(-1)  4,59247(-1)  3,88788(-1)
3,0 9,80331(-2) 9,77650(-2)  -8,81116(-3)  -1,10095
5,0 6,42630(-2) 6,36725(-2) 1,41682(-1)  -1,69982
7.0 4,77406(-2) 4,71694(-2) 1,19435(-1)  -2,16345
9,0 3,79460(-2) 3,74355(-2) 1,00545(-1)  -2,58541
10,0 3,44094(-2) 3,39200(-2)  9,20074(-2)  -2,78965
50,0  7,25414(-3) 7,12825(-3)  2,20327(-2)  -10,66534
100,0  3,65031(-3) 3,58554(-3) 1,12259(-2)  -20,48441

Na tabela (7.4) apresenta-se os resultados obtidos para a Taxa do fluxo de Calor
para o caso de um gas confinado entre placas paralelas diferentes. Observa-se que
com a muito pequeno ou muito grande, a taxa de fluxo de calor para o modelo S
e condigoes de contorno de Cercignani-Lampis difere significativamente comparado

com os outros modelos analisados

7.2 Creep Térmico

Para o problema Creep Térmico, os resultados numéricos para as grandezas desejadas
Nas tabelas (7.5) e

resultados do perfil de velocidade e perfil de fluxo de calor, respectivamente, ambos

sdo apresentados nas tabelas (7.5)-(7.8). (7.6) apresenta-se 0s

comparados com os resultados obtidos em [39].
= 0,916, a,; = 0,222, aye = 0,67 € ayo

Maxwell (difuso-especular) e Cercignani-Lampis sem condigao de simetria entre as

Considera-se o gas Argonio (Ar),

onde ay = 0, 440, baseado nas condigoes de

placas.
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Tabela 7.5: Creep Térmico: perfil de velocidade u(7), onde 2a = 1.
7/a BGK — CL[39] BGK — DE[39] S — DE S—CL

o = Qg a = QO
0,0  1,75957(-1) 1,78803(-1)  2,51162(-1) 2,20609(-1)
0,2 1,74686(-1) 1,75256(-1)  2,52469(-1)  2,18841(-1)
04  1,69138(-1) 1,69138(-1)  2,48390(-1) 2,11309(-1)
0,6  1,58442(-1) 1,58442(-1)  2,38076(-1) 1,97005(-1)
08  1,40219(-1) 1,40219(-1)  2,19106(-1) 1,73182(-1)
1,0 1,01487(-1) 1,01487(-1)  1,77778(-1) 1,24807(-1)

Percebe-se na Tabela (7.5) que o perfil de velocidade para o modelo S com as
condigoes de contorno de Maxwell e Cercignani-Lampis, diferem de maneira signi-
ficativa comparado com o modelo BGKJ[39] com as mesmas condi¢oes de contorno.

Para o modelo S-DE, considera-se a = a4, como os resultados se referem a placas
diferentes tem-se ay; = 0,916 e ay = 0,67. Observa-se que ha concordancia entre

os resultados obtidos para o modelo S e condig¢oes de contorno diferentes.

Tabela 7.6: Creep Térmico: perfil de fluxo de calor ¢(7), onde 2a = 1.
7/Ja BGK —CL[39] BGK —DE39 S—DE S—-CL

00  -7,05456(-1) -8,49444(-1)  -1,08082 -9,95036(-

02  -7,89891(-1) -8,37501(-1)  -1,08198 -9,87375(-

04  -7,69944(-1) -8,12011(-1)  -1,06672 -9,60007(-

0,6 -7,31978(-1) -7,71888(-1) -1,03218 -9,08679(-

(-1) (-1) (-

(-1) (-1) (-

0,8 -6,66169 -7,04812 -9,70140  -8,22009

1
1
1
1
1
1,0 -9,20247 -9,61409 -8,36026  -6,39701(-1

)
)
)
)
)
)

Na tabela (7.6) apresenta-se resultados para o fluxo de calor para o problema
Creep Térmico. Considera-se a largura do canal 2a = 1, para o modelo S-DE tem-se
ap = 0,916 e agp = 0,67, j4 que a condicao de contorno difuso-especular utiliza
apenas um coeficiente de acomodagao para cada placa. Percebe-se que os resultados
para o modelo S-DE diferem significativamente em alguns pontos quando comparados

com os outros modelos analisados.
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Tabela 7.7: Creep Térmico: Taxa de Fluxo de particula, U.

a BGK-CL[39 BGK - DE[39 S-DE S—CL
01  6,07628(-1) 6,74913(-1)  9,36990(-1) 7,99164(-1)
1,0 2,10961(-1) 2,08640(-1)  4,50184(-1) 3,86418(-1)
10,0 3,44094(-2) 2,38784(-2)  9,07108(-2)  9,56839(-2)

Tabela 7.8: Creep Térmico: Taxa de Fluxo de calor, Q).

a BGK—CL[39 BGK-DE[B9 S-DE S—CL
0,1 ~3,13029 _3,72527 25,19305 417746
1,0 -9,13232(-1) -9,62584(-1) -1,99831 -1,79970
10,0 -1,21055(-1) “1,21692(-1)  -3,47316(-1) -3,42260(-1)

Nas tabelas (7.7) e (7.8) sao apresentados os resultados obtidos para a taxa de

fluxo de particulas e taxa de fluxo de calor, respectivamente. Observa-se que para a

muito pequeno os valores possuem concordancia, para ¢ muito grande os valores nao

diferem significativamente quando compara-se os resultados obtidos para o mesmo

modelo.

Os gréaficos a seguir, foram gerados considerando as tabelas apresentadas como

forma de auxiliar a analise do comportamento dos perfis frente a variagao dos coefi-

cientes de acomodacao.
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(b) Fluxo de Poiseuille- Modelo S- CL

Nas figuras (a) e (b) observa-se graficamente o comportamento das solugoes obti-

das para o perfil de velocidade considerando as condi¢oes de contorno de Cercignani-

Lampis.
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No grafico (a) utiliza-se a largura do canal 2a = 1, ay; = 0,916 e ays = 0,67, hé
uma variacao significativa no coeficiente de acomodagao normal («,), no entanto hé
pouca diferenga no perfil de velocidade.

No grafico (b) utiliza-se 2a = 1, o coeficiente de acomodagao normal permanece
constante, o, = 0,222 e o, = 0,440, neste caso, hd uma variagao no coeficiente de
acomodacao tangencial (ay). Percebe-se que para «; pequeno a diferenga no perfil

de velocidade ¢é significativa.

0.40

0,38 —=s—alpha,=0,916 , alpha,=0,67
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o \ o
@ N o 0304 : .
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E EREY PN e A i £ 4 .
= .
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s e —e—alpha_,=0,01 , alpha_,=0,077 ‘ E oz B PO
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(¢) Fluxo de Poiseuille- Modelo S- CL (d) Fluxo de Poiseuille- Modelo S- CL

Nos gréficos (c) e (d) observa-se o comportamento do Perfil de Fluxo de Calor,
considerando o modelo S e as condi¢oes de contorno de Cercignani-Lampis.

Na figura (c) utiliza-se 2a = 1, o coeficiente de acomodac¢ao normal (a,,) varia e
o coeficiente de acomodagao tangencial permanece constante (g = 0,916 e ay =
0,67). Observa-se que com a variacao de «,, hé pouca diferenca no perfil de fluxo de
calor.

Na figura (d) utiliza-se 2a = 1, a,,; = 0,222 e a2 = 0,440, observa-se que para

Q1 € aye pequeno ha um aumento no perfil de fluxo de calor.
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Os graficos (e) e (f) apresentam resultados para o problema de Fluxo de Poiseuille,

considera-se o modelo S com as condigoes de contorno difuso-especular que apresenta

somente um coeficiente de acomodagao. No gréfico (e) observa-se resultados para o

perfil de velocidade quando ha variacao no coeficiente, para os valores estipulados a

diferenca na velocidade ¢ significativa quando ay; = 0,31 e ayo = 0,849. No grafico

(f) tem-se os resultados para o perfil de fluxo de calor, observa-se que quando o valor

de a é pequeno, a temperatura tem pouca alteracao.
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(h) Creep Térmico- Modelo S -CL

Nos gréficos (g) e (h) considera-se o problema Creep Térmico, a largura do canal

2a = 1 e modelo S com a utilizagao das condigoes de contorno de Cercignani-Lampis.

Observa-se no gréfico (g) simulagoes realizadas para o perfil de velocidade onde

o coeficiente de acomodagao tangencial permanece fixo (ay; = 0,916 e aya = 0,67)



e o coeficiente de acomodagao normal (o) varia, neste caso a velocidade cresce

ou decresce de maneira uniforme. Percebe-se uma similaridade entre as curvas que

representam as grandezas obtidas através das solugoes dos dois problemas.

No grafico (h) constata-se que hd uma variagdo mais acentuada na velocidade

quando o a4 varia e «, passa a ser fixado (a,; = 0,222 e ayo = 0,440).
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(j) Creep Térmico- Modelo S -DE

Simulagoes para o problema Creep Térmico, modelo S considerando as condigoes

de contorno de Maxwell (difuso-especular) sao apresentadas nas figuras (i) e (j),

considera-se a largura do canal 2a = 1 e apenas um coeficiente de acomodacao para

cada placa.

Observa-se no grafico (i) que hé pouca variagao no perfil de velocidade quando sao

atribuidos diversos valores para «y;. No grafico (j) obtém-se simulagoes para o perfil

de fluxo de calor e verifica-se que para valores pequenos (a;; = 0, 35,042 = 0,20) do

coeficiente de acomodagao tem-se um decréscimo de calor. Quando utiliza-se valores

maiores para os coeficientes tem-se um crescimento de fluxo de calor. Para estes

valores atribuidos constata-se uma diferenca significativa no fluxo de calor.
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(1) Poiseuille- Modelo S -Perfil de Fluxo de calor

Nos graficos (k) e (1) observa-se simulagoes quanto a diferenga entre as duas

condigbes de contorno tratadas neste trabalho (Maxwell e Cercignani-Lampis) para

o modelo S. Tem-se o perfil de velocidade e o perfil do fluxo de calor, respectivamente,

nas figuras (k) e (1), percebe-se que a diferenca entre os resultados obtidos para as

duas condigoes de contorno permanece quase constante,havendo pequenas oscilacoes

na velocidade e no calor.
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Os gréficos (m) e (n) apresentam simulagoes quanto a diferenca entre as duas

condigoes de contorno (Cercignani-Lampis e Maxwell) para o modelo S e problema

Creep Térmico. Considera-se a largura do canal 2a = 1, ay; = 0,916, oy = 0,67,

an1 = 0,222 e ayyn = 0,440, valores considerados para o gés Argonio (Ar). Observa-

se que os graficos encontrados apresentam uma similaridade entre as curvas que
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representam as grandezas obtidas através da solucao do problema.
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Conclusao

No presente trabalho, os problemas de Fluxo de Poiseuille e Creep Térmico foram
investigados, assumiu-se as condicoes de contorno de Maxwell e as condigoes de con-
torno de Cercignani-Lampis para o modelo BGK e modelo S. O perfil de velocidade
e fluxo de calor, assim como as taxas de fluxo de particula e fluxo de calor foram
calculadas numericamente para o gas Argonio (Ar) no regime de escoamento de
transicao. Considerou-se esse gas confinado entre duas placas paralelas infinitas com
constituicoes quimicas diferentes.

Os resultados numéricos, obtidos pelo método ADO em problemas de dinamica
de gases rarefeitos com condigoes de contorno generalizadas (Cercignani-Lampis)
através do modelo S, estao em conformidade com os resultados disponiveis na li-
teratura [38, 39, 68]. Através da implementacao computacional, observou-se que
quando atribuidos valores iguais para os coeficientes de acomodagao, considerando a
condicao de simetria entre as placas, os mesmos valores eram gerados, possibilitando
validar os resultados obtidos analiticamente e computacionalmente.

Cabe salientar, com base nos resultados, a dependéncia em relagao ao coeficiente
de acomodagao do momento tangencial (a;) e ao coeficiente de acomodagao da ener-
gia cinética correspondendo a velocidade normal do gés (a,).

Considera-se que o objetivo deste trabalho foi alcancado, pois:

e desenvolveu-se uma formulagao matematica comum para os problemas bésicos
da dinamica de gases rarefeitos (Fluxo de Poiseuille e Creep Térmico) para
o caso de um gas, utilizando-se os modelos BGK e S com as condicoes de

Cercignani-Lampis e Difuso Especular, através do método ADO;

e foram gerados resultados numéricos, segundo nosso conhecimento, ainda nao
disponiveis na literatura, baseados no modelo S, para o caso de um gés confi-

nado entre placas paralelas com constitui¢coes quimicas diferentes e condigoes
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de contorno de Cercignani-Lampis;

Os resultados gerados servirao de comparagao entre outros modelos e métodos
computacionais.

Como continuidade do trabalho realizado até agora, pretende-se desenvolver solucoes
para o problema de Fluxo de Poiseuille, Creep Térmico e Couette utilizando, de
maneira unificada, os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS, através das condigoes
de contorno de Cercignani-Lampis para placas com constituigoes quimicas diferen-

tes.
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