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UTILIZANDO O MODELO S

Let́ıcia Oberoffer Stefenon

Dissertação realizada sob a orientação

do Prof. Dr. Rosenei Felippe Knack-

fuss, apresentada ao Programa de Pós-

Graduação em Matemática da UFSM,
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Resumo

Neste trabalho, uma versão anaĺıtica do método de ordenadas discretas (ADO) é

utilizada no desenvolvimento de soluções para problemas de gases rarefeitos confi-

nados por duas placas paralelas infinitas com constituições qúımicas diferentes, isto

é, sem a condição de simetria. A modelagem dos problemas (Fluxo de Poiseuille e

Creep Térmico) são realizados a partir dos modelos cinéticos BGK e S, derivados

da equação linearizada de Boltzmann. A fim de descrever o processo de interação

entre o gás e a superf́ıcie, utiliza-se o núcleo de Maxwell que apresenta um único

coeficiente de acomodação e o núcleo de Cercignani-Lampis definido em termos dos

coeficientes de acomodação do momento tangencial e o coeficiente de acomodação

da energia cinética. Uma série de resultados são apresentados a fim de estabelecer

uma comparação dos efeitos de superf́ıcie para os problemas apresentados.

Palavras-chave: Dinâmica de Gases Rarefeitos, Núcleo de Maxwell, Núcleo de

Cercignani-Lampis, Método de Ordenadas Discretas.
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Abstract

In this work, an analytical version of the method of discrete ordinates (ADO) is used

in developing solutions to problems of rarefied gases confined by two infinite parallel

plates with different chemical constitutions, that is, without the symmetry condition.

The modeling of problems (Poiseuille Flow and Thermal Creep) are performed using

the kinetic models of BGK and S, derived from the linearized Boltzmann equation.

In order to describe the interaction between gas and surface, we use the core of

Maxwell presenting a single accommodation coefficient and the Cercignani-Lampis

core defined in terms of the coefficients of accommodation of tangential momentum

and energy accommodation coefficient kinetics. A series of results are presented in

order to establish a comparison of surface effects to the problems presented.

Keywords: Dynamics of rarefied gases, Maxwell Kernel, Cercignani-Lampis Ker-

nel, discrete ordinates method.
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DGR Dinâmica de Gases Rarefeitos

ELB Equação Linearizada de Boltzmann

GJ Modelo de Gross-Jackson

MEMS Sistemas Microeletromecânicos
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Introdução

A Dinâmica de Gases Rarefeitos (DGR), tem por objetivo o estudo de fenômenos

relacionados ao escoamento de gases em sistemas com comprimento caracteŕıstico

da mesma ordem de grandeza do livre caminho médio das moléculas de gás. A

base da (DGR) é a Teoria Cinética dos Gases [18, 19, 29, 35, 40] que determina as

propriedades macroscópicas de um gás através do estado do sistema formado pelas

moléculas que o compõem utilizando a equação proposta por Ludwing Boltzmann

[8]. A pesquisa em Dinâmica de Gases Rarefeitos teve ińıcio por volta de 1879,

através de estudos realizados por James Clerk Maxwwell [7] devido a necessidade

de aplicação da equação de Boltzmann a problemas onde a natureza molecular da

matéria não pode ser desprezada.

Um dos fatores que motivaram o desenvolvimento de pesquisas envolvendo a

dinâmica de gases rarefeito é a diversidade de aplicações que essa área contempla,

como por exemplo, o estudo de fluxo de gases em microcanais.

Atualmente, os microsistemas são utilizados em diversas áreas [50], que incluem

medicina, aviação, metereologia, telecomunicação, tecnologia de computadores, robótica,

engenharia, entre outras.

Expressões do tipo: sistemas microeletromecânicos (MEMS) e microsistemas tec-

nológicos (MST) têm sido muito utilizadas para caracterizar o modelo e a metodolo-

gia no processo envolvendo microcomponentes. Em se tratando de microsistemas,

grande parte incluem, inevitavelmente, fluxo de fluido. Quando se trabalha com

fluxos em micro ou menores configurações, observa-se muitos fenômenos [33] como o

fator de fricção e a viscosidade aparente dos fluidos em microcanais [46, 47]. Devido

a importância dos (MEMS) e (MST), páıses como Estados Unidos e Japão estão

cada vez mais investindo em programas de pesquisas relacionadas a essa área.

Em simulações numéricas devido a pequena escala de comprimento caracteŕıstico,

tem-se fluxos que não podem ser modelados pela equação de Navier-Stokes, princi-
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palmente em (MEMS). Neste caso, a equação de Boltzmann passa a ser conside-

rada de grande importância para calcular e compreender o fluxo nesses dispositivos

[19, 20, 22].

Os problemas de dinâmica de gases são resolvidos baseados no estado de ra-

refação do gás [60], este estado é classificado pelo número de Knudsen (Kn), um

parâmetro essencial em (DGR), conforme será abordado adiante neste trabalho. O

ponto fundamental da (DGR) encontra-se na equação de Boltzmann, pois em di-

versos casos o número de Knudsen assume um valor intermediário e o gás está em

regime de transição e as equações de Navier-Stokes não podem ser aplicadas [77]. Na

literatura tem-se, nesse contexto, o livro de Cercignani [19, 20] na área da dinâmica

de gases, bem como o trabalho de Sharipov e Seleznev [60] que fornece uma ampla

revisão e fonte de dados úteis na comparação de diversos métodos computacionais e

formulações matemáticas básicas nessa área.

A equação de Boltzmann foi desenvolvida para descrever a dinâmica do gás ideal.

A chamada equação de transporte de part́ıculas pode ser expressa através de três

formas [30], a forma ı́ntegro-diferencial, a forma integral e a forma integral de su-

perf́ıcie [51]. Quando se trata da equação de transporte ı́ntegro-diferencial pode-se

dizer que ela fornece uma descrição quantitativa da distribuição espacial, direcional,

energética e temporal de part́ıculas gasosas em meios materiais.

Assim, a equação de Boltzmann interpreta como um gás transporta determinadas

quantidades f́ısicas tais como calor e massa. A mesma foi introduzida no fim do século

XIX por Ludwing Boltzmann (fig.1), em seus estudos pioneiros da teoria cinética de

gases [8], no entanto, foi estudada de forma mais intensa no ińıcio dos anos 60 com o

objetivo de resolver problemas de fluxo de gases rarefeitos. Apesar dos vários estudos,

a resolução de problemas de fluxo via equação de Boltzmann não é fácil devido a

presença da integral de colisões, mesmo utilizando-se de métodos semi-anaĺıticos ou

puramente numéricos.

Cabe ressaltar que a teoria desenvolvida para a Equação de Boltzmann é de

grande importância em fenômenos de transporte, abrangendo teoria cinética, mecânica

dos fluidos e mecânica estática [48].

Por ser uma equação não linear e muito complexa de ser resolvida, mesmo com o

grande avanço tecnológico, simplifica-se a integral de colisões por ser a responsável

pela dificuldade na resolução da equação de Boltzmann, através de uma função de dis-

tribuição Maxwelliana local. As equações aproximadas conservam as caracteŕısticas
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Figura 1: Ludwing Boltzmann [21]

f́ısicas fundamentais como os prinćıpios de conservação de massa, momento e energia

do processo de colisão da equação exata de Boltzmann, além de reduzir de maneira

significativa o esforço computacional. A expressão que simplifica a integral de co-

lisão é chamada de modelo de colisão, enquanto a equação aproximada é considerada

equação cinética ou equação modelo.

É posśıvel resolver a equação de Boltzmann com a integral de colisão original mas

a mesma se restringe na utilização de modelos simples de interação intermolecular e

esferas ŕıgidas que podem ser vistas em trabalhos existentes na literatura [8, 79, 81].

A idéia de uma equação modelo foi introduzida por Bhatnagar, Gross e Krook

(BGK) [6]. Posteriormente, surgiram outros modelos para serem utilizados em

problemas clássicos relacionados a dinâmica de gases rarefeitos, dentre eles, o modelo

S, proposto por Shakhov [57], o modelo Gross-Jackson(GJ) [32], o modelo MRS [31],

o modelo CLF [16, 42], os modelos CES e CEBS [5].

Os modelos BGK e S, que serão abordados neste trabalho, caracterizam-se por

apresentar a frequência de colisão das part́ıculas de gás, constante. O estudo teórico

de problemas clássicos da (DGR) que modelam escoamentos de gases em canais

planos (fluxo de Poiseuille, fluxo de Couette, Creep-térmico,...) é de extrema im-

portância no surgimento de novos modelos matemáticos bem como no desenvolvi-

mento de novas técnicas computacionais.

No que diz respeito a métodos determińısticos, vários métodos são apresentados

na literatura, dentre eles, enfatiza-se o método de solução aproximado two-stream

[53, 56], o método dos harmônicos esféricos [34], o método de ordenadas discretas

[23, 80], a versão anaĺıtica do método de ordenadas discretas [2, 64], o método de

velocidades discretas [61] e o método Case [13] que é um método exato de solução,
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sendo válido em casos onde o termo integral é bem simples.

Neste trabalho, aplica-se uma versão anaĺıtica do método de ordenadas discre-

tas (ADO), que consiste em aproximar o termo integral da equação de transporte

ı́ntegro-diferencial por uma fórmula de quadratura, transformando a equação em um

sistema de equações algébricas que pode ser resolvido de maneira anaĺıtica. Devido a

possiblidade da construção de soluções unificadas para diferentes modelos cinéticos,

a versão anaĺıtica do método de ordenadas discretas (ADO) é de muita utilidade na

resolução de vários problemas de dinâmica de gases rarefeitos.

Aplica-se o método (ADO) para resolver de maneira unificada os problemas de

Fluxo de Poiseuille e Creep Térmico que aqui são derivados segundo os modelos

BGK e S. Considera-se um gás confinado entre placas paralelas com constituições

qúımicas diferentes, ou seja, tem-se a não-simetria das placas. Tendo em vista uma

análise mais detalhada dos efeitos de superf́ıcie na dinâmica de gases rarefeitos os

problemas serão relativos às condições de contorno propostas por Cercignani-Lampis

[17] e Maxwell [77]. As condições de contorno propostas por Cercignani-Lampis mo-

delam a acomodação considerando diferentes propriedades f́ısicas [66], por apresentar

dois coeficientes de acomodação na qual a quantidade αn descreve o coeficiente de

acomodação da energia cinética correspondendo a velocidade normal e αt representa

o coeficiente de acomodação do momento tangencial, diferentemente das condições

de contorno de Maxwell que apresentam apenas um coeficiente de acomodação, tor-

nando o uso das condições de contorno propostas por Cercignani-Lampis mais pre-

cisas.

Desta forma, este trabalho foi estruturado da seguinte forma:

No caṕıtulo 1 apresenta-se conceitos básicos para o desenvolvimento deste tra-

balho e a equação de Boltzmann linearizada. O caṕıtulo 2 trata da formulação do

modelo cinético utilizado. No caṕıtulo 3 apresenta-se a formulação dos problemas

propostos. O caṕıtulo 4 refere-se às grandezas f́ısicas de interesse a qual deseja-se

encontrar. No caṕıtulo 5 tem-se a solução em ordenadas discretas. O caṕıtulo 6

apresenta a solução através das condições de contorno do tipo Difuso-especular e

Cercignani-Lampis bem como os resultados para as quantidades de interesse. No

caṕıtulo 7 apresenta-se os resultados numéricos para as grandezas macroscópicas dos

problemas de Fluxo de Poiseuille e Creep Térmico.
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Caṕıtulo 1

Conceitos da Dinâmica de Gases

Rarefeitos

Neste caṕıtulo será apresentado, de forma resumida, alguns conceitos básicos da

dinâmica de gases, utilizados no desenvolvimento deste trabalho e importante para

o entendimento dos próximos caṕıtulos.

1.1 Número de Knudsen

Um dos principais parâmetros utilizados na Dinâmica de Gases Rarefeitos é o número

de Knudsen, Kn, que caracteriza a rareação do gás [60, 77], sendo definido pela

razão entre o livre caminho médio molecular, λ, e um comprimento caracteŕıstico do

escoamento a [78], ou seja,

Kn =
λ

a
(1.1)

De acordo com o valor que o parâmetro Kn assume pode-se dividir o regime de

escoamento do fluxo gasoso em três tipos:

(i) Regime hidrodinâmico (Kn ≤ 10−2): esse regime é caracterizado por apresen-

tar o livre caminho médio muito menor que o comprimento caracteŕıstico do escoa-

mento e, consequentemente, o meio gasoso é considerado cont́ınuo, onde as equações

de Navier-Stokes são aplicadas.

(ii) Regime de moléculas livres (Kn ≥ 10): esse regime apresenta o livre caminho

médio muito maior que o comprimento caracteŕıstico do escoamento, dessa forma,
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as part́ıculas gasosas se chocam com menor frequência que as colisões das part́ıculas

com a superf́ıcie sólida que delimita o fluxo do gás. Considerando o movimento das

part́ıculas independente, a interação gás-superf́ıcie pode ser desprezada.

(iii) Regime de transição (10−2 < Kn < 10): este regime é caracterizado por

apresentar o número de knudsen não muito pequeno e nem muito grande, onde não

se pode desprezar a interação entre as part́ıculas e nem considerar o meio como

um cont́ınuo. Nesse regime, o livre caminho médio e o tamanho caracteŕıstico do

escoamento possuem a mesma ordem de grandeza. Nesse caso, as equações de Navier-

Stokes não podem ser utilizadas, dessa forma, necessita-se formulações com base na

equação de Boltzmann ou equações cinéticas (modelos), sendo que estas apresentam

maior complexidade no estudo dos fluxos gasosos.

Alguns autores [7], definem outro regime de escoamento intermediário aos regimes

hidrodinâmico e de transição, o qual chama-se regime de deslizamento. Esse regime

é uma extensão do regime hidrodinâmico onde ainda pode-se utilizar as equações de

Navier-Stokes para encontrar a solução da equação cinética, porém ela é válida desde

que as condições de contorno na interface gás-sólido sejam utilizadas. Tem-se que o

intervalo do número de Knudsen nesse regime é 10−2 ≤ Kn ≤ 10−1.

1.2 Função de Distribuição

Através do sistema formado pelas moléculas que compõe um gás, a Teoria Cinética

tem o objetivo de determinar as propriedades do mesmo. O estado de um sistema

de part́ıculas é determinado em qualquer instante t se a velocidade (v) e a posição

(r) de cada part́ıcula gasosa for conhecida neste instante.

O número de part́ıculas da qual o gás é composto, é muito grande, logo considera-

se que o estado do sistema de part́ıcula é descrito em termos da uma função de

distribuição f(t, r,v) que satisfaz um sistema de equações acopladas baseadas na

Equação de Boltzmann, portanto a função de distribuição contém informações sobre

a distribuição de velocidade e espacial das part́ıculas do gás em estudo em qualquer

instante t.

Assim, as propriedades macroscópicas como temperatura, pressão e velocidade

do gás são determinadas através da função de distribuição f(t, r,v). Todas as ca-

racteŕısticas expressas podem ser encontradas em [29, 60].
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A expressões para as macrocaracteŕısticas do gás podem ser calculadas através

da função de distribuição como:

Velocidade:

u(t, r) =
1

n(r)

∫
Vzf(t, r,v)dv (1.2)

Tensor pressão:

Pxz = m

∫
VxVzf(t, r,v)dv (1.3)

Fluxo de calor:

q(t, r) =
m

2

∫
V 2V f(t, r,v)dv (1.4)

Temperatura:

T (r, v) =
m

3nk

∫
V 2f(t, r,v)dv (1.5)

Densidade:

n(t, r) =

∫
f(t, r,v)dv (1.6)

onde m é a massa molecular, k é a constante de Boltzmann e V é a velocidade.

Calcula-se a pressão como valor médio dos termos diagonais do tensor pressão

p =
1

3
(Pxx + Pyy + Pzz). (1.7)
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1.3 A equação de transporte de Boltzmann

A equação de Boltzmann é uma equação ı́ntegro-diferencial não linear que objetiva

determinar uma evolução na função de distribuição, ou seja, a função de distribuição

de um determinado gás deve satisfazer a equação de Boltzmann não linear [11, 18,

22, 24, 29, 40].

Vários estudos na dinâmica de gases rarefeitos são realizados através da equação

ı́ntegro-diferencial, quando as equações de Navier-Stokes não podem ser utilizadas

[60] que é o caso quando tem-se um regime de transição, utiliza-se a equação de

Boltzmann não linear [19] que é expressa como

∂

∂t
f(t, r,v) + v

∂

∂r
f(t, r,v) = J(f ′, f) (1.8)

onde f(t, r,v) é a função de distribuição, r = (x, y, z) é o vetor de coordenadas

espaciais, v = (vx, vy, vz) é o vetor velocidade das part́ıculas, t é o tempo e J(f ′, f)

é a integral de colisões dada por

J(f ′, f) =

∫
w(v, v∗; v

′, v′∗)(f
′f ′∗ − ff∗)dv

′dv′∗dv∗ (1.9)

aqui (v′, v′∗) corresponde a velocidade antes das colisões e (v, v∗) a velocidade após

as colisões de duas part́ıculas gasosas.

A integral de colisão expressa a taxa de variação temporal da função de dis-

truibuição devido as colisões moleculares. A quantidade w(v, v∗; v
′, v′∗) é a função

frequência de espalhamento diferencial para uma colisão binária (ou de duas part́ıculas

de gás).

A presença da integral de colisões J acarreta grande dificuldade na resolução da

equação de Boltzmann, devido a isto, foram desenvolvidos vários métodos anaĺıticos

a fim de facilitar a resolução desta equação, como por exemplo, método dos momen-

tos de Grad [11, 18, 40] e método de Chapman-Enskog [11, 18, 24]. No entanto,

os resultados obtidos por estes métodos fornecem resultados aproximados que são

válidos somente no regime hidrodinâmico, ou seja, Kn << 10−2.

Com o objetivo de considerar todo o intervalo do número de Knudsen, surgiu a

possibilidade de simplificar a integral de colisões utilizando-se um modelo matemático

para essa integral. No entanto, cabe ressaltar que esse modelo matemático ou modelo

cinético deve conservar as propriedades fundamentais da integral de colisão original,
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todos os coeficientes de transporte como condutividade térmica, viscosidade, veloci-

dade, devem ser fornecidos de maneira correta e a integral de colisões deve ser nula

no estado de equiĺıbrio.

Quando a integral de colisões é substitúıda por um modelo cinético, a equação

de Boltzmann passa a ser chamada de equação modelo ou equação cinética.

Cabe destacar que é posśıvel resolver a equação de Boltzmann com a integral de

colisões exata, mas mesmo com o avanço tecnológico, ainda existe um grande esforço

computacional.

Pode-se encontrar na literatura [72, 79] trabalhos nos quais a equação de Boltz-

mann é resolvida com a integral de colisões original mas estes, se restringem somente

a utilização do modelo mais simples de interação molecular. Assim, torna-se in-

dispensável a utilização de modelos cinéticos em cálculos práticos que envolvem a

solução da equação de Boltzmann por apresentarem menor esforço computacional e

ao mesmo tempo resultados experimentais satisfatórios.

1.3.1 Equação de Boltzmann Linear

Neste trabalho, utiliza-se a equação linearizada de Boltzmann unidimensional e no

estado estacionário, logo para soluções fracas, situações em que o estado do gás é

fracamente removido do seu estado de equiĺıbrio f0, de acordo com Williams [76]

escreve-se a função de distribuição na forma

f(r,v) = f0(r,v)[1 + h(r,v)] (1.10)

onde h representa uma pequena perturbação (|h| << 1) causada à distribuição

Maxwelliana local f0(r, v) pelo fato de conter uma superf́ıcie delimitando o gás.

Segundo Williams [76] pode-se escrever a Maxwelliana local f0(r, v) de uma

maneira mais geral como

f0(r,v) = n∞(r)

[
m

2πkT∞(r)

]3/2

exp

[
−
m

[
v2

x + v2
y + [vz − u1(x)]

2
]

2kT∞(r)

]
(1.11)

onde r = (x,y, z) é o vetor de coordenadas espaciais, m é a massa molecular, k é a

constante de Boltzmann, v = (vx,vy,vz) é o vetor velocidade, n∞ é a densidade e

T∞ é a temperatura.
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Considera-se que as funções n, T , e u são lineares de x,y e z como segue

n∞(x, z) = n0(1 +Rxx+Rzz) (1.12)

T∞(x, z) = T0(1 +Kxx+Kzz) (1.13)

e

u(x) = Kx, (1.14)

onde n0 é a densidade de equiĺıbrio das part́ıculas de gás, T0 é a temperatura cons-

tante de referência, K é um gradiente de velocidade na direção x, Ri e Ki são

gradientes de densidade e temperatura na direção i, respectivamente.

Seguindo Williams [76, 77] e partindo da Eq.(1.10), a função de distribuição será

determinada em termos da perturbação h. Para isso, substitui-se a linearização dada

pela Eq.(1.10) na Eq.(1.8). Deve-se considerar as propriedades simétricas da função

frequência de espalhamento diferencial para a colisão entre dois corpos [12, 76] e

faz-se a adimensionalização da forma

c = v

[
m

2kT0

]1/2

(1.15)

e

K0 = K

[
m

2kT0

]1/2

(1.16)

onde v é a magnitude da velocidade da part́ıcula. Desta forma, obtém-se a equação

balanço

S(c) + Cy
∂

∂τ
h(τ, c) = σ2

0η0π
1/2L {h} (τ, c) (1.17)

onde σ0 é o diâmetro de colisão das part́ıculas de gás [5], S(c) é o termo de fonte que

é definido para cada problema e o operador de colisão é descrito por

L {h} (τ, c) = −η(c)h(τ, c) +

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−(c2x+c2y+c2z)F (c′, c)h(τ, c′)dczdcydcx

(1.18)

onde τ é a variável espacial, F(c’,c) é chamado núcleo de espalhamento e η(c) é a
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frequência de colisão das part́ıculas dada por

η(c) =
2c2 + 1

c

∫ c

0

e−x2

dx+ e−c2 . (1.19)

Assim, pode-se reescrever a Eq.(1.8) na forma

Cy
∂

∂τ
h(τ, c) + εh(τ, c) = επ−3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−c′2

h(τ, c)F(c′ : c)dc′xdc
′
ydc

′
z + S(c)

(1.20)

onde

ε = σ2
0η0π

1/2l (1.21)

e

F(c′ : c) = 1 + 2(c′.c) + (2/3)(c′2 − 3/2)(c2 − 3/2) + βM(c′, c) +$N(c′, c) (1.22)

com

M(c′ : c) = (4/15)(c′.c)(c′2 − 5/2)(c2 − 5/2) (1.23)

e

N(c′ : c) = 2(c′.c)2 − (2/3)c′2c2 (1.24)

Os parâmetros dependem do modelo a ser trabalhado, para o modelo BGK tem-

se β = $ = 0, para o modelo S os parâmetros assumem os seguintes valores β = 1 e

$ = 0.

1.4 Livre Caminho Médio

O Livre Caminho Médio representa a distância média percorrida por uma part́ıcula

gasosa antes de sofrer uma colisão. Introduzindo a variável adimensional τ = y∗/l

pode-se escrever a Eq.(1.20) na versão homogênea como

cy
∂

∂τ
h(τ, c) = εL {h} (τ, c), (1.25)
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com

ε = σ2
0η0π

1/2l (1.26)

onde σ0 é o diâmetro das part́ıculas do gás e ν0 é a densidade (constante) das

part́ıculas gasosas.

Na literatura, o livre caminho médio é definido em função da viscosidade e da

condutividade térmica, dependendo do tipo de problema que está sendo trabalhado.

Tem-se, por exemplo, para o problema de Poiseuille, segundo Loyalka e Hickey [44],

o livre caminho médio definido em termos da viscosidade µ é dado por

l = lp =

(
µ∗
p0

)
(2kT0m)1/2. (1.27)

Segundo Loyalka e Ferziger [42], o livre caminho médio definido em termos da

condutividade térmica λ∗ é dado por

l = lt =

[
4λ∗

(5η0k)

][
m

(2kT0)

]1/2

, (1.28)

onde p0 = ηkT0 é a pressão, m é a massa molecular, k é a constante de Boltzmann

e T0 é a temperatura constante.

Tem-se ainda, definido por Pekeris e Alterman [45], a viscosidade como

µ∗ =
8(2mkT0)

1/2

15πσ2
0

∫ ∞

0

e−c2b(c)c6dc, (1.29)

e a condutividade térmica da forma

λ∗ =
4k(2kT0/m)1/2

3πσ2
0

∫ ∞

0

e−c2a(c)c6dc, (1.30)

onde nas equações (1.29) e (1.30), as funções b(c) e a(c) são soluções da equação

de Chapman-Enskog para a viscosidade e condutividade térmica, respectivamente,

estas devem satisfazer equações integrais da forma

η(c)c2b(c)−
∫ ∞

0

e−c2b(c′)k2(c
′, c)c′4dc′ = c2 (1.31)
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e

η(c)c2ca(c)−
∫ ∞

0

e−c2a(c′)k1(c
′, c)c′3dc′ = c(c2 − 5/2) (1.32)

com a condição de normalização∫ ∞

0

e−c2a(c)c4dc = 0. (1.33)

Logo, obtém-se, substituindo as equações (1.27),(1.29) e (1.31) na equação (1.26)

em termos da viscosidade

ε = εp =
16

15
π−1/2

∫ ∞

0

e−c2b(c)c6dc, (1.34)

e substituindo as equações (1.28), (1.30) e (1.32) na equação (1.26), obtém-se em

termos da condutividade térmica

ε = εt =
16

15
π−1/2

∫ ∞

0

e−c2a(c)c6dc. (1.35)

As expressões para εp e εt dependem do modelo cinético utilizado, para obter os

resultados numéricos.

Conforme Barichello e Siewert [5], tem-se que as equações (1.34) e (1.35) pro-

duzem para o modelo S, εp = 1 e εt = 3
2
.

1.5 Interação Gás-Superf́ıcie

O estudo da interação gás-superf́ıcie é de grande importância na Dinâmica dos Gases

Rarefeitos, pois frequentemente os gases estão limitados por superf́ıcies, as quais

impõem condições de contorno à função de distribuição.

Geralmente, a função de distribuição é dada através do núcleo de espalhamento

R(v′ : v) [19] como

|vn|f(v) =

∫
v′

n<0

|v′n|R(v′ : v)f(v′)dv′, vn > 0 (1.36)

onde v′ é a velocidade molecular das part́ıculas de incidência e v é a velocidade

molecular das part́ıculas de reflexão, vn = v.n é a componente normal da velocidade

v e n é o vetor normal à superf́ıcie.
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No entanto, o núcleo de espalhamento R(v′ : v) deve satisfazer algumas pro-

priedades como: condição de normalização∫
v′

n<0

R(v′ : v)dv = 1, (1.37)

e relação de reciprocidade [18]

|v′n| exp

(
− mv′2

2kTw

)
R(v′ : v) = |vn| exp

(
− mv2

2kTw

)
R(−v : −v′). (1.38)

O núcleo de espalhamento mais usado é o difuso-especular, proposto por Maxwell,

que não depende da velocidade das moléculas antes da colisão com a superf́ıcie, e é

dado por

RDE(v′ : v) = (1− α)δ∗(v′ − v + 2nvn) + α
m2vn

2π(kTw)2
exp

(
− mv2

2kTw

)
, (1.39)

onde δ∗ é a função de Dirac, m é a massa molecular das part́ıculas gasosas, k é

a constante de Boltzmann, Tw é a temperatura da superf́ıcie e α é o coeficiente

de acomodação. Este núcleo de espalhamento representa, fisicamente, que a fração

α de part́ıculas é refletida difusivamente e o restante da fração (1 − α) é refletida

especularmente.

Em problemas de fluxo entre duas placas paralelas, localizadas em τ = −a e

τ = a, o modelo difuso-especular, segundo Williams [76] é escrito em coordenadas

cartesianas como

h(−a, cx, cy, cz)− (1− α)h(−a,−cx, cy, cz) =

2α

π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

e−c′2
h(−a,−c′x, c′y, c′z)dc′xdc′zdc′y (1.40)

e

h(a,−cx, cy, cz)− (1− α)h(a, cx, cy, cz) =

2α

π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

e−c′2
h(a, c′x, c

′
y, c

′
z)dc

′
xdc

′
zdc

′
y (1.41)
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onde α ∈ (0, 1], representa o coeficiente de acomodação das paredes e cy > 0.

Considerando o modelo difuso-especular, existem na literatura vários trabalhos

da (DGR) baseados no núcleo de Maxwell dentre eles pode-se citar [3, 4, 14, 15, 65,

68, 69, 70].

Como o modelo de Maxwell (difuso-especular) considera apenas um coeficiente

de acomodação para todas as propriedades f́ısicas [62] e na prática necessita-se de no

mı́nimo dois coeficientes de acomodação, utiliza-se neste trabalho, além das condições

difuso-especular, o núcleo de espalhamento de Cercignani-Lampis [17] que possui dois

coeficientes de acomodação para descrever as propriedades f́ısicas do gás. Este núcleo

é dado, em coordenadas retangulares por

RCL(c′x, c
′
y, c

′
z : cx, cy, cz) =

2c′y
παnαt(2− αt)

T (c′x : cx)S(c′y : cy)T (c′z : cz) (1.42)

com

T (x : z) = exp

[
− ((1− αt)z − x)2

αt(2− αt)

]
(1.43)

e

S(x : z) = exp

[
−

[
(1− αn)1/2z − x

]2

αn

]
.Î0

[
2(1− αn)1/2|xz|

αn

]
(1.44)

onde

Î0(w) = I0(w)e−w (1.45)

I0(w) denota a função de Bessel modificada expressa como:

I0(w) =
1

2π

∫ 2π

0

ewcosφdφ. (1.46)

Tem-se ainda que o coeficiente de acomodação tangencial (αt) tem uma variação

no intervalo [0,2] e o coeficiente de energia cinética (αn) varia no intervalo [0,1]

que corresponde à componente normal de velocidade. Isto significa, que o núcleo

de Cercignani-Lampis admite a reflexão para trás que pode ocorrer em superf́ıcies

rugosas.

Usando a adimensionalização para o vetor velocidade c, a interação entre o gás e
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a parede [68] pode ser descrita, para o núcleo de Cercignani-Lampis como

h(−a, cx, cy, cz) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

e−c′2
h(−a,−c′x, c′y, c′z)

R(c′x,−c′y, c′z : cx, cy, cz)dc
′
xdc

′
zdc

′
y (1.47)

e

h(a, cx,−cy, cz) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

e−c′2
h(a, c′x, c

′
y, c

′
z)

R(c′x, c
′
y, c

′
z : cx,−cy, cz)dc′xdc′zdc′y (1.48)

para cy ∈ (0,∞) e cx, cz ∈ (−∞,∞).

Apesar do núcleo de Cercignani-Lampis representar melhor as propriedades f́ısicas

do gás, por ter dois coeficientes de acomodação, neste trabalho também será encon-

trado resultados utilizando as condições de Maxwell.
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Caṕıtulo 2

Modelos Cinéticos

Devido a grande dificuldade encontrada na estrutura da integral de colisão da equação

de Boltzmann, percebeu-se a necessidade de apresentar alternativas que possibili-

tassem resolver esse problema. Assim, surgiu a idéia de substituir o termo de colisão

por expressões mais simples, mas que conservassem certas propriedades f́ısicas de

interação entre as part́ıculas. Essas expressões são chamadas de modelos de colisão e

após a substituição do termo integral por um modelo de colisão, a equação de Boltz-

mann passa a ser chamada de equação cinética ou modelo cinético. Existem vários

trabalhos apresentados na literatura [66] que procuram desenvolver equações modelo

na dinâmica de gases rarefeitos. No entanto, é necessário que se permita estabele-

cer uma comparação, de maneira consistente, aos diferentes resultados encontrados

nas aproximações de ELB. Para isso é necessário adotar uma metodologia onde os

modelos cinéticos são tratados de uma mesma forma, como a maneira de definir o

livre caminho médio e a frequência de colisão, aplicável à cada modelo cinético. Para

simplificar o núcleo de espalhamento F(c′, c) foi desenvolvido núcleos aproximados,

os chamados núcleos sintéticos.

Foi proposto por Pekeris e Alterman [45] uma expansão em termos dos polinômios

de Legendre. Através do teorema da adição dos harmônicos esféricos, o núcleo de

espalhamento F(c′, c) é escrito na forma

F(c′, c) =
1

4π

∞∑
n=0

n∑
m=0

(2n+ 1)(2− δ0,m)Pm
n (µ′)Pm

n (µ)Kn(c′, c) cosm(χ′ − χ), (2.1)

onde as funções de Legendre normalizadas são dadas por
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Pm
n (µ) =

[
(n−m)!

(n+m)!

]1/2

(1− µ2)m/2 d
m

dµm

Pn(µ), (2.2)

n ≥ m Pn(µ) são os polinômios de Legendre , tais que∫ 1

−1

Pm
n (µ)Pm

n′ (µ) =

(
2

2n+ 1

)
δn,n′ (2.3)

onde δn,n′ representa o delta de Kronecker. Pode-se encontrar em [5, 44, 45], para

alguns valores de n, as expressões para as componentes Kn(c′, c).

Geralmente, essa simplificação do núcleo de espalhamento não depende somente

de um truncamento da expansão do núcleo exato F(c′, c), pois as maiores dificul-

dades encontram-se nas funções kn(c′, c) que possuem derivadas descont́ınuas nos

pontos c′ = c mesmo para valores pequenos de n. Devido a isto, são apresentadas

na teoria cinética outras abordagens, as chamadas equações modelo que preservam

caracteŕısticas da equação original como a conservação dos invariantes de colisão e,

em alguns casos, a existência do teorema H [8].

Para obter os modelos cinéticos, subtitui-se as componentes exatas kn(c′, c) de

forma truncada do núcleo de espalhamento F(c′, c) por uma aproximação que preserva

as propriedades f́ısicas do número de espalhamento original [5], ou seja, a Eq.(2.1) é

truncada e o núcleo de espalhamento passa a ser descrito como

F(c′, c) =
1

4π

∞∑
n=0

n∑
m=0

(2n+ 1)(2− δ0,m)Pm
n (µ′)Pm

n (µ)fn(c′, c) cosm(χ′ − χ), (2.4)

aqui são usadas aproximações sintéticas fn(c′, c) para n ≤ N ao invés de utilizar

componentes exatas kn(c′, c).

A ELB adimensionalizada e aproximada pelo núcleo sintético F(c′, c) é escrita

como

cy
∂

∂τ
h(τ, c) = εL∗ {h} (τ, c) (2.5)

onde

L∗ {h} (τ, c) = −ν(c)h(τ, c) +

∫ ∞

0

∫ 1

−1

∫ 2π

0

e−c′2
h(τ, c)F(c′, c)c′2dχ′dµ′dc′ (2.6)
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A fim de se obter resultados numéricos, foram propostos alguns modelos como

BGK [6], S [57],Gross-Jackson [32] e MRS [31] onde as frequências de colisão são

constantes, neste trabalho serão tratados os modelos BGK e S.

2.1 Modelo BGK e Modelo S

O modelo de colisão BGK, proposto por Bhatnagar,Gross e Krook [6] é o modelo

mais conhecido. O operador de colisão BGK expressa a mudança ĺıquida no número

de part́ıculas como sendo proporcional à frequência de colisão e à diferença entre a

função distribuição e a distribuição Maxwelliana local.

O modelo BGK fornece resultados aproximados para muitos problemas, embora

este modelo não permita a escolha independente da viscosidade e da condutividade

térmica, essa caracteŕıstica faz com que este modelo possua um número de Prandtl

fixo, ou seja, o número de Prandtl caracteriza-se por ser um número adimensional

que aproxima a razão da viscosidade cinemática e difusividade térmica de um fluido.

Para o modelo BGK tem-se

Pr = εp/εt = 1, (2.7)

cujo valor normalmente utilizado na teoria cinética corresponde a 2/3 [60]. Além

disso, a utilização mais acentuada do modelo BGK ocorre pelo fato do mesmo ser

de fácil solução anaĺıtica de problemas em configurações simples e por constituir a

base da grande maioria das abordagens numéricas para a solução da equação de

Boltzmann.

Com o objetivo de comparar com os resultados do modelo BGK, decidiu-se

investigar também o modelo S, associado a condição de contorno difuso-especular e

Cercignani-Lampis sem a condição de simetria, na resolução de alguns problemas da

(DGR), visto que estes resultados ainda não estão dispońıveis na literatura existente.

A fim de desenvolver matematicamente os modelos BGK e S que baseiam-se no

modelo de esferas ŕıgidas, utiliza-se as relações existentes entre coordenadas esféricas

e cartesianas e obtém-se o vetor velocidade c em coordenadas retangulares (cx, cy, cz)

e a ELB é escrita como

cy
∂

∂τ
h(τ, c) = εL∗h(τ, c) (2.8)

onde
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L∗h(τ, c) = −εh(τ, c) + π−3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−c′2

h(τ, c′)F(c′ : c)dc′xdc
′
ydc

′
z. (2.9)

O modelo S, proposto por Sharkhov [57], é uma modificação do modelo BGK,

conforme observado por Sharipov [60].

Conforme Garcia e Siewert [31] e Scherer [55], o núcleo de espalhamento pode

ser considerado em uma mesma relação levando em conta que para o modelo BGK

tem-se β = 0, já para o modelo S o parâmetro assume valor diferente neste caso,

tem-se β = 1, e é descrito como

F(c′, c) = 1 + 2(c′.c) +
2

3

(
c′2 − 3

2

)(
c2 − 3

2

)
+ βM(c′, c) (2.10)

onde

M(c′, c) = (4/15)(c′.c)(c′2 − 5/2)(c2 − 5/2). (2.11)

A fim de reescrever a Eq.(2.8) na forma da Eq.(2.1), deve-se escolher

f0(c
′, c) = 4π−1/2

[
1 + (2/3)(c′2 − 3/2)(c2 − 3/2)

]
, (2.12)

f1(c
′, c) = (8/3)c′cπ−1/2

[
1 + (2/15)β(c′2 − 5/2)(c2 − 5/2

]
(2.13)

e

fn(c′, c) = 0, n > 1. (2.14)

Já sendo definido o núcleo de espalhamento para os modelos em questão, e con-

siderando a relação existente entre coordenadas esféricas e cartesianas, considera-se a

equação cinética escrita em termos da perturbação h(τ, c), para a função distribuição

de uma Maxwelliana local, como

cy
∂

∂τ
h(τ, c) + εh(τ, c) = επ−3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−c′2

F(c′, c)

h(τ, c)dc′xdc
′
ydc

′
z + S(c) (2.15)

onde F(c′, c) é definido pela Eq.(2.10).

Nos próximos caṕıtulos, apresenta-se as quantidades f́ısicas de interesse e os pro-

34



blemas na dinâmica de gases rarefeitos que pretende-se resolver aplicando-se os mo-

delos BGK e S juntamente com a versão anaĺıtica do método de ordenadas discretas.
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Caṕıtulo 3

Formulação Matemática do

Problema

Após a derivação das equações modelo da equação linearizada de Boltzmann para

esferas ŕıgidas, neste caṕıtulo formula-se o problema clássico de Fluxo de Poiseuille e

o problema de transferência de calor Creep Térmico utilizando-se os modelos BGK

e S.

3.1 Formulação geral

3.1.1 Modelo BGK

Primeiramente, considera-se a equação cinética já escrita em termos de uma per-

turbação h(τ, c) da função distribuição

cy
∂

∂τ
h(τ, c) = επ−3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−c′2

h(τ, c′)F(c′ : c)dc′xdc
′
ydc

′
z + S(c) (3.1)

onde S(c) é o termo de fonte e F(c′ : c) é o mesmo núcleo sintético mencionado

anteriormente Eq.(2.10).

Com a finalidade de reduzir o número de variáveis no problema, verificou-se que

os resultados desejados podem ser obtidos através de dois momentos de integração

da função de distribuição. Assim, multiplica-se a Eq.(3.1) primeiramente por
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Φ1(cx, cz) =
cx
π
e−(c2y+c2z) (3.2)

e integra-se o produto em relação a cx e cz em (−∞,∞).

Posteriormente, repete-se o mesmo procedimento multiplicando-se a Eq.(3.1) por

Φ2(cx, cz) =

[
cx

(21/2π)

](
c2y + c2z − 2

)
e−(c2y+c2z), (3.3)

e integra-se o produto em relação a cx e cz em (−∞,∞). Considera-se a nova variável

cy = ξ e obtém-se as seguintes equações balanço

ξ
∂

∂τ
h1(τ, ξ) + εh1(τ, ξ) =

ε√
π

∫ ∞

−∞
e−ξ′2

h1(τ, ξ
′)dξ′ + a1(ξ), (3.4)

ξ
∂

∂τ
h2(τ, ξ) + εh2(τ, ξ) = a2(ξ), (3.5)

onde

h1(τ, ξ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Φ1(cx, cz)h(τ, cx, ξ, cz), dcxdcz (3.6)

h2(τ, ξ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Φ2(cx, cz)h(τ, cx, cy, cz), dcxdcz (3.7)

a1(ξ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Φ1(cx, cz)S(cx, ξ, cz)dcxdcz (3.8)

e

a2(ξ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Φ2(cx, cz)S(cx, ξ, cz)dcxdcz. (3.9)

O problema pode ser escrito vetorialmente como

ξ
∂

∂τ
H(τ, ξ) + εH(τ, ξ) = ε

∫ ∞

−∞
Ψ(ξ′)H(τ, ξ′)dξ′ + A(ξ), (3.10)

onde

Ψ(ξ′) = π−1/2e−ξ′2
Q (3.11)
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com

Q(ξ) =

[
1 0

0 0

]
(3.12)

Como a Eq.(3.10) é não homogênea para encontrar sua solução precisa-se re-

solver o problema homogêneo e encontrar uma solução particular para o termo não-

homogêneo. Ou seja, a solução geral da equação é dada por

H(τ, ξ) = Hh(τ, ξ) + Hp(τ, ξ) (3.13)

onde Hh(τ, ξ) representa a solução do problema homogêneo e Hp(τ, ξ) a solução do

problema particular.

3.1.2 Modelo S

De forma análoga ao modelo BGK, multiplica-se a Eq.(3.1) pelos dois momentos

(integrais) Eqs.(3.2) e (3.3), integra-se o produto em relação a cx e cz em (−∞,∞).

Considera-se a nova variável cy = ξ e obtém-se as seguintes equações balanço

ξ
∂

∂τ
h1(τ, ξ)+εh1(τ, ξ) =

ε√
π

∫ ∞

−∞
e−ξ′2

[
f11(ξ

′, ξ)h1(τ, ξ
′)+f12(ξ

′, ξ)h2(τ, ξ
′)

]
dξ′+a1(ξ),

(3.14)

ξ
∂

∂τ
h2(τ, ξ)+εh2(τ, ξ) =

ε√
π

∫ ∞

−∞
e−ξ′2

[
f12(ξ

′, ξ)h1(τ, ξ
′)+f22(ξ

′, ξ)h2(τ, ξ
′)

]
dξ′+a2(ξ),

(3.15)

onde

h1(τ, ξ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Φ1(cx, cz)h(τ, cx, ξ, cz)dcxdcz, (3.16)

h2(τ, ξ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Φ2(cx, cz)h(τ, cx, ξ, cz)dcxdcz, (3.17)

f11(ξ
′, ξ) = 1 +

(
2

15

)
(ξ2 − 1/2)(ξ′2 − 1/2), (3.18)

f12(ξ
′, ξ) =

(
2

15

)
21/2(ξ2 − 1/2), (3.19)
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f22(ξ
′, ξ) =

4

15
, (3.20)

tem-se ainda que, a1(ξ) e a2(ξ) são escritas conforme as Eqs.(3.8) e (3.9), respecti-

vamente.

O problema pode ser escrito vetorialmente como

ξ
∂

∂τ
H(τ, ξ) + εH(τ, ξ) = επ−1/2Q(ξ)

∫ ∞

−∞
e−ξ′2

QT (ξ′)H(τ, ξ′)dξ′ + A(ξ), (3.21)

onde T denota a operação transposta, e

Q(ξ) =

[
(2/15)1/2(ξ2 − 1/2) 1

2(15)−1/2 0

]
, (3.22)

os elementos de A(ξ) são compostos como

A(ξ) =

[
a1(ξ)

a2(ξ)

]
(3.23)

e

H(ξ) =

[
h1(ξ)

h2(ξ)

]
(3.24)

escrevendo

H(τ, ξ) = Q(ξ)G(τ, ξ) (3.25)

e

A(ξ) = Q(ξ)Γ (3.26)

reescreve-se a Eq.(3.21) como

ξ
∂

∂τ
G(τ, ξ) + εG(τ, ξ) = ε

∫ ∞

−∞
Ψ(ξ′)G(τ, ξ′)dξ′ + Γ, (3.27)

onde

Ψ(ξ) = π−1/2e−ξ2

QT (ξ)Q(ξ). (3.28)
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3.2 Problemas Clássicos

3.2.1 Fluxo de Poiseuille

Segundo Williams [77], quando um gás rarefeito confinado entre duas placas paralelas

infinitas, separadas a uma distância de 2a(τ = ±a) está sujeito a um gradiente

(constante) de pressão (Kp) ortogonal à direção do fluxo, caracteriza um problema

clássico da (DGR) denominado Fluxo de Poiseuille. Segundo Scherer [54], tem-se na

Eq.(2.15) que

S(c) = −Kpcy (3.29)

onde, para a resolução do problema e obtenção de resultados numéricos, será tomado

Kp = 1.

Após a multiplicação da Eq.(2.15) pelos momentos de integração Eqs.(3.2) e (3.3)

e usando as Eqs.(3.6)-(3.9), encontra-se para o modelo BGK

A(ξ) = −

[
1/2

0

]
(3.30)

e para o modelo S

Γ(ξ) = −

[
0

1/2

]
(3.31)

Observa-se que no problema de fluxo de Poiseuille, pode-se encontrar duas equações

quando o mesmo é escrito na forma escalar, neste caso, as equações são independen-

tes uma da outra, o problema poderia ser visto de forma escalar conforme Knackfuss

e Barichello [36], no entanto, neste trabalho terá tratamento vetorial.

3.2.2 Problema Creep Térmico

Quando se trata de um gás confinado entre duas placas paralelas infinitas, situadas

a uma distância τ = ±a e o movimento deste gás se dá através de um gradiente

constante de temperatura (Kt) na direção paralela às placas que delimitam o gás, o

mesmo refere-se ao Problema Creep Térmico. Geralmente, este fenômeno se refere a

pequenas part́ıculas gasosas que se movem na direção em que a temperatura decresce.

Para este problema, o termo de fonte da Eq.(2.15) é dado como
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S(c) = −cy(cx2 + cy2 + cz2 − 5/2)Kt (3.32)

onde será adotado Kt = 1 a fim de obter-se os resultados numéricos. De forma

análoga ao procedimento utilizado no problema de Poiseuille, obtém-se para o modelo

BGK

A(ξ) = −1

2

[
ξ2 − 1

2

21/2

]
(3.33)

e para o modelo S

Γ(ξ) = −

[
1
2
(ξ2 − 1

2
)

2−1/2

]
. (3.34)
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Caṕıtulo 4

Grandezas F́ısicas

Este trabalho tem por objetivo avaliar as quantidades f́ısicas de interesse relacionadas

a velocidades das part́ıculas e fluxo de calor. Assim para o perfil de velocidade e para

o perfil de fluxo de calor, conforme Siewert [68], tem-se respectivamente,

u(τ) = π−3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−c′2

h(τ, cx, cy, cz)dc
′
xdc

′
ydc

′
z (4.1)

e

q(τ) = π−3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−c′2

h(τ, cx, cy, cz)

(
c2 − 5

2

)
cydc

′
xdc

′
ydc

′
z (4.2)

Para os problemas analisados, busca-se também, avaliar a taxa de fluxo de

part́ıcula

U =
1

2a2

∫ a

−a

u(τ)dτ (4.3)

e a taxa de fluxo de calor

Q =
1

2a2

∫ a

−a

q(τ)dτ. (4.4)

No entanto, cabe ressaltar que as quantidades f́ısicas devem ser reescritas de

acordo com a forma vetorial, na qual está sendo desenvolvido o problema. O perfil

de velocidade pode ser reescrito em ordenadas discretas como

u(τ) =

∫ ∞

−∞
Ψ(ξ) [1 0]H(τ, ξ)dξ (4.5)

para o modelo BGK, e considerando a Eq.(3.25) tem-se para o modelo S
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u(τ) =

∫ ∞

−∞
Ψ(ξ) [1 0]G(τ, ξ)dξ (4.6)

da mesma forma, o perfil de fluxo de calor é reescrito como

q(τ) =

∫ ∞

−∞
Ψ(ξ)

[
(ξ2 − 1/2) 21/2

]
H(τ, ξ)dξ (4.7)

para o modelo BGK e

q(τ) =

∫ ∞

−∞
Ψ(ξ)

[
(ξ2 − 1/2) 21/2

]
G(τ, ξ)dξ (4.8)

para o modelo S.
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Caṕıtulo 5

Solução em Ordenadas Discretas

A versão original do método das Ordenadas Discretas foi introduzido por Wick [80]

e Chandrasekhar [23] e tem como base a aproximação da integral angular no termo

de espalhamento da equação de transporte por uma fórmula de quadratura, esta

aproximação resulta em um sistema de equações algébricas que pode ser resolvido

analiticamente. Uma versão anaĺıtica do método de Ordenadas Discretas (ADO) é

apresentado por [2, 64].

Para obtenção dos resultados numéricos dos problemas propostos neste trabalho,

derivados segundo os modelos BGK e S, utiliza-se a versão anaĺıtica do método de

Ordenadas Discretas (ADO). A interação entre o gás e a superf́ıcie é descrita pelos

modelos difuso-especular e Cercignani-Lampis. No entanto, para encontrar a solução

em ordenadas discretas, é necessário desenvolver uma solução particular, devido a

presença do termo de fonte que verifica-se nas Eqs.(3.10)e (3.27), a qual veremos

neste caṕıtulo.

5.1 Solução particular

Segundo Knackfuss e Barichello [37], propõe-se uma solução da forma

Hp(τ, ξ) = Bτ 2 + Cτξ + Dξ2 + Eξ + F (5.1)
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para o modelo BGK e para o modelo S, segundo Siewert [68] tem-se a proposta de

solução escrita como

Gp(τ, ξ) = Bτ 2 + Cτξ + Dξ2 + Eξ + F (5.2)

onde B,C,D,E e F são vetores (2x1) constantes.

Substituindo-se a proposta de solução Eq.(5.1) na Eq.(3.10) encontra-se para o

problema de Poiseuille, modelo BGK

Hp(τ, ξ) =
1

2

[
τ 2 − 2τξ + 2ξ2

0

]
(5.3)

Do mesmo modo, substituindo a proposta de solução Eq.(5.2) na Eq.(3.27),

obtém-se para o problema de Poiseuille, modelo S a seguinte solução particular

Gp(τ, ξ) =
1

2

[ √
30/10

τ 2 − 2τξ + 2ξ2

]
. (5.4)

A solução particular para o problema Creep Térmico, modelos BGK e S tem-se

respectivamente,

Hp(τ, ξ) =
1

2

[
1
2
− ξ2

−
√

2

]
(5.5)

e

Gp(τ, ξ) = − 3

8ε

[ √
30

0

]
. (5.6)

Uma vez conhecida as soluções particulares, propõe-se para o problema em função

de H(τ, ξ) quando refere-se ao modelo BGK e em função de G(τ, ξ) quando refere-se

ao modelo S uma solução da forma

H(τ, ξ) = Hh(τ, ξ) + Hp(τ, ξ) (5.7)

e

G(τ, ξ) = Gh(τ, ξ) + Gp(τ, ξ) (5.8)

onde Hp(τ, ξ) e Gp(τ, ξ) referem-se a solução particular encontrada anteriormente e

Hh(τ, ξ) e Gh(τ, ξ) é a solução homogênea que pode ser definida a partir das Eqs.
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(3.10) e (3.27) como

ξ
∂

∂τ
Hh(τ, ξ) + εHh(τ, ξ) = ε

∫ ∞

−∞
Ψ(ξ′)Hh(τ, ξ′)dξ′ (5.9)

e

ξ
∂

∂τ
Gh(τ, ξ) + εGh(τ, ξ) = ε

∫ ∞

−∞
Ψ(ξ′)Gh(τ, ξ′)dξ′ (5.10)

respectivamente para os modelos BGK e S com

ψ(ξ) = π−1/2e−ξ2

(5.11)

para o modelo BGK e

ψ(ξ) = π−1/2e−ξ2

QT (ξ)Q(ξ) (5.12)

para o modelo S.

5.2 Solução em Ordenadas Discretas

Para buscar a solução da equação homogênea será utilizada uma versão anaĺıtica

do método de Ordenadas Discretas (ADO) proposto por Barichello e Siewert [2]

para a solução de problemas baseados em modelos cinéticos derivados da equação de

Boltzmann linearizada em geometria plana. Com o objetivo de encontrar a solução

homogênea, define-se o esquema de quadratura de Gauss-Legendre associado a versão

anaĺıtica do método de Ordenadas Discretas.

5.2.1 Modelo BGK

Propõe-se então, como solução para o problema homogêneo, uma solução na forma

exponencial

Hh(τ,±ξ) = Φ(ν, ξ)e−ετ/νj , (5.13)

onde a constante de separação νj e as funções Φ(ν, ξ) que são as componentes inde-

pendentes da variável espacial das soluções elementares, serão determinadas. Para

46



isso, primeiramente, discretiza-se a Eq.(5.9), ou seja, aproxima-se o termo integral

desta equação pela fórmula de quadratura de Gauss-Legendre que, segundo Davis e

Poloski [26], no caso de cy ∈ [−1, 1] segue a fórmula básica

∫ 1

−1

f(y)dy =
N∑

k=1

ωkf(ξk), (5.14)

onde, na prescrição de Gauss, os nós {yk} são os zeros do polinômio de Legendre

PN(x) e {ωk} os pesos associados. Escreve-se a Eq.(5.9) como

ξi
d

dτ
Hh(τ,±ξi)+εHh(τ,±ξi) = ε

( ∫ 0

−∞
Ψ(ξ′)Hh(τ,−ξ′)dξ′+

∫ ∞

0

Ψ(ξ′)Hh(τ, ξ′)dξ′
)
,

(5.15)

observa-se que o intervalo de integração é [0,∞), logo utiliza-se a transformação

u(ξ) = e−ξ para mapear ξ ∈ [0,∞) sobre u ∈ [0, 1], assim aplica-se a fórmula de

Gauss-Legendre (linearmente) no intervalo [0, 1] e tem-se

±ξi
d

dτ
Hh(τ,±ξi) + εHh(τ,±ξi) = ε

N∑
k=1

ωkΨ(ξk)
[
Hh(τ, ξk) + Hh(τ,−ξk)

]
(5.16)

denota-se por {ξk} e {ωk}, respectivamente, os conjuntos dosN pontos de quadratura

e N pesos obtidos para o intervalo de [0,∞), para i = 1, 2, ..., N .

A partir dáı, substitui-se a proposta de solução Eq.(5.13) na Eq.(5.16) e obtém-se

(
ν − ξi

)
Φ(ν, ξi) = ν

N∑
k=1

ω(k)Ψ(ξk)[Φ(ν, ξk) + Φ(ν,−ξk)] (5.17)

e (
ν + ξi

)
Φ(ν,−ξi) = ν

N∑
k=1

ω(k)Ψ(ξk)[Φ(ν, ξk) + Φ(ν,−ξk)], (5.18)

escrevendo de forma acoplada, tem-se

(
ν ∓ ξi

)
Φ(ν,±ξi) = ν

N∑
k=1

ω(k)Ψ(ξk)[Φ(ν, ξk) + Φ(ν,−ξk)]. (5.19)
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Considera-se

Φ+ = Φ(ν, ξi) (5.20)

e

Φ− = Φ(ν,−ξi) (5.21)

e reescreve-se a Eq.(5.17) como

ξi
ν

Φ+ = Φ+ −
N∑

k=1

ω(k)Ψ(ξk)
[
Φ+ + Φ−

]
(5.22)

tomando

Ξ = diag {ξ1, ξ2, ξ3, ..., ξN} (5.23)

e

(W )ij = WjΨ(ξj) (5.24)

tem-se
1

ν
Ξ Φ+ =

(
I −W

)
Φ+ −WΦ− (5.25)

onde I é a matriz identidade (N ×N).

Do mesmo modo, considerando as igualdades Eqs.(5.20) e (5.21) reescreve-se a

Eq.(5.18) como

−ξi
ν

Φ− = Φ− −
N∑

k=1

ω(k)Ψ(ξk)
[
Φ+ + Φ−

]
(5.26)

pelas Eqs.(5.23) e (5.24) tem-se

−1

ν
Ξ Φ− =

(
I −W

)
Φ− −WΦ+. (5.27)

Soma-se as Eqs.(5.25) e (5.27) e obtém-se

1

ν
Ξ
(
Φ+ − Φ−

)
=

(
I −W

)(
Φ+ + Φ−

)
−W

(
Φ− + Φ+

)
(5.28)

aqui, considera-se U(k) = Φ+ + Φ− e V(k) = Φ+−Φ− e reescreve-se a Eq.(5.28) como

1

ν
ΞV =

(
I −W

)
U −WU (5.29)
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multiplica-se a Eq.(5.29) por Ξ−1 e tem-se

V = ν
(
I − 2W

)
Ξ−1U. (5.30)

De maneira análoga, subtrai-se as Eqs.(5.25) e (5.27) e obtém-se

1

ν
Ξ U = V. (5.31)

Substitui-se a Eq.(5.30) na Eq.(5.31) e tem-se

1

ν
Ξ U = ν

(
I − 2W

)
Ξ−1U (5.32)

multiplica-se a Eq.(5.30) por Ξ−1 e deduz-se um problema de autovalores e autove-

tores [2] [
D − 2W

]
U = λU (5.33)

aqui

D = Ξ−2 = diag

{(
1

ξ1

)2

I,

(
1

ξ2

)2

I, ...,

(
1

ξN

)2

I

}
, (5.34)

com I denotando uma matriz identidade de dimensão 2 × 2 e W uma matriz de

dimensão 2N × 2N na qual a cada 2× 2N linhas é dada por

Wi =

(
1

ξi

)2[
w1Ψ(ξ1), w2Ψ(ξ2), ..., wNΨ(ξN)

]
, (5.35)

para i = 1, 2, ...N onde

λ =
1

ν2
(5.36)

são os autovalores. A partir da Eq.(5.33) encontra-se o conjunto de autovalores e

autovetores {λj, Uj} para j = 1, 2, ...2N .

Após definir os autovalores λj, encontra-se o valor das constantes de separação

νj e as soluções elementares Φ(ν, ξ) através das relações

Φ+(νj) =
1

2νj

diag
{(
νj + ξ1

)
I,

(
νj + ξ2

)
I, ...,

(
νj + ξN

)
I
}
Uj (5.37)
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e

Φ−(νj) =
1

2νj

diag
{(
νj − ξ1

)
I,

(
νj − ξ2

)
I, ...,

(
νj − ξN

)
I
}
Uj (5.38)

onde νj é a raiz quadrada positiva de 1/λj. Assim, escreve-se a solução homogênea

em ordenadas discretas para a Eq.(5.9) expressa como

Hh
±(τ) =

2N∑
j=2

[
AjΦ±(νj)e

−ε(a+τ)/νj +BjΦ∓(νj)e
−ε(a−τ)/νj

]
. (5.39)

Por se tratar de um problema conservativo [4], tem-se que um dos autovalores λ

tende para zero quando N tender ao infinito, logo uma constante de separação (ν)

tende ao infinto. Assim, despreza-se a maior dessas constantes e reescreve-se a forma

final da solução para o problema homogêneo, como

Hh
±(τ) = A1Φ

1 +B1Φ
2
± +

2N∑
j=2

[
AjΦ±(νj)e

−ε(a+τ)/νj +BjΦ∓(νj)e
−ε(a−τ)/νj

]
(5.40)

para i = 1, 2, ..., N . Aqui são introduzidas soluções exatas Φ1, de dimensão 2N × 1,

definido por N vetores da forma

Φ1 =

[
1

0

]
(5.41)

e Φ2
± vetor com N componentes

Φ2
±(τ) =

[
τ ∓ ξ

0

]
. (5.42)

Considerando que neste trabalho avalia-se gases rarefeitos confinados entre placas

paralelas com constituições qúımicas diferentes, não utiliza-se a condição de simetria,

H(τ, ξ) = H(−τ,−ξ), como usado em Knackfuss [37], o que influencia no número de

constantes arbitrárias presentes na solução do problema homogêneo, logo, obtém-se

um sistema algébrico 4N × 4N , diferentemente do sistema 2N × 2N obtido em [37].
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5.2.2 Modelo S

Aplicando-se a versão anaĺıtica do método de Ordenadas Discretas à Eq.(5.10), de

maneira análoga ao aplicado ao modelo BGK, encontra-se

ξ i
d

dτ
Gh(τ, ξi) + εGh(τ, ξi) = ε

( ∫ 0

−∞
Ψ(ξ′)Gh(τ,−ξ′)dξ′ +

∫ ∞

0

Ψ(ξ′)Gh(τ, ξ′)dξ′
)

(5.43)

o termo integral da Eq.(5.43) é aproximado pela fórmula de quadratura e reescrito

como somatório

ξ i
d

dτ
Gh(τ, ξi) + εGh(τ, ξi) = ε

N∑
k=1

w(k)Ψ(ξ′k)

[
Gh(τ, ξ′k) + Gh(τ,−ξ′k)dξ′

]
(5.44)

e

−ξ i
d

dτ
Gh(τ,−ξi) + εGh(τ,−ξi) = ε

N∑
k=1

w(k)Ψ(ξ′k)

[
Gh(τ, ξ′k) + Gh(τ,−ξ′k)dξ′

]
(5.45)

de forma acoplada tem-se

±ξ i
d

dτ
Gh(τ,±ξi) + εGh(τ,±ξi) = ε

N∑
k=1

w(k)Ψ(ξ′k)

[
Gh(τ, ξ′k) + Gh(τ,−ξ′k)dξ′

]
(5.46)

denota-se por {ξk} e {ωk}, respectivamente, os conjuntos dosN pontos de quadratura

e N pesos obtidos para o intervalo de [0,∞), para i = 1, 2, ..., N e j = 1, 2, ..., 2N .

Conforme proposto por Scherer, Prolo e Barichello [54] busca-se soluções do tipo

exponencial

Gh(τ,±ξ) = Φ(ν, ξ)e−ετ/νj (5.47)

onde

Φ(ν, ξ) =

[
Φ1(τ, ξ)

Φ2(τ, ξ)

]
. (5.48)

Substituindo-se a solução proposta Eq.(5.47) na Eq.(5.44), encontra-se, para i =
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1, ..., N ,

(
ξi
ν

)
Φ(ν,±ξi) = Φ(ν,±ξi)−

N∑
k=1

w(k)Ψ(ξ′k)[Φ±(νj, ξ
′
k) + Φ±(νj,−ξ′k)] (5.49)

considerando Φ+ = Φ±(ν, ξi) e Φ− = Φ±(ν,−ξi) reescreve-se a Eq.(5.49) na forma

matricial como

(ν − ξi)Φ+ = ν
N∑

k=1

ω(k)Ψ(ξ′k)
[
Φ+ + Φ−

]
(5.50)

sendo Ξ uma matriz 2N × 2N definida como

Ξ = diag {ξ1, ξ2, ..., ξN} (5.51)

e W uma matriz de dimensão 2N × 2N na qual a cada 2× 2N linhas é dada por

[
W

]
i,j

= wjΨ(ξi) (5.52)

para i, j = 1, ...N , pode-se reescrever a Eq.(5.50) como

(ν − Ξ)Φ+ = νW
[
Φ+ + Φ−

]
. (5.53)

Do mesmo modo, substitui-se a proposta de solução Eq.(5.47) na Eq.(5.45), tem-

se, considerando as igualdades Φ+ = Φ±(ν, ξi) e Φ− = Φ±(ν,−ξi)

(ν + ξi)Φ− = ν
N∑

k=1

ω(k)Ψ(ξ′k)
[
Φ+ + Φ−

]
(5.54)

tomando as Eqs.(6.51) e (6.52) tem-se

(ν − Ξ)Φ− = νW
[
Φ+ + Φ−

]
(5.55)

Φ±(ν) é um vetor 2N × 1 definido como

Φ±(ν) =

[
Φ1(ν,±ξ1), ...,Φ1(ν,±ξN) Φ2(ν,±ξ1), ...,Φ2(ν,±ξN)

]T

(5.56)
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onde T define a operação transposta.

Somando-se as Eqs.(6.53) e (6.55) obtém-se(
ν − Ξ

)(
Φ+ − Φ−

)
= νW

(
Φ+ + Φ−

)
(5.57)

considerando U(k) = Φ+ + Φ− e V(k) = Φ+ − Φ− tem-se

1

ν
ΞV(k) =

(
I −W

)
U(k) −WU(k) (5.58)

multiplicando-se a Eq.(6.58) por Ξ−1 tem-se

V(k) = ν

(
I − 2W

)
Ξ−1U(k). (5.59)

De modo análogo, subtraindo-se as Eqs.(6.53) e (6.55), obtém-se

1

ν
Ξ U(k) = V(k), (5.60)

substitui-se a Eq.(6.59) na Eq.(6.60) e tem-se

1

ν
Ξ U(k) = ν

(
I − 2W

)
Ξ−1 U(k), (5.61)

multiplica-se a equação obtida por Ξ−1 e obtém-se

1

ν2
U =

(
Ξ−2 − 2W

)
U (5.62)

onde

W = Ξ−1 Ξ−1 W. (5.63)

A partir dáı, deduz-se um problema de autovalores e autovetores [2] escrito como

[
D − 2W

]
U = λU (5.64)
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onde W é a matriz de dimensão 2N × 2N na qual a cada 2× 2N linhas é dada por

W i =

(
1

ξi

)2[
w1Ψ(ξ′1), w2Ψ(ξ′2), ..., wNΨ(ξ′N)

]
(5.65)

e

D = Ξ−2 = diag

{(
1

ξ1

)2

I,

(
1

ξ2

)2

I, ...,

(
1

ξN

)2

I

}
, (5.66)

onde I é a matriz identidade 2× 2 e os valores definidos por

λ =
1

ν2
(5.67)

são os autovalores e U os autovetores reais e distintos do problema.

Encontradas as constantes de separação (νj) e as soluções elementares Φ±(νj)

escritas como

Φ+(νj) =
1

2νj

diag
[
(νj + ξ1)I, (νj + ξ2)I, ...(νj + ξN)I

]
Uj (5.68)

e

Φ−(νj) =
1

2νj

diag
[
(νj − ξ1)I, (νj − ξ2)I, ...(νj − ξN)I

]
Uj (5.69)

tem-se a solução homogênea em ordenadas discretas da Eq.(5.10) escrita como

Gh(τ,±ξi) =
2N∑
j=2

[
AjΦ(νj,±ξi)e−ε(a+τ)/νj +BjΦ(νj,∓ξi)e−ε(a−τ)/νj

]
. (5.70)

Considerando que um dos autovalores definidos tende a zero quando N → ∞
por se tratar de um problema conservativo [4], negligencia-se a maior constante de

separação entre νj e reesceve-se a Eq.(5.70) como

Gh(τ, ξ) = A∗1 φ
1 +B∗

1 φ
2(τ,±ξi) +

2N∑
j=2

[
Aj Φ(νj,±ξi)e−ε(a+τ)/νj +

Bj Φ(νj,∓ξi)e−ε(a−τ)/νj

]
(5.71)

para i = 1, 2, ..., N . Aqui são introduzidas soluções exatas Φ1, de dimensão 2N × 1,
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definido por N vetores da forma

φ1 =

[
0

1

]
(5.72)

e Φ2
± vetor com N componentes

φ2(τ, ξ) =

[
0

ετ − ξ

]
. (5.73)

Encontrada a solução homogênea do problema, pode-se escrever a solução geral

como

G(τ, ξ) = GP (τ, ξ) + A∗1 φ
1 +B∗

1 φ
2(τ,±ξi) +

2N∑
j=2

[
Aj Φ(νj,±ξi)e−ε(a+τ)/νj +Bj Φ(νj,∓ξi)e−ε(a−τ)/νj

]
(5.74)

As constantes arbitrárias Aj e Bj são determinadas substituindo-se a Eq.(5.74)

nas condições de contorno, obtém-se um sistema algébrico linear de ordem 4N . A

partir dáı, encontra-se as grandesas f́ısicas desejadas.
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Caṕıtulo 6

Solução através das Condições de

Contorno

Uma vez conhecida a solução geral do problema, ou seja, a solução particular e

homogênea, a próxima etapa é determinar os 4N coeficientes A1, B1, Aje Bj, j =

1, ..., 2N que observa-se nas Eqs.(5.40) e (5.74) para os modelos BGK e S, respec-

tivamente. Como o trabalho consiste em apresentar resultados para as condições

de contorno difuso-especular e Cercignani-Lampis, as mesmas serão tratadas nas

próximas seções.

Com o objetivo de adequar as condições de contorno às Eqs.(3.10) e (3.27), as

condições de contorno propostas por Maxwell Eqs.(1.40) e (1.41) deverão ser multi-

plicadas pelos momentos de integração Φ1(cx, cz) e Φ2(cx, cz), assim reescreve-se as

condições difuso-especular como

H(−a, ξ)− (1− α1)H(−a,−ξ) = 0 (6.1)

e

H(a,−ξ)− (1− α2)H(a, ξ) = 0 (6.2)

para o modelo BGK.

Para o modelo S as condições de contorno de Maxwell ficam da forma

G(−a, ξ)− (1− α1)G(−a,−ξ) = 0 (6.3)
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e

G(a,−ξ)− (1− α2)G(a, ξ) = 0. (6.4)

Da mesma forma, multiplica-se as condições de contorno de Cercignani-Lampis

pelos momentos de integração e reescreve-se as Eqs.(1.47) e (1.48) como

H(−a, ξ) = Al

∫ ∞

0

H(−a,−ξ′)f(ξ′, ξ)dξ′ (6.5)

e

H(a,−ξ) = Al

∫ ∞

0

H(a, ξ′)f(ξ′, ξ)dξ′ (6.6)

para o modelo BGK, já para o modelo S as condições de contorno propostas por

Cercignani-Lampis são escritas como

G(−a, ξ) =

∫ ∞

0

T (ξ′ : ξ)G(−a,−ξ′)dξ′ (6.7)

e

G(a,−ξ) =

∫ ∞

0

T (ξ′ : ξ)G(a, ξ′)dξ′ (6.8)

onde

T(ξ′ : ξ) = Q(ξ)−1AlQ(ξ′)k(ξ′ : ξ), (6.9)

aqui tem-se

Al =

[
1− αtl 0

0 (1− αtl)
3

]
, (6.10)

observa-se que l nas Eq.(6.5)-(6.10) assumem os valores 1 ou 2, que representam as

paredes do canal e k(ξ′ : ξ) é da forma

k(ξ′ : ξ) = e−ξ′2
f(ξ′ : ξ) (6.11)

com

f(ξ′, ξ) =
2ξ′

αn
exp

[
−

[
(1− αn)1/2ξ − ξ′

]2

αn

]
Î0

[
2(1− αn)1/2ξ′ξ

αn

]
(6.12)

para ξ, ξ′ ∈ (0,∞).
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6.1 Núcleo de Maxwell (Difuso-especular)

Quando substitui-se a solução geral Eqs.(5.7) e (5.8) dos modelos BGK e S respecti-

vamente, nas condições de contorno propostas por Maxwell Eqs.(6.1)-(6.4) obtém-se

o seguinte sistema algébrico:

Modelo BGK

A1α1φ
1 +B1φ

2 +
2N∑
j=2

Aj

[
Φ+(νj) + (α1 − 1)Φ−(νj)

]
+

2N∑
j=2

Bj

[
Φ−(νj)e

−2a/νj + (α1 − 1)Φ+(νj)e
−2a/νj

]
= Rl(ξ)

A1α2φ
1 +B1φ

2 +
2N∑
j=2

Aj

[
Φ−(νj)e

−2a/νj + (α2 − 1)Φ+(νj)e
−2a/νj

]
+

2N∑
j=2

Bj

[
Φ+(νj) + (α2 − 1)Φ−(νj)

]
= Rl(ξ)

(6.13)

onde φ1 e φ2 são vetores 2N × 1 definidos por N componentes, respectivamente, da

forma

φ1(τ) =

[
−2ξ + α1τ + α1ξ

0

]
(6.14)

e

φ2(τ) =

[
2ξ + α2τ − α2ξ

0

]
, (6.15)

o vetor Rl(ξ), (l = 1, 2) é do tipo

Rl(ξi) = (1− αl)H
p(∓a,∓ξi)−Hp(∓a,∓ξi) (6.16)
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Modelo S

2N∑
j=2

[
Aj

[
Φ(νj, ξi)−(1−α1)Φ(νj,−ξi)

]
+Bj

[
Φ(νj,−ξi)−(1−α1)Φ(νj, ξi)

]
e−2aε/νj

]
+

A∗1α1φ1 −B∗
1

[
aεα1φ1 + (α1 − 2)φ2(0, ξi)

]
= R1(ξi)

2N∑
j=2

[
Aj

[
Φ(νj,−ξi)− (1− α2)Φ(νj, ξi)

]
e−2aε/νj + Bj

[
Φ(νj, ξi)− (1− α2)Φ(νj, ξi)

]]

+A∗1 α2 φ1 −B∗
1

[
aε α2 φ1 + (α2 − 2)φ2(0, ξi)

]
= R2(ξi) (6.17)

para o problema de Fluxo de Poiseuille encontra-se

R1(ξi) =

 −α1

√
30/20

−2a ξ − α1

(
(1/2)a2 − aξ + ξ2

)
 (6.18)

e

R2(ξi) =

 −α2

√
30/20

−2a ξ − α2

(
(1/2)a2 − aξ + ξ2

)
 (6.19)

e para o problema Creep Térmico tem-se,

R1(ξi) =

 (3/8)α1

√
30

0

 (6.20)

e

R2(ξi) =

 (3/8)α2

√
30

0

 (6.21)

Observe que R1 e R2 dependem das soluções particulares dos problemas.
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6.2 Núcleo de Cercignani-Lampis

De forma análoga ao núcleo Difuso-Especular, substitui-se a solução geral Eqs.(5.7)

e (5.8) nas condições de contorno Cercignani-Lampis Eqs.(6.7) e (6.8), obtém-se os

seguintes sistemas algébricos:

Modelo BGK

A1

{
φ1 −

[
A∗1φ

1

N∑
k=1

ωkf1(ξk, ξi)

]}
+B1

{
φ2
− −

[
A∗1φ

2
+

N∑
k=1

ωkf1(ξk, ξi)

]}
+

2N∑
j=2

Aj

{[
Φ−(νj)e

−2aε/νj − A∗1

N∑
k=1

ωkf1(ξk, ξi)Φ+(νj)e
−2aε/νj

]}
+

2N∑
j=2

Bj

{[
Φ+(νj)− A∗1

N∑
k=1

ωkf1(ξk, ξi)Φ−(νj)

]}
= R∗

1(ξ)

A1

{
φ1 −

[
A∗2φ

1

N∑
k=1

ωkf2(ξk, ξi)

]}
+B1

{
φ2
− −

[
A∗2φ

2
+

N∑
k=1

ωkf2(ξk, ξi)

]}
+

2N∑
j=2

Aj

{[
Φ+(νj)− A∗2

N∑
k=1

ωkf2(ξk, ξi)Φ−(νj)

]}
+

2N∑
j=2

Bj

{[
Φ−(νj)e

−2aε/νj − A∗2

N∑
k=1

ωkf2(ξk, ξi)Φ+(νj)e
−2aε/νj

]}
= R∗

2(ξ) (6.22)

tem-se que cada duas linhas do vetor R∗1 e R∗2 são, respectivamente, do tipo

R∗1(ξi) = A1

N∑
k=1

ωkf1(ξk, ξi)H
p(a, ξk)−Hp(a,−ξi) (6.23)

e

R∗2(ξi) = A2

N∑
k=1

ωkf2(ξk, ξi)H
p(−a,−ξk)−Hp(−a, ξi) (6.24)
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Modelo S

A1

{
φ1 −

[
φ1

N∑
k=1

ωkT (ξ′k, ξi)

]}
+B1

{
φ2

(−τ,ξ) −
[ N∑

k=1

ωkT (ξ′k, ξi)φ
2
(−τ,−ξk)

]}
+

2N∑
j=2

Aje
−ε(a−τ)/νj

[
Φ(ν,ξ) −

N∑
k=1

ωkT (ξ′k, ξi)Φ(ν,−ξk)

]
+

2N∑
j=2

Bje
−ε(a+τ)/νj

[
Φ(ν,−ξ) −

N∑
k=1

ωkT (ξ′k, ξi)Φ(ν,ξk)

]
= R1(ξi)

A1

{
φ1 −

[
φ1

N∑
k=1

ωkT (ξ′k, ξi)

]}
+B1

{
φ2

(τ,−ξ) −
[ N∑

k=1

ωkT (ξ′k, ξi)φ
2
(τ,ξk)

]}
+

2N∑
j=2

Aje
−ε(a+τ)/νj

[
Φ(ν,−ξ) −

N∑
k=1

ωkT (ξ′k, ξi)Φ(ν,ξ′
k)

]
+

2N∑
j=2

Bje
−ε(a−τ)/νj

[
Φ(ν,ξ) −

N∑
k=1

ωkT (ξ′k, ξi)Φ(ν,−ξ′
k)

]
= R2(ξi) (6.25)

onde

R1(ξi) = A
N∑

k=1

ωke
−ξ′2

k f(ξ′k, ξi)G
P (−a,−ξ′k)−GP (−a, ξ) (6.26)

R2(ξi) = A∗
N∑

k=1

ωke
−ξ′2

k f(ξ′k, ξi)G
P (a, ξ′k)−GP (a,−ξ) (6.27)

Como R1(ξi) e R2(ξi) são dependentes da solução particular de cada problema

proposto, tem-se para o problema de Fluxo de Poiseuille

R1(ξi) =


∑N

k=1w(k)e−ξ′2
f(ξ′k, ξi)(1− αt1)

√
30/20

∑N
k=1w(k)e−ξ′2

f(ξ′k, ξi)(1− αt1)Ω1

−
 −

√
30/20

εa2

2
− aξ − ξ2

(6.28)
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e

R2(ξi) =


∑N

k=1w(k)e−ξ′2
f(ξ′k, ξi)(1− αt2)

√
30/20

∑N
k=1w(k)e−ξ′2

f(ξ′k, ξi)(1− αt2)Ω2

−
 −

√
30/20

εa2

2
− aξ − ξ2


(6.29)

onde

Ω1 =
(√

2/15(ξ′2 − 1/2)
√

30/20
)
−

(√
2/15(ξ2 − 1/2)

√
30/20(1− αt1)

2
)

+(
(1/2)a2 − aξ′ + ξ′2

)
(6.30)

e

Ω2 =
(√

2/15(ξ′2 − 1/2)
√

30/20
)
−

(√
2/15(ξ2 − 1/2)

√
30/20(1− αt2)

2
)

+(
(1/2)a2 − aξ′ + ξ′2

)
(6.31)

Para o problema Creep Térmico tem-se os seguintes valores para R1(ξi) e R2(ξi)

R1(ξi) =


∑N

k=1w(k)e−ξ′2
f(ξ′k, ξi)(1− αt1)

3
(
− 3/8ε

)√
30

∑N
k=1(1− αt1)e

−ξ′
k
2
f(ξ′k, ξi)

(
− 3/4

)
Λ1

−


(
− 3/8ε

)√
30

0


(6.32)

e

R2(ξi) =


∑N

k=1w(k)e−ξ′2
f(ξ′k, ξi)(1− αt2)

3
(
− 3/8ε

)√
30

∑N
k=1(1− αt2)e

−ξ′
k
2
f(ξ′k, ξi)

(
− 3/4

)
Λ2

−


(
− 3/8ε

)√
30

0


(6.33)

onde

Λ1 = (ξ′2 − 1/2)− (ξ2 − 1/2)(1− αt1)
2 (6.34)

e

Λ2 = (ξ′2 − 1/2)− (ξ2 − 1/2)(1− αt2)
2. (6.35)
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6.3 Quantidades de Interesse

Para determinar as grandezas f́ısicas de interesse, substitui-se a solução geral do

problema (solução homogênea e particular) nas Eqs.(4.3)-(4.8). Logo, tem-se para

as seguintes quantidades de interesse:

6.3.1 Núcleo Difuso-Especular

Modelo BGK:

Problema de Fluxo de Poiseuille

• Perfil de velocidade:

up(τ) =

(
1

2

)(
τ 2+1

)
+A∗1+B

∗
1ετ+

2N∑
j=2

[
Aj e

−ε(a+τ)/νj + Bj e
−ε(a−τ)/νj

]
V (νj) (6.36)

com

V (νj) =
N∑

k=1

ωkΨ(ξk)

[
1

0

]T [
Φ(νj ,ξk) + Φ(νj ,−ξk)

]
(6.37)

• Perfil de fluxo de calor:

qp(τ) =
1

2
+

2N∑
j=2

[
Aj e

−ε(a+τ)/νj + Bj e
−ε(a−τ)/νj

]
Y (νj) (6.38)

com

Y (νj) =
N∑

k=1

ωkΨ(ξk)

[
ξ2
k − 1

2

2
1
2

]T [
Φ(νj ,ξk) + Φ(νj ,−ξk)

]
(6.39)

• Taxa de Fluxo de Part́ıcula:

Up =
1

2a2

[
a
(
a2/3 + 1

)
+ 2aA∗1 +

2N∑
j=2

νj(Aj +Bj)(1− e−2aε/νj)V (νj)

]
(6.40)
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• Taxa de Fluxo de Calor:

Qp =
1

2a2

[
a+

2N∑
j=2

νj(Aj +Bj)(1− e−2aε/νj)Y (νj)

]
(6.41)

Problema Creep Térmico

• Perfil de velocidade:

uT (τ) = A∗1 +B∗
1 τ +

2N∑
j=2

[
Aje

−ε(a+τ)/νj +Bje
−ε(a−τ)/νj)

]
V (νj) (6.42)

• Perfil de fluxo de calor:

qT (τ) = −5

4
+

2N∑
j=2

[
Aje

−ε(a+τ)/νj +Bje
−ε(a−τ)/νj)

]
Y (νj) (6.43)

• Taxa de Fluxo de Part́ıcula:

UT =
1

2a2

[
2aA∗1 +

2N∑
j=2

νj

(
Aj +Bj

)(
1− e−2aε/νj

)
V (νj)

]
(6.44)

• Taxa de Fluxo de Calor:

QT =
1

2a2

[
−5a

2
+

2N∑
j=2

νj

(
Aj +Bj

)(
1− e−2aε/νj

)
Y (νj)

]
(6.45)

Modelo S:

Problema de Fluxo de Poiseuille

• Perfil de velocidade:

up(τ) =

(
1

2

)(
τ 2+1

)
+A∗1+B

∗
1 ετ+

2N∑
j=2

[
Aj e

−ε(a+τ)/νj+Bj e
−ε(a−τ)/νj

]
V (νj) (6.46)

com

V (νj) =
N∑

k=1

ωkΨ(ξk)

[
1

0

]T [
Φ(νj ,ξk) + Φ(νj ,−ξk)

]
(6.47)

• Perfil de fluxo de calor:
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qp(τ) =
3

4ε
+

√
15

2

2N∑
j=2

[
Aj e

−ε(a+τ)/νj + Bj e
−ε(a−τ)/νj

]
Y (νj) (6.48)

onde

Y (νj) =
N∑

k=1

ωkΨ(ξk)

[
ξ2
k − 1

2

2
1
2

]T [
Φ(νj ,ξk) + Φ(νj ,−ξk)

]
(6.49)

• Taxa de Fluxo de Part́ıcula:

Up =
1

2a2

[
a
(
a2/3 + 1

)
+ 2aA∗1 + 2

2N∑
j=2

νj(Aj +Bj)(1− e−2aε/νj)V (νj)

]
(6.50)

• Taxa de Fluxo de Calor:

Qp =
1

2a2

[
3a

2ε
+

2

ε

√
15

2

2N∑
j=2

νj(Aj +Bj)(1− e−2aε/νj)Y (νj)

]
(6.51)

Problema Creep Térmico

• Perfil de velocidade:

uT (τ) = A∗1 +B∗
1 ετ +

2N∑
j=2

[
Aje

−ε(a+τ)/νj +Bje
−ε(a−τ)/νj)

]
V (νj) (6.52)

• Perfil de fluxo de calor:

qT (τ) = −15

8ε
+

√
15

2

2N∑
j=2

[
Aje

−ε(a+τ)/νj +Bje
−ε(a−τ)/νj)

]
Y (νj) (6.53)

• Taxa de Fluxo de Part́ıcula:

UT =
1

2a2

[
2aA∗1 +

2N∑
j=2

νj

(
Aj +Bj

)(
1− e−2aε/νj

)
V (νj)

]
(6.54)

• Taxa de Fluxo de Calor:

QT =
1

2a2

[
−15a

4ε
+

√
15

2

2N∑
j=2

νj

(
Aj +Bj

)(
1− e−2aε/νj

)
Y (νj)

]
(6.55)
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6.3.2 Núcleo Cercignani-Lampis

Modelo BGK:

Problema de Fluxo de Poiseuille

• Perfil de velocidade:

up(τ) =

(
1

2

)(
τ 2+1

)
+A∗1+B

∗
1 ετ+

2N∑
j=2

[
Aj e

−ε(a+τ)/νj+Bj e
−ε(a−τ)/νj

]
V (νj) (6.56)

com

V (νj) =
N∑

k=1

ωkΨ(ξk)

[
1

0

]T [
Φ(νj ,ξk) + Φ(νj ,−ξk)

]
(6.57)

• Perfil de fluxo de calor:

qp(τ) =
1

2
+

2N∑
j=2

[
Aj e

−ε(a+τ)/νj + Bj e
−ε(a−τ)/νj

]
Y (νj) (6.58)

com

Y (νj) =
N∑

k=1

ωkΨ(ξk)

[
ξ2
k − 1

2

2
1
2

]T [
Φ(νj ,ξk) + Φ(νj ,−ξk)

]
(6.59)
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• Taxa de Fluxo de Part́ıcula:

Up =
1

2a2

[
a
(
a2/3 + 1

)
+ 2aA∗1 +

2N∑
j=2

νj(Aj +Bj)(1− e−2aε/νj)V (νj)

]
(6.60)

• Taxa de Fluxo de Calor:

Qp =
1

2a2

[
a+

2N∑
j=2

νj(Aj +Bj)(1− e−2aε/νj)Y (νj)

]
(6.61)

Problema Creep Térmico

• Perfil de velocidade:

uT (τ) = A∗1 +B∗
1 ετ +

2N∑
j=2

[
Aje

−ε(a+τ)/νj +Bje
−ε(a−τ)/νj)

]
V (νj) (6.62)

• Perfil de fluxo de calor:

qT (τ) = − 5

4ε
+

2N∑
j=2

[
Aje

−ε(a+τ)/νj +Bje
−ε(a−τ)/νj)

]
Y (νj) (6.63)

• Taxa de Fluxo de Part́ıcula:

UT =
1

2a2

[
2aA∗1 +

2N∑
j=2

νj

(
Aj +Bj

)(
1− e−2aε/νj

)
V (νj)

]
(6.64)

• Taxa de Fluxo de Calor:

QT =
1

2a2

[
−5a

2ε
+

2N∑
j=2

νj

(
Aj +Bj

)(
1− e−2aε/νj

)
Y (νj)

]
(6.65)
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Modelo S:

Problema de Fluxo de Poiseuille

• Perfil de velocidade:

up(τ) =
1

2
(τ 2 + 1) +A∗1 +B∗

1 τ +
2N∑
j=2

[
Aj e

−ε(a+τ)/νj + Bj e
−ε(a−τ)/νj

]
V (νj) (6.66)

com

V (νj) =
N∑

k=1

ωkΨ(ξk)

[
1

0

]T [
Φ(νj ,ξk) + Φ(νj ,−ξk)

]
(6.67)

• Perfil de fluxo de calor:

qp(τ) =
3

4ε
+

√
15

2

2N∑
j=2

[
Aj e

−ε(a+τ)/νj + Bj e
−ε(a−τ)/νj

]
Y (νj) (6.68)

onde

Y (νj) =
N∑

k=1

ωkΨ(ξk)

[
ξ2
k − 1

2

2
1
2

]T [
Φ(νj ,ξk) + Φ(νj ,−ξk)

]
(6.69)

• Taxa de Fluxo de Part́ıcula:

Up =
1

2a2

[
a(a2/3 + 1) + 2aA∗1 + 2

2N∑
j=2

νj

(
Aj +Bj

)(
1− e−2aε/νj

)
V (νj)

]
(6.70)

• Taxa de Fluxo de Calor:

Qp =
1

2a2

[
(3a/2) + 2

√
15

2

2N∑
j=2

νj

(
Aj +Bj

)(
1− e−2aε/νj

)
Y (νj)

]
(6.71)

68



Problema Creep Térmico

• Perfil de velocidade:

uT (τ) = A∗1 +B∗
1 ετ +

2N∑
j=2

[
Aje

−ε(a+τ)/νj +Bje
−ε(a−τ)/νj)

]
V (νj) (6.72)

• Perfil de fluxo de calor:

qT (τ) = −15

8ε
+

√
15/2

2N∑
j=2

[
Aje

−ε(a+τ)/νj +Bje
−ε(a−τ)/νj)

]
Y (νj) (6.73)

• Taxa de Fluxo de Part́ıcula:

UT =
1

2a2

[
2aA∗1 +

2N∑
j=2

νj

(
Aj +Bj

)(
1− e−2aε/νj

)
V (νj)

]
(6.74)

• Taxa de Fluxo de Calor:

QT =
1

2a2

[
− 15a

4
+

√
15

2

2N∑
j=2

νj

(
Aj +Bj

)(
1− e−2aε/νj

)
Y (νj)

]
(6.75)

No próximo caṕıtulo, descreve-se os procedimentos realizados na implementação

do método anaĺıtico de ordenadas discretas e apresenta-se os resultados numéricos

obtidos para os problemas propostos.
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Caṕıtulo 7

Resultados Numéricos

Para obter os resultados numéricos correspondentes as quantidades de interesse

definidas pelas Eqs.(4.3)-(4.8), define-se primeiramente o esquema de quadratura

a ser aplicado juntamente com a versão anaĺıtica do método de ordenadas discretas.

Deseja-se mapear os pontos ξ do intervalo [0,∞) para os pontos u(ξ) do intervalo

[0, 1], para isso, costuma-se utilizar a transformação não linear

u(ξ) = e−ξ (7.1)

em seguida, utiliza-se o esquema de quadratura de Gauss-Legendre[9] mapeado line-

armente no intervalo [0, 1]. Após definir o esquema de quadratura, determina-se os

autovalores (constante de separação) e autovetores já definidos para problemas de

fluxo e de calor, para os modelos BGK e S. Em seguida, determina-se as funções ele-

mentares definidas pelas Eqs.(5.37)-(5.38) e (5.68)-(5.69), a fim de resolver o sistema

algébrico linear que define as constantes arbitrárias para a solução em ordenadas

discretas. Para a implementação computacional utiliza-se a linguagem FORTRAN

fazendo uso de subroutinas dos pacotes LINPACK [27] e EISPACK [71].

A seguir, apresenta-se resultados numéricos para as quantidades de interesse para

cada problema proposto e, quando posśıvel, comparações com trabalhos já existentes

na literatura.

A fim de testar a consistência dos resultados apresentados neste trabalho, reproduziu-

se anaĺıtico e computacionalmente o problema de Fluxo de Poiseuille e Creep Térmico

para o modelo BGK com as condições de contorno difuso-especular e Cercignani-

Lampis com placas diferentes, obtendo-se os mesmos resultados do encontrado nas
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referências [38, 39]. Desta forma possibilita-se a comparação de modelos cinéticos

entre si e com resultados dispońıveis na literatura.

Para os resultados apresentados, considera-se o parâmetro ε = εp = 1, a largura

do canal 2a, o coeficiente de acomodação α e a posição normalizada τ/a no canal

em que ocorre o fenômeno. A convergência é obtida a partir de N = 60 na imple-

mentação do número de pontos de quadratura. As notações DE e CL representam,

respectivamente, condições de contorno difuso-especular (Maxwell) e condições de

contorno de Cercignani-Lampis. Nas tabelas, as notacões (-1),(-2), (1) e (2) repre-

sentam, respectivamente, 10−1, 10−2, 101 e 102.

Os resultados encontrados para os problemas de Fluxo de Poiseuille e Creep

Térmico, modelo S, com condições de contorno propostas por Cercignani-Lampis e

considerando a constituição qúımica das placas diferentes, segundo nosso conheci-

mento ainda não estão dispońıveis na literatura.

7.1 Fluxo de Poiseuille

Os resultados numéricos para as grandezas macroscópicas desejadas para o problema

de Fluxo de Poiseuille são apresentados nas tabelas(7.1)-(7.4).

Na obtenção dos resultados numéricos, considera-se o gás Argônio (Ar), os valores

para o coeficiente de acomodação tangencial para a placa 1 são formulados em termos

dos valores experimentais dados por Lord [41]. Para a placa 2, o valor do coeficiente

foi reproduzido por Sharipov [63] que segue o trabalho experimental de Porodnov

et al [49]. Em relação ao coeficiente de acomodação normal, utiliza-se os valores

baseados nos resultados experimentais apresentados no trabalho de Thomas[73].

Ar: αt1 = 0, 916, αn1 = 0, 222, αt2 = 0, 67 e αn2 = 0, 440.
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Tabela 7.1: Fluxo de Poiseuille: perfil de velocidade u(τ), onde 2a = 1.
τ/a BGK − CL[38] BGK −DE[38] S −DE S − CL

α = αt α = αt

0,0 -1,10392 -1,15527 -7,00879(-1) -1,11454
0,1 -1,10747 -1,14392 -6,91825(-1) -1,11819
0,2 -1,10566 -1,12723 -6,78023(-1) -1,11641
0,3 -1,09839 -1,10502 -6,59432(-1) -1,10907
0,4 -1,08542 -1,07698 -6,35932(-1) -1,09596
0,5 -1,06638 -1,04263 -6,07304(-1) -1,07670
0,6 -1,04068 -1,00122 -5,73181(-1) -1,05071
0,7 -1,00730 -9,51548(-1) -5,32944(-1) -1,01697
0,8 -9,64435(-1) -8,91423(-1) -4,85452(-1) -9,73688(-1)
0,9 -9,08010(-1) -8,15975(-1) -4,28148(-1) -9,16816(-1)
1,0 -8,17439(-1) -7,00381(-1) -3,47998(-1) -8,25893(-1)

Na Tabela 7.1 apresenta-se resultados obtidos para o perfil de velocidade con-

siderando as duas condições de contorno (Maxwell e Cercignani-Lampis). Utiliza-se,

para as condições de contorno proposta por Maxwell (difuso-especular) α = αt, ou

seja, αt1 = 0, 916 e αt2 = 0, 67. Percebe-se na tabela 7.1 que os resultados encontra-

dos para o modelo S-CL aproximam-se mais dos resultados obtidos por Knackfuss

[38] para o modelo BGK-CL e BGK -DE diferentemente dos valores encontrados

para o modelo S-DE que diferem de forma significativa.

Tabela 7.2: Fluxo de Poiseuille: perfil de fluxo de calor q(τ), onde 2a = 1.
τ/a BGK − CL[38] BGK −DE[38] S −DE S − CL

α = αt α = αt

0,0 1,84881(-1) 1,90650(-1) 3,06644(-1) 2,30200(-1)
0,1 1,85088(-1) 1,88461(-1) 3,08328(-1) 2,30465(-1)
0,2 1,83866(-1) 1,84853(-1) 3,08583(-1) 2,28948(-1)
0,3 1,81158(-1) 1,79734(-1) 3,07384(-1) 2,25590(-1)
0,4 1,76855(-1) 1,72948(-1) 3,04660(-1) 2,20272(-1)
0,5 1,70768(-1) 1,64257(-1) 3,00285(-1) 2,12794(-1)
0,6 1,62596(-1) 1,53289(-1) 2,94051(-1) 2,02839(-1)
0,7 1,51839(-1) 1,39439(-1) 2,85603(-1) 1,89880(-1)
0,8 1,37585(-1) 1,21612(-1) 2,74294(-1) 1,72960(-1)
0,9 1,17803(-1) 9,73735(-1) 2,58678(-1) 1,49955(-1)
1,0 8,21985(-2) 5,43121(-1) 2,31359(-1) 1,10079(-1)

Na tabela 7.2 apresenta-se os resultados para o perfil de fluxo de calor no problema

de Fluxo de Poiseuille, considera-se os resultados já encontrados por Knackfuss [38] e

verifica-se que os valores obtidos para o modelo S-CL são os que mais se aproximam

dos mesmos.
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Tabela 7.3: Fluxo de Poiseuille: Taxa de Fluxo de part́ıcula, U .
a BGK − CL[38] BGK −DE[38] S −DE S − CL

0,05 -2,53284 -2,71110 -2,24297 -22,73398
0,1 -2,29651 -2,41074 -1,93712 -11,66117
0,15 -2,18361 -2,27541 -1,77871 -7,97718
0,2 -2,11733 -2,20068 -1,67493 -6,14525
0,25 -2,07501 -2,15646 -1,59871 -5,05509
0,3 -2,04704 -2,13023 -1,53862 -4,33593
0,35 -2,02848 -2,11567 -1,48883 -3,82865
0,4 -2,01650 -2,10919 -1,44600 -3,45365
0,45 -2,00933 -2,10858 -1,40804 -3,16665
0,5 -2,00581 -2,11239 -1,37353 -2,94112
1,0 -2,06507 -2,26434 -1,08168 -2,02419
3,0 -2,63360 -3,27839 -7,70357 -1,84104
5,0 -3,27332 -4,38621 -3,29714 -2,12050
7,0 -3,92635 -5,51221 -3,25624 -2,44078
9,0 -4,58469 -6,64522 -3,44312 -2,76937
10,0 -4,91496 -7,21316 -3,56470 -2,93468
50,0 -1,82240(1) -3,00567(1) -9,95985 -9,58965
100,0 -3,48874(1) -5,86461(1) -18,26312 -17,92062

Na tabela (7.3) são apresentados os resultados encontrados para a Taxa de Fluxo

de part́ıcula para o problema de Fluxo de Poiseuille. Observa-se que para a muito

pequeno há uma diferença considerável comparado com os outros valores encontra-

dos. Quando aumenta-se o canal percebe-se que há uma concordância em relação ao

mesmo modelo S.
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Tabela 7.4: Fluxo de Poiseuille: Taxa de Fluxo de calor, Q.
a BGK − CL[38] BGK −DE[38] S −DE S − CL

0,05 6,07628(-1) 8,67004(-1) 1,02291 29,23416
0,1 5,25595(-1) 6,75620(-1) 8,64808(-1) 14,21353
0,15 4,70038(-1) 5,74393(-1) 7,80705(-1) 9,19243
0,2 4,28602(-1) 5,07598(-1) 7,24589(-1) 6,67149
0,25 3,95904(-1) 4,58737(-1) 6,82966(-1) 5,15089
0,3 3,95904(-1) 4,20761(-1) 6,50123(-1) 4,13070
0,35 3,69121(-1) 3,90038(-1) 6,23134(-1) 3,39667
0,4 3,46593(-1) 3,64462(-1) 6,00318(-1) 2,84165
0,45 3,27263(-1) 3,42708(-1) 5,80612(-1) 2,40610
0,5 3,10416(-1) 3,23893(-1) 5,63326(-1) 2,05431
1,0 2,10961(-1) 2,15483(-1) 4,59247(-1) 3,88788(-1)
3,0 9,80331(-2) 9,77650(-2) -8,81116(-3) -1,10095
5,0 6,42630(-2) 6,36725(-2) 1,41682(-1) -1,69982
7,0 4,77406(-2) 4,71694(-2) 1,19435(-1) -2,16345
9,0 3,79460(-2) 3,74355(-2) 1,00545(-1) -2,58541
10,0 3,44094(-2) 3,39290(-2) 9,29074(-2) -2,78965
50,0 7,25414(-3) 7,12825(-3) 2,20327(-2) -10,66534
100,0 3,65031(-3) 3,58554(-3) 1,12259(-2) -20,48441

Na tabela (7.4) apresenta-se os resultados obtidos para a Taxa do fluxo de Calor

para o caso de um gás confinado entre placas paralelas diferentes. Observa-se que

com a muito pequeno ou muito grande, a taxa de fluxo de calor para o modelo S

e condições de contorno de Cercignani-Lampis difere significativamente comparado

com os outros modelos analisados

7.2 Creep Térmico

Para o problema Creep Térmico, os resultados numéricos para as grandezas desejadas

são apresentados nas tabelas (7.5)-(7.8). Nas tabelas (7.5) e (7.6) apresenta-se os

resultados do perfil de velocidade e perfil de fluxo de calor, respectivamente, ambos

comparados com os resultados obtidos em [39]. Considera-se o gás Argônio (Ar),

onde αt1 = 0, 916, αn1 = 0, 222, αt2 = 0, 67 e αn2 = 0, 440, baseado nas condições de

Maxwell (difuso-especular) e Cercignani-Lampis sem condição de simetria entre as

placas.
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Tabela 7.5: Creep Térmico: perfil de velocidade u(τ), onde 2a = 1.
τ/a BGK − CL[39] BGK −DE[39] S −DE S − CL

α = αt α = αt

0,0 1,75957(-1) 1,78803(-1) 2,51162(-1) 2,20609(-1)
0,2 1,74686(-1) 1,75256(-1) 2,52469(-1) 2,18841(-1)
0,4 1,69138(-1) 1,69138(-1) 2,48390(-1) 2,11309(-1)
0,6 1,58442(-1) 1,58442(-1) 2,38076(-1) 1,97005(-1)
0,8 1,40219(-1) 1,40219(-1) 2,19106(-1) 1,73182(-1)
1,0 1,01487(-1) 1,01487(-1) 1,77778(-1) 1,24807(-1)

Percebe-se na Tabela (7.5) que o perfil de velocidade para o modelo S com as

condições de contorno de Maxwell e Cercignani-Lampis, diferem de maneira signi-

ficativa comparado com o modelo BGK[39] com as mesmas condições de contorno.

Para o modelo S-DE, considera-se α = αt, como os resultados se referem a placas

diferentes tem-se αt1 = 0, 916 e αt2 = 0, 67. Observa-se que há concordância entre

os resultados obtidos para o modelo S e condições de contorno diferentes.

Tabela 7.6: Creep Térmico: perfil de fluxo de calor q(τ), onde 2a = 1.
τ/a BGK − CL[39] BGK −DE[39] S −DE S − CL
0,0 -7,95456(-1) -8,49444(-1) -1,08082 -9,95036(-1)
0,2 -7,89891(-1) -8,37501(-1) -1,08198 -9,87375(-1)
0,4 -7,69944(-1) -8,12911(-1) -1,06672 -9,60007(-1)
0,6 -7,31978(-1) -7,71888(-1) -1,03218 -9,08679(-1)
0,8 -6,66169(-1) -7,04812(-1) -9,70140 -8,22009(-1)
1,0 -5,20247(-1) -5,61409(-1) -8,36026 -6,39701(-1)

Na tabela (7.6) apresenta-se resultados para o fluxo de calor para o problema

Creep Térmico. Considera-se a largura do canal 2a = 1, para o modelo S-DE tem-se

αt1 = 0, 916 e αt2 = 0, 67, já que a condição de contorno difuso-especular utiliza

apenas um coeficiente de acomodação para cada placa. Percebe-se que os resultados

para o modelo S-DE diferem significativamente em alguns pontos quando comparados

com os outros modelos analisados.
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Tabela 7.7: Creep Térmico: Taxa de Fluxo de part́ıcula, U .
a BGK − CL[39] BGK −DE[39] S −DE S − CL

0,1 6,07628(-1) 6,74913(-1) 9,36990(-1) 7,99164(-1)
1,0 2,10961(-1) 2,08640(-1) 4,50184(-1) 3,86418(-1)
10,0 3,44094(-2) 2,38784(-2) 9,07108(-2) 9,56839(-2)

Tabela 7.8: Creep Térmico: Taxa de Fluxo de calor, Q.
a BGK − CL[39] BGK −DE[39] S −DE S − CL

0,1 -3,13029 -3,72527 -5,19305 -4,17746
1,0 -9,13232(-1) -9,62584(-1) -1,99831 -1,79970
10,0 -1,21055(-1) -1,21692(-1) -3,47316(-1) -3,42260(-1)

Nas tabelas (7.7) e (7.8) são apresentados os resultados obtidos para a taxa de

fluxo de part́ıculas e taxa de fluxo de calor, respectivamente. Observa-se que para a

muito pequeno os valores possuem concordância, para a muito grande os valores não

diferem significativamente quando compara-se os resultados obtidos para o mesmo

modelo.

Os gráficos a seguir, foram gerados considerando as tabelas apresentadas como

forma de auxiliar a análise do comportamento dos perfis frente à variação dos coefi-

cientes de acomodação.

(a) Fluxo de Poiseuille- Modelo S- CL (b) Fluxo de Poiseuille- Modelo S- CL

Nas figuras (a) e (b) observa-se graficamente o comportamento das soluções obti-

das para o perfil de velocidade considerando as condições de contorno de Cercignani-

Lampis.
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No gráfico (a) utiliza-se a largura do canal 2a = 1, αt1 = 0, 916 e αt2 = 0, 67, há

uma variação significativa no coeficiente de acomodação normal (αn), no entanto há

pouca diferença no perfil de velocidade.

No gráfico (b) utiliza-se 2a = 1, o coeficiente de acomodação normal permanece

constante, αn1 = 0, 222 e αn2 = 0, 440, neste caso, há uma variação no coeficiente de

acomodação tangencial (αt). Percebe-se que para αt pequeno a diferença no perfil

de velocidade é significativa.

(c) Fluxo de Poiseuille- Modelo S- CL (d) Fluxo de Poiseuille- Modelo S- CL

Nos gráficos (c) e (d) observa-se o comportamento do Perfil de Fluxo de Calor,

considerando o modelo S e as condições de contorno de Cercignani-Lampis.

Na figura (c) utiliza-se 2a = 1, o coeficiente de acomodação normal (αn) varia e

o coeficiente de acomodação tangencial permanece constante (αt1 = 0, 916 e αt2 =

0, 67). Observa-se que com a variação de αn há pouca diferença no perfil de fluxo de

calor.

Na figura (d) utiliza-se 2a = 1, αn1 = 0, 222 e αn2 = 0, 440, observa-se que para

αt1 e αt2 pequeno há um aumento no perfil de fluxo de calor.
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(e) Fluxo de Poiseuille- Modelo S- DE (f) Fluxo de Poiseuille- Modelo S- DE

Os gráficos (e) e (f) apresentam resultados para o problema de Fluxo de Poiseuille,

considera-se o modelo S com as condições de contorno difuso-especular que apresenta

somente um coeficiente de acomodação. No gráfico (e) observa-se resultados para o

perfil de velocidade quando há variação no coeficiente, para os valores estipulados a

diferença na velocidade é significativa quando αt1 = 0, 31 e αt2 = 0, 849. No gráfico

(f) tem-se os resultados para o perfil de fluxo de calor, observa-se que quando o valor

de α é pequeno, a temperatura tem pouca alteração.

(g) Creep Térmico- Modelo S -CL (h) Creep Térmico- Modelo S -CL

Nos gráficos (g) e (h) considera-se o problema Creep Térmico, a largura do canal

2a = 1 e modelo S com a utilização das condições de contorno de Cercignani-Lampis.

Observa-se no gráfico (g) simulações realizadas para o perfil de velocidade onde

o coeficiente de acomodação tangencial permanece fixo (αt1 = 0, 916 e αt2 = 0, 67)
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e o coeficiente de acomodação normal (αn) varia, neste caso a velocidade cresce

ou decresce de maneira uniforme. Percebe-se uma similaridade entre as curvas que

representam as grandezas obtidas através das soluções dos dois problemas.

No gráfico (h) constata-se que há uma variação mais acentuada na velocidade

quando o αt varia e αn passa a ser fixado (αn1 = 0, 222 e αt2 = 0, 440).

(i) Creep Térmico- Modelo S -DE (j) Creep Térmico- Modelo S -DE

Simulações para o problema Creep Térmico, modelo S considerando as condições

de contorno de Maxwell (difuso-especular) são apresentadas nas figuras (i) e (j),

considera-se a largura do canal 2a = 1 e apenas um coeficiente de acomodação para

cada placa.

Observa-se no gráfico (i) que há pouca variação no perfil de velocidade quando são

atribúıdos diversos valores para αt. No gráfico (j) obtém-se simulações para o perfil

de fluxo de calor e verifica-se que para valores pequenos (αt1 = 0, 35,αt2 = 0, 20) do

coeficiente de acomodação tem-se um decréscimo de calor. Quando utiliza-se valores

maiores para os coeficientes tem-se um crescimento de fluxo de calor. Para estes

valores atribúıdos constata-se uma diferença significativa no fluxo de calor.
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(k) Poiseuille- Modelo S- Perfil de Velocidade (l) Poiseuille- Modelo S -Perfil de Fluxo de calor

Nos gráficos (k) e (l) observa-se simulações quanto a diferença entre as duas

condições de contorno tratadas neste trabalho (Maxwell e Cercignani-Lampis) para

o modelo S. Tem-se o perfil de velocidade e o perfil do fluxo de calor, respectivamente,

nas figuras (k) e (l), percebe-se que a diferença entre os resultados obtidos para as

duas condições de contorno permanece quase constante,havendo pequenas oscilações

na velocidade e no calor.

(m) Creep Térmico- Modelo S (n) Creep Térmico- Modelo S

Os gráficos (m) e (n) apresentam simulações quanto a diferença entre as duas

condições de contorno (Cercignani-Lampis e Maxwell) para o modelo S e problema

Creep Térmico. Considera-se a largura do canal 2a = 1, αt1 = 0, 916, αt2 = 0, 67,

αn1 = 0, 222 e αn2 = 0, 440, valores considerados para o gás Argônio (Ar). Observa-

se que os gráficos encontrados apresentam uma similaridade entre as curvas que
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representam as grandezas obtidas através da solução do problema.
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Conclusão

No presente trabalho, os problemas de Fluxo de Poiseuille e Creep Térmico foram

investigados, assumiu-se as condições de contorno de Maxwell e as condições de con-

torno de Cercignani-Lampis para o modelo BGK e modelo S. O perfil de velocidade

e fluxo de calor, assim como as taxas de fluxo de part́ıcula e fluxo de calor foram

calculadas numericamente para o gás Argônio (Ar) no regime de escoamento de

transição. Considerou-se esse gás confinado entre duas placas paralelas infinitas com

constituições qúımicas diferentes.

Os resultados numéricos, obtidos pelo método ADO em problemas de dinâmica

de gases rarefeitos com condições de contorno generalizadas (Cercignani-Lampis)

através do modelo S, estão em conformidade com os resultados dispońıveis na li-

teratura [38, 39, 68]. Através da implementação computacional, observou-se que

quando atribúıdos valores iguais para os coeficientes de acomodação, considerando a

condição de simetria entre as placas, os mesmos valores eram gerados, possibilitando

validar os resultados obtidos analiticamente e computacionalmente.

Cabe salientar, com base nos resultados, a dependência em relação ao coeficiente

de acomodação do momento tangencial (αt) e ao coeficiente de acomodação da ener-

gia cinética correspondendo a velocidade normal do gás (αn).

Considera-se que o objetivo deste trabalho foi alcançado, pois:

• desenvolveu-se uma formulação matemática comum para os problemas básicos

da dinâmica de gases rarefeitos (Fluxo de Poiseuille e Creep Térmico) para

o caso de um gás, utilizando-se os modelos BGK e S com as condições de

Cercignani-Lampis e Difuso Especular, através do método ADO;

• foram gerados resultados numéricos, segundo nosso conhecimento, ainda não

dispońıveis na literatura, baseados no modelo S, para o caso de um gás confi-

nado entre placas paralelas com constituições qúımicas diferentes e condições
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de contorno de Cercignani-Lampis;

Os resultados gerados servirão de comparação entre outros modelos e métodos

computacionais.

Como continuidade do trabalho realizado até agora, pretende-se desenvolver soluções

para o problema de Fluxo de Poiseuille, Creep Térmico e Couette utilizando, de

maneira unificada, os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS, através das condições

de contorno de Cercignani-Lampis para placas com constituições qúımicas diferen-

tes.
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[55] Scherer,C.S., Modelos cinéticos da equação linearizada de Boltzmann

em um problema de transferência de calor em microescala, Dissertação

de mestrado do Programa de Pós-Graduação em Matemática Aplicada, UFRGS,
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