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Resumo

Este trabalho apresenta uma metodologia para determinar as autofuncoes e as
frequéncias de um modelo Euler-Bernoulli para vigas elasticas que podem incluir
amortecimento e dispositivos localizados num ponto intermedidrio ou nos extremos
da viga. As autofunc¢oes ou modos de vibracao da viga sao obtidos usando uma base
de solugao gerada pela solugao dinamica de uma equacao diferencial de quarta ordem,
através de uma formulagao matricial em blocos para as condi¢oes de contorno e de
compatibilidade. O uso da base dinamica tem sido frequentemente utilizada para
reduzir os calculos na obtengao dos modos e das frequéncias. Respostas for¢adas sao
obtidas usando o método de Galerkin, modificando a andlise modal classica com a
inclusao de novas condicoes de ortogonalidade entre os modos que sao adequadas para
problemas com amortecimento viscoso ou com condigoes de contorno nao-classicas.

Palavras-chave: Viga Euler-Bernoulli, Frequéncias Naturais e Modos de Vi-
bracao, Base Dinamica, Condi¢oes de Contorno Nao-Classicas, Método de Galerkin.



Abstract

This paper presents a methodology for determining eigenfunctions and frequencies
of the Euler-Bernoulli model for elastic beams that can include damping and devices
located at intermediate or end points of the beam. The eigenfunctions or vibration
modes of the beam are obtained by using solution basis generated by the dynamic
solution of a fourth-order differential equation, through a block matrix formulation
of the boundary and compatibility conditions. The use of the dynamic basis has been
often used to reduce the calculations in obtaining the modes and frequencies. Forced
responses are obtained with the Galerkin method by modifying the classical modal
analysis with the inclusion of new conditions of orthogonality between modes that
are suitable for problems with viscous damping or non-classical boundary conditions.

Keywords: Euler-Bernoulli Beam, Natural Frequency and Vibration Modes,
Dynamic Basis, Non-Classical Boundary Conditions, Galerkin method.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de vibragdes tem sido objeto de varias pesquisas [3, 24, 30, 36, 41], mais
recentemente [23, 34, 40, 43, 45, 47|, devido a sua importancia em véarias areas do
conhecimento, como por exemplo, em projeto de maquinas, fundacoes, estruturas,
motores, turbinas, sistemas de controle, cabos de linhas de transmissao, eixos ro-
tores de turbo de maquinas, pas de turbinas, ventiladores, bombas, asas de aeron-
aves, porticos, pontes, automoveis, entre outros. Em particular, para o estudo de
vibragoes em vigas, varios métodos e modelos matematicos tém sido desenvolvidos.
Modelos matematicos relativamente simples, podem ser usados com resultados bas-
tante satisfatorios, como é o caso de vibragoes em vigas modeladas pela teoria de
Euler-Bernoulli, [4, 19, 25, 28, 29, 39, 40, 47, 50].

Vibragoes em sistemas podem ocorrer devido a forcas externas, ditas vibragoes
forcadas ou mesmo na auséncia de forgas externas, ditas vibragoes livres. Vibracao
livre é aquela que ocorre quando o sistema vibra somente devido a uma perturbacao
inicial, matematicamente, devido as condigoes inicias nao nulas do problema de valor
inicial ou devido a uma excitacao do tipo impulso. A resposta do problema ho-
mogéneo devido a vibracao livre é denominada solu¢ao homogénea, solugao esta-
cionaria ou solucao transiente. Quando se avalia vibracoes mecanicas a solucao
homogénea ¢é a principal caracteristica a ser investigada, pois a partir dela obtém-se
as frequéncias, os fatores de amortecimento e os modos de vibracao.

Existem diferentes tipos de vibracgoes que sao experimentadas todos os dias. Seus
efeitos sao tanto desejaveis quanto indesejaveis. Dentre os indesejaveis citam-se os
ruidos, interferéncias em equipamentos ou maquinas, aceleragao no desgaste, reducao
na vida 1til, etc. Apesar de seus efeitos danosos, a vibragao pode ser utilizada a favor
em varias aplicagoes industriais e de consumo. As aplicagoes de equipamentos vi-
bratérios aumentaram consideravelmente nos 1ltimos anos. Por exemplo, a vibracao
aparece em esteiras transportadoras, tremonhas , peneiras compactadores, maquinas
de lavar, escovas de dentes elétricas, brocas odontologicas, relégios, unidades de mas-
sagem elétrica, bate estacas, etc. Além destas, tem-se, por exemplo, instrumentos
de corda sao instrumentos musicais cuja fonte primaria de som ¢é a vibracao.
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Sempre que a frequéncia natural de vibragao de uma maéaquina ou estrutura
coincidir com a freqiiéncia da excitagao externa ocorre um fenomeno conhecido como
ressonancia, tendo como consequéncia em deflexoes excessivas e falhas. A literatura
estd repleta de relatos de falhas de sistemas causados por ressonancia e vibracao
excessiva de componentes do sistema, [43, 41, 36, 30].

Neste trabalho considera-se dois modelos de vigas Fuler-Bernoulli de compri-
mento L. O primeiro modelo é uma viga bi-segmentada com um dispositivo tipo
mola anexado num ponto intermediario da viga. No outro, considera-se a viga com
amortecimento viscoso, e na extremidade x = L da viga, anexa-se dispositivos tipo
massa, mola e amortecedor.

Para avaliar as caracteristicas de vibragao do sistema, um procedimento impor-
tante é investigar as frequéncias naturais e os modos de vibracao. As frequéncias e
os modos de vibracao da viga sao obtidos através do método modal, que gera uma
equagao diferencial de quarta ordem, cuja solugao € escrita em termos da solucao fun-
damental, solucao de um problema de valor inicial. As condigoes iniciais do problema
reduzem o numero de constantes necessarias para expressar os modos de vibragao,
5, 7].

Problemas com amortecimento sao importantes de ser considerados na andlise
de vibracoes uma vez que o amortecimento estd presente em praticamente todos os
sistemas mecanicos. Neste trabalho consideramos vigas com amortecimento viscoso.

Uma vez que a obtencao das frequéncias naturais, do amortecimento e dos modos
de vibragao, os chamados parametros modais, sao praticamente impossiveis de serem
obtidos experimentalmente, devido por exemplo ao alto custo, é cada vez mais impor-
tante a obtengao de bons modelos matematicos e teorias que nos fornecam resultados
cada vez mais precisos.

O estudo ¢ realizado a partir de uma formulagao em blocos, introduzida por
Tsukazan, [48]. Esta formulacdo permite escrever o problema de autovalores de
maneira compacta. A solucdo da equagao modal é escrita em termos da base
dinamica, [5, 7] gerada pela solu¢ao de uma equagao diferencial de quarta ordem.

1.1 Contextualizacao do Problema

Toda analise dinamica, independente de seu grau de sofisticagao, tem sua base no
estudo do mais elementar modelo de sistema oscilatério, o sistema massa-mola de
1 grau de liberdade, cuja solucao é a conhecida onda harmonica. Vibragoes livres
de sistemas de varios graus de liberdade podem ser dadas como superposicao de
sistemas harmonicos elementares, [43].

O estudo de vibragoes comega a despertar interesse a partir da descoberta dos
primeiros instrumentos musicais, provavelmente o apito ou o tambor. Por vibracao
ou oscilacao, entende-se como sendo qualquer movimento repetitivo.

Um dos primeiros aparatos criados para o estudo de vibragoes, o sismografo, foi
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inventado pelo chinés Zbang Heng em 132 d.C, diante da necessidade de desenvolver
um instrumento para medir, com alguma precisao a intensidade de terremotos.

Galileu Galilei (1564-1642) é considerado o fundador da ciéncia experimental
moderna. No século XVII d.C. os fundamentos da filosofia e da ciéncia moderna
foram lancados. Galileu teve a idéia de estudar o comportamento de um péndulo
simples observando os movimentos pendulares de uma lampada em uma igreja de
Pisa. Em Discourses concerning two mnew sciences, publicado em 1638, Galileu
descreveu a dependéncia entre a frequéncia, a vibracao e o comprimento de um
péndulo simples, juntamente com o fendmeno da ressonancia. Com base em seus ex-
perimentos, publicou, em 1590, o famoso tratado “De Motu Gravium” que representa
o inicio da dinamica como conhecemos. Com essa publicacao, Galileu estabelece os
fundamentos da dinamica e modifica a compreensao dos fenomenos naturais obser-
vados, até ent@o explicados por Aristételes (384-322 a.C), [43].

Joseph Sauveur (1653-1716) na Franca, e John Wallis (1616-1703) na Inglaterra
observaram, independentemente, o fenomeno de forma modais e constataram que
certos pontos de uma corda esticada em vibragao permanecem sem movimento algum
e outros pontos intermediarios apresentam grandes movimentos.

A vibracao de vigas delgadas apoiadas e fixas foram estudadas pela primeira vez
em 1744 por Leonard Euler (1707-1783) e em 1751 por Daniel Bernoulli (1700-1782).
Desta forma a abordagem ficou conhecida como a teoria de Euler-Bernoulli ou da
viga delgada.

1.2 Objetivos e Justificativa

Este trabalho apresenta uma metodologia para determinar as frequéncias naturais e
os modos de vibragao de vigas tipo Euler-Bernoulli segmentadas ou nao, com ou sem
amortecimento viscoso com condicoes de contorno classicas ou nao-cléssicas, usando
a base dinamica.

A expansao modal é uma técnica usada para analise transiente de sistemas.
Porém, ela é limitada a sistemas classicos que possuem a propriedade dos modos
normais, [9, 13]. Para sistemas nao clédssicos, que incluem efeito de amortecimento,
ou nao simétricos, ou ainda com condigoes de contorno nao classicas esta técnica nao
é geralmente aplicada pois, os modos nao sao necessariamente ortogonais.

A maioria das atividades humanas envolve vibracao de uma forma ou de outra.
Por exemplo, ouvimos porque nossos timpanos vibram, e vemos porque as ondas
de luz sofrem vibracao. A respiracao estd associada a vibragao dos pulmoes, e an-
dar envolve movimento oscilatério ou periédico de pernas e maos. Falamos devido
ao movimento oscilatério da laringe e da lingua. Estes sao exemplos de vibragoes
desejaveis. Mas vibragoes também podem causar desconforto as pessoas. Por exem-
plo, a vibracao e o ruido gerados por motores, a vibragao em painéis, em rodas dos
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carros, e tantas outras. Mesmo no caso de vibracoes desejaveis, elas precisam ser
controlaveis, caso contrario podem se tornar indesejaveis.

Resolver problemas que envolvem amortecimento pode ser um enorme desafio,
pois os sistemas mecanicos podem dissipar energia de formas diferentes. O mais
comum ¢ considerar um modelo de amortecedor com amortecimento viscoso.

O objetivo principal deste trabalho é determinar as frequéncias e os modos de
vibragao de sistemas modelados pela teoria de Euler Bernoulli usando a andlise
modal. Uma base composta pela resposta dinamica e suas derivadas até terceira
ordem é usada para escrever a solucao da equacao diferencial ordinaria de quarta
ordem que descreve a forma dos modos.

A solucao dinamica ou resposta fundamental, solucao de uma equagao diferencial
de quarta ordem com condigoes iniciais impulsivas, tem sido utilizada em varios
trabalhos [1, 2, 10, 12, 15, 21, 22, 31, 32, 33, 35, 49, 48] modeladas tanto pela teoria
de Euler Bernoulli como Timoshenko.

Este trabalho justifica-se pela necessidade de desenvolvimento de pesquisas que
permitam investigar o comportamento de sistemas que envolvem vibragoes, com isso
sera possivel diminuir o nivel de vibragao excessivo dos sistemas mecanicos o que
pode comprometer o correto funcionamento destes, além de prejudicar o conforto
humano e diminuir a vida 1til do sistema.

1.3 Revisao Bibliografica

Os primeiros estudos da area de vibracao concentraram seus esforgcos no entendimento
dos fenomenos naturais e no desenvolvimento de teorias mateméticas para descrever
a vibracao de sistemas fisicos.

A literatura sobre as teorias de vigas, formulagao Euler-Bernoulli, é muito vasta
e por este motivo alguns poucos livros ou artigos serao citados.

De acordo com Timoshenko, (1878-1972), o estudo da vibragao de viga teve inicio
no século XVIII com trabalhos de membros da familia Bernoulli e Leonard Euler
(1707-1783). Em 1744, Euler publicou o livro ”Methodus Inveniendi Lineas Curvas
Maximi Minimive Proprietate Gaudentes”. Nesse livro, Euler obtém a solucao da
equagao diferencial do movimento transversal da vibracao de vigas prismaticas, bem
como as freqiiéncias naturais e os modos de vibracao de vigas em balanco, simples-
mente apoiada, bi-engastada e de extremidades livres.

Mais recentemente, em Inman [30], encontra-se o equacionamento do modelo de
viga de Euler-Bernoulli e suas frequéncias com aplicagoes em casos classicos. Da
literatura, [30], obtém-se a equacao diferencial de quarta ordem que rege uma viga
engastada-livre e as condigoes de contorno para esses casos.

Giirgoze [25] apresenta dois métodos para determinar as frequéncias e os mo-
dos de vibracao de uma viga multisegmentadas com amortecimento viscoso. No
primeiro método a equacao caracteristica do modelo é reduzida usando as condigoes
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de contorno. O segundo método é referido na literatura como método da matriz de
transferéncia.

No trabalho de Naguleswaran [39] é considerado um modelo de viga bi-segmentada
com condigoes de contorno classicas em ambas as extremidades. Para este modelo foi
obtido as trés primeiras frequéncias naturais, a sensitividade e os modos de vibracao
considerando-se diferentes areas da secao transversal.

Em Chang et al. [4] a Transformada de Laplace é usada para determinar os auto-
valores de uma viga simples uniforme, considerando massas, molas e amortecedores
viscosos localizados no centro da viga.

No trabalho de Sorrentino et al. [47] as frequéncias e os modos de vibragao de
uma viga com amortecimento nao-proporcional sao obtidos por uma formulagao de
espaco de estado junto com a técnica da matriz de transferéncia.

O método de separagao de varidveis é usado por Friswell e Lees [19] para obter os
autovalores de uma viga bi-segmentada nao homogénea, amortecida, sem dispositivos
intermediarios, com condig¢oes de contorno apoiada nas duas extremidades.

No trabalho [25] Giirgdze usa o método de Dunkerley para determinar a frequéncia
fundamental de uma viga com dois segmentos, sem amortecimento, com dispositivos
anexados num ponto intermediario e num dos extremos da viga.

Yang and Wu [50] apresenta uma forma fechada e exata para a resposta transiente
de um sistema nao cldssico. E realizada uma expansao das autofun¢oes usando uma
formulacao ao espaco de estado.

A resposta dinamica, solu¢ao de uma equagao diferencial de quarta ordem com
condicoes iniciais impulsivas, tem sido utilizada em varios trabalhos para determinar
as frequéncias e os modos de vibragao de vigas modeladas tanto pela teoria de Euler
Bernoulli como Timoshenko. A base gerada pela resposta dinamica e suas derivadas
até terceira ordem é usada para escrever a solucao da equacao de Euler-Bernoulli ou
Timoshenko. Esta medodologia, introduzida por [5, 6, 7] é usada em vérios trabalhos
relacionados [8, 9, 10] entre outros.

Tsukazan [48] introduz uma formula¢ao matricial em blocos para determinar os
modos e as frequéncias naturais de vigas Euler Bernoulli bi-segmentada. A for-
mulagao em blocos e a base dinamica tém sido usadas também para vigas multi-
segmentadas e com condigdes de contorno intermediarias, [15, 14, 16, 18].

No trabalho de Gallicchio [21] s@o estabelecidas férmulas analiticas para obter a
resposta livre de sistemas vibratorios e estender a aplicabilidade da analise modal
com a utilizacao da resposta impulso matricial e da matriz de transferéncia.

Usando uma formulac¢do matricial Giareta [22] obtém a fungao de Green relativa
a vibracao transversal de vigas descritas pela equagao de Euler-Bernoulli com a
influéncia de uma forga axial e condigoes de contorno classicas.

No trabalho de Jacomini [31] é realizada uma abordagem analitica para o célculo
modal para diversos tipos de vigas com propriedades da secao transversal continuas
sujeitas a condicoes de contorno classicas e nao-classicas.
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Juver [32] obtém as frequéncias naturais e os modos de vibragao de vigas Euler-
Bernoulli com secao transversal quadratica ou linear. A secao transversal variavel
ocasiona que a equagao diferencial apresenta uma singularidade espacial num extremo
devido a rigidez FI da viga ser variavel espacialmente.

Em Bidel [2], a resposta de sistemas invariantes no tempo e sistemas fraca-
mente nao lineares de ordem arbitraria é caracterizada em termos do comportamento
dinamico de um eixo rotor flexivel modelado através da equacao de Euler-Bernoulli
com condigoes de contorno genéricas e desacopladas.

No trabalho de Klein [33] sdo abordados os modelos estruturais de Euler-Bernoulli
e de Timoshenko com condigoes de contorno nao-classicas utilizando a teoria de
semi-grupos de operadores fortemente continuos. Uma expansao assintética é rea-
lizada para a equagao caracteristica dos autovalores no caso de condicoes de contorno
classicas.

Ja& no trabalho de Aseka [1] foi obtida a resposta de sistemas dinamicos com
amortecimento viscoelastico. Também foi analisado o modelo de Timoshenko com
inércia rotatoria e materiais viscoelasticos.

Reyes, [46] realiza um estudo sobre vibra¢oes de uma viga eldstica nao-linear
de Timoshenko sobre a influéncia de forca axial e com uso do método espectral de
Galerkin.

1.4 Organizacao do Trabalho

Este trabalho estd dividido em quatro (4) capitulos.

No Capitulo 1, é apresentada a introducao deste trabalho. A seguir, é descrito o
contexto geral referente ao assunto em questao, ¢ definido os objetivos e justificativas
para o tema escolhido, a seguir faz-se uma breve revisao bibliografica de trabalhos
que utilizam a base dinamica como metodologia.

No capitulo 2, sao apresentados os principais modelos matematicos usados para
modelar vigas. Obtém-se a equacao da viga através da teoria de Euler Bernoulli
utilizando o principio de Hamilton. Apresentamos condi¢oes de contorno classicas e
nao-cléssicas.

No capitulo 3, é descrita a metodologia utilizada na obtencao das frequéncias
naturais e dos modos de vibracao de dois modelos estudados. O primeiro modelo
descreve uma viga Euler-Bernoulli com dois segmentos, sem amortecimento, com
dispositivos anexados num ponto intermediario da viga e na extremidade x = L.
O segundo modelo considera uma viga com atrito viscoso e dispositivos tipo mola,
massa e amortecedor anexados no extremo x = L da viga. Uma vez que o problema
envolve amortecimento viscoso e condi¢oes de contorno nao-cléssicas, a andlise modal
classica, nao é aplicavel diretamente para obtengao de respostas forgadas. Sao obtidas
novas condigoes de ortogonalidade para obtencao da resposta forcada.

No capitulo 4, sao apresentadas as conclusoes da dissertacao.
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1.5 Contribuicao do Trabalho

A base dinamica tem sido utilizada em vérios trabalhos, [1, 2, 10, 12, 15, 21, 22, 31,
32, 33, 49, 48], entre outros, para obter as frequéncias e os modos de vibracao de vigas.
A contribui¢ao principal desta dissertacao é a validagao desta metodologia utilizada
nos problemas apresentados, problemas de vigas modeladas através da teoria de
Euler-Bernoulli, consideradas nao-classicas por incluirem amortecimento viscoso, e
condicoes de contorno nao-classicas. Além disso, para escrever a resposta forcada de
um problema nao classico é obtida uma condicao de ortogonalidade entre os modos
de vibracao diferente daquela onde a analise modal convencional é aplicdvel.
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Capitulo 2

Equacao da Viga Euler-Bernoulli

2.1 Introducao

Neste capitulo serao apresentados trés modelos principais de equacoes para vigas que
aparecem na literatura, [30, 36|, quando estudamos vibracao transversal de vigas.
Faz-se uma breve descricao das hipdteses que devem ser consideradas em cada um
desses modelos.

Uma vez que todo fenomeno de vibragao, envolve energia potencial elastica as-
sociada a deformagao eldstica que o corpo sofre, energia cinética associada a massa
ou elementos inerciais e associada aos amortecedores que dissipam energia mecanica
sob forma de calor, neste capitulo serao introduzidas as equacoes de Lagrange e o
principio de Hamilton. O principio de Hamilton, conhecido na literatura, [20, 34, 37],
como Principio da Minima Acao, estabelece que dentre todas as trajetorias possiveis
no espaco de configuracao, o sistema “escolhe” aquela de minima energia, por isso o
principio de Hamilton também é conhecido como principio da minima agao.

2.2 Modelos Matematicos para a Equacao da Viga

Existem trés modelos principais usados para estudar vibragoes de uma viga: Euler-
Bernoulli, Timoshenko e Vlasov . Abaixo encontra-se uma breve descrigao desses
modelos.

2.2.1 Euler-Bernoulli

Para obter a equagao da viga segundo a teoria de Euler-Bernoulli, algumas hipdteses
devem ser consideradas:

e A dimensao da secao transversal é pequena comparada com o seu comprimento;

e Existéncia de uma linha neutra onde a viga nao sofre nem tracao nem com-
pressao;
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e A viga é de material eldstico e homogéneo;

e As secOes planas permanecem planas apos a deformacgao e a curvatura da viga
¢é assumida pequena;

e Sao desconsideradas as deformagoes por cisalhamento e inércia rotacional.

A equagao neste caso é dada por, [30, 34, 36]

Pw  0? 0w
PAS T+ (E[ 8x2> =0, (2.1)

w : deslocamento transversal
m = pA : distribuicao de massa
p . densidade linear
A . érea da secao transversal
E : modulo de elasticidade de Young
I : momento de inércia.

2.2.2 Vlasov

No modelo de Vlasov o efeito causado pela forga de cisalhamento continua sendo
desprezado, como no modelo de Euler-Bernoulli, porém considera-se o efeito da
inércia rotacional. Neste caso a equagao (2.1) é dada por

Pw  0? 0w *w
PA5E T o (E[ (‘3&:2) P G = (22)

2.2.3 Timoshenko

Neste modelo dois efeitos negligenciados no modelo da viga de Euler-Bernoulli, sao
considerados: a inércia rotacional que se refere a energia cinética produzida pela
rotacao da viga, causada pelo momento fletor e a deformacao de cisalhamento cau-
sada pela forca de cisalhamento. As secoes transversais planas permanecem planas,
mas nao necessariamente perpendiculares ao eixo longitudinal da viga, pois ha um
giro da secao em relagao a essa perpendicular, ocasionado pelo cisalhamento.

A equagao da viga de Timoshenko é dada por, [30, 34, 36]

Pw 0 0w E Mw p*I 0*w
PASE T o (EI 8m2) -l (1 * k:GG) e el T )

onde
ko : coeficiente de cisalhamento

G : médulo de elasticidade transversal
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Nos casos em que as dimensoes da viga nao sao pequenas em comparagao com o
comprimento da viga (vigas curtas), o modelo de Timoshenko é o mais indicado.

Neste trabalho sera utilizado o modelo de Euler-Bernoulli para vigas. A mo-
delagem matematica do sistema é obtida a partir da modelagem fisica. Para isso,
deve-se utilizar técnicas estudadas em dinamica dos corpos rigidos. A seguir, serao
estudadas as equacgoes de Lagrange e o Principio de Hamilton para obter as Equagoes
de Euler-Bernoulli, [20].

2.3 Equacoes de Lagrange

Para obter as equacoes de Lagrange, é necessario encontrar uma expressao para a
energia cinética como funcao do tempo ¢, das coordenadas generalizadas ¢; e das
velocidades generalizadas ¢; (i = 1,...,n) [20]. O sistema de coordenadas general-
izadas é qualquer, uma vez que o lagrangiano é uma funcao escalar e portanto deve
ser invariante perante transformagoes de coordenadas. Sua forma geral é:

1 1 " or o) 1 .
T=— v.v2:_ v _v'i — =3 zz zz 9
QZmr ZZm (_1 8qiq—i_5’t> QZaquk+;aq+ao

v=1 v=1 = i,k=1
(2.4)
aqui os coeficientes a;, a;, ag sao funcoes de t, qq, ..., q, definidas pelas equacoes
N
or, 0r, .
Qi = My —— ,k=1,...n), 2.5
> g e | ) (2.5)
N
or, Ory
a; = Mmy——— (1=1,...,n), 2.6
> g ) (26)

1 & or,\ >

v
ag = = my | =— | - 2.7
=32 (%) (27)

v=1

Da equagao (2.4), a energia cinética de um sistema holonémico, sistemas nos quais as
particulas dependem somente das coordenadas e do tempo, é uma fungao de segundo
grau nas velocidades generalizadas

T == T2 + T1 + To, (28)
onde
I~ .. o
15 = 3 ‘;1 ikGiqr, 11 = ;aiQh Tp = ao. (2.9)
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No caso do sistema scleronomico, no qual somente restrigoes estacionarias sao im-
postas, r, e ¢; sao independentes do tempo, logo,

or,
ot

=0 (v=1,...,N).

Das equagoes (2.6) e (2.7),

ap=0, ;=0 (i=1,...,n)

1 .
=1, = 5 ';1 ik

Assim a energia cinética para um sistema scleronomico aparece na forma de uma
funcao homogénea de segundo grau das velocidades generalizadas.
O sistema linear homogéneo

> awh=0 (i=1,..n), (2.10)
k=1

para
det(a)? =0, (2.11)

tem solugao nao nula.
Multiplicando a equagao (2.10) por \;, somando com respeito a i de 1 até n e
utilizando a férmula (2.5) temos

u N 81" or al " or ’

i,k=1 i,k=1 \v=1

portanto

"L Or,
2 = =1,..,N). 2.1
;Alaqi 0 (v=1,...N) (2.13)

Essas N equacoes podem ser substituidas por 3N equacoes escalares

av av 0z,
Z * i —oz Y "N =0, 28;)\ i=0 (v=1,..,N). (2.14)
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2.4 Principio de Hamilton

Sejam vy, vs,..., v, as coordenadas generalizadas para um sistema de n graus de
liberdade. O movimento de qualquer particula do sistema pode ser descrito em
funcao das coordenadas escolhidas. Para uma particula de massa m, vetor posicao
r, medido da origem do sistema coordenado para esta particula é dado por [34],

r=ux(t)i+y(t)j + z(t)k. (2.15)
onde

x = x(vy, V2 .oy Uy ), (2.16)
Yy = y(vlv V2, 7UTL)7 (2 17)
z = z(v1, V2, ..., Up), (2.18)
r=1r(vy, v .y Up). (2.19)

Da segunda Lei de Newton podemos escrever
F+Xf=mr. (2.20)

onde a soma de F' e Y f é a resultante de todas as forcas externas atuando no sistema.
Integrando os dois lados da equagao (2.20) de r até 75, obtemos

/F~dr+2f~dr:/ mi* - dr. (2.21)
T1

T1

onde Ar representa o vetor entre duas particulas, e o () um produto escalar. O
trabalho realizado pela forga externa é dado por

)
O termo do lado direito da equagao (2.21) é

2 1d 1
/ mi - dr—/ mi - —dt /t méa(r r)dt = §mr e (2.23)

T1 t1

A energia cinética da particula é dada por

T = gmi - (2.24)

A equagao (2.21) agora vem a ser

r2
Wl_,g + Z/ f - dAr = T2 - Tl' (225)

1
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Uma equacao similar pode ser escrita para cada particula do sistema. Quando
todas as equagoes sao adicionadas, considerando que a forca agindo da particula A
para a particula B é igual e oposta a forca atuando da B para A, o trabalho total
realizado pelas forgas internas é zero.

A energia cinética total do sistema é a soma da energia cinética de cada particula,
o trabalho total é a soma do trabalho realizado por todas as forcas externas.

O principio geral do trabalho e energia vem a ser

Wiy =Ty —Th. (2.26)

De (2.26) temos que o trabalho e a energia cinética em qualquer instante sao
funcionais das coordenadas generalizadas.

Cada coordenada generalizada é funcao do tempo, e como tal, variacoes em cada
coordenada generalizada podem ser definidas entre os tempos t; e t. As variagoes
ovy, 0vg, ..., OV, satisfazem

dvug(t1) = ovg(te) =0 k=1:n, (2.27)

A variacao do vetor posicao é

or = r(vy 4 dvy, v + dvg, .oy Uy + 0U,) — 7(V1, Ve, .o, ) = %51}14—%%2—1—...—1—%.
1 2 n
(2.28)

Tomando o produto escalar na equagao (2.20) com a variagao do vetor posigao,
segue que

F-or+ (2f-0Ar) =mi - ir. (2.29)

A variagao no trabalho, usando a defini¢ao da equagao (2.22) é
oW = F - or. (2.30)

O trabalho definido na equagao (2.30) é denominado de trabalho virtual.
Derivando 7 - §r com respeito a t, obtém-se

d d
Loy =7 - L), 2.31
dt(r or) =i -or 47 dt(dr) (2.31)

A ordem da variagao e da diferenciacao podem ser trocadas, isto é, (dy) = d(dy).
Logo a equacao (2.26) pode ser escrita na forma

d
_E(

i or P or) — i - OF, (2.32)
§(i 1) = 6F - 4 7 - OF = 27 - 07 (2.33)
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Substituindo (2.33) em (2.32) e depois na equagao (2.28)

d,. r ..
W + (Xf) - 6Ar = m%(r -Or) =4 (Emr : 7“) . (2.34)

A variacao da energia cinética para a particula é

5T =6 (%mf : f) , (2.35)

logo a equagao (2.34) torna-se

d
0T + W + (2f - 6Ar) = ma(f - 0T). (2.36)
A equagao (2.36) é escrita para uma tnica particula. Uma equagao similar pode
ser escrita para cada particula do sistema. Adicionando todas as equagoes tem-se
que

O trabalho virtual total das forcas entre as particulas é zero.

Forcas externas atuando no sistema podem ser conservativas (mola, gravidade)
ou nao conservativas (amortecedor). O trabalho realizado pelas forgas conservativas
pode ser determinado a partir da energia potencial, V' (vy,vs, ..., v,), tal que dW =

—oV.
O trabalho virtual total é

SW = 6W,. — 8V (2.38)

onde 6W,,. é o trabalho realizado por todas as forcas nao conservativas. Assim a
equacao (2.33) pode ser escrita na forma

d
0T — OV 4+ oW, = ma(f - 0r). (2.39)
Integrando a equagao (2.39) em t, variando em t; e ty, tem-se
to to d
/ (0T — 6V 4 6W,o)dt = / ma(f - or)dt = mr - or|2. (2.40)
t1 t1

As variacoes nas coordenadas generalizadas sao definidas de modo que sejam
iguais a zero em t; e t. Portanto o lado direito da equagao (2.40) é zero, e

to
/ (0T = 8V + W, )dt = 0. (2.41)

t1
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o funcional Lagrangiano é definido como sendo
L=T-V (2.42)

de modo que a equacao definida em (2.41) torna-se

to
/ (0L + oWy )dt = 0. (2.43)

t1

Equacao (2.43) é o Principio estendido de Hamilton.
Se todas as forcas sdo conservativas, dW,. = 0 e a equagao (2.43) é escrita da
forma

to
/ SLdt = 0. (2.44)
t1

Se a ordem da variagao e integragdo podem ser permutadas, a equagao (2.44) é
dada por

to
5/ Ldt = 0, (2.45)
t1

o qual é referido na literatura como Principio de Hamilton, [34].

2.5 Equacao de Euler-Bernoulli

Para obter as equacoes da viga de FEuler-Bernoulli, sera utilizado o Principio de
Hamilton, [30, 34, 36].

A energia potencial para a viga de Euler-Bernoulli de comprimento L, é dada por

1 02w
V= 5/0 EI (8x2) dz, (2.46)

a energia cinética para o elemento diferencial é

ow
dT = —pA ( Qt) dx (2.47)

e a energia cinética total da viga é dada pela equacgao

I ow
T = 5/0 pA < 815) dx. (2.48)

Aplicando o Principio de Hamilton, equagao (2.45) tem-se que

%/: [5/0L0A< 1;> dx—5/ EI(& 2) dx] dt = 0. (2.49)
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dx
| - &«
-
dx
Figura 2.1: Elemento diferencial para viga Euler-Bernoulli

Considerando que, no termo de (2.49), a ordem entre a variagao e a integral possa
ser trocada, obtém-se

%/: [5/0LpA (%‘f) dx] dt = %/tt UOLpA (‘?;:) g(éw)dx} (2.50)

Trocando a ordem na integracao da equagao (2.50) e integrando por partes em

relacao a t, segue que
t=to 2
a—wéw — / ow owdt | dx
ot —t t o
1

ORI

O termo da variacao em t; e ty € igual a zero. Trocando novamente a ordem da

integracao, segue:

Lot (ow ot 0w
A RIS R ey A

Agora considere o termo da energia potencial, e sendo que a ordem da variacao
pode ser trocada temos

A€ R T A Gy ] (= e

Aplicando integracao por partes para a varidvel espacial, obtemos
1/t2 5/ pr (20 4 dt—/ prv) (52 Ldt
2/, 0 a2 ) Jy Ox? ox 0

to a 92w r=L 82 02w
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Substituindo as equagoes (2.52) e (2.54) em (2.49) obtém-se

[ (el
/{ <E 22 (0 t>> <5g_2;(07t))”dt—

[l (EIW))W)M(L,w]}m 255
/ { <a (Efa—» <0,t>6w<o,t>] } g

[ [ 7 () v o

Aplicando o Lema de Dubois-Reymond, [34], onde cada termo da equagao (2.55)
deve ser zero independentemente, vem que

Pw P 0w
pASS 53 (Efam ) =0, (2.56)

a qual é referida como Equacao de Euler-Bernoulli para vigas.

Decorrem naturalmente do Principio de Hamilton as condigoes de contorno

( 2 (EI%)) (0.6) =0 on sw(0,t) =0 .57
(aax (El%)) (L,t) =0 ou dw(L,t)=0 (2.58)
EI ?;2(0 £)=0 ou 6 (g:) (0,£) =0 (2.50)
EI(;Q—Q(L )=0 ou & (?h:) (L,t) =0 (2.60)

Duas condigoes de contorno sao necessarias em cada extremidade da viga. A
geometria do problema, define estas condigoes.
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2.6 Condicoes de Contorno Classicas

Condigoes de contorno classicas, [3, 30], sdo aquelas condigbes que surgem natu-
ralmente a partir da deducao da equagao quando é considerada uma viga de com-
primento L, sem nenhum dispositivo anexado nas extremidades da viga. Para isto
devemos considerar:

a) A deflexao:

w(.,t) (2.61)
b) O giro
ow
— (. 2.62
A (2:62)
¢) O momento Fletor
0*w
EIW<" t) (2.63)
d) A forca de Cisalhamento
9] 0*w
2 (EIaT> » (2.64)

Em todos os casos a seguir, consideramos a viga com condi¢oes de contorno
aplicadas na extremidade z = 0. Analogamente tem-se as condigoes de contorno em
xr=L.

2.6.1 Viga com extremidade Fixa:

W
A

Figura 2.2: Viga fixa em x =0

e Deflexao:
w(0,t) =0 (2.65)
e
e Giro: 9
w
%(O,t) =0. (2.66)
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2.6.2 Viga com extremidade Livre:

e Momento Fletor:

X=0

Figura 2.3: Viga livrte em z = 0

9*w

e Forca de cisalhamento:

0 0*w

2.6.3 Viga com extremidade Apoiada:

e Deflexao:

e Momento Fletor:

| S

Figura 2.4: Viga apoiada em x = 0

w(0,4) = 0 (2.69)
0w
EIS5(0.1) =0, (2.70)
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2.6.4 Viga com extremidade Deslizante:

<

e Giro: 5
w
—(0,) =0 2.71
(0.1 2.1)
e
e Forca de cisalhamento:
0 0w

A fim de ilustracao, consideremos alguns exemplos de vigas com condigoes de
contorno classicas:

e O movimento transversal para uma viga fixa-livre de comprimento L, tem
condicoes de contorno em z = 0 e em x = L dadas por:

r=0: w(0,t) =0 e g—;U(O, t)=0. (2.73)
2.0 0 82’(1)
v=Li BIGH(LO=0 o o (EIW) o =0, (2.74)
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e O movimento transversal para uma viga livre-apoiada, conforme Figura (2.7)
tem condigoes de contorno em x =0 e em x = L dadas por:

Figura 2.7: Viga livre-apoiada

ox \ " or?
=L (L,t)=0 E[aQ—w(L £)y=0 (2.76)
r=1L: w(L,t) = e 5z (Lo t) = 0. .

0 0?
r=0: E[%(O,t) =0 € <EI w) |(0,t) =0. (275)

2.7 Condicoes de Contorno Nao-classicas

Condigoes de contorno nao classicas, [30, 34, 36], surgem naturalmente a partir de
principios fisicos quando considera-se, por exemplo, uma massa, uma mola ou um
amortecedor anexados em um dos extremos da viga. Nos casos a seguir, considera-se
alguns exemplos de vigas com condicoes de contorno nao classicas na extremidade
x = 0 da viga.

2.7.1 Viga com uma mola anexada na extremidade = = 0:

Na figura (2.8), temos uma mola anexada na extremidade = = 0 da viga.

<

=

xX=0

Figura 2.8: Viga com mola em x =0

As condigoes de contorno nao classicas sao dadas por

0 0%w
9 <Efw) 0.y = —kw(0, 1) (2.77)
€ 62
w
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2.7.2 Viga com um amortecedor anexado na extremidade
x = 0:

Na figura (2.9), temos uma viga com um amortecedor anexado na extremidade = = 0.

g

(a4

I_;_l

Xx=0
Figura 2.9: Viga com amortecedor em z = (

Neste caso as condicoes de contorno nao classicas sao

0 0w ow
9 (Ef@) |0y = —c75(0,1) (2.79)
(§ 82
w
Z = 0. 2.
BISZ(0.1) =0 (2.80)

2.7.3 Viga com uma massa anexada na extremidade z = 0:

Na figura (2.10), apresenta uma viga com uma massa anexada em x = 0.

M g

Figura 2.10: Viga com massa em x = 0

As condigoes de contorno nao classicas sao

0 *w 0*w
(&4 82
w
El— =0. 2.82
5 (0.)=0 (2.82)
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Capitulo 3

Modelos de Vigas Euler-Bernoulli

3.1 Introducao

Neste capitulo, sao obtidos os modos de vibracao para dois modelos de vigas Euler-
Bernoulli. No primeiro, considera-se uma viga Euler-Bernoulli de comprimento L
fixa em x = 0, bi-segmentada com um dispositivo num ponto intermediario da viga
e uma massa anexada na extremidade x = L. Sao comparados os modos de vibracao
da viga sem dispositivos anexados e com os dispositivos de rigidez e massa anexados.
No segundo modelo é considerada uma viga Euler-Bernoulli fixa em z = 0 com
amortecimento viscoso e dispositivos, tais como massa, mola e amortecimento, ane-
xados no extremo x = L da viga. Sao comparados os modos de vibracao da viga sem
amortecimento, com e sem dispositivos anexados. Nos dois modelos utilizamos uma
metodologia em blocos para as condicoes de contorno e a matriz base de solucoes. O
uso da base dinamica para escrever a solucao da equagao modal, simplifica os célculos
na obtencao das frequéncias. O método utilizado é descrito no primeiro modelo. Por
este motivo, omitimos seu desenvolvimento no segundo modelo.

3.2 Um Modelo de Viga Euler-Bernoulli Segmen-
tada com Dispositivos Anexados em um Ponto
Intermediario e em x=L

3.2.1 Descricao do modelo

Considera-se uma viga de Euler-Bernoulli de comprimento L, bi-segmentada com
um dispositivo no ponto intermediério da viga, [25] como mostra na Figura (3.1). O
movimento flexural da viga é representado por w;(t,z) com [x;_y,x;], j=1:2.
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I

El, m

Figura 3.1: Viga fixa-livre com dispositivos em x=L

Aqui M denota o valor da massa anexada na extremidade livre e K, é o coeficiente
de rigidez anexado em x = z =L, 0 < n < 1. Em cada segmento da viga, tem-se,
segundo a teoria de Euler-Bernoulli discutida no capitulo anterior, as equagoes:

0w (L, ) Ow (t, )
MIT + GIT + Klwl(t,x) =0 (31)
e
D*wo(t, ) dws(t, )
MQT + GQT + KQZUQ(t, (L’) =0 (32)

onde M;, C; e X;, j = 1,2 sao os coeficientes de massa, amortecimento e rigidez,
respectivamente, sendo

Ml =mq = p1A1 (& MQ = M9 = pgAg (33)
02 02 02 02

Considera-se neste trabalho o caso particular da viga com se¢oes uniformes. Neste
caso, o operador K, com k; constante ¢ dado por,

o o
XKi=k—=EIL— 3.5
P 9t M 9t (8:5)
e
o o
Ko = ko— = — 3.6
2T 2 00t 272 0at (36)
Ml =my, Mg = MMy (37)
onde, para j = 1,2,
e [J;, denota modulo de elasticidade de Young,
e [;, denota o momento de inércia,
e m; = p;jA;, sendo que p; denota a densidade linear e A; a drea da segao

transversal.
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3.2.2 Analise modal

Mesmo na auséncia de forgas externas um sistema ainda é capaz de vibrar, devido
as condigoes inicias impostas a ele. Vibragoes livres sao obtidas supondo

wy = eMNX(x) e wy = eMXy(x) (3.8)

que substituindo nas equagoes homogéneas (3.1) e (3.2)

0w (t, x ow, (t,
Ml(,;—t(z) + el% + Kywi (t,2) =0 (3.9)
) Puslt,a) | duslt, )
wa(t, wa (T, T
J\@# + egg—t + Kows(t,2) =0 (3.10)
resulta,
(MuA* + A+ Kp) Xi(z) =0 (3.11)
e
(MA? + CoX 4 Ks) Xo(z) =0 (3.12)
Da equacao da viga Euler-Bernoulli
pAii; + ETw!" =0 (3.13)
pAiiy + ETwy =0 (3.14)
usando (3.8) tem-se
X1 () — e X () = 0 (3.15)
e .
X, (2) — e Xo(2) = 0 (3.16)
onde £; e €5 sao dependentes de A\ e dados por
A p2Aa
g2 = _Pfe e2 = T2 2)\2 3.17

A solucao para (3.15) e (3.16) em cada segmento pode ser escrita como com-
binacao linear de uma base

Xi(z) = dy1d1(z) + dor o1 (2) + ds1dps1 (v) + danpar = Y1 (z)dy (3.18)
e
Xo(1) = d12¢12(x) + dozdoa () + d32¢32(2) + danpas = Vo(x)dy (3.19)
onde as bases de solucoes para cada segmento sao dadas por
V1 = P1(x, A) = [d11(2), ¢a1 (), d31(x), Par ()] (3.20)
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Yo = Pa(x, A) = [$12(2), P22 (), P32(7), Paa ()], (3.21)

sao base de solucoes para (3.9) e (3.10), respectivamente em cada segmento. d; é o
vetor coluna com componentes di;, dsj, ds;, dsj, €

dlj
d; = : (3.22)

A base de solugoes 1;, nas equagoes (3.15) e (3.16) depende do parametro A
correspondente a vibragao livre.

Condigoes de contorno genéricas, classicas ou nao-classicas, em z = 0 ez = L
podem ser escritas na forma [48]

AnXi(0) + B X1'(0) + Cu Xy" + D X1, (0) = 0,
A12X1 (0) —|— 312X1/(O) —|— Cnglll(()) —|— D12X1/”(0) - 0,
(3.23)
A Xo(L) 4+ By X5/ (L) + Co1 X" (L) + Doy X5 (L) = 0,
AQQXQ(L) + BQQX2,<L) + 022X2//L + DQQXQ/”<L) =0

Impondo condicoes de continuidade intermedidrias para o ponto = x; podemos
escrever de modo geral a seguinte formulagao, para X;, j =1 : 2,

EnYX;(a5) + FuP X, (25) + GuY X" (05) + Hu VX' (25) =
B X1 () + FaD X! (25) + G X1 (37) + HiD X! (),
EnDX;(25) + PP X (25) + GV X" () + Ha VX' (25) =
En" Xy () + FoV X[ (1) + G P XT (25) + Hao W XL (),
By DX (x;) + F3 VX[ (25) + G W X" (25) + Hs Y )X”/(%)

B3V X0 (x)) + Faa " X1 (1)) + G XY (25) + Hp D X (25),
EnVX;(x)) + FuV X} (25) + GV X" () + Ha VX' (a)) =

EpY X (x;) + Fi" X[ () + GV X (25) + HeV X (x5), j=1:2.
(3.24)
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E possivel resolver o problema usando uma formulagao matricial em blocos, tanto
para as condicoes de contorno em x = 0, x = L, em um ponto intermediario da viga,
x = x; como para a base de solucoes.

3.2.3 Formulacao em blocos

Para a viga considerada, com dois segmentos, as condi¢oes de contorno nao classicas
do problema espacial nos pontos © = g =0 e © = x5 = L de acordo com (3.23) sao
dadas por

X1(0) = X/(0) =0, Xy(L)=0, EIXJ' (L)~ MNX,(L)=0. (3.25)
e as condigoes de continuidade para o ponto x = x; de acordo com (3.24), sao:
Xi(21) = Xo(21)
X'i(z1) = X'a(21)
(3.26)
ke ki X1 (1) = X "o (1)

kg_lkl(Xml)(fL‘l) — k’g_lKeXl(fL'l) = X,/,Q(l‘l).

Introduzindo a formulagao em blocos, [48] os blocos correspondentes as condigoes
de contorno em x = 0 e x = L sao dados respectivamente por:

100 0
n-[1 000 aam
(§
0 01 0
BL:{-MA? 00 E[} (3.28)

Para uma mola anexada no ponto intermedidrio, x = x; com constante de rigidez
K. a formulagao matricial em blocos é dada por

1 0 0 0
0 1 0 0
B = 0 0 ky'ky 0 (3.29)
—k 'K, 0 0 ko tky
e
1 000
0100
By = 00 10 (3.30)
0001
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A matriz base de solugoes também pode ser escrita na forma matricial em blocos
por

]'@) %J’(x ¢3f'<x> czsfj”(‘"”))  d=12 63D

P15 )
¢lj//l(w) 2J///(‘%) 3]/I/(x,) 4]”/(.%

oj(z) =

onde
[¢11($)7¢21($),¢31($),¢41(9C)] € [¢12(37)>¢22(37)7¢32(33),¢42(93)]

sao bases de solucbes para o primeiro e segundo segmentos, respectivamente. As
linhas com derivadas em (3.31) sao devido as equagoes (3.23) e (3.24).

Assim a matriz das condicoes de contorno, contendo as matrizes em blocos nos
pontos x = 0, z = z; e x = L, e a matriz das bases de solu¢oes contendo as matrizes
em blocos nos pontos x = 0, x = x; e x = L, sao dadas, respectivamente por

By O 0 0
B - 0 Bll —Bgl 0 (332)
0 0 0 B

d)l((O)) 0

| o 0

b= 0 ¢2(21) (3.33)
0 ¢(L)

Usando (3.31) para expandir os quatro blocos da matriz base de solugoes acima,
temos

$11(0)  @21(0)  @31(0)  ¢41(0) 0 0 0 0
1(0)  ¢5(0)  ¢5,(0) ¢4, (0) 0 0 0 0
1(0)  ¢5,(0)  ¢5,(0)  #41(0) 0 0 0 0
1100)  ¢5:(0)  ¢51(0)  #11(0) 0 0 0 0
(1511(3?1) ¢21(x1) ¢31(331) ¢41(3?1) 0 0 0 0
n(@) ¢y (1) d5(w1) @) 0 0 0 0
ni(w1) d9(21) d5i (1) & (1) 0 0 0 0
o— | D) on(e) o) dh(e) 0 0 0 0
0 0 0 0 Pr12(x1) P2a(T1) P32(T1) Paz(x1)
0 0 0 0 12(71)  Pho(m1)  P5a(w1)  Plp(w1)
0 0 0 0 12(71)  @oa(w1) P5a(w1) Pla(w1)
0 0 0 0 1a(z1) (1) d5p(z1) Pa(a1)
0 0 0 0 P12(L)  ¢aa(L)  P32(L)  daa(L)
0 0 0 0 12(L)  d5e(L)  @5(L)  dp(L)
0 0 0 0 12(L)  d55(L)  @55(L)  dip(L)
|0 0 0 0 (L) ¢5(L)  @5(L)  ¢is(L)
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A substituicao das solugoes das equagoes

O*w;(t, x)
ot?

Ow;(t, )

M; €5 Kt ) =0, j=1:2 (3.35)

dadas respectivamente por (3.18) e (3.19), nas respectivas equagoes de quarta ordem
X;(x) — 4 X;(x) =0, j=1:2 (3.36)

junto com as condigoes de contorno, geram um sistema algébrico, que pode ser escrito
na forma matricial como

B®d =0 onde U = B9. (3.37)
Solugoes nao-nulas para
Bdd =0
sao obtidas quando
det(U) =0 (3.38)

3.2.4 A Base fundamental

A base classica ou espectral de Euler-Bernoulli para a equagao de quarta ordem,

X () —*X(x) =0 (3.39)
onde "
4 P9
=——A 4
£ i (3.40)

é construida usando as raizes e, +ie do polindomio caracteristico s* —e* = 0, neste
caso dada por
U = [sin(ex), cos(ex), sinh(ex), cosh(ex)]. (3.41)

Pode-se escolher, convenientemente uma base que produz um maior ntimero de
zeros na matriz (3.34), com o objetivo de simplificar a resolugao do sistema B®d = 0.
Para isto, escolhemos como base h(z) e suas derivadas até terceira ordem, isto é,
[h(z), W (x), h" (x), h""(z)] onde h(x) é a solu¢ao fundamental do problema de valor
inicial, [11]
R (z) — e*h(z) = 0,
(3.42)
h(0) =0, R'(0)=0, A"(0)=0, R"(0)=1,

4 _ _ pAn2
com g* = EI>\‘
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Nestas condi¢oes h(z) tem a seguinte representacao

sinh(ex) — sin(ex)

h(z) = = (3.43)
h(z) é dependente do parametro ¢, que depende de A na equacao de quarta ordem
. A
X () — et X(2) =0, &f=-L2N2 (3.44)
ET
A base
¢ = [h(x),h'(x),h" (z), " (x)] (3.45)
¢ denominada base dinamica.
Para descrever a solugao no primeiro segmento X;(x) consideramos
A
D1(w,21) = [hz,20), W (@, 20), W (2, 0), W (,e)], - ed = —H200,
111
para o segundo segmento X,(z) tomamos a base transladada
A
(I)Q(l’, 52) = [h(l‘-l’l, 82), ]’L,((L’—ZL'l, 82), h//(l‘—ﬂ?l, 82), hm(l'—Il, 62)], 83 = —%)\2
242

O modo X (z) é entao dado por

o Xl(x)7 nggxl
X(x) = { Xo(x), 21 <z <L.

Para representar a matriz (3.34) em termos da base dinamica usamos a notagao
GV (@) = WD (g —ayye), i, j=1:4, k=1:2. (3.46)

Das condigoes de contorno do problema de valor inicial (3.42), juntamente com
(3.46) o primeiro bloco em (3.33) é dado por

¢1(0) = (3.47)

_ o O O
O = O O
OO = O
o O O

usando a mesma notagao nos outros blocos obtém-se que a matriz (3.34) tem um
nimero maior de zeros. Usando (3.46), segue

0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
h(z —x1) ' (z — x1) h'(z — 21) ' (x — x1) 0 0 0 0
h (x —x1) h (z — x1) h{/’(zle) h(i’w(zle) 0 0 0 0
h (z — x1) h'_”(zle) h(“’)(zle) h(“‘)(zle) 0 0 0 0
B (z —z1) KUY (z—2q) h(v)(x—xl) RV (2 — zq) 0 0 0 0
& = 0 0 0 0 h(z — x1) A (z — z1) h' (x — x1) " (x — x1)
0 0 0 0 h (z — x1) h (z — x1) hl‘”(zfml) h(w)(z —z1)
0 0 0 0 h'(z — x1) h/‘”(:tfcl;l) h(“’)(mfml) h(”_)(:cfwl)
0 0 0 0 ' (x —x1) h(“’>(:c—acl) R (2 — 21) h<“")(ac—:cl)
0 0 0 0 h(L — z1) R (L — z1) h'(L — z1) R (L — x1)
0 0 0 0 R/ (L — x1) R (L — x1) R(L—w1)  hUY(L — )
0 0 0 0 R/(L —xy) AL —=21) RUN(L—x) RO(L—z)
0 0 0 0 RY(L —z1) RUOY(L—z) AL —=z) KOD(L -2

(3.48)
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3.2.5 Simulacoes - Modelo de viga Euler-Bernoulli segmen-
tada com dispositivos anexados em um ponto inter-
mediario e em x=L

AS simulagées abaixo referem—se a0 modelo dado na Figura (31), para uma viga
uniforme, de lIlOdO que
1 m
4 2 2
AN = — )2 4

Foram utilizados os valores dos parametros L = n = %, G, = G =0,

L,
EI = (7 x 10@%% em = O.675l:n—g dados em [27] e para diversos valores
de ak. e By dados em [25], onde ag, = £ e By = 2.

Nas Tabelas (3.1) - (3.7) tem-se as cinco (5) primeiras frequéncias da viga €;,j =
1 : 5 calculadas pelo método proposto neste trabalho e a frequéncia fundamental da
viga, €1, calculada por [25].

Na Tabela (3.1) temos os valores de €j, j = 1:5 obtidos quando fizemos ag. = 0
(S ﬁ v = 0.

A Tabela (3.2) temos os valores de ¢;, j = 1: 5 obtidos quando fizemos ag. = 0.5

Na Tabela (3.3) temos os valores de €;, j = 1 : 5 obtidos quando fizemos
age = 1.5 e By = 8.0.

A Tabela (3.4) se refere aos resultados para akx. = 3.0 e 5y = 10.0.

A Tabela (3.5) se refere aos resultados para ax., = 5.0 e Gy = 0.

A Tabela (3.6) se refere aos resultados para ag. = 0 e Gy = 10.0.
A Tabela (3.7) se refere aos resultados para akx., = 8.0 e 5y = 15.0.

As Tabelas (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) e (3.6) apresentam na primeira coluna as
cinco (5) primeiras frequéncias naturais do problema (g;, j=1,2, ...,5), obtidas neste
trabalho. Na segunda coluna tem-se a frequéncia fundamental da viga obtida por
Giirgoze, [25]. Quando comparadas as frequéncias fundamentais, observa-se exce-
lente concordancia.

Os resultados mostrados nas Tabelas (3.5) e (3.7) est@o representados em todas
as figuras nos gréficos (d) e (f), respectivamente. Observa-se que para ag. = 5.0 e
By = 0 os modos de vibragao da viga comportam-se como os modos de uma viga
fixa-livre. Para 3y = 8.0 e ag. = 15.0 os modos de vibracao da viga comportam-se
como os modos de uma viga fixa-fixa.
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10.99538272 -
14.13668691 -

j  Método Proposto [25]

1 1.875104069 1.875104
2 4.694091092 -

3 7.854756506 -

4

)

Tabela 3.1: Valores de ¢; para ag. =0, By =0

j  Método Proposto [25]

1 1.253102075 1.253102
2 4.035052521 -

3
4

7.134227098 -
10.26803395 -
) 13.38647078 -

Tabela 3.2: Valores de ¢; para ag. = 0.5, By = 1.0

Método Proposto [25]
0.7861137428 0.786114
3.954062645 -
7.077693321 -
10.21676489 -
13.34698348 -

W Ut W N .

Tabela 3.3: Valores de €; para oy = 1.5, By = 8.0

Método Proposto [25]
0.7527451668 0.752745
3.963772833 =
7.076294603 -
10.21620157 -
13.35412515 -

Tk W N .

Tabela 3.4: Valores de €; para oy, = 3.0, Sy = 10.0
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j  Método Proposto
1 1.955310946

2 4.718615315

3 7.854761807

4

10.99713927
) 14.15332787

Tabela 3.5: Valores de €; para oy = 5.0, By =0

Método Proposto [25]
0.7357819194 0.735782
3.938465833
7.075615372
10.21620157
13.35304501

W N S,

(S8

Tabela 3.6: Valores de ¢; para ag. = 0, By = 10.0

Método Proposto
0.7034355231
4.001117219
7.075111045
10.21650647
13.35550918

Tk W N .

Tabela 3.7: Valores de €; para oy, = 8.0, By = 15.0
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Em todas as figuras abaixo segue-se a sequéncia das tabelas descritas a seguir:
e Figura(a) associada a Tabela (3.2);
e Figura(b)associada a Tabela (3.3);

(
(
e Figura(c) associada a Tabela (3.4);
e Figura(d) associada a Tabela (3.5);
(
(

e Figura(e) associada a Tabela (3.6);
e Figura(f) associada a Tabela (3.7).

Nas figuras a seguir, Figuras (3.2) e (3.3) tem-se representado o primeiro modo de
vibragao da viga, Figuras (3.4) e (3.5) tem-se o segundo modo de vibragao, Figuras
(3.6) e (3.7) tem-se o terceiro modo de vibragao e nas Figuras (3.8) e (3.9) tem-se
o quarto modo de vibracgao, nas quais a linha pontilhada, ilustra os resultados para
age = 0e By = 0, ou seja, para a viga fixa livre sem dispositivos anexados. A linha
continua representa o primeiro modo de vibragao da viga com dispositivos anexados,
para diversos valores de ag. e Oy.

A linha continua representa a viga com dispositivos anexados com valores: Nas
Figuras (3.2)(a), (3.4)(a), (3.6)(a) e (3.8)(a), axe = 0.5 e By =1,
3.2)(b), (3. )) )+(3.6)(b ; e (3.8) )) axe = 1.5 e By = 8.0,

( (b

(3.2)(c), (3.4)(c), (3.6)(c) e (3.8)(c) akxe = 3.0 e By = 10.0,

(3.3)(d), (3:5)(d), (3.7)(d) e (3.9)(d), axe = 5.0 e By = 0,

(3.3)(e), (3.5)(e), (3.7)(e) e (3.9)(e), axe = 0 e By = 10.0 e em (3.3)(f), (3.5)(f),
(3.7)(f) e (3.9)(f) age. = 8.0 e By = 15.0.

Nas Figuras (3.3)(d), (3.5)(d), (3.7)(d) e (3.9)(d) a linha pontilhada ilustra
o primeiro, segundo, terceiro e quarto modos de vibracgao, respectivamente para
age =0 e By =0, e a linha continua representa os mesmos modos para agx, = 5.0
e By = 0. Observa-se uma pequena diferenca no primeiro modo de vibragao, Figura
(3.3)(d). Nas Figuras (3.5)(d), (3.7)(d) e (3.9)(d) tem-se, respectivamente, o se-
gundo, terceiro e quarto modos de vibracao. Observa-se que sao praticamente
idénticos.
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X (x) 14

X 14

Figura 3.2: Primeiro modo de vibragao - (a), (b), (¢): (linha pontilhada) viga fixa-
livre sem dispositivos anexados; (linha continua) viga fixa com dispositivos anexados.
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(o) T T T T 1
(o] 0,2 0.4 0.6 0.8 1
x
* o Ke=0 , BM=0 o Ke=0 , BM=10.0
(e)
2 -
1,5
X® 1
0,5
0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

seen 0, =0.B, =0 =—— o, =8.0,B, =150

(f)

Figura 3.3: Primeiro modo de vibracao - (d), (e), (f): (linha pontilhada) viga fixa-
livre sem dispositivos anexados; (linha continua) viga fixa com dispositivos anexados.
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Figura 3.4: Segundo modo de vibragao - (a), (b), (¢): (linha pontilhada) viga fixa-
livre sem dispositivos anexados; (linha continua) viga fixa com dispositivos anexados.
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Figura 3.5: Segundo modo de vibragao - (d), (e), (f): (linha pontilhada) viga fixa-livre
sem dispositivos anexados; (linha continua) viga fixa com dispositivos anexados.
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Figura 3.6: Terceiro modo de vibragao - (a), (b), (¢): (linha pontilhada) viga fixa-livre

sem dispositivos anexados; (linha continua) viga fixa com dispositivos anexados.
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Figura 3.7: Terceiro modo de vibragao - (d), (e), (f): (linha pontilhada) viga fixa-livre

sem dispositivos anexados; (linha continua) viga fixa com dispositivos anexados.
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Figura 3.8: Quarto modo de vibragao - (a), (b), (¢): (linha pontilhada) viga fixa-livre
sem dispositivos anexados; (linha continua) viga fixa com dispositivos anexados.
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Figura 3.9: Quarto modo de vibragao - (d), (e), (f): (linha pontilhada) viga fixa-livre
sem dispositivos anexados; (linha continua) viga fixa com dispositivos anexados
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3.3 Um Modelo de Viga Euler-Bernoulli com
Amortecimento Viscoso e Dispositivos
Anexados em x=L

3.3.1 Descricao do modelo

Considera-se aqui uma viga com amortecimento viscoso fixa em z = 0 e de compri-
mento L. Na viga é anexado na extremidade x = L, dispositivos tipo massa, mola e
amortecedor, [50], conforme Figura (3.10).

| F
M

m,o, EI

AN NN

K3l

L

Figura 3.10: Viga fixa em x=0 e com dispositivos em x=L

O deslocamento transversal da viga w(t, z), incluindo o efeito do amortecimento
é dado por

2w(t, x w(t, x Aw
J\/[8 8<t2, )+Ga (gt’ )+ﬂ<gx4 =0, 0O<z<lL, (3.50)
onde
m massa por unidade de comprimento
pA =m p: densidade linear, A: area da secao transversal
E modulo de Young
1 momento de inércia
o amortecimento viscoso

w(z,t)  deslocamento transversal da viga

x variavel espacial

t variavel temporal

M massa anexada em x = L

K mola anexada em x = L

C constante de amortecimento em x = L
F(t) forga externa
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As condigoes de contorno referentes ao problema sao

w(t,0) =0, w,(t,0) =0,
Wy (t, L) = 0, Elw,.(t, L) = Mwy(t, L) + Cw(t, L) + Kw(t, L),
onde a massa, M, a constante de amortecimento viscoso C' e a constante de rigidez
da mola K, representam os dispositivos anexados na extremidade x = L da viga.

Vibragoes livres podem ser obtidas assumindo que as solugoes para (3.50) sao da
forma

w(t,r) = eMX(z), x€]0,L]
obtém-se uma equacao diferencial ordinaria de quarta ordem dada por
X (z) —etX () =0, z€][0,L], (3.51)
onde
el=—(a+ A0\, a=— ¢ [B=-—
e com condicgoes de contorno dadas por
X(0)=0, X'(0)=0,
X"(L)=0, EIX"(L)=(MN+C\+K)X(L). (3.52)

Usando a mesma metodologia da segao anterior, escrevemos a solugao para (3.51)
em termos da base dinamica [5, 7, 18],

®(x) = [h(x) W' (z) W' (x) K" ()], (3.53)
isto é,
X(z) = e1h(z) + b/ () + esh” (x) + cah” (x) = O(x)C, (3.54)

onde C é um vetor de ordem (4 x 1) de componentes ¢y, ¢o, c3, ¢4, € h(z) é denominada
solucao fundamental, solucao do problema de valor inicial

R (z) — e*h(z) = 0,

h(0) =0, B'(0) =0, h"(0) =0, 1" (0) = 1. (3.55)

As condigoes de contorno da viga em x = 0 e as condigoes iniciais da equagao
que envolve a solugao fundamental (3.55), implicam que ¢3 = ¢4 = 0 e portanto a
equagao modal (3.54) fica reduzida a

X(x) = e1h(z) + coh/(z).
Condigoes de contorno classicas ou nao-classicas podem ser escritas na forma

AllX(O) —|— BllX/<O) —|— CllX”(O) —|— DllX///(()) - 0,

A15X(0) + B12X'(0) + C12X"(0) + D12 X"(0) = 0, (3.56)
A21X<L) + BQlX,(L) + 021X”<L) + D21XW(L> — 0, ’
A X (L) + By X'(L) + CuX"(L) + Dy X" (L) = 0.
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Uma formulagao matricial em blocos para as matrizes das condigoes de contorno
By em x =0, By em x = L, e para a matriz da base de solugdes ® dada por (3.53),
pode ser escrita na forma

g _ (1000 B _ 0 01 0
°=\o0o 100 ) E=\ XM - )XC—-K 0 0 EI

| AR A A
(I)(x) = h”(x) h”’(a:) 64h($) E4h/(fL‘)
R"(x) €eh(z) eh(z) €h'(x)

(05 ) e (G)

onde ®(0) e ®(L) sao as matrizes da base de solugoes em z = 0 e x = L, respecti-
vamente, e as matrizes 0, denotam matrizes nulas de ordem (2 x 4).
Substituindo (3.54) em (3.56), obtemos um sistema linear dependente de A

UNC = 0, (3.57)

para o vetor C = (¢y, ¢9, 3, ¢4) de ordem (4 x 1).

A matriz U = B® ¢é de ordem (4 x 4), B é a matriz que carrega informacoes
acerca das condigoes de contorno de ordem (4 x 8) e ® é a matriz formada pela base
de solugoes nos extremos x =0 e x = L, de ordem (8 x 4).

Resolvendo U = B®, em x =0 e x = L, obtemos

0 0 0 1

0 0 1 0
K'(L) W"(L) €h(L) En(L) |
L, Lo Ls Ly

onde

—(N*M + \C + K)h(L) + EIh" (L),

—(AN*M + \C + K)W(L) + eEIh(L),
Ly = —(NM +XC+ K)W'(L)+eEIR (L),

—(\M + X\C + K)W"(L) + eEIR"(L).

Solugdes nao nulas para (3.57) sao obtidas a partir da equagao caracteristica

det(U) = 0.
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3.3.2 Resposta Forcada

A resposta forgada para problema dado pela figura (3.10), com ¢ =0, C = K = 0,
se reduz ao calculo da solugao da equacgao

ETwypee(x,t) + mii(z, t) = F(t), (3.58)

onde W é a derivada segunda de w(z,t) em relagdo ao tempo e F(t) é uma forga
externa aplicada em x = L e as condigoes de contorno sao dadas por

w(0,t) =
Wye (L, t)

0, w,(0,) =0,
0,  Elw(L,t) = Mi(z,1). (3.59)

O problema dado pela equagao (3.58) pode ser escrito na forma

Muwy + Kw = f(t, ) (3.60)
onde os operadores diferenciais espaciais M, K e f sdao expressos por
9
M =m, JC:EI@, f(t,z) = F(t). (3.61)

Uma vez que o problema é nao-classico devido a massa M anexada na extremi-
dade x = L da viga, ou seja, tem-se um problema com condigoes de contorno nao
classicas, a andlise modal convencional nao ¢é diretamente aplicavel. Neste caso,
torna-se necessario estabelecer relacoes de ortogonalidade para as autofuncgoes, que
desacoplem a equacao original do sistema.

A equagado modal associada a equagdo homogénea em (3.58) é dada por

X®(2) - 3*X(2) =0, (3.62)
onde m
= )\ .
Bt= - (3.63)
e com condicoes de contorno dadas por
X(0)=0, X'(0)=0,
X"(L)=0, EIX"(L)=MNX(L). (3.64)

Considere-se as equacoes modais para os modos X; e X, respectivamente,

. m
X,"(2) - B ' X;(x) =0, B'= —E)\? (3.65)

e , m
X0 () = B X5(2) =0, B = =52 (3.66)
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Multiplicando a equagao (3.65) por X;(z), a equagao (3.66) por X;(z), integrando
ambas as equagoes de 0 a L e usando as condigdes de contorno em z = 0 (3.64),
segue-se

/X X @ie =5t [ X)X =0, @67

/ X ( x)dx — (3 / Xi(x = 0. (3.68)

Usando a condi¢ao de contorno EIX}' (L) = MA; X (L), k = i,j nas equagoes
(3.67) e (3.68), tem-se depois de algumas manlpula(;oes algébricas a relagao de or-
togonalidade entre os modos que deve ser usadas para desacoplar o problema (3.60)
com condigoes de contorno (3.59)

M
/ Xi(x ) dx + X (L)X;(L)=0, i#j (3.69)
Supondo uma solugao aproximada para a equagao (3.58) pelo método de Galerkin,

tem-se
r) =Y n(t) X, (2) (3.70)

onde, X,(z) sdo os modos da viga fixa com massa anexada na extremidade = = L.
Substituindo (3.70) em (3.58) com F'(t) = f(t,z), obtemos

ELY ()X, (z) +m Y iin(t) X, (x) = f(t, ). (3.71)
r=1 r=1
Define-se o produto interno
L M
0
e X, ()
onde
2 M 2

| X:]| = X ) dx + —(X(L)) . (3.74)

Tomando o produto interno (3.72) em (3.71), tem-se

n

Z[(Efm(t)Xi(i”)(fB),Xj(ﬂf)>+<mﬁi(t)Xi(ﬂf),Xj($)> = (f(t,2), X;(2)),  (3.75)

i=1
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ou, equivalentemente

n

Z (Efﬁflm + mm) <Xi7Xj> - <f(t,$),Xj($)> =0, 1# 7, (376>

De (3.73), tem-se
(f(t,x), Xi(x)) _ (f(t,2), Xi(x))

EIB*; ;= = , 3.77
O i = @ X)) T X (3:77)
o BIG  {(f(ta), X))
. i . s L)y AT
ni + ni = mIxE (3.78)
Pela substitui¢ao de (3.63),
m
Bt = =7 (3.79)
em (3.78), obtém-se
il — Ni*mi = G(t, ), (3.80)
one (L), X())
L)y Aill)) -~
Glta) = e = Gil) (3.81)
(] I M
(f(t,x), Xi(z)) = /0 f(t,z)X;(x)dr + Ef(t’ LYX;(L)dzx. (3.82)

Com a hip6tese de frequéncias naturais, w = Ai, tem-se de (3.80) e (3.81) que
ii; + w’n; = G(t, ) = Gy(t). (3.83)

A solugao da equagao diferencial (3.83) com condigoes iniciais nulas, isto é,
n(0) =0, n(0) =0, é dada em termos de uma convolucdo, [5, 7], isto é,

ni(t) = /O ha(t — 7)Ga(r) dr, (3.84)
onde
hi(t) = w w2 = —\2 (3.85)

¢ a solugao dinamica ou resposta impulso, solu¢cao do problema de valor inicial



Desta forma a resposta forcada, w(t, z), para o problema dado na equagao (3.58)
com F(t) = f(t,x) é obtida substituindo (3.84) em (3.70), e dada por

n

wit,r) =3 ( /0 Chalt — T)Gi@)df) X, (2) (3.86)

i=1

/ (Zh (t—7)G )dTX( ). (3.87)

Usando o produto interno dado na equagao (3.72) e a equagao (3.81), tem-se

Jy 17, X (€)de + Y (7, ) X,(L)

Gilr) = mHX E

(3.88)

Substituindo (3.88) em (3.87) segue

/(Zh (= S OX mi|d)§l(+ﬁ5<r,L>Xi<L>> X@) (3.59)

A fungao delta de Dirac, satisfaz a seguinte propriedade: [36]

/O F@)S(x — L)dz = f(L). (3.90)

Usando a propriedade dada na equacao (3.90) o termo 2 f(7, L) X;(L) na equagao
(3.89) pode ser escrito na forma

%ﬂﬂ L)Xi(L) = /0 %f(ﬂ E)X,(€)d(¢ — L)de, (3.91)

que substituido na equagao (3.89), produz

o= (M—ﬂfo O arx) oon

ou

f(r,&)dédr. (3.93)

. At = T)X(6) Xo(x) [1+ Mo(e — L)]
wlt, / / MBAGIE

A equagao (3.60),
M + Kw = f(t, ) (3.94)

66



tem solucao, [5, 7, 13]

w(t, ) / / — 1,2, 6) f(r, €)dédr. (3.95)

Comparando as equagoes (3.93) e (3.95), tem-se que
" hi(t—7)X(2)X; 1+ 45, L
ht —7,2,6) =) =7 <2‘|X§f§)ﬁ|2 G )]. (3.96)

=1

A fungao h(t,z,£) é conhecida como resposta impulso ou fun¢ao de Green de valor
inicial.

3.3.3 Simulagoes - Modelo de viga Euler-Bernoulli com
amortecimento viscoso e dispositivos anexados em x=L

Foram realizadas simulagoes para determinar as frequéncias e os modos de vibragao
para o modelo dado na Figura (3.10), variando os valores de M, C e K.

Parametros da viga usados nas simulagoes: EI =1, pA = 16 e 0 = 1.6. Valores
para os dispositivos anexados em v = L : M = 4, C = 4, K = 8. Todos os
parametros utilizados sdo adimensionais, [50].

Para efeitos de validagdo, apresenta-se na Tabela (3.8) os resultados para os
primeiros cinco (5) autovalores, A, obtidos através do método proposto e para os
autovalores obtidos por [50].

Nas Figuras (3.11) e (3.12), tém-se os quatro primeiros modos de vibracao da
viga fixa em z = 0 e com dispositivos em x = L = 1, juntamente com os respectivos
modos de vibracao da viga fixa-livre classica, ou seja, sem dispositivos anexados.
Observa-se que os dispositivos anexados em x = L retardam o comportamento dos
modos com relacao aos modos da viga sem dispositivos.

Nas Figuras (3.13) e (3.14), apresentam-se a parte imaginéria dos quatro primeiros
modos de vibragao, X;(z), i = 1,2, 3,4, da viga fixa em x = 0 e com dispositivos em
r=L=1.

| Método Proposto \ [50] |

-0.27051682+1.145140901 | -0.2705+1.14511
-0.13567314+4.492960001 | -0.1357+4.49301
-0.08964396-+13.258553861 | -0.08964-13.25861
-0.07271319+26.887470891 | -0.07274-26.88771
-0.06472743+45.42932818i1 | -0.0647+-45.42971

Y = W D] =

Tabela 3.8: Autovalores (\) da viga com amortecimento viscoso e dispositivos em
x=L
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PRIMEIRO MODO

1,54

O T T T T 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
X
= M=4 C=4K=8
+ Fixa-livre sem dispositivos

Figura 3.11: Primeiro e segundo modos de vibracao da viga com e sem dispositivos

em x=L - Parte real

TERCEIRO MODO

-1

— M=4 C=4K=8
* Fixa-livre sem dispositivos

Figura 3.12: Terceiro e quarto modos de vibracao da viga com e sem dispositivos em

x=L - Parte real
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PRIMEIRO MODO SEGUNDO MODO

0,00054
0,03
0,0004 1
0,02 0,0003 1
X(x) X(x)
0,0002 1
0,01
0,00014
O 0 T T T T 1
0 02 04 0.6 08 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

X
— M=4 C=4K=8

Figura 3.13: Primeiro e segundo modos de vibracao da viga com dispositivos em
x=L - Parte imaginéria

TERCEIRO MODO QUARTO MODO
0,00001 4 5,10~
4,x107 54
0 T T T T 1
02 04 06\ 08 1 3,x 1051
X X()
-0,00001 1 2,x107%1
-6
® 1,x10
~0,00002
0 T T T T 1
02 04 \06 ps 1
-0,00003 -1,x107%1 *
— M=4C=4K=8 — M=4 C=4K=8|

Figura 3.14: Terceiro e quarto modos de vibracao da viga com dispositivos em x=L
- Parte imaginaria
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Foram realizadas simulagoes para diversos valores de M, C' e K, com o objetivo
de avaliar o comportamento dos modos de vibracao em relagao a estes dispositivos
anexados na extremidade x = L da viga.

Apresenta-se aqui, os resultados para M = 30, C' = 4 e K = 8. Para fins de
validagao, embora estes resultados nao estao disponibilizados em [50], observa-se nas
figuras (3.15) e (3.16) que os modos tém o comportamento esperado.

Os quatro autovalores, correspondentes aos quatro primeiros modos sao
A1 = —0.06476546996 + 0.5666461333i, Ay = —0.05094727345 + 3.9736435841,

A3 = —0.05032691917 + 12.61974556: e A, = —0.05016047242 + 26.191662631,
respectivamente.

Nas figuras (3.15) e (3.16) tém-se os primeiros quatro modos de vibracao da viga
fixa em x = 0 e com dispositivos M = 30, C =4 e K = 8 em x = L juntamente com
os primeiros quatro modos de vibragao da viga fixa-livre classica ( sem dispositivos
anexados). Observa-se que os modos de vibracao, a partir do segundo, de uma viga
fixa em z = 0 e com dispositivos anexados em x = L ( M =30, C =4 e K = )
tém comportamento semelhante aos modos de vibracao de uma viga fixa-fixa ou fixa
apoiada.

Nas figuras (3.17) e (3.18) tém-se a parte imaginéria dos primeiros quatro modos
de vibragao da viga fixa em x = 0 e com dispositivos M = 30, C' =4 e K =8 em
x=L.
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PRIMEIRO MODO SEGUNDO MODO

24 W
14 ..'.. .'o.
1,51 o X
1 0 . . . S |
0,2 0,4 0,6 0,8 \
X ‘.
0,5' .
- 1 E .
0 T T T T 1 .o
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 .
X - 2 - .
— M=30C=4K=8 — M=30 C=4K=8
* Fixa-livre sem dispositivos + Fixa-livre sem dispositivos

Figura 3.15: Primeiro e segundo modos de vibragao da viga com M=30, C=4 e K=8
e sem dispositivos em x=L - Parte real

TERCEIRO MODO QUARTO MODO
21 .
Q) 11
1 7 .
. 0
0 T T *
0,2 04
X e -1
- 1 - .
— M=30C=4 K=8 — M=30 C=4K=8 '
+ Fixa-Livre sem dispositivos + Fixa-livre sem dispositivos

Figura 3.16: Terceiro e quarto modos de vibragao da viga com M=30, C=4 e K=8
e sem dispositivos em x=L - Parte real
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PRIMEIRO MODO SEGUNDO MODO

0,000010 1
0,0025
0,000008 1
0,0020
0,000006 1
X(X) 0,00157 X(x®)
0,0010 0,000004 1
0,0005 0,000002
0 T T T T 1 0 T T T T |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
X X
|— M=30 C=4K=8] |— M=30 C=4K=8]

Figura 3.17: Primeiro e segundo modos de vibragao da viga com M=30, C=4 e K=8
em x=L - Parte imaginaria

TERCEIRO MODO QUARTO MODO
1,x10°"4 4,107
0 3,x10"
02 04 06 \08 1
X TS
-1,x1077
X Lx10°
. -2,x 10777
0 T T T 1
. 02 04 \06 f8 1
3,107 X
-1,x107%1
— M=30C=4K=8 = M=30 C=4K=8

Figura 3.18: Terceiro e quarto modos de vibragao da viga com M=30, C=4 e K=8
em x=L - Parte imaginaria
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Capitulo 4

Conclusao

Existem trés modelos principais para descrever a dinamica de vigas: Euler-Bernoulli,
Vlasov e Timoshenko. Neste trabalho, o Principio de Hamilton é usado para obter
a equagao da viga de Euler-bernoulli.

Neste trabalho, foram obtidas as frequéncias e as autofuncoes de vigas Euler-
Bernoulli consideradas nao-classicas, por incluirem amortecimento viscoso ou condig¢oes
de contorno nao-classicas.

A anélise modal foi utilizada para determinar as autofuncoes ou modos de vi-
bragao da viga, os quais sao solugao de uma equacao diferencial de quarta ordem.
Esta solucao, foi escrita em termos da base dinamica, gerada pela solugao dinamica
da equacao diferencial de quarta ordem correspondente. Este célculo foi realizado
através de uma formulagao matricial em blocos para as condi¢oes de contorno e de
compatibilidade. Nos problemas abordados neste trabalho, o uso da base dinamica
reduziu os calculos na obtencao dos modos e das frequéncias.

O método de Galerkin foi utilizado para encontrar respostas forcadas de proble-
mas nao-classicos. Uma vez que a analise modal classica nao é aplicavel a problemas
que envolvam amortecimento ou condigoes de contorno nao cléssicas, foram obtidas
novas condicgoes de ortogonalidade entre os modos de vibracao.

Foram realizadas simulacoes com o objetivo de comparar os resultados obtidos
para as frequéncias usando a metodologia descrita neste trabalho com os resultados
da literatura. Além disso, observou-se o comportamento dos modos de vibracao de
uma viga fixa em x = 0, para diversos valores dos dispositivos anexados num ponto
intermediario e no extremo x = L da viga. Dependendo dos valores destes disposi-
tivos, os modos de vibragao, a partir do segundo, podem apresentar o comportamento
dos modos de vibragao de uma viga fixa-fixa ou fixa-apoiada.

Este trabalho permitiu estender a aplicabilidade da metodologia que usa a anélise
modal, uma formulacao matricial em blocos e a base dinamica para escrever a solucao
da equagao modal de modelos descritos pela teoria de Euler-Bernoulli para vigas. Os
resultados encontrados sao excelentes quando comparados com a literatura.

Nas simulacoes, foi utilizado o software Maple 10.
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