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RESUMO

Dissertacao de Mestrado
Programa de Pdés-graduagao em Matematica

Universidade Federal de Santa Maria

ENVOLVENTES PARA ACOES PARCIAIS DE GRUPOS
E DE ALGEBRAS DE HOPF

AUTOR: MARCIO JOSE OROFINO DO NASCIMENTO
ORIENTADOR: PROF. DR. JOAO ROBERTO LAZZARIN

Data e Local da Defesa: Santa Maria, 01 de fevereiro de 2012.

Baseados nos artigos “Associativity of crossed produts by partial actions,
enveloping actions and partial representations” de M. Dokuchaev e R. Exel ([7]) e
“Enveloping Actions for Partial Hopf Actions” de M.M.S. Alves e E. Batista ([3]),
estabeleceremos condigoes para a existéncia de envolventes para acoes parciais de
grupo e agoes parciais de algebras de Hopf sobre dlgebras. Os resultados principais

Sa0:

1. Toda acao parcial {oy : Dj-1 — D, : g € G} de um grupo G sobre uma
algebra associativa e unitaria admite uma tnica agao envolvente se, e somente

se, os ideais D, sao algebras unitdrias;

2. Toda agao parcial (& esquerda) de uma algebra de Hopf H sobre uma algebra
associativa e unitaria tem uma envolvente, decorrendo dai que toda acao par-
cial (& esquerda) de Hopf é equivalente a agao parcial (& esquerda) induzida

pela acao da envolvente;

3. Duas agoes envolventes minimais de uma acao parcial de Hopf sao isomorfas

como H-médulos algebras (a esquerda).

Palavras-chave: Envolventes acoes parciais.



ABSTRACT

Master’s Dissertation

Mathematics Post-Graduation Program
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ENVELOPING FOR PARTIAL ACTIONS OF GROUPS
AND HOPF ALGEBRAS

AUTHOR: MARCIO JOSE OROFINO DO NASCIMENTO
MASTERMIND: PROF. DR. JOAO ROBERTO LAZZARIN

Date and Location of Defense: Santa Maria, February 01, 2012.

Based on the articles “Associativity of crossed produts by partial actions,
enveloping actions and partial representations” of M. Dokuchaev and R. Exel ([7]
and “Enveloping Actions for Partial Hopf Actions” of M.M.S. Alves and E. Batista
([3]), we will report conditions for the existence of enveloping actions of partial group

actions and partial Hopf algebra actions. The main results are:

1. Every partial action {ay : Dy-1 — D, : g € G} of a group G on an unital
associative algebra admits only one enveloping action if and only if, the ideals

D, are unital algebras;

2. Every left partial action of a Hopf algebra H on an unital associative alge-
bra admits an enveloping action. Moreover, every left partial Hopf action is

equivalent to a left partial action induced by the enveloping action;

3. Two miminal enveloping actions of a parcial Hopf action are isomorphic as left

H-module algebras.

Keywords: Enveloping partial actions.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem por objetivo o estudo de agbes parciais de grupo (sobre
uma algebra) e agoes parciais de uma algebra de Hopf (sobre uma dlgebra) e suas
respectivas envolventes. Uma acao envolvente de uma acao parcial de grupo nada
mais é que uma acao (global) de grupo que, quando restrita a certos dominios
parciais, torna-se exatamente a agao parcial de grupo inicial (ver [7]). J4 existem na
literatura diversos trabalhos que generalizam resultados cléssicos de agoes globais
de grupo. O resultados destes trabalhos sao “baixados” as agoes parciais de grupo
através da respectivas envolventes. Como exemplos, citamos o artigo [8], que reporta
as agbes parciais de grupo resultados classicos da Teoria de Galois, e os artigos [9]
e [10], que generalizam resultados bastante conhecidos para skew anéis de grupo e

subanéis dos elementos invariantes de agoes de grupo.

Podemos encontrar na literatura varios resultados que foram obtidos
utilizando-se envolventes de acoes parciais de algebras de Hopf como, por exem-
plo, os que podemos encontrar em [2] e [4]. Estas possibilidades que as envolventes
de acoes parciais trazem, como ferramentas na obtencao de novos resultados e ou
na generalizacao de resultados cldssicos, motivou-nos a estudar as agoes parciais
de grupo sobre algebras e as agoes parciais de algebras de Hopf sobre algebras e
suas respectivas envolventes. Comecamos com o estudo dos seguintes pré-requisitos:
produto tensorial, algebra, codlgebra, bidlgebra, algebra de Hopf, notacao sigma,
produto de convolugao e o dual algébrico de uma algebra e de uma codlgebra (em
particular, o dual algébrico de uma &lgebra de Hopf). Devido a sua extensao, di-
vidimos os pré-requisitos em dois capitulos iniciais preparatorios, sendo o primeiro
capitulo destinado, principalmente, ao estudo do produto tensorial. Deixamos ainda,

neste primeiro capitulo, a definicao de dlgebra com algumas observacgoes pertinentes.



No segundo capitulo, expusemos o restante dos pré-requisitos. O leitor podera obser-
var que os assuntos destes dois capitulos iniciais estao interligados, sendo o assunto
seguinte uma extensao dos anteriores. Procuramos demonstrar a maioria dos resul-
tados expostos nos dois capitulos iniciais (e que sao necessarios ao estudo das agoes
“totais” e das agbes parciais de dlgebras de Hopf) que se destinam, principalmente,

aqueles que nao estao familiarizados com o conteido destes pré-requisitos.

O estudo da envolvente de uma agao parcial de grupo sobre uma algebra é o
assunto do terceiro capitulo que foi construido com auxilio dos artigos [7], [9] e [15].
Observamos que, com excecao da definicao de algebra, o estudo de agoes parciais
de grupo e sua envolvente prescinde dos pré-requisitos estudados nos dois primeiros
capitulos. Comegamos apresentando a definicdo de agado parcial de grupo (sobre
uma &lgebra), tendo como primeiro exemplo de agao parcial de grupo uma acao
(global) de grupo (sobre uma algebra). Mostra-se também que ao fazermos uma
certa restrigao dos automorfimos que compdem esta acao (global) de grupo, obtém-
se uma outra acao parcial de grupo. Definida a envolvente de uma acao parcial
de grupo, exibimos um exemplo de envolvente. A seguir, demonstramos o resultado
principal deste capitulo que é a existéncia e a unicidade (a menos de equivaléncia) da
envolvente de uma acao parcial de um grupo G sobre uma algebra unitaria A cujos
ideais Dy, onde g € G, sao algebras unitérias. Como uma aplicacao de agoes parciais
de grupo temos o skew anel de grupo parcial. Verifica-se com um exemplo que o
skew parcial nao é, em geral, associativo. Mostra-se que uma condi¢ao suficiente
para a associatividade do skew parcial é a existéncia da envolvente da agao parcial

de grupo deste skew.

No capitulo 4, baseados nos textos do artigo [3], fizemos o estudo da agao
parcial & esquerda de uma algebra de Hopf sobre uma é&lgebra (que dizemos sim-
plesmente acao parcial de uma dlgebra de Hopf ou também acao parcial de Hopf) e
sua envolvente. Apresentamos, inicialmente, a definicao de acao de uma algebra de
Hopf sobre uma algebra unitaria, mostrando uma aplicacao importante que decorre
da mesma: o produto smash. Com a definicao de acao parcial de Hopf, seguem-se
defini¢oes, proposicoes e lemas que nos permitirao mostrar a existéncia da envol-

vente de uma agao parcial de Hopf. Da existéncia desta envolvente, segue-se que
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toda acao parcial de Hopf é induzida. Veremos ainda que, em geral, duas envol-
ventes de uma acgao parcial de Hopf nao sao isomorfas. Exemplificamos também as
acoes “totais” de Hopf e as agoes parciais de Hopf. Com o conceito de envolvente
minimal, concluimos posteriormente que existe uma tnica envolvente minimal para
toda acao parcial de uma algebra de Hopf, a menos de isomorfismo de H-mddulos

algebras.



Capitulo 1

PRODUTO TENSORIAL E
ALGEBRA

Dedicamos este primeiro capitulo (construido com base nos textos encontra-
dos em [6],[13], [14] e [16]), inicialmente, ao estudo do produto tensorial. Apre-
sentamos, a seguir, a definicdo de dlgebra (associativa e unitaria) com algumas
observagoes pertinentes. No que se segue, dado um conjunto P com uma certa es-
trutura algébrica, 1p denotard a unidade de P (caso a mesma exista). Ainda, para

nos, salvo mencao em contrario, um anel é sempre associativo.

1.1 Produto Tensorial

Iniciamos esta secao com a nogao de médulo que estd presente no estudo do

produto tensorial.

Definicao 1.1.1. Seja R um anel com unidade 1g. Diz-se que um conjunto nao
vazio M € um mddulo a esquerda sobre R (ou um R-mddulo a esquerda) se M é um
grupo abeliano em relacao a uma operacao, que indicaremos por +, e estd definida
uma lei de composi¢ao externa que a cada par (r,m) € R x M associa um elemento

rm € M, tal que, para todo r1,79 € R e para todo my, mg,m € M, verificam-se:

(1) ri(rgm) = (rir9)m;

(ii) r1(mq +mgo) = rimy + ryma;
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(lll) (7“1 + Tg)ml = Tr1my + romy;,
(iV) 1Rm1 =mi.

Observacao 1.1.2. De forma andloga, definimos um R-mddulo a direita,
considerando-se a multiplicacdo a direita por um elemento do anel R. Pode-se
também definir mdédulo para anéis sem unidade. Neste caso, omite-se (iv) da
defini¢cao acima. Dizemos que um conjunto nao vazio M é um R-mddulo, quando
M é um R-modulo a esquerda, um R-modulo a direita e rm = mr, para quaisquer

reRemeM.

Exemplo 1.1.3. Todo grupo (aditivo) abeliano G pode ser considerado como um
modulo a esquerda sobre o anel Z dos inteiros definindo a multiplicagao de um inteiro

n por um elemento g € G por: ng=g+...+¢g sen>0,ng=(—g)+...+(—g)

VvV Vv
n parcelas —n parcelas

sen <0 elg=0.

Observagao 1.1.4. Analogamente, todo grupo (aditivo) abeliano G € um Z-mddulo

a direita com gn = ng, para quaisquer n € Z e g € G e, portanto, é um Z-mdodulo.

Definicao 1.1.5. Seja M um R-mddulo a esquerda. Um subconjunto N C M diz-se
um R-submddulo (a esquerda) de M ou simplesmente um submddulo (a esquerda) se

N € um subgrupo aditivo de M e é fechado em relacao a multiplicacao por escalares.

Definigao 1.1.6. Sejam G um grupo (aditivo) abeliano e X um subconjunto de G.
Dizemos que G é um grupo (aditivo) abeliano livre com base X se cada g € G tem
uma unica representacdo na forma g = >, mgx, onde m, € Z e quase todos 0s my

rzeX
sao nulos.

Temos, de modo analogo ao conceito de transformacoes lineares entre espacos
vetoriais (sobre um corpo), a defini¢do de um homomorfismo de R-médulos a es-

querda ou de uma fungao R-linear (& esquerda) que apresentamos a seguir.

Definigao 1.1.7. Sejam M e N dois R-mddulos a esquerda. Uma funcao f: M —
N diz-se um homomorfismo de R-modulos a esquerda ou um R-homomorfismo a
esquerda se, para todo myi,me € M e para todo N\ € R, valem: f(mi + mg) =
f(m1)+ f(mg) e f(Amy) = Af(my). De modo andlogo, definimos um homomorfismo

de R-mddulos a direita.
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O proéximo teorema é conhecido como a propriedade universal que caracteriza

o grupo abeliano livre de base X.

Teorema 1.1.8. Seja G um grupo (aditivo) abeliano livre com base X. Consideremos
H um grupo (aditivo) abeliano e f: X— H uma fun¢do. Entao existe um inico

homomorfismo (de Z-mddulos) f : G — H com f(x) = f(z), para todo = € X.

Demonstracao. Como G e H sao grupos (aditivos) abelianos, entao os mesmos tém

estrutura de Z-médulos. Seja g € G. Entao g = Y. mg,z, com m, € Z. Definamos
zeX

fig— > myf(x). Temos que f estd bem definida, pois a expressio para cada
zeX

g € G é nica e apenas uma quantidade finita de m, é nao nula. E f4cil ver que f

¢ um homomorfismo de Z-médulos.

Seja agora f homomorfismo de Z-médulos, tal que f/(x) = f(z), para todo
z € X. Entdo m,f'(z) = myf(x) e, com isso, S f'(mz)

reX e

(2 mga) = f(Y myx). Isto mostra que f' = f. O

zeX zeX

f(mgz). Logo
X

Teorema 1.1.9. Dado um conjunto X, existe um grupo (aditivo) abeliano livre G

que tem X como uma base.

Demonstracao. Seja {Z, : x € X} uma familia de cépias de Z. Consideremos o

produto cartesiano [[ Z,. Seus elementos sao da forma (m).cx, com m, € Z. O
zeX

produto cartesiano [[ Z, é um grupo abeliano com a operacao de adigao:
zeX
(my) + (M) = (me +m)sex
Definamos X' = {(mf)gex : m% = 1 e mi = 0, quando k #

x, com z € X}. Observemos que a aplicagdo p : X' — X definida por
(m})kex — x é uma bijecdo. Seja G’ o subgrupo de [] Z, gerado por X'. Logo todo
elemento de G’ é da forma g = > A\y(m}),cx» corggnE );x € Z. Observemos também
que a expressao para cada g exé)’( é tnica. Temos que G’ é um grupo (aditivo)
abeliano com base X'. Substituimos cada (m})gex por = em G’ e chamamos este
novo conjunto de GG. Definimos agora a adicao ébvia neste novo conjunto, isto é, a

adigdo pontual. Temos que G é um grupo (aditivo) abeliano livre com base X. [
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Definicao 1.1.10. Um diagrama

C D
B 0
A B

comuta se o =y o 3.

Dizemos que um diagrama composto de retangulos e triangulos comuta se

cada um destes retangulos e triangulos comuta.

Definicao 1.1.11. Seja R um anel. Se A é um R-mddulo a direita, B um R-mddulo
a esquerda e G um grupo (aditivo) abeliano, entao uma funca@o R-biaditiva é uma
funcao f: Ax B — G, tal que, para quaisquer a,a’ € A, b,b/ € B er € R, valem:
(i) fla+d,b) = f(a,b)+ f(a',b);

(ii) fla,b+¥) = f(a,b) + f(a,b);

(i) f(ar,b) = f(a,rb).

Definicao 1.1.12. Um produto tensorial de um R-mddulo a direita A por um

R-mddulo a esquerda B € um grupo (aditivo) abeliano que denotamos por A®g B e

uma fung¢ao R-biaditiva h que satisfazem a sequinte propriedade universal:

Ax B h A®gB
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dados um grupo (aditivo) abeliano G e uma fun¢do R-biaditiva f : A x B — G
arbitrdrios, eziste um unico homomorfismo (de Z-mddulos) f', tal que o diagrama

acima comuta.

Observagao 1.1.13. Lemos A ®r B como A tensor B. Também usualmente se [é
A ®pr B como o produto tensorial de A por B, ficando subentendida a aplicacao

R-biaditiva h.

Os préximos resultados seguem-se da propriedade universal descrita na

Definigao 1.1.12. Vejamos inicialmente a unicidade do produto tensorial.

Teorema 1.1.14. Dois produtos tensoriais quaisquer de um R-mddulo a direita A

por um R-mddulo a esquerda B sao isomorfos (como Z-mdédulos).

Demonstra¢ao. Suponhamos que existam um segundo grupo (aditivo) abeliano X
e uma funcao R-biaditiva k : A x B — X que também satisfazem a propriedade

universal descrita na Definigao 1.1.12. Temos:

» AQr B

AXx B h
!
\ //
X

onde k' e b/ sao homomorfismos (de Z-médulos), tais que K’ oh =k e h'ok =h.

Temos ainda o diagrama:

AxB h ., A®Rr B
\ %A@RB

A®g B

Logo idag,goh =h=h ok =h o(k'oh)= (k' ok’)oh. Pela unicidade,

segue-se que h' o k' = idag, .



16

Temos também:

AxB k X

Logo idxok =k =k oh =Fko(hok)= (k' oh')ok. Pela unicidade, segue-se
que k' o h' =idx.

Portanto A ®r B = X. O

Mostraremos agora a existéncia do produto tensorial.

Teorema 1.1.15. O produto tensorial de um R-mddulo a direita A por um R-mddulo

a esquerda B existe.

Demonstragao. Seja F = F(A x B) um grupo (aditivo) abeliano livre com base
A x B (a existéncia deste grupo esta assegurada pelo Teorema 1.1.9), isto é, ' é o
grupo cujos elementos sdo Z combinagoes lineares finitas de pares ordenados (a, b),
coma € Aebée B. Seja S o subgrupo de F(A x B) gerado por todos os elementos

de uma das trés formas a seguir:

(i) (a+d,b)—(a,b) — (d’,b), com a,a’ € Aeb € B;
(i) (a,b4+7b)—(a,b) — (a,V'), coma € Ae bV € B;

(iii) (ar,b) — (a,rb), coma € A,be Ber € R.

Temos que % ¢ um grupo (aditivo) abeliano e portanto um Z-médulo com a
adicao definida por [(a,b) + S]+ [(a/, V') + S| = [(a,b) + (¢’,V')] + S e multiplicagao
por escalar definida por A[(a,b) + S] = (A(a,b)) + S, com A € Z. Denotemos
0 grupo quociente % por A ®gr B e a classe (a,b) + S por a ® b. Seja a funcao
h:Ax B — A®pg B definida por h(a,b) = a ® b. Verifica-se facilmente que h é

R-biaditiva.

Sejam G um grupo (aditivo) abeliano e f : A x B — G uma funcao R-

biaditiva. Como F' é livre sobre A x B, entao, pelo Teorema 1.1.8, existe um tnico
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homomorfismo (de Z-mdédulos) ¢ : F' — G com ¢(a,b) = f(a,b), para todo (a,b)
€ AxB. Como f é R-biaditiva, entdao S C Ker(p). Logo ¢ induz um homomorfismo
(de Z-médulos) f' : A ®@r B — G definido por f' : Y a; ® by — (> (ai, b;)).
De fato, seja Y a; ® by = > ¢; ® dj. Entao o> (ai, b)) — > (¢j,d;)) = 0. Dai
e(>-(ai, b)) — ¢(32(cj,d;)) = 0. Segue-se que f'(Q-a; ® b)) = ¢(3 (ai, b)) =
(> (¢, dj)) = f'(O°¢; ®dj). Isto mostra que f' estd bem definida. Mostra-se
facilmente que f’ é um homomorfismo de Z-médulos. Ainda f'oh(a,b) = f'(a®b) =
o(a,b) = f(a,b). Logo, f'oh=f.

Suponhamos agora que exista ¢’ : A ®g B — G homomorfismo de Z-
modulos, tal que ¢’ o h = f. Seja Y a;, ® b; € A®g B. Temos que ¢’ o h(a;, b;) =
froh(a;, b;). Segue-se que ¢'(a; ®b;) = f'(a; ®b;) e dal 3 - g'(a; ®b;) = 3 f(a; @by),
o que implica ¢'(>_a; ® b;) = f'(O_ a; ® b;). Portanto ¢’ = f'.

Observacao 1.1.16. Da demonstracao do teorema anterior, seque-se que:

(i) (a1 +a2) ®b= (a1 ®b) + (aa ®b), para quaisquer ay,as € A e b € B;
(i) a® (b1 +by) = (a®by) + (a ® be), para quaisquer a € A e by, by € B;
(iii) ar ® b=a ® rb, para quaisquer a € A, b€ B er € R;

(iv) (0,b) = —[(0+0,b)—(0,b)—(0,b)] € S € (a,0) = —[(a,0+0)—(a,0)—(a,0)] € S.
Entao 0®@b=a®0 = 04g,B;

(V) Ougps = —(a®b)+a®b. Por outro lado, (—a) @b+ a®b=(—a+a)®@b=
0®b=04g,5- Da unicidade do oposto, seque-se que —(a @ b) = (—a) @ b.
Logo um elemento genérico de A ®@gr B € da forma > a; ®b;.

Teorema 1.1.17. Sejam f: A — A" um homomorfismo de R-mddulos a direita e
g : B — B’ um homomorfismo de R-mddulos a esquerda. Entao existe um unico

homomorfismo (de Z-mddulos) h: AQr B — A'®@r B’ com h(a®b) = f(a) ® g(b)

Demonstragao. A funcdo Ax B — A'®pg B’ definida por (a,b)— f(a)®g(b) é uma
funcao R-biaditiva. Basta usar agora a propriedade universal descrita na Definicao

1.1.12. [l
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A aplicagdo A@r B — A'®g B’ (homomorfismo de Z-médulos) com a®b +—

f(a) ® g(b) é denotada por f ® g.

Teorema 1.1.18. Sejam f : A — A’ e f' : A — A" homomorfismos de R-
mdodulos a direita. Sejam g : B — B e ¢ : B' — B"” homomorfismos de

R-mdédulos a esquerda. Entao
(ffef)®(gog)=(f®g)o(f®yg)

Demonstracao. Temos que ffof: A— A" e g og: B — B” sao homomorfismos
de R-médulos a direita e a esquerda respectivamente. Pelo teorema anterior, existe
um tnico homomorfismo de Z-médulos (f'o f)® (¢’ og) : A®Qr B — A" @p B”
definido por (f'o f)® (¢’ 0 g)(a®b) = (f'o f)(a) ® (¢ o g)(b). Temos também que:

(f'®@g)e(feg)a®d)=(f®@g)(fla)®gb) = (o f)la)® (g °g)b)

Decorre da unicidade que (f'o f)® (¢’ og) = (f'®¢) o (f ®g).

O

Definicao 1.1.19. Sejam R e S anéis. Um grupo (aditivo) abeliano B é um (R-
S)-bimddulo, denotado por rBs, se B é um R-mddulo a esquerda e um S-mddulo a

direita, onde

r(bs) = (rb)s,
para quaisquer v € R, b€ Bese S.

Teorema 1.1.20. Se A é um R-mddulo a direita e B € um (R-S)-bimddulo, entao

A®p B é um S-mddulo a direita, onde (D> a; ®b;).s = a; @ (b;s), para todo s € S.

Analogamente, se A é um (S-R)-bimddulo e B é um R-mddulo a esquerda,
entio A ®@r B € um S-mddulo a esquerda, onde s.(> ] a; ® b)) = > (sa;) ® by, para
todo s € S.

Demonstracdo. Para cada s € S fixo, a funcao f, : A x B — A ®pr B definida
por (a,b) — a ® (bs) é uma funcdo R-biaditiva (basta usar as propriedades do

produto tensorial e o fato de B ser um (R-S)-bimédulo). Entéo existe um tnico
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homomorfismo de Z-médulos f!: A®r B — A®pg B, tal que fi(a®b) = a® (bs).
Defina (3" a; ® b;).s =Y fi(a; ® b;). Temos que:

(Z a; (29 b 8182 Z fslsz a; X b Z (bi(slsg)) = ZCLZ‘ (29 ((bisl)SQ)
= Zfsz a; @ (bis1)) Zal ® (b;51)).82 = (Z fa,(a; @ D;)).52
= () a; @ b;).51).5,

para quaisquer si, S € S.
Prova-se facilmente as demais propriedades de um S-médulo a direita.
Do mesmo modo, prova-se o caso analogo a esquerda. O

Exemplo 1.1.21. Se R é um anel ¢ B € um R-mddulo a esquerda, entao existe um
R-isomorfismo (de R-mddulos a esquerda) R ®@r B ~ B definido por r @ b — rb.
Analogamente, se R é um anel e A € um R-mddulo a direita, entdo existe um R-

isomorfismo (de R-mddulos a direita) A @p R = A definido por a & r — ar.

De fato, pelo Teorema 1.1.20, temos que R®Qr B é um R-modulo a esquerda.
A fungio R x B — B definida por (r,b) — rb é R-biaditiva. Pela defini¢ao de
produto tensorial, existe um unico homomorfismo de Z-modulos 0 : R g B — B

definido por r ® b — rb. Ainda, decorre do Teorema 1.1.20 que 6 é R-linear.

Definamos ¢ : b — 1p®@0b. Sejamr € R e bt/ € B. Temos que: ¢(rb+1b')
IR@(ro+0) = (1g@1b)+ (1Y) = (1gr@b) + (1Y) = r(1g@b) + (1Y)
ro(b) + ¢(b'). Isto mostra que ¢ é R-linear. Ainda:

() 00 6(b) = 0(15 @ b) = 1pb=b;
(i) @003 (ri @ b)) =2 d(rib) = > (1r® (b)) = >_(ri @ by).

Portanto 0 é um R-isomorfismo (de R-mddulos a esquerda,).

Do mesmo modo, mostra-se o caso andlogo a direita.

Iremos estudar agora a comutatividade e a associatividade do produto ten-
sorial.

Teorema 1.1.22. Se R ¢ anel comutativo, A é um R-mddulo a direita e B um R-
mddulo a esquerda, entao existe um R-isomorfismo (de R-mddulos) T: A®@r B —

B ®gr A definido por a ® b+— b® a.



20

Demonstracao. Seja R um anel comutativo. Verifica-se que se A é um R-mddulo a
direita, entao A é um R-moédulo a esquerda com ra = ar, para quaisquer a € A e

r € R. Segue-se que dados r,s € Rea € A,

(ra)s = (ar)s = a(rs) = (rs)a = r(sa) = r(as).

Logo A é um (R-R)-bimédulo. Verifica-se também que B é um R-médulo
a direita com br = rb, para quaisquer b € B e r € R. Segue-se também que B
é um (R-R)-bimédulo. Decorre do Teorema 1.1.20 que A ®g B é um R-médulo a
esquerda e a direita simultaneamente. Ainda, seja r € R. Temos que r.(>_ a;®b;) =
dY(ra;) @b =Y a; @ (rb;) = > a; @ (bir) = (O a; @ b;).r. Portanto A ®r B é um

R-moédulo. Temos também que dados 7, s € R vale:

r((z a; ®b;).s) = r(z a; @ (bis)) = Z(mi) ® (bss)
= (Z(rai) ®b;).s = (T’(Z a; ® b;)).s.

Logo A ®g B é (R-R)-bimé6dulo. Analogamente, concluimos que B @ A é
R-médulo e um (R-R)-bimédulo.

Verifica-se que a fungao t : A x B — B ®pr A definida por (a,b) — b ® a,
onde a € A e b € B, é R-biaditiva. Portanto, do Teorema 1.1.15, existe um tnico
homomorfismo de Z-médulos 7 : A®r B — B ®p A, tal que o seguinte diagrama

comuta:
AxB I LA®RB

B®RA

Verifica-se também que a funcao ¢ : B x A — A ®pg B definida por (b, a) —
a®b, onde a € Aebe B, é R-biaditiva. Decorre do Teorema 1.1.15 que existe
um unico homomorfismo de Z-médulos 6 : B ®r A — A ®pr B, tal que o seguinte

diagrama comuta:
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Bx A 1’ ,B®R A

A®g B

Novamente, pelo Teorema 1.1.15, tem-se que 6 o 7 = idag,p € que T 08 =
tdpgra. Dal AQr B = B®r A coma®br— b® a, ouseja, 7 é um isomorfismo
de Z-moédulos. Do Teorema 1.1.20, temos que 7 é R-linear e, portanto, 7 é um

isomorfismo de R-modulos. O

Para estudar a associatividade, consideremos:

Definicao 1.1.23. Sejam A um R-mddulo a direita, B um (R-S)-bimddulo e C um

S-maodulo a esquerda. Uma funcao triaditiva
f:AxBx(C— G,

onde G € um grupo (aditivo) abeliano, é uma func¢ao aditiva em cada uma das

varidaveis, tal que:
flar,b,) = fla,rbc) e fla,bs,c) = f(a,b,sc),

para quaisquer a € A, be B,ce C,re ReseS.

Definigao 1.1.24. Um produto tensorial de um R-mddulo a direita A, um (R-
S)-bimdédulo B e um S-mddulo a esquerda C é um grupo (aditivo) abeliano que
denotamos por A ®@r B ®s C' e uma funcao triaditiva h que satisfazem a sequinte

propriedade universal:

h

Ax BxC

A®RB®SC
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dados um grupo (aditivo) abeliano G e uma funcao triaditiva f : Ax B x C — G
arbitrdrios, existe um unico homomorfismo (de Z-mddulos) f°, tal que o diagrama

acima comuta.

Observagao 1.1.25. Lemos A®@pr B ®s C' como A tensor B tensor C. Usualmente
também lemos esta expressao como o produto tensorial de A por B por C, ficando

subentendida a aplicacao triaditiva h.

Teorema 1.1.26. Eziste o produto tensorial de um R-mddulo a direita A, um (R-

S)-bimddulo B e um S-mddulo a esquerda C.

Demonstragao. Seja F' = F(A x B x (') um grupo (aditivo) abeliano com base
A x B x C. Seja S o subgrupo de F' gerado pelos seguintes elementos de uma das

formas a seguir:

(i) (a+d,b,c)—(a,b,c)—(a',b,c),onde a,a’ € A, be Bece

(i) (a,b+70,c)—(a,b,c) — (a,b/,c),onde a € A, b € Bece C,

(iii) (a,b,c+ ') —(a,b,¢) — (a,b,¢'), onde a € A, b€ Bec,d €C;
(iv) (ar,b,¢) — (a,rb,c),onde a € A,be B,ce C er € R;

(v) (a,bs,c) — (a,b,sc),ondea € A,be Bjce CeseS.

F
S
adigdo definida por [(a,b,c) + S] + [(¢/, V', ) + S] = [(a,b,¢) + (.0, )] + S e
multiplicagao por escalar definida por A[(a,b,c) + S| = (A(a,b,c)) + 5, com A € Z.

Temos que = é um grupo (aditivo) abeliano e portanto um Z-mdédulo com

Denotemos o grupo quociente g por AQr B®gC e a classe (a,b,c)+ S por a®b®ec.
Seja a funcdo h : A x B x C — A®g B ®g C definida por (a,b,c) — a ® b ® c.

Verifica-se facilmente que h é triaditiva.

Seguindo os mesmos argumentos da demonstracao do Teorema 1.1.15, con-

cluimos o resultado. O

Observacao 1.1.27. Da demonstracao do teorema anterior, temos que:

(1) (a1 +a)@b®c=(a; b®c)+ (a2 ®b R ¢), para quaisquer aj,as € A, b € B
eceC;
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(i) a®@ (1 +b)@c=(a®@b ®c)+ (a® by ®c), para quaisquer a € A, by, b, € B

eceC;

(iii) a®@b®@(c1+c2) =(@@b®c1) + (a®b® c2), para quaisquer a € A, b€ B e

c1,c0 € C;
(iv) ar®@b®@c=a®rb®c, para quaisquer a € A, b€ B, c€ C er € R;
(V) a®bs®c=a®b® sc, para quaisquer a € A, be B, ce€ C es € S;
(vi) um elemento genérico de A®@r B ®g C é da forma > a; ® b; ® ¢;.

Teorema 1.1.28. Sejam A um R-mddulo o direita, B um (R-S)-bimédulo e C um
S-mddulo a esquerda. Entio (A®rB)®sC = AQrB®sC = AQr(B®sC) (como
Z-mddulos) com (a@b)R@cr—a®RbRcea®b®cr— a® (b® c) respectivamente.

Demonstragao. Seja f: Ax Bx C — (A®r B) ®s C com f(a,b,c) = (a®b) ® c.
Verifica-se facilmente que f é triaditiva (basta usar as propriedades do produto

tensorial).

Pela propriedade universal da Definigao 1.1.24, existe um tnico homomor-
fismo de Z-médulos f': A®r B®sC — (A®r B) ®s C, tal que f'om = f, onde
m:(a,b,c) »a®@b®c. Dal f':a®@b®c— (a®b) R c;

Consideremos a aplica¢ao g : (A ®r B) x C — A®g B ®g C definida por
(S a®b.c) = S a,ehee Sja a0, = 3 d b, Logo X(ar, b) — Y (d}, 1)

é combinagao Z linear de elementos de uma das trés formas a seguir:

(i) (a+d,b)—(a,b) — (a’,b), com a,a’ € Aeb€ B;
(i) (a,b+7b)—(a,b) — (a,V'), coma € AebV € B;

(iii) (ar,b) — (a,rb), coma € A, b€ Ber € R.

Para cada ¢ € C (c fixo), existe uma bijecao entre A x B e A x B x {c}
definida por (a,b) — (a,b,c). Esta bijecdo nos permite construir um grupo G
(aditivo) abeliano livre com base A x B x {c¢} (ver demonstracdo do Teo 1.1.9).
Portanto ) (as, bi, ¢) — >_(a}, b}, c) é combinacio Z linear de elementos de uma das

trés formas:
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(i) (a+d,b,c)—(a,b,c)— (d,b,c), coma,a’ € Aebé€ B;
(ii) (a,b+70',c)—(a,b,c) — (a,V,c),coma € Aebb € B;

(iii) (ar,b,c) — (a,rb,c),coma € A, be Ber € R.

Isto mostra que Y a;, b, @ ¢ = > a;- ® b;» ® ¢, ou seja, g estd bem definida.

Mostra-se facilmente que g é S-biaditiva.

Pela propriedade universal da Definigao 1.1.12, existe um tnico homomor-
fismo de Z-médulos ¢’ : (A®r B) s C — A®r B®g C, tal que ¢’ o’ = g, onde
7 (D] a;®b,c) = (O a;®b;)®c. Dal g’ : (a®b)®c — a®b®c. Utilizando a técnica
da demonstragao do Teorema 1.1.14, concluimos que (A®r B)®sC = AQr B®gC
com (a®b)®c — a®b®c. Analogamente, temos que AQr(BRs(C) = A®rB®sC
coma® (b®c)—a®b® c. O

Observacao 1.1.29. Por inducao, seque-se a associatividade do produto tensorial

para o caso geml.

1.2 Algebra

Sejam K um anel comutativo com unidade e A um anel com unidade. Dize-
mos que A é uma &dlgebra associativa e unitdria sobre K ou uma K-algebra associa-

tiva e unitaria quando A é um K-méddulo e vale:

AMaraz) = (Aay)as = (a1X)ag = ar(Aag) = ai(ag) = (ajas) A,

para quaisquer A € K e aq,as € A.

Uma definicao alternativa para uma K-algebra associativa e unitaria pode

ser dada em termos de diagramas.

Definigao 1.2.1. Seja K um anel comutativo com unidade. Uma K-dlgebra (ou
uma dlgebra sobre K) unitdria e associativa é uma tripla (A, m,u), onde A é um
K-modulo, m : AQx A — A epu: K — A sao fungoes K-lineares chamadas de

multiplicagcao e unidade respectivamente, tais que os sequintes diagramas comutam:
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AQx A A_M® A _Ag, A K®xA p®ids A9k Aida®p ARk K

idg @ m m

AR A | A
m

(1)

Notemos que na definicao acima foi usado o Teorema 1.1.17.

E comum fazemos referéncia a uma K-algebra associativa e unitaria (A, m, u)
simplesmente como uma K-algebra associativa e unitaria A, ficando subentendidas

as fungoes K-lineares m e pu.

Observagao 1.2.2. Decorrem da definicao acimas:

(i) Comom : A®xg A — A € K-linear, seque-se que m(A(a1®az)) = Am(a;®az) =
Mai.az) = Majag), para quaisquer ay,ay € A e A € K (denotamos aqui

m(a; ® ag) por ay.as ou simplesmente por ajaz).

nota: Como K € comutativo, basta supor, por exemplo, A um K-mddulo a
esquerda e definir aA = Aa, para todo a € A e para todo N € K. Verifica-se

que A € um K-mdodulo a direita e, portanto, um K-mddulo.
(ii) Como A é um K-mdédulo, entio A é (K-K)-bimddulo.

(iii) Temos que, para todo a € A, valem:
mo (p®ida)(1x ® a) =m(p(lx) ® a) = p(lk).a;
o (ida ® 1)(a ® L) = m(a ® pu(1x)) = a.u(li):

Ainda, pelo diagrama (I1) da defini¢ao acima, temos que, para todo a € A,

valem:
a=1ga=9Y(1lg®a)=mo (u®ids)(1x ® a) = u(lg).a;
a=alg=¢(a®@1g)=mo (idsg @ p)(a® lg) = a.u(lg);
Por isto, pu(lg) = 14.
Exemplo 1.2.3. Sejam (A, ma,pua) e (B,mp,ug) K-dlgebras unitdrias e associa-
tivas. Entao A @k B € uma K-dlgebra associativa e unitdria com:

Mages = (Ma®@mp)o (ida @ T ®idpg);
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PageB = (1a ® ug) o D,
onde

T:B®xk A — ARk B é K-linear definido por b ® a — a ® b, para todo
a € A e para todo b € B (ver Teorema 1.1.22);

O K — K®g K € K-linear definido por k — 1x @ k(= k® 1k), para todo
k € K (ver Exemplo 1.1.21).

De fato, temos que, para todo a,a’,a” € A e para todo b,b',b" € B, valem:

Mag B © (idags @ Mag,p)(a@bRd @V ®d" @)
= MagB(@®b® (Mag,p(d @V @d @1")))

= Mg, pla®@b®dd" @) = ald'd") @ b(H'Y");

MaggB © (Magp ®idag,p)a@b@d @V @ad @ b")
= MagB(Magpla@b®d @ V) ®d" @b")
= mMag,p(ad @ @ad" @V") = (ad')a" @ (bb)b"
=a(da'a") @ b(V'b").

Temos também que, para quaisquer a € A, b € B e A € K, valem:

MagB © (Hags @ idag,B)(A®a®b)
= Mag,B(a @ up(lxk @A) ® a @ b)
=Mag,(la®@ANpRa®b) =a® b
— () ®b=\a®b);

Mag B © (idagxn ® Pagkn)(a ®b® A)
= MAgkB(a@b® (1a @ up(lx ® A)))
= Mag,B(a®b®14® Ap)
=a® (bA) = (a®b)A = Aa®D).

Da  K-linearidade das composicoes acima, seque-se que (A Qg

B, mag, B, haw,B) € uma K-dlgebra.
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De agora em diante, salvo mengao em contrario, toda K-algebra (ou simples-

mente, toda algebra) serd uma K-adlgebra associativa e unitria.

Sejam A e B duas K-algebras. Dizemos que uma funcao f : A — B é um
homomorfismo de K-algebras quando f for K-linear e tivermos f(ab) = f(a)f(b),

para quaisquer a,b € A, e f(14) = 1p.

Do mesmo modo que definimos uma K-algebra em termos de diagramas,
podemos definir um homomorfismo de K-édlgebras (de modo equivalente & descrigao

acima) em termos de diagramas.

Definigao 1.2.4. Sejam (A, ma, pua) e (B,mp, ug) K-dlgebras e f : A — B uma
aplicagcao. Dizemos que f € um homomorfismo de K-dlgebras se f é K-linear e os

sequintes diagramas comutam:

ma
Agwd 1 A\
fef f LA B
n 1B
Bwx B i - B K/

Exemplo 1.2.5. Sejam A, B, C' e D K-dlgebras e f : A — B, g : C — D
homomorfismo de K-dlgebras. Entao f®g: AQxC — B®y D é um homomorfismo
de K-dlgebras.

Do Teorema 1.1.17, seque-se que f @ g é um homomorfismo de Z-mddulos.
Como A,B,C e D sio K-dlgebras, entao A @k C, B @k D sao K-dlgebras (ver
Ezemplo 1.2.83). Temos também que f ® g é K-linear.

Afirmamos que:
(i) (f®g)omagic=mpexpo (f®9)®(f®g);
(ii) (f ®9) o pagxc = UBskD-

De fato, para quaisquer a;,ao € A e c1,co € C, valem:
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(f®g)omagrelar ®c1 ®as®cy) = f @ glajas ® ciez) = flaraz) @ glcica);

Mpexp © ((f®9) @ (f®g)) (a1 ®c1 ®ay @ cy)
= mpe,p(f(a1) ® g(c1) ® f(az) ® g(ca)) = f(ar)f(az) ® g(c1)g(c2)

= f(a1a2) @ g(c1ca).

Portanto, vale a igualdade ().

Temos também que:

(f®9)opasc(lx) = (f®g) o (pa® pe)(lx ® 1k)
= f@g(na(lx) @ pe(ly)) = f @ g(la ® 1¢)

= f(1a) ® 9(1¢);

tBexp(1k) = e @ pup(lx ® 1x) = up(lx) @ up(lx) = 1 ®@ 1p

= f(14) ® g(1c).

Da K-linearidade das composi¢oes acima, obtemos o item (ii).



Capitulo 2

ALGEBRA DE HOPF

Neste capitulo, seguem-se os demais pré-requisitos necessarios ao estudo da
envolvente de uma acao parcial de Hopf. Apresentamos inicialmente as defini¢oes
de coalgebra, bialgebra, algebra de Hopf, exemplificando as mesmas. A seguir,
apresentamos a notagao sigma (ou notacao de Sweedler) e algumas propriedades de
coalgebras e algebras de Hopf expressas com esta notagao. Definimos o produto de
convolugao, mostrando que o mesmo define em Hom/(C, A) uma algebra. A tltima
secao ¢é destinada ao estudo do dual algébrico H* de uma &algebra de Hopf H. A

construcao deste capitulo baseia-se nos textos encontrados em [1], [6] e [16].

2.1 Coalgebra

Com a inversao das setas nos diagramas da definicao de K-algebras surge o

conceito de uma K-coalgebra.

Definicao 2.1.1. Seja K um anel comutativo com unidade. Uma codlgebra sobre
K (ou uma K-codlgebra) é uma tripla (C, A, ¢), onde C é um K-mddulo, A : C —
CogCec: C — K sao fungoes K-lineares chamadas de comultiplicacao e
counidade respectivamente, tais que 0s sequintes diagramas comutam:

A . .
c___ = L CexC KegC£QMe cgrc dc®e oo K

A idc ® A

1%

CRrgC CRrk CgC

AQidc
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E usual nos referirmos a uma K -codlgebra (C, A, €) simplesmente como uma
K-codlgebra C' (ou ainda como uma codlgebra C'), ficando subentendidas as fungoes

K-lineares A ¢ .

A definicao de um homomorfismo de K-codlgebras decorre da inversao das

setas na Definicao 1.2.4.

Definigao 2.1.2. Sejam (C,Ac,ec) e (D, Ap,ep) K-codlgebras. Entdao uma fungdo
K-linear f : C — D € dita um homomorfismo de K-codlgebras se os sequintes

diagramas comutam:

f
¢ & KK
Ac Ap Ec D
/
CRrgC > D Qg D C
fef

Exemplo 2.1.3. Sejam () # S um conjunto e K um anel comutativo com unidade.
Definamos C' = KS como o conjunto de somas formais finitas do tipo © = > \ss,

seS
onde \s € K.

Definimos em KS as sequintes operacoes:

(@) AMx=A> Ass =D (Ag)s;

seS sEs
b) z4+y=>(As+A)s, ondex = > Ass ey= > A.s;
ses sesS s€S

Temos que C = KS é uma codlgebra com:

i. comultiplicagao A : C — C @k C definida por A(s) = s ® s que € estendida
linearmente sobre todos os elementos de C, isto €, A(D Ass) = Y AA(s) =
seS seS
Yo As(s®@s);

s€S
ii. counidade € : C — K definida por £(s) = 1k que € estendida linearmente sobre

todos os elementos de C, isto é, (Y Ass) = D Ae(s) = D As.
seS

ses seS
De fato, por (a) e (b) acima, temos que C' é um K-mddulo a esquerda. Como

K ¢é comutativo, seque-se que C' € um K-mddulo e, portanto, um (K-K)-bimddulo.

Entao, pelo Teorema 1.1.20, temos que C Qi C € um K-mddulo.
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Notemos também que como S € uma base de C', entao S — C via s = 1gs,
para todo s € S. Dai temos que A(s® ) = Algs®s) = (As) @ s = (s\) ® s =
S® (As) = s® (sA) = (s ® s)A, para todo X € K.

Verifica-se facilmente que A e € sao K-lineares.

Temos que:

(tde @ A) o A(s) = (lde @ A)(s® 8) = sRA(s) = s® (s® 8);
(A®idc)oA(s) = (A®ide)(s®s) =A(s) Rs=(sRs)Rs=5R(sR3);
(e®idc)o Als) = (e®ido)(s®s) =¢e(s) ®s=1xg ®s;

(ide ®@e)o A(s) = (idec®e)(s®@8) =sRe(s) =s® 1.

Da K-linearidade das composicoes acima, seque-se que (C,A,e) € uma K-

codlgebra.

2.2 Bialgebra

Existem estruturas algébricas que sao algebras e codlgebras simultaneamente.
Quando estas estruturas tém uma certa compatibilidade, dizemos que as mesmas

sao bidlgebras.

Definicao 2.2.1. Dizemos que uma héptupla (A,m,pu, A e) € uma bidlgebra sobre

um anel K comutativo com unidade quando:
(1) (A,m,p) € uma K-dlgebra;
(ii) (A, A ¢) € uma K-codlgebra;

(iii) At A— ARk A ec: A— K sao homomorfismos de K-dlgebras.

Exemplo 2.2.2. Sejam G um grupo e K um anel comutativo com unidade. De-
finamos H = KG como o conjunto de somas formais finitas do tipo x = Y, A\,g,

geG
onde \; € K.

Definimos em KG as sequintes operagoes:
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(a) Az =2 Ag= > (M)

geG geG
(b) 4+y= > (Ag+A)g, ondex =3 N\gg ey= > \,g;
geG gelG geqG

(c) Agg-Anh = ()‘g)‘h)(gh)'

Temos que H = KG € uma bidlgebra (com unidade 1y = 1x1l¢g) sobre K

com:

i. multiplicagao m : H @ x H — H definida por m(\,g ® Aph) = (AgAn)(gh), para
quaisquer g, A\, € K e g,h € G;

ii. unidade p: K — H definida por () = Mg;
iii. comultiplicacio A : H — H®k H definida por A(g) = g®g que € estendida li-
nearmente sobre todos os elementos de KG, isto €, A(Y_ N\jg) = > NA(g) =

geG geG
> Mg ®g);
geG

iv. counidade € : H — K definida por £(g) = 1k que € estendida linearmente

sobre todos os elementos de KG, isto €, €(D> A\gg) = D> A\e(g) = D Ay

geq 9eG geqG

De fato, do Exemplo 2.1.3, temos que (H,A,e) é uma K-codlgebra. Temos

também que H € uma K-dlgebra com multiplicagio m : H @ x H — H,m(\;g ®
Anh) = (AgAn)(gh) (do item (c)) e com unidade p: K — H, (X)) = M.

Observemos também que como G € uma base de H, temos que G — H via

g = 1kg, para todo g € G. Em particular, 16 = 1g1g.
Dizemos que KG € uma dlgebra de grupo.
Devemos mostrar agora que:

Aomy =myg,no (AR A);
Ao up = pHgH;

ceomyg =mgo(e®e);
EOUH = UK,

onde myg =m, ug = u, mg € a multiplicagio de K definida por A1 @ Ay — A1)\,
pr = idg € a unidade de K, myg,.n = (myg @ my) o (idg @ T ® idy) e pyon =

(g @ pg)o® com @ : XN— 1xg ® A, para todo A € K (ver Exemplo 1.2.3).



33

Sejam g, h € G. Temos que:

Aomp(g®h) = Agh) = gh ® gh;

Mugn © (A @ A)(g®h) =mug,u(Alg) © Ah))

= mueu((9®9) ® (h®h)) = gh @ gh;

Ao pr(A) = AMlg) = M (1) = Mlg © 1¢);

precn(A) = (g @ pr)(1x ® A) = 1o @ (Me) = Ml @ lo);
comp(g®h)=-e(gh) = 1k;

m o (e @e)(g®h) =mx(e(g) @e(h)) = mi(lx @ 1x) = 1k;
eoun(A) =e(Mg) = de(lg) = Mg = A

pr(A) = A.

Da K-linearidade das composicoes acima, temos que A : H — H ®p H ¢

¢€: H— K sao homomorfismos de K -dlgebras.

Logo KG € uma bidlgebra sobre K.

2.3 Algebra de Hopf

Definigao 2.3.1. Dizemos que uma bidlgebra (H,m,u, A ) sobre um anel K
comutativo com unidade € uma dlgebra de Hopf se existir uma funcao K-linear

S : H — H, chamada de antipoda de H, tal que o sequinte diagrama comuta:

HoxH A H A ., Hox H
S®idy JLOE idg ® S
H®ix H m - H m H®r H

Exemplo 2.3.2. H = KG ¢é uma dlgebra de Hopf com antipoda S(g) = g~' que

€ estendida linearmente sobre todos os elementos de KG , isto €, S(Y A\gg) =

geG
> AS(9) =2 )‘gg_l~

geG geqG

De fato, pelo Exemplo 2.2.2, temos que KG é uma bidlgebra. Temos também
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que:

mo (S @idp)oA(d  Ag) =mo (S®idy)( > \Alg))

geG g€G
=mo(S@idn)( ) _ Alg®9)) =m(> (S @idu)(Ag @ g))
geG geG
=m()_Sg) @g) =Y mAg ' @)
geG geG
=Y N1k =Y Mle
geG geG

mo (idy @ S)oA(D>  Agg) =mo (idy @ S)(D_ \gA(g))

geG geG
=mo (idg @ S)(D_ A9 ®9)) = m(D _(idy ® S)(N\gg @ g))
geG geq
=m(d Ag@g ) =Y mAg@g )= Al
geG geG geG
poe(D Agg) = (22 Ag) = 20 Mgl
geG geG geG

Logo H = KG € uma dlgebra de Hopf.

Exemplo 2.3.3. Seja Hy o espago vetorial de base 5 = {1,g,x,xg} sobre um corpo
K, onde char(K) # 2, isto é, K nao contém um subcorpo isomorfo a Zy. Temos

que Hy é uma dlgebra de Hopf chamada de dlgebra de Sweedler de dimensao 4 com:

(1) estrutura de K-dlgebra dada por:

(Ae)(Ne') = (AN)(e€)), com \\ N € K, e, € 8, onde > =1, 22 =0 e
xg = —gx;

(ii) estrutura de K-codlgebra com comultiplicagao A, onde A(1) = 1® 1, A(g) =
g®g, Alx)=2®1+g®z, A(rg) =19g®g+1Rxg e com counidade €, onde
5(1> - 1K7 €(g) - 1K7 5(.1‘) - 0) 8(1‘9) - 07‘

(iii) antipoda S, onde S(1) =1, S(g) =g, S(x) = zg e S(zg) = —x.

De fato, temos a sequinte a tabela de multiplicacao:
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r | x| —gx 0 0

g | g | x 0 0

Admitindo-se a distributividade da multiplicacdo em relacdo a adi¢ao em Hy,
obtemos uma fun¢ao K-biaditiva f : Hy x Hy — Hy com f(Xe, Ne') = (Xe)(Ne') =
(AX)(e€), para quaisquer e, e’ € B e \, N € K. Da propriedade universal do produto
tensorial (ver Defini¢ao 1.1.12), existe uma unica fungdo Z-linear m : Hy ® Hy —
Hy com Xe @ Ne' — (AXN)(e€e’). Como K € um corpo, entio m é K-linear. Seja
w: K — Hy definida por p(\) = A\1. Verifica-se que m e u satisfazem a Defini¢ao
1.2.1. Portanto Hy € uma K-dlgebra.

Dados A1, Ao, A3, \y € K, verifica-se facilmente que:

(1d@A) o A(M 1+ Aog+ A3z + Mzg) = (A®id) o A(A 14+ Aag + A3z + \gxg);
(e®@id) o A(M1 4+ Aog + A3z + Mzg) = 1 @ (A1 + Aag + A3z + \yzg);
(id®e) o A1+ Aog + A3z + Mzg) = (M1 + Aag + A3z + \zg) ® 1.
Logo Hy é uma K-codlgebra.

Da Observagao 1.2.2 e do Exemplo 1.2.3, seque-se que Hy Qx Hy € uma

dalgebra com 1y, 0, =1 ® 1.
Sejam u = A\ 14+ Xog + A3z + M\gxg e v = N1+ XNog+ Nz + Njzg. Temos que:

A(uv) = MN1R1)+ A (g®g9) + MMz @14+9Rz) + M N (rg®9+1®
2g) + M (g®9) + XX (101) = ANy (29 @ g+ 1@19) — A Nj (2@ 14+ g®@ ) + AN (2 ®
1+ g®x) + AN @g® g+ 10 2g) + MA (29 ® g+ 1R 29) + Mz ® 1+ g @ );

Por outro lado,

Alu)Aw) = MA@+ X(g®g) + Mz 14+g®@x)+ Mzg ® g +
1@zg) NI +XMegeg) +Mrel+gor)+ Nrg®g+1®ag) =
MM 1)+ ®g) + MN[0 1+ g@a) + MA(zg® g+ 1@ xg) + AN (9@
@)+ N1 ®1) = AN(rg@g+1R029) =N (@1 +g@2)+ N (@1 +9®
)+ AAp(2g ® g+ 1®@139) + MM (29 @ g+ 1@ 29) + MAy(2 @1+ g ®);
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A<1) =1®1l= 1H4®KH4;

Analogamente ao desenvolvimento da aplicagao de A em u.v € Hy, con-
cluimos que e(u.v) = e(u).(v);

6(1) = 1K;'

Temos também:

mo(S ® id) o A(A1 4+ Aag + Azx + \gxg)
=mo(SRid)(MIR1T+Xg®@g+ A1+ A9 @1+ Mrg ® g+ M1 R z9)
=mM1IR1+XMg®g+A2gR@ 1+ A3 @2 — (M2 ® g) + Ml ®xg)

=M1+ Xl + A3zg — A\3xg — Mg + Agwg = M1+ a1

=mo(id®@S) (M1 1+ XgRg+ A ®@ 1+ A3g @+ Mg ® g+ M1 R xg)
=mMIR1T+XMgRg+A2R1+ N9 ®@xg9+ Mg ®9g— (M1 1))

= )\11 + )\21 + /\317 — /\3[)’2 + )\4[E — )\41‘ = /\11 + )\21,
Ko 6(/\11 + )\29 + /\3]7 + /\41’_9) = /L(/\llK + )\21[{) = /\11 + )\21
Logo (Hy,m, p, A, e,S) € uma dlgebra de Hopf (sobre o corpo K ).

Observacao 2.3.4. Como a char(K) # 2, podemos tomar a base [ =
{e1,eq, h1, ho} para Hy, onde ey = (1 + g)/2, ea = (1 — g)/2, hy = zey, hy = xes.

Usaremos esta base no Capitulo 4 para demonstrarmos que Hy atua sobre si mesma.

2.4 Notacao Sigma

Em geral, a notagao usada para operagoes de K-codlgebras nao é concisa
como a usada para operacoes de K-algebras. A notacao sigma é ttil na simplificagao
de vérias operagoes que envolvam K-codlgebras. Dados uma K-coélgebra (C, A, ¢)

e c € C, escrevemos: A(c) = > ca) ® ¢(2) que também é escrito simplesmente por
(c)

Ale) =D cay @ c)-
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Definigao 2.4.1. Seja (C, A, e) uma K-codlgebra. Denotamos por

Ay =A e, em geral, A, = (AR ") oA, 1, paran > 2, onde I =idc e
IF=1®I°! paras>1.

Proposicao 2.4.2. Seja (C,A,¢) uma K-codlgebra. Entdo, para quaisquer n > 2

ep€{0,...,n— 1}, vale:

A, =(IPARI" T P)oA,_,.

Demonstracao. A prova se faz por inducao sobre n. Da definicao de K-coalgebra,
a equagao acima vale para n = 2 e para todo p € {0,1} (denotamos I’ ® A =
A®I° = A). Suponhamos, por inducao, que A,, = (IPQARI"P)oA, 1, parap €
{0,...,n—1}. Equivalentemente, podemos supor que A, = (I 1QARI"P)oA, 1,

comp € {1,...,n}.
Queremos mostrar que A, 11 = (IPRARI"P)oA,, paratodop € {0,...,n}.

Da hipétese de indugao, da definicao de K-codlgebra e do Teorema 1.1.18,

temos que, para todo p € {1,...,n},

(IPRARI"P) oA, =(IPRARI"P)o(IP'RARI"P)o A,

—(IPTRARIRI"P) o (I ' @A@I"P)o A,y
= (

PP AR I P o A,

Da relagao demonstrada acima, segue-se que (I"®@ A)o A, = (I"'@A®I)o A, =

.= (A®I") oA, sendo esta tltima expressao, por definigao, igual a A, .

Logo A1 = (IP@ A®I"P)o A, para todo p € {0,1,...,n}. O
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De agora em diante, usaremos ) | ¢1)®c()®. . .®¢(n41) para denotar qualquer
(¢)
uma das representagoes possiveis para A, (c).

No caso n = 2, temos que:

Ao(c) = (T @A)A(0) =T @A) D _cay@ce) =D ) @ Aleg)
(©) (©)

:ZC( ZC 1) © @) ZZC @ () @ o))
(c)

(c2)) ) (c2))

=D D ® ey ® ),

(c) (6(2)

que escrevemos simplesmente como ) ¢1y ® ¢z 1) @ €@2)2)-

Ag(c) = (A D(A(e) = (AR DY _cwy @) =Y Alew) @ ez
© ©)

=> 0. 1)y ® €1 g) ® €2 => > 1)1y ® €(1)(2) B €(2);

() (ery) (© (cqy)
que escrevemos simplesmente como » 1) ® €y () @ C)-

No caso n = 3, obtemos:

As(c) =(I®T®A)oAy(c) =(IRTDA)D ) @z @ ()
()

— Z c(1) ® €2) @ €(3) (1) B €(3) (9}

As(e) =(I@ART) o Ay(e) =T RADI)(D _ cy® ) ® )
(c)

=) c® €)1y ® €2)(2) @ €(3);

As(c) =(A@T®T)0Ay(c) = (ARTDI)(D _ cy®cp) ®ca)
(c)

—ZCu) ® (1) (g) ¥ C(2) @ C3);

Por analogia, temos também:

Ag(e) = (I @T®@A) o Asg(e) = (TR TR AN 1y @ g @ @)

=D cg 2) @ C@)(1) © C@)(z))
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A3(C) = ([ RAR® ]) o AQ(C) = (I RAR® I)(Z C(l)(l) & C(l)(Q) ® C(g))

=) €1 1) © C)(2) () @ CM(2) () @ €5

Ag(e) = (AT @) ols(c) = (ARTR Iy @ iy @ @)

o ZC ( )( 2) ® C(l)(Q) ® 6(2))

Age) = (T@T®A) 0 Ay(c) = (TR TR A)(Y ey @) ® c) )

=D 1) @ @)y @ @) )

As(e) =(T@ART) o Ay(e) =T RADT)(D ey ® )1y ® €2 2))

=D cm®ce 1) @@ )) @ CO )’

Az(c) =(A®I®I)oAsc)=(ARI® I)(Z €1y ®C2)qy @ 6(2)(2))
=>.c € ) © C)) @ €@ ) @ C@)(2)

o que mostra que a notagcao sigma ¢é bastante importante na simplificacao de

operagoes e obtencao de resultados referentes a codlgebras.
Vejamos alguns exemplos da aplicagao da notacao sigma.

Exemplo 2.4.3. Seja (C,A,e) uma K-codlgebra. Entao

(i) c= > elcqay)ce Zc e(c(2)), para todo c € C (propriedade da counidade);
(c)

(i) ¢ = >elcayelcrgye@e = 2elcny)e(cayy)ie = %6(0(1”6(0(2))0(3):
para todo ¢ € C'.

De fato, da definigao de K-codlgebra, temos que (¢ @ I) o A = U, onde
U:(C — K®gC definida por ¢ — 1x ® ¢ possui inversa V' : K @x C — C
definida por k®@c — kc. Temos também que (I®e)oA =7, onde T : C — CRx K
dada por ¢ — c@1g com inversa Y~ : C®@x K — C definida por c®k s ck = kc.

Usando a notagao sigma, seque-se:

c=U"lo(e®)oA(c) =TV "o (e I) Zc ® i Z\If ® )

= Z e(cqy)ey, paratodo c € C,
(o)



c= T_l o (] X 8) o A(C) = T_l o (I X 5)(2 c() & C(g)) = Z T_I(C(l) (9 5(6(2)))
(©) (¢

= Z ca)e(c)), paratodoc € C.

Logo ¢ = % e(cqy)ee) = % caye(ce))-

Definamos agora f : C x C — C, onde f(c1,c2) = €(c1)ca. Desde que € é

K-linear, temos que f é K-biaditiva.

Pela propriedade universal da Defini¢ao 1.1.12, existe um unico homomor-
fismo (de Z-mddulos) f': C @k C — C, tal que f'(c; @ cy) = €(c1)ea. Ainda, como
K é comutativo, entdo f' é homomorfismo de K-mddulos (notemos que C @k C é

um K-mddulo).

Temos que:

Ag(e) =) ey @ @ e = Y ey @y ® C)

= ca 1) @ C@)(q) @ C2)(g)-

Entao

froI® f)(Ax(e) = fo(Ia ) cn®co ®cy)
(c)

—E:f (I® f)cay ® c) ® c3)

= Zf ca) ® I (0(2) X c(3) )
(c)

—E:fcm® co)ew) = ) elew)elee )em);
(0)

Foll@ f)(Ba(e) = f'o u@f)(Z o ® g © o)
_Zf (I® f)( )®C()()®C(2))
- Z f,(c(l)u) ® f <C(1)(2) ® ¢z)))

—E:me@ (e(cryg)c@))
= Z (1) C(l)@))c(?);
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fro(I@ ) (B2(e) = [ o (T® f)(D ey @y ® ceyy)
=) flewef ’(C<2>(1 ® C2)(5))
—Zf c) @ (e(c@)(1))c@)(2)

= Z 2)(1)) €@ 2)°

Por outro lado, temos também que

FroIe f)(Le(e) = fol®f)Y e ®@epy © C<2>(2))

o(I® ) > ca m @)

(e) (c2))

=fo(I® f/)(z ca) ® (Z @) ® 6(2)(2)))

(c) (c2y)

=D flew® Y fley @ co))
(©)

(c2))

= Z f’(C(l) ® (Z 8(6(2)(1))6(2)(2))).
(c)

(c2))
Do item (i) acima, seque-se que esta tltima expressao € igual a
D ey @) =Y eleq)em =
(o) (o)

e, portanto,

= Z ele C(2 0(2)(2) = Z 5(0(1)(1))5(6(1)(2))0(2)
Z el 0(2) 3)-

(c)
Exemplo 2.4.4. Seja H wuma dlgebra de Hopf com antipoda S. FEntao
2_(S(h@))hz) @ (S(hy)hy) = 22(S(ha@))he)q) @ (S(h))h))-
De fato, seja a aplicagio f =m*o (I@TR1)o (1 ®I?) o (S*® I?), onde m
€ a multiplicacao de H, I é a identidade de He T : H®x H — H ®k H € dada
por h@h' — W @h (denotamos m* =m@m, [*=1®1 ¢ S* =S®S). Desde que
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f seja K-linear, seque-se:
o(I@T®I)o(1®I%) o0 (S*®I%)(As(h))
=m’o(I@T@I)o(T®I*) o (@ I*)(D_ ha) @ he) @ h) @ ha)
=Y mPo(I@7®I)o(raI*)(S(ha) ® S(he) ® he) @ ha)
=> mPo(I@7®I)(S(hw) @ S(ha) @ he & ha)

= m*(S(h) @ b @ S(ha) @ hay) = > _(S(he)he) @ (S(ha))h);

m?o(I@T®I)o(r®I*) o (S*® I*)(As(h))
=mPo(I®T®l)o(rol?)o(S*0*) (Y hy h@) 1) ® hz) ) © i)
=D (S(he))he) ) @ (S(ha))h):
Observamos que a igualdade do exemplo acima decorre do fato de Agz(h) =
2o h) @ he) ® hg) @ hay = 35 ha) @ by ) @ hiz) g ® )

Exemplo 2.4.5. Seja H uma dlgebra de Hopf com multiplicagio m, unidade pu,
comultiplicagao A, counidade ¢ e antipoda S. Entio e(h)ly = > hw)S(hw) =
(h)

(% S(ha)he
De fato, temos:
poe(h) =ple(h)lg) =e(h)u(lg) =e(h)ly;

o(I®S)oAh)y=mo(I®S)()_ hu ®he)
(h)

= Zm o (I ®8)(ha)® ha)
=Y _mlhay @ S(h)) = Y hwyS(he)
(h) ()

o (S®I)oA(h)=mo(S@I)(D_ ha @ h)
()

— Zmo (S®I)(ha)y ® hea))

=Y m(S(ha) @ hey) = Y S(hay)he
(h) (h)

Como poe(h)=mo(I®S)oA(h)=mo(S®I)oA(h), para todo h € H
(ver Definicao 2.3.1), entao e(h)lg = > hayS(hw)) = Z S(hay)he).
(h)
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Exemplo 2.4.6. Se C e D sao K-codlgebras (isto é, se (C,Ac,ec) e (D,Ap,ep)

sao K-codlgebras), entio C @k D tem estrutura de K-codlgebra com:
Acgpp = (ide @ T ®idp) o Ac @ Ap;

Ecexn =70 (c ®ep),

onde

T:C®xk D — D®gC é K-linear com c®@d — d® c, para todo c € C e
d € D (definido no Teorema 1.1.22);

v: K®g K — K é K-linear com ki ® ko — kiky, para todo ki, ke € K
(definido no Exemplo 1.1.21).

De fato, sejam c € C ed € D. Temos que:
(AC®KD ® idC@KD) © AC@KD(C ® d)
= (AC®KD ® idC’®KD) o (ch ® T ® ZdD) o (AC’ ® AD)<C ® d)

= (Acegp ®idog,p) o (ide ® 7@ idp) (D oy @ ey ® Y dy) @ dz))

(©) @

= (Aco,p ®ideg,p) o (ide @ T @idp)(Y Y ey ® ey ® day @ dz))
(© (@

=YD Acen @idosnlcn) © dyy @ ¢ © dz)

(c) (d)

=D > Acarnlen ® dyy) & ¢o) @ dpg)
= Z Z[Z Z C(1) ) @ d(1)(1) ® C1)(g) @ d(l)(z)] ® c(2) ® d(a)

(@ (@) () (dw))

=Y > DDy @ dayy @y g © diay g © Co) @ dia(= %)

(e (d) (eqy) (dny)
= (ide ®T® T ®idp) o (ide Ridec @ T ®idp ® idp) o (A, ® Ap,)(c® d),
onde ACQ = (AC ® ch) ® AC (& AD2 = (AD ® ZdD) ® AD-

Analogamente, obtemos:

(idC®KD ® AC@KD) © AC@KD(C ® d)

—ZZ YD e ®day ® ey ® dizy gy © C@) g ® dia) ) (= )

(d) (cq2)) (de2y)

= (lde ®T® T ®idp) o (ide ®ide @ T ®idp ®idp) o (Ac, ® Ap,)(c® d).
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Notemos que x = *x. Isto decorre do fato de

Acy(c) = > ety ® e @y = D Y, ey © ) @ oy

(© (cy) (@) (c2y)

Ap,(d —ZZd(l (1)®d ®d(2)—22d ®d(2)(1)®d

(d) (de1y) (d) (de2))

Do Exemplo 2.4.3 (propriedade da counidade), temos que:

(€C®KD®idC®KD) © AC@KD(C ® d)

= ecoxn ®idosn(Y Y ¢y @ doy @ co) @ dm)
(0 (@)

- Z Z cexn(c) ® d)) ® c@) ® d)
c d

= 2280(6(1))€D( 1)) ® c2y ® d(a)
() (d)

= Zle ®eclcw)ee ®epldu))de)

() (d)
:1K®Ze€c(c ®Z<€D y=1lg®c®d
e também

(idogp @ €corn) © Acgrp(c®d) =c®@d® 1k.

Da  K-linearidade das composi¢oes acima, seque-se que (C' ®g

D, Acgyp,ecexp) € uma K-codlgebra.

Com o exemplo acima, conseguimos uma definicao alternativa para
bidlgebras.
Proposicao 2.4.7. Sejam (A,ma,pa) uma K-dlgebra e (A, Ap,e4) uma K-

codlgebra. Sao equivalentes:
1. Ay e e sao homomorfismos de dlgebras (sobre K);
2. ma e g sao homomorfismos de codlgebras (sobre K).

Demonstracao. Mostremos inicialmente 1 = 2.

Por hipotese, temos que Ay : A — A®g Aeey : A — K sd@o homomor-

fismos de K-algebras. Logo valem:
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(I.1) Ajoma=mag,a0(AsR@A4), onde mag,.4 = (Mma®@ma)o (ida @ T Ridy);
(I.2) Agopa = pagya, onde piag,a = (pa@pa)o®com ®: k—1x @k, k € K;
(I.3) caoma=mgo(ca®en);

(I.4) caops = k-

Devemos mostrar que my : AQx A — Ae s : K — A sao homomorfismos

de K-coalgebras, isto é, que valem:

(II].) AAomA = (mA®mA)oAA®KA, onde AA®KA = (idA®T®idA)O(AA ®AA);

(I1.2) ceq0omy = cagyn, onde €ag,a =70 (4 ®ea) com v : ky ® kg — kiko, para

quaisquer ki, ko € K;
(I1.3) Apqopa = (pa® pa) o Ag;
(I1.4) eq0pa = ek.
Do Exemplo 1.2.3, temos que (A ®x A, Mag, A, lagea) ¢ uma K-édlgebra e
do Exemplo 2.4.6, temos que (A ®x A, Aug,a,Ea0,4) ¢ uma K-codlgebra.

Observemos ainda que (K, mg, pix, Ak, €x), onde my (k1 ® ko) = kiks, para
quaisquer ki, ky € K, ug(k) = ex(k) = k, Ag(k) = 1x ® k, para todo k € K, é
uma bidlgebra. Para ver isso, basta tomar o grupo G = {1k, .} no Exemplo 2.2.2.

Segue-se que K := K{lx} é uma bidlgebra.
De (I.1), temos que:
Apoma=mag,a0(As®@Ay)
=[(ma®@ma)o (ida @TRids)] o (A ® Ay)
=(ma®@ma)o[(ida ®@T®ida)o (AR As)]
=(ma®@ma)oAag,a (logo wvale I1I.1);
Notando que mg = v, de (1.3), temos que:
gaoma=mgo(ea®cys) =7v0(ea®cn) =cagpa (logo vale I1.2);
Notando que ® = Ag, de (1.2), temos que:

AAOMA = HAgxA = (MA@,UA)O(I) = (NA@NA)OAK (IOgO vale II.3),
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De (I.4), temos que:
40 g = pr = ex (logo vale 11.4).
Mostremos 2 = 1.
Por hipétese, valem (IL.1), (I1.2), (I1.3) e (I1.4).
Por (I1.1), temos que:
Agomy=(ma®ma)oAsg,a
=(ma®@ma)o[(ida ®@T®ida)o (As®Ay4)]
= [(ma®ma) o (idg @7 Rida)] o (As @ Ay)

=Magea© (Aa®Ay) (logo wvale 1.1);

Por (I1.3), temos que:

Apopa=(a®@ua)oAx = (ta®pa)o® = pag, a (logo vale 1.2);
Por (I1.2), temos que:

EAOMA = Eag,a =70 (Ea®ea) =mgo(ca®ea) (logo vale 1.3);
Por (II.4), temos que:

a0 pa =cex = pg (logo vale 1.4). O

2.5 Produto de Convolucao

Sejam A uma K-dlgebra e C uma K-coalgebra. Mostraremos que
Hom(C,A)={f:C— A:f ¢é K-linear} com as operagoes definidas a seguir
apresenta uma estrutura de K-algebra. Este resultado sera ttil, em particular, para
a demonstragao da existéncia da envolvente de uma acao parcial (& esquerda) de

uma algebra de Hopf sobre uma algebra.

Definigao 2.5.1. Sejam (A, m,u) uma K-dlgebra, (C,A &) uma K-codlgebra e
fig € Hom(C, A). Definimos o produto de convolugao de f por g a sequinte
composicdo: f+xg=mo (f®g)oA.

Proposicao 2.5.2. Hom(C,A) é uma K-dlgebra com multiplicacio mpom(c,a)y

Hom(C,A) ® Hom(C,A) — Hom(C, A) definida por f @ g — f * g e unidade
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Prom(c,a) - K — Hom(C, A) definida por X — A(poe€).

Demonstragao. Primeiro observemos que se f,g € Hom(C,A), entdao f x g €
Hom(C,A). Temos também que Hom(C,A) é um K-médulo com (f + g)(c) =

fle) +g(c) e (Af)(c) = Af(e) = f(c)A = (fA)(c), para todo f,g € Hom(C,A),
AeKecel .

Seja ¢ € C. Temos que, para todo f,g,h € Hom(C, A), valem:

(f*g)*h(c) =mol[(f+g)@hJoAle) =mol(mo(f®g)oA)@h]eAlc)

=mo[(mo(f®g)oA) ®h](20(1) ® c(2))
O

=Y m(mo (f@9))(D ey ® ) @ hlew))
(c) (eqny)

= > ml(Y mFlew ) @ glew ) @ hice)

(c) (eqny)

=" m((Y Flew))9lea)m) @ hlew))

(©) (ey)

= Z[( Z f(C(1)(1))g(C(1)(2)))h(c(2)>]

(©  (cy)

- Z Z f(c(l)u))g(c(l)(2))h(c(2))(: *)

(© (cqy)

=22 mem®ida)o(f®g®h) (e, @ ey @)
© (e

=mo(m®ida)o(fRgOh)(D Y cmyy @y @)
(@) (eqy)

=mo(m®ids)o(f®g®h)oAc);
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fr(gxh)(c)=molf@(gxh)]oAlc)=molf®(mo(g®h)oA)(Alc))

=mo[f®(mo(g@h)o A ) ®cw)
(c)

=> " m(f(e) @ (m(g @ (Y o)) @ )
(c)

(c2))

=D _mlflew) ® (3 mlglep) ) @ hlca)))
(©

(c2))

(c2))

= Z (7 9le@ ) hle)

(c2))

- Z Z Fleg C(2 1) (0(2)(2))(: )

(e) (ce2)

= Z Z mo(m®ida)o(fRg® h)(C(l) & @) () ® 6(2)(2))
(@) (c2y)

=mo(m®idy)o(fRg®h) ZZCU ® C2) ()())
() (e2))

=mo(m®ids)o(f®g®h)oAyc).

Logo (f xg)xh = fx(g*h), para todo f,g,h € Hom(C, A).

Temos que poe : C — A é K-linear, onde poe(c) = ul(e(c)lgx) =
e(c)u(1g) = e(c)1 4. Usando a propriedade da counidade (ver Exemplo 2.4.3), segue-
se que, para todo f € Hom(C, A), valem:

fr(poe)e)=mo(f@(poe)oAle)=mo(fe(uoe)) e ®cw)
(©)

- Z fleqy) @ poelew)) = Zm(f<c(1)) ® e(ce))la)
(c)
= Zf )la = Zf
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(oe)x fle) =mo((poe)® floAle) =mo((poe) @ )Y cuy ®ce)
(0)

=Y mlpoelcn) ® flew)) =D mlelca)la® flew))

(c) (c)

= Ze(c(l))lAf(C(z)) = Z f(eleq)e)

(c) (c)

= O _eleqy)ew) = fle).
()

Isto mostra que 1gom(c,a) = poe.

Definamos © : Hom(C, A) x Hom(C, A) — Hom/(C, A) por (f,g) — f x g.
Temos que © é K-biaditiva. De fato, seja ¢ € C. Entao

O(f +g,h)(c) = ((f +9) xh)(e) = (mo ((f +g)@h)oA)(c)
= (mo(f@h+g®h)oA)(c)=m((f@h+g®h)(A)))
=m((f @ h)(Ale) + (g @ h)(A(c)))
=mo (f@h)oAlec)+mo(g@h)oA(c)
= (fxh)(c) + (g x h)(c) = O(f, h)(c) + O(g, h)(c);

O(f,9+h)(c) = (f* (g +h)(c) = (mo(f@(g+h))oA)(c)
=(mo(f@g+f@h)ol)(c)=m((f®g+f©h)(A)))
=m((f ®g)(A(c)) + (f ® h)(A(c)))
=mo (f®g)oAlc)+mo(f®h)oA(c)
= (f*9)(c) + (f xh)(c) = O(f, 9)(c) + O(f, h)(c);

O(fA g)(c) =mo(fA®g)oAlc) =mo (f®Ag)oAlc) = fx(\g)(c)
= O(f, Ag)(c).

Segue-se da propriedade universal da Definicao 1.1.12 que existe um tunico
homomorfismo de Z-médulos mgom(c,a), tal que Muomec.a)(f ® g) = f * g.
Sendo K comutativo, temos que Hom(C,A) é um (K-K)-bimédulo e, portanto,
Hom(C,A) @ x Hom(C, A) é um K-mdédulo. Temos também que, para todo ¢ € C,
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vale:

Mpom(c.4) (A @ 9))(€) = muom(c.)(Af) ® g)(c) = (Af) * g)(¢)

= mo((\)®g)o Ale) =mo (M) @ )Y ey ®
()

= Z (Af(cay)) ® g(ce)) Zm c)) ® 9(cz))))
_Z)\m ) ® gle@)) = Am( Zf ® g(c@))
(e)

=XMmo (f®g)oA)(c)=Af*g)(c)
= /\mHom(C,A)<f ® g)(C)

Logo muom(c,a) € K-linear.

Definamos pigom(c,ay : & — Hom(C, A) por XA — A(po¢). Verifica-se sem
dificuldades que a tripla (Hom(C, A), Muom(c,a), lHom(C,4)) Satisfaz a definicao de

K-algebra. [

Observamos que poderiamos ter obtido (f*g)xh(c) = x = %k = f*(gxh)(c).

Isto decorre do fato de

= Z Z cay ® ca Z Z ) B C@)1) B @)y

(©) (eny) (@) (ce

no entanto preferimos enfatizar os detalhes da prova.

Observacao 2.5.3. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Seque-se, do
Ezemplo 2.4.5, que a antipoda S é a inversa da idy (identidade de H) com relagao

ao produto de convolucao.

2.6 Dual Algébrico de uma Algebra e de uma
Coalgebra

Seja H um K-espaco vetorial. Definimos o dual algébrico de H como o

K-espago vetorial H* = {f : H — K : f ¢é K — linear}.

Esta secao foi incluida nos pré-requesitos com vistas a demonstracao da exis-

téncia de uma acao parcial (a esquerda) do dual algébrico H* de uma &lgebra de Hopf
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H sobre H, onde dim(H) < +o00. Veremos que, na verdade, estd a¢ao parcial é uma
agao “total” de H* em H. O estudo desta segao também serd titil na compreensao
de um exemplo que sucede este resultado. Comecamos com dois lemas que nos
ajudarao a demonstrarmos que (A ®x B)* ~ A* @ B* (como K-espagos vetoriais)

quando dim(A) < +oo e dim(B) < 4o0.

Lema 2.6.1. Sejam A e B espacos vetoriais de dimensdo finita sobre um corpo K.

Entao:

(i) Se{ay,...,an} € uma base de A eby,..., b, sio vetores de B, tais que Y a; ®
i=1
b; =0, entao b; =0, para todo i =1,...,m;

(ii) Seay,...,a, sio vetores de A e {by,...,b,} € uma base de B, tais que Y a; ®
i=1
b; =0, entao a; =0, para todo i =1,...,n;
(iii) Se{e1,....emn} € uma base de A e {fi,..., fn} uma base de B, entao {e;® f; :

1<i<m e 1<j<n} éumabase de ARk B.
Em particular, dim(A @k B) = dim(A).dim(B).

Demonstracao. Mostremos (i). Seja a € A. Entao existem «q,...,q,, € K, tais
que a = ajay + ...+ apa,,. Definamos, para cada k = 1,...,m fixo, a aplicacao
¢, : Ax B — B com (a,b) — aipb. Dados a = aja; + ... + apan,,d = ofay +

ot aa, €A bY € Beae K valem:

. (a+d',b) = apb + ajb = ®(a,b) + Py (d’, b);
Op(a,b+0b) = ap(b+V) = arb+ apl = Pi(a,b) + Pr(a, ') e ainda,

Op(aa,b) = (paay+. . .+ apaag+. ..+ amaay,, b) = (aa)b = ag(ab) = Ok (a, ab).

Isto mostra que &, é K-biaditiva, para todo k = 1,..., m. Pela propriedade
universal da Definicao 1.1.12, existe um tinico homomorfismo de Z-médulos @) :
A®kg B — B com P, (a®b) = aib, para todo k = 1,...,m. Ainda, como K é um
corpo, segue-se que ®) é K-linear, para todo k =1,...,m, e AQx B é um K-espaco

vetorial. Finalmente, suponhamos que ) a; ® b; = 0. Portanto ®}(>" a; ® b;) = 0.
i=1 i=1
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Assim 0 = O (a1 ®by)+. . . +D)(arp@bg)+. . .+ P (0, ®by,) = 0by+. . .+1bg+. . .40by,

e, portanto, by = 0, para todo k=1,...,m.
Analogamente, mostra-se (ii).

Mostremos (iii). Seja * € A ®x B. Entdo x = iai ® b;, com a; € A e
b € B. Dal a; = aj1e1 + ... + ajpen, € by = ﬁz‘lfl_f—...—:_:/éinfn, comi=1,...,7,
onde ay1, ..., Qm, Bi1, -+, Bin € K. Sendo assim, r = i a; ® b; = (aj1e1 + ...+
Q) @ (Buify+ -+ Binfa) + o+ (@rier+ ..+ Qo) & (Brify+- -+ Bonfo) =
(1B +...+aBa)ea®fi)+. ..+ (ifint. -+ 1Bm)(e1® fr)+. ..+ (umfbi+

St armﬁrl)(em ® fl) + ...+ (almﬁln + ...+ a’/‘mﬁrn)(em ® fn)
Isto mostra que {e; ® f;: 1 <i<m e 1<j<n} gera A®g B.

Sejam agora \;; € K,onde 1 <i<mel<j<mn,taisque ) > \j(e;®
i=1j=1
fj) = 0. Dai Z Z e X ()\UfJ) = Z e; X (Z )\ij]) = 0. Do item (i), temos que
i=1j=1 i=1 j=1
Y Nijfi =0paracadai =1,...,m. Como {f; : j =1,...,n} é uma base de B,
j=1

entao \;; = 0, para todo 1 <7 < m e para todo 1 < j < n.

Isto mostra que {e; ® f; : 1 <i<m e 1<j<n} élinearmente indepen-

dente.

Portanto {e; ® fj : 1 <i<m e 1<j<n}éumabasede ARy B. O

Lema 2.6.2. Seja V um K-espaco vetorial. Se fi,..., f, € V* sao linearmente
independentes (L), entdo existem vy, ...,v, € V, tais que f;(vj) = &;;, onde §;; = 1k
e 0;; = O, quando i # j, para todo i,j = 1,...,n. Em particular, temos que os v;s

sao linearmente independentes.

Demonstragao. Seja {f1} C V* LI. Entao, por definigdo, f; # Oy«. Logo existe

Oy #w, € V, tal que fi(wy) # 0k. Tome vy = % Temos que fi(vy) = 1k.

Suponhamos agora que { fi, ..., f,} C V*¢é LI, tal que existem vy, ...,v, € V
com f;(v;) = d;;, para todo 4,j = 1,...,n. A mostrar que se {f,..., fo1} C V*
é LI, entao existem wy,...,w,41 € V, tais que f;(w;) = d;;, para todo i,j =

1,...,n+ 1.

Desde que fi,..., fur1 sdo LI, temos que fr11 — > fur1(v;)fi # Oy«. Entao
i=1
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existe Oy # v € V, tal que fro11(v) — > far1(vi)fi(v) # Ok, ou seja, frni1(v —

S wfi(v)) # O,

=1

Temos também que, para todo 7 =1,...,n fixo, vale:

fi Evzfz( ) = fi(v) = g:lfj(vi)fi(v) = [fi(v) = fi(v) = Ok (%).

=1

v—zn: vi fi(v) _ _
Tomemos w1 = — ewj = v;— for1(vj)Wpgr comj=1,... n.
frr(v=32 vifi(v))

i=1

Entao

fi(wpt1) = O, para todo j = 1,...,n (por (%)), fjlwg) = fi(vx —

Jrr1(Ue)wni1) = fi(vr) = furr(ve) fi(wni1) = fi(vx) = djx, paratodo j,k =1,...,n
~—
=0k

e também

far1(Wni1) = 1k e fopi(wy) = far1(v; — fasrr(V))Wps1) = fara(vy) —
fnJrl(Uj) fn+1<wn+1> = fn+1(vj> - fn+1<vj> = OK7 para todo ] = 17 ceey T

——
=1k
Caso wy, ..., wy11 nao fossem LI, entao um destes vetores seria combinagao

linear dos demais. Suponhamos sem perda de generalidade que w; = Agwsy + ... +
Ans1Wnt1. Entdo 1x = fi(wy) = fi(lews + ... + Ap1wny1) = Ok, 0 que é uma

contradicao. |

Proposicao 2.6.3. Sejam A e B espacos vetoriais sobre um corpo K. Entao a
aplicagio p : A* @ B* — (A Qg B)* com p(f ® g)(a ® b) = f(a)g(b) € um
monomorfismo de K-espagos vetoriais. Caso dim(A) < +oo e dim(B) < +oo,

entao p é um isomorfismo de K-espacos vetoriais.

Demonstragao. Como K é um corpo, segue-se que A* @ B* e (A @k B)* sao K-
espagos vetoriais. Definamos 6 : A* x B* — (A ®g B)* por 0(f,9)> a; @ b;) =
> fla;)g(b;). Temos que dados f, f' € A*, g, € B* e A € K valem:

0+ 9> ai@b)=> (f+)a = flai)g(bi) + D f'(ai)g(bi)
= (0(f.9) + Q(f'yg))(z a; @ b;);

0(f,9+9)O ai@b)=> fla)(g+g)bi) = fla)g(bs)+ > flai)g (b:)
= (0(f.9) +0(f. 9 Zaz®b
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O(fA 9) (20 i @bi) =22 fA(ai)g(bi) = 32 flai)Ag(bi) = O(f, Ag) (22 ai @ by).

Portanto 6 é K-biaditiva. Da Defini¢ao 1.1.12, existe um tinico homomorfismo
de Z-médulos p : A* @k B* — (A®k B)* definido por p(f®g)(a®b) = 0(f, g)(a®
b) = f(a)g(b). Naturalmente, p é K-linear.

Seja r € A* ®k B*. Dal x = Zk:hl ® i1, onde h; € A* e j; € B*, para todo
[ =1,..., k. Decorre do Lema de Zé?lll (ver [12], pagina 211) que todo K-espaco
vetorial tem uma base. Entao existem f1,..., f,, € A* linearmente independentes,
tais que hy = \jifi + ... + A\ fin com Ny € K| para todo [ = 1,...,k e para todo
r=1,...,m. Segue-se que T = i(/\nﬁ +oF N Sm) @ = Z[fl @ N1jr) +-- .+
Sm @A)l = fi®(Aaji)+. . +fm®()\1mjl)+ +f1®()\k1jk)+ A fin® (M) =
Sr@ Qi+ -+ Xagie) + - o ® Mt + - A M) = 12 [i ® gi-

=491 gm
Pelo Lema 2.6.2, existem vy, ..., v, € A linearmente independentes, tais que

fr(vs) = 0,5, para todo r,s =1,...,m.

Suponhamos que p(z) = 0. Seja v, € A, com r = 1,...,m fixoe b € B
arbitrario. Sendo assim, Ox = p(z)(v, ®b) = p(>_ fi®g:)(v, @) = > fi(v,)gi(b) =
i=1 i=1
g-(b). Entao g, = 0, para todo r = 1,...,m. Logo z = 0 e, portanto, p é injetora.
Suponhamos agora que dim(A) < +oo e dim(B) < +oo. Logo dim(A*) =
dim(A), dim(B*) = dim(B) e dim(A®k B)* = dim(A®g B) (ver [12], pagina 114).
Do Lema 2.6.1, temos que dim(A®k B)* = dim(A®k B) = dim(A)dim(B) =
dim(A*)dim(B*) = dim(A* ®k B*).
Como p é injetora, segue-se do Teorema do Nicleo e Imagem (ver [11], pagina

71) que dim(A* ® B*) = dim(p(A* ®k B*)). Logo p(A* @k B*) = (A®k B)*.

Portanto p é um isomorfismo (de K-espagos vetoriais). ]

Podemos ampliar os resultados acima para o caso 3 como descrito abaixo.

Observagao 2.6.4. Seja A um K-espaco vetorial. Temos que p : A* Qg A* R
A* — (AR AQg A comp(f ® g h)(a®d ®@ad") = fla)g(a')h(a") estd bem
definida e € injetora. Para mostrar a boa definicao de p, basta tomar a funcao
K-biaditiva 0 : A* x (A* @ A*) — (A®Kx A®K A)* definida por 0(f,g @ h) =
mg o [f ® (mgo(g®h))| e usar a propriedade universal da Defini¢do 1.1.12. Para
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k

mostrar a injetividade, tome x € A* @ A* ® A*. Entao v = > g ® hy ® 5, com
=1

g, hy, g1 € A*, para todo | = 1,...,k. Como todo K-espaco vetorial tem uma base,

entao g1 = MNifi+ ...+ Xinfo, i =anfi+ ..o+ amfn e i = Bufi o+ B,
para certos Ny, o, B € K, coml =1,....kei=1,...,n, e f1,...,f, € A*
linearmente independentes. Usando as propriedades do produto tensorial, seque-se

quex = > > 3 Nips [i ® fr & fs, com Niys € K, para todo i,7,s = 1,...,n. Pelo
i=1r=1s=1

Lema 2.6.2, temos que existem vy, ... v, € A, tais que f;(v.) = Oy, para todo i,r =

1,...,n. Suponhamosp(x) = 0. Entaop(>_ > > Nirs[i®fr @ fs)(Um@u:Qv,) = 0k

i=17=1s=1
Logo > 37 > Nipsfi(vm) fr(ve) fs(vp) = Atp = Ok, para quaisquer m,t,p =1,...,n.

i=1r=1s=1
Portanto v = 0 e dai p € injetora.
Definicao 2.6.5. Sejam U e V K-espacos vetoriais, f € V¥ eT : U — V uma
aplicagao K-linear. A aplicagio K-linear T* : V* — U* definida por T*(f)(u) =
f(T(w)), comu e U, é chamada de transposta de T.

Observemos que T acima definida é K -linear, pois, dados f,g € V* e € K,
temos que T*(Af + g)(u) = Af + g)(T(w)) = Af(T(u)) + g(T(u)) = AXT*(f)(u) +
T*(g)(u).

Proposicao 2.6.6. Seja (C,A,e) uma K-codlgebra, onde K é um corpo. Entdo
(C*,;m, ), ondem =A*opepu=c*op com¢: K — K* definida por p(\)(N) =
AN, para quaisquer \, N € K, é uma K-dlgebra.

Demonstra¢ao. Primeiramente notemos que m = A*op : C*C* — C* e p=c*o
¢ : K — C* sao K-lineares. Vamos provar que m e u satisfazem a Definicao 1.2.1.
Para isso considere f,g € C*. Temos que m(f ® g) = A*op(f ® g) = p(f ® g) o A.

Seja ¢ € C. Entao m(f ® g)(c) = p(f ® g) o A(c) = p(f ® 9)(% cay ® c@)) =
(Z; fleay)gle) = mi o (f@g) o Ale) = f*g(c). Logom(f@g) = f*g.
Seja A € K. Dai u(A) = €* o ¢p(A) = ¢(A) oe Seja ¢ € C. Entao p(N)(c) =

d(N) oe(c) = d(N)(e(c)) = Ae(e). Logo p(A) = Ae, onde € = g oe = 1es.

Da Proposigao 2.5.2, segue-se que (C*,m, 1) é uma K-édlgebra (associativa e

unitaria). O
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Proposicao 2.6.7. Seja (A, m, ) uma K-dlgebra, onde K é um corpo e dim(A) <
+00. Entdo (A*,A,€), onde A =p~tom* ee=Vopu* comV: K* — K definida
por ¥(f) = f(lk), é uma K-codlgebra.

Demonstragdo. Primeiramente notemos que A = p~tom* : A* — A* @ A* e
e=WVopu*: A* — K sao K-lineares. Seja f € A*. Temos que A(f) = p~Lom*(f).
Logo po A(f) = m*(f) = fom e dai po A(f)(Sar ©a)) = [ om(Y a, @ ).

Sejam id = ida«, A(f) = gi ® hi, Algi) = Zg{k ® g;/k e A(h;) =3 hég ®
i k j
h};. Entao

po AL @a)=p(g®h) (e @a)=fom(} aa)
Logo 2.2 gilar)hi(ar) = 2 flarar)  (1);

(id @A) o A(f) = Zgz ® A(hi) = Zzgz ®hi; @hi;  (2);
(A@id) o A(f) =222 2691k @ gix @ hi (3).
ik
Pela Observacao 2.6.4, temos que p: A* @ A* Qg A" — (AQx A @K A)*
com p(fRg@h)(a®d ®d") = f(a)g(a')h(a") estd bem definida. Aplicando p em
(2) e (3), obtemos respectivamente:

ﬁ(Z Zgz- ;M) e ©d®ad)=

T

Zzzgl ar h/ h// Zzgz ar Zh T h// )

:Zzgi<ar) a // Zfar / //

por (1)

ﬁ(z Z Jir @ Gir ® hz)(z a,@a. ®@al) = Z fla,(a’a))
k T

Da injetividade de p, segue-se que Z Z 9i®h; ;@hj; = E Z 9; 1 ®g; ,®hy, isto
é, (1d@A)oA(f) = (A®id)oA(f), para todo f € A*. Logo (zd®A)oA (A®id)oA.
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Seja f € A*. Temos que:
(e ®id) o A(f) = (¢ ®id) Zg¢®h Z&?gz hi
—Z\Pou (9:)) ®h—Z\IJ (9:)) ®h—Z\II
—Zgzo,ulK ®h—ZgllA ®h—ZlK®gl 1a)h
=1x @ Zgi(lA)h

Seja a € A. Entao

(Z gi 1A Zgz 1A f(lAa) = f(a)

por (1)
Logo (e ®id) o A(f) = 1x ® f, para todo f € A*.

(id® ) o A(f) = (id@s)(zgi@?hi) = Zg,-@a(h
:Zgi (Vo pu*(h Zgz®‘1/ i)):Zgi@)\P(hiou)
= Zgz (hi o u(1k)) th (L) = O gihi(14)) @ L.

Seja a € A. Entao

(Z gihi( Zgz = f(ala) = f(a).

-~

por (1)
Logo (id® ¢e) o A(f) = f ® 1k, para todo f € A*.

Portanto (A*, A, ¢) satisfaz a Definigao 2.1.1. O

Nao utilizamos a notagao sigma no desenvolvimento de A(f), com f € A* na
demonstracao acima, para evitarmos confusao. Demonstrado que (A oid) o A(f) =
(td o A) o A(f), para todo f € A*, utilizaremos a notagao sigma na demonstragao

da préxima proposicao.

Proposicao 2.6.8. Se H ¢ uma bidlgebra (sobre um corpo K ) de dimensdo finita,

entao H* € uma bidlgebra, denominada “bidlgebra dual”.

Demonstragao. Por hipétese, temos que (H,m,p,A,e) é uma bidlgebra, onde
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dim(H) < +oo. Portanto (H*,mpy«, g+, Ay, eg+) é uma K-dlgebra e uma K-

codlgebra com:

(i) mu-(f@j) = (Ao p)(f @) = p(f @j) o A = [+, para todo f,j € H;
(i) pp(A\) =Algs,com A € K e 1y« = g oe = ¢;
(iii) Ag=p7!

(iv) ey = Vo pu*, onde ¥(v) = v(1k), para todo v € K*.

Do Exemplo 1.2.3 (ver defini¢do de m g, , onde A e B sao K-élgebras) com
a Observagao 1.2.2 item (i) e do fato de H ser uma bidlgebra, temos também que
A(hg) = A(h)A(g) = (X ha) ® he) (2 90) ® 9@) = 223" hwga) @ he)ge), para
todo g € I, (h) (9) (h) (9)

Seja f € H*. Temos que Ag-(f) = p L om*(f). Dai po Ag«(f) =m*(f) =
fom. Dados h,g € H, segue-se que p(3_ f1) ® fi2))(h ® g) = fom(h® g). Logo
(f)

%f(l)(h)f(z)(g) = f(hg) (*).

Sejam f,7 € H* e h,g € H. Entao

mp-(f ®j)(hg) = A% o p(f @ j)(hg) = p(f @ j) o A(hg)

p(f @O haygw @ hge) ZZf h9@)

(h) (9) por (%)

=2 2 fwlha) felsa) ZJ (h)ie(9)]

(h) (9 )

=2 D folhainhe) Zf 9)]

@ W

— Z Z fay * ) (M)][(fo) * J2)(9)]

() @

= "5 ko ((fy * J) © (e *d)(h @ g).

(CARNE)

Logo (f * j)(hg) = (Z%mw(( ) *Jm) @ (fio) * ) (R @ g).
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Por outro lado, temos também de (x) que

(f % 3)(hg) =Y _(f * Ny (R)(f * ) (9)

(f*7)

= () _mro((f ® (f* 7)) (h @ g).

(f=*3)
Portanto
ZZWKO * Jjy) @ (fio) * J2 ZmKO Y @ (f * 7))
) O (f*3)

Como mg : K ®x K — K definida por A\ ® Ay — A1 A9 é um isomorfismo,

segue-se que

O oy +im) ® (o * @) = D (F* D ® (f * i) -
) G (f+)
Logo

Ap-omp-(f ®@j) = Ap(f *j) = Z(f*j>(1) ® (f % 7))
(f*7)

—ZZ y*Jw) @ (f) * J@)-

Pelo Exemplo 1.2.3, temos que

Muar © (A ® Ag=)(f @ §) = mu-e,cm- (O f) @ f) @ O dy ® )

(f)
—ZZ ® (f2) * J2))-

(CORN©)
Portanto Ap+ o mpy« = mp+g,m- 0 (Ag @ Ap-).
Observemos também que Ag«(f),Ap«(j) : H ®x H — K ®k K, onde
K ®k K é uma K-dlgebra e H ® H é uma K-coalgebra (conforme os Exemplos
1.2.3 e 2.4.6 respectivamente), o que nos permite definir o produto de convolugao de
Ay« (f) por Ay«(j), que denotamos por Ay« (f) * Ag«(j) (por comodidade, usamos
o mesmo simbolo * usado no produto de convolugao de f por j, com f,j € H*).

Sejam h,g € H. Entao

Ag-(f) * Ap(j)(h ® 9) = mrgix © (Ap(f) ® Apg(j)) o Aneu(h @ g),

onde MK K = (mK®mK>O(2dK®T/®ZdK) e AH®KH = (ZdH®T®ZdH)O(A®A)
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Temos:

Apgg,a(h®g) = (idg @ T ®idy) o (AR A)(h® g)

= (idp @ T ®@id) (D hay @ hz) @ (D 901y ® g(2)))
(h) (9)

—ZZh ® g1y @ h2) @ g2

(h) (9)

A (f) ® A (j Zf ® f2) ® O Jo) ® j@)
(9)

- sz(l) ® f2) ® J1) @ Je2)
@

Portanto

Ap«(f)* A (j)(h ® g) = mrgx o (Ap-(f) @ A+ (j)) 0 Apgn(h @ g)

= mree(D Y Y > foy(hm) @ foylgm) @ joy(he) © je)(902)

(H @ () (9
—ZZZZM (h)da(he) ® f)(90))ie (9@)
@ () (9)

_ZZ Zfl) )i (h)) Zfz) 91)J(92))
—sz *J(h) ® fio) * J2)(9),

sendo esta ultima expressao, conforme mostrado acima, igual a Ay« (f *j)(h ® g).
Logo Ag-(f ) = A= (f) * Ag-(j). para todo f,j € H".
Pela Observacao 1.2.2 e pelo Exemplo 1.2.3, temos que ly+g, o =€ @ ¢€.

Por hipétese, ¢ ¢ um homomorfismo de dlgebras. Logo e(hg) = e(h)e(g),
para todo h,g € H. Temos:

Ap-(e)(h® g) = %5(1)(’1) ® £(2)(g). Portanto mK(% ey (h) @ e@)(g) =
(Z; ey (h)e@e)(g) = e(hg) = e(h)e(g)-

Por outro lado, mg o (e ® ¢)(h ® g) = e(h)e(g). Entao
mK((Z; e (h) @ e@)(9)) = mr(e ©@e(h®g)).

Da injetividade de m, segue-se que
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Ap-(e)(h®g) => cq)(h) ®ep(g) = e®e(h®g), para todo h,g € H. Logo
(e)
Ap-(e) =e®ce.
Portanto Ag+ é um homomorfismo de K-dlgebras.

Sejam f,7 € H*. Como A ¢é um homomorfismo de K-algebras, temos que
A(ly) =15 ® 1y. Segue-se que
en=(f % J) = Wou'(fxj) =V (f *j))
=V((fxg)on) = (f*j)ou(lx)=f*j(lu) =mxo(f@j)oAln)
=mg o (f®7)(1n ®1n) = f(1u)j(lu) = en-(f)en-(j).
Como ¢ é um homomorfismo de K-dlgebras, temos que (1) = 1. Logo
(1) =ep-(e) = e(ly) = 1g.
Logo eg+ é um homomorfismo de K-algebras.

Portanto H* é uma bialgebra. n

Proposicao 2.6.9. Seja H uma dlgebra de Hopf (sobre um corpo K ) de dimensdo
finita com antipoda S. Entdo sua bidlgebra dual H* € uma dlgebra de Hopf com

antipoda Sg+ = S*.

Demonstracao. Seja f € H*. Temos que:
pr= o e (f) = pr-(En=(f)) = prr-(f(Lr)) = fA)pn- (1) = f(1a)la-
= f(ln)s;

mpg= O (ZdH* (29 S*> o AH* (f) = mMmpgy* O (ZdH* ® S*)(Z f(l) ® f(g))
)

mp o (8" ®idg-) o Ap-(f) = mu-o (S*® ZdH)(Z fo ® fi2)
()

=> (fayo9) = f.
()
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Sendo H uma &lgebra de Hopf, temos, pelo Exemplo 2.4.5, que ¢(h)ly =
Y hwyS(hw) = ZS( 1))h(2), para todo h € H. Segue-se que, para quaisquer
(h)
he He f e H*:

(<o em<(f))(h) = f(1m)e(h);

(ma- o (idy- © S) 0 A= (F))(h) = > (fo) * (fi2) © S))(h)
()

=2 fo(hw)fey(S(he)) Zme hw)f@(S(hw))
GRG

= f(h@S(he)) = FO_ hw)S(he)) = f(e(h)1n)
(h) (h)

=e(h)f(Lu) = f(Lu)e(h);

(my- o (S* @idg+) o Ap«(£))(h) =Y ((fa) 0 S) * fz))(R)
()

=> > fu(Sthy)f szu) (h)) feo) (hez)
(f (h)
= Zf (haph@) = FO_ Shw)he) = f(e(h)1n)

=e(h)f(In) = f(1n)e(h).

LOgO M O &g = Mp* O (ZdH* X S*) (0] AH* = Mpg~* O (S* ®7/dH*) o AH*'

Portanto H* é uma &algebra de Hopf com antipoda S*. O

Definicao 2.6.10. Seja A uma K-dlgebra. Dizemos que x € A é um idempotente

central em A quando x* = x e xa = ax, para todo a € A.

Exemplo 2.6.11. Sejam um grupo G = {q, ..., gn} base do K-espago vetorial KG
e a sua base dual G* = {p,, : g; € G}, isto €, py,(g;) = 0ij para todo i,j =1,...,n
Entao valem:

(1) pg. * Py, = Py, € Py, * Py, = 0 quando g; # g;;

(i) Ager(pg,) = ;pgi R

(iii) exe (pg;) = 1k quando g; = 1¢ e exa(pg;) = Ok quando g; # lg;

(iv) Ske+(pg)(95) = 1k quando g; = g;* e Ske+(pg)(95) = 0k quando g; # g;~*
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De fato, seja x = > Nigi € KG. Entio A(z) = A(D Nigi) = > NA(g:) =
i=1 = i=1

Z Aigi @ gi) = ;(Aigi) ® gi- Segue-se que pg, * pg, (1) = pg,(Ag1)pg, (g1) +

o pgk()\kgk)pg;(gk) + oo+ Do (AGn)Pg (gn) = Ai.  Por outro lado, temos
que pg,(z) = pgk(f) Aigi) = f)&pgk(gi) = M\ Logo py, * pg. = pg,, para
todo k = 1,...,n.1215upo77,l7,amzozs1 agora g; # Gr. Seque-se que py, * pg,(r) =
Py *ng(ZAzgz) Pg;(Mg1)Pg, (1) + - - 4P, (Ai95)Pgi (95) + - -+ Pg; (Argr)Pg, (9k) +

-+ Dy, ()\ngn)pgk(gn) Ox. Logo py, * pg, = 0 quando g; # g.
Seja f € KG*. Logo f =) \ipy;, com \; € K. Decorre do que vimos acima
i=1
que (3 pg,)* f = (32 pg)* (D2 Aibg;) = gy *(3 Aibg,) - -+ Dg, (32 AiDg;) = Apg, +
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

..+ Ay, = f. Analogamente, temos que f * (Z pg:) = f. Entao lge = Zpgl
Ainda, py, * f = f *pg,(= \ipy,), para todo i = 1, ,n. Logo KG* = {p,, : g, E G}

¢ um conjunto de idempotentes centrais em KG* dois a dois ortogonais.

Sendo {pg,, ..., pg,} uma base de KG*, seque-se do Lema 2.6.1 que {py, @py, :

n

1 < 4,5 < n} é uma base de KG* @ KG*. Logo Akgi(pg,) = E Z Nij(Pg: ®
Pg;) = 2. 2 (Nijpg,) @ py;, com \ij € K. Sejam agora g,,g, € G arbitrdrios. Logo
i=1j=1
pgk(grgs) = Z Z )\ijpgi(g’/‘)pgj (gs) = >\7"s- Portanto )\rs - 1K C]’Wmdo grgds = Gk
i=1j=1

e \rs = Og quando g,9s # g, onde 1 < r;s < n, ou seja, \rs = lg quando

Gs = Gr 'gr € \s = O quando gs # g, qr, onde 1 < r,s < n. Entio Ak (pgk) =

Z Pg; @ Pg;~1g,,-

i=1
Temos também que exc(pg;) = Pg;(1xla) = pg(1e). Logo exa+(py) = 1k

quando g; = 1 e exa*(py) = Ok quando g; # 1¢.

Seja S a antipoda de KG. Entao Sk (pgi)(gj) = S*(pg;)(g;) = (pg:05)(g;) =

pg;(9;71). Logo Ska(pg)(9;) = 1k quando g; = g, e Ska-(pg)(9;) = Ok quando

g # 9"



Capitulo 3

A ENVOLVENTE DE UMA
ACAO PARCIAL DE GRUPO

O estudo deste capitulo, com excecao da definicao de algebra, prescinde do
estudo dos dois primeiros capitulos. Sao vistos os conceitos de acao parcial de grupo
(sobre uma algebra) e quais as condigoes (necessérias e suficientes) para a existéncia
da envolvente de uma acao parcial de grupo. Acrescentamos neste estudo a definigao
do skew anel de grupo parcial e uma condicao suficiente para que o mesmo tenha
multiplicacao associativa. Ainda, a partir deste capitulo, consideramos, em algumas
ocasides, que uma aplicacao f : A — B, onde A e B sao algebras associativas (com
ou sem unidade), é um homomorfismo de élgebras quando f for K-linear (isto é,
f é um homomorfismo de K-mdédulos) e também satisfazer f(ab) = f(a)f(b). Nao
exigimos que f(14) = 1p, mesmo existindo as unidades de A e B. Este capitulo

estd baseado nos artigos [7], [9] e [15].

3.1 Acao parcial de grupo sobre uma algebra

Comecamos esta secao vendo o conceito de agao parcial de grupo sobre uma
dlgebra. Um primeiro exemplo de acao parcial de grupo é uma acao (global) de
grupo sobre uma algebra. Com esta mesma acao de grupo, construimos outra agao
parcial de grupo a partir de uma certa restricao dos automorfimos que compoem

esta agao (ver exemplo adiante). Apresentamos, a seguir, a definigdo de envolvente
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de uma acao parcial de grupo, exemplificando a mesma.

Definigao 3.1.1. Seja A uma K-dlgebra. Dizemos que ) # I C A € um ideal de A

se I € um K-modulo e b.a € I ea.b e I, para quaisquer a € A eb e I.

Definicao 3.1.2. Sejam G um grupo com unidade 1¢ € A uma dlgebra (ndao neces-
sariamente com unidade). Uma ag¢do parcial o de G sobre A é uma cole¢io de
ideais Dy de A e uma colegdao de isomorfismos de dlgebras oy : Dg—1 — Dy, onde

g € G, tais que as sequintes condi¢oes valem:

(i) D1, =A eaq, =ida;
(ii) ay(Dg-1 N Dy) = Dy N Dy, para todo g, h € G;
(iii) oy o ap(x) = agn(z), para todo x € Dyp-1 N Dy-14-1 e para todo g,h € G.

Observacgao 3.1.3. Temos que ap—1 = oy~ L, para todo h € G. De fato, seja h € G.

Da definicao anterior, temos:
ap-10ap(x) = ap-1(2) = i, (z) = x, para todo x € = (D, N Dy,) = Dy

apoap-1(x) = app-1(x) = ay.(x) =, para todo x € ap—1~(Dyp-1 N Dy-1) =

Dy,.

Exemplo 3.1.4. Sejam G um grupo com unidade 1g e B uma dlgebra (nao neces-
sariamente com unidade). Uma ag¢do global (ou simplesmente uma a¢ao) 5 de G
sobre B € uma colecao de automorfismos de dlgebras 8, : B — B, com g € G, tal

que valem:

(i) 616* = Il’dB;
(ii) By o Br(z) = Byn(x), para todo x € B e para todo g,h € G.
Observemos que 5971 = fB4-1, para todo g € G. E fdacil ver que toda ac¢ado

global é uma acao parcial. Para isto, basta tomar Dy = B e oy = B4, para todo

geG.

Exemplo 3.1.5. Suponhamos que um grupo G atue sobre uma dlgebra B pelos

automorfismos B, : B — B, com g € G. Seja A um ideal de B. Consideremos



Dy = AN By(A) e ag a restricio de By a Dy-r. Entao a = {(Dy),. € (ag:

Dy_1 — Dy)gec:} € uma agao parcial de G sobre A.

De fato, temos que A, por definicao, € uma K-subdlgebra de B.

Devemos verificar que, para todo g,h € G, valem:

(i) D, € um ideal de A;

(ii) ay(Dy-1) =D

g7
(iii) a1, = ZdA (& ch = A,’
(lV) Ozg(Dg—l N Dh) = Dg N Dgh;

(v) 0y 0 an(@) = aga(), para todo & € Dy-1 N D1,

(i)

Seja x € By(A), com g € G fizo. Entdo existe a € A, tal que x = fy(a). Seja
be B. Como [, € um automorfismo, entdo existe b’ € B, tal que b = B,(V'). Segue-
se que xb = [y(a)By(b') = By(ab’). Como A é um ideal de B, temos que ab' € A.
Logo xb € B4(A). Segue-se também que bz € B,(A). Isto mostra que By(A) € um
ideal de B. Portanto, D, = AN By(A) € um ideal de A (interse¢do de ideais € um
ideal e D, = AN B,(A) C A, para todo g € G).

(it)

Temos que cg(Dy-1) = By(ANB,-1(A)) C Bg(A)NBgofy-1(A) = B(A)NA =

Por outro lado, seja v € D, = AN By(A). Entao existe y € A, tal que
x = By(y). Logoy = By-1(x), com x € A. Seque-se que y € AN Pg-1(A) = Dy-1.
Portanto x € By(Dy-1) = ag(Dy-1) e, dat, ag(Dy-1) = Dy, para todo g € G.

Temos que Dy, = AN P (A) = ANA=A. Ainda, an,(z) = fi.(x) = x,
para todo x € Dy, = A, ou seja, ay, = idg4.

()

Temos que og(Dyg-1 N Dy) C ag(Dy-1) = D,.
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Sejax € ay(Dy-1NDy) = oy ((ANB,-1(A))N(ANGL(A))) = ag(ANB,-1 (AN
Br(A)). Entao existey € ANBy-1(A)NB(A), tal que x = ay(y). Dai existem a,a’ €
A, tais quey = B, (a) ey = Bula). Logo x = ay(y) = ag(Byr(a)) = (Bt (a)) =
a e, portanto, ag(Dy-1 N Dy) C A. Ainda, v = a = Py(y) = By(Br(a’)) = Byn(d').
Isto mostra que ag(Dy—1 N Dy) C Bgn(A). Portanto ag(Dyg-1 N Dy) C AN Pgn(A) =
Dyy. Segue-se que ag(Dy—1 N Dy) € Dy N Dyy,.

Seja agora x € DyN Dy, = (AN PG(A)) N (AN Bgr(A)) = AN By (A) N Byn(A).
Entao existem a,a’ € A, tais que v = By(a) = Bgn(a’) = By(Br(a’)), com z € A.
Como By € um automorfismo, seque-se que a = fi(a’), com a,a’ € A. Logo a €
AN Pp(A) = Dy. Como x = fy(a), entao a = By-1(x), com x € A, e, portanto,
a € AN pBy-1(A) = Dy1. Seque-se que x = [4(a), com a € Dy N Dy. Logo
x € By(Dy-1 N Dy) = ay(Dy-1 N Dy), ou seja, Dy N Dy, € og(Dy—1 N Dy,).

(v)

Temos também que By o Bp(x) = Bogn(r) = agn(x), para todo x € Dgpy-1 N
Dy-1. Ainda B, 0 Br(x) = By(Bu(x)) = By an(z) ) = ay(an(z)), para todo x €
——

EDhﬂDg_1
Dgny-1 N Dy-1. Logo ag o ap(x) = agn(x), para todo x € Digpy-1 N Dy-1.

Seja ) # S C A, onde A é uma dlgebra. O K-submddulo de A gerado por
{51.89.....8, : S1, S2,...,8, € S} munido com as operagoes herdadas de A é um
algebra por si s6. Tal dlgebra é denominada algebra gerada por S. Usaremos este

tipo de construgao na seguinte definigao:

Definicao 3.1.6. Uma ac¢ao B de um grupo G sobre uma dlgebra B € dita uma ag¢ao
envolvente (ou simplesmente uma envolvente) de uma a¢ao parcial o de G sobre
uma dlgebra A se existir um isomorfismo de dlgebras p : A — I, onde I € um ideal

de B, tal que, para todo g € G, as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(i) (Dg) = (A) N By((A));
(ii) ¢ oay(x) = By o0 ¢(z), para todo x € Dy-1;

(iii) B € gerada por UyeaBy(0(A)).
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Proposicao 3.1.7. Todo elemento da dlgebra gerada por UzeafBy(p(A)) (da
Definigao 3.1.6) € da forma ) By, (¢(a;)) (soma finita).

Demonstragao. De fato, um elemento genérico da dlgebra gerada por Ugeaf,(p(A))
é da forma A TT B0 (p(es)) + A9 T1 By 0 (@) + .+ X TT B (™),
onde A(l),)\@),.%.,)\(”) € K. Sejam >\ € K, aj,ao € Ae gi,90 € G. Como
©(A) é um ideal de B, entao f,(¢(A)) é um ideal de B, para todo g € G (ver
item (i) do exemplo 3.1.5). Em particular, 3, (p(A)) é um ideal de B. Logo

MBgi (#(a1)) By, (p(a2)) = B, (p(Aar)) B, (p(az)) € By, (#(A)). Entdo existe az € A,
tal que A\By, (p(a1))By, (p(az)) = By, (w(asz)), donde o resultado desejado. O

Exemplo 3.1.8. Consideremos G = {1,g,4¢% ¢*} um grupo e a R-dlgebra A = R2.
Definamos o = {Dy = A; Dy = Reg; Dz = {0}; Dgs = Rey;aq = ida;ay 1 €1 —
ex; 2 0= 0508 1 eo = €1}, onde eg = (1,0) e ea = (0,1). Temos que o € uma
agao parcz'al de G sobre A. Seja B = R*. Definamos 8 = {f = idp, B, : &1 —
€g,€3 > €3,€3 > €4,€4 > €15 352 1 €1 > €3,6 k> €,€3 > €1,64 > €; B3 1 €1 >
€1, > 1,63 > €3,€4 +> €3}, onde {e; 1 i = 1,...,4} € a base canénica de R*.
Temos que o par (B,¢), com ¢ : A — B definido por ey +— €1,es — €3, é uma

envolvente de a.

De fato, verifica-se facilmente que A € um R-mddulo com (ay,az)+ (b1, b)) =
(a1 + by, a0 + be) € Aay, az) = (Aay, Aag), para quaisquer A, ay,as,by,by € R e uma
R-dlgebra com multiplicagao ma : (ay,a2) ® (by,be) — (a1by, asbs). Além disso, A
tem unidade 4 = a — (a,a), para todo a € R.

Verifica-se também que Dy = Rey, Dy2 = {0} e Dz = Rey sdo ideais (bilate-
rais) de A.

E imediato que o, 0, 02 € gz sao isomorfismos de R-dlgebras. Devemos

verificar que ap(Dp-1 N D;) = Dy N Dy, para todo h,j € G. Observando que
g =g, (92>_1 = g%, temos que:

061<D1 N Dl) = D1 N Dl,
041<D1 N Dg) = D1 N Dg,

Oél(Dl N DQQ) = Dl N DQQ
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a1(D1 N Dys) = Dy N Dys;
ay(Dy-1 N Dy) = Dy N Dy;
ag(Dy—1 N Dy) ={0} = Dy N Dy2;
ag(Dg-1 N Dy2) = {0} = Dy N Dys;
ag(Dg-1 N Dgs) = Dy = Dy N Dy
a2(Dy2 N D;) ={0} = Dg2 N D2y, para todo j = 1,9, 9% g%
ag3(Dg N D) = Dygs N Dys;

ay2(Dy N D,) = Dy N Dy;

ag(DgNDype) = {0} =Dy N Dy;

Qg3 (Dg N Dgs) ={0} = Dgs N Dyge;

Devemos verificar agora que apooj(x) = ap;(x), para todo x € Dj-1p-1NDj-1,

onde h,j € G arbitrdrios. Temos que:

ag ooy () = ay(x), para todo x € Dy N Dy = A;

a1 0 ag(x) = ay(z), para todo x € Dy N Dys;

aj o ape(x) = ape(z), para todo v € Dg2 N D2

a1 0 as(x) = as(z), para todo x € Dy N Dy;

ag 0 aq(x) = ay(z), para todo x € Dy N Dy;

ay 0 ay(r) = agp(x), para todo x € Dysgs N Dys = D2 N Dys = {0};
agoae(x) = o), para todo x € Dyags N Dy = {0};

ag o ag(x) = oq(x), para todo x € Dygs N Dy = D,;

ag2 0 aq(z) = a2 (x), para todo x € Dy N Dy = {0};

ag2 0 ay(x) = ag(x), para todo v € Dysge N Dys = Dy N Dys = {0};

ag o ape(r) = ai(z), para todo x € Dy N Dy = {0};

g

Qg2 0 ap(r) = ag(x) = ag(z), para todo x € Dy N Dy = {0};



ag o ai(x) = ags(z), para todo x € Dy N Dy;

3,

ags o ag(x) = oy (x), para todo x € Dy, N Dy = D,
ags 0 ag2(x) = ay(x), para todo x € Dy, N Dy2 = {0};
ags 0 ags(2) = a2(x), para todo v € Dy N Dy = {0}.

Portanto o € uma ac¢ao parcial de G sobre A.
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Temos também que B, analogamente a A, é uma R—dlgebra (com unidade)

e Bio B = Bij, para todo i,j = 1,g,9% ¢g*. Portanto 8 € uma agdo global de G sobre

B.

Seja o : A — B com ey — €1, 65 — €3. Verifica-se que @ é um isomorfismo

de dlgebras de A sobre p(A) = Rey @ Res que é um ideal (bilateral) de B. Devemos

verificar que, para todo h € G, valem:

(1) ©(Dn) = ©(A) N Brlp(A));
(i) poan(x) = By op(x), para todo x € Dy-1;

(iii) B € gerada por UnecBr(¢(A)).

Temos:

(i.1) w(D1) = 9(A) = p(A) N Bi(p(A));

(i.2) ¢(D,) = ¢(Rey) = Rey; por outro lado, p(A) N By(p(A)) = (Rey @ Rez) N

By(Rey @ Rez) = (Reg @ Rez) N (Rez @ Rez) = Rey;

(i.3) ©(Dg2) = ©({0}) = {0} por outro lado, o(A) N By2(p(A)) = (Rey & Rez) N

B,2(Rey & Re;) = (Rey & Re;) N (Res @ Reg) = {0}

(i.4) p(Dys) = p(Rey) = Rey; Por outro lado, p(A) N B(p(A)) = (Reg & Rez) N

By (Rer & Rez) = (Rey @ Rez) N (Rey @ Reg) = Rey;
(ii.1) poa(x) = B1op(z), para todo x € Dy = A;
(ii.2) woagy(er) = plez) = €2 = By(e1) = fy 0 p(er);

(ii.3) poae(0) = B0 ¢(0);
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(114) @ O Qs (62) = 90(61) =€ = 593 (6_2) = 693 © 90<€2)7'

(iii) Temos também que B € uma dlgebra gerada por UpecBr(@(A)). De fato, temos
Bi(p(4) = Rer & Re; B,(9(4)) = Re; © Reg; Bp(p(A)) = Res & Rey;
ﬁg‘"’ ((p(A)) = Re_l D Ra;

Obviamente, (Re; @ Rez) U (Rez @ Rez) U (Res @ Rey) U (Rey @ Rey) gera B.

3.2 A envolvente de uma acao parcial de grupo

Os dois lemas a seguir serao usados na prova da existéncia e da unicidade,
a menos de equivaléncia (veja a definigao de agdes globais equivalentes adiante), da
envolvente de uma dada agao parcial de um grupo G sobre uma &lgebra unitaria A

cujos ideais D, de A tém unidade.

Lema 3.2.1. Seja A uma dlgebra. Entdo, dados v € A e a = {(Dy)ec € (ay:

Dy — Dy)gec} uma acdo parcial de um grupo G sobre A, valem:

(i) ay(1,-11,) = 1,14, para todo g, h € G

(ii) an(oy(xly-1)1p-1) = apg(xly-14-1)14, para todo g, h € G e para todo x € A.

Denotamos a unidade de D, por 1, que é um idempotente central em A. De

fato, 12 = 141, = 14 e aly, = 14(aly) = (14a)1, = 14a, para todo a € A.

Demonstragao. Seja x € Dy N Dyy,. Temos que x(1,1g,) = (1)1, = 21y, = x €
(Iglgn)r = 1,(1gpw) = 1gw = . Isto mostra que 1,1y, = Ip,p,,. Ainda, como
x € DygN Dy = og(Dyg-1 N Dy), entdo existe y € Dy-1 N Dy, tal que z = o, (y).
Segue-se que zay(lg-11y) = ag(y)ag(le-11n) = ag(y(lg-11n)) = ay((yle-1)ln) =
ag(yln) = a4(y) = =. Analogamente, temos que ay(1,-11;)z = 2. Observemos que
ag(1,-11,) € ay(Dy-1 N Dy) = Dy N Dgy,. Da unicidade da unidade em Dy N Dy,

segue-se que oy(1,-11,) = 1,1, para todo g, h € G.
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Sejam x € A e g, h € G. Temos que:

ap(og(xly—1) 1p-1) = ap(og(l-1)1,1,-1) = Oéh(Oég(.Tlg—l)\Oég(lg—l 19_1;1_1)/)

GDQ :191}1*1

= Oéh(Oég< l‘lg—l 1g—1h—1 )) = Oéhg(l'lg—l 1g—1h—1)
~————

EDgflﬁDgflhfl
= Oéhg(xlg—lh—l 19—1) = ozhg(azlg_lh_l 19—1h—1 lg—l)

= ahg(xlg_lh—l)ahg(lg_lh_l 19—1) = Oéhg(l’lg—1h—1) 1hg1h
N———

EDhg

= Oéhg($1g—1h—1)1h.

O

Lema 3.2.2. Suponhamos que A seja uma dlgebra que € uma soma (nao ne-
cessariamente direta) de um nimero finito de ideais, onde cada um deles € uma
algebra com unidade. Entao A € uma dlgebra com unidade que é uma combinacdao

das unidades destes ideais.

Demonstracao. Consideremos inicialmente o caso A = I1+ I, onde I; e I5 sao ideais
com unidade 1;, e 1y, respectivamente. Seja a € A. Entao existem a; € I; e ay € Iy,

tais que a = a; + as. Logo

(111 + 112 - 111 1[2)61 = (111 + 112 - 111 1]2)(661 + a2)
= 111a1 + 1]16L2 + 1[2a1 + 1]26L2 — 1]11[2(11 — 111112a2

=ay+1pa2 + 1,01 +a — 1,01 — 11,00 = a1 + ax = a;

a(lh =+ 112 - 111112) = ((11 =+ a2)(111 + 112 - 111 112)
=aily +axly +aily, +asly, —ailp 1y, —aslp 1y,
=a; + CLQl[l + (111]2 + ag — a11[2 - ag]_[l = a1 + ay = a.
Isto mostra que 17, + 17, — 17,1;, é a unidade de A =1, + I .

O resultado segue-se por inducao. O]

Observacao 3.2.3. Notemos que a demonstracao acima nos indica wm método para

se obter a expressao geral para a unidade de A =1, + I, + ...+ I,,, onde cada ideal
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I, com j=1,2,...,n, tem unidade 11,. Por exemplo, seja A = I, + Iy + I3. Entdo
la= 1(11-H2) + 1y — 1(11+12)113 =1, +1p =151, + 15 — (111 +1p — 111112)113 =
1 +1p+ 1 — 171, — 17,1, — 15,1, + 11,17, 14,. Isto nos sugere que a unidade de

io1a= > 15— > (1) + > (Aplgly) — ... — > (17,1, ... 1) +
k=1 1<i<j 1<i<j<l 1< < < e e
(n—1)  fatores
17, ... 15, quando n for impar;
ii. 1a= > 15— > (1) + > (Aplgly) —... .+ > (1z1y,...15,) —
k=1 1<i<y 1<i<j<l 1< < < e !

(n—1)  fatores
1y, ... 11, quando n for par.

De fato, suponhamos por indugao que a unidade de A = I +1I,+...+1,, com

nz’mpar, élek— Z (].]L]_[])—F Z (1Iz‘1]j1]l)_"'_ Z (1[i1[j"'1lr)+
k=1 1<i<y 1<i<<l 1<0<j <o < N e’

(n—1)  fatores

1y, ... 15,

n

n+1
Mostraremos que a unidade de A" = Iy + Is + ... + L, + I,11 € > 15, —
k=1

n+1 n+1 ntl
S (nl)+ S (plgly)— o+ > (Iply . 1,1) =111,
1<i<y 1<i<j<l 1<i<j <. <T<8 ™ ~~ -

n  fatores

Temos que 1y = 1a + 15, — 1alp,, = > 15, — > (151;) +
k=1 1<e<y
)DRRCTAVATS IS S VS VASUNS V1) 5 VAVNNS DRINEE PR ) o b PR
1<i<j<l 1<6<j <o < N e k=1
(n—1)  fatores
> (Al + > (plply) — o= > (gly . Ap)+ln Ay, =
1<i<j 1<i<j<l 1<i<j<..<r
(n—1)  fatores
Z 1y, + 1In+1 _[ Z (111'113') + Z 1Ik1[n+1]+[ Z (111'11]'111) + Z (1Ii1[j)]‘ln+1]_
\k::l , 1<i<y k=1 1<i<j<l 1<e<y
_"Ilrl n+1v n+1 7
_k::l Iy :1§zl:<](1111[]) :1Si2<:j<l(11i11j11l)
L VARUOS VAE S SR V7 VARRUS VAD S VAN = FADORS VS VS
1<i<jo.<r ———~—
(n—1)  fatores
n+1 e

> (1[1,1[]....1[T1[S)
—_——

1<i<j<...<r<s

n fatores

Analogamente, mostra-se o caso n par.
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Definigao 3.2.4. Dizemos que duas agoes (globais) f = {(B, : B — B)gea} €
B = A{(B, : B — B')yeq} sdo equivalentes quando existir um isomorfismo (de

dlgebras) ¢ : B — B’, tal que 3,0 ¢ = ¢ o 3, para todo g € G.

Teorema 3.2.5. Seja A uma dlgebra unitdaria. FEntdo uma ag¢do parcial o =
{(Dg)gec € (ag: Dy-1 — Dy)gec} de um grupo G sobre A admite uma agao
envolvente 3 se, e somente se, cada ideal Dy de A € uma dlgebra unitdaria. Além

disso, (3, caso exista, € unica a menos de equivaléncia.

Demonstracdo. Sejam o = {(Dg)gec € (g : Dy-1 — Dy)gec} uma agao par-
cial do grupo G sobre uma algebra unitaria A e f = {(f;, : B — B)gec} sua
envolvente. Por definigdo, existe um isomorfismo de dlgebras ¢ : A — ¢(A),
onde p(A) é um ideal de B, tal que ¢(D,) = ¢(A) N B,(¢(A)), para todo
g € G. Desta forma B4(¢(A)) e ¢(D,) sao ideais de B, para todo g € G.
Logo ¢(14)B4(¢(14)) € @(A) N By(p(A)) = ¢(Dy). Afirmamos que lyp,) =
©(14)B4(p(1a)). De fato, seja x € p(D,) = p(A)NBy(p(A)), com g € G fixo. Entao
existem y, z € A, tais que x = ¢(y) = F,(p(2)). Segue-se que xp(14)5,(p(1a))
P(y)e(1a)Be(0(1a)) = @(yla)By(e(1a)) = w(y)Be(w(1a)) = By((2))Be(w(1a))
Bg(p(214)) = By(¢(2)) = x. Analogamente, temos que ¢(14)5,(¢(14))z = =z,

o que mostra lyp,y = ©(14)By(p(14)) € assim, 1, = ¢ ' (p(14)By((14)). De
fato, seja © € D,. Entdo existe um y € ¢(D,), tal que z = ¢ '(y). Logo
20 (Lpny) = ¢ W) (Lony) = ¢~ (Ylen,) = ¢~ (y) = . Temos também
que ¢~ (14p,))z = . Isto mostra que 1, = ¢~ (1,p,)) = ¢ (©(14)B4(¢(14)) e,

portanto, cada ideal D, de A é uma &lgebra unitaria.

Notemos que S,(¢(14)) pode nao estar em p(A) e, com isto, nao podemos
fazer ™' (@(14)B,(0(14))) = ¢ ((1a))p™ (By(0(14))).

Reciprocamente, seja a acao parcial a = {(Dy)gec € (og @ Dg-1 —
D,)sec} de G sobre A, onde cada ideal D, de A admite unidade 1,. Entdao D, = Al,

para todo g € G. De fato, seja z € Al,. Entao z = al, € D,, para algum a € A.

Para todo x € D, temos que v = z1, € Al,.

Verifica-se sem dificuldades que o conjunto de todas as funcoes de G em
A, denotado por F' = F(G,A), é uma K-élgebra (associativa e unitaria) com as

seguintes operacoes:
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(fi+ f2)(9) = fi(g) + f2(g), para quaisquer g € G e fi, f> € F

(f1f2)(g9) = fi(9)[2(9), para quaisquer g € G e fi1, f> € F}

(M) (g) = Af(g), para quaisquer g € G, A€ K e f € F.

Notemos que f': G — A definido por f’(g) = 14, para todo g € G, é 1p.

Sejam f € F', g € G e denotemos f(g) também por f|,. Fixemos g € G. Seja
By : F — F definido por B,(f)(h) = By(f)ln = f(g~*h), onde h € G. Afirmamos
que f, é um automorfismo de algebras. De fato, sejam h € G, f, fi, fo € Fe X € K.

Temos que:

Bo(fi+ f2)ln = (fr + f2) (g 'h) = fi(g'h) + fo(g7'h)
= By(f1)|n + By(f2)|n = (Bg(f1) + By(f2))]n;

BeAP) = (Af) (g™ h) = Mf(g™h) = ABy(f)ln = (ABy(f))n;

By(fifoln = (fife)(g™ h) = filg™"h) falg™" h) = By(fu)lnBy(f2)ln
= (By(f1)Bg(f2))[n-

Isto mostra que, para cada g € G, 3, ¢ um homomorfismo de algebras.

Seja f' : G —» A definido por h +— 1,4, para todo h € G. Temos que
Be(f)n=f"(g7'h) = 1a = f'[n. Logo By(1r) = L.

Sejam f € F' e h € G arbitrarios. Tome S,-1(f) € F. Entao By(8,-1(f))|n =
By (F)g™h) = f(g(g™'h)) = f(h) = fln. Dai By(By-1(f)) = f, donde se segue que

B, € sobrejetiva, para todo g € G.

Seja agora f € Ker(f,). Entao B,(f) = Or e, com isto, By(f)|n = 04, ou
seja, f(g~'h) = 04, para todo h € G. Suponhamos f nao nula. Entao existe um
h' € G, tal que f(h') # 04. Tome h = gh/. Dai 04 # f(h') = f(g~'h) = 04, 0 que é

uma contradi¢ao. Isto mostra que 3, ¢ injetiva, para todo g € G.

Logo 3, é um automorfismo de algebras, para todo g € G.

Seja f € F arbitrario. Temos que p1,(f)|n = f(1gh) = f(h) = f|n. Logo
Bie(f) = f, ou seja, By, = idp. Consideremos g,h,j € G e f € F. Entao
ByoBu(f)l; = Be(Bu(f); = Bu(£)(g715) = f(RH(97")) = F((h g7 1)d) = Bon(f)l;-
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Isto mostra que Sy o Bu(f) = Byn(f), para quaisquer g,h € G e f € F. Logo
B=A{(By: F — F)gec} é uma acao (global) de G sobre F'

Seja a aplicagao ¢ : A — F definida por ¢p(a)(g) = ag4-1(aly), para quais-
quer a € A e g € G (notemos que, na construgdo de ¢, usa-se a hipétese de que

cada D, tem unidade 1,). Afirmamos que ¢ é um monomorfismo de algebras. De

fato, sejam a,ai,as € A, g € G e A € K. Temos que:

plar + az)ly = ag-1((ar + az)ly) = ag-1(a1ly + azly)
= ag-1(a1ly) + ag-1(axly) = p(a1)ly + ¢(az)l,

= (pla1) + p(az))ly;

p(Aa)ly, = ag-1((Aa)l,) = ag-1(A(aly)) = Aag-1(al,) = Ap(a)l,
= (Ap(a))ly;

plaras)ly = ag-1((ar02)1g) = ag-1(arlgasly) = ag-1(arly)ag-1(azly)

= pla)]gp(az)ly = (plar)plaz))ly.

Isto mostra que ¢ ¢ um homomorfismo de dlgebras.
Em particular, temos que:

©(1a)|g = ag-1(14ly) = ay-1(1,) = 1,-1. Seja f € ¢(A). Entao existe a € A,

tal que f = ¢(a). Logo fo(la) = p(a)p(la) = ¢(ala) = ¢(a) = f. Analogamente,
temos que ¢(14)f = f. Isto mostra que p(14) = 1,4)(# 1p, em geral).

Seja agora a € Ker(yp). Segue-se que p(a) = O e, dai, ¢(a)|, = 04. Portanto
ag-1(aly) = 04. Da injetividade de -1, temos que al, = 04, para todo g € G.

Tomemos g = 1. Entao a 1;, = 04, ou seja, a = 04. Isto mostra que ¢ injetiva.
~—~
=1a

Seja B a subélgebra de F' gerada por Ugef,(¢(A)). Queremos mostrar que
a restricao da acao [ sobre B é uma envolvente da acao parcial . Denotamos
esta restricao pelo mesmo simbolo . Primeiramente, observemos que § = {(f, :
B — B)geq} € uma agao (global) de G em B. De fato, pela Proposicao 3.1.7,

um elemento genérico de B ¢é da forma ) 5y, (p(a;)). Seja g € G fixo. Temos
que Bg(2_ B (p(ai))) = 22 By(Bgi(¢(@i))) = 32 Fgq(#(as)). Tsto mostra que B é
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invariante sob a agao de (3, isto é, fy(B) C B, para todo g € G. Seja agora
r = Bg(p(a;)) € B. Tome y = 3 Bg-14(p(a;)) € B. Seguese que By(y) =
By(3 By 1 (0(a))) = 32 By(By15s(9(a0))) = X Bu(plas) = e, por isto, B C
ﬁg(é), para todo g € G.l Logo 5,(B) = B, par; todo g € G. Portanto 5 = {(f, :
B — B)gei} € uma agao (global) de G sobre B.

Mostremos que, dados g € Gex € Dy-1, poay(x) = By0¢(x), 0 que equivale
a mostrar que, dados g,h € G e x € Dy-1, p o oy(x)|n = By 0 p(x)|n. Temos as

seguintes equivaléncias:
poag(z)ln = By op(@)n < plag(@))ln = Be(e(@))ln & an(ag(x)ln) =
p(x)(g7h) & ap-1(ay() 1) = ap-1g(xls-1p).

Mostremos esta ultima igualdade. Como xl,-1, € Dy-1 N Dy-1p, entao, da

definicao de acao parcial, temos que:

ah—1g(xlg—1h) = Op-1 (ag(xlg_lh)) = Op-1 (ozg(xlg_l 19—1h>>

— s (0g(2) 1,11, 10))
N—

Lema 3.2.1 (i)

= ap-1(ay(2)1,1,) = ap-1(ay(x)1y).

Mostremos que ¢(D,) = ¢(A) N B,(¢(A)), para todo g € G.

Seja € @(A) N By(p(A)). Entdo existem a,b € A, tais que z =
p(a) = By(p(b)). Logo, para cada h € G, vale: ¢(a)|, = By((b))|n ou seja,
ap-1(aly) = @(b)|4-1p, ou ainda, ap-1(aly) = ap-1,(bly-15). Tome h = 1. Segue-se
que ay,(aly,) = ay(bl,—1), isto é, a = ay(bl,~1) € Dy. Logo x = p(a) € ¢(D,).

Seja agora a € D,. Devemos mostrar que existe b € A, tal que p(a) =

Bg(p(b)), para todo g € G. Temos as seguintes equivaléncias:
pla) = Bo(p(0)) <= @la)ln = Be(p®))ln < an-r(aln) = @(O)lg-1n <
Oéhfl(a].h> = Oéhflg<blg71h>.

Mostremos que existe b € A, tal que vale esta ultima igualdade. Tome
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b= a,-1(a). Segue-se que:

ap-14(blg-1) = ap-145(ay-1(a)ly-1,) = ap-1(ag(ayz-1(a)lz-1p))
= ap-1(ag(ag-1(a)lg-114-14)) = ap-1(ag(ag-1(a))ay(1-11g-11))

= ap-1(alyly) = ap-1(aly).

Mostremos agora que ¢(A) é um ideal de B (note que ¢(A) C B). Para isto,
basta mostrar que, dados a,b € Ae g € G, entao B,(p(a))p(b), o(b)By(p(a)) € p(A).
Seja h € G. Temos que:

(By(p(@))p(0)|n = By(p(a))|np(D)[n = w(a)|g-1nan—1(b1n)

= Oéh—lg(alg—lh)()éh—l(blh) = E)éh—lg(alg—lh)lhflla/hfl(blh)

Lema 3.2.1 (ii)
= ap-1(ag(aly—1)1,)op-1(b1,) = ap-1(ag(al,—1)bly)

= p(ag(aly-1)b)|p.

Logo f,(¢(a))p(b) = ¢(ag(al,-1)b) € ¢(A). Analogamente, temos que
p(b)By(p(a)) € p(A).
Portanto 8 = {(8, : B — B)ge¢} é uma envolvente de a.

Suponhamos agora que ' = {(3, : B' — B'),cc} seja outra acao de G
sobre uma algebra B’, tal que [’ seja também uma envolvente de a. Entao existe

um monomorfismo (de dlgebras) ¢’ : A — B’ tal que valem:

(1) ¢'(Dy) = ¢'(A) N 5y(p(A)), para todo g € G;
(ii) ¢’ oay(x) = B, 0 ¢'(x), para quaisquer x € Dy-1 e g € G

(iii) B’ é gerada por Ugea3,(¢'(A)).

Como B’ ¢ gerada por Ugeaf;(¢'(A)), entdo qualquer elemento de B" pode
ser escrito da forma | 3; (¢'(a;)).

Seja @ : B' — B definida por 8, (¢'(a;)) — By (p(a;)) que estendemos

linearmente.

Verifiquemos inicialmente se ® esta bem definida. Podemos ter, por exem-

plo, B (¢'(a1)) + By, (¢'(a2)) = By, (#'(az)). Surge a pergunta: [y, (p(a1)) +



79

oo ((a2)) = Bys(p(as))? Temos que fy (¢'(a1)) + "(az)) — B (¢'(az)) = 0,

g (@
ou seja, By (¢'(a1)) + B,(¢'(a2)) + By, (¢'(—az)) = 0. Devemos mostrar que

B (p(a1)) + By, (w(az)) + By, (p(—az)) = 0. Portanto, mostrar que ® estd bem
definida significa mostrar que se ) 3, (¢'(a;)) = 0, entao »_ By, (v(a;)) = 0.
Suponhamos que 3 (¢'(a;)) = 0. Sejam h € G e a € A
Temos que 56, (#(a)By(¢/(@) = 0, donde f, (S 8, (¢(a)Byle/ (@) =
> By (¢'(ai))¢'(a) = 0. Como ¢'(A) é um ideal de B', entao By(¢'(A4)) é um
ideal de B', para todo g € G. Portanto 8, (¢'(a:))¢'(a) € 8,1, (¢'(A))N¢'(A) =
¢ (Dp-14,) = ¢ (Alp-1,,) = ¢'(A)¢'(1p-14,) que é um ideal de B’ com unidade

¢'(1p-14,) (a verificacao é trivial).

Usando o item (ii) acima, segue-se que:

B, (@' (a:)) @' (@) = By10,(#"(00)) ' ()" (In-1g,) = By1g, (#(0)) (alp-1,)
= Bh1g,('(00))¢ (Ln-14,0) = Bj14, (¢ (0:)) ' (1n-14,) ' (a)
= Ph14,(#'(0)) @' (an-14,(1g,-10)) ¢ (a)

=1, (7 (1y-1)
= Bhe1g(9'(a)) B, (¢ (Lg-10))¢' (@) = Byory, © @' (ailg 1) (a)

= @' 0 ap-14,(ailg-13)¢ (a) = @' (=19, (ailg-1p)a).

Logo -1, (#'(ai))¢'(a) = @' (an-1g,(ailg-1n)a) (%),

Analogamente, conclui-se que Sj,-14,(p(a;))p(a) = p(an-14,(a;1g,-15)a) (+%).

De (x) e (*xx), temos que: 0 = X B, (@ (@) =
> Panrg(ailg-p)a) = @' ap-1g(ailg-1p)a). Z Como ¢’ é injetiva,
elntéo Zah—1gi(ailgi—1h)a = 6 Logo 0 = gp(Zah—lgi(ailgiqh)a) =
Sl g lal, ma) = YBii(ela)pl@ e portanto, 0 =

Bu(Y Brr(p(a))e(@) = 3B, (p(a))Bulpla), para quaisquer h € G o

a € A. Denotemos a soma finita Zﬂgl( (a;)) por Zﬁgz( (a;)). Dai Zﬂgl( (a;))
anula S,(p(A)), para cada h € G. SeJa By a algebra gerada por Uglﬁgi( (A)), com

i =1,...,5 Temos que Zﬁgl( (a:)) € Br = B4, (p(A)) + ... + B4, (¢(A)), onde
cada ideal Sy, (¢(A)) de B (e portanto de Bp) tem unidade f,,(¢(14)). Segue-se do

Lema 3.2.2 que By tem unidade 15, que é uma combinacao (finita) de 3, (¢(14)),

comi=1,...,s Logo Y B, (v(a;) = By (¢(a;))lp, =0 e, por isto, ¢ esta bem
i=1 i=1
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definida.

Para concluirmos que ® é um homomorfismo de algebras, resta provarmos

que (35(¢'(a))B,(#'(0)) = (By(¢'(a)) (B (¢ (b)), para quaisquer a,b € A e
g,h € G.

De fato, observamos que ¢(a)B,(p(b)) € p(A)NBy(p(A)) = ¢(D,), que é um

ideal de B com unidade ¢(1,). Segue-se do item (ii) acima que:

p(a)Be(p(b)) = ¢(1g)p(a)By(p(b)) = ©(14a)Be((b)) = By(By-1(p(1ga))0 (b))
= Bylp o ag1(15a)p(b)) = By(p(ag-1(14a)b)).

Logo,

Be(p(a))Brlp(b)) = By(p(a)By-1n(¢(b))) = By(Bg-1n(p(an-14(14-1,a)b)))
= Br(p(ap-14(14-1,a)b)).

Do mesmo modo, temos que B (¢'(a))B;, (¢ (b)) = B, (¢’ (an-14(14-1,a)D)).

Assim,

(B4 (¢'(a)) B (¢ (D)) = (B, (¢ (an-14(14-140)D)))
= Br(plan-14(1g-14a)b)) = By(p(a))Bu(w(b))
= O(B,(¢'(a)2(BL(£'(1)))-
Analogamente, temos que ® : B — B’ definida por ®'(5,(¢(a;)) =

By, (¢'(a;)) que estendemos linearmente, estd bem definida e determina um homo-

morfismo de algebras.

Verifica-se também que &' o® = idg e Pod’ = idg. Logo ® é um isomorfismo

de algebras.

Temos que, para todo g € G, valem:

(a) B, 0 (S Bh (¢(a:)) = By Bru((ai)) = 3= Bon ((a):
(b) o (S B (¢(a:)) = B By ('(a)) = 3 By (p(a2)).

Portanto 3,0 ® = ®o 3/, para todo g € G. Logo 8 e ' sao equivalentes. [
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3.3 O skew anel de grupo parcial e o skew anel de
grupo

Finalizamos este capitulo com uma aplicacao de acoes parciais com envol-
vente, que é a de fornecer skew anéis parciais associativos. Iniciamos apresentando

o conceito de uma skew anel de grupo parcial.

Defini¢ao 3.3.1. Dada uma acdo parcial o = {(Dy)gec € (g : Dg-1 —>
Dg)gec} de um grupo G sobre uma dlgebra A, o skew anel de grupo parcial
correspondente a acao «, denotado por Ax, G, € o conjunto de todas as somas for-
mais finitas { Y a,0,: a, € D,}, onde 6, sao simbolos que denotam elementos da
base de A %, g}e.GMum'mos este conjunto com a adicao que € definida pontualmente

e com a multiplicacdo dada por: (agdy).(andn) = ag(ay-1(ag)an)dgn-

Observacao 3.3.2. Notemos que:

(a) ag-1(ag)an € Dy N Dy. Segue da defini¢io de acdo parcial de grupo que
ag(ag-1(ag)an) € DyN Dy, C Dy,

(b) estao subentendidas a comutatividade da adi¢éo e a distributividade da mul-
tiplicacao em relacdo a adicao definidas acima. Ainda, A x, G tem estru-
tura de K-mddulo a esquerda, com XY a,0, = Y. (Aay)d,y, para N € K.
Como K ¢é comutativo, entdo que A *jeg € um ng’gddulo. Verifica-se sem

dificuldades que a funcio f : Axqo G X Axy G — A x, G definida por
fagdg, andy) = (agdy).(andn) = og(ay-1(ag)an)dgn € K-biaditiva.

Pela propriedade universal da Definicao 1.1.12, existe um unico homomorfismo
de Z-mddulos (que chamamos multiplicagio) m : Ax, G Rk Axe G — Ax, G

definida por az04 @ andy — ag(og-1(ag)an)dgh.

Exemplo 3.3.3. Dada uma agio (global) 5 = {(B, : B — B)sec} de um grupo

G sobre uma dlgebra B, o skew anel de grupo (global) B s G correspondente a

agao B € o conjunto de todas as somas formais finitas { Y a,0, : a, € B}, onde
geG

dg sao simbolos que denotam elementos da base de B xg G. Munimos este conjunto

com a adi¢cao que € definida pontualmente e com a multiplicacao que € dada por:

(agy)-(andn) = agBy(an)dgn-
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Seque-se do Fxemplo 3.1.4 que todo skew anel de grupo é um skew anel de

grupo parcial.

Observemos também que B xz G € um anel associativo. De fato, sejam

by, b, b; € B. Temos que:

[(b959>-<bh§h)]-(bj5j) = [bgﬁg(bh)dgh]~<bj5j> = (bgﬁg(bh)ﬁgh(bj»‘s(gh)j
= [bgBg(bn) By (Bn(6;))18g(1n3) = [bgBg(bnn(b5))]10g(ns)
= (bgég)'(bhﬂh(bj))éhj = (b959)~[<bh5h)-(bj5j)]~

Em geral, o skew anel de grupo parcial Ax,G nao é associativo, como podemos
ver num exemplo em [7], apresentado abaixo.
Exemplo 3.3.4. Seja A um K-espago vetorial com base {1,t,u,v}. Definimos a
multiplicacdo em A por u> = 1> =w =vu =tu =ut =t> =0, tv = vt = u e
la = al =1, para todo a € A. Entao A € uma K-dlgebra associativa e unitdria.
Sejam o grupo G = ({lg,g},.) e I o ideal de A gerado por v (notemos que da
multiplicagcao definida nos elementos da base de A, seque-se que I é o K-subespago
vetorial (de A) gerado por v e u). Considere a a¢ao parcial o de G sobre A dada
por: Dy =1 e oy :u v,v— u. (notemos também que da defini¢io de G, temos
que oy—1 = oy e Dy—1 = I e por defini¢io oq, = idy e D1, = A). Entdo o skew

anel de grupo parcial A *, G ndao € associativo.
De fato, sejam a; = A1+ Ayt + Mu + Mo, az = A1+ M3t + Mu + Ao, a3 =
N1+ A5t + )\gu + A, )\z eK,coml1<i<4el<j<3. Verifica-se que:
a1(aza3) = (AATAD L+ [AL(ATAZ + A3AT) + AT
+ ATOTAS 4+ X3AT + A3AT + A9A)
+ AFNIAL A+ AIAD) + A3ATAT
+ A5+ AAD)]u
+ ML + AN + AN = (a1az)as.
Logo A € uma K-dlgebra associativa e unitdria.

Seja © = tdy, +ud,. Entao

(z.x).x = (01,101, + td1,.uby + udy.td1, + udg.udy)(tdr, + udy) = 0;

. i

v
=vdg
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z.(z.x) = (t01, + udy).(t01, .11, + 11, .ud, + udy.td1, + udy.ud,)

= (td1, + udy).v0g = udy.

No entanto, quando a acao parcial de grupo tem envolvente, o skew parcial

herda a associatividade do skew da envolvente, como mostra o seguinte resultado:

Teorema 3.3.5. Seja 5 uma acao de um grupo G sobre uma dlgebra B que € uma
envolvente de uma acdo parcial o de G sobre uma dlgebra A. Entdo o skew anel de
grupo parcial Ax, G tem uma copia em Bxg G, isto é, existe um monomorfismo de

anéis vy : Ao G — B xg G. Em particular, A, G € associativo.

Demonstracao. Por hipdtese, existe um monomorfismo de algebras ¢ : A — B, tal
que poay(x) = Byop(x), para todo z € D,-1. Definamos a aplicagdo v : A%, G —
Bxg G por > agd, — Y p(ag)d,. Temos que:
e, e,
V((agdg)-(andn)) = ~(ag(ag-(ag)an)dgn) = elag(ag-r(ag)an))dgn
= By o plag-1(ag)an)dgn = By(p(ag-1(ay))p(an))dgn
= By(plag-1(ag)))Be(e(an))ogn = plag(ag-1(ag)))By(e(an))dgn

= ¢(ag)By(p(an))dgh = ¢(ag)dy.p(an)dn = v(agdy).v(andn)
e, com isto, v é um homomorfismo de anéis.

Seja agora . a,d4, tal que ()" az0,) = 0. Portanto Y ¢(a,)d, = 0. Como

geG geG geG
0s d,'s sao elementos da base de B *3 G, segue-se que p(ay) = 0, para todo a, € Dj.
Sendo ¢ um monomorfismo de algebras, temos que a, = 0, para todo g € G. Logo

~ é um monomorfismo de anéis.

Desde que o skew global é associativo, segue-se que o parcial também é. [J



Capitulo 4

A ENVOLVENTE DE UMA
ACAO PARCIAL DE HOPF

Este tltimo capitulo, que tem por base o artigo [3], destina-se ao estudo da
existéncia da envolvente de uma acao parcial a esquerda de uma &lgebra de Hopf
H sobre uma algebra A, fazendo-se presente, de modo constante, os pré-requisitos
dos dois primeiros capitulos. Como tratamos aqui somente de agoes (“total” ou
parcial) a esquerda de dlgebras de Hopf sobre uma algebra, diremos simplesmente
agao (“total” ou parcial) de uma algebra de Hopf sobre uma dlgebra ou ainda, agao
(“total” ou parcial) de Hopf. Uma aplicagdo importante que decorre da acdo de
uma algebra Hopf H sobre uma algebra unitaria A é o produto smash A#H que
acrescentamos neste estudo. Veremos que da existéncia da envolvente de uma acao
parcial de Hopf, decorre que toda acao parcial de Hopf é induzida e que, em geral,
duas envolventes de uma acgao parcial de Hopf nao sao isomorfas. Como tultimo
resultado, temos que toda acao parcial de uma &algebra de Hopf tem uma tunica
envolvente minimal, a menos de isomorfismo de H-moddulos algebras. No que se

segue, H denotard uma algebra de Hopf com comultiplicacao A e counidade «.
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4.1 Acao de uma Aalgebra de Hopf sobre uma
algebra

Apresentamos nesta se¢ao a chamada agao (“total”) de uma élgebra de Hopf
sobre uma algebra. Uma aplicagao de acoes de Hopf é o chamado produto smash.
Em continuacao ao Exemplo 2.3.3 e a Observacao 2.3.4, temos um exemplo de uma
acao de Hopf conhecida como agao adjunta (& esquerda). Mostramos também que

Hom(H, A) sofre uma agao (a esquerda) de H.

Definicao 4.1.1. Uma ac¢do de uma dlgebra de Hopf H sobre uma dlgebra A é uma
aplicagao K-linear o : H @ x A — A, com a(h ® a) denotado por h>a, tal que,

para quaisquer h,k € H e a,b € A, onde A(h) = ha1) ® h), valem:
(h)

(l) h (ab) = %(h(l) > a) (h(g) > b),

(i) lgra=a;
(iii) hv (k>a) =hk>a;
(iv) holy =¢e(h)la.
Dizemos, neste caso, que H atua (a esquerda) sobre A que é chamada de uma
H-médulo algebra (a esquerda).

Caso A seja uma algebra nao unitaria, define-se uma agao de uma algebra de

Hopf H sobre A sem o item (iv) da defini¢ao acima.

Observagao 4.1.2. A defini¢cio acima nos diz que A € um H-mddulo a esquerda.
De fato, sejam h,k € H e a,b € A. Temos da linearidade de o e das propriedades

do produto tensorial que:
(h+k)ra = a((h+k)®a) = a(h®a+k®a) = a(h®a)+a(k®a) = h>a+k>a;

h>(a+b) = a(h®(a+b)) = a(h®a+h®b) = a(h®a)+a(h®b) = h>a+h>b.

Dos itens (ii) e (iii) da definigao acima temos as demais propriedades de

um H-maodulo a esquerda.
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Dada uma acao o de uma éalgebra de Hopf H sobre uma algebra A, podemos
definir uma nova multiplicagdo em A ® H (= A ®x H) que denotaremos por A#H

(com esta nova multiplicacao). Chamamos A#H de produto smash de A por H.

Definigao 4.1.3. Definamos em A @k H o sequinte produto

(a#th).(b#g) = a(ha) > b)#hg,
(h)
para a,b € A, h,g € H, onde A(h) = > ha) @ hy. O K-mddulo a esquerda
(h)

A ®k H munido com esta multiplicacao € chamado de produto smash de A por

H e denotado por A#H.

Notemos que esta multiplicacdao estd bem definida. De fato, sejam a,b € A e

h,g € H. Denotando idy”> = idy @ idy e ids> = ida @ id, temos que:

(ma ®idy) o (idy ® a @ my) o (idg ® T ®idg?) o (ida> @ A ® idg)o

(ida @7 @idy)(a®@h @ b® g)

= (ma®idg)o (ids ® a @mpg) o (ids ® T ® idg>)o

(ids> @ A®idg)(a®@b®h® g)

= (ma ®@idy) o (ids ® a @mp) o (ids @ T ®idy")(a@b® (> _ h1) @ hz) @ g)
(h)

= (my ®idy) o (ida @ a®@my) o (idg @ T ® idHQ)(Za(X) (b® hay) @ hie ® g)
(h)

= Z(mA X ZdH) o (ZdA Ra® mH)(a @ (h(1) & b) X (h(2) & 9))
(R)

= 2_(ma@idu)((a @ (ha) > b)) @ hayg)
(h)

= Z a(h(l) > b) &® h(g)g = Z a(h(l) > b)#h(g)g.
(h) (h)

Desde que cada composicao que constitui o produto smash esta bem definida,

tem-se que (a#h).(b#9) = > a(h@) > b)#h2)g esta bem definida.
(h)

Proposicao 4.1.4. O produto smash A#H, definido acima, € uma dlgebra as-

soctativa com unidade 1,#1y.

Demonstracao. Observemos inicialmente que vale a distributividade desta multi-

plicacao em relagao a adigao. De fato, chamemos Q2 = (ms ®idy)o (ida@a®@my)o



87

(idsy @ T ®idg Qidg) o (ida ®ida @ A Qidy)o (idy @ 77! @idy). Sejam a,b,c € A

e h,g,e € H. Segue-se das propriedades do produto tensorial e da linearidade de 2

que:
(a#h + b#g).(c#e) = Q(a@h+ bR g) ® (c®e))
=Qadh)@(ce)+ (bRg) ®(c®e))
=Q(a@h)@(c®e)+ADR9) @ (c®e))
— (a#th).(cte) + (bitg).(cHe).
Analogamente, vale a distributividade da multiplicagao em relagao a adigao
a esquerda.

Decorre do fato de A ser um homomorfismo de dlgebras e da notagao sigma

(ver na segao 2.4) que:

[(agth).(b#9)].(c#e) = [> _ alhqy > b)#hg].(cHte)
(h)

— Z{ (1) > b)#h 2)9] (c#e)}
= Z > alhay > D) (he)9) ) > ) (h9) )¢

(h) (h(2y9)

= Z Z Z l>b h(g) 1)g DC)#h(Q 2)9 2)€

(h) (hez) (9)

=2 »> a(h) ) & 0) (R ) 90)) & O)FFh@) 92 €

(h) (h@y) (9)

Por outro lado, temos:
(ath) [(b#g).(c#te)] = (a#th). Z blgay > )#ge]

— Z[(a#h).(b(gu) > c)#g)e)]

— Z Xh:[a(h(l) > (b(g) > ©))#h@) g€l

- Z D la Y [thayy > 0) (A ) > (90) > ) #h 2 92e]

(h) (b))

- Z Z Z ha )(2)9(1)) > c)#h@ e

(h) (hay) (9)
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Logo
[(ath).(b#g)].(cite) = (agth).[(b#g).(c#e)].

Verifica-se facilmente que:
M(a#th).(b#g)] = [Ma##h)].(b#g) = [(a#h)A].(b#9g) = (azth).[A(b#9)]
= (a#h).[(b#9)A] = [(a#th).(b#g)] A,
para quaisquer A € K, a € Aeh € H.

Como A é um homomorfismo de élgebras, entdao A(ly) = lgg,n = lp®1y.

Segue-se que, para todo a € A e h € H, vale:
(La#1g).(a#h) = 1a(1g > a)#1gh = 1ga#h = a#h.

Por outro lado, da propriedade da counidade (ver Exemplo 2.4.3), temos que:

(agth).(La#t1y) = Y alhay > La)#he Ly

(h)
= ac(ho)latthe) =Y a#te(ha)he)
(h) (h)

= a# Y _elha))h) = a#th.
()

]

Exemplo 4.1.5. Seja Hy a dlgebra de Sweedler de dimensao 4 (que € uma dlgebra
de Hopf - ver Ezemplo 2.3.3) com base ' = {ey, ea, h1, ha} sobre o corpo K, tal que
char(K) # 2. Entao h>k = Y hqykS(he)), com h,k € Hy é uma agdo de Hy (a

(h)
esquerda) sobre si mesma.

De fato, seque-se do Exemplo 2.3.3 e da Observacao 2.3.4 que [ =
{e1,e2,h1,ha} € uma base de Hy , onde e; = (14 g)/2, ea = (1 —g)/2, hy = ze; ¢
hy = xeg (%), sendo 5 = {1,g,x,29} uma base de Hy. Temos a sequinte tabela de

multiplicacao:

€1 €9 h1 hg

€1 €1 0 0 hz

€2 0 €9 hl 0
hy |hy| O] 010
ha| O |he| O | O




Das relagoes (x), temos que 1 = ey + €9, g =€ — ey e x = hy + hs.
Dai obtemos as sequintes expressoes para A sobre 3 :

Aler) =A((1+9)/2) =(1@1+9g®g)/2

= [(61 +62)®(61 +62) + (61 —62)®(61 —62)]/2 =e1®e;t+ e esq;

Alez) =A((1-9)/2) = (1©1-g®g)/2

=[(e1+e2) @ (e1 +e2) — (1 —e2) @ (e1 —€2)]/2 = €1 ®ex + €2 @ ey;

A(hy) = A(ze;) = A(x)Ale) = (2R 1+ g x)(eg ®er + €2 ® e3)
= [(h1 + h2) @ (e1 + €2) + (e1 — €2) @ (hy + ha)](e1 @ €1 + €2 @ €3)
=(m®er+h @e+hy®@er+hy®ey+e1@hy+ e ®hy
—ea®@h; —ea®@hy)(e1 ®ep + s ® e3)

=hi®e;+e1@hy+ hy ®ey — ey ® ho;

A(hg) = A(zey) = A(x)Aez) = (2R 1+ gRx)(e1 ®eg + €2 @ 1)
= [(h1 + h2) @ (e1 + €2) + (e1 — €2) @ (hy + ha)](e1 @ €2 + €2 @ €1)

=h Qe +e;@hs+hy®e; — ey ® hy.
Obtemos também as sequintes expressdes para & sobre ('
eler) =e((1+9)/2) =1;
e(e2) =e((1-9)/2) =0;
e(hy) = e(xer) = e(x)e(er) = 0;
e(hy) = e(wey) = e(x)e(ez) = 0.
Ainda, obtemos as sequintes expressoes para S sobre 3':
Sler) =S((1+9)/2) = (1 +g)/2=e1;
Sle2) =S((1-9)/2) =(1—g)/2 = ez
S(h1) = S(wer) = S(x(1+9)/2) = (zg — 2)/2 = —2(1 — g)/2 = —ha;
S(hy) = S(weq) = S(x(1 — 9)/2) = (xg +)/2 = 2(1 4+ g)/2 = hy.

Denotemos Y hqykS(h(2)) por h>k, com k,h € Hy.
(h)

89
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Temos que:

mo(m®S)o(id® 7)o (A®id)(h® k)

—mo(m®S)o (id®7)((D_ha ® he)@Fk)
()

=mo(m®S)o(ida7)(Y_ hy® (he @ k)
(h)

— Zm o(m® S)((ha) ® k) ® he))
(h)

=Y mlhwk ® S(he)) =Y hakS(he) = ho k.
(h) (h)
Portanto o : Hy @ x Hy — Hy definida por a(h @ k) = mo (m ® S) o (id ®
7)o (A®id)(h ® k) =3 haykS(he) = h>k é K-linear.
(h)

Entao

egbeg=mo(m®.S

I
3
O
3
®
N

5
®
o
®
o
_|_

e
®
o
®
S

=m(e; ®e; +0®ey) = e.

Fazendo sucessivamente para os demais elementos de ', obtemos a sequinte

tabela:
> e1 e hi | ho
€1 €1 €9 0 0
es 0 0 hy | hy

hi | hi—hs | ho—hy | O | O
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Observemos que:

mo(a®a)o(id®7®id)o(ARid®id)(h®k® e)

=mo(a®a)o(ideT@id)((d_ hi @ he) ke
(h)

_Zmo o (id® 1 ®id)(hay ® (hiz) ® k) ® €)

= Zm o(a® Oz)((h(l) ®k)® (h(2) ®e))
(h)

—Zm ) ®k)®alhg ®e))

— Z Oz(h(l) (059 k:)oz(h(g) X 6)
(h)

= (h(l) > k?)(h(g) > 6).
(h)

Queremos mostrar que hi>(ke) = Y (ha)>k)(h@>e), para todo h,k,e € Hy.
(h)

Sejam h = )\161 + )\262 + >\3h1 + /\4h2, k = )\/161 + )\/262 + A hl + )\ZJLQ e
e = Ner + Njea + ANjhy + Nho, com X\j, N, N € K, onde i =1,2,3,4.

Temos que ke = N X[eq + Ao 5ea + (A5AS + NsAT) Ry + (NJAY + NjAS) ho.
Seque-se que:
h ke = (Aer + Aaea + Aghy + Aha) > (M ATer + AoAJes + (AN + NAT )y
+ (ML + NjA3)hs)
= MA A e + MG S e + [Aa(AGA5 + AZAT) + As(ATA] — AGA5)] Ay
+ a(AAT + NjAZ) = As(AAT = ApA5)]ho.
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Z(h(l)bk‘)(h(g)be) =mo(a®a)o(id®T®id)o(AR®Rid®id)(h®k® e)
(h)

= (MAjer + M Asen) (N e + Agea) + (A Ahy + MAha)(Ashy + Njha)

+ (Mg Njer + AaXoea) (Mshy + Nihg) + (MaXshy 4 AaXyhe)(Ney + Nyes)

+ (s N (7 — ha) + AsXy(hg — hy))(Nler + Xoea) 4+ (AsNjer + AsApea)(NY (hy — hy)
+ A5 (ha — h1)) + (AN (he — k) + My (ha — b)) (AShy 4+ Njha) + (Aa\5hy

+ AaAjhe) (N (hr = ha) + A5(ha — ha))

= MA A er + M es + [Aa(AGA; + A5AT) + As(ATA] — A9 hy

+ (ML + NAZ) — A3 (MIAT — ApAg)he.

Logo hv> (ke) = > (hay > k) (b >e).
(h)

Ibh=mo(m®S)o(id® 7)o (A®id)(l1® h)
=mo(m®S)o(idT)(1®(1®h)=mo(m®S)((1®h)1)

=m(h®1)=h.

h (k>e) = (Aer + Aaea + Ashy + Aho) > [(Ner + Nyea + Ashy + Njho)
> (Afer + Agea + AShy + Njho)] = (A1e1 + Agea + Azhy + Agha) > [N A eq
+ N Neg + NoXohy + Mo\l by + NN (By — ho) + NgNo (hy — hy)]
= MM A er + M AT ea + (A AoAS + Ao AN — M ASAS + AN\ A]
— AN ARy A+ (Ao NGA] — Ao XGNY 4 Ao NGNS — As N ] 4 As X, A\ P

hk>e = [(Arer 4+ Aaea + Ashy + Aha)(Njer + Asea + Ashy + Njho)] > (Aer + Ageq
+ A5h1 + Ajho)
= [AMAer + Aadbea + (Ao + A3A])hy + (AN 4+ A he] > (A ey
+ Ajea + Ashy + Njho)
= NN M er + AN N e 4+ (A XGAT 4 Mo AGXY — Ao XGAY + Mg\ Y
— AN Ry 4 (Ao NGNS — M XENT 4 Ao ANy — Mg N N+ As N NS ) o
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Logo h> (k>e) = hk>e.

hrl=mo(m®S)o(id®7)o(A®id)(h®1)=mo(m®S)o (id® T)o
(A X zd)(()\lel + )\262 + )\3}11 + )\4}12) &® 1)
= )\161 + )\162 + )\3h1 - )\3h2 + )\3h2 - )\3h1 = )\1(61 + 62) = )\11

8(h)1 = 8()\161 + /\262 + )\3]11 + )\4h2)1 = ()\11]()1 = >\11
Logo h>1 = ¢e(h)1, para todo h € H,.

Portanto o : Hy®g Hy — Hy definida por a(h@ k) = >~ hykS(h)) € uma
(h)
acao de Hy sobre si mesma.

A agdo dada por h>k = hqykS(hw)), com h,k € Hy, é chamada de agdo
(h)
adjunta (a esquerda).

Definigao 4.1.6. Sejam A e B duas H-mddulos dlgebras (a esquerda). Dizemos que
uma aplicagao ® : A — B é um homomorfismo de H-médulos dlgebras (a esquerda)
quando ® é um homomorfismo de dlgebras e vale ®(h>a) = h>®P(a), para quaisquer

he H eac A. Esta ultima condicao nos diz que ¢ € H-linear.

Proposicao 4.1.7. Uma dlgebra de Hopf H atua sobre a dlgebra Hom(H, A) por
(ho f)(k) = f(kh), onde h,k € H e f € Hom(H, A).

Demonstragao. Seja j: H x Hom(H,A) — Hom(H, A) definida por j(h, f) = fn,
onde f;(k) = f(kh), paratodo k € H. Paracada h € H e paracada f € Hom(H, A)
fixos, temos que f,(Ak1+ka) = f((Ak1+ka)h) = f(Akih+koh) = Af(k1h)+ f(k2h) =
An(k1) + fr(k2), onde A € K, ky, ko € H. Isto mostra que f, € Hom(H, A). Temos
também que, para quaisquer h, hy, ha, k € H, f, f1, fo € Hom(H, A) e A € K, valem:

J(ha + ha, f)(k) = friin, (k) = f(k(h1 + ha)) = f(khi + khy)
= f(kh1) + f(kh2) = [, (k) + [y (k) = (fny + fro)(K)
= (j(ha, f) + g (he, [))(K);

J(hs fr + f2) (k) = (fir + f2)u(k) = (f1 + fo)(kh) = fi(kh) + fa(kh)
= fin(k) + fan (k) = (fin + fan)(K)
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JhA, F)(R) = fax(k) = f(E(AA)) = f((kR)A) = f(kh)A = Af(kh)
= (AN)(kh) = (Af)n(k) = j(h, Af) (k).

Isto mostra que j é K-biaditiva. Da Definicao 1.1.12, existe um tinico homo-
morfismo de Z-médulos o : H @ Hom(H, A) — Hom(H, A) com a(h ® f) = f.
Dal a(h ® f)(k) = fu(k) = f(kh), para todo h,k € H e para todo f € Hom(H, A).

Da comutatividade de K e da K-linearidade de f, segue-se que o é K-linear.

Denotemos a(h ® f) por h> f e tratemos de mostrar que o é uma acao da

algebra de Hopf H sobre a dlgebra (associativa e unitdria) Hom(H, A).

Sejam h,k,r € He f,g € Hom(H,A). Como A e ¢ sao homomorfismos de

algebras, segue-se que:

(o (f* 9)(k) = (f % g)(kh) =Y f((kh)a))g((kh) )
(kh)
=> > flkwha)gtkehe) sz kha)g(kahe)
(k) (h)

=3 (hay v k) (hey > 9) (k)
(h) (k)

= (hay> f) = (hey > g) (k)
(h)

= (O (hay> f) * (hey > 9)) ()

(h)
(u > f)(k) = f(kly) = f(k);
(he(re>f))(k) = (ro f)(kh) = f((kh)r) = f(k(hr)) = (hr> f)(k);
(h > Lrom(m,a)) (k) = (h> (uaoe€))(k) = (pa o e)(kh) = pa(e(kh))
= pa(e(k)e(h)) = pa(e(h)e(k))

= e(Wpa 0 e(k) = (e(h)jia 0 €)(k) = (£(0) Lirom(ir.n)) (k).

Isto mostra que a é uma acao da édlgebra de Hopf H sobre Hom(H, A). O
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4.2 Acao parcial de uma algebra de Hopf sobre

uma algebra

Comegamos esta segao com a defini¢ao de agao parcial (a esquerda) de uma
algebra de Hopf sobre uma algebra. Seguem-se exemplos de agoes parciais. Com o
estudo da secao 2.6, apresentamos também uma acao parcial do dual algébrico H*
de uma élgebra de Hopf H sobre H, onde dim(H) < +oc. Verifica-se que esta acao
parcial de H* em H é, na verdade, uma acao total. Veremos também que podemos
construir uma acao parcial de Hopf sobre um ideal a direita com unidade de uma
H-médulo algebra (a esquerda). Por fim, temos um exemplo de uma agao parcial

de Hopf que também é uma acao “total” de Hopf.

Definicao 4.2.1. Uma ac¢ao parcial de uma dlgebra de Hopf H sobre uma dlgebra
A é uma aplicagao K-linear o : H @ g A — A, com a(h ® a) denotado por h - a,

tal que, para quaisquer h,g € H e a,b € A, onde A(h) = ha) ® h), valem:
(h)

(i) h-(ab) = %(h(n ~a)(h) - b);
(ii) lg-a=a;

(iii) h-(g-a)= %(h(l) 14)((h»g) - a).
Dizemos também que H atua parcialmente (a esquerda) sobre A que é

chamada de uma H-mdédulo élgebra parcial (a esquerda).

Exemplo 4.2.2. Toda acao “total” de uma dlgebra de Hopf H sobre uma dlgebra
A ¢ também uma acgdo parcial de H sobre A. De fato, sejam h,k € H e a € A.

Dos itens (i) e (iii) da Defini¢ao 4.1.1, seque-se que h> (k>a) = h> (14(k>a)) =

Z(h(l) > 1A)(h(2) > (k > a)) = Z(h(l) > 1A)((h(2)]€) > a). =
(h) ()

Observacao 4.2.3. Seja o uma agao parcial de H sobre uma dlgebra A. Se h-14 =

e(h)la, com h € H, entio o € uma ag¢ao “total” de H sobre A. De fato, sejam
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h,g € H ea € A. Da propriedade da counidade (ver Exemplo 2.4.3), temos que:

he(g-a) =Y (ha - 1a)((h@9)-a) =D e(hw)la((heyg) - )
(h)

(h)
=Y {(e(ha))hng) -a} = (O e(ha))h@zg) -a = hg - a.
(h) (h)

Exemplo 4.2.4. Consideremos uma a¢ao parcial &« = {(Dy)gec € (g : Dyg-1 —>
Dg)gec} de um grupo G sobre uma dlgebra A (unitdria e associativa). Suponhamos
que cada D, tem unidade 1,. Dai D, = Al,. Entao existe uma agdo parcial da
dlgebra de grupo KG (que € uma dlgebra de Hopf, ver Exemplo 2.3.2) sobre A
que € definida sobre os elementos da base G de KG por g -a = ag(al,—1), com

g € G ea € A, e estendida linearmente sobre todos os elementos de KG, isto €,

(- Agg)-a= > Aaglal,—1), onde A\; € K.

geG geG
De fato, definamos m: KG x A — A por w( ) A\gg,a) = > Agog(al,—1).
geG geqG
Verifica-se facilmente que m € K-biaditiva. Da Definicao 1.1.12, existe um tunico

homomorfismo de Z-mddulos o : KG @x A — A definido por a((D>_ A\yg9) ® a) =
geG

(ZG)\gg) ca = ZG/\gozg(algﬂ). Como K é um anel comutativo, entdo o € K -linear.
S g€

Sejam a,b € A eg,h € G. Como A(g) =g®g e A(h) =h® h, temos que:
g+ (ab) = ay((ab)ly-1) = a4(aly-1bly-1) = ag(aly-1)ay(bly-1) = (g-a)(g-b)
= (90 - )92 - b):

(9)

lg-a=ay,(aly,—1) =ida(aly) = a;

h-(g-a)=an((g-a)ly-1) =ap(ag(al,-1)l,-1)

= O‘h(O‘g(alg*)lglh*) = ah(“y(algfl)gg(lg”lg*lh*))

J

Lema 3.2.1 (i)

= ah(ag(alg_l 19—1h—1)) = ahg(alg—l 19—1h—1)
—_————
€Dy-1NDpg)—1

= apg(aly-1p-11y-1p-114-1) = ahg(algqhq)\ahg(lgqhq 19712

Lema 3.2.1 (i)

= apg(aly-1p-1)1pg1, = apglaly-1p-1)1; = lpopg(aly-14-1)
= O[h(lhfl)ahg(algflh—1> = Oéh(]_A]_h—l)O!hg(a]_gflh—l) = (h : lA)(hg : a)

- Z(h(l) “14)((he2)9) - a).

(h)
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Com os resultados acima, verifica-se sem dificuldades que, para quaisquer
h,h € KG e a,b€e A, valem:
he(ab) = (hay-a)(hey-b);  (xle)-a=a; h-(h-a) =Y (hay-1a)((hxh')-a).
(h) (h)
Portanto o : KG @ A — A, satisfazendo
Z)\gg ® a) Z)\gg a—Z)\ ag(aly—),
geG geqG geqG

¢ uma ac¢ao parcial de KG sobre A.

Proposicao 4.2.5. Seja H uma dlgebra de Hopf (sobre um corpo K ) de dimensao
finita. Entdo o dual algébrico H* de H atua parcialmente em H por h* — h =
> h*(h(2))hay com h* € H* e h € H. Além disso, H* atua “totalmente” em H.

Demonstra¢ao. Vimos na secao 2.6 que quando H tem dimensao finita, entao o seu

dual algébrico H* é uma &lgebra de Hopf.

Observemos que valem:

(h* 4+ j*) = h=(h* = h) + (j* = h), para quaisquer h*, j* € H* e h € H,;
h* — (h+ g) = (h* = h) + (h* — g), para quaisquer h* € H* e h,g € H;

h* — (Ah) = A(h* — h) = h*\ — h, para quaisquer A € K, h* € H* e h € H.

De fato, sejam h*,j* € H* e h,g € H e A € K. Temos que:
(B +5%) = h=> (h"+j°) Zh hay + Y " (h@)ha)
(h) (h)
= (h* = h)+ (5" = h);

W= (htg) =D W (h+9)@)h+9)q = D D (h@)hay + Y 1 (92)90)
(ht+9) (h) (9)

= (" = h)+ (h" = g);
h* = (M) = > b (hey) Ay = 22(R°A) (R by = h*A = h.
(h) (h)
Portanto a aplicagdo @ : H* x H — H dada por w(h*,;h) = h* — h

¢ K-biaditiva. Pela propriedade universal da Definicao 1.1.12, existe um tnico
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homomorfismo de Z-médulos o : H* @ x H — H com «(h* ® h) = h* — h. Como

K é um corpo, entao o é K-linear.

Usando o fato de A ser um homomorfismo de édlgebras, a propriedade da

counidade (ver Exemplo 2.4.3) e lembrando também que h*(hg) = >_ h{},(h)h{y(9)
(h*)

(ver demonstracao da Proposicao 2.6.8), segue-se que, para quaisquer h,g € H e

h*,3* € H*, valem:

W hg =3 W ((hg)) Zzh )92)h90)

(hg)

= Z Z hiny (he)) i mIa) = Z Z Z hiyy (he2) ) hy hizy (92))90)
(h)
= Z Z Z hiyy () hayhiz (9e)90)
= Z Z hiy (he)h@) (O hiny(9@)9m) = Y (hiy — h)(hiy — 9);
(9)

1H* —~h=cg—=h= Zs(h(g))h(l) = Zh(l)s(h(g)) = h;
(h) (h)

D (hy = 1) (hlgy x5 = k) = > {(hiy (L)1) (D hiay # 5 (h)he))}
(h)

(h*) (h*)

- Z{ )OO0 > by )3* (M) ) b))}

(h) (h2))

= Z > 2 bty L) Lahis) (hey )i (hey ) hay

) (h) (k)

= Z D D hin ()i (hey )i (e o)ha)

(h) (hez)) (h*)

= > (b )i" (b Z > he(h h@)ha) )

(h) (h2)) ) (h(1y)

=D > W (hayg)ho )i (hey) = Z(h* — ha))j*(he)

(h) (h)) (h)

_ZJ D= ha) Zh—\ “(he)hm) = b = (3 5 (he)h)

()
= h* = (j* = h).

Portanto h* — h =Y h*(h(@))h@), com h* € H* e h € H, é uma agao parcial
)
de H* em H.

Temos ainda que h* — 1y = h*(1y)ly = ey« (h*)1y, para todo h* € H*. Da
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Observagao 4.2.3, segue-se que h* — h = > h*(h))h@), com h* € H* e h € H, é
(h)
uma acao “total” de H* em H. O

Lembremos que um subgrupo N de um grupo G é dito normal se N9 =
g 'Ng = {g7'ng : n € N} C N, para todo g € G. Isto equivale a dizer que
N9 = N, para todo g € G. De fato, seja n € N. Entdo n' = gng' € N9 ' C N.

Logo g~ 'n'g € N9, ou seja, g 7' (gng™')g = n € N9. A reciproca é imediata.

Exemplo 4.2.6. Seja N um subgrupo normal do grupo finito G. Seja A = eyKG

o0 ideal de KG, onde en = ‘—]{” Y. n e K é um corpo de caracteristica zero. Entdo
neN

existe uma acdo parcial da dlgebra de Hopf KG* sobre A que € definida sobre a base

dual de G, G* ={p, : g € G}, porp, - (enx) = en(py — enz), com x € G.

Notemos inicialmente que como N C G — KG via g = 1xg e KG tem

definida a operacao de adicao, faz sentido definirmos ey = Wll > n. Temos que
neN
existem ny,...,n; em G, tais que N = {ny,...,n}. FEntdo podemos reescrever
! !
ex como 1Y n;. Como N € subgrupo normal de G, entio ey = 1> n; € um
i=1 i=1

tdempotente central em KG. De fato, temos:

l l l
1 1 1
ENEN = (7 ZTL,)(] ZTL,) = l—2(n1 “+ ... —I—nl) ZTL,
i=1 i=1 i=1
l l l l

:%(nlzni+"'+”lzni):llzlzni:% 17%:61\/;

i=1 i=1 i=1 i=

(997 'ng+ ...+ g9 'nig)

para todo g € G.
Portanto exy comuta com todo elemento de KG.

Por hipotese, K tem caracteristica zero. Entdo existe uma copia de Q em

K. Como ﬁ € Q — K, seque-se que ey € KG. Logo enKG C KG.



100

Verifica-se sem dificuldades que A = e KG € um ideal de KG com unidade

EN.

Sejam G* = {p, : g € G} C KG" a base dual de G e x € G. Vimos, no

Exemplo 2.6.11, que Agc<(pg) = Y Py, ® Pgi-14- Do Exemplo 2.2.2, temos que
9:i€G
A(x) =z ®x. Da proposicio anterior, seque-se que:

pg — (enz) = Z(pgi — en)(pg—1g = T) = Z(pgi — en)pg—1g(T)T

9. €G gZGG

- (pgz*1 - 6]\[) pg:p 1= Z Z DPga—1 —

nEN

Esta ltima expressao € igual a |—Jblg quando existir um n € N, tal que n =

gz, ou seja, quando gx~—' € N e, caso contrdrio, igual a zero.

Definamos p, - (exyz) = en(py — enz), com x € G. Dai, quando g = nx para

ENT €,

1 1
algum n € N, temos que p, - (enyv) = eNTNTY = eNﬁx = ennr = |N‘

=enN

caso contrdrio, py - (eyx) = 0. Logo f - (exh) € enKG, para quaisquer f € KG* e
h € KG. Do fato de ey ser um idempotente central em KG, da proposicao anterior
e do Exemplo 2.6.11, temos que, para quaisquer x,x',g,q € G, valem:
Py - (enzena’) = en(py = enzena’) = ex > (pg, = en)(Pg-1g — ent’)
9:€G

= Z en(pg; — ent)en(pg-1g — ent’)
9:€G

= D (b ext)(po-rg - ena’);

9:€G

1k -enr =en(lggs — enx) = en(enx) = enx;

Dg - (pg’ : eN-T) =Py (eN(pg’ - €N$)) - eN[pg - (eN(pg’ - GNI))]

= GN[Z(pgi - eN)(pgflg - (pgl - eN:L‘))]

g;€G

= g en(pg; — en)en(Pg;-1g * Py — NT)
gi€G

= E (Dg: - eN)(Dgi—14 * Py - ENT).
gi€G

Seque-se que f-(exh) = enx(f — exh), com f € KG* e h € KG, é uma a¢do
parcial de KG* sobre A.
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Seja {g1,...,9m} 0 conjunto completo de representantes de Ny = {ng : n €
N}, com g € G. Assim & = {Ny,,...,N,.} e entio B = {exgi,...,engm} € uma
base de A. De fato, sejay € A =enKG. Sendo G finito, entio G = {g1,...,9,}
Logo y = en ET: Nigi, com \; € K. Como & = {N,,,...,N, }, entdoy = \iexg +

N
i=1
ce _'_/\meNgm + )\erleNngrl +.ooF /\reNgr = X1€Ng1 +... +)\;n€Ngm7 para
—_——— N——
=Am+1eNgk,1<k<m =Arengk,1<k<m
certos Ny, ..., Al € K, o que mostra que 5 gera o K-espago vetorial A.

!
Suponhamos que Aexgi + ... + Amengm = 0. Entdo A\ > nigr + ...+

=1

l
>\m Z n;gm = /\177,191 + ...+ )\1nlg1 + ...+ )\mnlgm + ...+ )\mnlgm =0.
i=1

Notemos que cada um dos n;g;, comi=1,....l ej=1,...,m, é elemento
distinto de G (procede do fato de Ny, \Ny, = 0 quando g; # gk, com j,k=1,...,m).
Desde que G € uma base de KG, seque-se que A\ = ... = A\, = 0.

Como p, - (eng;) = W1|6Ng,- quando gg;' € N e p, - (engi) = 0 do contrdrio,

para todo i = 1,...,m, entao a matriz da a¢do parcial de p, relativa a base (3 (as
colunas desta matriz quadrada sdo os coeficientes de p, - (eng;) relativos a base [3)
terd apenas uma entrada nao nula a; = ﬁ quando ggi_1 € N, pois Ny, N Ny, = 0
quando g; # gi, com j,k=1,...,m.

Observemos também que p, - ey = py - (enlg) = W1|6N1(; = W1|€N quando
g € N e zero do contrdrio. Por outro lado, exa+(ps)en = lxeny = en quando
g=1¢ eeke(pg)en =0 quando g # 1¢ (ver Exemplo 2.6.11). Logo, a nao ser que

N ={1¢}, temos que p, - en # ek (pg)en quando g € N.

Nosso proximo objetivo é provar que se uma algebra de Hopf H age sobre
uma algebra B, entao ela agira parcialmente sobre qualquer ideal a direita com

unidade de B. Antes, porém, vejamos algumas observagoes.

Seja B = {(B, : B — B)ec} uma agao do grupo G sobre uma &algebra
B. Seja A um ideal de B com unidade 14 (que é um idempotente central em B).
Vimos no Exemplo 3.1.5 que Dy, = AN f5,(A) é um ideal de A. Aqui D, é um ideal
de A com unidade 1, = 146,(14) (que é um idempotente central em B). Seja oy a
restricao de By a Dy-1. Vimos também no Exemplo 3.1.5 que a restricao da acao

B a (Dg)gec induz uma agdo parcial de grupo o = {(Dy)gec € (g : Dy-1 —
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Dy)gec} de G sobre A. Do Exemplo 4.2.4, temos que existe uma agao parcial da
algebra de grupo KG sobre A definida sobre os elementos bésicos g € G de KG
por g-a = ag(al,—1), onde a € A, e estendida linearmente sobre todos os elementos
de KG. Logo ay(aly—) = By(1,10) = By(1afyr (14)a) = By(1afy-s (14))By(a) =
Bg(La)laBy(a) = 1484(14)By(a) = 1aBy(1aa) = 145,4(a). Portanto podemos definir
a agao parcial de KG sobre A como g-a = 146,(a) (ou g-a = f,(a)ls). Disto
provém a ideia para construir agoes parciais induzidas no caso Hopf, a saber: tomar

h>a no lugar de (,(a).

Proposigao 4.2.7. Sejam H uma dlgebra de Hopf que atua sobre a dlgebra B e A
um ideal a direita de B com unidade 14. Entdo H atua parcialmente (a esquerda)
sobre A por: h-a =14(h>a), ondea € A e h € H. Tal a¢ao serd chamada de a¢ao

induzida (pela agao H sobre B).

Demonstracao. Sejam a,b € A e h,k € H. Temos que:

he(ab) = 1a(h> (ab)) = 14D (hay > a) (b b)) = La(ha) > a)(he o b)

(h) B B (h) eA
= Z}A(h(l) > a) 1A(h(2) > bl = Z(h(l) . a)(h(g) . b),
w2 e (h)

lg-a=14(1g>a) =14a = a;

he(k-a)=h-(La(k>a) = La(h> (La(k > a)))

€B €B €A
= Z}A(h(l) > 1A) 1A((h(2>l€) > CL)J = Z(h(l) . 1A)((h(2)k) . (l)-
(h) cA cA (h)

Portanto H atua parcialmente sobre A por h-a = 14(h>a), onde a € A e

h e H. O
No préximo exemplo, dados vq,...,v, € V, onde V é um K-espaco vetorial,
denotamos o K-subespaco vetorial de V' gerado por vy,...,v, como < vy,..., v, >.

Exemplo 4.2.8. Seja a dlgebra de Hopf Hy com a base {ey, ea, hy, ho} (ver Exemplo
2.3.8 e Observagdo 2.5.4). Entdo o ideal A :=< e;+ < hy >> de B := H,/ < hy >

¢ uma Hy-maodulo dlgebra parcial. Além disso, A € uma Hy-mddulo dlgebra.
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De fato, seque-se da tabela de multiplica¢ao (ver Exemplo 4.1.5) que < hg >

¢ um ideal de Hy. Ficam bem definidas, portanto, as sequintes operacoes em B:
(h+ < hy >) 4+ (h'+ < hy >) = (h+ W)+ < hy >, para todo h,h' € Hy;
(h+ < hy >)(W+ < hy >) = (hh')+ < he >, para todo h,h' € Hy;
AMh+ < hy >) = (Ah)+ < hy >, para quaisquer N € K e h € Hy;
k> (h+ < hy >) = (k> h)+ < hy >, para todo h,k € Hy.

E’fcicz'l ver que B é uma K-dlgebra. Temos também que B é uma Hy-mddulo
dlgebra com k> (h+ < hy >) = (k> h)+ < hy >, onde h,k € Hy. De fato, sejam
= A\ie1 + Aaea + Ashy + Mho, h, h' € Hy com h+ < hy >= W'+ < hy >. Daj,
h — K = Ahg para algum \ € K. Segue-se que k> (h — h') = (Ae1 + Aaeg + Azhy +
Agho) > (Ahg) = AoAhe €< hy >. Logo (k> h)+ < hg >= (k> h')+ < hy >.

Como Hy atua sobre si mesma pela a¢ao adjunta (ver Proposi¢ao 4.1.5),

temos também que, para quaisquer h,k,j € Hy, valem:

ho [(k+ < hy >)(j+ < hy >)] = ho [(k))+ < he >] = [h> (kj)]+ < hy >

=D (hay> k) (he > §)+ < hy >
(h)

= [(h(l) > k)+ < hs >][(h(2) Dj)+ < hsy >}
(h)

= [h(l) > (/{—{— < hsy >)][h(2) > (]+ < hy >)};
(R)

1> (h+ < hy >)= (1> h)+ < hy >= h+ < hy >;

ho[k> (j+ < hy >)]=h>[(k>j)+ < hy > =[h> (k> j)]+ < hy >

= (hkbj)+ < hy >= hkl>(]+ < ho >);

h (14 < hy >) = (h> 1)+ < hy >= (e(h)1)+ < hy >=e(h)(1+ < hy >),

onde 14+ < hy > € a unidade de B.
Isto mostra que B € uma Hy-mddulo dlgebra.

Denotemos h+ < hy > por h. Temos a sequinte tabela de multiplicacdo

definida nos “geradores” de B:
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er | e | hi | ho
e le |00 0
€| 0 |e|h |0
i |h | 0|00
Ts 0010

Seja E € E LOgO E = )\161 + )\262 + /\3h1 + /\4h2 = )\16_1 + )\26_2 + )\3h_1 €,
portanto, {e1,,h,} gera B. Suponhamos que A€y + Mo + Ashy = 0(= hy). Dai

e + daes + Ashy = 0 e entdo A\eq + Xoes + A\shy €< hy >, 0 que implica \ieq +
/\262 + >\3h1 = /\4h2 , OU seja, )\161 + )\262 + /\3h1 - )\4]’L2 =0. Como {61, €9, hl, hg} é
uma base de Hy, concluimos que Ay = Ao = A3(= \g) = 0. Seque-se que {7, ez, h1}

€ uma base de B.

Da tabela acima, temos que o K -subespaco vetorial A =< e > de B € um

ideal & direita de B com unidade &.

Obtemos também a sequinte tabela da a¢do da base de Hy sobre os “geradores”

de B:

> e | e | hi|he
e |er| e |00
e 0] 0 | |0
hi|hi|—hi| 0|0
ho | O 00

Como A ¢ um ideal & direita de B com unidade &1, entdo, da Proposicdo
4.2.7, temos que Hy atua parcialmente sobre A, ou seja, A € uma Hy-modulo dlgebra

parcial. Fsta acao parcial é dada por:
e1-e =ei(e ber) = ey
e -1 = ei(ex>er) = 0;
hi-er =e(lver) =0;

hy -e1 = ei(hy>e7) = 0.
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Mostremos que esta acao de Hy sobre A € “total”, ou seja, A € uma Hy-

modulo dlgebra.
Seja J =< ey, hi, ho >. Da tabela de multiplicagao em Hy, temos que:

()\162 + )\th + )\3}12)()\,161 + )\/262 + )\ghl + )\ﬁlhg) = )\1)\’262 + ()\1)\é + )\2)\’1)}11 +
AsNyho € J;

()\/161 + )\/262 + /\/3]11 + )\ﬁlhg)()\leg + )\ghl + )\3h2) = /\/2>\1€2 -+ >\,2)\2h1 + (/\/1>\3 +
XA )ho € J.

Logo J é um ideal de Hy e, portanto, Hy/J é uma K-dlgebra. Além disso,
{e1 + J} é uma base de Hy/J (a prova € andloga ao que foi feita para Hy/ < hy >
acima). Denotemos h+ J por h. Temos a sequinte tabela de multiplicacdo definida

nos “geradores” de Hy/J:

& | é | | h
&aléal0]0]0
&10[0]01]0
b |0/0]01]0
he |O| 0] 0] 0

Temos também que Hy/J é uma Hy-mddulo dlgebra via h>(k+J) = (hok)+J,
para todo h,k € Hy (de modo andlogo ao que foi feito em Hy/ < hy >), com a

sequinte tabela da a¢do da base de Hy sobre os “geradores” de Hy/J:

> | & | & | B | by
e |6 10]01]0
e, | 010010
hm|0]0|0]0
he |00 0|0

Definamos ® :< & >——< €1 > por ®(Neg) = \éy, com A € K. Verifica-se

facilmente que ® ¢ um isomorfismo de dlgebras. Temos também.:

D((Are1 + Agea + Ashy + Aghe) - Aep) = ©(AAer) = A Aéy;
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()\161 + )\262 + )\3h1 + )\4h2) > )\6/\1 = Al)\é\l

Logo ® € Hy-linear.

Afirmacao: a acao de Hy em A € uma acao “total”, ou seja, A € uma Hy-
modulo dlgebra.

De fato, seja h € Hy. Observando que €1 é a unidade de < é; >, temos que:

O(h-e1) = hoéy =¢e(h)ey = P(e(h)er). Dai h-éf = e(h)ey. Segue-se, da

Observacao 4.2.3, que A € uma Hy-mddulo dlgebra.

Notemos que ® é um isomorfismo de Hy-mddulos dlgebras (ver Definigdo

4.1.6).

4.3 A envolvente de uma acao parcial de Hopf

Com os resultados que se seguem as proximas defini¢oes, mostraremos a

existéncia da envolvente de uma acgao parcial de Hopf.

Definigao 4.3.1. Sejam A e B duas H-mddulos dlgebras parciais, isto €, sejam as
aplicagoes K-lineares o : H @y A — A e ' : H @ B — B da Defini¢ao 4.2.1.
Dizemos que um homomorfismo de dlgebras 0 : A — B € um homomorfismo de
H-mddulos dlgebras parciais se 0(h-a) = h-0(a), isto é, O(a(h®a)) = /(h®60(a)),
para quaisquer h € H e a € A. Se 0 € um isomorfismo (de dlgebras), dizemos entdo

que as agoes parciais o e & sao equivalentes.

Definigao 4.3.2. Sejam B uma H-mddulo dlgebra e A um ideal a direita de B com

unidade 14. Dizemos que a acdo parcial induzida de H sobre A € admissivel se

B=H»>A.
Esta acao parcial induzida de H sobre A existe pela Proposicao 4.2.7.

Definicao 4.3.3. Seja A uma H-mdédulo dlgebra parcial. Um par (B, 0) é uma agdo
envolvente para A, ou seja, um par (B,0) é uma a¢do envolvente para a agdo parcial

de H sobre A, se:

(i) B € uma (ndo necessariamente unitdria) H-mddulo dlgebra;
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(ii) A aplicagio 6 : A — B é um monomorfismo de dlgebras;
(iii) A sub-dlgebra 0(A) é um ideal a direita de B;

(iv) A agdo parcial de H sobre A € equivalente a ac¢ao parcial induzida de H sobre
0(A), ou seja, O(h-a) = h-0(a) = 0(1a)(h>0(a)), para quaisquer h € H e

a€ A;

(v) A acdo parcial induzida de H sobre 0(A) é admissivel, isto é, B = H > 0(A).

E costume nos referirmos a uma agao envolvente (B, #) de uma H-mddulo

algebra parcial A simplesmente como B.

Proposicao 4.3.4. Seja F(G, A) a dlgebra de todas as funcgoes do grupo G sobre a
dlgebra A. Temos que as dlgebras F (G, A) e Hom(KG, A) sdo isomorfas.

Demonstragao. Vimos, na demonstragao do Teorema 3.2.5, que F' = F(G, A) é uma

algebra (associativa e unitéria) com:

(fi + f2)(9) = fi(9) + falg), para quaisquer f1, f, € Fe g € G;

(M1)(g) = Mfi(g), para quaisquer f; € F, A€ K e g € G;

me@.a)(fi ® f2)(9) = (fif2)(9) = fi(g)f2(g), para quaisquer fi, f, € F' e
g €G;

prc,a(A) = Af, para todo A € K, onde f(g) = 14, para quaisquer g € G.

Da Proposicao 2.5.2, segue-se que Hom(KG, A) é uma élgebra (associativa
e unitaria) com:

(hi4h2)(x) = hy(x)+he(x), para quaisquer hy, hy € Hom(KG,A)ex € KG;

(Ah1)(x) = Ahyi(x), para quaisquer hy € Hom(KG,A), A € K e x € KG;

Miom(kG,A)(R1 ® he)(x) = (h1 % hy)(x), para quaisquer hy, hy € Hom(KG, A)
ex € KG;

Prom(kG,A)(A) = A(fta © k@), para todo A € K.

Definamos ¢ : F(G,A) — Hom(KG,A), que associa f € F(G,A) a

aplicacao ¢(f) : KG — A, onde o(f) | D A9 | = D Agf(g), com A\, € K.

geG geG



108

Afirmamos que ¢ é um isomorfismo de algebras. De fato, temos que ¢(f) €

Hom(KG, A), para todo f € F(G,A). Além disso, valem:

M1+ L) N9 =Y XM+ £)(9) = D AA1(9) + Y Aefalg)

geG 9eG geG geq

geG geG

=2 ()Y Aeg) + 2()(D Agg)

geG gelG

= (Mo(f1) + o(£2) D Ag9),

geG

o que mostra que ¢ é K-linear. Temos ainda:

[ omp@a)(fi ® f2)](X2 Agg) = @(f1f2) (22 Agg) = 2 Agfi1(9) f2(9);

geG geG geqG

(M bom(ka,a) © (¢ @ ©)(fi @ f2)] Z Ag9) = [Mubomxa,a)(@(fi1) @ p(f2))] Z Ag9)

geG geG

= (p(f1) * 2(f))O_ Agg) = (mao ((f1) @ @(f2)) © Aka)(D_ Agg)

geG geqG
=mao (p(f1) ® o(f2)) > Ae(1xg @ 1xg))
geG
=mao ((f1) ® p(£2)(D_(Aeg @ 1xg) = D malp(f1)(Neg) ® 9(f2) (1k9))
geG 9€G
= > mal(Mi(9) ® (L fo(9)) = D Aefi(9)falg
geG geG

Entao ¢ o mpG,4) = MHom(ka,A) © (o ® ).
Seja f = 1p(a,a), isto é, f(g) = 14, para todo g € G. Temos que:

[( 0 i) NI Ag) = [eANIO - Agg) = oA Aeg)

geG geG geG

=) ) f ) = A (Agla);

geG :1A geG

[t Hom (K G, ( Z)‘gg = AMpa o eke) Zkgg = A\t Z)\

geG e e

=2 (ML)

geG

Portanto ¢ o ip@ Ay = UHom(KG,A)-
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Logo ¢ é um homomorfismo de algebras.

Seja f € F(G, A), tal que (f) = Opom(ra,a)- Temos que o(f)(D_ Agg) = 0a.

geG

Entao ) Agf(g9) = 04. Suponhamos que f # Opg ). Com isto, existe um g € G,
geG

tal que f(g) # 04, donde se segue que 04 = ¢(f)(1xg) = 1xf(g) = f(g) # Oa, 0

que ¢é contradicao. Portanto ¢ é injetiva.

Seja h € Hom(KG,A). Tome f € F(G,A), tal que f(g) = h(g), para todo
g € G. Logo o(f)(D Agg) = D Agf(g) = D Agh(g) = h(D Ayg), o que implica
geG geG geG

geG
©(f) = h. Isto mostra que ¢ é sobrejetiva.

Segue-se que ¢ ¢ um isomorfismo de algebras. O]

O isomorfismo acima é conhecido como isomorfismo canonico de algebras de

F(G,A) em Hom(KG, A).

Na demonstracao da existéncia da envolvente de uma acao parcial de grupo,
consideramos a algebra F' = F(G, A) (ver Teorema 3.2.5). Com a existéncia do
isomorfismo candnico de algebras de F(G, A) em Hom(KG, A), podemos conside-
rar, no caso Hopf, a algebra Hom(H, A) no lugar de F(G,A). Com esta ideia,
mostraremos que toda acao parcial de uma algebra de Hopf H sobre uma algebra

A tem uma acao envolvente.

Lema 4.3.5. Sejam A uma H-mddulo dlgebra parcial e ¢ : A — Hom(H, A) uma
aplicagao dada por p(a)(h) = h-a. Entao:

(i) ¢ € um monomorfismo de dlgebras;

(ii) Sehe H ea € A, entao p(14) * (h>p(a)) = ¢(h-a);

(iii) Se he€ H ea,be A, entao p(b) x (h>p(a)) = p(b(h - a)).
Nao exigimos que ©(14) = Lom(m,4)(= paoe).

Demonstragao. Temos que p(a) € Hom(H, A), para todo a € A. De fato, sejam
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hk€H,ac Ae)c K. Entao:
pla) A+ k)= (A +Ek)-a=a((Ah+k)®@a)=a((A)®a+k®a)
—a(Mh®a)+alk®a) =h®a)+alk@a)=Ah-a)+k-a
= Ap(a)(h) + ¢(a)(k).
Sejam agora A € K e a,b € A. Logo:
e(Aa+b)(h) =h-(Aa+b) =a(h® (Aa+b)) =alh® (Aa)+h®b)
—aMh®a))+ah®@b) = x(h®@a)+a(h®@b)=Ah-a)+h-b
= Ap(a)(h) +¢(b)(h) = (Ap(a))(h) + ¢(b)(h) = (Ap(a) + ¢(b))(h),
para todo h € H. Logo p(\a+ b) = Ap(a) + o (b).

Temos ainda que, para todo a,b € A e h € H, vale:

plab)(h) = h - (ab) =Y " (hqy - a)(hez) - b)
(h)

= Z p(a)(hw)e(b)(he) = ¢(a) * p(b)(h);
Em particular, segue-se que ¢(1,4) é a unidade de p(A).
Seja a € A, tal que p(a) = Opomm,a)- Dal ¢(a)(h) = h-a = 04, para todo
h € H, em particular para h = 1. Portanto a = 1 -a = 04 e, por isto, ¢ € injetiva.

Mostremos o item (iii). Sejam h,k € H e a,b € A. Utilizando as Proposigoes

2.5.2 e 4.1.7, temos que:

p(b(h- ) (k) = k- (b(h-a)) =Y (k) - b)(ke) - (h - a))
(k)

= Z{ (k) - 0)[ (Z) La) (k@) ) h) - )]}
k2)
—Z (kZ) (La) (2 1)) 2(0) ey 1))
= Z Wb (kz)w 14) (k) (0> (@) (k)
= Zs@ s (h> 9(a))) (k) = @(b) * (1) * (h> p(a)) (k)

= (p(0) x 9(14)) * (h>@(a)) (k) = @ (b) * (h > p(a)) (k).

O item (ii) segue-se tomando b = 14. O
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Vimos que Hom(H, A) é uma H-médulo algebra com (h>f) (k) = f(kh), onde
f € Hom(H,A) e k,h € H. Ainda, p : A — Hom(H, A) é um monomorfismo de
algebras com ¢(a)(h) = h - a. Notemos que ¢(A) é uma subdlgebra de Hom(H, A)
com 1,4y = ©(14). Caso p(A) fosse um ideal a direita de Hom(H, A), entao, pela
Proposigao 4.2.7, terfamos uma acao parcial induzida de H sobre ¢(A) definida por
h-o(a) =p(la) * (h>p(a)) com h € H. Pelo lema acima, temos que ¢(14) * (h>
p(a)) = ¢(h-a). Dai, terifamos que ¢(h-a) = h - p(a), e portanto, a agao parcial
de H sobre A seria equivalente a agao parcial induzida de H sobre ¢(A). Mas ¢(A)
pode nao ser um ideal & direita de Hom(H, A). Mostraremos adiante que p(A) é

ideal a direita de uma certa subdlgebra de Hom(H, A).

Lema 4.3.6. Sejam H uma dlgebra de Hopf com antipoda S e B uma H-mddulo
algebra, x,y € B e h,k € H. Entao:

(i) (hea)y = (% hay > (2(S (b)) > y));
(ii) (h>z)(k>y) = (Xh; hy & (2(S(h)k > y)).

Demonstracao. Mostremos (i). Utilizando a propriedade da counidade (ver Exem-

plo 2.4.5), temos que:

Z h(l) > (ZL‘( Z Z h(l) (S(h(2)) > y))
(h)

(h) (h(y)
=D D (hayp @) (), S(hea) ) Z{ hay b )Y (h@yg)S(heyg) > 9)]}
(h) (he2)) (h(2y)
— Z{ hay > )Y by S(hey ) > 91} = Y k) > 2)(elhe) 1u > y)}
(h2)) (h)
Zh yoz)(1g>y) = (hz)y.

Tomando k >y no lugar de y em (i), segue-se que:
(hoz)(k>y) = Zh(l S(he) v (k> y))) Zh S(he)k>y)),
o que mostra (ii). O

Nao podemos afirmar que H > ¢p(A) C ¢(A). Dito de outro modo, nao

podemos dizer que a restrigao da agao de H (que atua em Hom(H,A)) a ¢(A) é uma
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acao de H sobre a algebra (associativa e unitdaria) ¢(A). Observemos, entretanto,

que p(A) C Hrp(A). De fato, para todo a € A, temos que ¢(a) = 1y > ¢(a).

Proposicao 4.3.7. Seja ¢ : A — Hom(H, A) definida por p(a)(h) = h-a. Con-
sideremos o H-submddulo (a esquerda) B := H > p(A) de Hom(H, A). Entao:

(i) B € uma H-submddulo subdlgebra (a esquerda) de Hom(H, A);

(i) ¢(A) é um ideal a direita de B com unidade p(14).

Demonstragao. Observemos que B é um H-submédulo de Hom(H,A). De
fato, sejam z,y € H > ¢(A). Entdo existem hy,...,hy k1,...,k, € H e
a1y . ..,y b1, ..., by € A, tais que © = hy > o(ay) + ... + hy, > @(a,) e y =
k1o @(by) + ...+ kp>o(by). Segue-se que:

r+y=hi>e(a)+...+hy>e(a,)+ki>pb) +. ..+ kn>e(by) € H>e(A).

—x=—hvela)+...+h,>p(ay)) = (=h)>plar) + ...+ (=h,)>e(a,) €
Hpp(A).

Portanto H > ¢(A) é um subgrupo aditivo de Hom(H, A). Ainda:

h>x =h>(hi>p(a)) + ...+ h,>p(a,)) = hhi>e(ar) + ...+ hh, > @(a,) €
Hpp(A).

Logo B é um H-submédulo de Hom(H, A).

Como B C Hom(H,A), entdao B herda as propriedades de Hom(H, A).

Temos também que:
Ah>(a)) = hep(Aa) € B, para quaisquer A € K e a € A.
(h>p(a) * (k> (b)) = > hay > (2(a) * (S(he)k e (b))
Lema 4.3.6 (ii) ") Lema 4.3.5 (iii)

= Z hay > p(a(S(he)k - b)) € B,
(h)

para quaisquer a,b € A.
Segue-se que B é uma H-submodulo subdlgebra de Hom(H, A).

O item (ii) acima decorre do Lema 4.3.5 (iii). Além disso, ¢(14) é 1,4). O
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Teorema 4.3.8. Sejam A uma H-mdédulo dlgebra parcial e ¢ : A — Hom(H, A) a
aplicagao dada por p(a)(h) = h-a. Entao (B := H>@(A), p) € uma a¢ao envolvente
da agdo parcial de H sobre A (dizemos também que (B, p) € uma envolvente da H -

mddulo dlgebra parcial A).

Demonstracao. De fato, pela proposicao anterior, temos que B é uma H-méddulo
algebra. Pelo Lema 4.3.5 (i), segue-se que ¢ : A — p(A) C B é um monomorfismo
de dlgebras. Pela proposigao anterior, a subalgebra p(A) de B é um ideal a direita de
B com unidade ¢(14). Da Proposigao 4.2.7, segue-se que H atua parcialmente sobre
@(A) por h-p(a) = 1y * (h>@(a)) = ¢(1a)* (h>@(a)). Por outro lado, pelo Lema,
4.3.5 (ii), concluimos que p(14) * (h>¢(a)) = ¢(h-a). Portanto p(h-a) = h-p(a).
Como ¢ : A — ¢(A) é um isomorfismo de édlgebras, entdo a agao parcial de H
sobre A é equivalente a ac¢@o parcial induzida de H sobre ¢(A) (ver Defini¢ao 4.3.1).
Finalmente, como B := H > ¢(A), entao a agao parcial induzida de H sobre ¢(A) é
admissivel (ver Definigao 4.3.2). Logo (B, ¢) é uma acao envolvente da ac¢ao parcial

de H sobre A. ]

Da existéncia da envolvente (B, ¢) de uma dada agao parcial de H sobre
uma algebra A, segue-se que toda acao parcial de H sobre A é equivalente a acao
parcial induzida pela a¢do de H sobre B (ou ainda, que toda agao parcial de Hopf é
equivalente a agao parcial induzida pela a¢ao da envolvente). Dizemos, neste caso,

que toda acao parcial de Hopf ¢ induzida.

Proposicao 4.3.9. Sejam A uma H-mddulo dlgebra parcial e p : A — Hom(H, A)
a aplicagao dada por p(a)(h) = h-a. Entao ¢(A) € ideal de B := H > p(A) se, e
somente se, h- (k-a) = Z(h(l)k: a)(he) - 1a), para quaisquer a € A e h,k € H.

(h)

Demonstragao. De fato, vimos que ¢(k - a) = ¢(14) * (k> ¢(a)) (Lema 4.3.5 (ii)).

Pela Proposigao 4.3.7 (ii), temos que ¢(14) * (k> p(a)) € ¢(A). Supondo que ¢(A)

¢ um ideal de B, segue-se que ¢(14) * (k> ¢(a)) = [p(1a) * (k> @(a))] * p(14) =

p(La)* [(k>p(La)) * o(1a)] = (k> p(a)) xp(1a). Portanto h-(k-a) = ¢(k-a)(h) =
€p(A)

((k>p(a))*o(1a))(h) = %(lw@(G))(h(l))QD(lA)(h@)) = %@(a)(h(l)k)w(lfx)(h(z)) =

Y (hyk - a)(he) - 14), para quaisquer a € Ae h,k € H.
(h)

-~
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Reciprocamente, suponhamos que h - (k- a) = > (hayk - a)(h() - 14), para

(h)
quaisquer a € Ae h,k € H. Temos que ((k>p(a))xp(14))(h) = %(h(l)kj-a)(h(g)'].A).
Logo ((k>p(a)) x(La))(h) = h-(k-a) = @(k-a)(h) e, por isso, (k>p(a)) *p(14) =

o(k-a) (x). Sejab e A. Dai [(k>p(a))x@(14)]*@(b) = w(k-a)*¢(b), o que implica
(k> p(a)) * [p(1a) * o(b)] = @ ((k - a)b) e entao (k> p(a)) * p(1ab) = ¢((k - a)b), ou
seja, (k> @(a))*p(b) = p((k-a)b) € p(A). Portanto p(A) é um ideal a esquerda de
B. Como ¢(A) é um ideal a direita de B, entdao ¢(A) é um ideal (bilateral) de B

com unidade p(14).

Ainda, desde que (k> p(a)) * ¢(14) = (k- a) (por (x)) e p(k-a) = p(la) *
(k> p(a)), segue-se que (k> ¢(a)) * p(la) = ©(1a) * (k> ¢(a)). Temos também
que ©(14)* = (14) * @(14) = ©(1ala) = @(14). Logo ©(14) é um idempotente
central em B. Portanto, p(A) = ¢(14) * B = B*p(14). De fato, Bxp(14) C p(A)
decorre de p(A) ser ideal B e ainda, para todo a € A, tem-se p(a) = p(a)*@(1ls) =
1y > @(a)] * p(1a) € B x ¢(la). A outra igualdade decorre da centralidade de

Vimos que a existéncia da envolvente § = {(f, : B — B),cc} de uma
dada agao parcial a de um grupo G sobre uma algebra unitaria A depende de cada
ideal D, ter unidade 1,. A unicidade desta acao é obtida supondo existir uma outra
agio ' = {(8; : B' — B')gec}, que também é uma envolvente para a. Define-se
entdo uma aplicagdo ® : B’ — B com ] (¢'(a;)) — By (#(a;)) que estendemos
linearmente. Para ver que esta aplicacao estd bem definida devemos observar dois
fatos: primeiro, para cada g € G a subélgebra [,(¢(A)) é um ideal com unidade
em B (o mesmo para (3;(¢'(A))); segundo, a soma de um ntimero finito de ideais
com unidade é também um ideal com unidade que é uma combinacao das unidades

destes ideais.

Consideremos uma acao parcial de uma algebra de Hopf H sobre uma algebra
A e seja (B, 0) uma envolvente para esta agao parcial. Por defini¢ao, §(A) é um ideal
a direita de B. Se h € H for um elemento grouplike (dizemos que h € H é um
elemento grouplike se h # 0 e A(h) = h ® h), entdo o K-submédulo h>60(A) do
K-médulo B := H>6(A) é um ideal a direita de B. De fato, temos que, para todo
h € H fixo, valem:
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he6(a)+h>0(b) = h(0(a) +60(b)) = h>0(a+b) € hi>0(A), para quaisquer
a,b € A,
—(h>6(a)) = h>6(—a) € h>0(A), para todo a € A.
AMh>0(a)) = h>(0(Aa)) € h>0(A), para quaisquer A € K e a € A.
Quando h € H for um elemento grouplike, segue-se que, para quaisquer

a,be Aek e H,

(h>6(a))(k>0(b)) = he[0(a)(S(h)k>0(b)] = he[0(a)f(1a)(S(h)k > 0(b))]

(& J

Lema 4.3.6 (ii)

— ho [0(a)(S(W)k - 6(5))] = > [8(@)0(S (h)k - b)
= h>0(a(S(h)k - b)) € h>0(A).

Em particular, temos que

(h0(a))(h>0(14)) = h>0(a(S(h)h-14)) = h>0(ale(h)ly - 14)). (esta
ultima igualdade resulta do Exemplo 2.4.5). Desde que €(h) = 1k, temos que esta

ultima expressao é igual a h>6(a).

Verifica-se assim que, somente impondo certas restricoes sobre um elemento
do grouplike (que por si 86 ja é uma restrigao), conseguimos mostrar que h>0(14) é
uma unidade a direita de h>6(A). Isto nos sugere que podemos ter a nao unicidade

da envolvente de uma acgao parcial de Hopf, conforme ilustra o exemplo abaixo.

Exemplo 4.3.10. Seja o ideal & direita A =< &7 > da Hy-mddulo dlgebra B =
Hy/ < hy > (ver Exemplo 4.2.8). Entao os pares (B,i) e (A,ida) , onde B := Hy>A
ei:A— B € ainclusio de A em B, sao duas envolventes da agdo parcial de H,

sobre A.

De fato, vimos no Exemplo 4.2.8 que A :=< &1 > € uma Hy-mddulo dlgebra
parcial. Pela tabela da acdo de Hy, em B, temos que B =< €1, h; >. Seque-se, da
tabela de multiplicagio em B, que B é um ideal de B (e, portanto, uma dlgebra).

Da tabela da acio de Hy em B, verifica-se ainda que B é uma Hy-mddulo dlgebra.
Seja i : A — B com i(\e7) = Xeg. Como i(A) = A € um ideal a direita
de B, seque-se que A é um ideal o direita de B. Portanto existe uma acdo parcial

(induzida) de Hy sobre A dada por h-a =14(h>a) =¢€1(h>a), onde a € A. Temos
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que i((A1e1 + Agea + Ashy + Asho) - Aex) = (A Aer) = A Aer = (Areq + Aoea + Azhy +
Agho)-i(Ner). Logo a agao parcial de Hy sobre A € equivalente a a¢ao parcial induzida
de Hy sobre i(A) = A. Como B = Hy>i(A), entao a acao parcial induzida de H,
sobre i(A) € admissivel. Logo (B,1) satisfaz a Definicao 4.3.3, sendo, portanto, uma

envolvente para a acao parcial de Hy sobre A.

Vimos também no Exemplo 4.2.8 que A é uma Hy-modulo dlgebra. Logo
(A,idy) € também uma agdo envolvente para a agao parcial de Hy sobre A. FEuvi-

dentemente, A e B nao sao isomorfas.

Teorema 4.3.11. Seja (B',0) uma agdao envolvente da H-mddulo dlgebra parcial A.

Entao a aplicagio ® : B — Hom(H, A) definida por ®(>_ hi>0(a;)) = > hidp(a;),
i=1 i=1

n > 1, é um homomorfismo de H-médulos dlgebras de B' := H > 6(A) sobre B :=

Hv@(A), onde ¢ é a mesma aplicagiao do Lema 4.3.5.

Demonstracao. Temos que B’ é , por hipdtese, uma H-médulo dlgebra e que
Hom(H, A) é uma H-médulo algebra (ver Proposicao 4.1.7). Ainda B := H > p(A)

¢ uma H-modulo élgebra (ver Proposigao 4.3.7 (i)).

Por hipétese, 6 : A — B’ é um monomorfismo de algebras, onde 0(h - a) =
h-0(a) = 6(14)(h>0(a)), para quaisquer h € H e a € A, sendo #(A) um ideal a direita
de B’ com unidade 6(14). Temos também que B’ = H > 6(A). Logo um elemento
genérico de B’ é da forma ihi >6(a;) comn > 1. Ainda ¢ : A — Hom(H, A)

com ¢(a)(h) = h-a é um monomorfismo de dlgebras pelo Lema 4.3.5 (i).

Inicialmente, mostremos que ® estd bem definida. Para isso, devemos mostrar

que se > h;>0(a;) =0, entao > h;>p(a;) = 0.
i=1 i=1

Suponhamos que = = h; >60(a;) = 0. Entao, para todo k € H,
i=1

0="0(14) (ko) =0(14)(kv zn: hi > 0(a;))

(L) (k> (B> 0(a1) + ... + ho > 0(an)))
(AL[E> (hy > 0(a)] + ...+ 0(1a) [k (hy > 0(ay))]
O0(14)(khy > 0(a1)) + ... + 0(14) (khn > 0(an)) = khy - 0(ar) + . .. + khy, - 0(ay)

0
0

= O(khy - a1) + ...+ 0(khy, - a,) = O(khy - ay + ...+ khy - a,) = 03 khi - ay).
=1
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Como 6 é injetiva, segue-se que »_ kh; - a; = 0, para todo k € H. Entao
i=1

= @(Z hi > 0(a;)) (k) = Z hi > ¢(a;) (k)

para todo k € H, e, portanto, ®(z) = ®(>_ h;>0(a;)) = > hi>p(a;)) = 0, o que
i=1 i=1
mostra a boa definicao de .

Por construgao, ® é K-linear. Sejam h,k € Hea € A. Logo ®(h>(k>b(a))) =
®(hk>0(a)) = hk>p(a) = h>(k>p(a)) = h>®(k>0(a)), o que mostra a H-linearidade
de ®.

Temos também que para quaisquer a,b € Ae h,k € H,

®((he0(a ))(me Zh S(he)k>0(b))))
Lema 4.3.6 ( )
= @ Zh 14)(S (hz))k > 6(b) Zh S(he))k - 0(b))))
Proposmao 4.2. 7
Zh (S(hez)k - b)) th > @)k 0))))
= Z hay (h)k-8) =D by o (o(a) * (Shea))k > 9 (0))
Lema 43.5 (iii) W — .

Lema 4.3.6 (ii)
= (hepla)) * (k> p(D)).

Como um elemento genérico de B é da forma ) h; > ¢(a;), onde n > 1,
i=1
temos que ® : B’ — B é sobrejetiva. Logo ® é um homomorfismo (sobrejetor) de

H-médulos algebras de B’ sobre B. O]

A injetividade de @ seguird sempre que ®(>_ h; > 6(a;)) = 0 implicar
i=1

n

> hi>0(a;) = 0, ou seja, sempre que 0 = (> h; >0(a;)) (k) = > hi>p(a;)(k) =
i=1 1=1

i=1
> la;)(kh;) = > kh; - a;, para todo k € H, entao »_ h;>6(a;) = 0. Isto motiva a
i=1 i=1 i=1

préxima definicao.
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Definicao 4.3.12. Seja A uma H-modulo dlgebra parcial. Uma agao envolvente
(B,0) de A € minimal se dado H-submddulo M de B, tal que 8(14)M = 0, entdo
M =0.

Para demonstrarmos a proposi¢ao a seguir, necessitamos de um lema que
garanta a existéncia de uma unidade a direita de um ideal (a direita) obtido pela

soma de ideais & direita com unidade.

Lema 4.3.13. Sejam Iy,...,1I, tdeais a direita com unidades 1y,,...,17 res-
pectivamente. FEntdo o ideal a direita J = I, + ... + I, tem unidade a direita

que € uma combinacao das unidades dos somandos.

Demonstracao. Analoga a demonstragao do Lema 3.2.2. n
Proposicao 4.3.14. Sejam B uma KG-mddulo dlgebra e A um ideal a direita de
B com unidade 14, tal que B = KG > A. Suponhamos que Y g; > a; com g; € G,

i=1
a; € A en > 1 satisfaca:

La(hr (Zgibai)) =0 , paratodo heG
i=1

Entao todo H-submddulo de B ¢ nulo.

Demonstracao. Por hipotese, para cada h € G,

0=14(h> () giva)) =1a(he(g1oar+ ... + gu>ay))

i=1

=lalhgivar+ ...+ hg,>a,) =1alhgi>ay) + ...+ 1a(hg, > ay)

:hgl'a1+...+hgn-an:Zhgi-ai.
i=1
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Seja b € A. Pelo Lema 4.3.6 (ii),

(Zgibai)(hbb) =(gprar+...+gy>a,)(h>Db)

=(gi>a)(h>d)+ ...+ (g >ay)(h>D)
= g1 (ar(gi ' he b)) + .o+ go > (an(g, ' h> D))
= g5 (a11a(g7 ho b)) + .o+ gu > (anlalg, ' h> b))

=nb (al (gl_lh ’ b)) +.. g (an<g;1h ’ b)) = 07
=0 =0

n
0 que mostra que » | g; > a; é um anulador a esquerda de B.
i=1

Observemos que, pelo Lema 4.3.6 (ii), (g; > a;)(h>b) = g; > (a;(g; "h> b)) €

—_——
€A

g; > A. Logo g;> A é um ideal a direita de B. Ainda, pelo Lema 4.3.6,

(h>0)(gi>a) = (gig; 'h>D)(gi>a)
= (9:> (g; 'he b)) (gi>a) = giv ((g; h>b)(g; ' gi> a))
=g:> (g7 'heb)a) = g (g7 ' he (b(h ™ giva))) € g;> B
————

€A

N J/
-~

eB

e portanto nao temos a garantia de g; > A ser um ideal de B. Temos também que
(9> 14)(g: > b) = gi> (La(g; 9> b)) = gi> b;
(g:>b)(gi>1a) = gi> (b(g; 'gi>14)) = gi>b.
Logo g; > A é um ideal a direita de B com unidade g;>14 com ¢ =1,... n.
Segue-se do lema anterior, J = g1 > A+ ...+ g, > A tem unidade a direita 1; que é

uma combinagao das unidades g1 > 14,...,9,>14. Como g1 >a; + ...+ g, >a, €

GoA+...+g,>A=J, entao:

Y giva; = (D>, gi>a;)l; = 0. Portanto B = 0 e, consequentemente, todo
i=1 i=1

H-submoddulo de B é nulo. O]

Lema 4.3.15. Seja ¢ : A — Hom(H, A) definida por p(a)(h) = h - a e considere
0 H-submédulo B := Hw>¢(A) do H-mdédulo Hom(H, A). Entao (B, ) é uma agdo

envolvente minimal de A.
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Demonstracao. Um elemento genérico de B é da forma »_ h; > ¢(a;), com n > 1.
i=1
Para todo k € H, temos que

ko (O hivg(a) = ke (hieo(ar) + ...+ by > o(an))

=1

=k (hi>elar))+...+ k> (hn>e(ay))

=khi>o(a)+ ...+ kh,>p(a,) = Z kh; > @(a;).
i=1

Suponhamos que ¢(14) x M = 0, para todo H-submédulo M de B. Segue-se

que
0=p(1a) % (D khi>p(as))
i=1
=@(14) * (khi>@(ar) + ...+ kh, > p(a,))
= (L) * (kha > @(ar)) + ... 4 @(1a) * (khy > o(an))
= @(khy-ay) + ...+ o(khy - an) = ©(khy - ay + khy, - ay)
= go(z kh; - a;)
i=1
Da injetividade de ¢, temos que > kh; - a; = 0, para todo k € H. Entao
i=1
S hi>(a;) (k) = pla;)(kh;) = > khi - a; = 0, para todo k € H.
i=1 i=1 i=1
Portanto > h; > ¢(a;) = 0. Logo B = 0 e dai todo H-submédulo M de B é
nulo. B [

Com o ultimo resultado abaixo, temos a unicidade (a menos de isomorfismo

de H-médulos algebras) da envolvente minimal de uma agao parcial de Hopf.

Teorema 4.3.16. Toda H-mddulo dlgebra parcial A tem uma acdo envolvente mini-
mal (1) e duas agdes envolventes minimais de A sdao isomorfas como H-mddulos
dlgebras (2). Além disso, se (B',0) é uma a¢do envolvente de A, entao existe um

homomorfismo de H-mddulos dlgebras de B’ sobre uma acao envolvente minimal de

A (3).

Demonstracao. A afirmacao (1) decorre do lema anterior. Também do lema anterior

e do Teorema 4.3.11, segue-se a afirmagao (3). Mostremos a afirmacao (2). Pelo
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lema anterior, temos que (B := H > ¢(A), ) é uma agao envolvente minimal de
A. Seja (B',0) outra acdo envolvente minimal de A. Pelo Teorema 4.3.11, & :

B'"= Hr0(A) — B = H > ¢(A) definida por (P(i hi > 6(a;)) = ihz > p(a;)
=1 1=1

¢ um homomorfismo (sobrejetor) de H-médulos algebras. Seja > h; > 0(a;), tal
i=1

que 0 = q’(i hi > 0(a;)) = éhi > ¢(a;). Logo éhz > p(a;)(k) = X ¢(ai)(kh;) =

i=1 i i=1

> kh; - a; =0, para todo k € H. Entao
i=1

0=00)_khi-a;) =0(khy-ay+ ...+ khy - ay) = 0(khy - a1) + ... + 0(khy, - a,)

= khy-0(a1) + ... + khy - 0(an) = 0(1a) (kb1 > 0(a1)) + ... + 0(1a) (khy, > 0(ay))
=0(1a)(khi>0(ar) + ...+ khy,>0(ay,))
= 0(1a) (k> (1> 0(ar)) + ... + ko (hy > 0(an)))

=0(1a)(k>(hi>0(a1)+ ...+ h,>0(ay))) =0(1a) (k> (i hi>0(a;))),

para todo k € H.

Da minimalidade de (B’,#), temos que se 8(14)M = 0, entao M = 0, para
todo H-submédulo M de B'. Tome M = H>(> h;>0(a;)). Dai, k(> hi>0(a;)) =0,
i=1 i=1

para todo k € H. Tomando k = 1y, segue-se que Y h; > 6(a;) = 0.

=1
Togo @ : B' = Ho0(A) —s B = Ho o(A), &(3 hiv0(as)) = 3 hi b olas) &
=1 =1

um isomorfismo de H-médulos dlgebras. Portanto vale (2). ]



CONCLUSAO

Vimos, no capitulo 1, que, da propriedade universal do produto tensorial,
obtemos outras propriedades do mesmo, entre elas, a sua comutatividade e a asso-

ciatividade. Com o produto tensorial, definimos uma dlgebra (associativa e unitaria).

No capitulo 2, com os axiomas de coalgebras, bidlgebras e algebras de
Hopf, obtemos, através da notacao sigma, algumas propriedades de codlgebras e
de algebras de Hopf. Definido o produto de convolugao, temos que Hom(C, A) é
uma algebra com o mesmo. Finalizando os pré-requisitos, concluimos que o dual

algébrico de uma élgebra de Hopf (sobre um corpo) de dimensao finita é uma éalgebra

de Hopf.

O resultado principal, visto no capitulo 3, é a existéncia e a unicidade, a
menos de equivaléncia, da envolvente de uma acao parcial de grupo sobre uma
algebra unitaria se, e somente se, os ideais D, tem unidade. Temos ainda que skew
anel de grupo parcial nao tem, em geral, multiplicacao associativa. Com a existéncia
da envolvente de uma acgao parcial de grupo, temos a associatividade do skew parcial

respectivo.

No capitulo 4, com uma acao de uma algebra de Hopf H sobre uma algebra
A, temos uma nova multiplicacdo em A ®x H que denotamos, com esta nova mul-
tiplicagao, por A#H (o chamado produto smash de A por H). Concluimos pela
existéncia da envolvente de uma acao parcial de Hopf. Com um exemplo, verifica-se
a nao unicidade da envolvente (de uma agao parcial de Hopf). Por fim, temos a
existéncia e a unicidade de uma envolvente minimal de uma acao parcial de Hopf, a

menos de isomorfismos de H-mdédulos dlgebras.
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