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Resumo

Neste trabalho estudamos um sistema presa-predador generalizado, num dominio es-
pacial, sob o aspecto de formacdo de bifurcacdes. Regides de parametros onde bifurcacdes
transcritica, de Hopf e de Turing aparecem sdo apresentadas, assim como alguns padrdes
espaciais que surgem para parametros especificos na regido de Turing também sdo mos-
trados.

Palavras-chave: presa-predador; bifurcacdes; padrdes espaciais.
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Abstract

In this work we studing a generalized predator-prey system in a spatial domain, in
terms of formation. We show parameter, regions where transcritical, Hopf and Turing
bifurcations appear are presented, and also some spatial patterns that arise for specific pa-
rameters in the Turing region are also shown.

Keywords: predator-prey, bifurcations, spatial patterns.
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Introducao

O presente trabalho destina-se a um estudo da estabilidade, bifurcacdes e formacado de
padrdes espaciais na distribui¢ao dos individuos, em sistemas presa-predador.

Na natureza, a interacdo entre espécies € um fato normal e necessdrio tanto para a
sobrevivéncia de algumas, quanto para o controle de outras. Assim, estudar o comporta-
mento de espécies que interagem e a maneira como reagem a influéncia de outra espécie
em seu crescimento populacional pode ser muito interessante para diversas dreas da cién-
cia, sobretudo, para a ecologia, biologia, agronomia, zootecnia, entre outras.

Mas para que esta interacao seja estudada de maneira mais dindmica e sem a neces-
sidade de grandes intervalos de tempo para conhecimento de resultados e projecoes de
comportamento, o uso de uma ferramenta matemaética foi primordial, que € a modelagem.
Inicialmente com Malthus (1798), que apresentou um modelo simplificado para cresci-
mento populacional, passando por Volterra (1926), com o primeiro modelo para interacdes
entre espécies, e diversos outros que surgiram desde entdo.

Um tipo de interag@o, em especial, que vem sendo estudado com maior afinco devido
a importancia que apresenta no desenvolvimento das espécies, € a predagdo. Assim, 0s
modelos presa-predador t€ém sido motivo de diversos estudos neste dltimo meio século,
veja [14]. Nestes estudos, pode-se perceber que a distribuicdo espacial de individuos,
recebe influéncia da disponibilidade de nutrientes, bem como das interagdes entre espé-
cies e da migracdo, entre outros. A distribui¢do espacial de individuos pode apresentar
diversos regimes, como estados estaciondrios, oscilagdes ou caos. Ao supor que os indi-
viduos procuram alimentos de maneira aleatéria, sabemos que este comportamento leva
a uma descri¢cdo via equacao de difusdo. Este comportamento, conforme Turing (1952),
sob certas condicdes, pode produzir instabilidades das quais, surgem padrdes espaciais
estaciondrios.

Bifurcacdes ocorrem quando uma pequena alteracdo nos valores de parametro do sis-
tema provoca uma alteracio subita no seu comportamento. Como os modelos que estuda-
remos utilizam EDP’s, vamos elucidar de que forma ocorrem algumas bifurcacdes, como
a bifurcacgao transcritica, a bifurcacdo de Hopf e a de Turing, além de calcular os pontos
onde estas bifurcagdes colidem e formam bifurca¢des de codimensao 2.

Uma regido compreendida entre as bifurcagdes de Turing, Hopf e transcritica, denomi-
nada em [2] de espaco de Turing, serd estudada em maiores detalhes baseada em resultados
apresentados em [2], como a finalidade de descrever locais de surgimento de determinados
padrdes de distribuicao espacial de individuos.



Este trabalho serd dividido em quatro capitulos, a seguir, onde veremos alguns concei-
tos preliminares importantes. Em seguida o comportamento de um sistema presa-predador
generalizado, o modelo de Rosenzweig-McArthur e por ultimo faremos uma andlise de re-
sultados.

No capitulo 1, abordaremos alguns conceitos matematicos necessarios para nossos
estudos posteriores, incluindo a andlise de estabilidade para em um sistema de EDO’s,
além de abordar o surgimento de algumas bifurcagdes importantes que serdo utilizadas
nos capitulos 2 e 3. A bifurcagdo transcritica, a bifurcacdo de Hopf , as instabilidades de
Turing e a decorrente bifurcagao, terdo uma maior aten¢do, neste capitulo, ja que as outras
bifurcagdes ndo serdo utilizadas nos capitulos posteriores.

No capitulo 2 estudaremos um modelo presa-predador generalizado, que tem a difusao
como mecanismo de movimento.

Faremos a linearizacdo do modelo, vamos definir parametros e calcular condi¢des para
o surgimento de bifurcagdes, além de relacionarmos as instabilidades de Turing com as bi-
furcacdes de Hopf e transcritica, ilustrando através de graficos a influéncia dos pardmetros
sobre o sistema.

No capitulo 3, ao contrério de usarmos um modelo generalizado, como o do capitulo 2,
vamos usar o modelo cldssico de Rosenzweig-McArthur, fazendo a linearizagao, definicao
de parametros e andlise de comportamento da solu¢do do modelo. Por udlltimo, vamos
fazer a discussao dos resultados obtidos nos capitulos 2 e 3 e analisar o comportamento do
sistema para dados de [2].



Capitulo 1

Resultados Preliminares

1.1 Plano de Fase e Analise de Estabilidade
Consideremos o seguinte sistema de duas EDOs de primeira ordem,

dx(t)
dt

em que f e g sdo determinadas func¢des, que podemos chamar de autbnomas, no caso f
e g ndo dependerem da varidvel . Em um sistema autdbnomo, para cada valor de ¢, o par
x(t), y(t) pode ser convenientemente interpretado como um ponto no plano (x,y), que é
chamado o plano de fase do sistema (1.1). As solu¢des do sistema, entdo, correspondem
as curvas ou trajetérias no plano de fase. Aparentemente, uma solucao do sistema (1.1)
com as condig¢des iniciais z(0) = xg, y(0) = yo corresponde a uma trajetdria origindria
do ponto (zg,yo). Num caso geral, quando o lado direito das equagdes depende também
de t, as propriedades das trajetdrias do sistema podem ser muito complicadas. No en-
tanto, no caso particular, mas importante de um sistema autdbnomo 1.1), as propriedades
das trajetérias sa3o um pouco mais simples e podem ser estudadas com mais detalhes. A
seguir, vamos recordar resumidamente algumas propriedades que podem ser uteis para a
compreensao do contetdo deste trabalho.

O ponto (Z,y) no plano de fase do sistema (1.1) é chamado um estado estaciondrio
(pode ser dito estado de equilibrio, ponto de equilibrio) se

f(2,9)=0,9(z,9) =0 (1.2)

O conjunto w, = {(z,y) : ([x — 72 + [y — §]*)2 < ¢} onde ¢ > 0 é um ponto na
vizinhanca de (z, 7).

Um estado estaciondrio (Z,y) é chamado assintoticamente estdvel se existe ¢ > 0 de
modo que qualquer trajetdria origindria na vizinhanga de (Z,y) se aproxima do estado
estaciondrio quando o tempo é grande. Um estado de equilibrio (Z, i) é chamado instdvel



se, para qualquer € > 0, existe (g, yo) € w. de modo que a trajetéria originada em (g, yo)
vai se afastar de w, para um ¢ suficientemente grande.

Quanto a estabilidade, os estados estacionarios do sistema autonomo (1.1) sdo clas-
sificados em alguns tipos. Para chegar a esta classificacdo, em primeiro lugar, vamos
considerar um sistema linear correspondente ao (1.1):

dX(t) dyY (t)

T = (IHX + CL12YV7 T = CL21X + a22Y (13)

onde

an = <%>($O,yo)’ t2 = (%) ’

(3307?!0)

@21 = <%>(mo,yo)’ 422 = (g_z)(

e os desvios em relacdo ao estado estaciondrio, X = r —z e Y = y — ¢, assumimos
como sendo pequenos.
A equacdo a seguir apresenta os autovalores do sistema linearizado:

x0,Y0)

det(A— ) =0 (1.4)

onde A = (a;;) e I é a matriz unidade.

O tipo de estado estacionario € definido de acordo com as propriedades dos autovalo-
res. Uma vez que (1.3) € um sistema linear, a sua solu¢do é uma combinacdo linear de e**
e e™2t, assim, a estabilidade no estado estaciondrio estd sujeita a e 5.

@ (b ©

Figura 1.1: Sela, n6 e foco



O estado estaciondrio (Z,y) € estavel se ReA; < 0 e Rely < 0 e € instdvel se pelo
menos um deles € positivo. Os detalhes do comportamento das trajetorias nas imediagdes
de um estado de equilibrio também pode ser diferente, dependendo se os autovalores siao
reais ou complexos (ver Figura 1.1). No caso de ambos serem reais e terem sinais diferen-
tes, por exemplo, \; < 0 < \g, o estado estaciondrio é chamado de sela ou ponto de sela,
o campo correspondente de trajetérias é mostrado na Figura (1.1 a). No caso de ambos
os autovalores serem reais e terem o mesmo sinal, o estado de equilibrio € chamado de
no (ver Figura 1.1 b). No caso de ambos os autovalores serem complexos, o estado esta-
ciondrio € chamado de foco (ver Figura 1.1 ¢). Aparentemente, a sela € sempre instdvel,
enquanto o né e o foco podem ser estavel ou instdvel. A classificacio completa também
inclui os casos em que um ou ambos os autovalores sdo iguais a zero, no entanto, uma vez
que estes casos sdo estruturalmente instdveis ndo vamos aborda-los aqui, mas podemos
ver na Figura 1.2 todos os casos possiveis.

Considere na Figura 1.2 que 7 é o traco da matriz Jacobiana da equagdo e A € o
determinante da matriz Jacobiana do sistema.

A
A=T%/4

ra
%@\% i

Figura 1.2: Estados de equilibrio possiveis

1.2 Bifurcacoes

Quando estudamos a dindmica de campos vetoriais, temos um comportamento muito
limitado: todas as solucdes se dirigem ao equilibrio ou a +0o. Dada a trivialidade da
dindmica, o que € interessante sobre sistemas unidimensionais? Resposta: Dependéncia
dos parametros. A estrutura qualitativa do fluxo pode mudar quando os parametros sao
variados. Em particular, os pontos fixos pode ser criados ou extintos, ou a sua estabilidade
pode mudar. Estas mudancas qualitativas na dinamica sao chamadas bifurcacdes e os valo-
res dos parametros em que elas ocorrem sao chamados pontos de bifurcacio. Bifurcacdes



sdo importantes cientificamente porque fornecem modelos de transi¢des e instabilidades
quando algum pardmetro de controle € variado.
Comecgamos com a bifurcagdo mais fundamental de todas.

BIFURCACAO SELA-NO

A bifurcacio sela-n6 € o mecanismo basico pelo qual os pontos fixos sdo criados ou
desaparecem. Quando um parametro € variado, dois pontos fixos se movem em direcao
um ao outro, colidem, e mutuamente somem.

O exemplo tipico de uma bifurcagdo sela-n6, é dado pelo sistema de primeira ordem

T =r+ 2 (1.5)

onde r € um parametro que pode ser positivo, negativo, ou zero. Quando r € negativo, ha
dois pontos fixos, um estavel e um instavel (Figura (1.3a)).

(@) r<0 (b) r=0 (c)r>0

Figura 1.3: Pontos fixos em relacdo ar

A medida que r se aproxima de O por baixo, a pardbola se move para cima e os dois
pontos fixos se movem um em dire¢do ao outro. Quando r = 0, os pontos fixos coexistem
em um ponto meio-estavel, meio-fixo em x* = 0 (Figura 1.3b). Este tipo de ponto fixo
¢ extremamente instavel, ele desaparece com r > (, e agora ndo ha pontos fixos (Figura
1.3c). Neste exemplo, podemos dizer que uma bifurcagc@o ocorreu em r = 0, uma vez que
o campo vetorial parar < 0 e r > 0 sdo qualitativamente diferentes.

A curva mostrada Figura (1.4) é r = —z?, isto é, # = 0, o que d4 diferentes pontos
fixos para r. Para distinguir os pontos fixos entre estiveis e instdveis, usamos uma linha
sOlida para os pontos estdveis e linha tracejada para os instaveis.

No entanto, a forma mais comum para descrever a bifurcacdo € inverter os eixos da
Figura (1.4). O raciocinio € que r desempenha o papel de uma varidvel independente, e
assim deve ser plotado horizontalmente. Figura (1.5)

6



e

]
Estavel

Instavel

Figura 1.4: Grafico de r em relacdo a x

Instavel = .

Estavel

Figura 1.5: Bifurcagdo Sela-N6

A desvantagem € que agora o eixo X tem que ser tracado verticalmente, o que parece
estranho a primeira vista. As setas sdo por vezes incluidas na imagem, mas nem sempre.
Esse quadro é chamado de diagrama de bifurcacdo para a bifurcacao sela-no.

BIFURCACAO TRANSCRITICA

Ha certas situacdes cientificas onde um ponto fixo deve existir para todos os valores
de um parametro e nunca pode desaparece. Por exemplo, na equagdo logistica e outros

modelos simples para o crescimento de uma tnica espécie, existe um ponto fixo no zero
populacdo, independentemente do valor da taxa de crescimento. No entanto, o ponto fixo

pode alterar a sua estabilidade quando o parametro € variado. A bifurcacdo transcritica é
0 mecanismo padrio para tais mudangas de estabilidade.

A forma normal para uma bifurcacdo transcritica é
i =rx— a2

(1.6)
Esta parece com uma equacao logistica, mas nds permitimos que x € r sejam positivos
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ou negativos. A Figura (1.6) mostra o campo de vetores com r variando. Note-se que ha
um ponto fixo em z* = 0 para todos os valores de 7.

A 7y X

(a)r<0 {b) r=0 {c) r>0

Figura 1.6: Pontos fixos em relacdo ar

Para » < 0, existe um ponto fixo instivel em z* = r e um ponto estdvel fixo em
z* = 0. A medida que 7 aumenta, o ponto fixo instdvel se aproxima da origem, e se funde
com ela quando » = 0. Finalmente, quando r > 0, a origem se torna instavel, e x* = r
agora € estavel. Note a diferenca importante entre a bifurcacdo sela-né e a bifurcacao
transcritica: no caso transcritica, os dois pontos fixos ndo desaparecem apos a bifurcagao,
em vez disso, eles simplesmente mudam a sua estabilidade.

A Figura (1.7) mostra o diagrama de bifurcagdo para a bifurcacao transcritica. Como
na Figura (1.5), o parametro r € considerado como a varidvel independente, e os pontos
fixos z* = 0 e " = r sdo mostrados como varidveis dependentes.

Estavel

Estavel m—————tf = e e e e e - - Instavel

-
v

Instével ”

Figura 1.7: Bifurcagdo Transcritica



BIFURCACAO DE HOPF

Suponhamos que um sistema bidimensional tem um ponto fixo estdvel. Quais sao
todas as formas possiveis que este ponto poderia perder a estabilidade quando um para-
metro p varia? Os autovalores da matriz Jacobiana sdo a chave. Se o ponto fixo € estdvel,
os autovalores \; e Ao devem estar no semi-plano esquerdo Re A < 0. Uma vez que
os A’s satisfacam uma equacgdo quadratica com coeficientes reais, existem duas imagens
possiveis: ou os autovalores sdo ambos reais e negativos (Figura 1.8a) ou s@o conjuga-
dos complexos (Figura 1.8b). Para desestabilizar o ponto fixo, precisamos que um ou que
ambos os autovalores cruzem para o semi-plano da direita, com g variando.

ImA ImA

-
-

* Re A Re A

(@ (b)

Figura 1.8: Pontos fixos estaveis

Agora vamos considerar o outro cendrio possivel, em que dois autovalores complexos
conjugados atravessem ao mesmo tempo o eixo imagindrio para o semi-plano da direita.

Bifurcagao de Hopf Supercritica

Suponha que temos um sistema fisico que se estabelece o equilibrio através de oscila-
coes amortecidas exponencialmente. Em outras palavras, aplicando-se pequenas perturba-
coes "toque", apos algum tempo, o sistema estabiliza (Figura (1.9a)). Agora, suponha que
a taxa de decaimento depende de um parametro de controle y. Se a taxa de amortecimento
vai se tornando mais lenta e mais lenta e, finalmente, muda para um estado de crescimento
para um valor critico de p.. O equilibrio vai perder estabilidade. Em muitos casos, 0 mo-
vimento resultante ¢ uma pequena amplitude, sinusoidal, oscilacao de ciclo-limite sobre o
estado anterior de equilibrio (Figura (1.9b)). Entdo dizemos que o sistema foi submetido
a uma bifurcacdo de Hopf supercritica.

Em termos de fluxo no espago de fase, uma bifurcacdo de Hopf supercritica ocorre
quando uma espiral estdvel muda para uma espiral instdvel rodeada por um pequeno ciclo

9



N (@u<p,

’\/\/\/\/\/\/\/\ Oyu >,

Figura 1.9: Amortecimento em um sistema fisico

limite, quase eliptico. Bifurcacdes de Hopf podem ocorrer em espacos de fase de qualquer
dimensdo n > 2, mas vamos nos restringir ao estudo em duas dimensdes.

Um exemplo simples de uma bifurcagdo Hopf supercritica € dado pelo seguinte sis-
tema:

7":;”"—7"3

0 =w+ br?. (1.7)

Ha trés parametros: p controla a estabilidade do ponto fixo na origem, w da a frequén-
cia das oscilagdes infinitesimais, e b determina a dependéncia da frequéncia em amplitu-
des, para oscilagdes de maior amplitude. A Figura (1.10) mostra os retratos de fase para
(4 acima e abaixo da bifurcacdo. Quando p < 0 a origem r = 0 é uma espiral estavel
cujo sentido de rotacao depende do sinal de w. Para ;x = 0 a origem ainda € uma espiral
estdvel, embora muito fraca: o decaimento € apenas algebricamente rdpido. Finalmente,
para ;v > 0 que € uma espiral instavel na origem e um ciclo limite estavel circular em
=/

Para ver como se comportam os autovalores durante a bifurcacio, reescrevemos o sis-
tema em coordenadas cartesianas, o que torna mais facil encontrar a matriz Jacobiana.
Nés escrevemos x = rcosf), y = rsenf). Entao

i = rcosf — rfsind

= (ur — r3)cosd — r(w + br?)sind

= (p— [ +y’])r — (w + b[2* + vy
= pxr — wy+ termos cubicos.

e similarmente

10
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H<O0 p>0

Figura 1.10: Ciclos limites para a Bifurcacao de Hopf Supercritica

Y = wx + py+ termos cubicos.

Assim, a matriz Jacobiana na origem ¢é

A:(Z'f), (1.8)

que tem autovalores
A= pEiw.

Como esperado, os autovalores cruzam o eixo imagindrio da esquerda para a direita a
medida que p aumenta de valor negativo para positivo.

Bifurcagdo de Hopf Subcritica

Bifurcagdes de Hopf tem duas formas, super e subcritica. Para ilustrar a bifurcacdo
subcritica, considere o exemplo bidimensional

P = pr+r®—1r°

0 =w+br’. (1.9)

A diferenga importante do processo anterior supercritico é que o termo ctibico 3 é
agora desestabilizador, o que ajuda a afastar as trajetérias mais rapidamente da origem.

Os retratos de fase sdo mostrados na Figura (1.11). Para ; < 0 existem dois atratores,

um ciclo limite estdvel e um ponto fixo estdvel na origem. Entre eles encontra-se um

ciclo instavel, mostrado como uma curva tracejada na Figura (1.11). Como p aumenta,

o ciclo instavel aperta como um lago em torno do ponto fixo. A bifurcacdo de Hopf

11



subcritica ocorre em ;1 = 0, onde o ciclo instavel encolhe a zero amplitude e engole a
origem, tornando-a instdvel. Para ;1 > 0, um ciclo limite de maior amplitude € o atrator,
nas vizinhancas da origem. Solu¢des que costumavam ficar perto da origem, sdo agora
forgcadas a crescer em oscilacdes de grande amplitude.

Figura 1.11: Ciclos limites para a Bifurca¢do de Hopf Subcritica

Note-se que o sistema exibe histerese: uma vez que oscilacdes de grande amplitude
comecam, eles ndo podem ser paradas, trazendo p de volta a zero. Na verdade, as grandes
oscilagdes irdo persistir até que = —1/4, onde os ciclos estdveis e instaveis colidem e
desaparecem.

INSTABILIDADES DE TURING E FORMACAO DE PADROES

Aqui n6s discutimos o papel do desenvolvimento de padrdes em biologia e os meca-
nismos propostos para analisd-lo de um ponto de vista matematico. Para comecar, apre-
sentamos os seguintes conceitos bioldgicos:

Embriologia: embriologia € a parte da biologia que se preocupa com a formacao e
o desenvolvimento do embrido desde a fecundacio até o nascimento. Desenvolvimento
embriondrio € um processo sequencial e segue um plano de chao deitados no inicio da
gestacdo.

Morfogénese: morfogénese € aquela parte da embriologia que se preocupa com o de-
senvolvimento de padrdo e forma. Como o desenvolvimento da planta é estabelecido nao
¢ realmente compreendido.

Padrao e forma: Qualquer que seja o padrdo € observado no mundo animal, é quase
certo que o processo que o produziu € desconhecido. O mecanismo deve ser controlado
geneticamente, mas dos genes em si, ndo € possivel criar o padrao.

Isto promove a pergunta: como a informacgao genética € traduzida em padroes?

Em 1952 Alan Turing sugeriu que sob certas condi¢des produtos quimicos podem

12



reagir e se difundem de tal modo a produzir no estado estaciondrio, padrdes espaciais
heterogéneos de concentragio quimica. E essa idéia contra-intuitiva que buscamos aqui.

Para comecar, discutir o que levou a derivacdo da segunda lei de Fick. No entanto, em
vez de se considerar o fluxo de solutos através de um volume arbitrério de fluido, primeiro
vamos supor o volume V' para conter uma mistura de produtos quimicos de concentragao
¢; = 1,...,n e ainda que existe uma fonte quimica f que é vector valorizado e depende
somente das concentracdes quimicas c¢;. Usando a lei da conservagdo de massa, isto €, a
taxa de variacdo de uma concentra¢do quimica em V' deve ser igual a taxa de variag@o do
fluxo de produto quimico em toda a superficie S, juntamente com a concentragdo quimica
criada em V. Por conseguinte, para cada quimico c¢;, temos

0
ot Jv s v
onde J; = —D;V¢; com D; sendo a constante de difusdo para c;. Mais uma vez, ao notar
que V € arbitrario, chegamos a equacdo evolutiva
8ci .
5 = D;Ac; + fi(er, ooycn), i =1,2, ... n. (1.11)
Em nota¢do matricial
0
a—g — DAc+ fc), (1.12)
onde D é uma matriz difusividade diagonal com entradas D;,i = (c1,...,¢,). f(c) =

(fi(c1y s )y ooy frlcry ooy Cn))-
Durante o estudo, vamos considerar o caso de produtos quimicos c;, co,n = 2. Isto é,
considera-se o sistema

Oc

0_151 = D1Acy + fi(cy, o),

Oc

= = DaAcr + foler, ). (1.13)

Suponha num primeiro momento, que o dominio espacial € unidimensional e infinito
em sua extensao. A situacdo em que o dominio € finito serd considerada mais tarde. Neste
caso, temos o sistema

0 o?

% = DlaTCQI + fi(er, c2),

0 0?

Sr = Do + falen, ) (1.14)

Suponha que existe um estado estaciondrio para este sistema em que os produtos qui-
micos sdo bem estdveis e uniformes. A idéia de Turing € profunda e simples. Ele sugeriu
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que se, na auséncia de difusdo (isto €, D; = Dy = 0 em (1.14)), ¢; e ¢, se aproximam
de um estado linearmente estdvel, permanente e uniforme com ¢ — oo, em seguida, sob
certas condi¢des, padroes espacialmente heterogéneos podem evoluir para "instabilidades
orientadas por difus@o "para D; # Dy # 0.

E esta ideia fundamental de que devemos explorar.

Suponha que hé solugdes

€1 = C1,0,C2 = C20 (1.15)

de (1.14), que sdo independentes do tempo ¢ e espago x. Note-se que se ¢ € 2o SA0
estados estaciondrios, entdo, a partir de (1.14), devem satisfazer

filer,e2) = falcr,c2) =0 (1.16)

Por conseguinte, podem haver vérios estados estacionarios, cada um determinado como
uma solugdo de (1.16).

Temos agora uma pergunta fundamental:

Podem surgir espontaneamente padrdes espacialmente heterogéneos, a partir de pertur-
bacdes arbitrariamente pequenas de um estado estaciondrio uniforme linearmente estivel?

Para investigar esta questao, vamos fazer

ci(z,t) = c1p +di,
o, t) = o0 + da. (1.17)
onde |d;| < 1,i=1,2.
N6s agora "linearizamos"(1.14), expandindo f;(c1, c2) como uma série de Taylor sobre
(€1,0,€2,0)- Ou seja,

Afi
(902

Ofi
filer, ¢2) = fi(ci0,c20) + d1%<cl,0> C2,0) + do (€1,0,€2,0)
1
+ termos de ordem superior em dy, dy, i = 1, 2.
Para uma aproximag¢do de primeira ordem em que nds negligenciamos os termos de
ordem superior e observando que f;(cy, c2) = 0 chegamos ao sistema linear

Ofi

dea

ad; 0*d;  Of;
o D; 972 + 8—01(01,07 C20) + da

(CLO,CQ’O),i = 1,2 (118)

Por conveniéncia de notagdo e facilidade de apresentacdo, vamos definir os quantitati-
VOS

df;i .
a;; = 8_5(01’0702’0)72 =1,2. (1.19)
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Entao, (1.18) pode ser escrita como

od 9%d

8_251 = DiaT; + aydy + ajods,

od 0%d

8_t2 = DiaT; + ag1dy + ageds. (1.20)

ou, em forma de matriz,

od 0%d
—— =D-—— 1+ Ad 1.21
ot 0x? + A ( )

onde d = (dj,ds)", D = diag(Dy, Ds) e A é a matriz 2x2 com entradas a; ;.
O sistema (1.21) pode ser resolvido pelo método de separacdo de varidveis. Vamos
procurar solucdes da forma

dl . g ot
[ d } = [ a } e’ cos kx, (1.22)

em que «;(i = 1,2), o e k sdo constantes. Esta forma de solucdo ndo ¢ a solu¢do mais
geral para(1.21). Com isto, podemos escolher uma solugdo da forma

[ Z; ] - { g; ] et sen kz, (1.23)

ou mesmo uma combinacao linear de tais solucdes. Qualquer que seja a escolha € feita
leva para a mesma andlise e por isso ndo ha perda de generalidade. A importancia da forma
(1.22) ird tornar-se evidente quando se considera a instabilidade orientada por difusdo para
sistemas definidos em dominios espaciais finitos, em que as condi¢des de contorno tém de
ser tomadas em consideracao.

Substituindo (1.22) em (1.21) e dividindo as equagdes resultantes por €' cos kx che-
gamos ao par de equagdes algébricas

2
10 = a11001 + a1209 — le' aq,

2
a0 = Q911 + Q90 — ng Qg
ou seja,

041(0' —an + D1k2> — Q19 = 0,
—Q1a2] + C(Q(O' — Q92 + D2k2) =0. (124)

Se pensarmos este par de equacdes como equagdes simultaneas para a determinagao
de (o, ), em seguida, para uma solugéo ndo-trivial existir, devemos ter

o — a1l + leQ —a12
—ag —0 — 92 + ng‘z

=0, (1.25)
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ou seja,
O’2 + O((Dl + DQ)k2 — (Clll + agg)) + ((all — D1k2)(a22 — D2k2) — (1120,21) = 0(126)

Esta € a equacao caracteristica para a determina¢do de o. De fundamental importancia
€ o fato de que o determina a diminui¢do ou o crescimento, no tempo, da solucao (1.22).
Isto €, se Ro > o, entdo a solugdo (1.22) cresce exponencialmente com o tempo e assim é
instdvel. Isto significa que o estado estaciondrio homogéneo (¢ o, c29) € instdvel a peque-
nas perturbacdes espacialmente heterogéneas. Da mesma forma, se 3to < 0 entdo o estado
estaciondrio (¢ o, co) € estdvel para pequenas perturbacdes espacialmente heterogéneas.

Lembrando que, na auséncia de difusdo, € necessario o estado estaciondrio uniforme
(¢1,0, C20), para ser linearmente estavel. Entdo, definindo D; = Dy = 0 em (1.26) que nos
fornece as raizes o1, 09, de

o + o(an + ag) + (a11a92 — ajpas) = 0, (1.27)

para satisfazer Ro; < 0.0 = 1,2. Agora

o1+ 02 = aq1 + aao,
0102 = (G11G22 - CL126L21),

do qual € claro que se o1, 05 sdo reais ou complexas, fo; < 0 se e somente se

a1 + agg < 0,

ay1G3 — 1201 > 0. (1.28)

Estas desigualdades sdo as condi¢des cruciais para que padrdes espacialmente heterogé-
neos possam surgir por meio de instabilidades orientadas por difusdo.

Quando D,, Dy # 0 exigimos que as raizes o}, o5 de (1.26) sejam tais que Ro} e/ou
R, seja ndo-negativa.

Agora

o) + oy = (a1 + ag) — (Dy + Dy)k>. (1.29)

O'llO'é = H(kQ) = (CLH — leQ)(aQQ — DQ)kQ — 120a97 . (130)
Uma vez que D, Dy sdo positivos e considerando (1.28), € evidente que
o+ oy <0. (1.31)

Se o), 0}, sdo complexos, entdo, (1.31) implica que Reo, < 0,(i = 1,2) e oj0) =]
o |>> 0 e assim a perturbagio (1.21) decai exponencialmente e os padrdes ndo se formam.
Assim, a dnica possibilidade é que o7, o sdo reais e o} 0} < 0, isto é, H(k?) < 0.
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Vamos examinar H (k?) mais de perto. Como uma equagdo quadratica em k? temos
H(]CZ) = D1D2k4 — (Dla,zg + D2a11)k2 “+ aj1a99 — a12a9;. (132)

Quando k = 0, H(k?) > 0 e se H(k*) < 0 para alguns valores de k? entdo (1.32) deve
ter raizes reais positivas e assim

Diagy + Dayaqq > 0. (1.33)

(D1a22 + D2a11)2 > 4D1D2(a11a22 - CL12Cl21). (1.34)

Em geral, o grafico de H(k?) contra k? tera uma das formas ilustradas nas Figuras

(1.12), (1.13), (1.14).

Figura 1.12: Estado de equilibrio estdvel, sem a formacao de padrdes.

H(k?)

H(k2)

Figura 1.13: Caso critico; inicio da instabilidade.

Figura (1.12) H(k?) > 0 e o estado estacionario € estdvel a pequenas perturbagdes; b)
H (k?*) tem uma tnica raiz k2 critica indicando o inicio da instabilidade do estado estacio-
ndrio para pequenas perturbagdes; ¢) H (k%) < 0 para uma série de k? para o qual o estado
de equilibrio € instdvel a pequenas perturbacdes.
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H(k®)

\

./
./ «

Figura 1.14: Estado estaciondrio instavel; forma padroes.

De (1.33), (1.34) e Figuras (1.12), (1.13), (1.14) chegamos a algumas conclusdes muito
importantes sobre o tipo de sistemas reagdo-difusdo que levam a instabilidades orientadas
por difusdo. De (1.28) e (1.33) podemos imediatamente concluir que D; # D;. Em
outras palavras um morfogénio deve difundir mais rdpido do que o outro. Novamente a
partir dessas desigualdades, vemos que todos a1 € aso deve ser de sinais contrarios.

Suponha que a1; > 0 e ase < 0. Em seguida, a partir de (1.19), temos

0f1 dfa

apy = 8_01(01’0’02’0) >0,a9 = 8_02(01’0’02’0) >0,

o que significa que ¢y € ativado por sua propria taxa de produgdo, enquanto c, € inibido
pela sua taxa de producdo. Neste caso, naturalmente se referem a ¢; como ativador e co
como o inibidor.

Além disso, vemos também que

Dy om
D, ai ’
ou
Dy > Dy. (1.35)

Em outras palavras, o inibidor ¢, difunde mais réapido do que o ativador c;.

Com a escolha de a; > 0, ass < 0, o fato de que (ver (1.28)) aji1a20 — a12a9; > 0
significa que aj2a2; < 0. Se a15 < 0, a; > 0 entdo temos um sistema ativador-inibidor
enquanto se a3 > 0, ag; < 0, temos um sistema de feedback positivo.

Voltando agora para Figuras (1.12), (1.13), (1.14), vemos que em a) ndo ha valores de
k? para os quais H(k?) < 0 e assim, as pequenas perturbacdes sio estdveis e ndo formam
padrdes. A Figura (1.13) mostra o caso critico em que ha um valor preciso k2 de k2, que
ocorre quando H (k%) = 0. Este valor € facilmente calculado fazendo

1
k2= 5<%+%22), (1.36)
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onde D; e D, sdo constantes de difusdo criticas que satisfacam
2
(Drags + Daayy)” = 4D Dy(a11a22 — a2a91).

Em outras palavras, o nimero de onda critico e constantes de difusdo criticas estdo
relacionadas por

2
k2 — (G11G22 - CL126L21)

= 1.37
c DD, : (1.37)

Na Figura (1.14), H(k?) < 0 e por isso hd uma gama de padrdes espaciais que podem
evoluir pela instabilidade orientada pela difusdo para uma gama de k? que satisfazem

k2 < k* < k3, (1.38)

onde H(k?) =0,i=1,2.
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Capitulo 2

Estabilidade do Sistema Presa-Predador

2.1 Descricao do Modelo Generalizado

Neste capitulo, vamos descrever e analisar um sistema predacao-difusio generalizado,
que tem como principal de movimento a difusdo. As equacdes que descrevem o sistema
sdo:

—?; =  S(U)=F(U,V)+ D,AU
T
@2.1)
—g[ = pF(U,V) = M(V)+ D,AV.
7_

sendo denotado:

7 € 0 tempo

U representa a densidade de biomassa de presas

V representa a densidade de biomassa de predadores

S €é uma fungdo que representa a produg@o primaria de presas

M € uma fungdo que representa a mortalidade de predadores

F' € a taxa de predacgdo

n € a fracdo de biomassa de presas que € convertida em biomassa de predadores

D, € o coeficiente de difusao das presas

D, é o coeficiente de difusao dos predadores

A € o operador laplaciano

Observando que U e V variam com o tempo € com a posi¢ao.

Consideramos que a interagdo presa-predador ocorre em cada ponto do espago, por
1sso, denominamos este modelo de modelo local. Ao considerar este modelo como lo-
cal, os termos da equacgao (2.1) que descrevem a dinamica populacional em um ponto do
dominio espacial ndo sdo tidos em conta, de maneira que o0 movimento dos individuos é
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desconsiderado. Ou seja, o termo que representa a difusdo vai ser desconsiderado nesta
parte inicial do estudo.

2.2 Linearizacao

Vamos supor que este modelo possui valores de equilibrio positivos de presa e preda-
dor. U, serd o valor de equilibrio para presas e V; o valor de equilibrio para predadores.
Para a equacdo (2.1) vamos considerar condi¢des de contorno periddicas como sendo as
ideais e U(Z) = U e V(Z) = Vj s@o as fungdes constantes no espaco que constituem o
equilibrio do sistema. Usando este equilibrio, vamos adimensionalizar as varidveis U e V,
fazendo a introdugdo das varidveis normalizadas. Vamos tomar

- V(Z7) (2.2)

Utilizando as variaveis normalizadas, obtemos U = uU,; e V = vV;. Assim introduzi-
mos as funcdes normalizadas

F(Usu, Vyv)

e TG

,s(u) = ——=,m(v) = . (2.3)

Faremos a substituicdo das varidveis e das funcdes normalizadas na equagdo (2.1),
além disso, usaremos a condi¢@o de equilibrio S(U,) = F(Us, V;), que representa a pro-
dugido de presas igual a predagdo e nF'(Us, Vi) = M (V;), que representa a conversao de
biomassa de presas em predadores igual a mortalidade dos predadores. Assim:

ouUs

ST —  S(uU,) — F(uU,,vV,) + DyAul,
2.4)

agvs = F(ul,,vV,) — M(vV,) + DyAvV,.

-
Dividindo ambas por U, e Vj, respectivamente, temos:

@ o S(uly) B F(uUs, vVs) N D, AuU,

or U Us U,
(2.5)

ov nF(uUs, vVy)  M(vVy) N D,AvV,

or v, v, v,
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Assim

ou S(Usu)  F(Usu, Viv)
e — D,A
o 7. U, et

(2.6)

ov nF(Usu, Vsv)  M(Viv)
- = — D,Awv.
or V. A

Vamos multiplicar e dividir por S(Us) o primeiro termo da primeira equagdo, por
F(Us, Vi) o segundo termo da primeira equagdo e o primeiro termo da segunda equagio e
por M (V;) o segundo termo da segunda equagio:

Ou S(Usu)S(Us)  F(Usu, Vo) F(Us, Vi)
Dl — — D,A
or 0,5(0.,) UFU, V) e
2.7)
v nF(Usuu, Vou)F(Us, Vi) M(Vev)M(Vs)
or VULV VI DA
Entéo, utilizamos (2.3):
ou  s(w)SWUs)  flu,v)F(Us, Vi)
ar . . + Dulu,
(2.8)
o0 _ POV m)MW) |

or v, v,

Usando as condi¢des de equilibrio S(Us) = F(Us, V;) e nF(Us, Vi) = M(V5), substi-
tuimos nas equagdes:

oo 2w -2+ pua
(2.9)
F F
% = 07\er Vo) (‘U/z’ Vs)f(u,v) _0T\er Ye) (‘U/z’ Vs)m(v) + D,Av.
F
Vamos chamar, de maneira adequada, de o, = ngs) = (%_’ ve) a taxa de produ-
nF ) M

cdo per-capita de presas no estado estaciondrio e o, = 1 (%’ Vo) = ‘(/Vs) a taxa de
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producdo per-capita de predadores no estado estaciondrio. Desta forma, substituindo no

sistema temos:

ou
or

or

%
or
@
or

= ays(u) — a,f(u,v) + D,Au,
(2.10)
= a,f(u,v) — a,m(v) + D,Av.

= au(S(u) - f(u’ U)) + DUAU:
(2.11)
= a,(f(u,v) —m(v)) + D,Av.

Agora faremos uma adimensionaliza¢do do tempo e do espaco (7, %) — (¢, Z), tomando

t=a,rer=,/—7.

Assim

—~
=
oy
8
N
I
5|2
—~
[N
=
I\
N
=
=
Il
BE
I
=
8
()
S8
N
L‘"

Observamos que
ou_uot _ o
or otor ot
dv  OJvot  ov

or " ator - atv°
Ay = Uz + Uzyzy
Mas
or,  _ o,
Uy = U =u —

o 821 o Dv .

Logo
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or; [ay

Ay [ Oy

Uz zy = Ugyz = Ugz = Uz .
121 1 1821 DU 121 Dv Dv 1 IDU

Analogamente

_ Qy
Uzgzg = Ugqas D )
v

_ Oy
Vo121 = vx1z1D €
v

_ Qy
Vigzg = ng:):gD .
v

Substituindo as derivadas em relacdo as novas variaveis em (2.11)

ou

ot
Jv

ot

a
Vamos denotar — = p, e
aU

Assim,
ou
ot

dv
ot

Com o intuito de simplificar a notagdo, vamos suprimir o "barra", assim

= pr<8(ﬂ> - f(ﬂ,

el f(7,7) — m(v)) + DIATAL.

<

)) + pdAﬂ7

= (f(w,v) —m(v)) + Av.
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au
ot
v
ot

= pr(s(u) = f(u,v)) + paAu,
(2.15)

= flu) — m(v) + Av,

2.3 Estabilidade

Com as equacdes adimensionalizadas, o sistema (2.15) serd o objeto de nosso estudo.
Vamos analisar a estabilidade com relagdo a perturbagdes nao homogéneas do sistema
(2.15).

Para isso vamos considerar u; € v; como solugdes de equilibrio do sistema. Assim

pr(s(us) — f(us, vs)) + palus = 0,
(2.16)
fug,vg) —m(vs) + Avg = 0.
Agora vamos buscar as solugdes de (2.16) perturbando a solugdo (u, vs) na forma:
U, + uelikatikyy) T
() N (s(m) — f@ D) + pada  _ ((0)
t (Us)t + Ute(zkszrzkyy)
(2.18)
Desenvolvendo em Série de Taylor o termo (s(u) — f(u,v)) em torno de (us, vs) na

expressdo (i) e o termo f(u,7) — m(v) também em torno de (us,vs) na expressao (ii)
acima e desconsiderando os termos com derivadas acima de 2% ordem obtemos:

(7)) = pr(s(us) — flus,vs)) + pr(s'(us) — fulus, US))ue(ikM—Hkyy) — prfo(us, US)Ue(ikwx—Hkyy)‘i‘

+palug + paAue =Tk 1 po(—k2 — k2)elhertiko) 4 o, (ik,elh=o k)4

+pa2uy, (ikye(ikw”ikyy) ),

(i) = f(ug,vs) = m(v,) + fuluts, v, yue®e=+8) 1 (£, (ug,v,) =m0 (v,) Joeem+ikn) 4 Av,+

—|—A’U€(ik$m+ikyy) + U(—k’i _ k,;)e(ikzm—i-ikyy) + 20, (Z'kx)e(ikmm—&-ikyy) + QUy(ik,y)e(ikmx—i-ikyy)_
(2.19)
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Simplificando, obtemos:

(i) = pr(s(us) — flus,vs)) + palug + pr(s' (us) — fulus, vs))uer=etiky) _
—pr fo (g, v )veFamtikuy) o) Aqelhartibyy) 4 b gy (— 2 — kz)e(ikgcx—i-ikyy)_i_

+pa2uy (ke TRy g 1ou, (ik, elthamtikyy))

(”) = f(USu US) - m(US) + Av, + fu(u57 US)ue(ikﬂHk‘yy) + (fv<u87 US) - m/(US))UG(ikMHkyy)_"
+Ave(ikzx+ikyy) + U(—kz _ kzz/)e(ikzerikyy) 4 QUx(ikx>6(ikzx+ikyy) + 2vy(ik‘y)€(ikzx+ikyy).

(2.20)
Substituindo em (2.18) e utilizando (2.16), obtemos

p ute(ikszrikyy) — pr(sl(us) — fu(u&vs))uG(ikaJrikyy) . prfv(us,vs)ve(i’“z’f+i’fyy)+
+palue =Tk 4 gy (—k2 — k2)elkertikuy) 4

+pd2u$(ikxe(ikzm+ikyy)) + pdzuy(z'kye(ikmm+ikyy))7
(2.21)

veekertikyy) — f (y, v ue@s k) 1 (f (ug, v) —m! (vy))velFamtikuy)

_|_Ave(ikzx+ikyy) 4 U(—k’i _ kg)e(ikza:-i-ikzyy) 4 QUm(ikm)e(ikzx—i—ikyy)_'_

+2v, (i@)e“kmﬁikﬂ) )

Podemos cancelar e(*+*+#v¥) em ambas as equagdes

Uy = pr(sl(us) - fu(usa Us))“ - prfv(u57 Us)v + /OdAu + pdu<_ki - k§)+
+pd2ux(ik:x) + pd2uy(ik:y), (222)

ve = fulus, vs)u+ (folus, vs) —m/(vs) — (k2 + k2))v + Av + 2v,(ik, ) + 2, (iky).
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Como estamos buscando solu¢des para u e v com valores reais devemos ter

ur = [pr(8'(us) = fulus, v3)) — pa(k3 + kI + palu — pr fu(us, va)v+
F[2uq(iks) 4 2uy (iky ) pa,
(2.23)
vy = fultis, vo)u + (folus, vs) —m/(vs))v + Av + v(=k2 — k) + 20, (ik, )+
+2v,(iky).

No sentido de estudar a estabilidade do ponto de equilibrio homogéneo, (Us, V;) com
relacdo a perturbagdes do tipo e**=*+#*=Yconsideramos o sistema linear abaixo

ur = [pr(8'(us) = fulus, vs)) — pa(kZ + kg)]u — prfolus, vs)v,

(2.24)
Uy = fu(usa Us)u + [fv(usy 'Us) - m/(vs) - (k‘i + ]{?5)]1)
cuja a matriz Jacobiana em relacdo a u e v, correspondente é
Tall k) — || () = Fuline ) = k2 + R ~pe (i, v2)
oy fu(us, vs) [fo(us, vs) —m'(vs) — (k3 + k;)]
(2.25)

2.4 Parametros

Para analisar melhor o comportamento do sistema, vamos usar as letras ¢, v, ¥ e p, na
matriz Jacobiana (2.25), definindo da seguinte forma:

d
6= ) = B
u=1
0
’Yqu(US,US) = f(a?;?v)
u=1,0=1
(2.26)
0
Y= fv<US7US) = f(al;? U)
u=1,v=1
d
v=1
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: e : T U
Acima, observamos que os pontos de equilibrio apds a adimensionaliza¢do u = i
S

V ) ) _
v = v sdo us = 1 e vy = 1, pois para obter tais pontos basta substituir U = Uge V = V.

S
Assim,

Jd(kx, ky) _ [pr(¢ - '7) _’Ypd(k?z + k;)] [w _, :P(I;é N kz)] } (2.27)

Estes pardmetros podem ser interpretados em termos ecoldgicos, assim, uma proprie-
dade da adimensionalizagdo, é que se s(u) tem o seguinte formato linear s(u) = u + b,

ds(u .
entdo o correspondente parimetro ¢ = L = 1. Caso s(u) tenha o seguinte for-
du |,
.- 9 - . ds(u)
mato quadrdtico s(u) = u* + b, entdo o pardmetro ¢ = 7 = 2. Dessa forma,
u u=1

podemos dizer que se a funcdo crescer mais que linearmente, o parametro é maior do que
um, porém, se a funcdo crescer menos que linearmente, o pardmetro é menor que um,
sendo a funcdo constante o extremo, que corresponde a um valor de parametro igual a
zero. Entdo, podemos dizer que os parametros ¢, 7y, ¢ e p descrevem a linearidade ou a
ndo-linearidade das funcdes do sistema. Vamos fazer um estudo detalhado de cada para-
metro, e como a alteracao de cada um deles modifica o comportamento do sistema.

Estudo de ¢

Em populagdes livres espera-se ¢ positivo, o que pode ser observado no modelo de
Malthus (1798), para crescimento da populacdo:

ou . .
9= ru, onde r € a taxa de crescimento.
-
Podemos interpretar esta equagdo como o sistema (2.24), com v; = 0, s'(us) = 1 e 0s
demais coeficientes nulos. Desta forma, ¢ = 1.
Em termos do sistema 2.15, podemos interpretar esta equagdo com s(u) = u, p, = 1,

f(u,v) = 0ewv(t) = 1, neste caso teremos ¢ = 1. Observando o parimetro ¢, vemos que
ds(u)

a razao nos indica o quanto o crescimento da populacdo de presas depende do seu

préprio tan?anho, pois s(u) vem de uma sequéncia de normaliza¢des da fungdo S(U), que
quantifica a producdo primdria de presas e como ¢ € a derivada de s, entdo ¢ fornece a
taxa de variacdo das presas em relacdo a quantidade das proprias presas. Sendo assim, nos
modelos de populagdes livres como o modelo de Crescimento Exponencial de Malthus,
onde o crescimento da populagdo € ilimitado e os recursos sdo inesgotdveis, o valor de ¢ é
1. Estudando as diferencas entre o modelo de populagdes livres e 0 modelo de populacdes
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com recursos externos limitados apresentados por Bazykin (1998), vemos que no modelo
de populagdes livres o crescimento da populagdo € ilimitado:

Modelo das populagdes livres

ou ds

s(u):E:u%@:1—>¢|u:1.

Mas nao é comum populacdes crescerem infinitamente, assim, podemos tomar como
exemplo um modelo com recursos externos limitados, no qual a populagdo € limitada pela
quantidade de recursos disponivel. Neste sentido, vamos analisar o modelo Logistico de
Verhulst (1938), que € usado com frequéncia para modelagem do crescimento de popula-
coes de presas:

Modelo de Verhulst

Ou =r(l—

= Ju (2.28)

U
k

onde k£ € o limite populacional determinado pelos recursos disponiveis e r € a taxa de
crescimento.
A solug@o do modelo de Verhulst é

Uok
up + (k — up)e™"’

u(r) = (2.29)

onde uy = u(0) é a populagdo inicial.
Assim, representamos na Figura (2.1) a variacdo de ¢, em relacdo a Us:

[

Umax/2

Figura 2.1: Variacdo de ¢

Observando a Figura (2.1), vemos que se U, € pequeno em relagdo a U,,,,,, 0 parametro
¢ é um pouco menor que 1. A medida que U; cresce, os valores de ¢ diminuem. Obtemos
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¢ = 0 quando Us = U,u./2 e quando Ug — Uypes, ¢ — —00. O pardmetro ¢ mede a
competi¢ao intra-especifica de presas individuais por nutrientes, assim podemos chama-lo
de sensibilidade em relacdo aos nutrientes.

Estudo de v

O pardmetro v = f,(us,vs) = representa a sensibilidade da predacao em

0f (u, v)
ou
relacdo ao fornecimento de presas, pois a fungdo f(u,v) representa a taxa de predagdo.
Vamos supor trés hipéteses para a f(u, v): f(u,v) é uma fungdio quadrética em u, f(u,v)

é linear em u ou f(u,v) é uma constante k.
Para f(u,v) quadratica, ou seja f(u,v) = au® + bu + ¢ temos:

2
Of (u,v) _ d(au” + bu + c) g
ou ou

Quandoa =1,b = c =0, temos v = 2u e fazendo v = 1, temos v = 2

of (u,v)

————~ =a,entdo, paraa = 1,
ou

Para f(u,v) linear, ou seja, f(u,v) = au + b, temos
v =1

Empiricamente, se as presas sdo escassas, a taxa de predacdo cresce linear ou qua-
draticamente com a densidade das presas. Se a presa € abundante, a taxa de predagdo se
aproxima de um valor limite constante, pois ocorre saturacdo de predacdo, o que corres-
ponde a v = 0. Este comportamento geral pode ser descrito na Figura (2.2):

Y

Figura 2.2: Variacao de ~y

Estudo de ¥

O parametro ¢ = f,(us,vs) = descreve a dependéncia da taxa de predagao

of (u,v)
0

em relacdo ao nimero de predadores. Em modelos em que a taxa de predacao varia line-
armente com a densidade de predadores, temos 1) = 1, pois basicamente f(u,v) = v e
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o= of (u,v) _
v
Mas no caso do modelo usado por Bartumeus et al (2001), onde a equagdo do predador
é
ov._ v v
o Twvu o P

temos um valor intermedidrio para v, ou seja, 0 < ¢ < 1, pois:

buv
f(u’ U) - kv + U
i bu(kv+u) —buvk  b(k+1)—bk b
v (u,w)=(1,1) (l{?U + u)2 (k + ].)2 (k? -+ 1)2,

desde que b < (k + 1)2
of  bu(kv+u)—buw Cb(k+1)—-b bk

’}/_—_ — .
T P (S N (O

Observe que ¢ =1 —y,desdeque b =k + 1

b bk b(k+1) b

L P R I e R e R

Estudo do p

Este parametro nos indica o grau em que a taxa de mortalidade de predadores depende
da densidade populacional. Isto € importante, pois para casos em que a populacdo de
predadores € alta, a disseminag@o de doencas, concorréncia pelas presas, superlotacdo do
ambiente e estresse podem causar uma taxa de mortalidade alta, podendo ser até mesmo
quadritica. Assim, o pardmetro p pode chegar a dois. J4 em modelos em que a taxa
mortalidade ¢ menor, como no modelo de Rosenzweig-MacArthur, o pardmetro p assume
valor um pois a taxa de mortalidade é proporcional a densidade. Basicamente m(v) = v,
om(v)

81) v=1

Finalmente, hd modelos em que o pardmetro p € proposto para variar entre 1 e 2, como

exemplo, veja Segel and Jackson (1972).

entao p =
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INFLUENCIA DOS PARAMETROS SOBRE A DINAMICA DO MODELO

Para analisar a influéncia dos parametros no modelo, inicialmente vamos levar em
consideracdo a matriz Jacobiana descrita em (2.27), substituindo a soma dos nimeros de
onda k2 + k; por k2, obtemos a matriz Jacobiana:

(6 =7) = pak?®]  —pyt) }

Ja(k) = . 2.30

) { Y [ —p— &7 230

Ao desconsiderarmos a difusdo em (2.15), vemos que J := J4(0) é a matriz Jacobiana
para o modelo local, que fica:

_ pT(S/(uS) - fU(US’US)) — Pd _prfv(U57Us)
b= | s, ) ) ity ] @
Assim, podemos perceber que a sensibilidade do modelo quando usamos perturbagdes
homogéneas € igual a do modelo local, no qual a difusdo ndo é considerada. Desta forma,
o equilibrio ndo pode ser desestabilizado por perturbagdes homogéneas, no caso do estado
estaciondrio ser um equilibrio local atrator. Segundo Turing (1952), a difus@o pode induzir
perda de estabilidade quando utilizamos perturba¢des de nimero de ondas especificos, nos
dando a condigdo det(J;(k?)) < 0.
Neste caso,

detJo(k*) = [p:(¢ — ) — pak®| (Y — p — k?) + 70,1

Assim

detJy(k?) = po(d — )Y — pr(¢ — 7)p — pr(¢ — V)K? — patbk? + papk® + pak* + vp,
= pak* + (pap — pat — pr(¢ — VK> + 70,0 + pr(6 — ) — pr(¢ — 7)p.  (2.32)

Vemos que det(J4(k?)), descrito pela equagdo acima, representa um polindmio qua-
dratico em relagfio a k2 e seu vértice € um minimo em relagio a k2. Supondo a estabilidade
no modelo local, para det(J) > 0, encontramos duas condi¢des para ocorréncia de ins-
tabilidades de Turing, conforme descrito por Baurmann (2004). A primeira condi¢do €
que o ponto de vértice k? seja maior que 0, k2 > 0. Quando esta condigio € violada,
det(J4(0)) = det(J) > 0 em que det(Jy(k?)) > 0 para todo k2. Desta forma, o ponto
de vértice k2 > 0 é a condi¢do necessdria para a ocorréncia de instabilidades de Turing e
det(J4(k?%)) < 0 é a condigdo suficiente para ocorréncia destas instabilidades.

Assim, calculamos a condi¢do necessdria para ocorréncia de instabilidades de Turing,
na expressao (2.32), em termos dos parametros generalizados, utilizando as coordenadas
do vértice da pardbola
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—b
— >0
2a>

de (2.32)

—pap + pa + pr(P — )
2pa

—pap + payy + pr(¢ —7) >0,
pa( —p) + pr(¢ — ) >0,
pr(9 =) > palp — ),

> 0, ou,

&(gzﬁ — ) > (p — v) - que é a primeira condi¢do de Turing. (2.33)
Pd

Para obtermos a segunda condic¢ao de Turing, devemos ter a ordenada do vértice da pa-
rabola assumindo o valor negativo, pois neste caso poderemos ter a condi¢do det(Jy(k?)) <
0, que € a segunda condi¢ao de Turing, a condi¢@o suficiente em (2.32). Assim, devemos
ter

B <(pdp — patp = pr(¢ — ) = dpalpryd + pr(¢ — MY — pr(¢ — v)p)> <0
4pa N

B ((pdp — patd = pe(@ — 7)) = dpalpryd + pr(¢ — M)W — pr(o — 7)19)) <0
pre <

—((pa(p = V)pr(d —7))* = 4papr(yh + (¢ — ) — (0 — 7)p)) <O
—((P3(p— )2 P2(d—)* = 2papr(p— ) (6 —7) — 4papr (V0 + (¢ — )b — (9 —~)p)) <0
—p3(p—1)2=p2(0—7)2+2papr (pd—hd—yY+10y) +4pap, (Y0 + P —yh—pd+yp) < 0

—p3(p — )? = p2(¢ — ) + 2papr (SY + py + ¥y — pg) < 0 (dividindo por p?)

2
—(p—)? — —£<¢ 7)? %ww 4 py + 4y — pé) < 0 (multiplicando por -1)

|b
rof<To

(gb 7)? - &(qbtb + py + vy — po) + (p — ¥)* > 0 - condigio para que a ordenada do vértice sej
Pd

2
Vamos resolver a equagdo —g(¢ v)? — ZT (0 +py+ vy —pd) + (p—1)> =0em
Pd d

termos de &, assim
Pd
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pr_ Hov +py+ ¥y — po) £ VAU +py + ¥y — pd)? — AP — )2 (p — ¥)?

Pd 2(¢ - ’7)2
pr_ (@0 +py + ¥y — pd) £ /P*? — 20%0p + 20%7P + 2070 + $*p* — 207p* — dprT+
Pd (¢ —v)
VAV + 220 + 7202 — (87 = 207 +12) (0P — 2p0) + ¢?)
(¢ —7)?
pr_ (@0 +py + 9y = pd) £ VPO — 28P0D + 2000% + BPp7 — 2677° + 20 + 292 pu+
Pd (¢ —9)?
VAP + (P07 + 290" — P07 — Apudy + 2000 — 2207 + 267" — PP + 2pY?)
(¢ —7)?
pr (@Y +py+ ¢y — pd) £ A9y + dpy® — Apory
Pd (¢ —7)?
pr_ (¢ +py + ¥y — po) £ 2/ (79) (¢ — pé +p7)
Pa (¢ =)

det(J)

s

> (, entdo as duas raizes r; €

Desde que 1) € positivo, e (¢pt) — pop + py) =

ry da equacdo acima sdo reais.

2
O desenho geral do grifico da pardbola h(&) = p—;(d) —7)? - 2&(¢w +py+ oy —
Pd P4 Pd

po) + (p — v)? pode ser visto na Figura (2.3):

2=

Figura 2.3: Segunda condi¢do de Turing

Assim, a pardbola assume valores positivos quando

P _ GVt 0y —pg) £ 2/ (10) (0¥ — pé + )
Pd 2 (p—)? ,
(Vop — pd + py + V¥)?

, resultando assim em:

que éigual ary, =

(0 —n)?
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pr . (WU —po+py+ VyY)?
P (¢ —)?

Considerando as condi¢des de Turing (2.33) e (2.35), vemos que, no modelo definido
em (2.15), a desestabilizacio devido a difusdo € mais provével se os valores dos parame-
tros ~y (sensibilidade do predador) e p, (razio entre os coeficientes de difusdo) sao baixos
e se a sensibilidade em relac@o aos nutrientes ¢ e o tempo-escala relativo p,., sdo elevados.
Um pequeno expoente de encerramento p pode garantir a validade da condi¢do (2.33),
mas pode levar a uma violacdo de (2.35). Por outro lado, a interferéncia do nimero de
predadores sobre a taxa de predagdo i) deve ser pequena para atender a (2.35) e tem de ter
grandes valores para promover a validade da (2.33). No entanto, como vimos acima, a con-
dicao fundamental para a perda de estabilidade € a (2.35), para que possamos identificar
os seguintes fatores como promotores das instabilidades induzidas pela difusdo: (i) ele-
vada oferta de alimento, nenhuma ou fraca concorréncia para obtencdo de alimentos; (ii)
a abundancia de presas, (iii) forte concorréncia intra-especifica dos predadores individu-
ais, (iv) a influéncia da alta densidade populacional de predadores sobre a mortalidade dos
predadores (termo de mortalidade quadratico), (v) rdpido movimento difusivo do predador
e presas lentas, (vi) longa escala de tempo para os predadores, curta escala de tempo para
as presas. Os pontos (v) e (vi) descrevem as caracteristicas mantidas por muitos sistemas
presa-predador encontrados na natureza. Pelo contrario, (i) - (iv) mostram caracteristicas
especiais de um grupo de sistemas que podem ser encontrados na natureza sob certas con-
di¢des, por exemplo, em sistemas onde os nutrientes sdo abundantes. Dai a eutrofizacao
antrdpica, ou seja, o aumento acelerado da populacdo devido ao excesso de nutrientes, que
¢ observada em um grande nimero de sistemas ecolégicos (Verhoeven et al., 2006) pode
desestabilizar o equilibrio espacialmente homogéneo em sistemas presa-predador.

- que constitui a segunda condi¢do de Turing. (2.35)

2.5 A relacao das instabilidades de Turing com outras bi-
furcacoes

Até agora analisamos a bifurcac¢io de Turing. Isso significa que estudamos os casos em
que a difusdo leva a uma desestabiliza¢dao de um equilibrio homogéneo. A instabilidade de
Turing resulta no surgimento de padrdes fixos espacialmente heterogéneos de predadores
e presas. No entanto, a regido de estabilidade local é delimitada por duas bifurcagdes: a
bifurcacdo de Hopf, em que o equilibrio atrator perde a sua estabilidade e a bifurcacdo
transcritica em que dois ramos de equilibrios se encontram e trocam suas propriedades de
estabilidade. Na bifurcacido de Hopf os autovalores do sistema local sdo um par de valores
imagindrios conjugados. Assim, podemos detecta-los por duas condi¢des a seguir

)\1 +)\2 :t’f’(J) = O,/\1>\2 = d€t<J) >0
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No sistema que estamos estudando , temos

J = Jd(O) — [pr(¢ - 7)] __Mﬁ]

g [

Logo as condi¢des acima se traduzem em
MAA=Tr(J)=p(p—7)+1—p=0e
MAg = Det(J) = p.(¢ —7)(¢ —p) = 0.

Entao

M+X=po—py+¢—p=0.

Tomando A\ \y = det(J) > 0,
MAg = det(J) = p(¢d — ) (¥ — p) + prtby > 0
(prd = pr7) (¥ = p) + prtpy > 0
prd) — p — prdp + prYp + ptY > 0
P — ¢p +p) > 0
Como p, é sempre positivo, podemos dizer que

oY — op+yp > 0.

(2.36)

(2.37)

Na bifurcacdo transcritica, um autovalor real do modelo local se anula. Assim, para

encontrarmos esta bifurcacdo resolvemos
)\1)\2 = th(J) = 0.
Assim, obtemos a condi¢do

oY —gp+yp =0

Para um estudo grafico, vamos reescrever todas as condicdes de bifurcagdes em termos
da sensibilidade da predacdo em relacdo ao fornecimento de presas ~y, além disso, usare-

mos p; = —
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Bifurcagdo Transcritica:

Ve = ¢ — o (1- y)sﬁ (2.38)
p p

que € representada pelo gréfico da Figura (2.4)
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Figura 2.4: Bifurcagdo Transcritica

Bifurcacdo de Hopf:
=+ LP (2.39)
Pr
cujo grafico é representado na Figura (2.5)
1.0
08
0.6
04f
02
00 010 012 0‘.4 o‘.s o‘.s 1‘.0
¢
Figura 2.5: Bifurcagdo de Hopf
Para a primeira condicao de Turing (Turing 1), de (2.33) temos
Pd
Y =¢+—(—p) (2.40)

Pr
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Figura 2.6: Primeira condi¢do de Turing

cujo grafico esta representado na Figura (2.6)
Para a segunda condi¢do de Turing (Turing 2), podemos escrever vz, da seguinte forma:
Pd Pr 2
o = 22 (Vb =\ fo+ 2oo) @41
Pr Pd
onde r tem uma expressdo algébrica relativamente complexa, que ndo reproduziremos

aqui.
O gréfico de 7, € representado na Figura (2.7)
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Figura 2.7: Segunda condi¢do de Turing

Ao sobrepormos todas as curvas obtemos o grafico da Figura (2.8)
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Figura 2.8: Espaco de Turing

Segundo a nossa hipétese ) < p o intervalo que nos referimos na segunda condi¢do
de Turing é ndo-vazio se, e somente se, p; < 1. Isto significa que a difusao do predador
ocorre mais rapidamente do que a da presa.

Vamos discutir as bifurcacdes representadas por essas equacdes no espaco de parame-
tro estendido pela sensibilidade do predador a presa 7y e a sensibilidade aos nutrientes ¢.
Note que cada ponto neste espaco de parametros representa toda uma classe de sistemas.
A parte superior do espaco de parametro exibido corresponde a sistemas com equilibrios
homogéneos, que sdo incondicionalmente estaveis.

O comportamento qualitativo do equilibrio muda se a regido € deixada através de uma
bifurcagdo (transcritica, Turing 2 ou Hopf). Se um equilibrio € representado por um ponto
na metade inferior do espago de pardmetro mostrado na Figura (2.8), pode ser desestabi-
lizado por uma perturbagdo homogénea (Regido A) e o sistema converge para um outro
estado, dependendo da escolha especifica da resposta funcional presa-predador. O mesmo
vale para os equilibrios, que podem ser encontrados entre a bifurcacdo de Hopf e bifur-
cacdo transcritica (Regido B). Nesta regifo, poderiamos esperar oscilagdes homogéneas.
Como mostraremos mais tarde, a dindmica € mais complicada. Os equilibrios que po-
dem ser encontrados na regido triangular cinza s@o estdveis com relacdo a perturbacdes
homogéneas, mas perdem a sua estabilidade com relagado as alteracdes de nimero de onda
especifico k. Nesta regido, padrdes ndo homogéneos estaciondrios podem ser observados.
A figura também mostra trés pontos, em que as curvas de bifurcacio se encontram. Estes
pontos correspondem a bifurcagdes de codimensao-2 e suas coordenadas podem ser obti-
das fazendo a igualdade:

Yte = V11 = Vs
Ytc = YH €
VY1, = VH-
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Assim, para determinar o ponto de intersec¢do entre as bifurcacdes Transcritica e Tu-
ring, faremos:

Yie = Y1y, com k.2 = 0 e A\ (0) = 0, entdo

(ZW Pd
) —¢+pr ¥ —p)

Y P,
Pl Uit

_ pdp _
¢tCT1 - pr ’l/} (p ¢)

Substituindo ¢y, €m ypy,

eer, = 2L (p — ) + @w —p)

T@D
pap® — pav) pdw —pap _ pap® — pap¥ + pah® — pap)
fthTl -
pr Pr prp
s = pap® =200 + 9% pa(p—)?
tc - - .
Lo Y pr U

Desta forma, a intersec¢do das bifurcacdes transcritica com Turing 1 e com Turing 2
ocorre em

o, Cpalp—)°
Orer = p w(p V) e Yer = PR (2.42)

A interseccdo das bifurcacdes de Hopf e transcritica, também conhecida como bifur-
cacdo de Takens-Bogdanov *, com A;(0) = A\2(0) = 0, pode ser encontrada calculando

Yie = YH, aSSIM

_ (- p)
Prett = Uy

_plp— )
¢tcH — wpr

Substituindo ¢y em vy,

*Este nome se deve ao fato de Rifkat Bogdanov e Takens Floris terem descrito esta bifurcacido simulta-
neamente.
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p(p—w)+w—p

YtecH =

' b, pr

PP —ph Yt —py
VteH =
Y,
(p — )

YteH = —

t vp,
Portanto o ponto de intersecc¢ao das bifurcacdes de Hopf e transcritica, ocorre em

_ AT
¢tcH = IM € VicH = M (243)
Ypr Pr

O ponto de interseccao entre a bifurcacdo de Turing 2 e a bifurcacdo de Hopf, com
A12(0) = £ia e A\ (k%) = 0 para k2 > 0 ocorre em

p—¢<(p—w)(pd—1)2 ) (p—w)2<(pd—1)2

_ 1) ey — +1>. (2.44)
OryH o 1oy P)eVnu pwT v

Para p; = 1 (ou seja,Du = Dwv), obtemos uma bifurcacdo de codimensdo-3 em

(¢rm, Verrr ). Para um equilibrio neste ponto, podemos calcular os autovalores e encon-
trar Ay (k%) = Mo (k?).

Se tomarmos os diagramas de bifurcacdo da Figura (2.9) e diminuir a diferenca entre
os coeficientes de difusdo de modo que a razdo entre eles p, se aproxime de 1, em seguida,
o espaco de Turing se contrai e desaparece em p; = 1, entdo temos uma bifurcacio de
codimensdo-3, como podemos observar nos graficos abaixo.

As bifurcacdes obtidas da maior codimensdo podem ser relevantes para os sistemas
ecoldgicos. Apesar de analisarmos apenas bifurcacdes de equilibrios, podemos usar o
conhecimento sobre a ocorréncia de bifurcacdes de codimensao maior para tirar conclu-
soes sobre a possibilidade de dinAmica complexa dos sistemas em consideragdo. Assim,
a bifurcacdo de Takens-Bogdanov € o ponto de partida para uma linha de bifurcacdes
homoclinicas. A bifurcacdo homoclinica indica a colisdo de um ciclo limite com uma
sela que faz com que o ciclo-limite desapareca. A regido em torno de uma bifurcacio de
Hopf-Turing é de maior interesse para o nosso estudo da formacgao de estruturas espago-
temporais complexas. Na vizinhanca desta bifurcacao nds temos que esperar o surgimento
de caos espaco-temporal em sistemas presa-predador, que analisaremos na proxima se¢ao.
Em particular, o comportamento cadtico pode ser observado na vizinhanca desta bifurca-
cdo.

41



081 7 0.8 Turing 1, -
L 1 Hopf/ -
061 Espago de Turing i 06 Espago de Turing |
L 4 /,/’ -
/

r 1 > /~ -
0.4 transcritica) 04 7 transcritica-
4 //" 4
0.2 q 0.2 =

OO L L L 00 L L L L L L L L L L L L L L L L
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0. 0.2 04 0.6 0.8 10

[4 4

08r . B 0.8 -
L Turing 1 ] 1
F B Turingl , -
06 Espaco de Turing 7 06 Espago de Turing desparece Hopf;

0.4

0.2

Figura 2.9: Gréficos com p; = 0.3, 0.5, 0.75 e 1, respectivamente
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Capitulo 3

Modelo de Rosenzweig-McArthur

3.1 Descricao do Modelo

No capitulo anterior descrevemos como instabilidades de Turing podem causar uma
pequena perturbacdo para afastar um equilibrio homogéneo, que corresponde a um estado
estaciondrio de atragdo no modelo local. No entanto, estamos mais interessados nos me-
canismos que levam a comportamento espaco-temporal complexo. Esta situacdo ocorre
se focamos em equilibrios que ndo estdo atraindo no modelo local como aqueles além da
bifurcacdo de Hopf - um caso que ndo € abordado pela teoria de Turing cldssica. Foram
encontradas dindmicas interessantes nas vizinhangas de focos repulsores. Uma analise do
caso em estudo ndo é possivel com base em uma lineariza¢do em torno da solu¢do homo-
génea. Deste modo, foi estudado o comportamento do modelo através da realizacdo de
simulagdes para os conjuntos de parametros de interesse. Para este efeito, é necessario
especificar um determinado modelo para a dindmica populacional.

Neste contexto, vamos utilizar um modelo classico da Biomatematica, o modelo de
Rosenzweig-McArthur, tomando uma taxa de mortalidade quadratica para a dindmica po-
pulacional.

8_U — rU(l—g>—q uv + D, AU

or k W+ U
3.
oV Uv ,
v _ V2L DA
or My VDAV

onde:

U — densidade de biomassa de presas

V — densidade de biomassa de predadores

r — diferenca per capita entre nascimentos € mortes
k — quantidade limite da populacdo
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q — probabilidade do contato resultar em consumo

W — quantifica a saciedade dos predadores

n — fracdo de biomassa de presa convertida em predador
D,eD, — coeficientes de difusdo

* Resposta funcional do tipo II

3.2 Linearizacao e Estabilidade

De maneira semelhante ao procedimento que fizemos no capitulo anterior, vamos adi-

mensionalizar o modelo de Rosenzweig-McArthur tomando

Assim, escrevemos a primeira equacao de 3.1 como
?9_5 - TU<1 - %) - qu+VU + DAL
De 3.2),U =ulUse V = vV, logo 88—:{ = g—:_LUs e % = %Vs entao
i‘;—(q{ = %US = 'r’uUs<1 — u/%) — q% + D, AuUs.
Dividindo por U
% = ru(l — u][f) — q% + D, Au.

Da mesma forma, reescrevemos a segunda equacao de (3.2)

ov uv

9V _ V24 DAV
or  Mwru +

Entao
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(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)



ov uwlUvV's

Vo =g = V2 + DAV
or s My, T TR

Dividindo por V;
ov nqUsuv 5
— = — D,Av.
or W +uU; Vsv? + DuAv
Assim
ou ul, uvV,
S - ) . *_ 4 D,Au,
O S R g, TR
v nqUguv
— = —— _V.u?+ D,Av.
ar Wray, U e

(3.8)

(3.9)

(3.10)

Vamos adimensionalizar o tempo e o espaco, conforme feito no modelo generalizado

do capitulo 2, assim

7,2) = (t,Z), tomando t = a, 7, ¥ = %Z, logo
D

v, . [MVi. .
pT:nUs,x— D, Zet=M'V,T
Entdo
Usu Ugu
S(u)_ysu(l_ k’)_u<1_ k)_u(k_Usu)
B U\ Us — k-U,
wi-3) 1%
/Ufu,U{v
A UL (WU

uv) = v WA lu
W,
 M(Vw)  MVR?
m(v) = M) M%Z — 2.

Assim, o sistema de Rosenzweig-McArthur adimensionalizado, fica

Ju (k—Usu) (W +Uy)

_ . = N _ A
ot ”(“ kU, W+U8u”“>+pd u
ov (W +Us) )

a = k_—USUU — V7 + AU,
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Qy, D,
ondepr:a—epdzﬁ

Calculando os parametros ¢, 7, 1) e p para a equacdo (3.11) acima

¢:S/<U)|u=1

b= ((k—Ua) —ul) = —— (k- 2U) —1
=T su) — uU, iU 1), COMO U =
k —2U,

¢ = k— U,

9w

v=fu= 9

u=1,0=1

_ oW+ U)(W + Usu) — uv(W + Us)U, (W 4+ Us) (W + Ugu) — ulUs)

(W + Uu)? - (W + Usu)?
(W +Uu)?’ -
W
T W)
. Of(u,v)
y=J=

u=1,v=1

v =uW + U)W + Usu,comou = v =1
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qVs

au [[ + Us q a3
pT — a—v g M/‘/; = M/( _|_ Us), SendO M/ — 1, CntaO
p = q
"W+ U

O modelo de Rosenzweig-McArthur pode ser interpretado como sendo um modelo
mais especifico de uma classe dos modelos considerados no sistema generalizado estudado
no capitulo 2.

Substituiremos ¢ = 1 e p = 2 na equagdes (2.38), (2.39), (2.40) e (2.41), desta forma,

Transcritica
ol ol ¢
’ytc - (b p - (b 2 - 2
Hopf
— 1-2 1
R P e TR

Pr Pr Pr
sendo vy > Vic

Turing 1
p p
yn=d+ 2 —p) =g+ 21 -2 =g
Pr Pr Pr

Turing 2

T, Z%(\/W— p+&¢)2=@<1— 2+&¢>2

Pd Pr Pd
Pd
V1, € (7H7¢_ _>

r

Assim, o ponto de encontro das bifurcagdes de Hopf e transcritica, conhecido por

2
Takens-Bogdanov, tem as coordenadas (p, = —,7 = g) e se além disso, tiver pg; =

1, a bifurcac@o de Takens-Bogdanov colide com a bifurcacdo de Turing e obtemos uma
bifurcag¢do codimensao-3.
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3.3 Padroes Resultantes

Vamos fazer um estudo da formacdo de padrdes, com base em dados produzidos por
Baurmann et. al. (2007). A Figura (3.1) mostra o diagrama de bifurcac@o para o modelo
Rosenzweig-McArthur, com p; = 0,30 e p, = 3,333. Temos representada na cor preta
a bifurcacao transcritica, na cor azul a bifurcacao de Hopf e na cor vermelha a bifurcacao
de Turing. Os simbolos representam os resultados de simulacdes: quadrados azuis corres-
pondem a equilibrios homogéneos, quer com os valores (1, 1) (azul claro) ou com outros
valores positivos (azul escuro). Os quadrados vermelhos e laranja simbolizam estruturas
fixas heterogéneas como pontos quentes (laranja, quadro 1 da figura 3.2), listras ou faixas
(vermelho claro, quadro 2 da Figura (3.2)) ou pontos frios (vermelho escuro). Padroes
espaco-temporais foram observados em simulacdes representadas por quadrados verdes.
Podemos distinguir entre competicao persistente de estruturas fixas (geralmente pontos
frios), com a dindmica espaco-temporal (verde claro, quadro 3 da Figura (3.2)) e um com-
portamento cadtico em todo o dominio (verde escuro, do quadro 4 da Figura (3.2)).

0.6

homogéneos
hom =1
[ m hom>1
0.5 4 [padiSes estaciondrios
B pontos fiios
listras
pontos quentes
[ padrdcs cspago
temporais
competigdo
€aos
0.3 A

0.2 T T T T T
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 3.1: Pontos de simulagdo

Com o objetivo de obter informacdes mais detalhadas sobre a dinamica do modelo,
analisamos uma série de simulagdes, ndo desenvolvidas neste trabalho, mas sim, resulta-
dos apresentados por Baurmann et. al. (2007). Para esse efeito, foi utilizado o modelo
de Rosenzweig-McArthur em um dominio bidimensional com condi¢des de contorno pe-
riddicas. Como condicdo inicial foi usada uma distribuicdo homogénea u(x,y) = 1,
v(x,y) = 1 e adicionada uma pequena perturbacdo. As simulagdes foram realizadas até
atingirem um estado estaciondrio, ou até eles mostrarem um comportamento que parega
ndo mudar mais suas caracteristicas. Nas simulagdes, diferentes tipos de dindmica sao
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observados e pode-se ver que as distribuicdes de predador e presa sdo sempre do mesmo
tipo. Consequentemente, vamos ilustrar apenas a distribui¢do de presas.

Figura 3.2: Padroes formados

Para efeitos de classificacdo distinguimos os tipos de dindmica da seguinte forma:

Distribui¢des homogéneas: A simulacdo pode convergir para um perfil homogéneo de
um nivel que representa um dos estados equilibrio do modelo local.

Padrdes Estaciondrios: O sistema se aproxima de um padrdo estaciondrio heteromo-
géneo. Dependendo da estrutura particular, falamos de "hot spots", ou pontos quentes,
(zonas isoladas com alta densidade populacional de presas), "stripes"(listras entrelacadas
de alta e baixa densidade populacional) ou "cold spots", pontos frios, (zonas isoladas com
baixa densidade populacional de presas).

Padrdes espaco-temporal: o modelo nem sempre converge para uma distribuicao esta-
ciondria. Foram encontradas estruturas com pequenos defeitos em seus padrdes que nao
mudam suas posi¢des (veja o quadro 3 na Figura (3.2)). As zonas em que ocorrem os de-
feitos parecem oscilar. Estas oscilacdes parecem prosseguir nas estruturas fixas, mas elas
sdo atenuadas com o aumento da distancia para o defeito. Em outros casos, as estruturas
regulares extintas e grandes mudancas temporais sdo encontradas sempre em toda parte
do dominio, em quase todo intervalo de tempo. Nestes casos, consideramos a dindmica
do modelo como cadtica no espaco e no tempo. No entanto, a existéncia de caos ndo se
mostrou rigorosamente.

O diagrama de bifurcacao na Figura (3.1) mostra que a distribui¢do homogénea com
u = 1 e v = 1 somente ocorre para valores elevados de sensibilidade do predador a presa

49



~ e baixos valores de sensibilidade aos nutrientes ¢. Este resultado numérico corresponde
perfeitamente as nossas conclusdes tedricas: acima da bifurca¢do de Hopf e Turing (e so-
mente 14) todas as simula¢des convergem para uma distribuicdo estdvel homogénea (1,1).
Cruzando a bifurcacdo de Turing o perfil homogéneo torna-se instdvel e temos o surgi-
mento de estruturas do tipo ponto frio. Um aumento de ¢ e v provoca uma mudang¢a na
estrutura de listas para a estrutura de pontos quentes. Ao longo da bifurcacdo de Hopf
(no lado do foco repulsor) foi constatado que nao ocorrem oscilacdes homogéneas, como
se poderia esperar, mas, a dindmica cadtica, € mais frequentemente encontrada. Algumas
simulagdes com valores proximos aos principais pontos frios podem mostrar um compor-
tamento espago-temporal diferente: Os quadrados em verde claro abaixo da bifurcagcdo
transcritica indicam que as simulacdes correspondentes mostram a coexisténcia de zonas
com diferentes padroes. Em particular, foi obtido um padrdo local de pontos frios que
€ interrompido por zonas homogéneas (veja o quadro 3 na Figura (3.2)). Enquanto as
regides de ponto frio parecem estar paradas, foi obtida uma onda como a dinamica das
zonas homogéneas (de seus centros para as suas margens). Para valores elevados de ¢ e
baixos de v, observamos a convergéncia de distribuicdes homogéneas que t€ém densidade
de presas com valor diferente de 1. Consequentemente, fazemos a distin¢cdo destas dis-
tribui¢des a partir de uma homogénea, localizada no outro lado das linhas de bifurcacgdo.
Para obter uma visdo mais profunda do comportamento do modelo, foram selecionados
diferentes valores do parametro p,, produzindo para cada valor um diagrama semelhante
ao mostrado na Figura (3.1). Um aumento de p; ndo muda as bifurcagdes transcritica e
de Hopf, mas faz com que a linha da bifurcacdo de Turing diminua sua declividade, para
um ¢ maior. Isto leva a contracio sucessiva do espaco Turing e sua extin¢do para pg > 1.
Este fendmeno estd de acordo com a teoria de Turing, € com o que foi visto no Capitulo 2
deste trabalho. A escolha p; = 1 significa que o ativador e inibidor difundem igualmente
rapidos, para que nenhuma instabilidade de Turing possa ocorrer. No caso que pg > 1, a
presa (ativador) se move mais rapido do que o predador e ocorre assim, a violagao da con-
dicdo de instabilidade. De acordo com estas alteracdes, a drea correspondente ao espaco
de parametros das simulagdes convergindo para o perfil homogéneo, torna-se maior. Da
mesma forma, o comportamento cadtico torna-se mais provavel quando p, toma valores
mais elevados. As simulacdes mostram que a dindmica cadtica substitui a convergéncia
para padrdes estaciondrios. Para o valor p; = 0, 55, este processo é concluido: Todos os
pontos vermelhos e laranja sdo substituidos por quadrados verdes escuros. A competicao
dindmica (ver Figura (3.2), quadro 3) desaparece juntamente com os padrdes estaciond-
rios, de modo que para valores elevados de p,; foi encontrado apenas o comportamento
cadtico e equilibrios homogéneos (dos dois tipos). Na série de simulacdes, a drea de
distribuicdo homogénea em um nivel de presas maiores do que 1 parece ser uma regiao
mais ou menos invariante no canto inferior direito do diagrama que cobre (para cada p,),
aproximadamente 40% do espago de parametros estudado.
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