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RESUMO

Dissertagao de Mestrado
Programa de Pés-Graduacao em Matematica

Universidade Federal de Santa Maria
O TEOREMA DE CAUCHY EM EQUAQC)ES DE NAVIER-STOKES

AUTOR: ARLINDO DUTRA CARVALHO JUNIOR
ORIENTADOR: JOAO PAULO LUKASZCZYK
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 08 de margo de 2013.

Neste trabalho é apresentado o Teorema de Cauchy em sua forma classica e tem por
objetivo enfraquecer suas hipdteses, proporcionando uma aplicagdo mais vantajosa na
mecanica do continuo. A metodologia empregada é axiomatica, ou seja, sao apresentados
conceitos basicos com vistas ao desencadeamento l6gico das demonstracoes que foram
realizadas nos teoremas principais para atingir os objetivos dessa dissertacao. O resultado
principal é o teorema 14, onde obedecer a uma lei de balanco, é condicao necessaria e

suficiente para que um Fluxo de Cauchy seja Fracamente Balanceado.

Palavras-Chave: Mecanica do Continuo, Equacoes de Navier-Stokes, Teorema de

Cauchy.



ABSTRACT

Master Course Dissertation
Graduation Program in Mathematics

Universidade Federal de Santa Maria
THE CAUCHY’S THEOREM IN NAVIER-STOKES EQUATIONS

AUTHOR: ARLINDO DUTRA CARVALHO JUNIOR
ADVISER: JOAO PAULO LUKASZCZYK
Defense Place and Date: Santa Maria, March 08,2013

This work presents the Cauchy’s theorem in its classical form, and aims to weaken their
hypotheses, providing a more advantageous use in continuum mechanics. The methodo-
logy is axiomatic, that is, basic concepts are presented aiming to triggering logical state-
ments that were made in the main theorems to achieve the objectives of this dissertation.
The main result is Theorem 14, where a law of balance is folowed necessary and sufficient

condition for a Cauchy Flow be Weakly Balanced.
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Notacao

n
1- R™ é o Espaco Euclidiano n-dimensional, com a norma |z| = (3. 22)Y2 ez = (21, 29, ..., T,,).
i=1

2- Q é um aberto limitado do R"(n < 3) com fronteira 0f2 regular.

3- R é uma regiao aberta e limitada do espago n-dimensional, com fronteira R regu-

lar.

4- B(x,d) é a bola aberta centrada em x e raio 4.

5- Bz, d] é a bola fechada centrada em x e raio 0.

6- D,(z,n) é um disco orientado de raio r, centrado em z e vetor normal unitario n.
7-R.={x€ R:RD Blx,r]}.

8 St = {n € R": |n| = 1}, para a esfera de raio 1.

9- n, m e p sdo vetores pertencentes a S" L.

10- L(R™"R™) é o espaco das transformagoes lineares de R" em R™. Em particular

L(R3 R?).

11- Dado a € R™; b € R"™; ¢,n € N. Definimos a transformagao linear a®b € L(R"™ R™),

para todo u € R", por
(a®b)(u) = (bu)a



Além disso, se m = n entao escrevemos

(anb)(u) =(a®b)(u) — (b®a)(u) = (bu)a — (a.u)b

12- LP(Q2) é o espago das fungdes mensuraveis g : 2 — C tais que

1

p
9] e = /|g(:1:)]”da: <oo, 1<p< oo
Q



Introducao

Nesta dissertacao apresentada a forma Cléssica do Teorema de Cauchy, e terda por
objetivo enfraquecer suas hipoteses para obter outros resultados similares, que sao mais
vantajosos nas aplicagoes fisicas. Para isso, sera abordado a deducao das Equacoes de
Euler e Navier-Stokes, ja que essas equagoes surgem da aplicacao do teorema citado
anteriormente.

As leis de balanco da Fisica Cléssica tem a seguinte forma:

/f(x,n(a:))dAx + /b(m)d‘/;c =0 (1)
oB B

onde n(x) é unidade normal para a fronteira de B (0B) em B. Na mecanica f representa
forca de superficie por unidade de area na 0B, sera visto que este fato esta ligado a
conservacao de massa e de momento, que utiliza-se para fazer a deducao das Equacoes de
Euler e de Navier-Stokes. Na termodinamica f da o fluxo de calor por unidade de area
em B através da sua fronteira. Nesse trabalho, serd abordada a mecanica do continuo,
onde sera analisado o Teorema de Cauchy na sua forma clédssica, revisando os conceitos
de suas hipéteses e discutindo sobre os resultados que ja foram obtidos através dele, bem
como, analisando o significado da fungao densidade f(z,n(z)).

O Matematico Augustin Louis Cauchy estabeleceu em 1823 o que é provavelmente o
mais importante teorema da mecanica do continuo, ele provou isso com f(x,n) definido
para cada x em uma regiao R aberta e todas as unidades do vetor n estao continuas em
x, se b(z) é uniformemente limitado em R, e se (1) é satisfeito para cada suficientemente

boa regido de B em R, entao f(x,n) devera necessariamente ser linear em n, isto é:

f(z,n) =T(z)n (2)

onde T'(z) é uma transformacao linear 7' : R® — R™, o contradominio de f. Onde f é



uma forca de superficie, o campo T' é chamado tensor de tensao, seu valor T'(z) em = é
uma transformacao linear do R? — R3.
Além disso, Cauchy provou que se f é balanceado por momento, ou seja, que satisfaz

a forma integral:

[ 8 fana, + [ = nbway, ®)
oB B

para cada sélido B C R, entao T'(z) é linear e simétrica.
Diz-se em estudos recentes nos fundamentos da mecanica, baseado nos tedricos que
estao referenciados, que o conceito fundamental nao é a funcao f, mas sim, a forga total

por unidade de area, como segue:

F(S) = / f(z.n)dA, (4)

sendo S uma superficie orientavel. Com isso, verifica-se que a densidade f é uma grandeza
obtida através da derivada da forca total em relacao a medida da area de Lebesgue.

Entao é pertinente fazermos dois questionamentos.

i) Existe alguma hipétese fisicamente razodvel que se possa atribuir a F' e que gere
como consequéncia a continuidade da f7

ii) H4 uma lei de balango que possa estabelecer a linearidade da f, pelo menos quase
sempre?

Para responder a essas duas questoes serd apresentada a defini¢ao de Fluxo de Cauchy,
que é uma funcao vetorial com a propriedade de aditividade contavel e de area limitada,
cujo dominio é a colegao de todos os planos orientados, elementos de superficie em R.

Para primeira questao, mostraremos que uma condigao necessaria e suficiente para que
f seja uma funcao continua da posicao é que F' tenha densidade média uniforme, vista
no teorema 10.

A segunda pergunta serd respondida ao mostrar que para um Fluxo de Cauchy Fraca-
mente Balanceado, que veremos na definicao 16 e teorema 11, existe uma densidade linear
quase sempre.

Esta dissertacao esta dividida em trés capitulos, que serao descritos abaixo de maneira

sucinta:



No primeiro capitulo, constam as defini¢oes preliminares e resultados matematicos
para serem consultados isoladamente quando necessarios.

No segundo capitulo, serao deduzidas as equagoes de Euler e de Navier-Stokes. Para
isso, considera-se algumas hipdoteses matematicas bastante fortes como no teorema do
transporte supomos a existéncia de um difeomorfismo ¢, também precisamos da Equacao
da Conservacao da Massa para fluidos incompressiveis, do Classico Teorema de Cauchy
que é empregado para a deducao da Equacao de Conservagao do Momento, além disso,
considerar que a densidade p é uma fungao que possui derivadas continuas, para pode-se
aplicar este teorema.

No terceiro e ultimo capitulo, apresenta-se alguns teoremas com o enfraquecimento de
certas hipoteses do Classico Teorema de Cauchy, onde obtem-se resultados similares. Além
desses resultados principais, inclui-se alguns exemplos, onde em um desses, ¢ retirado uma
hipéteses de um teorema e verificamos a nao validade do resultado, como era esperado. Ou
seja, considera-se que a densidade f nao é uma funcao continua da posicao do Teorema de
Cauchy e conclui-se que a densidade nao é necessariamente linear. Também, é apresentado
o conceito de funcao geradora, além de um exemplo de uma Fungao Geradora que nao é
linear. Conclui-se com a definicao de Fun¢ao Fracamente Linear e é citado um exemplo
de uma Funcao Geradora para um Fluxo de Cauchy Equilibrado que nao é Fracamente

Linear.



Capitulo 1

Conceiltos Iniciais

Neste primeiro capitulo estao as nogoes gerais, ou seja, os conceitos que serao utilizados
no decorrer do trabalho e nos resultados principais. Para referir-se a eles durante as
demonstragoes realizadas, dividimos este capitulo em trés secoes, onde contém definigoes,
lemas e teoremas, respectivamente, com isso, faremos as devidas referéncias nos resultados
futuros.

Apos alguns desses primeiros resultados, foram feitas observacoes ou comentarios afim
de explicar melhor algumas consequéncias em que serao utilizadas em alguns resultados

posteriores.

1.1 Definicoes Importantes

As seguintes definigoes sao de extrema importancia, e servem como base para que possa
ser entendido os resultados e demonstracoes referentes ao Teorema de Cauchy, com isso,

em muitos resultados futuros retornaremos a este capitulo para buscar esses conceitos.

Definicao 1 Dizemos que uma familia > de subconjuntos de X € uma o - dlgebra se
forem satisfeitas as sequintes condigoes:

i)peX

ii) Para todo E € ¥, X\ E € X

iii) Para toda sequéncia (Ep)pey € 2= |J E, € X
neN

Onde os elementos de X sao chamados de conjuntos mensuraveis, bem como g é uma

medida em X, sendo que a propriedade 3 — b) é chamada de o-aditividade ou aditividade



contavel. Além disso, também é importante dizer que uma medida definida numa o-

algebra de Borel é chamada de Medida de Borel, ou ainda, Fungao de Borel.

Definicao 2 Chamamos de o-dlgebra de Borel em R™ a o-dlgebra gerada pela familia
de abertos de R™. Sendo seus elementos os Conjuntos de Borel, também chamados de

Borelianos.

Observacao Dizemos que um conjunto de Borel é a menor o-dlgebra que contém
todos os abertos e fechados de R™.

Conjuntos obtidos por unides ou intersecgoes enumeraveis de conjuntos abertos e fe-
chados sao exemplos de conjuntos de Borel. Agora, serd definido o que vem a ser medida.
Utilizaremos algumas convencoes para dizer quando uma dada funcao f assume valores
em [0, 00]. Assim, por razoes técnicas afirmaremos que [0, 00] = [0, 00) U oo, atribuindo
um outro sentido matematico para o simbolo oco.

Para esses argumentos, é levado em conta questoes matematicas relativas a Teoria da
Medida. Em outras palavras, estamos falando em comprimento, drea e volume infinitos.
Portanto, cabe explicitar algumas questoes que vao ao encontro dessa abordagem com as

defini¢oes que se seguem.

Definigao 3 Chamamos de Espago de Medida ao terno (X, %, 1), onde:
1- X € um conjunto
2- % € uma o-dlgebra de subconjuntos de X

3- 3 — [0,00] € uma fungdo que tem as sequintes propriedades:

a) u(¢) =0

b) Se (Ey)nen € uma sequéncia disjunta em X, entao: u(|J E,) = > pw(Ey)
neN i=1

Definigao 4 Seja (X, %, ) um espago de medida. Dizemos que um conjunto A C X

possui medida nula se, existe um conjunto E C X, tal que A C E e u(F) = 0.

Em virtude da definicao acima, diremos que uma determinada propriedade acerca dos
elementos do conjunto X vale quase sempre, abreviadamente q.s, se o conjunto dos pontos

onde a propriedade nao vale ¢ um conjunto de medida nula.



Definicao 5 Seja (X, X, 1) um espaco de medida, dizemos que uma medida p € finita se
ela nao assume o valor oo. Por outro lado, dizemos que p € o-finita se existe sequéncia

E, em ¥ tal que:

Definigao 6 Sejam p e A\ duas medidas definidas numa o-dlgebra X3, dizemos que \ €
absolutamente continua com relagao a medida p, o qual denotaremos por A < p, se para

todo E € ¥ com p(E) = 0 implica que \(E) = 0.

Definigao 7 (Derivada Material) Seja f - Q C R? x (0,T7) — R uma fungdo de
classe O, chama-se Derivada Material de f, ao longo de um caminho de classe C' o

numero real dado por:

= (G4evs)@o (1)

onde x € um ponto do caminho e v € a derivada do caminho.

Definicao 8 (CPO) Chamamos de Conjunto Plano Orientado ao par S = (P, n), onde
P C R? é um conjunto de Borel contido em um plano e n é um vetor normal unitdrio ao

plano.

&H M

/B

Definigao 9 Dizemos que os CPO’s, Sy = (P, m) e So = (P, ny), sdo compativeis

quando Py e Py estao no mesmo plano e ny = ny.



N n

sy

Definigao 10 Uma sequéncia (Sg) de CPO’s tende reqularmente para S, se S € com-

pativel com S para todo k € N e se a drea da diferenca simétrica (S — Si)U(Sk —S) tende

a zero quando k —» o0.
Definigao 11 Um CPO(S,n) € dito poligonal se S é uma regido poligonal plana fechada.

Definicao 12 (CPO Regular) Um CPO(S,n) é dito regular se S é fechado no plano
e existe uma sequéncia (S) de CPO's poligonais e uma constante ko > 0 tais que (Sk)

tende a S reqularmente e p(Sk) < ko, para todo k, onde p denota o perimetro.

Obs: Usamos S ao invés de P nas defini¢des acima com o mesmo significado, apenas

para simplificar a notagao.

Definicao 13 Dizemos que S é um elemento de superficie de um conjunto aberto limi-

tado, R C R?, quando S é um CPO contido em R.

Definicao 14 Sejam R C R? um conjunto aberto e limitado e
G : { Elementos de Superficie de R } — R".
Dizemos que G € limitada por drea, se existe ¢ > 0 tal que |G(S)| < cA(S) para todo

elemento de superficie S, sendo A(S) a drea de S.

Defini¢ao 15 (Fluxo de Cauchy) Sejam R C R™ um conjunto aberto e limitado e F :
{ Elementos de Superficie de R } — R™. Dizemos que F € um Fluzo de Cauchy se:

10



(CI) F € limitado por drea.

(CII) F € aditiva em elementos de superficie compativeis, ou seja:
F(S1USy) = F(S1) + F(Ss)
onde S1 e Sy sao elementos de superficie compativeis e disjuntos.

Definigao 16 (Fluxo de Cauchy Fracamente Balanceado) Um Fluzo de Cauchy F'
¢ dito Fracamente Balanceado se |F(0OB)| < ¢V(B), onde B € um sdlido qualquer e V(B)

€ o volume.

Definicao 17 (Densidade Média) Chamamos de Densidade Média a fungao
fr: R, x 8% — R", definida por:

_ F(D,(z,n))
fr(z,n) AD, (z. 1)) (1.2)
onde R, = {z € R; Blz,r] C R}
Da definigao (1.2) temos que:
F(Dy(x,n)) = A(Dy(z,n)) f(2,n)
Por outro lado, da definicao 9 temos que:
|F(Dy(z,m))| < ¢[A(Dr(,m))]
Obtendo:
|A(D, (2, 1)) fr(z,m)| < c|A(Dy(2,m))]
Ou seja:
|fr(z,m)| < c (1.3)

Desta forma, temos que a funcao densidade média é limitada para todo r.

Defini¢ao 18 (Densidade Média Uniforme) F tem densidade média uniforme quando
dado A C R compacto a familia f.(.,n) com r suficientemente pequeno € uniformemente
de Cauchy em A quandor — 0, isto €,V e>036 >0 tal queV o€ AeV ncC S>

0<ry,r<d=|f(z,n)— fr,(z,n)] <e.

11



Definicao 19 (Par de Densidade) Ao par (x,n) chamamos par de densidade se existe

o limite:

f(:zc,n) :}ii%fr(:m n) (1'4)

Se f esta definida sobre o conjunto de pares de densidade, entao f é a densidade do
fluxo F, como também temos que = é ponto de densidade. Assim, se para todo n temos
que (z,n) é um par de densidade, entdo dizemos que F' tem densidade quase sempre, isto

é, se todo x € R é ponto de densidade.

Definicao 20 Seja F' um Fluzo de Cauchy com densidade f. Dizemos que f € linear
em x se, x € um ponto de densidade e se, a fungio n— f(x,m) é uma restrigao de uma

transformacao linear T : R? — R? a esfera unitdria S?, ou seja:

flz,n) =T(z)n (1.5)

Definicao 21 Dizemos que F' ¢é balanceado por momento se, dado v € R e qualquer

sequéncia de cubos (By), com x € By, Vk € N e V(By) — 0 se existir o limite:

L ME(0B)

Onde M F, é o Momento de F sobre x definido na pdgina 50.

=0 (1.6)

Definicao 22 Dizemos que um elemento e superficie S € uma se¢ao transversal quando

o conjunto P € a intersecao nao-vazia da regiao R com um plano.

1.2 Lemas Técnicos

Lema 1 (Propriedade do Determinante) Seja (a;;) uma matriz n X n, onde a;; =

a;;(t). Denote (a l)nxn a matriz derivada na k-ésima linha, entdo:

0

pr —[det(a;;)nxn] Zdet ;i Jnxn (1.7)

Observacao: Esta demonstracao é feita por inducao, na ordem n da matriz. Como este

resultado sera utilizado na demonstragao do teorema do transporte na versao 3X3, sera

12



simplificada a parte computacional deste lema, para isso apresentaremos apenas a passa-
gem da indugao de n = 2 para n = 3. O caso geral é feito seguindo os mesmos passos dos

resultados apresentados abaixo.

Para n = 2 temos que det(a;j)2x2 = 11022 — A12021, €ntao:

0 0

—|det(a;; = a;—a Ao — @011 — Q19 —091 — Q9] —0
(‘%[ € ((lj)zxz] 11(.% 12 + 22(.% 11 12(.% 21 21815 12
aa a aa +a aa a aa
a/ —_— J— —_— —_— J— —_—
22875 11 21875 12 Hat 12 12815 21
(1.8)
0 0 a a
- —a 11 12
:det at 1 at 12 —|—det a a
21 Q22 aazl ot Q22

’

= d@t(a,}j)QXQ + det(a?j)QXQ
2
= ) det(af )axo (1.9)
k=1

Para n = 3 temos que:

Q22 A23 a21 A23 ag1 A22
det(a;j)3xs = ajndet — aypdet + asdet

a3z a3z a31 ass a3; a3z
det(aij)SXS = a1 D1 —aip D +a13l 3

Disto, obtemos:

0 0
a[det(az‘j):sx?,] = a(an A1 —arz Do +G13A13)
0 0 0
= A — — N\yy— AN\ qa—
11ata11 128ta12 + 138ta13+
r 0 0 b r o 0 T e 0 7
—a —a —a —a —a —a
tan ot 22 ot 23 ~an a1 21 It 23 + ags ot 21 ot 22
| a32 ass | | a31 ass | | a3 azz |
22 as3 a1 @23 a1 22
tan | 9 0 —a12 | 9 0 taz | 9 0
— —a —a —a —a —a
i 6ta32 ot 33| L ¢ 31 ot 33| L ot 31 ot 32 |

13



! I ’
Q11 Q9 Qg3 a11 Q12 a3 a11 Q12 413

/ / /
=det | ag amp amp | tdet | ay ay ay | tdel | ay ay axp

! ! !
asy ase ass asy Gzz Aa3s Qgp Qgo (g3

= idet(afj)3><3 (110)

portanto o lema ¢é valido para n = 3.

Lema 2 Sejam F' um Fluzo de Cauchy, (Sk) uma sequéncia de elementos de superficie

que tende regularmente para S, entdo F(Sy) — F(S) quando k — 0.

Demonstragao: Note que, podemos escrever Sy = (S, —S)U (S, NS)e S = (S —S)U
(S N S) e calcular o fluxo F' para cada um desses elementos de superficie. Usando a
definigao 15 de Fluxo de Cauchy, segue que F(Sy) = F(Sx —S) + F(S,NS) e F(S) =
F(S—5k)+F(SkNS). Agora, calculando F'(Sg)— F(S), usando a desigualdade triangular

e, novamente, a definicao 15, obtém-se:
F(Sy) — F(S) = F(Sk, — S) — F(S — Sk)

0 < |F(Sk) — F(S)| < |F(Sk— S)|+ |F(S — Sk)| < c[A(Sk, — S) + A(S — Si)]
0 < [F(Sk) = F(9)] < cA[(Sk — ) U (S — Sp)]
agora, fazendo k — oo, temos pela defini¢ao 7, que a area da diferenga simétrica do lado

direito da igualdade acima tende a zero.

Logo, F(Sx) — F(S) quando k — oc.

Lema 3 Sejam A, B e C Conjuntos de Borel nao-vazios tais que AN B = C. Se C €

um congunto de medida nula, isto é, m(C) = 0, entao:
m(AU B) =m(A) + m(B) (1.11)

Demonstracao: Note que podemos escrever, AUB = (A— B)U (B — A)U (AN B),
obtendo assim uma unido disjunta, entao pela (defini¢ao 3, item 3-b), a medida de uma
unido disjunta é m(AU B) = m(A — B) + m(B — A) + m(A N B), agora, utilizando a
hipétese de que m(C) =0 e AN B = C, concluimos que m(AU B) = m(A) +m(B) como

queriamos demonstrar.
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1.3 Teoremas Técnicos

Teorema 1 (Teorema de Gauss) Seja 7: Q C R? — R3 um campo vetorial de classe
O através de uma superficie orientada OS), e n o vetor normal unitdrio e exterior d
superficie 0S). Entao:
/TndS:/di'deV (1.12)
o9 Q

Demonstragao: Veja [12].

Teorema 2 (Teorema de Schwarz) Se ¢ : U — R ¢ de classe C* no aberto U C R™
entao, para quaisquer i,j =1,....n e x € U, tem-se:
o ¢

Demonstragao: Veja [8], pdginas 67 - 68.

Teorema 3 Seja ) uma familia de abertos de R™. Se p € uma medida complexa de Borel
em R", entao:

a) p € diferencidvel q.s;

b) Dp € L'(R™;

¢) Para todo conjunto de Borel E

u(E) = i+ [ (Di)(a)da (1.14)
onde p1s L. m e (Dus)(x) =0 ¢.s.

Demonstracao: Veja [11], paginas 166 - 168.

Teorema 4 (Radon-Nikodym) Sejam p e A medidas o- finitas definidas numa o-
dlgebra 3 de subconjuntos de X e suponha que N << u, isto €, \ € absolutamente continua

com relacao a p. Entao existe uma fung¢ao nao-negativa f : X — R tal que:
\NE) = /fdu, VE€Z (1.15)
E

Sendo f unica q.s em [p]

Demonstracao: Veja [11], pdginas 128 - 132.
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Teorema 5 (Teorema de Fubini) Sejam Qy C R™, Qy C R™ abertos e f: Q) X Qy —

R uma funcao mensurdvel. Se f € L*(Qy x Q) entdo:

[ [ t@avdo= [ [ swizay= [ sz (1.16)

Q1 Q2 Qo U Q1 xQs

Demonstragao: Veja [11], pdginas 150 - 151.
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Capitulo 2

Euler e Navier-Stokes

2.1 Introducao

Este capitulo apresenta um pouco sobre a parte histérica de Euler, Navier e Stokes
bem como, as equacoes da Conservacao da Massa e do Momento que irdo culminar no
objetivo principal deste capitulo que é, a Deducao das Equacoes de Euler e Navier-Stokes.

As equagoes de Conservagao de Massa e de Momento permitem descrever a dinamica
de um fluido imcompressivel. A primeira tem como caracteristica o divergente do campo
de velocidades ser nulo. A outra nos dé a expressao de uma equacao diferencial parcial
nao-linear, que é muito conhecida por suas aplicagoes que é a Equacao de Navier-Stokes.
Esta, concebe a viscosidade do fluido como parte do sistema, ja na Equacao de Euler,

sera apenas considerado o fluido ideal.

2.2 FEuler e Navier-Stokes

Os matematicos e fisicos Leonhard Paul Euler, Claude Louis Marie Henri Navier e
George Gabriel Stokes, sao muitos famosos pelas suas contribui¢oes na matemaética, e em
muitas outras areas como na mecanica dos fluidos. Navier e Stokes deram seu nome a um
sistema de equagoes muitos importante na mecanica dos fluidos que tem véarias aplicagoes.

Agora descreveremos um pouco de cada um deles separadamente.

Leonhard Paul Euler nasceu no dia 15 de abril de 1707 em Basiléia, Suica. Estudou na
Universidade de Basiléia, orientado pelo também matemético Johann Bernoulli. Euler fez

importantes descobertas no campo da matemaética, em diferentes areas, como no calculo,
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nos grafos, também no campo das terminologias e notagoes que sao empregadas até hoje,
como as de funcao. Ele foi um dois mais prolificos matematicos de todos os tempos,
se toda sua obra fosse reunida, obteria dentre 60 a 80 volumes. Ele faleceu em 18 de
setembro de 1738, aos 76 anos na cidade de Sao Petesbusrgo, na Rissia.

Nascido em 10 de fevereiro de 1785, na cidade de Dijon, Franca, o matemaético e fisico
Claude Louis Marie Henri Navier entrou para Ecole Polytechnique no ano de 1802, sendo
aluno de Charles Fourier. Apéds, estudou na Ecole Nationale des Ponts et Chaussées em
1804, desenvolvendo problemas de engenharia relativos a construcao de pontes, alguns
anos mais tarde foi nomeado professor, em 1830. No ano de 1831 assumiu como professor
de cdlculo e mecanica na Ecole Polytechnique, sucedeu a Augustin Louis Cauchy entao
exilado. Dentre muitos trabalhos, suas contribuicoes estao principalmente realizadas com
a teoria da elasticidade geral. Entretanto, sua maior contribuicao é na mecanica dos
fluidos com as equagoes de Navier-Stokes.

O matematico e fisico Irlandés George Gabriel Stokes, se distinguiu pelas suas contri-
buic¢oes na dinamica de fluidos. Ele iniciou seus estudos na Trinity College Dublin, apds
mudou-se para a Inglaterra em 1835 e ingressou na Faculdade de Bristol em Bristol. Em
1849 tornou-se professor de mateméatica em Cambridge, apds, em 1851 foi eleito para a
Royal Society, e ganhou a medalha de Rumford daquela sociedade em 1852. Dentre suas
contribui¢oes na mecanica dos fluidos, na éptica e na fisica matematica se distinguiu pelo
Teorema de Stokes e as Equagoes de Navier-Stokes, sendo este o ultimo nome agregado
a conservacao de momento. Stokes, diferentemente de Navier, considerou as forcas de
atracao e repulsao entre moléculas quando publicou o seu artigo em 1822, quando as

equagoes de movimento para fluidos nao viscosos.

2.3 Deducao das Equacoes

A trajetoria descrita por uma particula, no espago material, pode ser expressa através
de uma curva continua em €y C R3. Entdo, seja )y a regiao do espaco ocupada por uma
porc¢ao de um fluido e seja ¢(z,t) uma fungao fluxo, tal que para todo zg € Qg a curva t
— ¢(x,t) indique a posicao que a particula ocupa no espaco em cada instante de tempo.

Podemos determinar a velocidade v(x,t) da particula, no instante ¢, ocupando a posigao
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x, por:

v(é(z0,1), 1) o, 1) (2.1)

— a (
ou seja, a velocidade sobre a trajetoria nada mais é que a sua derivada em um de seus
pontos.

Com esse fato vamos deduzir alguns conceitos que serao importantes para a dedugao

das Equacoes de Navier-Stokes.

Teorema 6 (Teorema do Transporte) Sejam ¢ : Q x (0,T7) — Q x (0,7) um di-
feomorfismo, f uma funcdao reqular definida em Q x (0,T) e Q; = ¢(Qo,t) uma regiao

onde se pode aplicar o Teorema da Divergéncia, entao:

%/f(x,t)dx:/(%{+fdiv U) (2, t)da (2.2)

Q¢
Demonstracao: Seja £y C R? um conjunto aberto e limitado, tal que a sua fronteira
seja suficientemente regular. Serd feita uma mudanga de varidveis, z = ¢;(y), entdo, na
integral do lado esquerdo em (2.2) uma integral independente do tempo, isto é:
Como supomos = = ¢;(y), temos dx = J(y,t)dy.

Neste caso, trabalhamos com instante de tempo ¢t = 0, logo:

9¢1 941 O
dy1  Oy2  Oys 100
— | Op2 92 0¢2 | — —
J(,0)=| 52 52 57 010/|=1
O¢3  O¢3  0O¢3 00 1

Oy1  Oy2 Oy
Entao, nao ¢é preciso tomar o valor absoluto do determinante jacobiano na mudanca

de varidveis da integral (2.2), como a integral é independente da variavel t, obtemos:

u / o, e = / F(6r(y). )T (4, t)dy (2.3)

Pela derivada do produto e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos:

0 0.
— [ GG 0.0 0dy + [ 16,05 0.0y (2.4
Qo Qo
Pela definicao de derivada material, obtemos:
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_ [Df

) Dt
Qo

()07 0y + [ 56000, %5 )y (2.5)

Calculando a derivada do Jacobiano, em relacao a variavel temporal para resolver a se-

gunda integral acima, obtemos:

9¢1 941 Ody

Oy1  Oy2  Oys
O oy= 2| oe 00 00
ot 7’ Ot | 0v1  0Oy2  9ys

O¢3  O¢3  O¢3
Oy1 Oy2  Oys

Utilizando o Lema 1, obtemos:

001 9941 99 [l 9¢1 [l
oJ 3 Ot Oy; Ot Oy2 Ot Oys 3 Oyt Oy2 Jys3
I E det O¢2 [eloh) 02 + E det | 8.9¢2 09 09¢2 9 9¢2
ot Oy 0y 0ys3 Ot Qy1 Ot Oy2 Ot Oys

= 99y Do 0oy k=t 99y Db Odg
0y1 Oy2 dys oY1 Oy2 dy3
991 91 991
3 oy Oy2 Oys
det | 062 902 o0m
+ Z oY1 0y2 oys3
k=1 8 0ps & Ops D I

Ot dy1 Ot dyz Ot dys

Agora, usando o Teorema de Schwarz e a regra da cadeia na equagao anterior, obtemos:

3i5y, W0 = 5, 5 1) = 5, (o(v. 0. )] = ; 5or Ty, (2.6)

Substituindo (2.6) na equacao matricial anterior, que é igual a a0 obtemos:

i 81)1 8¢k 81}1 c%k avl ad)k i
Oxy Oy1 Oy Oya  Oxyp Oys
B 23: ; Do oo O¢a
= et - e a3 +
P 8y1 3y2 ayi’)
L 8y1 3y2 ay?) 4
B 8¢1 aﬁbl 8¢1 i
0 0 0
+§:det 2%2 2%2 2§32 +
— ot Oy; Ot Oy, Ot Oys
= 093 3 O3
| Ou 0ys Jys |
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[ O 0, 0p1 T
oy 0y Jys
3
0 0 0
+Z det ®2 G2 ®2
k=1 TN
900 9085 0 0,
| Ot Oy, Ot Dyy Ot Oy
941 041 O 9¢1 041 91 991 041 O
o Oy1  Oy2  Oys 9 Oy1  Oy2  Oys 9 Oy1  Oy2  Oys
_ U ey 00n 00w | L TV | 9se 0sa 0en | 4 TUL | 00 00 96e
0xq Oy1  Oyz2 Oy 0xs Oy1  Oy2  Oys 03 Oy1  Oyz2  Oys
O¢3  O¢3  0Od¢3 O¢3 O3  O¢3 9¢3  O¢3  0Od¢3
dy1  Oy2  Oys dy1  Oy2  Oys dy1  Oy2  Oys
061 061 0¢1 | [ 001 081 91 | 061 0b1 061
9 Oy1  Oy2  Oys 9 dy1  Oy2  Oys 9 Oy1  Oy2  Oys
0, Oy1  Oy2  Oys 0xs oyr  Oy2  Oys 0xs dy1  Oy2  Oy3
9¢3  O¢3  0Od¢3 O¢3 O3  O¢3 9¢3  O0¢3  0Od¢3
Oy1  Oy2  Oys | L Oy1 Oy2  Oys | dy1  Oy2  Oys
961 061 061 | [ 001 001 001 | 961 061 061
9 Oy1  Oy2  Oys 9 dy1  Oy2  Oys P Oy1  Oy2  Oys
IUS | 06y 042 042 IUS | 06y 062 042 IUS | 06y 042 042
01, Oy1  Oy2 Oy 09 Oy1  Oy2 Oy 03 Oy1  Oyz2  Oys
O¢3  O¢3  O¢s O¢3  O¢3  O¢3 O¢3  Od3  O¢3
dy1  Oy2  Oys | dy1  Oy2  Oys | Oy1  Oy2  Oys
ov ov ov ov ov ov ov ov ov
= —J+ 0+ =0+ =0+ z—=J + =0+ =0+ ~—0 + —
8.771 (933'2 31'3 8:)&1 (9.1'2 6:153 8331 8.’13'2 81'3
ov ov ov
_ J( L 92 OUs
(91‘1 8902 81‘3
Entao, finalmente obtemos:
oJ
= Jdivv
ot

J:

(2.7)

Foi omitido, para simplificar a notagao, que o jacobiano e a sua respectiva derivada sao

calculadas no ponto (y,t), e o divv é calculado no ponto ¢((y,t),t),.

de calcular a segunda integral em (2.5), sendo:

/f (y,t

% vty = / £ (6 £)[(dive) (6(y. 1), )] (4, t)dy

Substituindo (2.8) em (2.5) e retomando a varidvel = = ¢:(y), obtemos:
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%/f(x,t)d:c:/(%{—i—fdiv U) (z,t)dx (2.9)

Qt

concluindo a demonstracao.

2.4 O Classico Teorema de Cauchy

Teorema 7 Seja Q C R um conjunto aberto e limitado, suponha que s : Q x S? — R?
¢ uma fungdo continua em x € Q. Além disso, seja f : Q — R3 uma funcdo limitada

que satisfaz a lei do balanco

/s(z,n(x))dAm + /f(x)de =0
o0 Q
onde n(x) € o vetor normal exterior a Q0 no ponto x € 0N, entao s(x,n) € linear em n.

Isto é,

s(z,n) = S(x)n

onde S : R — R3 € uma transformacao linear.

Demonstracao: A fim de estender a hipétese de Cauchy a todo vetor de R? consideremos

a funcao:
luls (ﬂ,x> ,seu # 0
s(u,z) = |u|
0 ,seu =0

onde o parametro t foi omitido para simplificar a notacao.

Sera demonstrado que para todo = da regiao de escoamento, a fungao s(u, x) definida
anteriormente é linear em n. Para isso, consideremos um ponto z interior a regiao de
escoamento, os vetores unitarios u; e uy linearmente independentes, e os escalares €,6 > 0
e suficientemente pequenos. Agora consideremos os planos II; que passa por xy com
normal uq, IIy que também passa por zy com normal us e I3 que passa por xy + €us com
normal ug = —(uy + us).

Seja R a regiao limitada por os planos citados acima e pelos planos 114 e II5 paralelos

com normais uy = m e us = —m com distancia § de xy. Observe a (2.1):
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Figura 2.1: Intersecao de IIy, II,, I13
Entao a fronteira da regiao R é dada por:
5
orR =S (2.10)
i=1

onde S; é a face de R cujo vetor normal é u; com ¢ =1, ..., 5.
Se na figura anterior for feito um corte transversal por um plano II paralelo a uy e us,

obtem-se a figura (2.2):

Figura 2.2: Corte da figura 2.1

I1 ~
Como o angulo 2 + B é externo ao triangulo AOF, conclui-se que OAB = . O

I1 ~
angulo 3 + a é externo ao triangulo OB F', obtem-se OBF = «. Logo os triangulos AOB
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e OCD sao semelhantes, ou seja:

AAOB ~ AOCD

Portanto,

|ua| _ || _ Jus|
OB OA AB

Implicando que:

|ua _ || _ Jus|
OB2a OA2a AB.2a

entao, se «; denota a area da superficie S;, teremos:

|1 _ |us| _ |us|
a1 a2 a3

Isolando «ay, © = 1,...,5 em funcao de a3 obetém-se:

| | || o _043|€U3| €|us|
20 2 46

O volume da regiao R é dado por:

€|u €|u
Vol(R) = |463|04326: |23|a3
Por outro lado,:
5
/s(n,x)de = Z/s(n,x)de
OR =g,
5
/51 n, ) m,/s (n, x)de,/ 3(n,z)dS,)
=g, S, S;

onde s;, j = 1,2,3 é a componente j de s.
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Como s ¢é continua em x por hipdtese, temos que cada uma de suas componentes s;

tembém sao. Aplicando o Teorema do Valor Médio para integrais a cada uma de suas

7 € S; o ponto onde o

%

componentes, no vetor

] relativo a face S; e considerando z
U

Teorema é valido, obtemos:

€ |U3|a
2 3
(2.17)

Us

T %

—Zs( <k

=1

5
izl <Sl(m7 I’%)Oél, S?(ma I'?)OCQ, S3(m7 I’?)Oég)

onde z} = (z}, 22, x?).

[ g )

Substituindo em (2.17) os valores de «; calculados em (2.14) obtemos:

U u; u elu
s(—= as’-‘)|—1|oz3 + s(u—B, xh)az + s(m, QZZ)MCM;J, + s(—m, )

€|us| < k:e |us|
ui| """ Jus] |us 49

45 B SV
(2.18)

=1

Abrindo o somatorio e multiplicando ambos os membros da desigualdade anterior por
44

ol obtemos:
Uu3|s
U1l % 45|U1| U9 « 45|UQ| Uus % 45|U3| * %
s(|u1| x}) P s(|u2|,x2) e —|—s(|u3|,x3) PE + s(m, x})e + s(—m, z%)e| < 2kde
(2.19)
4(5 U1 % U9 « us % % «
[us? !U1|S(m>$1)+ \U2|3(w’xz)+ !U3|5(w>$3) + €[s(m, z}) + s(—m, x5)]| < 2kde
(2.20)

Conforme foi definida a fungao s temos:

46

W[S(ul, 1) + 5(ua2, v3) + 5(us, 23)] + €[s(m, x3) + s(—m, 23)]| < 2kde  (2:21)
3

Fazendo 6§ — 0 na equacao acima, obtemos:
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lels(m, z3) + s(=m, z35)]| = 0

Como € > 0, implica:

S(ma le) - _S(_ma I;)

Fazendo € — 0, temos z; — x¢ e x; — x( portanto:

s(m,xg) = —s(—m, xg) vm € R?

Em (2.21) fazendo € — 0 depois 6 — 0 obtemos:

s(uy, x7) + s(ug, 235) + s(ug, x3) =0

ou seja, isolando obtemos:

s(=(u1 +ug), 3) = —s(uy, 27) — 5(us, 3)

Agora, fazendo 6 — 0 na equagao acima, obtemos:

s(—(u1 + u2), xg) = —s(u1, xo) — s(ua, o)

De (2.24) temos:

s((uy + ug), o) = s(u1, zo) + s(ug, o)

logo, s ¢ aditiva para vetores L.I.

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Mostraremos que dado o € R tem-se s(au,x) = as(u,z) para todo u € R?. Conside-

remos 3 casos para o € R e aplicaremos a defini¢cao da fungao s.
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a=0=s(0.a,z) = s(0,2) =0=0.5(u,x)

a>0= s(au,z) = |auls (%,z) =alul=s <%,x) = as(u, z)
a<0=s(au,x) = |ouls (%,x) =alul = s (—ﬁ,x) =
au u
u
= lalluls (5. = “lals(u.) = as(u. )

Agora, mostraremos que s é aditiva para vetores nao necessariamente L.I. Suponhamos

u; € ug vetores L.D. Assim uy = ku; com k € R.

s(up +ug,x) = s(up + kuy,z) = s((1+ k)up, ) = (1 + k)s(uy, x) =
= s(uy,x) + ks(uy, ) = s(uy, x) + s(kuy, z) =
= s(uy,x) + s(ug, )

Mostraremos que existe uma fungao matricial S(x,t). Se B = ey, 9, €3 é base canonica

do R? entao existe uma matriz S(z,t) que representa a transformacao linear s, logo:

s(xz,t,n) = S(z,t)n (2.29)

concluindo a demostracao do teorema.

2.5 Conservacao de Massa e Fluido Incomprossivel

Nesta secao teremos como resultado principal a equacao da continuidade para fluidos
incompressiveis. Para encontra-la admite-se o principio da conservacao de massa, que é.

“A massa de um fluido varia no interior de uma regiao 2, em relacao ao tempo,
igualmente ao fluxo do fluido através da fronteira 0€2 de Q7.

Isto sera expresso matematicamente através de uma lei empirica da fisica:

pP=v (2.30)

onde p é a densidade, M a massa e V é o volume.
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Com isso, define-se a massa de uma porcao de fluido, numa regiao {2 e num instante

de tempo ¢t por:

M(t) :/p(x,t)d:z (2.31)
0

Neste caso a massa é considerada constante, e a hipotese de que ela se conserva se

traduz na seguinte equacao:

/p(x,O)dx:/p(a:,t)dx (2.32)

Assim a taxa de variacao de massa em relacao ao tempo é:

d
e E/p(x,t)dm =0 (2.33)

pois a massa é constante.
Por outro lado, supondo que a densidade p é uma funcao de classe C*°, aplicaremos o

teorema do transporte na equagao anterior, obtendo:

/ o, t)d = / (% + pdivv) (2, )dz = 0 (2.34)

Qt Q0

A continuidade da funcao densidade pode ser justificada fisicamente, por que ela nos
informa sobre a compacidade da substancia de que é feito um corpo. Além disso, se €2 é
um aberto ocupado pelo fluido no instante ¢, entao existe um €2y aberto, e por um teorema
da andlise no R™ a imagem inversa é continua , ou seja, () = Q e ¢; é continua. Como
a integral (2.34) ¢é nula, a fungao integrando é identicamente nula, disto segue a equagao

abaixo, denominada equacao da conservacao da massa.

D
Ff + pdive =0 (2.35)
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Utilizando a definicao de derivada material e também a identidade vetorial:

div(pv) = yp - v + pdive (2.36)

Com isso, podemos escrever (2.36) como:

0
8—'; +vp v+ pdive =0 (2.37)

Agora, utilizando (2.36) e (2.37) obtem-se:

dp
ot

Assim, obtemos que (2.38) e (2.35) sao equivalentes, ou seja:

+div(pv) =0 (2.38)

Dp . Op .
Di + pdive = yn + div(pv) (2.39)

sendo denominada como equac¢ao da continuidade. Além disso, para que o volume de

qualquer porcao de fluido seja preservado pelo fluxo, deve ser satisfeito que:

d
— = 2.4
o dx =0 (2.40)

Q

Agora aplicando o teorema do transporte na equagao anterior, obtém-se que:

d
7 dx = /divvdw =0 (2.41)

Q Qo

Como a integral é nula em todos os pontos de €2y, concluimos que:

dive =0 (2.42)
A reciproca é verdadeira, ou seja, se vale (2.22) e (2.20), o fluido é incompressivel.
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2.6 Conservacao do Momento

A Fisica Classica diz de forma empirica que a quantidade de momento linear é tal que:
P = muv, onde P é a quantidade de momento, m é a massa do corpo e v é a velocidade.
Além disso, a densidade é uma funcao de classe C*° e a velocidade do fluido é uma funcao

continua, podemos chegar que tal relacao pode ser expressa por:

P = /p(x,t)v(x,t)dx (2.43)

Forcgas agindo em €;:

i) Forgas externas: Seja pf(z,t) a densidade de volume de forgas externas atuando na
regiao (2.
Neste caso F(t) = [ pf(z,t)dx forne a forga atual em €, no instante de tempo ¢.

Q

ii) Forcas internas: Desprezando o atrito e outros tipos de forcas do movimento das
particulas, denotaremos 7(x,t,n) o campo de tensoes das forcas de contato que atuam
por unidade de area em uma superficie perpendicular ao vetor normal unitario n.
Entao a forca do restante do fluido sobre o fluido que ocupa a regiao €2;, delimitada pela
superficie 99, cujo vetor normal unitdrio exterior é n, é dada por: F(t) = [ 7(z,t,n)dS,.

o

Pelo Teorema de Cauchy, se o fluido satisfaz a Segunda Lei de Newton, o campo de

tensoes T depende linearmente da normal unitaria exterior da superficie 0€2, ou seja, existe

uma fun¢do matricial S(z,t) tal que:

7(z,t,n) = S(z,t)n. (2.44)

Observacao: Como 7 = Sn, devemos ter 0f); superficie orientavel, caso contrario o

teorema de Cauchy nao faria sentido.

Com isso, a Segunda Lei de Newton pode ser representada como:
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% pvdx:/pfdva/Snde (2.45)

Qq Oy 00

Aplicando o Teorema do Transporte no lado esquerdo da igualdade e utilizando o Te-

orema de Gauss na integral de superficie que aparece no segundo membro, obtemos:

/ (%(pv) + (pv) divv) dr = /pfdx + /DiVde (2.46)
Q Q¢ Q

Pela continuidade do integrando:

/ (%(Pv) + (pv) dive — pv — Div(S)) ~0 (2.47)

Disto, temos que:

%(pfu) + (pv) dive — pv — Div(S) =0 (2.48)

Entao, pela equagao da conservacao de massa (2.35) e utilizando que

D(pv) — D(p) D(v)
Dt~ Dt ' TP Do

encontramos:

pF: = pf + DivS (2.49)

que ¢é a Fquacao da Conservacao do Momento.

2.7 Equacao de Euler

Nesta secao serao feitas algumas hipéteses adicionais, com isso sera deduzida a Equagcao

de Euler a partir de fluidos nao-viscosos. Suponhamos que as forcas internas atuam apenas
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perpendicularmente a superficie 9€);. Desprezando o atrito e a viscosidade do fluido, tem-
se que o vetor Sn é paralelo ao normal unitario n. Para representar esta situacao fisica e

geometricamente dizemos que existe uma fungao continua p(x,t) de modo que:

S(z,t) = —p(x,t)I (2.50)

onde I é a matriz identidade e p é a pressao exercida em 0€);, na posicao x, no instante
de tempo t. O sinal negativo na equagao (2.50) é o resultado matemdtico que traduz a
situacao fisica sobre a superficie de contato.

Além disso, suponha que o fluido é incompressivel, entao, usando as equagoes da con-
servacao de massa e da conservacao do momento, podemos escrever a Equacao de Euler,

de um fluido cujo divev = 0, para isso calcula-se o DivS obtendo:

DivS = (divly, diviy, divis)” (2.51)
) Op dp Op

DivS = |~y — 2 — 2.52
v ( oxr, Oxy’ 3x3) (2.52)

omitimos, por simplicidade, os argumentos (x,t). Se substituirmos este resultado na

equagao (2.49), obtemos:

Dv
= _ _ 2.
th Pf V44 ( 53)

Agora, usando a definicao de derivada material, obtemos:

ov
P tPwV)v=pf —p (2.54)

divy =0

que é conhecida como Equacao de Euler para fluidos nao-viscosos e incompressiveis.
A equacao anterior estd associada a segunda lei de Newton, ou seja, o lado esquerdo
da igualdade representa o produto da massa pela aceleracao e o lado direito, a resultante

das forgas que atuam sobre o fluido, dividida em forcas internas e externas. Na equacao
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surge o termo nao-linear p(vyy)v, tal termo é devido a descri¢ao Euleriana e representa a
variacao da velocidade no ponto z, que é ocupado por particulas possivelmente diferentes

a cada instante.

2.8 Equacao de Navier-Stokes

Para trabalharmos com fluidos newtonianos, devemos determinar um formato para
matriz S de modo que inclua a viscosidade nos calculos. Suponhamos inicialmente que a

matriz em questao ficara em determinada fisicamente de acordo com a equacao:

S = —pI + p/ (divo)] + pu(G + GT) (2.55)

/ ~ . . . ’
onde p e p sao constantes associadas a viscosidade do fluido e dependem da temperatura,
a matriz G é tal que cada uma de suas linhas é o gradiente em cada uma das direcoes vy,

V9, V3 respectivamente, ou seja:

V1
G=| v (2.56)

V3
Agora, vamos calcular o DivS e substituir na equagao (2.55), como estamos traba-

lhando com fluidos incompressiveis temos divev = 0, logo:

DivS = — v p + uDiv(G + G') (2.57)

Mas, Div(G + G*) = Av, entao:
DivS = — 7 p+ pAv (2.58)

Substituindo (2.58), na equagdo da conservagdo do momento (2.49), encontraremos o

sistema de equagoes:

Dv

Py = P — P+ pdv (2.59)
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div=20

conhecido como Equacao de Navier-Stokes para fluidos viscosos e incompressiveis.
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Capitulo 3

O Teorema de Cauchy na Mecanica

dos Fluidos

3.1 Introducao

Este capitulo contém os resultados mais importantes deste trabalho, todos baseados
no Cléssico Teorema de Cauchy (teorema 7). Apresentamos algumas propriedades nao
triviais da densidade, onde enfraquecemos as hipoteses do teorema 7. Também apresenta-
se uma nova versao do Teorema de Cauchy e o teorema 13, onde verificamos que um Fluxo
de Cauchy obedecer a uma lei de balanco, é condi¢ao necesséria e suficiente para que esse
Fluxo seja Fracamente Balanceado. Conclui-se este capitulo com alguns exemplos, o
exemplo 2 mostra que se no teorema 12 tirarmos a hipotese da continuidade, nao teremos
a linearidade da f. Apds definirmos funcao geradora e funcao fracamente linear, nos
exemplos 3 e 4 citamos uma funcao geradora que nao é linear e uma funcao geradora para

um Fluxo de Cauchy Equilibrado que nao é Fracamente Linear, respectivamente.

3.2 Propriedades da Densidade

Teorema 8 Sejam I um Fluzxo de Cauchy Fracamente Balanceado, S C R um elemento

regular de superficie, entio F(S) = —F(=S) e a fungdo x — F(S + x) € continua.

Demonstracao: Notemos que F(S + z) serd calculada nos pontos x, onde S + = sera
um elemento de superficie, tal que S+ C R. Como S é regular, entao, para todo x € A

que pertence ao dominio da funcao x — F(S + x), existe § > 0 tal que B(z,d) C A,
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pois pequenos deslocamentos de S + x ainda resultarao em um elemento de superficie
contido em R. Sendo S C R um elemento de superficie poligonal, ou seja, S = (P, n),

dado z € A, € > 0, definimos os sélidos By, By, B por:

By = U (P + an)

a€l0,€]

B, = U (P — an)

a€l0,€]

B =B, U DBy

B4 — &

\

n ~Z>

B,

/_

Figura 3.1: Cubo

Notemos que —S e S sao faces de By e Bs, respectivamente, de acordo como aponta
o vetor normal n. As tnicas faces de By e By que nao coincidem com nenhuma face de B

sao —S e S, de onde obtemos a seguinte igualdade:
F(0By) + F(0By) — F(0B) = F(S) + F(-S) (3.1)

Agora utilizaremos a desigualdade triangular, a hipétese que F é um Fluxo de Cauchy
Fracamente Balanceado e a construgao do sélido onde: V(B;) = A(P)e ; V(By) = A(P)e
e V(B) = A(P)2¢ em (3.1), obtendo:
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[F'(S) + F(=9)] |F(9B,) + F(0B,) — F(9B))]

N

[F(0B1)| + |[F(0By)| + | F(9B)]

N

cV(By) + cV(By) + ¢V (B)

c[A(P)e + A(P)e + A(P)2¢]

N

c[4eA(P)] (3.2)

Agora em (3.2), fazendo € — 0, obtemos:

F(S) = —F(-8) (3.3)

Agora, vamos mostrar que a fungao x +— F(S + x) é continua. Antes disso, mostrare-

mos algumas afirmacoes que serao tteis para prova desse resultado.

Afirmagao 1: Paraxz € Aey € B(x,0) C A, tal que (y — x).ng = 0 os elementos de
superficie S' 4+ x e S + y sao compativeis.

Consideremos, © € A ey € B(z,d) C A, tal que (y — z).n, = 0, seja S um CPO,
mostraremos que S + x e S + y estdo no mesmo plano, ja que eles possuem mesmo vetor
normal, entao serao compativeis. Ou seja, vamos mostrar que dados ¢; € S+x e ¢ € S+y
vale (q1 — g2).ng = 0. Podemos escrever, ¢; = s1+ e ga = So+y com $1, Sp pertencentes

a S. Entao:
(1 —q)mns=((s2—81)+ (y—x))ng = (ss —s1)ngs+ (y —x)ng,=0+0=0.

Afirmacao 2: Sejam S5; um elemento de superficie, para ¢ = 1,2,...,n. Entao

3 F(5) < (e — ol
Pela defini¢ao (11), temos |F(S;)| < cA(S;). E usando a desigualdade triangular obtemos:
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1> F(S)l < Z|F(Si)|

=1
n

> cA(S))

i=1

N

N

¢  BASE(S;)ALTURA(S;)
=1

clz —y|p(S) (3.4)

N

concluindo a afirmacgao 2.

Agora, utilizando a afirmagao 1 e a defini¢ao (14), obtemos a seguinte desigualdade:

[F(S+x) = F(S+y)| < [F(S+a)[+[F(S+y)
< CcA(S +x) + cA(S +y)
c[A(S+ )+ A(S +y)] (3.5)

N\

Esta relagao coloca a norma do fluxo em funcao das areas, entao podemos majorar

seu valor por A(S) como sendo a area formada entre os elementos poligonais de superficie

S+ x e S+ y que também serd um elemento poligonal de superficie. De onde segue que:

AS+z)+A(S+y) < A(S)

< |z —ylp(S) (3.6)

Observemos que, sempre é possivel fazer a majoracao de S + x e S + y independen-
temente da forma poligonal. Agora, substituindo (3.6) em (3.5), mostraremos que vale o

seguinte resultado:

[F(S +2) = F(S+y)| < clz —ylp(S) (3.7)

Agora, tomando y € B(z,d) C A, tal que (y —z).n,; > 0 e consideremos o sélido B de
acordo com a figura 3.2, cujas faces superior e inferior sao —S + x, S + y respectivamente

e cujas faces laterais sao Sy, Ss, ..., S, com n € N. Assim, obtemos:

F(OB)=F(S+y) +F(-S+z)+ Xn:F(Si) (3.8)

=1
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-S4+

Figura 3.2: Cunha

Observamos que para o caso (y — x).ng < 0 este resultado também é valido.

Utilizaremos a afirmagao 2, a defini¢ao 16, e a desigualdade triangular, obtendo:

|F(0B)| < ¢V(B)
IF(S+y)+ F(=S+z)+ > F(S)| < cAS)|z—y|
i=1
[F(S+y)+ F(=S+z)| =) F(S)| < cA(S)z -yl
i=1
[F(S+y)+ F(=S+a)] < cAS)|z—yl+])_ F(S)
i=1
[F(S+y)+F(=S+z)| < cA(S)]r —y|+clz —ylp(S)
[F(S+y)+ F(=S+x)| < dz—yl[AS) +p(5)] (3.9)
Sabemos, da definigao de elemento regular de superficie que —S+x = —(S+z) e pela
primeira parte da prova deste teorema, temos que vale a igualdade F(S+x) = —F(—S+x).
Entao, a equagao (3.9) fica determinada por:
[F(S+y) = F(S + )| < dz —yl[A(S) + p(S)] (3.10)

Concluindo assim, por (3.10) que (3.8) é vélida para todo y € B(x,0) C A, mostrando
que essas desigualdades sao sempre satisfeitas quando S é um elemento poligonal de

superficie.
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Para finalizar, usaremos a hipdtese de que S é um elemento regular de superficie,
entao pela definigao 12, existe uma sequéncia (Sy) de elementos poligonais de superficie,
tais que, Sk tende regularmente para S, e p(Sg) < ko. Assim, pelo lema 2, tem-se que
F(Sk) — F(95) e ainda deste teorema, pela primeira parte, S satisfaz F'(S) = —F(=2S5).

Além disso, seja x € D(S), onde D(S) = {x € R®: S+ 2z C R} tome y € B(x,8) C
D(S), como S e Sy sdo compativeis, notemos que S C S = D(S) C D(Sk) e B(z,d) C
D(Sk). De fato, seja z € D(S), entdo S + z é um elemento regular de superficie de R,
como Sy C S, entdo Sk + z C R, logo z € D(Sk), concluindo que se, B(z,d) C D(S5),
entao B(x,d) C D(Sy), o que implica, da equagao (3.10) que:

[F(Sk+y) = F(Se+ )] < clz—y|[A(Sk) + p(Sk)]
< clr = yl[A(S) + Kol
< ol — vyl (3.11)
onde a € R.
Como (S}) tende regularmente para S, entdao tomando z € B(x,¢) implica a convergéncia
regular de (S + z) para S + z. Entao, pelo lema 2, F(S, + z) — F(S + z2), logo, para

todo = € A, temos:

|F(S+vy)— F(S+z)| <alr—1y| (3.12)

demonstrando, portanto que a fungao x — F(S + x) é continua.

Teorema 9 (Propriedades da Densidade Média) Seja F' um Fluzo de Cauchy Fra-

camente Balanceado, entao a funcgdo:

friRox S — R (3.13)

(x,r,m) — fr(z,n)

€ continua, separadamente, em cada uma das suas varidveis independentes. Além disso,

para todo x € R, e para qualquer par de vetores unitdarios m, n tem-se:
|fr(z,m) — fr(z,n)| < cB(2+7) (3.14)

onder € R e € o angulo entre os vetores m, n.
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Demonstracgao: Primeiramente, vamos mostrar que f, é uma funcao continua da posicao,
isto é, para todo, z € R, a fungdo = — f.(z,n) é continua. Para isso, consideremos o
disco orientado D,.(z,n), com raio r, centrado em x e normal unitaria n, se este disco é
um elemento regular de superficie, pelo teorema 9, para todo y € R, D,.(x,n) +y C R,
é um elemento de superficie e a fun¢ao © — F(D,(x,n) + y) é continua, agora utilizando
a definigdo (17), nota-se que f, é separadamente uma fungao continua de posigao, pois é
o quociente de fungoes continuas de posicao, ja que a area do disco é constante, entao f,
é continua de posic¢ao.

Agora, mostraremos que f, é continua em r, escreveremos D, para denotar D,(z,n),
considerando uma sequéncia qualquer de nimeros reais (d,), de modo que se 6y — 0, entao
D, 15, — D,. Entao utilizando o lema (2) segue que F(D,.s,) — F(D,), quando d; — 0,
ou seja, obtemos a continuidade da fun¢ao r — F(D,) e, novamente pela defini¢ao (14),
concluimos que a fungao r — f,.(z,n) é continua.

Finalmente mostraremos a continuidade da fungdo n + f.(z,n), para isso conside-
remos os discos orientados com centro em x € R, e raior r que sao elementos regulares
de superficie denotados D(m) e D(n por simplicidade. Além disso, esses elementos serao
escolhidos de forma que os vetores unitarios, m e n formem um angulo 6 < g, de acordo

com a figura 3.3.

Figura 3.3: Discos Orientados

Com esta construgao temos D(m) N D(n) # ¢, denotemos esta intersecgdo por d =

diametro dos discos e, denotemos os subelementos D;(m), Dy(m), Di(n), Dy(n) de D(m)
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e D(n) respectivamente delimitados por d. Agora sera dividida a circunferéncia de cada
um dos discos em 2k arcos de mesmo comprimento, assim d serd uma diagonal comum

dos dois poligonos inscritos em D(m) e D(n) de acordo com a figura 3.4.

Figura 3.4: Cunha By

Com essa divisdo teremos as poligonais P, em D(m) e P, em D(n). Notemos que em
cada uma dessas poligonais obtemos os subelementos Dii(m), Dor(m) em P e Dyx(n),
Dor(n) em P,. Denotaremos p = m,n e Dy (p) com i = 1,2 e k € N, como esses sube-

lementos sao delimitados por d, temos P;ND;(p) = D;,(p). Aplicando o lema (2) obtemos:

F(Dir(p)) = F(Di(p)) (3.15)

parai=1,2 e k € N, quando k — oo.
Agora consideremos o sélido By, acima em formato de cunha, fixemos n € N, neste
caso os elementos de superficie Dy, (m), Dy (n) e Si, S, ..., Sy, sao faces de Bg. Analisando

o volume da cunha formada por D;(m) e D;(n), pelo V(esfera) = 477 como 6 < g, segue

2
que V(cunha) = 57"39, entao:

V(By) < §r39 < gr?’e (3.16)

Como as faces laterais deste solido sao k + 1 poligonais (2 triangulos e k — 1 parale-

logramos) dados por Si,Ss, ..., S,. Utilizando regra de trés notamos que a drea do fuso
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formada por Di(m) e Di(n) é 21?6, ou seja:

ZA(S') = ET + 27“ 24 2r%0 = r*(7 + 20) < 70 (3.17)

Temos que:

F(0B) = F(Dyx(m)) + F(=Dii(n)) + Z F(S (3.18)

como |F(0By)| < ¢V(By), utilizando, pelo teorema 8 que F(—le( )) = —F(Dx(n)) e

a desigualdade triangular, obtemos:

|[F'(D1x(m)) — F(Dix(n))] — | Z F(S By) (3.19)

Agora utilizando (3.16) e (3.17) obtemos a segumte desigualdade:

1
|F(D1x(m)) — F(Dyr(n))] < 57?7’390 + 0 (3.20)
1
< §7r7’200(2 +7)

Aplicando (3.15) na desigualdade anterior, obtem-se o seguinte:

|F(Dy1(m)) — F(D1(n))] < %7‘(7”396 + crr?6 (3.21)
< %71'7"290(2 +7)

Note que os elementos Daog(m) e Dox(m) satisfazem a mesma desigualdade, ou seja:

1
|F(Da(m)) — F(Dy(n))| < §7T7“390 + cmr?6 (3.22)
< %71'7’200(2 +7)

Agora escreveremos D(m) e D(n) como uma uniao disjunta de elementos de superficie,

depois aplicaremos a propriedade (CII) da definigao (15), obtendo:

D(m) = (Di(m) — Dy(m)) U (Do(m) — Di(m)) Ud
F(D(m)) = F(Di(m)+ Dy(m)) + F(Dy(m) — D1(m)) + F(d)
(3.23)
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D(n) = (Di(n) — Da(n)) U (Da(n) — Di(n)) Ud
F(D(n)) = F(Di(n)— Dy(n)) + F(Dy(n) — Di(n)) + F(d)

(3.24)

Subtraindo F'(D(m)) — F(D(n)) tomando a norma e utilizando a desigualdade trian-

gular, obtem-se:

[F(D(m)) = F(D(n))| < |F(Di(m) = F(Di(n)| + [F(Dz(m) — F(Da(n)]

< 7r¥c(2 4 1) (3.25)

Como A(D(m)) = A(D(n)) = 7r?, dividiremos a equacdo anterior por este valor,

chegando que:

[F(D(m)) = F(D(n))|

mr?

< 0c¢(2+7) (3.26)

Utilizando a definicao de Densidade Média, obtemos a prova da continuidade da funcao
n+ f.(x,n), para um angulo 6 agudo, pois:
F(D F(D
(D(m)) — (D(n)) = |fr(x,m) — f.(x,n)| < 0c(2+7) (3.27)

T2 mr?

. ™ . s
Agora consideremos o caso em que 5 < § < 7. Seja p um vetor unitario, gerado pelos
vetores m, n de forma que 6; é o angulo entre m, p e #, é o angulo entre p, n, de forma

que #; = 05, notemos que para esses angulos vale a desigualdade anterior, isto é:

|fr(x7m)_fr(x’n)| = |fr(x’m)_fr(x7p)+fr(x7p)_fr(xvn” (328)
< |fe(z,m) — fi(z,p)| + |fr(z,pP) — fr(z,n)]
< 2c0(2+7)

como queriamos demonstrar.

Teorema 10 (Propriedades da Densidade) Seja F' um Fluzo de Cauchy com densi-
dade f, entao para cada elemento de superficie S temos: F(S) = [ f(x, ns)dA,. Além
S

disso, se F' é fracamente balanceado entao f(x,n,) existe quase sempre para x € R.
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Demonstracgao: A prova da primeira parte decorre do teorema de Radon-Nikodym pois
F é absolutamente continua em relagdo a f, assim como o fato de que f(x,n,) existe
quase sempre para = € II onde IT é uma secgao transversal e f(.,n,) € L'(II).

Agora se F' é Fracamente Balanceado, pelo teorema anterior, temos a continuidade da
fungao r — f.(z,n). Sera verificado que todo ponto x € R é de densidade, ou seja, existe
o limite da definigao (19) e para todo vetor n, o par (x,n) é um par de densidade.

Considerando ng € S?, r € R, v € Q, definidos da seguinte forma.
R(no) = {z € R lim £, (2,m0) = f(z.n0)}
R(no) = {z € R;r' € Qlim f(x,n0) = f(z,n0)}

r'—

Defina f(.,n,) : R(n) — R? tem-se R(ng) C R'(ng). Como r — f.(x,n) é uma fungao
continua, entdo R'(n) = R(n).

Seja R > 0 com R, # (), (basta r ser pequeno o suficiente). Desde que Vg < r vale
R, C R, e como = — fy(x,n) ¢é continua em R, entdo f,(.,n) é continua em R, C R,

tem-se: R = | R,.

r>0
Afirmacao: R= |J R:1
k=1 "
Como {Ry : k € N} C{R, : r >0}, entdo: |J R1 C U R, =R.
k=1 r>0
Por outro lado, dado x € R = |J R, entdao = € R,, para algum R,,. Seja ky € N
>0
tal que % < 1o implica que R,, C R%‘ Entao = € R% portanto z € R%. Portanto
0 0
U R Cc U R:. Assim:
r>0 k=1 "
R=|JR: (3.29)
k=1

Como f(.,n,) € L'(II) para cada secgao transversal, decorre do Teorema de Fubini

que V(R — R(n)) = 0. Concluindo que f(z,n;) existe quase sempre para x € R.

Teorema 11 Seja F' um Fluzo de Cauchy Fracamente Balanceado, entdo as sequintes
afirmacoes sao equivalentes:
(i) F' tem densidade média uniforme;

(i) F' tem densidade f em todos os pontos e € uma fungdao continua da posi¢ao.
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Demonstracao: Supondo que F tem densidade média uniforme, dados z € R, n €
S% fy(z,n) é uma funcio de Cauchy em r > 0 entdo existe lim, .o f.(z,n) = f(z,n).
Portando F tem densidade f em todo ponto z € Re V n € S2.

A continuidade de x — f(z,n) decorre da desigualdade.

[f(@,n) = f(@' )] < |f(z,n) = fr(z,n) + frlz,n) = fi(2,n) + fo(2', n) = f(2',4330)
< |f(ZE,TL) - fr<m7n)| + |fT(ZL‘,TL) - fr(m/an” + |fr(m/’n) - f(xl>n)|
< 3 + 3 + 3
< €

Quando r — 0, pelo limite visto anteriormente, e da continuidade da funcao f,(.,n)
de acordo com o teorema 9, verica-se que f é uma fun¢ao continua da posicao.

Reciprocamente, seja F' um Fluxo de Cauchy Fracamente Balanceado que tem densi-
dade f ez — f(x,n) é uma func¢do continua da posi¢ao, entao, pela defini¢ao da densidade
média, obtem-se:

|f(z,n) — fo(z,n)| = | f(z,n) - (3.31)

Agora, utilizando o teorema das propriedades da densidade, conclui-se que, a equagao

anterior fica:

f [z, n>dAy f [y, n)dAy f (f(z,n) — f(y, n)>dAy
— . = : (3.32)

Agora utilizaremos a desigualdade triangular para integrais e a propriedade de supremo,

ou seja, | f(z,1) — f(y,m)| < sup |f(z,m) — f(y,n)], encontramos:
yED,(x)

[ sup [f(z,n)— f(y,n)

DT(.Z’,I’I) yEDr(x)
A(D;(z,n)

< sup |f(z,n)— f(y,n)|
yEDr ()

|f($7n) - fr(x>n)|

IN

dA, (3.33)
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Agora, dado € > 0 exite § > 0 tal que:

|fr1($an)_fr2(xvn)| = |f,,1(x,n)—f(x,n)+f(x,n)—fm(x,n)|
< |fr1(x,n)—f(x,n)]+|f(x,n)—fm(x,n)|
< suwp  |f(z,n)— f(y,n)[+ sup [f(z,n)— f(y,n)|

yeD?"1 (z,n) yEDTQ (J',vn)

2 sup |f(x,n)—f(y,n)|
yEDyr(x,n)

€ (3.34)

IN

A\

onde r = maz{ry,ro}, desde que |x — y| < ry,re < 0.
Desde que f(.,n) é uniformemente continua em cada conjunto da forma R; com [ > 0
e dado um compacto K C R existe r > 0 tal que K C R, entao F' tem densidade média

uniforme.

3.3 Linearidade da Densidade

Defini¢ao 23 (Linearidade) Seja F' um Fluzo de Cauchy com densidade f. Dizemos

que [ € linear em x, se x € um ponto de densidade e a funcgdo
flz,):8* —R?

tem a forma f(x,n) = T(x)n para todo n € S?, onde T(x) : R® — R3 é uma trans-

formacgao linear.

Exemplo 1: (Fluxo de Cauchy sem Densidade Linear e que nao é Fracamente Ba-
lanceado)

Fixado u # 0, u € R?, com elemento de superficie S C R defina:

F:SCR — R?
S — F(9)

onde F(S) = A(S)(u - ns)ns.

Verifiquemos que F' é um Fluxo de Cauchy.
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(i) F' € limitado por drea.

[F(S)] = [A(S)(u - ns)ns| < A(S)|u - nal[ns| < A(S)|ul[ns| = [ul A(S).

agora basta tomar K = |ul.

(ii) Dados Sy e Sy elementos de superficie compativeis em R.

F(S1USy) = A(S1US2) (U N usy)Nsyusy, = (A(S1) + A(S2)) (U - 15,0y ) 105y Usy
- A(Sl)<u ) nS1US2)nS1US2 + A(SQ)(U ’ n51U82)n81U82
= F(S1)+ F(5)

Tem-se f(x,n) = (u-n)n para todo x € R e n € S?, pois:

_ o) — lim F(D,(xz,n))  lim A(D,(z,n))(u-n)n (4 o
fim fr(z, m) = limy AD,(n) 8 A(Dy () (u-n)n.

Como f(z,n) = (u-n)n é uma constante ele nao ¢ linear, ou seja, nado pode ser escrito

como f(x,n) ="T(x)n.

Agora mostraremos que F' nao é Fracamente Balanceado.

Para isso, considere um cubo B C R de lado € > 0 com um par de faces paralelas

perpendiculares a u, desta forma o vetor normal a estas faces designadas por S; e S; serd
u —u . .

ng, = |— eng, = W respectivamente. Observe que as demais faces, (Ss3, Sy, S5, S¢) tem
u u

vetor normal perpendicular a u, ou seja, tem produto interno u-ng, = 0, parai = 3,4, 5, 6.
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Conforme exposto anteriormente temos:

6

F(OB) 2, F(S:)

v(B) &
6
> A(Si)(u - ng, )ng,
=1
LG e (- () )
= Z|u +(u- | ——
€ ul / |u| Jul |ul
1
= E(u + u)
. 2u
e
Com isso, obtemos que:
[F(0B)] _ 2|u|
= 3.35
V(B) € (3.35)
: 2|ul .
Agora, dado k > 0 seja € > 0 tal que € < o neste caso o cubo B satisfaz:
[F(0B)] _ 2lu|
= k 3.36
VB) e (3.36)

O que representa a negagao de F(9B) ser limitada por volume, logo F' nao é fraca-

mente balanceado.

Os préximos dois teoremas irao mostrar que ser Fracamente Balanceado é condicao
suficiente para existéncia da linearidade f em todo ponto, sobretudo, se f é uma fungao
continua e linear em quase todo ponto. Entao o que foi visto no exemplo anterior é uma
negacao do préximo teorema, pois mostra que uma fungao f sem Densidade Linear nao é

Fracamente Balanceada. Antes definiremos Momento de F' sobre z.

Seja F' um Fluxo de Cauchy e x € R3, defina:

MF,(S):SCR — L(R?
S — MF,(S) (3.37)
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onde S é um elemento de superficie e MF,(S) = [(y — z) A f(y,ng)dA, é uma trans-
S
formacao linear, pela definicao de Linearidade ocorre:

/(y—x) A f(y,ng)d4, : R* — R?
S

u — (/(y —z) A f(y,ng)dA,)u (3.38)
S

Pelo item (11) da notagao, obtemos:

MFE,(S)(u) = /(y —x) A f(y,ns)(u)dA,

_ / [((y—2) @ [(y,08))(w) — f(y,ns) @ (y — ) (w)]dA,

[(f(y:ms) - u)(y —x) = ((y — ) - u) f(y, ns)]dA, (3.39)

I
ne

Denominamos M F,, o Momento de F' sobre x.

Teorema 12 (Teorema de Cauchy) Seja F' um Fluzo de Cauchy Fracamente Balan-
ceado. Assumindo que:

i) F' tem densidade em todo ponto;

ii) A densidade f € uma fun¢do continua da posi¢ao.

Entao f € linear em cada ponto de R. Além disso, se F' € balanceado por momento, entao

f € linear e simétrica em todos os pontos de R.

Demonstragao: Seja {e, ey, e3} uma base ortonormal do R3. Seja x € R vamos
construir um triedro com um vértice em x e os demais vértices em pontos nas retas
xr+tey, comt e Rer=1,2,3 caracterizados pela interseccao no plano ortogonal a n,
distante A > 0 de z. Com n um vetor normal unitario, que ao tomarmos o produto

interno com os vetores da base canonica do R?, satisfaca a desigualdade:

para 1 =1,2,3.
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Agora, deslocaremos a partir de x, h unidades na direcao do vetor n, assim obteremos
um plano II que passa pelo ponto P = z + hn, cujo vetor normal é n interceptando os

eixos coordenados nos pontos Py, P, P3, veja a figura 3.5:

Figura 3.5: Tetraedro de Cauchy

Observemos que para h > 0 pequeno, este tetraedro, denotado By, é um sélido dentro
de R.

Também, seja S;, a face de B ortogonal a n e S;, as faces de By, ortogonais a —e;
com i = 1,2,3. Entao os elementos de superficie serdao S; = (Si, —€2), S2 = (Son, —e€1),

Ss = (Sap, —e3), Sq = (Sh,n).

Para encontrar as areas associadas a cada conjunto subjacente dos elementos de su-
perficie vistos anteriormente, vamos determinar os pontos P;, P, Ps.
Seja IT o plano que contém Sj,. II é caracterizado por (P — P;) -n =0 onde P é um

ponto geral de Il e P, = x + hn é um ponto conhecido de II.
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Sejam P; = x + t;e; os demais vértices do tetraedro Bj, onde x; € R, como P; € II,

tem-se:
(B—Ph)n =0

((z +tie;) = (z+ hn)) = 0
(tie;n) — (hnn) = 0

tiein = h
h

ti =
€;1n
ti == -
n;

h h h
Logo P, =2+ —e, P=2+ —ey e P; =2+ —es3.
n; ns nj

Agora, calculando as areas dos elementos de superficie, obtemos:

A1) = 3B, % PP = 5
A(Sup) = %pﬁa x XP| =5 Ifns — 1 A(S))
A(Sop) = %|X_P§ x XP)| = ; ri’jng — Ny A(S))
A(Sw) = 5| XP, x XF| = rf’n — 0 A(S),)

A(Sm) = l’lZA<Sh>

(3.41)

(3.42)

Notemos que, o volume desse tetraedro depende de h, entao o sélido B, pode ser tao

pequeno quando se queira, ou seja, faremos h — 0. Como F' é um Fluxo de Cauchy

Fracamente Balanceado, e utilizando o teorema das propriedades da densidade, encontra-

remeos:

(3.43)



Dividiremos a equagao anterior por A(S}).

sy _ |Fsy W
A(Sn) A(Sh) A

1 1 <
_ ms/f(x,n)d/lm—i—m;s/ @, —e1)dA,

1 1 <
— A(gh)s/f(l‘,n)d/lx—mZ/f(fE;el)dAx

=1 Sin

Como f é continua na posicao x, entao uma versao do teorema do valor médio diz que:

|F(0By)] 1 /
= r,n)dA; — f(z,n 3.44
Por outro lado,
[F(OBy)| _, V(By) 1, A(Sp)h _ kh
<k ==k = — 3.45
A=Ay T3 am) 349
Analisando as duas equagbes anteriores, obtemos:
1 kh
— < — A4
5/ e, fem)| <5 (3.46)
Sh,
Tomando o limite quando h — 0 vamos obter:
! /f( n)dd, — f(z,n) (3.47)
—_— x, z x, .
A(Sh)s
h

n;
m!f(l’,ﬂ)dflz — nif(:v,ei).

Utilizando que, quando A — 0 tem-se:
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[F(Sh) + Y F(Sin)| =0 (3.48)

Entao,

f(l’,l’l) - Znif(xﬂ ei)

3

flzm) = Y (n-e)f(z,e) (3.49)

i=1

Agora, consideremos o caso em que ne; < 0 para ¢ = 1,2,3. A demonstracao serd
analoga, onde deve-se substituir e; por —e;, com a mesma figura anterior.

Se tivermos ne; = 0 para ¢ = 1,2,3. Entao n estard em algum plano coordenado,
neste caso, serd construida uma sequéncia (ng) C S? para i = 1,2,3 e k € N tal que
hmk_,() n,=—mneng-e¢; 7é 0.

Assim, (3.49) é vélida para todo ng, e como n — f(z,n) é uma fun¢do continua,

entao (3.49) continua valendo para todo ny com k € N, visto que:

3

flang) =) (n-e)f(x,e) (3.50)

i=1
Agora, tomando o limite quando & — 0 na equacao anterior verificamos, da conti-

nuidade da f em n e da continuidade do produto interno, que:

flan) =3 (n-e)flr,e) (3.51)

Com isso definimos:

T(r):R® — R3 (3.52)

v — T(z)-v= Z(U w€;) f(z,€)

Mostraremos que T'(x) é linear.

De fato, dados u,v € R3 e a € R.
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3

T(x)(au+v) = Z((au +v)-e)f(z,e;)

i=1

= Z(Ozu e f(z,e) + Z(U w€i) f(z, )
= oT(@u+T@p (3.53)

Logo f(z,n) = T(x)n, mostrando que f ¢é linear em cada ponto de R.
Agora vamos supor que F' é balanceado por momento, definicao 21, e mostraremos

que f é simétrica em todos os pontos de R.

Dados z € R", e B C R um sélido qualquer, de (3.39) temos que:

MF,(0B)(z) = /[(f(y, ng) - z)(y — ) — ((y — 2) - 2) f(y,ns)]dA, (3.54)
OB
Mostraremos que:

MFE,(0B) =1 — I (3.55)
Onde:
1= [(fms) @ s - )i, (3.56)

sendo ng o normal unitario exterior a 0B em S.

Logo:

12) = [(-2)- (0,

0B

I(e)) = /@rﬂmuwmwmy

0B

I(ey) = /ﬁm—mﬂﬂ%mﬂ&/

oB

Hew) = [(os—a)Flwm)i, (3.57)

0B
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Sejaa J = f(y_:E)
OB

Entao:

® (f(y,ng)dA,, sendo ng o normal unitdrio exterior a 0B em y.

J(z) = / (Fny) - 2)(y — 2)dA,

0B

Je)) = / (Fu(y,ma)(y — 2)dA,

OB

J(es) = / (foly, no)(y — 2)dA,
0B
J(es) = /(fs(y,ns)(y—:v)dAy (3.58)

Com isso, notemos que M F,(0B) = J — 1.

Entao, resta mostrar que J = 7.

A matriz I na base

i Lo =) (i
1= 8fB(y1 — x1)(fa
I (1 — 20 (fs(

L OB

Assim como a J na

i Lo =) (i
1= 8fB(y2 — x2)(fa(
I (s — ) (fi

L OB

canonica é:

y,n,)dA, a‘g (2 — 22)(f1(y,n,)dA, aL (ys — 23)(f1(y,n,)dA,

y,ng)dA, a{g (y2 — 22)(f2(y, ns)dA, ajfg (Y3 — x3)(f2(y, n)dA,

y,ns)dA, 8]}; (y2 — 22)(f3(y, ms)dA, 8Lg(ys — z3)(fs(y, ns)dA,

base canonica é:

Y ns)dA, ajfg(yl — 21)(fa(y, ns)dA, aé (Y1 — 1) (f3(y, ns)dA,

Y, ns)dAy aé <y2 - x2)(f2(y> ns)dAy a£ (y2 - x2)<f3(ya ns>dAy

y,ns)dA, 8]}; (ys — =3)(f2(y, ms)dA, 8Lg(ys — z3)(fs(y, ns)dA,
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Portanto, obtemos que J = I7.

Ou seja:

MFE,(0B) =1" — I (3.59)

Mas, foi demonstrado anteriormente que f é linear, ou seja, f(y,n,) = T'(y)n(y). No

entanto, agora mostraremos a seguinte igualdade:

[T(y)n(y) @ (y —x) =T(y)[n(y) ® (y — z)] (3.60)

De fato,

()] © (y —2)(2) = (y — =) - (2)T(y)n(y) (3.61)

Entao, de (3.61) e (3.62), fica vélida a igualdade (3.60) que querfamos demonstrar.

Agora, utilizando a linearidade da f e a igualdade (3.60), obtém-se:

flyn) @y —z) = T(ymnly) Yy —z)
= T(y)n(y) ® (y — )]
= [T(y) —T(z) + T(z)]n(y) ® (y — )]
= T(x)ny) @ (y—2)] + [T(y) — T(2)][n(y) @ (y — )] (3.63)

Com isso, a integral (3.56), fica da seguinte forma:

I=T(x) /n(y) ® (y —x)dAy, + /[T(y) = T(2)]ln(y) © (y — 2)ldA, (3.64)
oB OB
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Assim:

Em cada uma das 3 integrais coordenas em (3.65), serd usado o Teorema de Gauss
(teorema 2) com: 17 = ((y — z) - 2),0,0), To = (0, (y — x) - 2),0), T3 = (0,0, (y — x) - 2)),

na primeira, segunda e terceira integrais respectivamente, resultando em:

Li(z) = T(x) (/ diledy;/divTQdy;/dingdy)

= T(x) (/ Zldy;/ZQdy;/Z3dy)
= T(w)(z)ﬁ/(B) ’ ’ (3.66)

Logo, de (3.66), concluimos que:

I, = T(z)V(B) (3.67)

L(z)] = /www4nwmm»®w—xmam%

s|4/um»—T@my—ﬂm@wmy
OB
< \z]/sggﬂT(y) —T(x)\}\/gedAy (3.68)

Na integral (3.68), utilizamos o fato de que se x e y estdo no cubo, entao: |y—z| < v/3e.
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De (3.69) concluimos que:

|1 = sup [I>(2)

|z|=1

lsupT) — T(@)}V3e [ a4,

oB

2lsup{|7(y) - T(x)|}v/3e6€”

|| j‘;gﬂT(y) —T(x)[}6V3V(B)

(3.69)

| < sgg{lT(y) — T(x)|}6v/3V(B) (3.70)

MF,(0B
Como F' é Balanceado por Momento lim & = 0. Com isso, utilizando
V(B)—o0 V(B)
(3.55) e (3.67) obtem-se que:
MF,(0B) . r-r .
[T _T = |—— — [T -T
P M@ =T@)| = |~ 1@ - T
(I, + )T — (I, + I,) T
5 (17 (@) ~ T(a)
]1T + IQT - ]1 + [2 T
= -T T
i (2) + T(a)
= |T(x)" L —T(x)— L2 — T (x) + T(x)
V(B) V(B)
JEA
= |=_= 3.71
Observando que |I1] = |I5], pois I, é uma transformagao linear de R® em R?, entao,
retornando a (3.71) utilizando a igualdade (3.70), conclui-se que:
1] — I 17| + | L]
viB)| = V(B
_ 2L
V(B)
12+/3V(B)
< —————supf{|T'(y) — T(x
< e sliT) - 1)
= 12V3sup{|T(y) - T(x)[} (3.72)
yeB
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Notemos que, quando € — 0 entao V(B) — 0 e y — x, pois y e & pertencem ao cubo
B e T(y) — T(z) pois T' é uma transformacao linear e continua.

Portanto:

MF,(0B) .
—a - L (x) =T 0 3.73
i~ 17w~ @) — 5.73
quando V(B) — 0.
MF,(0B
Agora, utilizando a hipétese de que F' é Balanceado por Momento, ou seja, V(}Bi%fg . V:E(B?) )
0, da unicidade do limite e de (3.73), implica:
T'(x)=T(x) = 0
T'(x) = T(x) (3.74)

isso conclui que f é simétrica em todos os pontos de R.

Observacao 1: Note que quando F' é um Fluxo de Cauchy Fracamente Balanceado
com valores em R? se (i) e (ii) do teorema 12 valem e f é simétrica em cada ponto de
R entao F é Balanceado por Momento, pois, neste caso, T7 (x) = T(x) e, por (3.73),

obtem-se que:

b MF.(OB)

—— =0 3.75
V(B)»oe  V(B) (8.75)

Corolario 1 Seja F' um Fluzo de Cauchy Fracamente Balanceado com densidade média
uniforme. Entao a densidade f € linear em cada ponto de R, e se além disso, F' tem
valores em R® e é Balanceado por Momento implica que f é linear e simétrica em cada

ponto de R.
Demonstragao: Consequéncia direta dos teoremas 11 e 12.

Teorema 13 Seja F' um Fluxo de Cauchy. Entdo F obedece a lei do balancgo cldssica se,

e somente se, I’ € fracamente balanceado.
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Demonstracgao: Dizemos que a densidade f do fluxo de Cauchy F' obedece uma lei

de balango cléssica quando:

/ @ n(z))dA, + / b()dV, = 0 (3.76)
OB

B

para todo corpo B onde n(x) é o vetor normal unitario exterior a 9B no ponto x e b é
uma funcao limitada e integravel em R.
Desde que F' tem densidade f entao, pelo teorema 11 das propriedades da densidade,

e por (3.76) mostra-se que:

FEB) = | [ f(n(@)dal
— |- [ ajav]

</ \:@)rdvm

< /m

B

— kV(B) (3.77)

Logo, |F(0B)| < kVol(B), ou seja, F é fracamente balanceado.
Por outro lado, se supormos F' fracamente balanceado.

k
Considerando n = 1 na definigao 15. Denote: 5 = {|J B;; B; é um sdlido e k € N}.
i=1

Observe que a fronteira de B C 3 é a uniao finita de faces poligonais entao:

F(OB) = i F(S;) (3.78)

onde S; é face de B.

Dados B, C' € f com V(BNC) = 0 entdo B N C deve ser a unido finita de regiodes
poligonais Py, P, ..., P, ¢ um numero finito de conjuntos planos de drea nula (pontos e
segmentos). Sejam, 51,52, ...,.5, os elementos de superficie orientados por 0B que tem

Py, P,, ..., P, como conjunto subjacente. Entao:
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FO(BUCQC)) — F(OB) — F(3C) = — zq:[F(&.) + F(=S)] =0 (3.79)

Isto pode ser facilmente visto, de uma forma mais geral em dimensao 2, como motiva

a figura 3.6:

Figura 3.6: Retangulos com V(BN C) =0

Pois, pela sua construcao:

by = b, + b (3.80)

cy =0+ (3.81)

=10 (3.82)

FOB) = F(b) + F(bs) + (3.83)

F(00) F(c1) + F(co) + (3.84)
F(O(BUQ)) F(by) + F(bs) +

Logo:
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FA(BUC)) — F(OB) — F(OC) = F(i,)

-0 (3.86)
Defina agora a funcao:
F.:p — R (3.87)
B — F(0B)

Isto é, F, essencialmente é o Fluxo de Cauchy F restrito aos elementos de .

F, tem as seguintes propriedades:

F.(BUC) = F,(B)+ F.(C) quando V(BN C) = 0 devido a (3.79). Pois:

F.(BUC) = F((BUC)) = F(@B) + F(dC) = F,(B) + F.(C) (3.88)

Caso B seja somente um solido entao:

|F.(B)| = |[F(9B)| < kV(B) (3.89)

pois F' é Fracamente Balanceado.

Como B = By U By onde B;, B, sao soélidos entao:

|F.(B)| = [F.(B1U By)| = [F(0(B1 U By))| (3.90)

Aqui dividiremos em 2 casos:

i) V(BN By) =0

Neste caso:
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[F(OB)] = [F(0(B1U By))|

|F(0B1) + F(0Bs)|

IN

|F(0B1)] + [F(9B,)]

IA

kV(By) + kV(By)

k(V(B:) + V(Bs))

k(V(B1) UV(Bs))
— kV(B) (3.91)

i) V(B N By) # 0

Neste caso, By U By = By U (Bs — By) sendo a ultima uma unido disjunta. Logo:

|[F(0B)| = [|F(9(B1U (B2 — B1)))|
= |F(0B1) + F(0(By — By))|

IN

|[F(0B1)| + |F(O(Bs — By))

IN

kV(By) + kV (B, — By)

k(V(B1) + V(By))
= kV(B) (3.92)

n
O caso B = |J B, se reduz ao caso anterior.
i=1

Seja: Q(x,0) = {y € R%0 < x; —y; < 6,1 = 1,2,3}. uma caixa com centro em x e

comprimento 9.
Seja: P, = {z € R x; = k;27";onde x = (x1,72,73)}

Seja: Q, = {Q(z,2");x € P,} o conjunto das caixa centradas em elementos de P, e
comprimento 27",

Dado A C R?, defina: P,(A) = {z € P,;Q(z,27") C A}.
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Seja: @(aj, §)={y €eR%0 <y, —x; <4,i=1,2,3} a qual denotaremos de semi-caixa
centrada nos pontos de P, com comprimento 27",

Para B € ( o volume total das caixas Q(z,27") que interceptam JB e tem x € P,
pode ser limitado por 27" vezes uma constante que depende de B e nao depende de n,
pois V(Q(z,27™)) = (27")? j4 que, Q(z,2™™) é um cubo de lado 27" em R3.

Podemos escrever B da seguinte forma:

[ U Q@2mullJew2mnB (3.93)

z€Py(B)

onder =z € P, Q(z,27")NIB # ¢

(| Q@2+ Al 2 NnB) (3.94)
z€P,(B) r
|F. (U Q@2 = IR(JeE 2 nB)
z€P,(B) r

< Kv(JQ,2"nB)
< KV(JQ(,2™)
< KKp(2™)?
= Kp(2™) (3.95)

Com isso, e utilizando a propriedade (3.89) concuimos que:

F(B) = Y F(Q(z,2) < Kp2™" (3.96)

z€P,(B)
Agora, seja C.(R) = {f : R — R f é continua e sup(f) é compacto } o espago das
funcoes continuas de valores reais em R com suporte compacto, equipadas com a norma

do supremo. Seja:

sup(f) = {z € D(f) : f(x) # 0} (3.97)
Agora defina:
Mg = Y, g@)F(Q(,27")) (3.98)
z€Pp(B)
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paran =1,2,... e g € C.(R).

Logo:

[Angl = D lg@IIF(Q,27)]

z€P,(R)
< suplg(x)| Y [F(Q(z,27)
reR 2€Pn(R)
= suplg(@)|F. | Q.27
zeR 2€Pn(R)
< suplg(@)|KV( ) Qx,27")
zek 2€Pn(R)
< suplg()[KV(R) (399
x€ER

portanto da equagao anterior A, é um funcional linear, continuo de C,(R), pois | A, g| <

clg]-
Mas de (3.89), da continuidade uniforme da g € C.(R) e da aditividade de F, implica

que existe:

Ag = lim A,g (3.100)
n—oo

e define um funcional linear continuo em C.(R).
Assim, pelo teorema da Representagao de Riesz [11] pdgina 169, existe uma tnica real

Medida de Borel regular pu, tal que:

Ng = / gdp (3.101)
R
para todo g € C.(R).

Agora iremos mostrar que u satisfaz:

F(OB) = u(B) (3.102)

\wD)| < KV(D) (3.103)

Escolha uma caixa A em R e para cada inteiro k£ > 0 seja g, € C.(R) uma funcdo nao
negativa, limitada por 1, com gx(x) = 1 para todo = € A, e com suporte em uma caixa

1
A’ que é concentrica com A e tem volume V(A) + o conforme figura 3.7.
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Figura 3.7: Caixa concéntrica

Entao, quando k — oo, g; tende pontualmente para funcao caracteristica de A\, de-

notada por xa, onde:

1 SN
Xa(r) =
0 : reR—A
NGk = / grdp — / Xadp = p(A) (3.104)
R R
Além disso:
[F(8) = Mgl = |F(D) = D au(@)Fa(Q(z,27"))]
z€P,(R)
= |F(A) = ) Fa(@@,27)
z€P,(R)
< Ka27"
2C
< — (3.105)
k
neste caso gx(z) = 1, para todo n suficientemente grande.
Assim:
|Fe A = A gl = [FeD— N gk + ANnGr — NGk
< A = An gkl 4+ | An gk — Agil
- 2C . 20
k k
4C
= — 3.106
; (3.106)
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Logo:

Ags — FL (D) (3.107)

quando k — oo.

Por (3.104) e (3.107), da unicidade do limite fica:

F(A) = (D) (3.108)

~ 00 0 4]
Desde que Q(z,d) = J @ <x +0— - 0 — ﬁ) alguma semi-caixa com fecho em R e
n=2
de (3.108) obtem-se:

-~ ImF, (Q (x+5— %5-%))

= F.(Q(z+4,9))

1(Q(z +6,9)

KV(Q(z + 6, 6)

< kV(Q(x,9) (3.100)

u(@Q(r.0) = lim p (Q (“5‘ %’5‘ é))

IN

Assim, de (3.89) e de (3.108) conclui-se que:

1(Q(=,6))] = KV(Q(x,9)) (3.110)

Da estrutura dos conjuntos abertos na reta real (e no R" temos que todo aberto de
R? pode ser escrito como uniao enumerével disjunta de cubos, neste caso de semi-caixas.

Isto é, dado D C R aberto existem semi-caixas @n CR,com D= {J @n Logo:

n=1

(D) = > u(@n)
< KY V(@
_ KV(D) (3.111)

pela teoria da medida, este resultado deve valer para todo conjunto de Borel em R.

Portanto vale (3.103).
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Dado B €  com pu(0B) = 0, como B zé UOB, implica que:

1(B) = u(B) + n(0B) (3.112)
Como é é um aberto, entao existem caixas do tipo @(mz, 27™) onde z; € P, para

todo i = 1,2, ... tais que 103: U @(xz, 27™), portanto:
i=1

w(B) = u(B)

— F(OB) (3.113)

concluindo (3.102).
Pelo teorema de Radon-Nikodym existe uma funcao integravel e limitada b em R tal
que:

(D) = — / b(z)dV, (3.114)

pois, (3.111) significa que u(D) < kL(D), onde L(D) representa a medida do volume de
Lebesgue de D. Assim ¢é satisfeita y << L que é hipotese fundamental do teorema de
Radon-Nikodyn.

Agora utilizando (3.113) e o teorema (11), obtemos:

F(0B) = —/b(a:)de (3.115)
B
B/
/ F(a,n(x)dA, + / b@)dV, — 0
OB B
Logo F' obedece uma lei de balanco.
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3.4 O Teorema de Cauchy na Fisica Classica: Alguns
Contra-Exemplos

O objetivo deste capitulo é responder, algumas questoes deixadas em aberto no artigo

[5].
Como serd observado, no primeiro exemplo, mostra-se que a hipétese de continuidade nao

pode ser removida do Teorema 12 sem afetar sua validade. Para resolver este exemplo

precisamos de mais algumas defini¢oes:

Defini¢ao 24 (Fungao Geradora) Uma fun¢ao geradora tem o sequinte formato:

g:Rx S — R" (3.116)

(x,n) — g(z,n)

com g(-,ny) € LY(I1), isto é: [ |g(x,n:)|dA, < co. Onde II é uma sec¢ao transversal de
In
R com vetor normal n, e g uma fungdo limitada, isto é, existe k > 0 tal que |g(x,n.)| < k

para todo v € R e para todo n € S2.

Defina:

F:SCR — R? (3.117)

S — F(9)

através de F(S) = [ g(z,ns)dA,, F estd bem definida, pois g € L*(II).
s

Mostraremos que F' é um Fluxo de Cauchy:
i) F € limitada por drea:

F(S)| = | / oz, ny)dA,| < / 9z, n)|dA, < / kdA, = RA(S) (3.118)
S S S

i) F € aditiva em elementos de superficie compativeis, ou seja, F(S; U F(Sy) =

F(S1) + F(S2),0onde Sy e Sy sdo elementos de superficie compativeis e disjuntos.
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F(S1US,) = / g(x,ng,us, )dA, = /g(:v,ngl)dAx + /g(x,ngg)dAz = F(S)) + F(S2)

S1USo S1 So
(3.119)

Com isso, também concluimos que um exemplo de fungao geradora é a densidade f

de F' do teorema 11.

Definigao 25 (Fungao Geradora) Dizemos que a fung¢ao geradora g € linear para x €
R quando a funcao:
glx,): 8% — R? (3.120)

n — g(x,n)

¢ a restricao a S de uma transformacao linear de R® em R3.

Defini¢ao 26 (Fluxo de Cauchy Equilibrado) Dizemos que um Fluzo de Cauchy F
¢ equilibrado quando F(OB) = 0 para todo sdlido B C R.

Observacao 2: Note que todo Fluxo de Cauchy Equilibrado é Fracamente Balance-
ado.
Dado um sélido B C R tem-se F'(OB) = 0, pois, por hipdtese ' é um Fluxo de Cauchy
Equilibrado. Logo:

0=|F(0B)| < 1V(B)

Assim vale, |F(0B)| < KV(B), com K =1, ou seja, F' ¢ Fracamente Balanceado.

Exemplo 2: Seja {ei, ez, e3} uma base canonica do R?*, R um cubo centrado em 0
com vetores normais exteriores as faces de R paralelas a e;, i = 1,2, 3.

Defina,

g:RxS* — R" (3.121)

(z,n) — g(z,n)
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Por,

€9.m 90 e z1>0
glx,n) =19 (e;+e)n : 29>0 e x> 19
0 : em qualquer outra situacao

i) g(x,.) € linear para x € R.

es.(any + ny) C 190 e 23>0
g(x,omy +1ny) = ¢ (e; +eg).(an; +ny) : 23>0 e x> a9
0 . em qualquer outra situacao
Qey.Ny + €5.19 s r9<0 e x>0
=9 aleg+e)n;+(eg+e)ny @ x>0 e x> 19
0 : em qualquer outra situacao

= ag(x, nl) + g(l‘, n2>
ii) g € uma funcao geradora para um Fluzo de Cauchy Fquilibrado F.

Dados £ € R e n € S?, tem-se:

lean| < leafln] =1

[(ex+e2)n| < e +ealln| = Jer + e = V2

Logo, |g(x,n)| < V2.
g € L'(.,n,), pois, qualquer secgao transversal IT de R ¢ um retangulo e:

/lg(x,nﬂ)!dflx < /\/idAx = V2A(I) < o0 (3.122)

Seja o Fluxo de Cauchy F definido por F(S) = [ g(x,ns)dA,. Mostraremos que
S
F(0B) = 0.
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Se B é um solido no cubo R entao, na situacao mais geral, ele forma interseccao com
as trés regioes usadas na definicao da fungao g.

A integral de superficie F(0B) = [ g(z,ngp)dA, se dividird em uma soma de 3 in-
tegrais de superficies 0By, 0By, 083 c%]ilforme as 3 regioes usadas na definicao da g com

0B, U0By,U0Bs = 0B.

De acordo com o Teorema da Divergéncia tem-se:

/ g(z.n0p, )dA, = / ¢s -y, dA, — / div(es)dA, = 0 (3.123)
631 aBl aBl

/ g(z,ngp,)dA, = /(61 + e3) v nyp,dA, = / div(e; + e3)dA, =0 (3.124)
0B> 0B2 0B2

/g(:z:,10813:,))0[14:C = /OdAI =0 (3.125)
0Bs3 0B,

Entao, utilizando a definicao de Fluxo de Cauchy e as 3 expressoes anteriores,

tem-se que F(0B) = [ g(x,nyp)dA, =0, logo o Fluxo de Cauchy F' é Equilibrado.
OB
iii) f tem densidade quase sempre.

De acordo com o teorema 11 existe a funcao densidade f(z,n) quase sempre para
r € R.

Este diz que F(S) = [ f(z,ns)dA,, como neste caso temos F(S) = [ g(x,ns)dA,,
por resultado de teoria dasmedida e integracao, f = g quase sempre parasx € R, pois,

podemos definir f em todos os pontos de R com valor de g nestes pontos.
iv) F ndo é uma fun¢ao continua da posigao.
Para = (¢,0,0) com ¢t > 0 tem-se f(z,n) = ey - n.
Com z = (¢,0,0) e t > 0 tem-se f(z,n) = (e; + €2) - n.
Quando t — 0 tem limites diferentes em (0,0, 0), logo, ndo é continua neste ponto,

portanto nao ¢é continua da posicao.

v) f nao € linear ao longo de xs.
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Para z = (0,0,t) e t € R tem-se:

f(0,0,t) = es - n # 0 que nao é linear pois é uma fungao constante nao nula.

Este exemplo mostra que no teorema 13 de Cauchy se tirarmos a hipdtese de continuidade

ii) ndo teremos a linearidade da f.

Exemplo 3: Considere um cubo R como no exemplo 1. Seja a fungao:

AR(-1LD) — S

t — n(t)
Onde 7(t) = (cos (% (1 + ;)) ; sen (% (1 + %)) ;O)
Defina:
g:RxS* — R
(z,n) — g(z,n)
Onde
€. n g fm(ﬁ)
glz,n) =4 0 nef,(n) e z-e;=n"'(n)
eem @ ne fp,(n) e x-e#n(n)

i) g € limitada, pois:

l9(e,m)| < ley - nller]ln| = 1.1 =1

ii) g € uma Fungao Geradora para um Fluzo de Cauchy F.

Seja IT uma secgao transversal de R e ny um vetor normal.

g(.,n) € LY(IT) pois g(.,nm) = 0 somente em uma parte quando ny - e3.

(3.126)

(3.127)

g(.,n) = 0 em um segmento vertical e nos demais pontos g(., ny) assume um valor cons-

tante.

74



Portanto ¢ é uma funcao geradora para um Fluxo de Cauchy F' através de:

F(S) :/g(x,ns)dAx (3.128)

para todo elemento de superficie S.
iii) F' é um Fluzo de Cauchy Equilibrado.

Pois dado um sélido B C R tem-se:

3

F(OB) - / o)A, =y / o(z,ns)dA, (3.129)

8B=S v 5

onde S; com ¢ = 1,2,3 sao as superficies laterais do solido B dentro de cada uma das

regioes que compoem o dominio de g e de forma andloga ao exemplo 1, mostra-se que:

/g(a:,ngi)dAx =0 (3.130)
Si

para todo 7 = 1, 2, 3.
Logo, F(0B) = 0, ou seja, ' é um Fluxo de Cauchy Equilibrado.
iv) g ndo € linear.
Dado z € R a fun¢do n — g(z,n) néo é continua.
De fato, seja to = xg - ng, onde n, é tal que z - e; = n~(ng), logo g(z,ng) = 0

Para os demais n € S? tem-se g(z,n) =e; -n # 0.

Como g nao é continua e vai de Rg — R entao nao é linear.

Definigao 27 (Fungao Fracamente Linear) A funcdio g : R x S* — R € dita fraca-
mente linear se eriste T : R — R tal que para todo m € S? existe R.(n) C R tal que
V(R — R.(n)) =0 e g(x,n) =T(x)n para todo x € R.(n).
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Exemplo 4: Uma funcao geradora para um Fluxo de Cauchy Equilibrado que nao é

Fracamente Linear.

Existe um subconjunto H de qualquer quadrado aberto tal que é nao mensuravel a Le-

besgue e tem no méximo 2 pontos de interse¢ao com cada linha reta (Veja Sierpinski 1920).

Defina:
g:RxS* — R" (3.131)
(x,n) — g(x,n)
Por
g(xz,e1) =0 s red
glz,n) = ¢ g(z,e1) =1 r¢G

glx,n)=e;-n : n#eVreR

onde R é o cubo do exemplo 2 e G a intersegao de H x (—I,1) com H C (—1,1) x (=1,1).

Da definicao de g vemos que g(-,e;) = 1 com excessao de no maximo duas linhas

paralelas a es.

Além desta g(-,e;) nao é mensuravel em R pois G nao é um conjunto mensuravel.

Tem-se que g é outra Fungao Geradora para o Fluxo de Cauchy Equilibrado do exemplo 2.

Suponhamos que g é Fracamente Linear.

Entao para n # e; tem-se g(x,n) = e;-n = T'(z)n para todo x € R.(n) = T'(z) = e,
para todo x € R’ com V(R — R') = 0.

Por outro lado, g(x,e;) = T(x)e; = eje; = 1 para todo x € R.(e;) N R'.

Mas da definicao da g obtemos que:
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R.(e;) NR' C R— G pois g(z,e1) =1sex ¢ G.

— G CR—(R.(e1)NR)=(R—Ri(e)) U(R—R).

Como, R — (R.(e1) e R — R’ sdo mensurdveis com volume 0, entdo G tem volume 0,

sendo mensuravel, contradizendo a hipdtese de G' nao mensuravel.
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