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ORIENTADOR: MAURÍCIO FRONZA DA SILVA

Data e Local da Defesa: Santa Maria, 27 de fevereiro de 2014.

Nesse trabalho apresentaremos a demonstração de um resultado devido à Lars

Hörmander, que estabelece uma condição necessária para que um operador linear com

coeficientes variáveis seja globalmente resolúvel.
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Introdução

Um dos principais problemas abordados na área de Equações Diferenciais Parciais

é decidir se uma dada equação, ou classe de equações, admite ou não solução, seja ela

local ou global. Um dos trabalhos mais famosos em se tratando de resolubilidade local é

o Teorema de Cauchy-Kovalevsky, que garante a existência e a unicidade de solução local

anaĺıtica para uma equação diferencial parcial com coeficientes e dados iniciais anaĺıticos.

Se tratando de resolubilidade global, Leon Ehrenpreis (1954) e Bernard Malgrange

(1955) provaram, de modo independente, a existência de uma solução fundamental para

um operador linear de coeficientes constantes, não identicamente nulo. Combinando esse

resultado com a noção de convolução de distribuições, torna-se bastante simples obter

soluções globais para equações lineares com coeficientes constantes.

Também em 1955, Lars Hörmander demonstrou que a classe de equações lineares

envolvendo operadores do tipo principal real tem solução local.

Assim, até meados da década de 1950, existiam vários resultados provando a

existência de soluções para determinadas classes de Equações Diferenciais Parciais. Mas

em 1957, Hans Lewy apresentou um exemplo de uma equação diferencial linear com coe-

ficientes variáveis que não tem solução.

Baseado neste exemplo, Lars Hörmander estabeleceu, em 1960, o resultado que é o

objetivo do presente trabalho. Ele provou uma condição necessária para que um operador

linear com coeficientes variáveis tenha uma solução global.

Para a compreensão deste resultado foi necessário um estudo preliminar envolvendo

Teoria de Medida e Integração, Espaços Vetoriais Topológicos, Distribuições e por fim

alguns resultados de Análise Funcional.

O presente trabalho está estruturado da seguinte forma. No Caṕıtulo 1 introduzi-

mos as notações de multi-ind́ıce, o e O. No Caṕıtulo 2 tratamos dos resultados de Espaços

Vetoriais Topológicos e Espaços Localmente Convexos, estabelecendo as principais pro-

priedades das topologias dos espaços C∞ e C∞c . Ao final do Caṕıtulo 2, introduzimos

resultados de Análise Funcional necessários para a compreensão do caṕıtulo subsequente.

O Caṕıtulo 3 é exclusivamente dedicado à demonstração do teorema principal, dando

ainda alguns exemplos de aplicações deste resultado. Por fim, no Apêndice listamos os re-

sultados pertinentes de Teoria da Medida e Integração, e de Distribuições, com o objetivo

de dar o suporte que se faça necessário no decorrer do texto.



Caṕıtulo 1

Resultados Preliminares

Esse caṕıtulo tem por objetivo fixar a notação usada no decorrer do texto. Em

particular, introduziremos a notação de multi-́ındice e uma expressão conveniente para a

Fórmula de Taylor.

1.1 Multi-́ındice

Neste texto, Ω denota um aberto de Rn e o śımbolo K ⊂⊂ Ω significa que K é

um subconjunto compacto de Ω. Falaremos nesta seção sobre a notação de muti-́ındice

que tem por objetivo simplificar a maneira como são denotadas as derivadas de ordens

altas para funções de várias variáveis.

Definição 1.1.1 Um n−multi-́ındice α é uma n-upla de inteiros não-negativos. O com-

primento de α = (α1, α2, . . . , αn) é definido por |α| = α1 + α2 + . . .+ αn.

Sempre que for conveniente, escrevemos multi-́ındice no lugar de n−multi-́ındice.

Dado α = (α1, α2, . . . , αn), para cada j = 1, 2, . . . , n, denotemos

∂jf =
∂f

∂xj
e ∂αf =

∂|α|f

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαnn

.

Ou seja, o número |α| diz a ordem de derivação de f e cada coordenada αj explicita

o número de derivadas na direção de xj que estão sendo calculadas.

Definição 1.1.2 Sejam α = (α1, α2, . . . , αn) e β = (β1, β2, . . . , βn) dois multi-́ındices,

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn. Definimos:

(i) α± β = (α1 ± β1, . . . , αn ± βn);

(ii) α! = α1!α2! . . . αn!;

(iii) α ≤ β se αj ≤ βj,∀ j = 1, 2, . . . , n;
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(iv)

(
α

β

)
=

(
α1

β1

)
·
(
α2

β2

)
· · ·
(
αn

βn

)
;

(v) xα = xα1
1 x

α2
2 . . . xαnn .

Observação 1.1.3 Seja x ∈ Rn e α ∈ Nn vale |xα| ≤ |x||α|M , onde | · |M denota a norma

do máximo em Rn.

Definição 1.1.4 Seja f : Ω → C. Definimos o suporte de f como o conjunto

S(f) = {x ∈ Ω; f(x) 6= 0}.

Definição 1.1.5 (i) Para cada m = 0, 1, 2, . . . , o espaço vetorial de todas as funções

f : Ω→ C que têm derivadas de ordem m cont́ınuas em Ω é denotado por Cm(Ω).

(ii) Definimos C∞(Ω) como o espaço vetorial das funções f : Ω → C que têm

derivadas de qualquer ordem cont́ınuas em Ω.

(iii) Denotamos por C∞c (Ω) o subespaço vetorial de C∞(Ω) formado pelas funções

que tem suporte compacto.

O teorema seguinte nos fornece uma importante relação para o cálculo da derivada

do produto. Sua demonstração é feita por indução sobre |α|.

Teorema 1.1.6 (Regra de Leibniz) Sejam Ω um aberto de Rn e α ∈ Nn um multi-

ı́ndice. Se f, g ∈ C |α|(Ω) tem-se:

∂α(fg)(x) =
∑
β≤α

(
α

β

)
∂βf(x)∂α−βg(x),∀x ∈ Ω.

1.2 Notação O e o

Nesta seção apresentamos as noções O e o, que medem o crescimento de uma função

com relação à outra. Elas permitem uma escrita conveniente da Fórmula de Taylor.

Definição 1.2.1 Sejam Ω um aberto de Rn, f, g : Ω −→ C e a ∈ Ω. Escrevemos

f(x) = O(g(x)), x→ a,

se existem constantes C, δ > 0 tais que

‖x− a‖ < δ ⇒ |f(x)|
|g(x)|

≤ C.

A definição de f(x) = O(g(x)), x→∞ é análoga.

Observação 1.2.2 Vejamos algumas propriedades de O, todas de fácil verificação:
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(i) Se f1(x) = O(g(x)) e f2(x) = O(g(x)), x → a, então f1(x) + f2(x) = O(g(x)),

x→ a;

(ii) Se f1(x) = O(g1(x)) e f2(x) = O(g2(x)), x→ a, então f1(x)·f2(x) = O(g1(x)·g2(x)),

x→ a;

(iii) Se f(x) = O(g(x)), x→ a, dado k ∈ C temos (k · f)(x) = O(g(x)), x→ a;

(iv) Se f(x) = O(‖x‖q), x→ 0, para q = 0, 1, 2, . . . , então f(x) = O(‖x‖p), x→ 0, para

0 ≤ p ≤ q.

Definição 1.2.3 Com a mesma notação da definição anterior escrevemos

f(x) = o(g(x)), x→ a,

quando

lim
x→a

|f(x)|
|g(x)|

= 0.

Valem propriedades análogas as vistas na Observação 1.2.2 para o. Também vale

a seguinte relação entre as duas definições anteriores, cuja rećıproca não é verdadeira:

Se f(x) = o(g(x)), x→ a então f(x) = O(g(x)), x→ a.

A notação de o e O expressa o quão mais rápido f vai à zero com relação a g. No

caso em que g é uma função potência, a notação o significa simplesmente, o número de

derivadas de f que se anulam na origem, como mostra o lema seguinte cuja demonstração

segue da Desigualdade do Valor Médio e pode ser encontrada em [13].

Lema 1.2.4 Sejam Ω um aberto de Rn e f ∈ Cq(Ω), q = 0, 1, 2, . . ., então

f(x) = o(‖x‖q), x→ 0⇔ ∂αf(0) = 0, |α| ≤ q.

Dáı segue

Teorema 1.2.5 (Fórmula de Taylor) Consideremos Ω ⊂ Rn um aberto com 0 ∈ Ω e

f ∈ Cq(Ω). Para todo x ∈ Ω vale

f(x) =
∑
|α|≤q

∂αf(0)

α!
xα + r(x)

sendo r ∈ Cq(Ω) tal que

r(x) = o(‖x‖q), x→ 0.

Desses dois resultados seguem alguns corolários bastante utilizados nos caṕıtulos

seguintes.
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Corolário 1.2.6 Dado q = 1, 2, . . ., se f ∈ Cq(Ω) então:

f(x) = O(‖x‖q), x→ 0⇔ f(x) = o(‖x‖q−1), x→ 0.

Demonstração. (⇒) Se f(x) = O(‖x‖q), x→ 0, então existem constantes C, δ > 0 tais

que ‖x‖ < δ implica em |f(x)|
‖x‖q ≤ C. Então

|f(x)|
‖x‖q−1

≤ C · ‖x‖, se ‖x‖ < δ.

Fazendo x→ 0, temos que |f(x)|
‖x‖q−1 → 0, donde f(x) = o(‖x‖q−1), x→ 0.

(⇐) Pela fórmula de Taylor de ordem q da aplicação f , temos

f(x) =
∑
|α|≤q

∂αf(0)

α!
xα + r(x),

onde r(x) = o(‖x‖q) , x→ 0.

Por hipótese, f(x) = o(‖x‖q−1), x→ 0, logo pelo Lema 1.2.4 todas as derivadas de

ordem menores ou iguais à q − 1 de f se anulam na origem. Então a fórmula de Taylor

se reduz à

f(x) =
∑
|α|=q

∂αf(0)

α!
xα + r(x).

Assim,
|f(x)|
‖x‖q

≤
∑
|α|=q

|∂αf(0)|
α!

· |x
α|
‖x‖q

+
r(x)

‖x‖q
,

onde, utilizando a Observação 1.1.3, vemos que a primeira parcela é limitada e a segunda

converge para 0 já que r(x) = o(‖x‖q), x → 0. Dáı conclúımos que f(x) = O(‖x‖q),
x→ 0.

Corolário 1.2.7 Dado q = 1, 2, . . ., se f ∈ Cq(Ω) então:

f(x) = O(‖x‖q), x→ 0⇒ ∂f

∂xj
(x) = O(‖x‖q−1), x→ 0.

Demonstração. Do corolário anterior temos:

f(x) = O(‖x‖q), x→ 0⇔ f(x) = o(‖x‖q−1), x→ 0

e pelo Lema 1.2.4 segue que ∂αf(0) = 0, quando |α| ≤ q− 1, donde ∂α ∂f
∂xj

(0) = 0, quando

|α| ≤ q − 2. Novamente pelo Lema 1.2.4, ∂f
∂xj

= o(‖x‖q−2), x→ 0. Do corolário anterior,
∂f
∂xj

(x) = O(‖x‖q−1), x→ 0.



Caṕıtulo 2

Espaços Vetoriais Topológicos

Nesse caṕıtulo constrúıremos a topologia dos espaços C∞(Ω) e C∞c (Ω), bem como

deduziremos suas principais propriedades. Isso permite-nos demonstrar alguns resultados

úteis sobre dualidade e continuidade de aplicações bilineares. Embora os resultados das

primeiras seções tenham sido recentemente listados em [1], eles serão aqui demonstrados

a t́ıtulo de completude. Maiores detalhes podem ser encontrados em [11], [15] e [17].

O śımbolo E denota um espaço vetorial sobre um corpo de escalares K que consi-

deraremos R ou C.

2.1 Seminorma

Definição 2.1.1 Uma seminorma em E é uma aplicação p : E → R que tem as seguintes

propriedades:

(i) p(x) ≥ 0,∀x ∈ E;

(ii) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y),∀x, y ∈ E;

(iii) p(λx) = |λ|p(x),∀x ∈ E,∀λ ∈ K.

Observação 2.1.2 Se p também satisfaz

p(x) = 0⇔ x = 0,

então p é uma norma.

Toda norma é uma seminorma, mas a rećıproca não é verdadeira, pois a aplicação

nula é um exemplo de uma seminorma que não é norma. A seguir apresentamos alguns

exemplos de seminormas que não são normas.

Exemplo 2.1.3 Seja Ω um aberto de Rn. Para cada K ⊂⊂ Ω a aplicação p : C(Ω) −→ R
definida por

p(f) = sup
x∈K
|f(x)|,
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é uma seminorma em C(Ω).

Exemplo 2.1.4 Fixados m = 0, 1, 2, . . . e Ω um aberto de Rn, para cada K ⊂⊂ Ω, a

aplicação pK : Cm(Ω)→ R definida por

pK(f) = sup
x∈K,|α|≤m

|∂αf(x)| (2.1)

é uma seminorma em Cm(Ω).

Exemplo 2.1.5 Fixado Ω aberto de Rn, para cada K ⊂⊂ Ω e m = 0, 1, . . ., a aplicação

pK,m : C∞(Ω)→ R definida por:

pK,m(f) = sup
x∈K,|α|≤m

|∂αf(x)| (2.2)

é uma seminorma em C∞(Ω).

Se p é uma seminorma no espaço vetorial E, então p possui as propriedades listadas

abaixo. As demonstrações são análogas ao caso em que p é uma norma.

(i) p(0) = 0;

(ii) |p(x)− p(y)| ≤ p(x− y), ∀x, y ∈ E;

(iii) p−1({0}) é um subespaço vetorial de E.

Definição 2.1.6 Sejam p uma seminorma em E, a ∈ E e r > 0. A bola aberta com

centro em a e raio r com relação a seminorma p é o conjunto:

Bp(a, r) = {x ∈ E; p(x− a) < r}.

Analogamente, definimos a bola fechada B[a, r].

Observação 2.1.7 Sejam p e q seminormas em E. Dados a ∈ E e r > 0 tem-se:

(i) a+Bp(0, r) = Bp(a, r) e a+Bp[0, r] = Bp[a, r];

(ii) r ·Bp

(a
r
, 1
)

= Bp(a, r) e r ·Bp

[a
r
, 1
]

= Bp[a, r];

(iii) p ≤ q ⇒ Bq(a, r) ⊂ Bp(a, r) e Bq(0, 1) ⊂ Bp(0, 1)⇒ p ≤ q.

Definição 2.1.8 Um subconjunto A de um espaço vetorial E sobre K é dito

(i) convexo se, dados dois pontos x, y ∈ A, o segmento de reta que os une está contido

em A, isto é,

(1− t)x− ty ∈ A,∀x, y ∈ A, e ∀t ∈ [0, 1];
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(ii) equilibrado se

x ∈ A, |λ| ≤ 1⇒ λx ∈ A;

(iii) absorvente se, para todo x ∈ E, existe ρ > 0 tal que |λ| < ρ⇒ λx ∈ A.

Teorema 2.1.9 Sejam E,F espaços vetoriais, A ⊂ E, B ⊂ F e u : E → F uma

aplicação linear. Valem as seguintes afirmações:

(i) se A é convexo e λ ∈ K então λA é convexo;

(ii) intersecção arbitrária de convexos (equilibrados, respectivamente) é convexo (equi-

librado, respectivamente);

(iii) se B é convexo (equilibrado, absorvente, respectivamente) então u−1(B) é convexo

(equilibrado, absorvente, respectivamente);

(iv) se r, s ≥ 0 então (r + s)A ⊂ rA+ sA; se A é convexo então rA+ sA = (r + s)A;

(v) se p é uma seminorma em E então Bp(0, r) e Bp[0, r] são equilibrados e absorventes.

Além disso, Bp(a, r) e Bp[a, r] são convexos, quaisquer que sejam a ∈ E, r > 0.

Demonstração. As demonstrações dos itens (i), (ii) e (iii) são imediatas a partir das

definições.

(iv) A primeira inclusão é imediata. Supondo A convexo, caso r = 0 ou s = 0

seque a igualdade de modo imediato. Suponhamos portanto que r, s > 0. Dados x, y ∈ A
podemos escrever

rx+ sy = (r + s)

(
r

r + s
x+

s

r + s
y

)
.

Como
r

r + s
+

s

r + s
= 1 e A é convexo segue que

(
r

r + s
x+

s

r + s
y

)
∈ A. Segue,

portanto, a inclusão rA+ sA ⊂ (r + s)A donde segue a igualdade.

(v) A convexidade segue de maneira análoga à convexidade das bolas em espaços

normados. O restante segue diretamente da definição.

Definição 2.1.10 Seja A ⊂ E um conjunto convexo e absorvente. A função pA : E → R
dada por:

pA(x) = inf{ρ > 0;x ∈ ρA} (2.3)

é chamada de funcional de Minkowski do conjunto A.

Teorema 2.1.11 Na notação da definição acima, para cada x, y ∈ A e λ ∈ K, valem as

seguintes condições:

(i) pA está bem definida;
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(ii) pA(x+ y) ≤ pA(x) + pA(y);

(iii) pA(λx) = λpA(x), se λ ≥ 0;

(iv) se B = {x ∈ E; pA(x) < 1} e C = {x ∈ E; pA(x) ≤ 1} então B ⊂ A ⊂ C;

(v) se A é equilibrado então pA é uma seminorma em E. Em particular,

BpA(0, 1) ⊂ A ⊂ BpA [0, 1].

Demonstração. (i) Decorre do fato de A ser absorvente.

(ii) Como A é convexo, dados r, s > 0, x ∈ rA e y ∈ sA, segue do Teorema 2.1.9

item (iv), que

x+ y ∈ (r + s)A,

donde

pA(x+ y) ≤ r + s.

Como esta desigualdade é válida para todo r, s > 0 tais que x ∈ rA, y ∈ sA, segue que

pA(x+ y) ≤ pA(x) + pA(y).

(iii) Se λ = 0 então pA(λx) = pA(0) = 0 = 0 · pA(x), uma vez que pA(0) = 0. Se

λ > 0 então

pA(λx) = inf {ρ > 0;λx ∈ ρA}

= inf
{
ρ > 0;x ∈ ρ

λ
A
}

= λ inf
{ρ
λ
> 0;x ∈ ρ

λ
A
}

= λpA(x).

(iv) Seja x ∈ B, então pA(x) < 1, donde existe 0 < ρ < 1 tal que
1

ρ
x ∈ A. Como

0,
1

ρ
x ∈ A,

1

ρ
> 1 e A é convexo, segue que o segmento de reta de extremidades 0 e

1

ρ
x

está contido em A e contém x, ou seja, x ∈ A. Portanto, B ⊂ A.

Se x ∈ A, x ∈ ρA, para ρ = 1. Assim pA(x) ≤ 1, donde x ∈ C. Portanto, A ⊂ C.

(v) A primeira condição para pA ser uma seminorma é óbvia. Do item (ii) segue a

segunda condição. Resta provar a terceira condição da definição de seminorma.

Se λ 6= 0,

∣∣∣∣ |λ|λ
∣∣∣∣ = 1. Sendo A equilibrado

λx ∈ ρA⇔ |λ|
λ
λx ∈ ρA⇔ |λ|x ∈ ρA⇔ x ∈ ρ

|λ|
A.

Então
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pA(λx) = inf {ρ > 0;λx ∈ ρA}

= inf

{
ρ > 0;x ∈ ρ

|λ|
A

}
= inf

{
|λ| ρ
|λ|

> 0;x ∈ ρ

|λ|
A

}
= |λ| · pA(x).

Dáı segue que pA é uma seminorma em E. Do item (iv) acima segue a relação

BpA(0, 1) ⊂ A ⊂ BpA [0, 1].

2.2 Espaços Vetoriais Topológicos e Espaços Local-

mente Convexos

Nesta seção estabelecemos algumas propriedades dos EVT’s e dos ELC’s, dando

destaque ao Teorema 2.2.8 que é a principal ferramenta para a construção de exemplos

de ELC’s.

Definição 2.2.1 Seja E um espaço vetorial sobre um corpo de escalares K. Suponha

que existe uma topologia definida em E. Dizemos que essa topologia é compat́ıvel com a

estrutura de espaço vetorial de E se as aplicações:

s : E × E −→ E e m : K× E −→ E

(x, y) 7−→ x+ y (λ, x) 7−→ λx

são cont́ınuas.

Definição 2.2.2 Um espaço vetorial equipado com uma topologia compat́ıvel com a es-

trutura de espaço vetorial é dito um Espaço Vetorial Topológico (EVT).

Exemplo 2.2.3 Todo espaço normado é um EVT.

Teorema 2.2.4 Seja E um EVT.

(i) para cada x ∈ E e λ 6= 0, as aplicações Tx : E → E e

mλ : E → E dadas por

Tx(y) = x+ y e mλ(y) = λy

são homeomorfismos;
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(ii) se B0 é uma base local na origem, então

B = {a+ V ; a ∈ E, V ∈ B0}

é uma base para a topologia de E;

(iii) toda vizinhança da origem é absorvente;

(iv) toda vizinhança da origem contém uma vizinhança equilibrada da origem.

Demonstração. (i) Decorre obviamente do fato de E ser um EVT.

(ii) Decorre da seguinte afirmação: Sejam (X, τ) um espaço topológico e x ∈ X,

dizemos que βx ⊂ τ é uma base local para x se e, somente se, dado U ∈ τ com x ∈ U
existe B ⊂ βx tal que x ∈ B ⊂ U .

(iii) Sejam U uma vizinhança da origem e x ∈ E. Como 0 ·x = 0 e a multiplicação

por escalar é uma aplicação cont́ınua, existem ρ > 0 e uma vizinhança V de x tais que

|λ| < ρ, y ∈ V ⇒ λy ∈ U.

Como x ∈ V segue que λx ∈ U , donde U é absorvente.

(iv) Seja U uma vizinhança da origem. Da mesma forma que no item (iii), como

0 · 0 = 0 e a multiplicação por escalar é cont́ınua, existem ρ > 0 e uma vizinhança V da

origem tais que

|λ| < ρ⇒ λ · V ⊂ U.

Definimos W =
⋃
|λ|<ρ

λ · V . Temos que W ⊂ U e W é uma vizinhança da origem.

Mostremos que W é equilibrado.

Seja x ∈ W , então x ∈ λ · V , para algum λ satisfazendo |λ| < ρ. Seja v ∈ V tal

que x = λv. Tomemos µ ∈ K tal que |µ| ≤ 1, mostremos que µx = µλv ∈ W . De fato,

|µ · λ| = |µ||λ| ≤ |λ| < ρ.

Como v ∈ V , µx ∈ W . Logo, W é equilibrado.

As propriedades (i) e (ii) implicam que a topologia de um EVT é invariante por

translação. Por isso, basta considerarmos as bases locais na origem de um EVT.

Definição 2.2.5 Um espaço vetorial topológico E que possui uma base local na origem

cujos elementos são conjuntos convexos é chamado de Espaço Localmente Convexo (ELC).

Nesse caso, dizemos que a topologia de E é uma topologia localmente convexa.

Teorema 2.2.6 Todo ELC tem uma base local na origem cujos elementos são convexos,

equilibrados e absorventes.
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Demonstração. Seja E um ELC. Pelo item (iii) do Teorema 2.2.4 toda vizinhança da

origem é absorvente, por isso, é suficiente mostrar que toda vizinhança convexa da origem

contém uma vizinhança convexa equilibrada da origem.

Seja U uma vizinhança convexa da origem. Tomemos V =
⋂
|α|=1

α · U . Como U é

convexo, pelo Teorema 2.1.9, V é convexo. Mostremos que V é vizinhança da origem.

Do item (iv) do Teorema 2.2.4, U contém uma vizinhança equilibrada da origem

W . Assim, como W é equilibrado:

|α| = 1⇒ α−1W = W ⇒ α−1W ⊂ U ⇒ W ⊂ αU

o que implica que W ⊂ V . Como W é uma vizinhança da origem, V também é uma

vizinhança da origem.

Mostremos que V é equilibrado. Seja λ ∈ K satisfazendo |λ| ≤ 1. Tomemos x ∈ V ,

para todo α ∈ K com |α| = 1 temos que x ∈ α · U . Então λx ∈ αλU .

Como U é convexo que contém a origem e |λ| ≤ 1, segue que λ · U ⊂ U . Assim

λx ∈ αU, ∀α ∈ K; |α| = 1⇒ λx ∈
⋂
|α|=1

αU = V.

Logo, λV ⊂ V , donde V é equilibrado.

Teorema 2.2.7 Sejam E um EVT, A ⊂ E um subconjunto convexo, equilibrado e absor-

vente e pA o funcional de Minkowski de A. Se A é aberto, então BpA(0, 1) = A e se A é

fechado, então BpA [0, 1] = A.

Demonstração. Do item (v) do Teorema 2.1.11, valem as inclusões

BpA(0, 1) ⊂ A ⊂ BpA [0, 1].

Mostremos que A ⊂ BpA(0, 1), caso A seja aberto. Dado x ∈ A, da definição de pA segue

que pA(x) ≤ 1. Como A é aberto e a multiplicação por escalar é cont́ınua segue que existe

δ > 0 tal que

|λ− 1| < δ ⇒ λx ∈ A.

Em particular,

(
1− δ

2

)
x ∈ A, donde pA(x) < 1. A prova da outra afirmação é análoga.

O próximo resultado relaciona os conceitos de seminorma e ELC. Ele mostra que é

posśıvel definir uma topologia que torne E um ELC a partir de uma coleção qualquer de

seminormas. Além disso, ele nos permitirá dar os exemplos mais importantes de ELC’s.
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Teorema 2.2.8 (i) Se Σ é uma coleção não-vazia qualquer de seminormas em um

espaço vetorial E então

B =

{
Bp

(
a,

1

j

)
; p ∈ Σ, a ∈ E, j ∈ N

}
(2.4)

é uma sub-base para uma topologia em E de modo que E é um ELC e cada elemento

de Σ é uma aplicação cont́ınua.

(ii) Reciprocamente, se E é um ELC, então existe uma coleção Σ de seminormas em E

tal que a coleção B é uma base para a topologia de E e cada elemento de Σ é uma

aplicação cont́ınua.

Demonstração. (i) É fácil ver que a coleção B é uma sub-base para uma topologia em

E. Mostremos inicialmente que E é um EVT, ou seja, que as operações de soma e produto

por escalar são cont́ınuas nessa topologia.

Seja Bp(c, r) com c ∈ E, r > 0, p ∈ Σ, um aberto qualquer nesta topologia.

Tomemos a, b ∈ E tais que a + b = c. Da propriedade (ii) da definição de seminorma

segue que Bp

(
a,
r

2

)
+Bp

(
b,
r

2

)
⊂ Bp(c, r), o que prova a continuidade da soma.

Tomemos agora λ ∈ K e x ∈ E tal que λx = c. Consideremos δ1, δ2 > 0 satisfa-

zendo:

δ1 < min

{
1,

r

2(p(x) + 1)

}
, δ2 <

r

2(|λ|+ 1)
.

Escrevendo

p(λ′x′ − λx) = p(λ′(x′ − x) + (λ′ − λ)x),

e utilizando o fato de que, |λ′ − λ| < δ1 implica em |λ′| < 1 + |λ|, segue que

(λ − δ1, λ + δ1) · Bp(x, δ2) ⊂ Bp(c, r). Logo, a multiplicação por escalar é uma aplicação

cont́ınua.

Pelo Teorema 2.1.9, cada Bp

(
a,

1

j

)
é um conjunto convexo, donde segue que E é

um ELC. Pela própria definição da topologia de E segue que cada p ∈ Σ é cont́ınua.

(ii) Seja τ a topologia de E. Pelo Teorema 2.2.6 existe uma base local na origem

B′ formada por conjuntos convexos, equilibrados e absorventes. Pelo item (ii) do Teorema

2.2.4, temos que o conjunto

B′′ = {a+ A; a ∈ E,A ∈ B′}

é uma base de τ .

Definimos Σ = {pA;A ∈ B′}, onde pA é o funcional de Minkowski de A. Da

Observação 2.1.7 e dos Teoremas 2.2.4 e 2.2.7 segue que{
BpA

(
a,

1

j

)
; pA ∈ Σ, a ∈ E, j ∈ N

}
= {a+ jA;A ∈ B′, a ∈ E, j ∈ N}.
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Pelo item (i) segue que o conjunto do lado direito na igualdade acima é sub-base

para uma topologia localmente convexa τ ′ em E. Na verdade, como a interseção finita de

elementos de B′ pertence à B′ temos que o conjunto

{a+ jA;A ∈ B′, a ∈ E, j ∈ N}

é uma base de τ ′.

Obviamente τ ⊂ τ ′, mostremos que τ ′ ⊂ τ . Como a translação e a multiplicação

por escalar são homeomorfismos, os abertos são invariantes por essas aplicações. Assim,

se A ∈ τ , então a + jA ∈ τ . Dado β ∈ τ ′, temos que existem a ∈ E e j ∈ N tais que

β = a+ jA, donde segue que τ ′ ⊂ τ .

Definição 2.2.9 Nas condições do Teorema 2.2.8 dizemos que a famı́lia de seminormas

Σ define a topologia de E.

Vejamos agora alguns exemplos de ELC’s utilizando o Teorema 2.2.8.

Exemplo 2.2.10 Sejam E um espaço vetorial qualquer e ‖ · ‖ uma norma em E. A

topologia definida por Σ = {‖ · ‖} é a topologia induzida pela norma ‖ · ‖.

Os próximos exemplos nos fornecem ELC’s que não são normados.

Exemplo 2.2.11 Seja E um espaço vetorial qualquer. A topologia localmente convexa

definida por Σ = {0} é a topologia caótica.

Nos próximos dois exemplos definimos as topologias dos espaços Cm(Ω) e C∞(Ω).

Já na seção 2.5 vamos definir a topologia do espaço C∞c (Ω).

Exemplo 2.2.12 Cm(Ω), m = 0, 1, 2, . . . , é um ELC cuja topologia é definida pela

famı́lia de seminormas Σ = {pK ;K ⊂⊂ Ω}, onde pK são as seminormas definidas em

(2.1).

Exemplo 2.2.13 C∞(Ω) é um ELC cuja topologia é definida pela famı́lia

Σ = {pK,m;K ⊂⊂ Ω,m = 0, 1, 2, . . .} , onde pK,m são as seminormas definidas em

(2.2).

A partir de agora sempre que fizermos menção aos espaços Cm(Ω) e C∞(Ω), esta-

remos considerando as topologias definidas nos dois exemplos acima.

O próximo resultado estabelece uma condição para que um ELC seja um espaço

de Hausdorff.

Teorema 2.2.14 Sejam E um ELC e Σ a famı́lia de seminormas que define a topologia

de E. As seguintes afirmações são equivalentes:
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(i) E é espaço de Hausdorff;

(ii)
⋂
p∈Σ

p−1({0}) = {0}.

Demonstração. (i) ⇒ (ii) Para qualquer seminorma p ∈ Σ, temos que p(0) = 0, assim

0 ∈
⋂
p∈Σ

p−1({0}).

Dado qualquer x ∈ E, vamos mostrar que, se x 6= 0, então x /∈
⋂
p∈Σ

p−1({0}).

Suponhamos x 6= 0, como E é um espaço de Hausdorff, existe uma vizinhança de x que

não contém a origem. Podemos tomar essa vizinhança da forma Bp(x, ε), para alguma

seminorma p ∈ Σ e algum ε > 0. Então p(x) > 0, pois se ocorresse p(x) = 0 teŕıamos

0 ∈ Bp(x, ε). Assim x /∈
⋂
p∈Σ

p−1({0}).

(ii) ⇒ (i) Tomemos x, y ∈ E, x 6= y. Temos que mostrar que existem abertos

disjuntos que separam esses dois pontos. Temos que y − x 6= 0, donde, pela hipótese,

existem p ∈ Σ e ε > 0 tal que p(y − x) = ε. Consideremos Vx = Bp

(
x,
ε

2

)
e

Vy = Bp

(
y,
ε

2

)
. Mostremos que Vx ∩ Vy = ∅.

Se existisse z ∈ Vx ∩ Vy, então:

p(x− z) <
ε

2
, p(y − z) <

ε

2
.

Assim, da condição (ii) da definição de seminorma, segue que

ε = p(x− y) = p(x− z + z − y) ≤ p(x− z) + p(y − z) < ε,

o que é um absurdo. Portanto, Vx ∩ Vy = ∅ e dáı E é espaço de Hausdorff.

Conforme veremos abaixo a definição de subconjunto limitado em um ELC é

análoga a definição natural de subconjunto limitado.

Definição 2.2.15 Seja E um ELC cuja topologia é definida pela famı́lia de seminormas

Σ. Dizemos que A ⊂ E é limitado se para cada p ∈ Σ, existe λ > 0 tal que A ⊂ Bp(0, λ).

Também a definição de continuidade uniforme de uma aplicação entre ELC’s é

análoga a definição de continuidade uniforme para aplicações em espaços normados.

Definição 2.2.16 Sejam E e F ELC’s cujas topologias são definidas pelas famı́lias de

seminormas Σ1 e Σ2, respectivamente. Uma aplicação u : E → F é uniformemente

cont́ınua quando dados ε > 0 e q ∈ Σ2, existem δ > 0 e p ∈ Σ1 tais que

(y − x) ∈ Bp(0, δ)⇒ (u(y)− u(x)) ∈ Bq(0, ε).
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Vejamos agora algumas propriedades de transformações lineares cont́ınuas entre

ELC’s que nos serão úteis nos caṕıtulos subsequentes.

Teorema 2.2.17 Sejam E e F ELC’s cujas topologias são definidas pelas famı́lias de

seminormas Σ1 e Σ2, respectivamente. As seguintes condições sobre uma aplicação linear

u : E → F são equivalentes:

(i) u é uniformemente cont́ınua;

(ii) u é cont́ınua;

(iii) u é cont́ınua na origem;

(iv) para todo q ∈ Σ2 existem p ∈ Σ1 e M > 0 tais que q ◦ u ≤M · p.

Demonstração. As implicações (i)⇒ (ii)⇒ (iii) são imediatas.

(iii) ⇒ (iv) Por hipótese, u é cont́ınua na origem, então dado Bq(0, 1) aberto

em F , u−1(Bq(0, 1)) é aberto em E. Logo existem p ∈ Σ1 e δ > 0 tais que

Bp(0, δ) ⊂ u−1(Bq(0, 1)), então

p(x) < δ ⇒ q(u(x)) < 1,

e consequentemente,
1

δ
p(x) < 1⇒ q(u(x)) < 1.

Notemos que
1

δ
p e q ◦u são seminormas em E e a expressão acima pode ser escrita

como

B 1
δ
p(0, 1) ⊂ Bq◦u(0, 1).

Da Observação 2.1.7, item (iii), segue o resultado com M =
1

δ
.

(iv) ⇒ (i) Devemos mostrar que, para quaisquer q ∈ Σ2 e ε > 0 existe uma

vizinhança U da origem tal que se y − x ∈ U então q(u(y − x)) < ε, ou ainda, x ∈ U

implica que q(u(x)) < ε.

Se tormarmos U = Bp

(
0,

ε

M

)
, onde p e M são dados conforme a hipótese, é fácil

ver que segue o resultado.

2.3 Metrização de ELC’s

Nessa seção vamos estabelecer condições suficientes para que um ELC seja me-

trizável e dar alguns exemplos de ELC’s metrizáveis. Primeiramente vejamos que, dada

uma famı́lia enumerável Σ de seminormas, é posśıvel obter outra famı́lia enumerável de

seminormas que é monótona e que define a mesma topologia que Σ.
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Observação 2.3.1 Seja (qj)j∈N uma famı́lia enumerável de seminormas que define a

topologia do ELC E. Definimos, para cada j ∈ N

p1 = q1, p2 = max{q1, q2}, p3 = max{q1, q2, q3}, . . . .

Então:

(i) p1 ≤ p2 ≤ p3 ≤ . . .;

(ii) (pj)j∈N define a topologia de E.

O item (i) decorre da maneira como as seminormas foram definidas. Vejamos a

justificativa do item (ii).

Sejam τ e τ ′ as topologias definidas pelas seminormas (qj)j∈N e (pj)j∈N, respecti-

vamente. Vamos mostrar que τ = τ ′.

Sejam B um aberto básico de τ e a ∈ B. Vamos mostrar que existe um aberto

básico na topologia τ ′ que está contido em B, ou seja, vamos mostrar que existem j ∈ N
e r0 > 0 tais que Bpj(a, r0) ⊂ B. Vamos mostrar para o caso em que B = Bqj(0, r), com

r > 0, já que os outros casos decorrem deste, uma vez que a soma e a multiplicação por

escalar são homeomorfismos em E. Como qj ≤ pj, para todo j ∈ N, pela Observação

2.1.7, item (iii), segue que τ ⊂ τ ′.

Utilizaremos a mesma ideia do parágrafo acima. Sejam B = Bpj(a, r) um aberto

básico de τ ′ e b ∈ B. Vamos mostrar que existe um aberto básico C na topologia τ que está

contido em B. Tomemos C = Bq1(b, R)∩Bq2(b, R)∩ . . .∩Bqj(b, R), com R = r−pj(b−a).

Temos que C é um aberto de τ uma vez que (qj)j∈N define a topologia τ . Mostremos que

C ⊂ B.

Seja y ∈ C, temos que q1(y− b) < R, q2(y− b) < R, . . . , qj(y− b) < R. Para cada

k = 1, . . . , j, vale

qk(y − a) ≤ qk(y − b+ b− a)

= qk(y − b) + qk(b− a)

< R + pk(b− a)

≤ R + pj(b− a)

= r

donde qk(y − a) < r, para todo k = 1, . . . , j. Como pj = max{q1, . . . , qj}, segue que

pj(y − a) < r, e consequentemente y ∈ B.

Teorema 2.3.2 Seja E um ELC Hausdorff. Se existe uma famı́lia enumerável de semi-

normas que define a topologia de E, então E é metrizável.
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Demonstração. À fim de mostrar que E é metrizável vamos mostrar que existe uma

métrica em E tal que os abertos segundo essa métrica coincidem com os abertos segundo

a topologia de E. Seja (pj)j∈N a famı́lia de seminormas que define a topologia de E.

Suponhamos que (pj)j∈N satisfaz as condições (i) e (ii) da observação acima. Definimos

a aplicação

d : E × E −→ R
(x, y) 7−→ d(x, y)

,

onde

d(x, y) =
∞∑
j=0

1

2j
pj(x− y)

1 + pj(x− y)
. (2.5)

Mostremos que essa aplicação define uma métrica em E. A série em (2.5) converge

pois seu j-ésimo termo é menor ou igual à 2−j.

Como pj(x − y) ≥ 0, segue que d(x − y) ≥ 0, para quaisquer x, y ∈ E. Se x = y,

então pj(x − y) = p(0) = 0, para todo j ∈ N. Se x 6= y, como E é espaço de Hausdorff,

pelo Teorema 2.2.14, existe j ∈ N tal que pj(x− y) 6= 0, consequentemente d(x, y) 6= 0.

Para cada j ∈ N, sendo pj uma seminorma em E, vale pj(x−y) = pj(y−x), donde

vale d(x, y) = d(y, x), para quaisquer x, y ∈ E.

Resta ainda mostrar que d(x, y) ≤ d(x, z)+d(z, y), para quaisquer x, y, z ∈ E, isto

é,
∞∑
j=0

1

2j
pj(x− y)

1 + pj(x− y)
≤

∞∑
j=0

1

2j

(
pj(x− z)

1 + pj(x− z)
+

pj(z − y)

1 + pj(z − y)

)
.

Para isso é suficiente mostrar que, para quaisquer x, y, z ∈ E vale

pj(x− y)

1 + pj(x− y)
≤ pj(x− z)

1 + pj(x− z)
+

pj(z − y)

1 + pj(z − y)
,

ou, simplificando um pouco a escrita, mostraremos que se 0 ≤ a, b, c e a ≤ b+ c, vale

a

1 + a
≤ b

1 + b
+

c

1 + c
.

Suponhamos a > 0. Das hipóteses acima segue que
1

b+ c
≤ 1

a
, dáı

a

1 + a
=

1
1

a
+ 1
≤ 1

1

b+ c
+ 1

=
b+ c

1 + b+ c
=

b

1 + b+ c
+

c

1 + b+ c

≤ b

1 + b
+

c

1 + c
.
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Os outros casos são justificados de modo análogo à esse. Temos assim que d é uma

métrica. Seja τ a topologia de E definida pelas seminormas pj e τ ′ a topologia induzida

pela métrica d em E. Mostremos que τ = τ ′.

Primeiramente, dado um aberto em τ ′ mostraremos que existe um aberto em τ que

está contido nele. Seja Bd(0, r) = {x ∈ E; d(x, 0) < r}, r > 0, um aberto de τ ′. Tomemos

k ∈ N de modo que
1

2k
seja menor que r. Mostremos que Bpk+1

(
0,

1

2k+2

)
⊂ Bd

(
0,

1

2k

)
.

Seja x ∈ Bpk+1

(
0,

1

2k+2

)
. Da definição de pk segue que, p1(x) ≤ p2(x) ≤ . . . ≤

pk(x) ≤ pk+1(x) <
1

2k+2
.

Como
pj(x)

1 + pj(x)
≤ pj(x) e

pj(x)

1 + pj(x)
≤ 1, para todo j ∈ N, temos que

k+1∑
j=0

1

2j
pj(x)

1 + pj(x)
<
∞∑
j=0

1

2j
1

2k+2
=

1

2k+2

∞∑
j=0

1

2j
=

1

2k+1

e
∞∑

j=k+2

1

2j
pj(x)

1 + pj(x)
≤

∞∑
j=k+2

1

2j
=
∞∑
i=0

1

2i+k+2
=

1

2k+1
.

Assim,

d(x, 0) =
∞∑
j=0

1

2j
pj(x)

1 + pj(x)
<

1

2k+1
+

1

2k+1
=

1

2k
,

ou seja, x ∈ Bd

(
0,

1

2k

)
. Assim τ ′ ⊂ τ .

Utilizando a mesma ideia, vamos mostrar que dado um aberto em τ existe um

aberto em τ ′ que está contido nele. Assim, para cada pj e cada r > 0, consideremos o

aberto de τ , Bpj(0, r). Tomando k ∈ N de modo que
1

2k
é menor que r, vamos mostrar

que

Bd

(
0,

1

2j+k+1

)
⊂ Bpj(0, r).

Seja x ∈ Bd

(
0,

1

2j+k+1

)
, então d(x, 0) <

1

2j+k+1
. Logo,

1

2j
pj(x)

1 + pj(x)
<

1

2j+k+1
⇒ pj(x)

1 + pj(x)
<

1

2k+1
⇒ pj(x) ·

(
1− 1

2k+1

)
<

1

2k+1

Consequentemente,

pj(x) <
1

2k+1 − 1
≤ 1

2k
< r,

ou seja, x ∈ Bpj(0, r), o que prova que τ ⊂ τ ′.
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Vamos utilizar este teorema para mostrar que os espaços Cm(Ω),m = 1, 2, . . . ,∞
são metrizáveis.

Exemplo 2.3.3 Os espaços Cm(Ω),m = 1, 2, . . . ,∞, são metrizáveis.

De fato, vamos mostrar que C∞(Ω) é metrizável e os outros casos serão análogos.

Já sabemos que C∞(Ω) é um ELC. Mostremos, primeiramente, que existe uma famı́lia

enumerável de seminormas que define a topologia de C∞(Ω). Como Ω é um aberto de Rn

pelo Teorema A.2.1 existe uma sequência de compactos (Kj)j∈N que esgota Ω, ou seja,

Ω =
⋃
j∈N

Kj.

Consideremos as duas famı́lias de seminormas em C∞(Ω) dadas por

Σ = {pK,m;K ⊂⊂ Ω,m = 0, 1, 2, . . . ,∞}

e

Σ′ =
{
pKj ,m;Kj esgotam Ω,m = 0, 1, 2, . . .∞

}
.

Sejam τ e τ ′ as topologias definidas por Σ e Σ′, respectivamente. Mostremos que

τ = τ ′. Obviamente, o conjunto Σ contém o conjunto Σ′, donde τ ′ ⊂ τ .

Dado um aberto em τ , vamos mostrar que existe um aberto em τ ′ que está contido

nele. Sejam p ∈ Σ, ε > 0 e f ∈ C∞(Ω), Bp(f, ε) ∈ τ . Tomemos ψ ∈ Bp(f, ε), vamos

mostrar então, que existem p′ ∈ Σ′ e ε′ > 0 tais que Bp′(ψ, ε
′) ⊂ Bp(f, ε).

Existem K ⊂⊂ Ω e m = 0, 1, . . . ,∞, tal que p = pK,m. Além disso, pelo Teorema

A.2.1, existe j ∈ N de modo que K ⊂ Kj. Temos então que vale

pK,m(f) ≤ pKj ,m(f), ∀f ∈ C∞(Ω).

Tomemos p′ = pKj ,m e ε′ = ε − pK,m(f − ψ). Assim, se ϕ ∈ Bp′(ψ, ε
′), utilizando

o item (ii) da definição de seminorma é fácil ver que, ϕ ∈ Bp(f, ε), completando a prova

de que τ ⊂ τ ′. Assim τ ′ = τ , donde existe uma famı́lia enumerável de seminormas que

define a topologia de C∞(Ω).

Vamos mostrar agora que Cm(Ω), para todo m = 1, 2, . . . ,∞, é um espaço de

Hausdorff, utilizando o Teorema 2.2.14.

Se f ≡ 0 então pKj ,m(f) = 0, para todo Kj ⊂⊂ Ω. Como Ω =
⋃
j∈N

Kj, pKj ,m(f) = 0,

para todo x ∈ Ω. Assim, 0 ∈
⋂

pKj,m∈Σ′
pKj ,m

−1({0}).

Seja f ∈
⋂

pKj,m∈Σ′
pKj ,m

−1({0}). Para todo Kj ⊂⊂ Ω e m = 0, 1, . . . ,∞, vale

pKj ,m(f) = 0, donde f ≡ 0 em Ω. Logo,
⋂

pKj,m∈Σ′
pKj ,m

−1({0}) ⊂ {0}.

Portanto, C∞(Ω) é um espaço de Hausdorff e pelo Teorema 2.3.2 C∞(Ω) é me-

trizável.
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2.4 Algumas propriedades do espaço C∞(Ω)

No Exemplo 2.2.13 vimos uma famı́lia de seminormas que define a topologia de

C∞(Ω). Nesta seção apresentamos algumas propriedades topológicas úteis deste espaço,

começando com uma importante caracterização de convergência em C∞(Ω).

Teorema 2.4.1 A sequência (φj) converge para φ em C∞(Ω) se, e somente se, para

todo α ∈ Nn, a sequência (∂αφj) converge para ∂αφ uniformemente em todo subconjunto

compacto de Ω.

Demonstração. Utilizando a famı́lia de seminormas do Exemplo 2.2.13, segue do Te-

orema 2.2.8 que φj converge para φ em C∞(Ω) se, e somente se, dados p ∈ Σ e ε > 0,

existe j0 ∈ N tal que

j > j0 ⇒ p(φj − φ) < ε.

Por definição, existem K ⊂⊂ Ω e m = 0, 1, . . ., tais que p = pK,m, donde

j > j0 ⇒ pK,m(φj − φ) < ε

⇒ sup
x∈K,|α|≤m

|∂αφj − ∂αφ| < ε.

Dáı segue que a sequência (φj) converge para φ em C∞(Ω) se, e somente se, para

todo α ∈ Nn, a sequência (∂αφj) converge para ∂αφ uniformemente em todo subconjunto

compacto de Ω.

A convergência em Cm(Ω), para todo m = 0, 1, . . ., tem caracterização análoga à

feita acima para C∞(Ω). O próximo resultado nos fornece outra propriedade importante

dos espaços Cm(Ω), para todo m = 0, 1, . . . ,∞, que é a completude.

Teorema 2.4.2 Para cada m = 0, 1, . . . ,∞, o espaço Cm(Ω) é completo.

Demonstração. Faremos a demonstração utilizando indução sobre m. Seja Σ a famı́lia

dada no exemplo 2.2.12. Para m = 0, usaremos o fato de que C(K) é completo, para

todo K ⊂⊂ Ω com a métrica do supremo.

Sejam (Kj)j∈N a sequência de compactos que esgota Ω e (φk) uma sequência de

Cauchy em C(Ω). Pela definição da topologia em C(Ω) segue que (φk) é uma sequência

de Cauchy em C(Kj), para todo j ∈ N. Como cada C(Kj) é completo, segue que para

cada j ∈ N, existe (ψj) ⊂ Kj tal que (φk) converge para ψj em Kj.

Como os compactos Kj são encaixados e o limite de uma sequência é único, segue

que (φk) converge para ψ, onde ψ|Kj = ψj, e consequentemente C(K) é completo.

Suponhamos que Cm(Ω) é completo e mostremos que Cm+1(Ω) é completo. Seja

φk uma sequência de Cauchy em Cm+1(Ω). Para cada ε > 0, existem k0 ∈ N e pj ∈ Σ
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tais que

l, k > k0 ⇒ φk − φl ∈ Bpj(0, ε)

⇒ sup
|α|≤m+1,y∈Kj

|∂αφk(y)− ∂αφl(y)| < ε.

Dado α ∈ Nn, com |α| ≤ m + 1, suponhamos que α = β − ei, com |β| ≤ m e

i = 1, 2, . . . , n. Da equação acima ficamos com:

l, k > k0 ⇒ sup
y∈Kj
|∂βφk(y)− ∂βφl(y)| < ε.

Da hipótese de indução segue que existe φ ∈ Cm(Ω) tal que φk converge para φ

em Cm(Ω). Em particular, (∂βφk) converge uniformemente em Kj para ∂βφ.

Também vale

l, k > k0 ⇒ sup
|β|≤m,y∈Kj

|∂i∂βφk(y)− ∂i∂βφl(y)| < ε,

ou seja, a sequência ∂i∂
βφk é uma sequência de Cauchy em C(Ω). Portanto, existe

ψ ∈ C(Ω) tal que ∂i∂
βφk converge para ψ uniformemente em Kj.

Das equações acima podemos concluir que ∂i∂
βφ = ψ, ou seja, ∂αφ = ψ, e conse-

quentemente, Cm+1(Ω) é completo.

Definição 2.4.3 Seja E um espaço vetorial. Uma métrica d em E é dita invariante se

satisfaz

d(x+ z, y + z) = d(x, y), ∀x, y, z ∈ E.

Definição 2.4.4 Se E é um espaço vetorial que satisfaz as seguintes condições:

(i) E é um ELC,

(ii) a topologia de E é induzida por uma métrica invariante, e

(iii) E é completo,

dizemos que E é um espaço de Fréchet.

Exemplo 2.4.5 Todo espaço de Banach é um espaço de Fréchet.

Um exemplo mais interessante dentro dos nossos propósitos decorre do Exemplo

2.3.3 combinado com os teoremas 2.3.2 e 2.4.2:

Exemplo 2.4.6 Para cada m = 0, 1, . . . ,∞, o espaço Cm(Ω) é um espaço de Fréchet.
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O próximo resultado nos fornece condições necessárias e suficientes para que um

funcional em C∞(Ω) seja cont́ınuo.

Teorema 2.4.7 Seja u um funcional linear em C∞(Ω). Então as seguintes afirmações

são equivalentes:

(i) u é cont́ınuo;

(ii) para toda sequência (φj)j∈N tal que φj → 0 em C∞(Ω) tem-se que u(φj)→ 0 em K;

(iii) existem K ⊂⊂ Ω, C > 0 e m ∈ N tais que

|u(φ)| ≤ C
∑
|α|≤m

sup
K
|∂αφ|,∀φ ∈ C∞(Ω). (2.6)

Demonstração. (i) ⇔ (ii) Como C∞(Ω) é metrizável temos que existe uma métrica d

que define a topologia de C∞(Ω). Assim (φj), convergir para 0 em C∞(Ω) é o mesmo

que d(φj − 0) < ε, para todo ε > 0, e (u(φj)) convergir para 0 em K é o mesmo que

|u(φj) − 0| < δ, para todo δ > 0. Portanto, o item (ii) equivale à mostrar que u é

cont́ınuo na origem. Do Teorema 2.2.17 segue, portanto, a equivalência (i)⇔ (ii).

(i) ⇔ (iii) Mostremos que esta equivalência decorre do Teorema 2.2.17 para

E = C∞(Ω), F = K, Σ1 a famı́lia de seminormas que define a topologia de C∞(Ω) e

Σ2 = {| · |}. Para isso, vamos mostrar que o item (iii) é equivalente ao item (iv) do

Teorema 2.2.17.

Dado q ∈ Σ2, temos que q = | · | e assim, q ◦ u = |u|. Para p ∈ Σ1, temos que

existem K ⊂⊂ Ω e m ∈ N de modo que p =
∑
|α|≤m

sup
K
|∂αφ|, para toda φ ∈ C∞(Ω). Assim,

para toda φ ∈ C∞(Ω),

q ◦ u(φ) ≤M · p(φ)⇔ |u(φ)| ≤M ·
∑
|α|≤m

sup
K
|∂αφ|.

Para concluir o resultado basta tomar C = M .

2.5 A topologia de C∞c (Ω)

Para cada K ⊂⊂ Ω, o śımbolo C∞c (K) denota o subespaço constitúıdo pelas

funções de C∞(Ω) cujo suporte está contido em K. Nesta seção introduzimos uma topo-

logia localmente convexa em C∞c (Ω) a partir das topologias localmente convexas definidas

em cada C∞c (K). Obviamente vale:

C∞c (Ω) =
⋃

K⊂⊂Ω

C∞c (K).
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Em cada C∞c (K) consideremos a topologia localmente convexa definida pela famı́lia

de seminormas ΣK = {pK,m}m∈N, sendo:

pK,m(φ) = sup
|α|≤m,x∈K

|∂αφ(x)|, φ ∈ C∞c (K). (2.7)

Consideremos os seguintes subconjuntos de C∞c (K)

B0 = {V ⊂ C∞c (Ω);V é convexo, equilibrado e

V ∩ C∞c (K) é aberto de C∞c (K),∀K ⊂⊂ Ω}

e

B = {φ+ V ;φ ∈ C∞c (Ω) e V ∈ B0}.

No próximo teorema vamos estabelecer a topologia de C∞c (Ω).

Teorema 2.5.1 (i) B é base para uma topologia τ em C∞c (Ω);

(ii) C∞c (Ω) equipado com a topologia τ é um ELC;

(iii) para cada K ⊂⊂ Ω temos que a topologia de C∞c (K) coincide com a topologia de

subespaço induzida por C∞c (Ω) em C∞c (K).

Demonstração. (i) Dados φ1, φ2 ∈ C∞c (Ω), V1, V2 ∈ B0 e φ ∈ (φ1 + V1) ∩ (φ2 + V2),

mostraremos que existe V ∈ B0 tal que

φ+ V ⊂ (φ1 + V1) ∩ (φ2 + V2). (2.8)

Consideremos K ⊂⊂ Ω tal que S(φ1), S(φ2), S(φ) ⊂ K. Logo, φ1, φ2, φ ∈ C∞c (K)

e sendo V1 ∩ C∞c (K) aberto de C∞c (K), φ − φ1 ∈ V1. Além disso, a multiplicação por

escalar é cont́ınua em C∞c (K) donde temos que existe δ1 > 0 tal que

|λ− 1| < δ1 ⇒ λ(φ− φ1) ∈ V1 ⇒ φ− φ1 ∈
1

λ
V1.

Fixando λ = λ1 obtemos

φ− φ1 ∈
1

λ1

V1,

e sendo V1 convexo, pelo Teorema 2.1.9, item (iv), segue que

φ− φ1 +

(
1− 1

λ1

)
V1 ⊂

1

λ1

V1 +

(
1− 1

λ1

)
V1 = V1,

Dáı resulta que

φ+

(
1− 1

λ1

)
V1 ⊂ φ1 + V1.
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Analogamente ao racioćınio anterior, utilizando agora o fato de que φ ∈ φ2 + V2,

obtemos λ2 tal que

φ+

(
1− 1

λ2

)
V2 ⊂ φ2 + V2.

Tomando

V =

(
1− 1

λ1

)
V1 ∩

(
1− 1

λ2

)
V2,

obtemos (2.8).

(ii) Começaremos mostrando que a soma é cont́ınua em C∞c (Ω). Para isso, dados

φ1, φ2 ∈ C∞c (Ω) e V ∈ B0, devemos exibir V1, V2 ∈ B0 tais que

(φ1 + V1) + (φ2 + V2) ⊂ φ1 + φ2 + V.

Mas isso, decorre diretamente da convexidade de V e do Teorema 2.1.9, item (iv), tomando

V1 = V2 =
1

2
V.

Mostraremos agora que a multiplicação por escalar é cont́ınua em C∞c (Ω). Dados

λ0 ∈ C, φ0 ∈ C∞c (Ω) e V ∈ B0, vamos exibir δ > 0 e U ∈ B0 tais que

|λ− λ0| < δ, φ ∈ φ0 + U ⇒ λφ− λ0φ0 ∈ V. (2.9)

Seja K ⊂⊂ Ω tal que φ0 ∈ C∞c (K). Como V é equilibrado segue que 0 ∈ V e dessa

forma 0φ0 ∈ V . Pela continuidade da multiplicação por escalar em C∞c (K) decorre que

existe δ > 0 tal que δφ0 ∈
1

2
V , o que implica pelo fato de V ser equilibrado que

|λ− λ0| < δ ⇒ |λ− λ0|
δ

< 1⇒ λ− λ0

δ
δφ0 ∈

1

2
V,

isto é,

|λ− λ0| < δ ⇒ (λ− λ0)φ0 ∈
1

2
V. (2.10)

Escolhendo c > 0 de modo que c(|λ0|+ δ) =
1

2
, vem que

|λ− λ0| < δ ⇒ |λ| − |λ0| < δ ⇒
∣∣∣∣ λ

|λ0|+ δ

∣∣∣∣ < 1.

Da expresão anterior e do fato de V ser equilibrado, podemos inferir que cV é equilibrado

e dáı vale

|λ− λ0| < δ, φ ∈ φ0 + cV ⇒ λ

|λ0|+ δ
(φ− φ0) ∈ cV,

e então,



32

|λ− λ0| < δ, φ ∈ φ0 + cV ⇒ λ(φ− φ0) ∈ 1

2
V.

Combinando o fato de que

λφ− λ0φ0 = λ(φ− φ0) + (λ− λ0)φ0,

com a relação (2.10) e a convexidade de V obtemos a implicação (2.9) com U = cV .

Para concluir que C∞c (Ω) é um ELC, basta observarmos que, por definição, todo

V ∈ B0 é um conjunto convexo.

(iii) Sejam τK a topologia de C∞c (K) e τ ′K a topologia de C∞c (K) como subespaço

de C∞c (Ω). Pela definição de B0, segue que B0 ⊂ τK , logo B ⊂ τK e dessa forma τ ′K ⊂ τK .

Para provarmos a inclusão contrária, consideremos E ∈ τK qualquer. Vamos mos-

trar que existe um aberto V de C∞c (Ω) tal que E = V ∩ C∞c (K). Dada φ ∈ E, tomemos

K ⊂⊂ Ω, tal que φ ∈ C∞c (K). Logo da definição de τK , existem m ∈ N e ε > 0 tais que

BpK,m(φ, ε) = {ψ ∈ C∞c (K); pK,m(ψ − φ) < ε} ⊂ E.

Definimos o seguinte conjunto aberto de C∞c (Ω)

Vφ = {ψ ∈ C∞c (Ω); pK,m(ψ − φ) < ε}.

Notemos que

Vφ ∩ C∞c (K) = BpK,m(φ, ε).

Logo, fazendo φ percorrer E obtemos( ⋃
φ∈E

Vφ

)
∩ C∞c (K) = E.

Desta forma, basta considerarmos V =
⋃
φ∈E

Vφ, o que conclui a prova de que τK ⊂ τ ′K .

Assim, a topologia de C∞c (K) coincide com a topologia de subespaço induzida por

C∞c (Ω) em C∞c (K).

À seguir vamos caracterizar a convergência em C∞c (Ω).

Teorema 2.5.2 Uma sequência (φj) converge para zero em C∞c (Ω) se, e somente se,

existe K ⊂⊂ Ω tal que:

(i) o suporte de toda função φj está contido em K;

(ii) para todo α ∈ Nn a sequência (∂αφj) converge para zero uniformemente em K.
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Demonstração. (⇒) (i) Seja (K ′j)j∈N a sequência de compactos que esgota Ω. Da

hipótese temos que, dada qualquer vizinhança V da origem em C∞c (Ω), existe j0 ∈ N tal

que

j > j0 ⇒ φj ∈ V.

Suponhamos por absurdo que não vale o item (i). Assim, existe φ1 tal que S(φ1)

não está contido em K ′1. Logo, existe x1 ∈ S(φ1) − K ′1. Como K ′1 é compacto, existe

uma vizinhança V1 de x1 tal que V1 ∩K ′1 = ∅. Mas S(φ1) é fechado, donde existe y1 ∈ V1

satisfazendo φ1(y1) 6= 0.

Tomemos K2 = K ′2 ∪{y1}. Existe φ2 tal que S(φ2) não está contido em K2, donde

existe x2 ∈ S(φ2) mas, x2 /∈ K2. Do fato de K2 ser compacto, existe V2 vizinhança de

x2 tal que φ2(y2) 6= 0. Utilizando esse argumento, obtemos uma subsequência φj, uma

sequência Kj de compactos que esgota Ω e uma sequência (yj) de pontos tal que

yj ∈ Kj+1 −Kj e φj(yj) 6= 0,∀j ∈ N (2.11)

Definimos a aplicação

p(φ) =
∞∑
j=1

sup
x∈(Kj+1−Kj)

|φ(x)|
|φj(yj)|

.

Pelo Teorema A.2.1, para cada φ ∈ C∞c (Ω), existe j1 ∈ N tal que j ≥ j1 +1 implica

que S(φ) ⊂ Kj, ou seja, a soma acima tem no máximo j1 + 1 parcelas não nulas. Logo, p

está bem definida. Além disso, é fácil ver que p é uma seminorma em C∞c (Ω).

Mostraremos através do Teorema 2.5.1 que Bp(0, 1) é uma vizinhança da origem

em C∞c (Ω). Dado K ⊂⊂ Ω, existe l ∈ N tal que K ⊂ Kl, então, para toda φ ∈ C∞c (K)

vale

p(φ) =
∞∑
j=1

sup
x∈(Kj+1−Kj)

|φ(x)|
|φj(yj)|

=
l∑

j=1

sup
x∈(Kj+1−Kj)

|φ(x)|
|φj(yj)|

≤
l∑

j=1

sup
x∈K

|φ(x)|
|φj(yj)|

≤ sup
x∈K
|φ(x)| ·

l∑
j=1

1

|φj(yj)|
,

fazendo M =
l∑

j=1

1

|φj(yj)|
, obtemos p(φ) ≤M · sup

x∈K
|φ(x)|.

Logo, p(φ) ≤ M · pK,0(φ), para toda φ ∈ C∞c (K), onde pK,0 é uma seminorma em

C∞c (K). Mas isso implica que M ·BpK,0(0, 1) ⊂ Bp(0, 1)∩C∞c (K). Assim Bp(0, 1)∩C∞c (K)

é uma vizinhança da origem em C∞c (K). Logo, Bp(0, 1) ∈ B0. No entanto, é fácil ver
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que φj /∈ Bp(0, 1), para todo j ∈ N, pois (2.11) implica sup
x∈(Kj+1−Kj)

|φj(x)|
|φj(yj)|

≥ 1, e isso

contradiz o fato de (φj) convergir para zero em C∞c (Ω).

(ii) Do item (i) temos que existe K ⊂⊂ Ω tal que φj ∈ C∞c (K), para todo j ∈ N.

Sejam ε > 0 e α ∈ Nn e tomemos m = |α|. Seja

BpK,m(0, ε) = {ψ ∈ C∞c (K); pK,m(ψ) < ε}

aberto de C∞c (K). Pelo Teorema 2.5.1 existe um aberto V de C∞c (Ω) tal que

BpK,m(0, ε) = C∞c (K) ∩ V . Além disso, por hipótese, existe j0 ∈ N tal que j > j0

implica em φj ∈ V .

Logo, se j > j0 então φj ∈ C∞c (K) ∩ V = BpK,m(0, ε). Assim, sup
x∈K
|∂αφj(x)| < ε,

ou seja, a sequência (∂αφj) converge para zero uniformemente em K.

(⇐) Vamos mostrar que (φj) converge para zero em C∞c (Ω), ou seja, dada uma

vizinhança V da origem em C∞c (Ω), mostremos que existe j0 ∈ N tal que se j > j0, então

φj ∈ V .

Pelo item (i), φj ∈ C∞c (K), para todo j ∈ N. Existem m ∈ N e ε > 0 tal que

BpK,m(0, ε) ⊂ C∞c (K) ∩ V ⊂ V .

Do item (ii) temos que, para cada α ∈ Nn satisfazendo |α| ≤ m, existe jα ∈ N tal

que se j > jα, então φj ∈ BpK,m(0, ε). Tomando j0 = max{jα; |α| ≤ m}, obtemos

j > j0 ⇒ φj ∈ BpK,m(0, ε) ⊂ V.

Obtemos o seguinte corolário que decorre diretamente do teorema, uma vez que,

se (φj) converge para φ, então (φj − φ) converge para zero.

Corolário 2.5.3 Uma sequência (φj) converge para φ em C∞c (Ω) se, e somente se, existe

K ⊂⊂ Ω tal que:

(i) o suporte de toda função φj está contido em K;

(ii) para todo α ∈ Nn a sequência (∂αφj) converge para ∂αφ uniformemente em K.

Abaixo veremos que C∞c (Ω) não é metrizável, caracterizando assim a propriedade

de que nem todo ELC é metrizável.

Observação 2.5.4 O espaço C∞c (Ω) não é metrizável.

De fato, suponhamos, por absurdo, que existe uma métrica d em C∞c (Ω) tal que

para toda sequência (φj) em C∞c (Ω) que converge para zero, vale d(φj, 0)→ 0.
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Seja (Kj)j∈N a sequência de compactos que esgota Ω e pelo Teorema A.2.9, para

cada j ∈ N existe φj ∈ C∞c (Ω) tal que φj = 1 em Kj. Para cada j ∈ N fixo, mostremos

que lim
δ→0

δφj = 0 em C∞c (Ω), utilizando o Teorema 2.5.2.

Obviamente S(δφj) ⊂ S(φj), para todo δ > 0. Além disso, considerando α ∈ Nn,

temos que

sup
x∈S(φj)

|∂αδφj(x)| = δ sup
x∈S(φj)

|∂αφj(x)| → 0,

quando δ → 0, uma vez que φj → 0 em C∞c (Ω). Conforme supomos anteriormente

lim
δ→0

d(δφj, 0) = 0,

e dessa forma para cada j ∈ N, existe δj > 0 tal que d(δjφj, 0) <
1

j
. Logo,

lim
j→∞

d(δjφj, 0) = 0.

No entanto, a sequência (δjφj) não pode convergir para zero em C∞c (Ω) pois⋃
j∈N

S(δjφj) = Ω e dáı não existe compacto que contenha o suporte de toda φj. Por-

tanto, C∞c (Ω) não é metrizável.

Vejamos agora duas propriedades que relacionam os espaços C∞(Ω) e C∞c (Ω).

Teorema 2.5.5 A aplicação identidade i : C∞c (Ω)→ C∞(Ω) é cont́ınua.

Demonstração. Pelo Teorema 2.2.17, como i é linear, basta mostrar que i é cont́ınua na

origem. Dado o aberto BpK,m(0, ε) em C∞(Ω), sendo K ⊂⊂ Ω e m ∈ N, devemos mostrar

que i−1(BpK,m(0, ε)) é um aberto de C∞c (Ω). Para isso, utilizando o Teorema 2.5.1, vamos

mostrar que i−1(BpK,m(0, ε)) ∩ C∞c (K) é um aberto de C∞c (K).

Mas i−1(BpK,m(0, ε))∩C∞c (K) = {φ ∈ C∞c (K); pK,m(φ) < ε}, e esse conjunto é um

aberto de C∞c (K). Portanto, i é cont́ınua.

Teorema 2.5.6 C∞c (Ω) é denso em C∞(Ω), isto é, para toda φ ∈ C∞(Ω) existe

(φj) ⊂ C∞c (Ω) tal que φj → φ em C∞(Ω).

Demonstração. Seja (Kj)j∈N a sequência de compactos que esgota Ω. Pelo Teorema

A.2.9, para cada j ∈ N existe ψj ∈ C∞c (Ω) tal que 0 ≤ ψj ≤ 1 e ψj = 1 em uma vizinhança

de Kj.

Seja φ ∈ C∞(Ω), então φψj ∈ C∞c (Ω). Mostremos que φψj → φ em C∞(Ω).

Fixemos K ⊂⊂ Ω e α ∈ Nn. Temos que

φψj − φ = φ(ψj − 1) = 0 em Kj, ∀j ∈ N,
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donde,

∂αφψj − ∂αφ = 0 em Kj, ∀j ∈ N.

Tomemos j0 ∈ N tal que K ⊂ Kj0 , então para todo j > j0, K ⊂ Kj e dáı,

∂αφψj − ∂αφ = 0 em K,

donde, ∂αφψj → ∂αφ em K, ou seja, φψj → φ em C∞(Ω).

Teorema 2.5.7 As seguintes afirmações a respeito de um funcional linear u em C∞c (Ω)

são equivalentes:

(i) u é cont́ınuo na origem;

(ii) u|C∞c (K)
é cont́ınuo na origem, para todo K ⊂⊂ Ω.

Demonstração. Basta observarmos que dados ε > 0 e K ⊂⊂ Ω,

(u|C∞c (K)
)−1(−ε, ε) = u−1(−ε, ε) ∩ C∞c (K).

Podemos caracterizar a continuidade dos funcionais lineares em C∞c (Ω) através de

sequências, analogamente ao feito no Teorema 2.4.7 para o espaço C∞(Ω).

Teorema 2.5.8 As seguintes afirmações a respeito de um funcional linear u em C∞c (Ω)

são equivalentes:

(i) u é cont́ınuo;

(ii) para toda sequência (φj)j∈N tal que φj → 0 em C∞c (Ω) temos que u(φj)→ 0 em K;

(iii) para todo K ⊂⊂ Ω, existem C > 0 e m ∈ N tais que

|u(φ)| ≤ C
∑
|α|≤m

sup
K
|∂αφ|,∀φ ∈ C∞c (K).

Demonstração. (i)⇒ (ii) Esta implicação é válida para qualquer espaço topológico.

(ii) ⇒ (iii) Suponhamos por absurdo que (iii) não seja verdadeira. Desta

forma, para C = m = j, podemos encontrar ψj tal que u(ψj) = 1, S(ψj) ⊂ K e∑
|α|≤m

sup
K
|∂αψj| <

1

j
. Então (ψj) converge para zero em C∞c (Ω) mas (u(ψj)) não con-

verge para zero em C∞c (Ω), o que é uma contradição.

(iii) ⇒ (i) O item (iii) implica que a condição (iv) do Teorema 2.2.17 é válida.

Assim, decorre que u|C∞c (K)
é cont́ınuo, para todo K ⊂⊂ Ω, em particular é cont́ınuo na

origem, donde pelo Teorema 2.5.7, u é cont́ınuo na origem e, portanto, u é cont́ınuo.
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2.6 Teorema de Hahn-Banach

Nesta seção abordamos o Teorema de Hahn-Banach e uma consequência dele que

será útil nos próximos caṕıtulos. Utilizamos [15] como referência para esse estudo.

Definição 2.6.1 Seja E um EVT sobre o corpo K. O dual E ′ de E é o espaço vetorial

composto de todas as aplicações lineares e cont́ınuas definidas em E, ou seja,

E ′ = {u : E → K;u é uma aplicação linear e cont́ınua}.

Vejamos algumas observações importantes para a compreensão ao Teorema de

Hahn-Banach. Obviamente todo espaço vetorial complexo é também um espaço vetorial

real e é conveniente diferenciar aqui o seguinte: um funcional Λ em um espaço vetorial

complexo E é chamado real-linear (complexo-linear) se Λ(αx) = αΛ(x), para cada x ∈ E
e cada escalar real (complexo) α.

Além disso, se u é a parte real de um funcional complexo-linear f em E, então

u é real-linear e f(x) = u(x) − iu(ix), para todo x ∈ E, uma vez que, se z ∈ C então

z = Re z − i Re (iz). Reciprocamente, se u : E → R é real-linear em um espaço vetorial

complexo E então f(x) = u(x)− iu(ix) é complexo-linear.

Suponhamos então que E é um EVT complexo. As observações feitas acima ga-

rantem que um funcional complexo-linear em E está em E ′ se, e somente se, sua parte

real é cont́ınua e todo funcional real-linear cont́ınuo u : E → R é a parte real de uma

única f ∈ E ′.
Vamos ver primeiramente a versão real do Teorema de Hahn-Banach e posterior-

mente a versão complexa.

Teorema 2.6.2 (Teorema de Hahn-Banach Real) Sejam E um espaço vetorial real

e M um subespaço de E. Suponhamos que a aplicação p : E → R satisfaz:

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) e p(tx) = tp(x),

para todo x, y ∈ E e t ≥ 0.

Além disso, suponhamos que f : M → R é um funcional linear tal que f(x) ≤ p(x),

para todo x ∈M . Então existe um funcional linear Λ : E → R tal que

Λ(x) = f(x), ∀x ∈M

e

−p(−x) ≤ Λ(x) ≤ p(x), ∀x ∈ E.

Demonstração. Suponhamos E 6= M , seja x1 ∈ E tal que x1 /∈M . Definimos

M1 = {x+ tx1;x ∈M, t ∈ R}.
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Obviamente M é um espaço vetorial. Se x, y ∈M , então temos

f(x) + f(y) = f(x+ y) ≤ p(x+ y) ≤ p(x− x1) + p(x1 + y),

e, consequentemente

f(x)− p(x− x1) ≤ p(y + x1)− f(y).

Seja α o supremo do lado esquerdo da relação acima, à medida que x percorre M .

Então

f(x)− α ≤ p(x− x1), ∀x ∈M (2.12)

e

f(y) + α ≤ p(y + x1), ∀y ∈M. (2.13)

Definimos em M1 a seguinte aplicação

f1(x+ tx1) = f(x) + tα,

para cada x ∈M e t ∈ R. É fácil ver que f1 = f em M e f1 é linear em M1.

Tomando t > 0 e trocando x por t−1x na equação (2.12), obtemos

f(t−1x)− α ≤ p(t−1x− x1)

tf

(
1

t
x

)
− tα ≤ tp

(
1

t
x− x1

)
f(x)− tα ≤ p(x− tx1)

f1(x− tx1) ≤ p(x− tx1).

Analogamente, trocando y por t−1y na equação (2.13), obtemos:

f1(y + tx1) ≤ p(y + tx1).

Isto prova que f1 ≤ p em M1.

Seja P a coleção de todos pares ordenados (M ′, f ′), onde M ′ é um subespaço de

E que contém M e f ′ é um funcional linear em M ′ que extende f e satisfaz f ′ ≤ p em

M ′. Vamos estabelecer uma ordenação parcial em P pondo (M ′, f ′) ≤ (M ′′, f ′′) sempre

que M ′ ⊂M ′′ e f ′ = f ′′ em M ′.

Seja C ⊂ P um subconjunto totalmente ordenado. Para cada (M ′, f ′) ∈ C,

definimos g(x) = f ′(x), para cada x ∈ M ′. Temos que g é um funcional linear cujo

domı́nio é Mg =
⋃

(M ′,f ′)∈C
M ′ o qual é um espaço vetorial. É fácil ver que g está bem

definida. Além disso, para todo (M ′, f ′) ∈ C vale (M ′, f ′) ≤ (Mg, g), uma vez que

M ′ ⊂Mg. Portanto, (Mg, g) é uma cota superior para o conjunto C.
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Pelo Lema de Zorn existe (MΛ,Λ) ∈P elemento máximo de P. Assim, Λ é uma

extensão de f que satisfaz Λ ≤ p em MΛ. Mostremos que MΛ = E.

Suponhamos que MΛ 6= E, então pela primeira parte da demonstração existiria

uma extensão própria de Λ que pertenceria à P, mas isso contradiz a minimalidade de

Λ. Assim, MΛ = E.

Por fim, como Λ ≤ p em E segue que

−p(−x) ≤ −Λ(−x) = Λ(x),

para todo x ∈ E.

Conclúımos então que Λ : E → R satisfaz Λ(x) = f(x), para todo x ∈ M e

−p(−x) ≤ Λ(x) ≤ p(x), para todo x ∈ E.

Teorema 2.6.3 (Teorema de Hahn-Banach Complexo) Sejam M um subespaço de

um espaço vetorial E, p uma seminorma em E e f um funcional linear em M que satisfaz

|f(x)| ≤ p(x), para todo x ∈M . Então existe uma extensão linear Λ de f em E que satisfaz

|Λ(x)| ≤ p(x), para todo x ∈ E.

Demonstração. Caso o corpo de escalar for R recáımos no caso anterior, pois p agora

satisfaz p(−x) = p(x). Vamos assumir que o corpo de escalar é C. Colocando u = Re f ,

pela versão real provada acima temos que existe um funcional real-linear U em E tal que

U = u em M e U ≤ p em E.

Seja Λ um funcional complexo-linear em E cuja parte real é U . Conforme o que

colocamos antes da demonstração da versão real do Teorema de Hahn-Banach, conclúımos

que Λ = f em M . Além disso, para cada x ∈ E corresponde um α ∈ C, com |α| = 1, tal

que αΛ(x) = |Λ(x)|. Assim,

|Λ(x)| = Λ(αx) = U(αx) ≤ p(αx) = p(x).

A demonstração do próximo resultado pode ser encontrada em [15].

Teorema 2.6.4 Sejam E um EVT e A,B ⊂ E conjuntos disjuntos, não-vazios e conve-

xos.

(i) Se A é aberto, então existem Λ ∈ E ′ e γ ∈ R tais que

Re Λ(x) < γ ≤ Re Λ(y),

para todo x ∈ A e y ∈ B.
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(ii) Se A é compacto, B é fechado e E é localmente convexo, então existem Λ ∈ E ′, γ1

e γ2 constantes reais tais que

Re Λ(x) < γ1 < γ2 < Re Λ(y),

para todo x ∈ A e y ∈ B.

O próximo resultado nos dá uma condição para que um ponto x0 ∈ E esteja no

fecho de um subespaço M de E.

Teorema 2.6.5 Sejam E um ELC, M um subespaço de E e x0 ∈ E. Se x0 /∈ M , então

existe Λ ∈ E ′ tal que Λ(x0) = 1 e Λ(x) = 0, para todo x ∈M .

Demonstração. Aplicando o item (ii) do Teorema 2.6.4 com A = {x0} e B = M , ob-

temos Λ1 ∈ E ′ tal que Λ1(x0) e Λ1(M) são disjuntos. Assim, Λ1(M) é um subespaço

próprio do espaço de escalares. Mas o único subespaço próprio de K é {0}. Logo,

Λ1(M) = {0} e Λ1(x0) 6= 0. Se dividirmos o funcional Λ1 por Λ1(x0) obtemos um novo

funcional Λ que satisfaz as condições desejadas.

2.7 Topologia Fraca em um EVT

A definição da topologia fraca apresentada nessa seção segue [15].

Definição 2.7.1 Seja E um EVT, cuja topologia será chamada de topologia original de

E, e E ′ o seu dual. Definimos a topologia fraca em E como a topologia menos fina na

qual cada elemento de E ′ é cont́ınuo. Assim, uma sub-base da topologia fraca é dada por

{u−1(U);u ∈ E ′, U ⊂ K aberto de K}.

Resulta imediatamente da Definição 2.7.1 que a topologia original é mais fina do

que a topologia fraca da E. Pela linearidade dos elementos de E ′ segue que a topologia

fraca de E é invariante por translação.

Como uma sub-base local na origem para a topologia de K é dada por

{B(0, ε); ε > 0}, segue que uma base local na origem para a topologia fraca de E é

dada por

{u−1(B(0, ε));u ∈ E ′, ε > 0}.

Mas observe que

u−1(B(0, ε)) = {x ∈ E; |u(x)| < ε}.
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Assim, definindo para cada u ∈ E ′ a seminorma em E dada por

pu(x) = |u(x)|, ∀x ∈ E,

temos que a topologia fraca de E é a topologia localmente convexa em E definida pela

famı́lia de seminormas

Σ = {pu;u ∈ E ′}.

Definição 2.7.2 Para cada A ⊂ E definimos:

(i) span A é o subespaço gerado por A;

(ii) A⊥ = {u ∈ E ′;u(a) = 0, ∀a ∈ A}.

Lema 2.7.3 Seja E um EVT. Aqui A denotará o fecho de A na topologia fraca de E.

Valem as seguintes afirmações:

(i) Se A ⊂ B ⊂ E, então B⊥ ⊂ A⊥;

(ii) E⊥ = {0};

(iii) A⊥ = (span A)⊥ = (span A)⊥;

(iv) se A é um subespaço vetorial de E, então

A⊥ = {0} ⇔ A = E.

Demonstração. Os itens (i) e (ii) são de fácil verificação.

(iii) Como A ⊂ span A, pelo item (i) vale, (span A)⊥ ⊂ A⊥. Mostremos que

vale a inclusão contrária. Sejam u ∈ A⊥ e b ∈ span A. Temos que b é uma combinação

linear de elementos de A e uma vez que u é linear, segue que u(b) = 0. Valendo portanto,

A⊥ = (span A)⊥.

Vale a inclusão span A ⊂ span A, donde pelo item (i) segue que

(span A)⊥ ⊂ (span A)⊥. Mostremos a inclusão contrária.

Sejam u ∈ (span A)⊥ e b ∈ span A. Suponhamos, por absurdo, que u(b) 6= 0. Pela

continuidade na topologia fraca, existe uma vizinhança V de b na topologia fraca tal que

u(x) 6= 0, para todo x ∈ V . Mas existe a ∈ span A tal que a ∈ V e dáı u(a) = 0, o que é

um absurdo.

(iv) (⇒) Suponhamos, por absurdo, A 6= E. Assim, existe x0 /∈ A tal que x0 ∈ E.

Então, pelo Teorema 2.6.5, existe u ∈ E ′ tal que u(x0) = 1, mas u(x) = 0, para todo

x ∈ A. Assim, u ∈ A⊥ o que implica em u ≡ 0, o que é um absurdo.

(⇐) Seja u ∈ A⊥, então u(a) = 0, para todo a ∈ A. Pela continuidade de u,

u(a) = 0, para todo a ∈ A. Assim, u(a) = 0, para todo a ∈ E, donde A⊥ = {0}.
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Definição 2.7.4 Sejam E e F espaços vetoriais e L : E → F uma aplicação linear.

Definimos a aplicação tL : F ′ → E ′ da seguinte forma: para cada v ∈ F ′, pomos
tL(v)(x) = v(L(x)), para todo x ∈ E.

Observação 2.7.5 tL é injetora se, e somente se, ker tL = {0}.

Teorema 2.7.6 L(E) = F ⇔ tL é injetora. Aqui o fecho é tomado na topologia fraca de

F .

Demonstração. Utilizando o item (iv) do Lema 2.7.3 e a observação acima obtemos

L(E) = F ⇔ L(E)⊥ = {0}

⇔ u(y) = 0, ∀ y ∈ L(E) e u ≡ 0

⇔ u(L(x)) = 0, ∀ x ∈ E e u ≡ 0

⇔ tL(u) = 0 e u ≡ 0

⇔ ker tL = {0}

⇔ tL é injetora.

2.8 O Teorema de Baire

A referência utilizada para essa seção foi [15]. Começamos estudando a noção de

conjunto magro e não-magro.

Definição 2.8.1 Seja E um espaço topológico. Um subconjunto S ⊂ E é dito raro se seu

fecho S tem interior vazio. Dizemos que um conjunto S é de primeira categoria (magro)

em E se S pode ser escrito como união enumerável de conjuntos raros. Qualquer conjunto

que não é de primeira categoria é dito de segunda categoria (não-magro) em E.

Teorema 2.8.2 (Teorema de Baire) Se E é um espaço métrico completo ou E é um

espaço de Hausdorff localmente compacto, então a interseção de qualquer coleção enu-

merável de subconjuntos densos de E é denso em E.

Demonstração. Sejam V1, V2, . . . , subconjuntos abertos e densos em S. Mostremos que
∞⋂
n=1

Vn é um subconjunto denso em S. Para isso vamos mostrar que cada subconjunto

aberto não-vazio de S intercepta o subconjunto
∞⋂
n=1

Vn. Seja B0 um subconjunto aberto

não-vazio arbitrário em S.

Como V1 é denso em S, V1 ∩ B0 6= ∅, donde segue que existe um aberto B1 6= ∅
tal que B1 ⊂ V1 ∩ B0. Como cada Vn é denso em S, dados n ≥ 1 e Bn−1 6= ∅, podemos
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obter, recursivamente, um subconjunto aberto Bn 6= ∅ satisfazendo Bn ⊂ Vn ∩Bn−1. Seja

K =
∞⋂
n=1

Bn.

Se S é um espaço métrico completo, Bn pode ser tomado como uma bola de raio

menor que
1

n
. Neste caso, os centros (xn) ∈ S dessas bolas formam uma sequência de

Cauchy e, sendo S completo, (xn) converge para um ponto x ∈ S. Dado p ∈ N qualquer,

para todo n > p, temos que xn ∈ Bp. Como Bp é fechado, x ∈ Bp, para todo p ∈ N e,

portanto x ∈ K. Além disso, como vale a relação Bn ⊂ Vn ∩ Bn−1, para todo n ∈ N,

segue que x ∈ B0 e x ∈ Vn, para todo n ∈ N, donde B0 intercepta
∞⋂
n=1

Vn.

Se S é um espaço de Hausdorff localmente compacto, podemos escolher Bn de modo

que Bn seja compacto. Pela propriedade dos compactos encaixados, segue que K 6= ∅.
Assim K ⊂ Bn, para todo n ∈ N, donde K ⊂

∞⋂
n=1

Vn e K ⊂ B0. Logo B0 intercepta

∞⋂
n=1

Vn.

Definição 2.8.3 Sejam X e Y EVT’s e Γ uma coleção de aplicações lineares de X em

Y . Dizemos que Γ é equicont́ınua se, para cada vizinhança W de 0 em Y , corresponde

uma vizinhança V de 0 em X tal que Λ(V ) ⊂ W para todo Λ ∈ Γ.

A definição acima exige, essencialmente, que a vizinhança V seja independente de

Λ. Se Γ contém somente um elemento Λ, equicontinuidade é equivalente à continuidade.

Teorema 2.8.4 Sejam X e Y EVT’s, Γ uma coleção equicont́ınua de aplicações lineares

de X em Y e E um subconjunto limitado de X. Então Y contém um subconjunto limitado

F tal que Λ(E) ⊂ F , para cada Λ ∈ Γ.

Demonstração. Tomemos

F =
⋃
Λ∈Γ

Λ(E).

Seja W uma vizinhança de 0 em Y . Como Γ é equicont́ınua, existe uma vizinhança V de

0 em X tal que Λ(V ) ⊂ W , para todo Λ ∈ Γ. Sendo E limitado, E ⊂ tV para algum t

suficientemente grande. Então:

Λ(E) ⊂ Λ(tV ) = tΛ(V ) ⊂ tW,∀Λ ∈ Γ

donde F ⊂ tW . Portanto, F é limitado em Y com Λ(E) ⊂ F , para todo Λ ∈ Γ.

Observação 2.8.5 Seja X um EVT. Se W é uma vizinhança de 0 em X, então existe

uma vizinhança U de 0 em X que satisfaz U + U ⊂ W . Além disso, U é simétrica com

relação à origem.
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De fato, como 0 + 0 = 0 e a adição é uma aplicação cont́ınua em X, existem vizinhanças

V1 e V2 de 0 em X tal que

V1 + V2 ⊂ W.

Tomando U = V1 ∩ V2 ∩ (−V1) ∩ (−V2), temos que U é uma vizinhança da origem e é

simétrica. Além disso, U + U ⊂ V1 + V2 ⊂ W .

Teorema 2.8.6 (Teorema de Banach-Steinhaus) Sejam X e Y EVT’s, Γ uma

coleção de aplicações lineares cont́ınuas de X em Y e B o conjunto de todos x ∈ X

cujas órbitas

Γ(x) = {Λx; Λ ∈ Γ}

são limitadas em Y . Se B é de segunda categoria em X, então B = X e Γ é equicont́ınua.

Demonstração. Seja W uma vizinhança equilibrada da origem em Y . Pela observação

acima existe uma vizinhança simétrica U da origem em Y satisfazendo U + U ⊂ W .

Podemos considerar U suficientemente pequena de modo que U + U ⊂ W . Tomemos

E =
⋂
Λ∈Γ

Λ−1(U).

Se x ∈ B, como Γ(x) é limitado em Y , para algum n ∈ N suficientemente grande,

vale Γ(x) ⊂ nU ⊂ nU . Então:

Λ(x) ∈ nU, ∀Λ ∈ Γ

x ∈ Λ−1(nU),∀Λ ∈ Γ

x ∈ nΛ−1(U),∀Λ ∈ Γ

x ∈ n
⋂
Λ∈Γ

Λ−1(U)

x ∈ nE.

Assim, B ⊂ nE, para algum n ∈ N e dáı B ⊂
∞⋃
n=1

nE. Como B é de segunda

categoria em X, pelo menos um nE é de segunda categoria em X.

Uma vez que a aplicação x 7→ nx é um homeomorfismo de X em X, E é de segunda

categoria em X, ou seja, E não tem interior vazio. Como U é fechado e Λ é cont́ınua

segue que Λ−1(U) é fechado. Então E é fechado e dáı E não tem interior vazio. Tomemos

x ∈ int E.

Então E contém uma vizinhança de x em X, ou seja, o conjunto x − E contém

uma vizinhança V de 0 em X. Assim, para cada Λ ∈ Γ, vale:

Λ(V ) ⊂ Λ(x− E) = Λx− Λ(E) ⊂ U − U ⊂ W.
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Logo, Γ é equicont́ınua. Pelo teorema anterior, Γ é uniformemente limitada. Em

particular, para cada x ∈ X, Γ(x) é limitado em Y , donde B = X.

2.9 Continuidade de Aplicações Bilineares

O principal objetivo desta seção é mostrar que, em determinadas condições, uma

aplicação separadamente cont́ınua é cont́ınua. Nessa seção seguimos [15].

Definição 2.9.1 Sejam X, Y , Z espaços vetoriais e B uma aplicação de X × Y em Z.

Para cada x ∈ X e y ∈ Y consideremos as aplicações:

Bx : Y → Z e By : X → Z

dadas por:

Bx(y) = B(x, y) = By(x).

Se as aplicações Bx e By são lineares, então B é dita bilinear.

Se X, Y e Z são EVT’s e cada uma das aplicações Bx e By são cont́ınuas, então

B é dita separadamente cont́ınua.

Se B é cont́ınua (realtivamente à topologia produto de X × Y ), então B é sepa-

radamente cont́ınua. Sob certas condições, utilizando o Teorema de Banach-Steinhaus,

pode ser provado que a rećıproca é válida, como veremos no próximo resultado.

Teorema 2.9.2 Sejam X um EVT completo cuja topologia é induzida por uma métrica

invariante e Y e Z EVT’s. Se B : X × Y −→ Z é bilinear e separadamente cont́ınua,

então

B(xn, yn)→ B(x0, y0) em Z

sempre que xn → x0 em X e yn → y0 em Y . Se Y é metrizável, então B é cont́ınua.

Demonstração. Sejam U e W vizinhanças de 0 em Z tal que U + U ⊂ W . Definimos

bn(x) = B(x, yn), x ∈ X, n = 1, 2, 3, . . . .

Como B é cont́ınua como função de Y vale

lim
n→∞

bn(x) = B(x, y0), x ∈ X.

Então {bn(x)} é um conjunto limitado de Z, para cada x ∈ X. Como cada bn é

uma aplicação linear cont́ınua de X, do Teorema de Banach-Steinhaus segue que {bn} é
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equicont́ınua. Portanto, existe uma vizinhança V de 0 em X tal que

bn(V ) ⊂ U, n = 1, 2, . . . .

Utilizando a linearidade de bn e a bilinearidade de B obtemos

B(xn, yn)−B(x0, y0) = B(xn, yn)−B(x0, yn) +B(x0, yn)−B(x0, y0)

= bn(xn)− bn(x0) +B(x0, yn)−B(x0, y0)

= bn(xn − x0) +B(x0, yn − y0)

Se tomarmos n suficientemente grande, xn ∈ x0 + V , donde bn(xn − x0) ∈ U .

Como B é cont́ınua e linear na variável y, então B(x0, 0) = 0 e existe uma vizinhança

U1 de 0 em Y tal que yn − y0 ∈ U1 e B(x0, U1) ⊂ U , donde B(x0, yn − y0) ∈ U .

Portanto, B(xn, yn) − B(x0, y0) ∈ U + U ⊂ W , para n suficientemente grande. Dáı

B(xn, yn)→ B(x0, y0) em Z.

Se Y é metrizável, então X×Y é metrizável. Como B é sequencialmente cont́ınua,

segue que B é cont́ınua.



Caṕıtulo 3

O Teorema Principal

3.1 Introdução

O objetivo do presente caṕıtulo é demonstrar e apresentar exemplos do principal

resultado desse texto. Esse teorema consiste em uma condição necessária para que um

operador linear de coeficientes variáveis seja globalmente resolúvel. Ele foi demonstrado

por Lars Hörmander em 1960 e consiste em uma generalização do Exemplo de Lewy.

O enunciado preciso do teorema requer algumas definições preliminares. Embora

o teorema principal tenha sido publicado pela primeira vez em [8], seguiremos a de-

monstração apresentada em [9] e, para manter os śımbolos utilizados nessa referência,

consideramos aqui a seguinte notação para a derivação:

Dj = −i∂j, j = 1, 2, ..., n

e

Dα = (−i)|α|∂α, α ∈ Nn.

Todos os resultados provados anteriormente para ∂α continuam válidos quando

trocamos por Dα, já que ∂α e Dα diferem somente por uma constante multiplicativa.

Definição 3.1.1 Um operador diferencial linear P = P (x,D) =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα em Ω é

uma aplicação

P : D ′(Ω) −→ D ′(Ω)

u 7−→
∑
|α|≤m

aα(x)Dαu (3.1)

com m ∈ N e aα ∈ C∞(Ω) fixos. Cada aα é chamado de coeficiente de P .

Para simplificar a escrita, escreveremos somente operador P, sempre que posśıvel.
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Definição 3.1.2 A ordem do operador P é o maior inteiro m tal que∑
|α|=m

|aα(x)| 6= 0,

para algum x ∈ Ω. A ordem de um operador P ≡ 0 é definida como sendo zero.

Definição 3.1.3 Para cada operador P de ordem finita m, definimos a aplicação

p(x, ξ) =
∑
|α|≤m

aα(x)ξα, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn,

chamada de śımbolo do operador P . O śımbolo principal de P é definido por

pm(x, ξ) =
∑
|α|=m

aα(x)ξα, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn.

Definimos pm(x, ξ) por

pm(x, ξ) =
∑
|α|=m

aα(x)ξα, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn.

Para cada j = 1, 2, . . . , n definimos

p(j)
m (x, ξ) =

∂pm(x, ξ)

∂ξj
e pm,j(x, ξ) =

∂pm(x, ξ)

∂xj
, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn.

Utilizando essa notação apresentamos o resultado principal desse texto (veja Teo-

rema 1 de [8] ou Teorema 6.1.1 de [9]).

Teorema 3.1.4 Seja P um operador diferencial linear com coeficientes em C∞(Ω). Se

para cada f ∈ C∞c (Ω) existe u ∈ D ′(Ω) tal que

Pu = f em Ω, (3.2)

então

C2m−1(x, ξ) = 0 sempre que pm(x, ξ) = 0, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn, (3.3)

onde

C2m−1(x, ξ) = i ·
n∑
j=1

(
p(j)
m (x, ξ) · pm,j(x, ξ)− pm,j(x, ξ) · p(j)

m (x, ξ)
)
. (3.4)

Na próxima seção do caṕıtulo ilustraremos o Teorema 3.1.4 com alguns exemplos

relevantes. Alguns lemas que facilitarão a demonstração do teorema principal serão pro-

vados na Seção 3.3. Por fim, na Seção 3.4 conclúıremos o caṕıtulo com a demonstração

do Teorema 3.1.4.
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3.2 Notas históricas e exemplos

Até a década de 1950 existiam resultados de existência de soluções para diversas

classes de equações diferenciais parciais. Nessa seção veremos alguns exemplos dessas

classes bem como daremos duas aplicações do Teorema 3.1.4.

Os próximos resultados dessa seção são historicamente anteriores ao Exemplo de

Lewy e alguns deles serão usados no decorrer do texto sem demonstração. Maiores detalhes

dos três primeiros podem ser encontrados em [9].

Começamos apresentando uma versão do Teorema de Cauchy-Kovalevsky para

equações lineares. Uma primeira versão do resultado foi provada por Augustin Cauchy

por volta do ano de 1842 e posteriormente próximo ao ano de 1875, Sophie Kovalevsky

completou este resultado.

Teorema 3.2.1 (Cauchy-Kovalevsky) Considere uma equação diferencial de ordem

m dada por: ∑
|α|≤m

aαD
αu = f, (3.5)

onde os coeficientes aα e a função f são anaĺıticos em uma vizinhança da origem e o

coeficiente que acompanha Dm
n é não nulo quando x = 0. Aqui Dm

n denota a derivada

de ordem m ∈ N com relação à n−ésima coordenada. Então, para cada função ϕ que é

anaĺıtica em uma vizinhança da origem, existe uma única solução u de (3.5), a qual é

anaĺıtica em uma vizinhança da origem e satisfaz as condições:

Dj
n(u− ϕ) = 0, quando xn = 0 e j < m.

No caso de equações de ordem um, esse resultado se reduz ao seguinte corolário,

que será a versão utilizada para os nossos propósitos

Corolário 3.2.2 Considere a equação diferencial de ordem um dada por:

n∑
j=1

ajDju+ a0u = f, (3.6)

onde os coeficientes aj e a função f são anaĺıticos em uma vizinhança da origem. Se

an(0) 6= 0 então, para cada função ϕ que é anaĺıtica em uma vizinhança da origem, existe

uma única solução u de (3.6), a qual é anaĺıtica em uma vizinhança da origem e satisfaz

a condição:

u = ϕ, quando xn = 0.

O próximo resultado de existência será útil na demonstração do Teorema 3.1.4.
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Teorema 3.2.3 Seja pm com coeficientes C∞ reais em uma vizinhança Ω de x = 0 em

Rn. Se ψ é uma função real de classe C∞ definida em Ω tal que existe uma raiz real

simples ηn da equação

pm (0, (∂1ψ(0), ∂2ψ(0), . . . , ∂n−1ψ(0), ηn)) = 0,

então em uma vizinhança Ω′ de 0 existe uma única solução real ϕ ∈ C∞(Ω′) do problema

de valor inicial 
pm(x,∇ϕ) = 0

ϕ(x) = ψ(x) quando xn = 0

∇ϕ(0) = η

,

sendo

η = (∂1ψ(0), ∂2ψ(0), . . . , ∂n−1ψ(0), ηn).

Observação 3.2.4 Se os coeficientes de pm bem como a função ψ são anaĺıticos mas não

necessariamente reais em uma vizinhança de 0, o mesmo teorema de existência é válido

em um domı́nio complexo com uma solução anaĺıtica ϕ.

Um dos casos para o qual se provou a existência de soluções é quando P é um

operador de coeficientes constantes, conforme descrevemos a seguir. Nos anos de 1954

e 1955, Leon Ehrenpreis [3] e Bernard Malgrange [14] publicaram (respectivamente), de

modo independente, o seguinte resultado, onde δ denota a distribuição Delta de Dirac:

Teorema 3.2.5 Todo operador diferencial linear de coeficientes constantes P , não iden-

ticamente nulo, tem uma solução fundamental, isto é, existe E ∈ D ′(Rn) tal que

PE = δ.

Então, dado o operador diferencial linear de coeficientes constantes P , se E é uma

solução fundamental de P e f ∈ C∞c (Rn), temos que

u = E ∗ f ∈ C∞(Rn)

satisfaz a equação

Pu = f,

ou seja, a equação Pu = f tem solução u ∈ C∞(Rn), qualquer que seja f ∈ C∞c (Rn).

Nosso próximo objetivo é descrever outro resultado de resolubilidade local anterior

ao Exemplo de Lewy.

Definição 3.2.6 Seja P um operador definido em Ω. Dizemos que P é eĺıptico em x0 ∈ Ω

se

pm(x0, ξ) 6= 0, ∀ξ ∈ Rn − {0}.
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O mais conhecido exemplo de operador eĺıptico é o Laplaciano. Mais geralmente

temos a seguinte classe de operadores.

Definição 3.2.7 Seja P um operador definido em Ω. Dizemos que P é do tipo principal

em x0 ∈ Ω se

ξ 6= 0, pm(x0, ξ) = 0⇒ p(j)
m (x0, ξ) 6= 0, para algum j = 1, 2, . . . , n. (3.7)

Observe que todo operador eĺıptico em x0 é do tipo principal em x0. No caso em

que P é um campo de vetores, é posśıvel verificar com facilidade que a condição (3.7)

significa que x0 não é uma singularidade de P. Em 1955, L. Hörmander demonstrou um

resultado de existência local de solução para operadores do tipo principal real, conforme

descrevemos a seguir. Para maiores detalhes veja [10].

Teorema 3.2.8 Seja P um operador diferencial linear definido em Ω. Suponha que P

tem śımbolo principal real e P é do tipo principal em x0. Então, para toda f ∈ C∞(Ω)

existe uma vizinhança V de x0 tal que a equação Pu = f tem solução u ∈ D ′(V ).

Listamos até aqui, alguns resultados de existência de solução já conhecidos em

1957. No entanto, nesse mesmo ano, H. Lewy [12] publicou um resultado no qual exibe

um operador linear P de ordem um e uma função f tais que a equação Pu = f não tem

solução u. Nesse artigo o espaço das soluções é formado pelas funções cujas derivadas de

primeira ordem satisfazem uma determinada condição de Hölder. Este exemplo serviu

de inspiração para L. Hörmander estabelecer o Teorema 3.1.4. A seguir, provamos que

o exemplo de Lewy não tem solução, mesmo no sentido das distribuições, utilizando o

Teorema 3.1.4.

Exemplo 3.2.9 (Operador de Lewy) Consideremos o operador de Lewy dado por

P = −iD1 +D2 − 2(x1 + ix2)D3 em R3.

Seja Ω ⊂ R3, x = (x1, x2, x3) ∈ Ω e ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3. Então:

p1(x, ξ) = −iξ1 + ξ2 − 2(x1 + ix2)ξ3,

p1(x, ξ) = iξ1 + ξ2 − 2(x1 − ix2)ξ3

donde, derivando em relação a cada coordenada de x e ξ essas duas aplicações, obtemos

C1(x, ξ) = −8ξ3.

Se tomarmos
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ξ1 = −2x2, ξ2 = 2x1 e ξ3 = 1

temos que, para ξ = (ξ1, ξ2, ξ3), p1(x, ξ) = 0, mas C1(x, ξ) 6= 0.

Então pelo Teorema 3.1.4 existe f ∈ C∞c (Ω) tal que a equação Pu = f não tem

solução u ∈ D ′(Ω). Isso implica que o operador de Lewy não é localmente resolúvel em

R3.

Uma simplificação do Operador de Lewy foi dada em 1970 por Garabedian [5] e

em 1971 por Grushin [6].

Exemplo 3.2.10 (Operador de Grushin-Garabedian) Sejam Ω ⊂ R2 e x =

(x1, x2) ∈ Ω. Consideremos o operador:

P = iD1 − x1D2.

Temos que:

p1(x, ξ) = iξ1 − x1ξ2,

p1(x, ξ) = −iξ1 − x1ξ2

donde, derivando com relação às coordenadas de x e ξ, obtemos

C1(x, ξ) = 2ξ2.

Então:

C1(x, ξ) = 0⇔ ξ2 = 0 e p1(x, ξ) = 0⇔ iξ1 − x1ξ2 = 0.

Assim, para todo aberto Ω ⊂ R2 que intercepte o eixo vertical (de modo que x1 = 0)

e tomando ξ = (0, ξ2), com ξ2 6= 0, temos que p1(x, ξ) = 0 mas C1(x, ξ) 6= 0. Pelo Teorema

3.1.4 existe f ∈ C∞c (Ω) tal que a equação Pu = f não tem solução u ∈ D ′(Ω). Isso implica

que o operador de Grushin-Garabedian não é localmente resolúvel em nenhum aberto de

R2 que intercepte o eixo vertical.

Observe que o Exemplo de Lewy trata de um campo de vetores complexo não-

singular. O próximo exemplo mostra que se P é um campo de vetores real não-singular

então sempre existe solução local para a equação Pu = f.

Exemplo 3.2.11 Dado o operador

P =
n∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj
(3.8)

de classe C∞, não-singular no aberto Ω de Rn. Tomemos x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Ω. A

esse operador podemos associar o campo:

X1 : Ω −→ Rn
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tal que

X1(x) = (a1(x), a2(x), . . . , an(x)).

Então existe um aberto V ⊂ Ω tal que a equação Pu = f tem uma solução u ∈
C∞(V ), para toda f ∈ C∞(V ).

De fato, como o campo X1 é não singular, pelo Teorema do Fluxo Tubular, para

cada x0 ∈ Ω existe uma vizinhança V de x0 em Ω e um difeomorfismo h : V → (−ε, ε)×B,

onde ε > 0 e B é uma bola em Rn−1 de centro na origem, tal que h é uma C∞-conjugação

entre X1 |V e o campo constante

X2 : (−ε, ε)×B → Rn,

tal que

X2(x) = (1, 0, . . . , 0).

Tomemos (t, y1, y2, . . . , yn−1) ∈ (−ε, ε) × B. Temos que vale o seguinte resul-

tado sobre conjugação de campos: h é uma conjugação entre X1 e X2 se, e somente se,

Jh(x) ·X1(x) = X2(h(x)),∀ x ∈ Ω.

A ideia para resolver a equação Pu = f é transformá-la em uma equação mais fácil

de ser resolvida através da conjugação estabelecida acima.

Usando a Regra da Cadeia e o resultado acima obtemos:

P (v ◦ h) =

(
∂

∂t
v

)
◦ h, ∀ v ∈ C∞((−ε, ε)×B).

É fácil resolver a equação
∂

∂t
v = f ◦ h−1,

basta integrá-la em t.

Temos que u = v ◦ h satisfaz a equação Pu = f . De fato,

Pu = P (v ◦ h)

=

(
∂

∂t
v

)
◦ h

= (f ◦ h−1) ◦ h

= f.

Finalizamos a seção com uma observação de [2], p. 57. A condição que resultou ser

necessária e suficiente para a resolubilidade local de um operador parcial linear do tipo

principal foi enunciada em 1970 por Nirenberg e Treves e hoje é conhecida como Condição

P de Nirenberg-Treves. A suficiência da condição P foi demonstrada em 1972 por Beals

e Fefferman, enquanto que sua necessidade foi provada por Moyer em 1980.
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3.3 Resultados auxiliares

Nesta seção provaremos cinco lemas que têm por objetivo simplificar a demons-

tração do teorema principal.

Definição 3.3.1 Dado um operador P =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα em Ω, definimos o operador

transposto tP de P através da relação

〈tPu, ϕ〉 = 〈u, Pϕ〉, ∀ u ∈ D ′(Ω), ∀ ϕ ∈ C∞c (Ω).

Assim,
tPu =

∑
|α|≤m

(−1)|α|Dα(aα · u)

De fato, essa relação decorre das seguintes igualdades:

〈tPu, ϕ〉 = 〈u, Pϕ〉

= 〈u,
∑
|α|≤m

aαD
αϕ〉

=
∑
|α|≤m

〈aα · u,Dαϕ〉

=
∑
|α|≤m

〈(−1)|α|Dα(aα · u), ϕ〉.

Este primeiro lema estabelece algumas propriedades do termo C2m−1.

Lema 3.3.2 Seja P um operador em Ω e C2m−1 dado em (3.4). Então C2m−1 é um

polinômio homogêneo de grau 2m − 1 na variável ξ, com coeficientes reais. Se pm

tem coeficientes constantes, coeficiente reais ou coeficientes imaginários puros, então

C2m−1 ≡ 0.

Demonstração. Da definição de C2m−1 segue que se pm tem coeficientes constantes,

reais ou imaginários puros, então C2m−1 é identicamente nulo.

Observe que cada parcela de C2m−1 é da forma i(zj − zj), onde

zj = pm,j(x, ξ) · p(j)
m (x, ξ). Mas zj − zj = −2i Im zj. Assim

C2m−1(x, ξ) = −2 · Im
n∑
j=1

pm,j(x, ξ) · p(j)
m (x, ξ), (3.9)

donde C2m−1 é um polinômio na variável ξ com coeficientes reais.

Para provar que C2m−1 é um polinômio homogêneo de grau 2m− 1 na variável ξ,

fixados x ∈ Ω, ξ ∈ Rn podemos escrever a aplicação C2m−1 como segue:
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C2m−1(x, ξ) =
n∑
j=1

i

αj ∑
|α|=m

aαξ
α−ej

∑
|α|=m

(∂jaα)ξα

−
∑
|α|=m

(∂jaα)ξα

αj ∑
|α|=m

aαξ
α−ej

 ,
ou seja,

C2m−1(x, ξ) =
n∑
j=1

iαj
∑

|α|=|β|=m

[aα(∂jaβ)− (∂jaα)aβ] ξα+β−ej .

Decorre da igualdade acima que, para cada j = 1, 2, ..., n, a j−ésima parcela de

C2m−1 é um polinômio homogêneo de grau 2m− 1 na variável ξ.

O próximo lema tem por objetivo reduzir a prova do Teorema 3.1.4 à uma desi-

gualdade.

Lema 3.3.3 Suponha que todas as hipóteses do Teorema 3.1.4 são satisfeitas. Seja ω um

subconjunto aberto de Ω tal que ω ⊂⊂ Ω. Então existem constantes C > 0 e k,N ∈ N
tais que ∣∣∣ ∫ fvdx

∣∣∣ ≤ C
∑
|α|≤k

sup |Dαf |
∑
|β|≤N

sup |Dβ tPv|; f, v ∈ C∞c (ω). (3.10)

Demonstração. Consideremos a forma bilinear

B : C∞c (ω)× C∞c (ω) −→ C
(f, v) 7−→

∫
fv dx

.

A estratégia da demonstração consiste em definir topologias localmente convexas

convenientes em C∞c (ω) e em C∞c (ω). Depois provamos que B é separadamente cont́ınua

e, então utilizamos o Teorema 2.9.2 para concluir que B é cont́ınua. Dessa continuidade

segue o lema.

Afirmamos que C∞c (ω) é um espaço de Fréchet com a topologia definida pela famı́lia

Σ = {qm,m = 0, 1, 2, ...} de seminormas dadas por

qm(f) = sup
x∈ω
|α|≤m

|Dαf(x)|, ∀f ∈ C∞c (ω).

Devemos mostrar que C∞c (ω) é um espaço localmente convexo, metrizável e completo.
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Pelo Teorema 2.2.8 a coleção Σ de seminormas define uma topologia em C∞c (ω)

que torna este espaço localmente convexo.

Temos que a coleção Σ é enumerável e além disso, usando o Teorema 2.2.14

podemos verificar que C∞c (ω) é um espaço de Hausdorff. Assim, pelo Teorema 2.3.2

conclúımos que C∞c (ω) é metrizável. Por indução sobre m podemos concluir que

Cm
c (ω), m = 0, 1, 2, . . . ,∞ é completo. Isso conclui a prova de que C∞c (ω) é um espaço

de Fréchet com a topologia definida pela famı́lia Σ.

Utilizando o Teorema 2.3.2, vamos mostrar que C∞c (ω) é metrizável com a topologia

definida pela famı́lia Σ′ = {pm;m = 0, 1, 2, . . .} de seminormas dadas por

pm(v) = sup
x∈ω
|β|≤m

|Dβ tPv(x)|, ∀v ∈ C∞c (ω).

Para isso precisamos mostrar que C∞c (ω) é Hausdorff. Como o operador P é

sobrejetor, P (C∞(Ω)) = C∞(Ω). Assim, P (C∞(Ω)) = C∞(Ω), onde o fecho é tomado

na topologia fraca. Pelo Teorema 2.7.6 segue que tP é injetora e pela Observação 2.7.5

temos que ker tP = {0}. Logo, pelo Teorema 2.2.14 segue que C∞c (ω) é Hausdorff com a

topologia definida por Σ′.

Mostraremos a seguir que a forma bilinear B é separadamente cont́ınua. Fixado

v ∈ C∞c (ω) mostremos que B é cont́ınua na variável f , ou seja, a aplicação

Bv : C∞c (ω) −→ C
f 7−→

∫
fv dx

é cont́ınua.

Utilizaremos o Teorema 2.2.17 com a famı́lia unitária de seminormas Σ2 = {| . |}
em C. Como v ∈ C∞c (ω) ⊂ C∞c (Ω), segue que:

|Bv(f)| =
∣∣∣ ∫

ω

f · v dx
∣∣∣ ≤ ∫

ω

|v| · |l|dx ≤
∫
ω

|v| · sup |l|dx =

∫
ω

|v| · q0(l), ∀l ∈ C∞c (ω).

Logo, pelo Teorema 2.2.17 segue que Bv é cont́ınua.

Para mostrar que, fixado f ∈ C∞c (ω), a aplicação

Bf : C∞c (ω) −→ C
v 7−→

∫
fv dx

é cont́ınua basta proceder analogamente ao feito acima, lembrando que Pu = f , donde

vale a igualdade:∣∣∣ ∫ f · v dx
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫ Pu · v dx
∣∣∣ = |〈Pu, v〉| = |〈u, tPv〉|.
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Conclúımos então que B é separadamente cont́ınua e pelo Teorema 2.9.2 segue que

B é cont́ınua.

Dado o aberto (−1, 1) de C existem A1 ⊂ C∞c (ω) e A2 ⊂ C∞c (ω) subconjuntos

abertos tais que:

B(A1 × A2) ⊂ (−1, 1)

Podemos supor que A1 e A2 são abertos básicos, ou seja,

B(Bq(0, δ1)×Bp(0, δ2)) ⊂ (−1, 1),

onde q ∈ Σ, p ∈ Σ′ e δ1, δ2 > 0 Assim, dado (l, v) ∈ Bq(0, δ1) × Bp(0, δ2), segue que

|B(l, v)| < 1.

Agora dados (l, v) quaisquer temos que:

|B(l, v)| =
∣∣∣B( l

q(l)
q(l) ·

δ1
2
δ1
2

,
v

p(v)
p(v) ·

δ2
2
δ2
2

)∣∣∣
=

∣∣∣q(l)δ1
2

∣∣∣ · ∣∣∣p(v)
δ2
2

∣∣∣ · ∣∣∣B( l

q(l)
· δ1

2
,
v

p(v)
· δ2

2

) ∣∣∣,
onde o termo entre parentêses na última expressão pertence à Bq(0, δ1)×Bp(0, δ2), donde

∣∣∣B( l

q(l)
· δ1

2
,
v

p(v)
· δ2

2

) ∣∣∣ < 1,

e assim,

|B(l, v)| <
∣∣∣q(l)δ1

2

∣∣∣ · ∣∣∣p(v)
δ2
2

∣∣∣. (3.11)

Segue portanto o resultado, basta considerar C =
4

δ1 · δ2

e substituir as seminormas

q e p por alguma qm e pm, respectivamente.

No próximo resultado utilizamos argumentos de Álgebra Linear para produzir uma

matriz simétrica, cuja parte imaginária é definida positiva, com uma propriedade adicio-

nal. Essa matriz será útil na obtenção do Lema 3.3.6.

Lema 3.3.4 Dados dois vetores (a1, . . . , an) e (f1, . . . , fn) com componentes complexas e

algum aj 6= 0, existe uma matriz simétrica [αjk] com parte imaginária definida positiva

satisfazendo as equações
n∑
j=1

αkjaj = fk, k = 1, . . . , n, (3.12)

se, e somente se,
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Im
n∑
k=1

fkak > 0. (3.13)

Demonstração. (⇒) Sejam bj, cj ∈ R tais que aj = bj + icj, para cada

j = 1, . . . , n. Então, da equação (3.12), temos:

n∑
k=1

fkak =
n∑
k=1

n∑
j=1

αkjajak.

Como [αjk] é simétrica segue que:

n∑
k=1

n∑
j=1

αkjajak =
n∑

j,k=1

αkjbjbk +
n∑

j,k=1

αkjcjck.

Como algum dos aj’s é não-nulo, os vetores reais (b1, . . . , bn) e (c1, . . . , cn) não são

ambos nulos. Além disso, Im [αkj] é definida positiva, então:

zT · (Im [αkj]) · z > 0, ∀z ∈ Rn, z 6= 0.

Assim:

Im
n∑
k=1

fkak = Im

(
n∑

j,k=1

αkjbjbk +
n∑

j,k=1

αkjcjck

)

=
n∑

j,k=1

(Im [αkj]) bjbk +
n∑

j,k=1

(Im [αkj]) cjck.

Mas
n∑

j,k=1

bj (Im [αkj]) bk = bT · (Im [αkj]) · b > 0

e
n∑

j,k=1

cj (Im [αkj]) ck = cT · (Im [αkj]) · c > 0,

donde

Im
n∑
k=1

fkak > 0.

(⇐) Vamos separar em dois casos:

1o) a é proporcional à um vetor real;

2o) a não é proporcional à um vetor real.

Caso a seja proporcional à um vetor real, multiplicando a e f pelo mesmo número

complexo podemos assumir que a é real.

Tomando α = [αkj], a equação (3.12) em termos de matrizes se escreve como:
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α · a = f.

Se escrevermos α = β + iγ e f = g + ih, com β, γ, g, h reais, as equações acima se

tormam (em notação de matrizes e vetores):{
β · a = g

γ · a = h
.

Vamos mostrar então que existe matriz α = β+ iγ simétrica com parte imaginária

definida positiva e que satisfaz essas 2 equações.

Mostremos inicialmente que existe uma matriz real simétrica β com β · a = g. De

fato, considerando uma matriz simétrica qualquer β = [βij], queremos resolver o seguinte

sistema nas incógnitas βij, i, j = 1, . . . , n:
β11a1 + · · · + β1nan = g1

...
...

...

β1nan + · · · + βnnan = gn

.

Como pelo menos um dos elementos aj é não-nulo segue que a matriz associada ao

sistema acima tem posto n (número de linhas linearmente independentes). Além disso, o

número de incógnitas dessa sistema é

n+ (n− 1) + · · ·+ 1 =
n2 + n

2
> n.

Logo, o sistema acima possui infinitas soluções, ou seja, existem infinitas matrizes

β satisfazendo β · a = g.

Vamos agora construir uma matriz γ simétrica definida positiva satisfazendo γ ·a =

h. Tomemos t ∈ Rn tal que

h = t+
a(h, a)

2(a, a)
,

onde ( , ) denota o produto interno sobre os números complexos. Desta igualdade decorre

que (t, a) =
1

2
(h, a). Por hipotése, Im

n∑
k=1

fkak > 0, ou seja, Im (f, a) > 0. Como a é um

vetor real segue que Im (f, a) = (h, a) > 0, donde (t, a) > 0.

Definimos γ pela aplicação:

γx =
(h, a)

(2a, a)
x+

(x, t)

(a, t)
t, x ∈ Cn.

Da definição de γ e de t segue que γa = h. Podemos escrever γ = A+ B, onde A

e B são, respectivamente, as matrizes das aplicações dadas por:
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Rn −→ Rn e Rn −→ Rn

x 7−→ (h, a)

(2a, a)
x y 7−→ (y, t)

(a, t)
t
.

É fácil ver que A e B são matrizes simétricas, donde γ é uma matriz simétrica.

Além disso, dado z ∈ Rn, não-nulo, vale

zTγz =
(h, a)

(2a, a)
(z, z) +

(z, t)2

(a, t)
> 0,

ou seja, γ é definida positiva. Assim α tem parte imaginária definida positiva. Isso conclui

a prova do lema no caso em que a é proporcional à um vetor real.

Caso a não seja proporcional à um vetor real, mostremos que

α = i
Im (f, a)

(a, a)
I + β, (3.14)

onde I é a matriz identidade, satisfaz (3.12) para alguma matriz real simétrica β.

Para que essa matriz α satisfaça as equações (3.12) é necessário que

αa = f,

donde devemos ter

βa = f − aiIm (f, a)

(a, a)
.

Pondo l = f − aiIm (f, a)

(a, a)
temos:

(l, a) = (f, a)− iIm (f, a)

e dáı

Im (l, a) = 0.

Mostremos então que existe β satisfazendo

βa = l.

Notemos que o conjunto de todos os vetores z ∈ Cn tais que z = βa, para alguma

matriz β real e simétrica, é um subespaço vetorial. A equação de um hiperplano contendo

este conjunto pode ser escrita da forma Im (z, g) = 0 para algum g ∈ Cn.

Para cada ξ ∈ Rn, a matriz definida por βx = ξ(x, ξ) é real e simétrica, e

βa = ξ(a, ξ). Substituindo z = βa em Im (z, g) = 0, devemos ter
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Im ((ξ, g) · (a, ξ)) = 0. (3.15)

Utilizando o fato de que a não é proporcional à um vetor real, mostraremos que g

é um múltiplo real de a. Escrevendo g = Re g + i Im g e a = Re a + i Im a, a equação

(3.15) equivale à

(ξ,Re g) · (Im a, ξ) = (ξ, Im g) · (Re a, ξ), ∀ξ ∈ Rn. (3.16)

É fácil ver que a hipótese de a não ser proporcional à um vetor real é equivalente

ao fato de que o conjunto de vetores {Re a, Im a} é linearmente independente.

Seja π1 o hiperplano de Rn cuja equação é (Re a, ξ) = 0. Do fato de Re a e Im a

serem linearmente independentes, segue que (Im a, ξ) 6= 0, ∀ξ ∈ π1. Assim, de (3.16)

temos que (ξ,Re g) = 0, ∀ξ ∈ π1, ou seja, Re g é um vetor ortogonal à π1. Logo, existe

r1 ∈ R tal que Re g = r1 · Re a.

Considerando agora o hiperplano π2 dado pela equação (Im a, ξ) = 0, conclúımos

que existe r2 ∈ R tal que Im g = r2 · Im a.

Voltando na equação (3.16) obtemos

r1 · (ξ,Re a)(ξ, Im a) = r2 · (ξ, Im a)(Re a, ξ), ∀ξ ∈ Rn.

Escolhendo ξ de modo que (ξ,Re a) 6= 0 e (ξ, Im a) 6= 0, obtemos que r1 = r2.

Portanto, g é múltiplo real de a.

Pondo g = r · a, r ∈ R, a equação Im ((ξ, g) · (a, ξ)) = 0 se resume à Im ((a, ξ) ·
(ξ, a)) = 0 que é exatamente a mesma coisa que Im (z, a) = 0. Portanto, a equação Im

(z, g) = 0 decorre como uma consequência da equação Im (z, a) = 0.

Assim, da equação Im (l, a) = 0 decorre que podemos encontrar uma matriz real

simétrica β satisfazendo

βa = l.

Mostremos que a matriz α definida acima é simétrica com parte imaginária definida

positiva. Como β e I são simétricas, segue que α é simétrica. A parte imaginária de α é

Im (f, a)

(a, a)
I =

Im
n∑
k=1

fkak

n∑
k=1

akak

I,

donde, da hipótese, segue que
Im (f, a)

(a, a)
> 0, ou seja, α tem parte imaginária definida

positiva. Assim, em qualquer caso segue o resultado.
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Observação 3.3.5 A demonstração do Teorema 3.1.4 será feita por redução ao absurdo.

Mais precisamente, vamos supor que (3.3) não é válida e com isso violaremos a desigual-

dade (3.10).

A negação de (3.3) significa que existe (x, ξ) ∈ Ω × Rn tal que pm(x, ξ) = 0, mas

C2m−1(x, ξ) 6= 0. Para simplificar a notação, podemos supor que x = 0. Mas C2m−1 é um

polinômio homogêneo de grau ı́mpar na variável ξ, logo podemos supor que

∃ ξ ∈ Rn tal que pm(0, ξ) = 0 mas C2m−1(0, ξ) < 0. (3.17)

No próximo resultado produzimos uma função que tem papel fundamental na

negação da desigualdade (3.10).

Lema 3.3.6 Suponha que a condição (3.17) é satisfeita e seja q um inteiro positivo.

Então existe uma função w ∈ C∞(Ω) tal que

pm(x,∇w(x)) = O(‖x‖q), x→ 0 (3.18)

e

w(x) = 〈x, ξ〉+
1

2

n∑
j,k=1

αjkxjxk +O(‖x‖3), x→ 0 (3.19)

onde a matriz [αjk] é simétrica e tem parte imaginária definida positiva.

Vejamos algumas considerações a fim de simplificar a demonstração desse resultado.

Observação 3.3.7 Se w ∈ C∞(Ω) satisfaz (3.19) então w(0) = 0, ∇w(0) = ξ e
∂2w

∂xj∂xk
(0) = αjk, j, k = 1, . . . , n. Isto decorre do fato de que o último termo do lado

direito de (3.19), juntamente com suas derivadas de ordem ≤ 2, se anula na origem.

Observação 3.3.8 Fixado q = 1, 2, . . ., definimos:

Q =
∑
|α|≤m

∑
|β|≤q

∂βaα(0)

β!
xβ

Dα,

isto é, Q é o operador que obtemos ao substituirmos os coeficientes aα de P por seus

respectivos polinômios de Taylor de grau q. Seja qm o śımbolo principal de Q e

C̃2m−1(x, ξ) = i ·
n∑
j=1

(
q(j)
m (x, ξ) · qm,j(x, ξ)− qm,j(x, ξ) · q(j)

m (x, ξ)
)
, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn.

Os itens abaixo nos garantem que qm satisfaz uma condição análoga à (3.17) e que, se

vale (3.18) para qm, então a mesma igualdade também vale para pm.
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(i) Vale a seguinte relação: pm(x, ξ)− qm(x, ξ) = o(‖x‖q), x→ 0.

De fato, escrevendo a Fórmula de Taylor dos coeficientes aα em torno da origem,

temos:

aα(x) =
∑
|β|≤q

∂αaα(0)

β!
xβ + rα(x),

onde rα(x) = o(‖x‖q), x→ 0, para cada α satisfazendo |α| ≤ m. Assim:

pm(x, ξ)− qm(x, ξ) =
∑
|α|=m

aα(x)ξα −
∑
|α|=m

∑
|β|≤q

∂βaα(0)

β!
xβ

 ξα
=

∑
|α|=m

∑
|β|≤q

∂αaα(0)

β!
xβ + rα(x)−

∑
|β|≤q

∂βaα(0)

β!
xβ

 ξα

=
∑
|α|=m

rα(x)ξα.

Como rα(x) = o(‖x‖q), x→ 0, para cada α, da Observação 1.2.2 segue o resultado.

(ii) Se pm(0, ξ) = 0 então qm(0, ξ) = 0. De fato, do item anterior qm(0, ξ) = o(‖x‖q).

Logo, qm(0, ξ) = 0.

(iii) Decorrem do item (i) acima, as seguintes relações: q
(j)
m (0, ξ) = p

(j)
m (0, ξ) e

qm,j(0, ξ) = pm,j(0, ξ), j = 1, 2, ..., n. Relações análogas valem para pm e qm. Para

demonstrá-las basta derivar em x e em ξ a expressão do item (i).

(iv) Dos itens anteriores podemos concluir que C̃2m−1(0, ξ) = C2m−1(0, ξ).

(v) Se vale (3.17) então

∃ ξ ∈ Rn tal que qm(0, ξ) = 0 mas C̃2m−1(0, ξ) < 0. (3.20)

Observação 3.3.9 Se f, g ∈ C∞(Ω) com f = g no plano xn = 0, então
∂f

∂xj
=

∂g

∂xj
e

∂2f

∂xk∂xj
=

∂2g

∂xk∂xj
no plano xn = 0, para j = 1, 2, . . . , n − 1. Para demonstrar este fato

basta aplicar a definição de derivada.

Demonstração do Lema 3.3.6. Para explicitar o papel do Lema 3.3.4 nessa demons-

tração vejamos separadamente os casos q = 1, q = 2 e q > 2 qualquer. Para q = 1

tomemos a Fórmula de Taylor de ordem um da aplicação (x, y) 7→ pm(x, y) em torno do

ponto (0, ξ). Como pm(0, ξ) = 0 ficamos com
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pm(x, y) =
n∑
j=1

pm,j(0, ξ) · (xj − 0) +
n∑
j=1

p(j)
m (0, ξ) · (yj − ξj) + r((x, y)− (0, ξ)),

com r((x, y)− (0, ξ)) = o(‖(x, y)− (0, ξ)‖), (x, y)→ (0, ξ).

Seja A uma matriz real simétrica definida positiva e considere [αjk] = iA. Defini-

mos

w(x) = 〈x, ξ〉+
1

2

n∑
j,k=1

αjkxjxk, x ∈ Ω. (3.21)

Para esse w vale (3.19), mostremos que vale (3.18). Temos que

pm(x,∇w(x)) =
n∑
j=1

pm,j(0, ξ) · xj +
n∑
j=1

p(j)
m (0, ξ) ·

n∑
k=1

αjkxk + r(x,∇w(x)− ξ), (3.22)

onde r(x,∇w(x)− ξ) = o(‖(x,∇w(x)− ξ)‖), x→ 0.

Como cada uma das parcelas dos somatórios acima é da forma constante ·
xj, segue que cada uma dessas parcelas é O(‖x‖), x → 0. Mostremos que

r(x,∇w(x)− ξ) = O(‖x‖), x→ 0. De fato,

|r(x,∇w(x)− ξ)|
‖x‖

=
|r(x,∇w(x)− ξ)|
‖(x,∇w(x)− ξ)‖

· ‖(x,∇w(x)− ξ)‖
‖x‖

.

Da observação 3.3.7 resulta que lim
x→0
∇w(x) = ξ e ∇w(x) − ξ =(

n∑
k=1

α1kxk, . . . ,
n∑
k=1

αnkxk

)
, segue que r(x,∇w(x)− ξ) = O(‖x‖), x→ 0. Vale portanto,

(3.18).

Caso q = 2, consideremos ainda a Fórmula de Taylor de ordem um dada anterior-

mente:

pm(x, y) =
n∑
j=1

pm,j(0, ξ) · (xj − 0) +
n∑
j=1

p(j)
m (0, ξ) · (yj − ξj) + r((x, y)− (0, ξ)),

onde r((x, y)− (0, ξ)) = o(‖(x, y)− (0, ξ)‖) = O(‖(x, y)− (0, ξ)‖2), (x, y)→ (0, ξ).

Como estamos considerando o caso q = 2, precisamos anular o termo da igualdade

acima que tem potências de x de ordem um. Para isso, utilizaremos uma forma quadrática

especial.

Mais precisamente, de (3.9) temos que

C2m−1(0, ξ) = −2 · Im
n∑
j=1

pm,j(0, ξ) · p(j)
m (0, ξ).
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Como C2m−1(0, ξ) 6= 0, segue que p
(j)
m (0, ξ) 6= 0, para algum j, digamos para j = n. Vamos

aplicar o Lema 3.3.4 para aj = p
(j)
m (0, ξ) e fj = −pm,j(0, ξ), obtendo uma matriz simétrica

[αjk] com parte imaginária definida positiva que satisfaz:

n∑
k=1

αjkp
(k)
m (0, ξ) = −pm,j(0, ξ), j = 1, . . . , n,

donde,

pm,j(0, ξ) +
n∑
k=1

αjkp
(k)
m (0, ξ) = 0, j = 1, . . . , n. (3.23)

Definimos:

w(x) = 〈x, ξ〉+
1

2

n∑
j,k=1

αjkxjxk, x ∈ Ω.

Obviamente w satisfaz (3.19). Mostremos que w satisfaz (3.18).

Temos que a equação (3.23) implica que ∇pm(x,∇w(x))|x=0 = 0. De fato, usando

a Regra da Cadeia obtemos

∂pm
∂xj

(x,∇w(x)) = pm,j(x,∇w(x)) +
n∑
k=1

p
(k)
m (x,∇w(x))αjk +O(‖(x, y)− (0, ξ)‖), x→ 0,

j = 1, 2, . . . , n.

Fazendo x = 0, temos então:

∂pm
∂xj

(0, ξ) = pm,j(0, ξ) +
n∑
k=1

p(k)
m (0, ξ)αjk, j = 1, 2, . . . , n.

Assim, por hipótese, segue que

∂pm
∂xj

(0, ξ) = 0, j = 1, 2, . . . , n,

donde ∇pm(x,∇w(x))|x=0 = 0.

Trocando a ordem dos somatórios em (3.22) ficamos com:

pm(x,∇w(x)) =
n∑
j=1

[
pm,j(0, ξ) +

n∑
k=1

p(k)
m (0, ξ)αjk

]
xk + r(x,∇w(x)− ξ),

onde r(x,∇w(x)− ξ) = O(‖(x,∇w(x)− ξ)‖2), x→ 0. Da equação (3.23), o termo entre

colchetes acima é nulo. Logo:

pm(x,∇w(x)) = r(x,∇w(x)− ξ).
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Analogamente ao feito no caso q = 1, obtemos que pm(x,∇w(x)) = O(‖x‖2), x → 0,

concluindo a prova no caso q = 2.

Caso q > 2, pela Observação 3.3.8, se trocarmos pm por qm, onde

qm(x, ξ) =
∑
|α|=m

∑
|β|≤q

∂βaα(0)

β!
xβ

 ξα,
vale a condição (3.20). Logo argumentando como no caso q = 2, obtemos que existe uma

matriz simétrica [αjk] com parte imaginária definida positiva que satisfaz

qm,j(0, ξ) +
n∑
k=1

αjk · q(k)
m (0, ξ) = 0, j = 1, 2, . . . n, (3.24)

e podemos supor q
(n)
m (0, ξ) 6= 0.

Como os coeficientes de qm são anaĺıticos, vamos aplicar o Teorema 3.2.3 junta-

mente com a observação subsequente à ele para η = ξ e ψ(x) = 〈x, ξ〉 +
1

2

n∑
j,k=1

αjkxjxk.

Encontramos então uma solução W para a equação

qm(x,∇W (x)) = 0 em uma vizinhança de 0,

de modo que, ∇W (0) = ξ e W (x) = 〈x, ξ〉+
1

2

n∑
j,k=1

αjkxjxk, quando xn = 0.

Pela Observação 3.3.9 temos que
∂2W (0)

∂xj∂xk
= αjk se j, k < n. Além disso, usando a

Regra da Cadeia temos

∂

∂xj
qm(x,∇W (x)) = qm,j(x,∇W (x)) +

n∑
k=1

q(k)
m (x,∇W (x)) · ∂

2W (x)

∂xk∂xj
, j = 1, 2, . . . , n,

Para x = 0, ∇W (0) = ξ, donde

∂

∂xj
qm(0, ξ) = qm,j(0, ξ) +

n∑
k=1

q(k)
m (0, ξ) · ∂

2W (0)

∂xk∂xj
, j = 1, 2, . . . , n.

Como queremos que W satisfaça (3.18) devemos exigir, como argumentado no caso

q = 2, que ∇qm(x,∇W (x))|x=0 = 0, ou seja, vamos exigir que

qm,j(0, ξ) +
n∑
k=1

q(k)
m (0, ξ) · ∂

2W (0)

∂xk∂xj
= 0, j = 1, 2, . . . n.

Usando a equação (3.24) e a relação obtida acima temos que, para k = n e j < n,
∂2W (0)

∂xj∂xn
= αjn, uma vez que q

(n)
m (0, ξ) 6= 0. Da mesma forma, considerando j = n,
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obtemos
∂2W (0)

∂x2
n

= αnn.

Assim, pela fórmula de Taylor de grau três de W em torno da origem, segue que:

W (x) = 〈x, ξ〉+
1

2

n∑
j,k=1

αjkxjxk +O(‖x‖3), x→ 0.

Como qm(x,∇W (x)) = 0 na vizinhança onde W está definida, voltando para pm, da

Observação 3.3.8, obtemos:

pm(x,∇W (x)) = O(‖x‖q), x→ 0.

Assim, W satisfaz (3.18) e (3.19).

Como queremos estender W para todo o conjunto Ω, procedemos da seguinte

maneira: multiplicamos W por uma função C∞c com suporte contido na vizinhança da

origem onde W está definida, e que é igual à 1 em outra vizinhança da origem. O produto

w obtido satisfaz as propriedades requiridas.

Lema 3.3.10 Seja ω uma vizinhança suficientemente pequena da origem. Consideremos

ψ ∈ C∞c (ω) tal que para algum inteiro s ≥ 0 vale

ψ(x) = O(‖x‖2s), x→ 0. (3.25)

Então, para w dado pelo Lema 3.3.6, vale

sup |Dα(ψeiτw)| = O(τ |α|−s), τ →∞. (3.26)

Demonstração. Temos que w é dado por

w(x) = 〈x, ξ〉+
1

2

n∑
j,k=1

αjkxjxk +O(‖x‖3), x→ 0.

Então,

Im w(x) =
1

2

n∑
j,k=1

Im (αjk)xjxk +O(‖x‖3), x→ 0.

Assim, a fórmula de Taylor de Im w em torno do 0 começa com uma forma quadrática

definida positiva.

Denotando f(x) =
1

2

n∑
j,k=1

Im (αjk)xjxk, temos que f é obviamente cont́ınua.

Seja Sn−1 ⊂⊂ Rn. Da continuidade da f obtemos

inf
x∈Sn−1

f(x) = f(x0), x0 ∈ Sn−1.
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Como x0 6= 0 (pois, x0 ∈ Sn−1), f(x0) 6= 0, donde f(x0) > 0. Assim, f(x) ≥ f(x0), para

todo x ∈ Sn−1.

Agora, dado x 6= 0 qualquer, vale:

f(x) = f

(
x

‖x‖
· ‖x‖

)
= ‖x‖2 · f

(
x

‖x‖

)
≥ ‖x‖2 · f(x0),

colocando f(x0) = 2a, obtemos então f(x) ≥ 2a‖x‖2.

Existe uma vizinhança V da origem tal que Im w(x) ≥ a‖x‖2, ∀x ∈ V . De fato,

pelo Corolário 1.2.7 podemos escrever

Im w(x) = f(x) + u(x), x ∈ Ω,

com u(x) = o(‖x‖2), x→ 0. Logo, existe uma vizinhança V da origem tal que

x ∈ V ⇒ |u(x)|
‖x‖2

< a,

ou seja, |u(x)| < a‖x‖2. Assim, se x ∈ V , u(x) ≥ −a‖x‖2. Conclúımos então que

Im w(x) ≥ a‖x‖2, ∀x ∈ V .

Pela fórmula de Leibniz temos que:

sup |Dα(ψeiτw)| = sup
∣∣∣∑
β≤α

(
α

β

)
Dβψ ·Dα−βeiτw

∣∣∣
≤

∑
β≤α

(
α

β

)
· sup

∣∣∣Dβψ ·Dα−βeiτw
∣∣∣.

Não vamos calcular explicitamente o termo Dα−βeiτw pois requer a fórmula para

derivadas de ordem arbitrárias para a composição de duas funções, a qual não faz parte

dos objetivos desta dissertação. Mas podemos observar que essa derivada é um somatório

cujas parcelas são da forma (iτ)γ1 ·Dγ2w ·eiτw, com γ1, γ2 ∈ Nn tais que 0 ≤ γ1, γ2 ≤ α−β.

Se mostrarmos que sup(iτ)|α−β| ·Dα−βw · eiτw = O(τ |α|−s), τ →∞, para os outros termos

do somatório valerá o mesmo.

Se valer

sup |eiτw ·Dβψ| = O(τ |β|−s), τ →∞, (3.27)

então

sup |Dβψ ·Dα−βeiτw| = O(τ |α|−s), τ →∞.

De fato, para qualquer x ∈ ω e considerando τ suficientemente grande, existe

C1 > 0 tal que
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|i|α−β| · τ |α−β| ·Dα−βw · eiτw ·Dβψ|
τ |α|−s

=
|i|α−β| ·Dα−βw · eiτw ·Dβψ|

τ |β|−s

= |i|α−β|| · |Dα−βw| · |e
iτw ·Dβψ|
τ |β|−s

≤ |i|α−β|| · |Dα−βw| · C1

≤ C,

esta última desigualdade decorre do fato de w ter suporte compacto e não depender de τ .

Pela comentário que fizemos acima segue, portanto que

sup |Dβψ ·Dα−βeiτw| = O(τ |α|−s), τ →∞.

Assim, para mostrar que vale (3.26) é suficiente mostrar que vale (3.27). Como

vale (3.25), pelo Corolário 1.2.7, vale:

Dβψ = O(‖x‖2s−|β|), x→ 0. (3.28)

Temos que:

|eiτw ·Dβψ| = |eiτRe w−τ Im w| · |Dβψ|

= e−τ Im w · |Dβψ|

=
|Dβψ|
eτ Im w

.

Como Im w ≥ 0 em ω, obtemos, quando x→ 0, utilizando (3.28):

|eiτw ·Dβψ|
τ |β|−s

=
|Dβψ|

eτ Im w · τ |β|−s

≤ M1 · ‖x‖2s−|β|

eτ Im w · τ |β|−s
,

onde M1 é uma constante positiva.

Vamos considerar 2 casos: |β| ≥ s e |β| < s. Caso |β| ≥ s, o numerador obtido

acima não depende de τ enquanto o denominador tende ao infinito conforme τ tende ao

infinito. Assim, vale:

sup |eiτw ·Dβψ| = O(τ |β|−s), τ →∞.

Caso |β| < s, temos que 0 < 2(s − |β|) ≤ 2s − |β| e da Observação 1.2.2, segue

que:

Dβψ = O(‖x‖2(s−|β|)), x→ 0,
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donde temos que:

|eiτw ·Dβψ|
τ |β|−s

= τ s−|β| · |eiτw| · |Dβψ|

≤ τ s−|β| ·M2 · ‖x‖2(s−|β| · e−τ Im w

= M2 · (τ‖x‖2)s−|β| · e−τ Im w,

onde M2 é uma constante positiva. Como Im w(x) ≥ a · ‖x‖2 e a exponencial é uma

aplicação não-decrescente, segue que:

|eiτw ·Dβψ|
τ |β|−s

≤M2 · (τ‖x‖2)s−|β| · e−τa·‖x‖2 .

A expressão do lado direito da desigualdade acima é uma função limitada de τ‖x‖2,

donde vale:

sup |eiτw ·Dβψ| = O(τ |β|−s), τ →∞.

Portanto, em qualquer caso vale o resultado.

Vejamos ainda mais uma observação que será utilizada na próxima seção.

Observação 3.3.11 Dados w ∈ C |α|(Ω), α ∈ Nn e τ ∈ R, temos que

∂αeiτw =

 (iτ∇w)αeiτw +
∑

|β|≤|α|−1

τ |β|Rβ(x), se |α| ≥ 1

eiτw, se α = 0
,

onde Rβ não depende de τ .

De fato, vamos mostrar que vale esta fórmula através de indução sobre |α|. Caso

|α| = 1, temos

∂je
iτw = eiτw(iτ)∂jw = (iτ∇w)1eiτw,

assim, vale a fórmula com Rβ = 0.

Suponhamos válida a fórmula para α ∈ Nn com |α| > 1 e mostremos que vale para

α + ej, com j = 1, . . . , n. Como vale

∂αeiτw = (iτ∇w)αeiτw +
∑

|β|≤|α|−1

τ |β|Rβ(x),

derivando com relação à xj obtemos:

∂j∂
αeiτw = eiτw(iτ)α∂j(∇w)α + (iτ∇w)α(iτ)(∇w)ejeiτw +

∑
|β|≤|α|−1

τ |β|Rβ(x)

= i(τ∇w)α+ejeiτw +
∑
|β|≤|α|

τ |β|Rβ(x).
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Vale, portanto, a fórmula requerida.

3.4 Demonstração do Teorema 3.1.4

Esta seção está integralmente dedicada à demonstração do Teorema 3.1.4.

Demonstração do Teorema 3.1.4. Suponhamos, por absurdo, que (3.3) não é satis-

feita. Então, conforme argumentamos na Observação 3.3.5, vamos supor que vale (3.17).

Vamos mostrar que esta última afirmação implica que a equação (3.10) não é satisfeita

para qualquer escolha de C, k e N , se ω é uma vizinhança da origem.

Primeiramente considerando q = 2r, com r = n+m+ k+N + 1, pelo Lema 3.3.6,

existe w ∈ C∞(Ω) tal que

pm(x,∇w(x)) = O(‖x‖2r), x→ 0 (3.29)

e

w(x) = 〈x, ξ〉+
1

2

n∑
j,k=1

αjkxjxk +O(‖x‖3), x→ 0, (3.30)

onde [αjk] é simétrica com parte imaginária definida positiva.

Sejam ϕ0, ϕ1, . . . , ϕr−1 ∈ C∞c (ω) e F ∈ C∞c (Rn) funções ainda por serem determi-

nadas. Definimos as aplicações

vτ (x) = τn+1+keiτw(x)

r−1∑
ν=0

ϕν(x)τ−ν e fτ (x) = τ−kF (τx),

onde τ é um parâmetro que faremos tender ao infinito.

Como as funções ϕν , para ν = 0, . . . , r − 1, tem suporte compacto em ω, segue

que vτ ∈ C∞c (ω), para qualquer τ . Como F tem suporte compacto em Rn, para τ

suficientemente grande, segue que fτ ∈ C∞c (ω), uma vez que ω é uma vizinhança da

origem.

Temos que:

∫
fτ (x)vτ (x)dx =

∫
S(F )

τn+1F (τx)eiτw(x)

(
r−1∑
ν=0

ϕν(x)τ−ν

)
dx. (3.31)

Fazendo a mudança de variáveis y = τx na integral da direita e aplicando o Teo-

rema da Mudança de Variáveis obtemos

∫
S(F )

τn+1F (τx)eiτw(x)

(
r−1∑
ν=0

ϕν(x)τ−ν

)
dx =

∫
S(F )

τn+1F (y)eiτw( y
τ

)

(
r−1∑
ν=0

ϕν

(y
τ

)
τ−ν

)
τ−ndy.
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Voltando para a variável x, a igualdade em (3.31) se reduz à

∫
fτ (x)vτ (x)dx = τ

∫
S(F )

F (x)eiτw(x
τ

)

(
r−1∑
ν=0

ϕν

(x
τ

)
τ−ν

)
dx.

Vamos mostrar que

F (x)eiτw(xτ )

(
r−1∑
ν=0

ϕν

(x
τ

)
τ−ν

)
−→ F (x)ei〈x,ξ〉ϕ0(0)

uniformemente quando τ →∞.

Primeiramente mostremos que τw
(x
τ

)
converge uniformemente para 〈x, ξ〉 quando

τ →∞. Temos que

τw
(x
τ

)
= τ

[〈x
τ
, ξ
〉

+
1

2τ 2

n∑
j,k=1

αjkxjxk + r
(x
τ

)]
,

onde r(x) = O(‖x‖3), x→ 0. Donde

τw
(x
τ

)
− 〈x, ξ〉 =

1

2τ

n∑
j,k=1

αjkxjxk + τr
(x
τ

)
.

Verifiquemos que o lado direito da expressão acima converge uniformemente para zero

quando τ →∞.

Tomemos C1 = sup
x∈S(F )

∣∣∣ n∑
j,k=1

αjkxjxk

∣∣∣, donde obtemos

1

τ

∣∣∣ n∑
j,k=1

αjkxjxk

∣∣∣ ≤ 1

τ
C1.

Provemos que τr
(x
τ

)
= O

(∥∥∥x
τ

∥∥∥3
)
, x → 0. Temos que existem constantes

M, δ > 0 tais que

‖r(x)‖
‖x‖3

≤M, se ‖x‖ < δ∥∥∥r (x
τ

)∥∥∥∥∥∥x
τ

∥∥∥3 ≤M, se
∥∥∥x
τ

∥∥∥ < δ

∥∥∥τr (x
τ

)∥∥∥ ≤M
‖x‖3

τ 2
, se

∥∥∥x
τ

∥∥∥ < δ

Tomando x ∈ S(F ), R > 0 tal que S(F ) ⊂ B(0, R) e
R

δ
≤ τ , realmente conseguimos que
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∥∥∥x
τ

∥∥∥ < δ. Logo,

r
(x
τ

)
→ 0, τ →∞.

Dáı segue que,

τw
(x
τ

)
−→ 〈x, ξ〉

uniformemente quando τ →∞.

Mostremos agora que

r−1∑
ν=0

ϕν

(x
τ

)
τ−ν −→ ϕ0(0)

uniformemente quando τ →∞.

Pela Fórmula de Taylor de ordem 1 de ϕ0 em torno da origem, temos

ϕ0(x) = ϕ0(0) + r(x),

onde r(x) = o(‖x‖), x→ 0.

Logo, ϕ0

(x
τ

)
= ϕ0(0) + r

(x
τ

)
. Mostremos que r

(x
τ

)
= o

(∥∥∥x
τ

∥∥∥) , x→ 0.

Tomemos x tal que ‖x‖ < R, para algum R > 0 e consideremos τ > 1. Então∥∥∥x
τ

∥∥∥ < R

τ
< R, e, consequentemente, se x ∈ B(0, R) e τ > 1 então

x

τ
∈ B(0, R). Então,

do fato de r(x) = o(‖x‖), x→ 0, segue que r
(x
τ

)
= o

(∥∥∥x
τ

∥∥∥) , x→ 0.

Assim, ϕ0

(x
τ

)
→ ϕ0(0), uniformemente quando τ → ∞. Além disso, para cada

ν = 1, . . . , r − 1, como ϕν é cont́ınua, temos que∥∥∥ϕν (x
τ

)∥∥∥ ≤ Cν , ∀x ∈ S(F ) e τ suficientemente grande.

Portanto,
r−1∑
ν=0

ϕν

(x
τ

)
τ−ν −→ ϕ0(0),

uniformemente quando τ →∞, concluindo assim a prova da convergência requerida.

Como a convergência obtida acima é uniforme temos que:

∫
F (x)eiτw(xτ )

(
r−1∑
ν=0

ϕν

(x
τ

)
τ−ν

)
dx −→

∫
F (x)ei〈x,ξ〉ϕ0(0) dx,

quando τ →∞. Mas, ∫
F (x)ei〈x,ξ〉ϕ0(0) dx = F̂ (−ξ)ϕ0(0),

onde F̂ é a transformada de Fourier de F .
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Assim, ∫
fτ (x)vτ (x)dx −→ τ F̂ (−ξ)ϕ0(0),

quando τ →∞.

Se escolhermos ϕ0 e F de modo que ϕ0(0) = 1 e F̂ (−ξ) 6= 0, obtemos que∫
fτ (x)vτ (x)dx→∞, (3.32)

quando τ →∞.

Por outro lado, se |α| ≤ k e τ ≥ 1, então

sup |Dαfτ | = sup |Dα(τ−kF (τx))|

= sup |τ−kDαF (τx)|

≤ sup |DαF (τx)|.

Como F tem suporte compacto, existe C2 > 0 tal que

sup |Dαfτ | ≤ C2, |α| ≤ k, τ ≥ 1. (3.33)

Para provar que (3.10) não é válida resta mostrar que, para uma escolha adequada

das funções ϕ0, . . . , ϕr−1 e de uma constante C, teremos

sup |Dα tPvτ | ≤ C, τ ≥ 1, |α| ≤ N. (3.34)

Se tomarmos ψ uma função qualquer em C∞, utilizando a Regra de Leibniz dada

no Teorema 1.1.6, obtemos

tP (ψeiτw) =
∑
|α|≤m

(−1)|α|Dα(aαψe
iτw) (3.35)

=
∑
|α|≤m

(−1)|α|
∑
β≤α

(
α

β

)
Dα−β(aαψ) ·Dβeiτw (3.36)

Notemos que cada parcela de Dβeiτw pode ser escrita da forma:

(iτ)γ1 · eiτw ·Dγ2w · (∇w)γ3 , (3.37)

onde 0 ≤ γ1, γ2, γ3 ≤ β.

Assim, (3.36) fica

tP (ψeiτw) =
∑
|α|≤m

(−1)|α|
∑
β≤α

(
α

β

)
Dα−β(aαψ) ·

( ∑
γ1,γ2,γ3≤β

(iτ)γ1eiτwDγ2w · (∇w)γ3

)
.



75

Podemos escrever essa última expressão como:

tP (ψeiτw) =
m∑
l=0

clτ
leiτw, (3.38)

onde, para cada l = 0, . . . ,m, cl ∈ C∞ e reúne todos os termos que não dependem de τ .

Utilizando a relação obtida em (3.35) e trocando Dα por (−i)|α|∂α, obtemos:

tP (ψeiτw) =
∑
|α|≤m

i|α|
∑
β≤α

(
α

β

)
∂α−β(aαψ) · ∂βeiτw. (3.39)

Estamos interessados em explicitar os coeficientes de τmeiτw e τm−1eiτw na igual-

dade (3.39), por isso analisaremos as parcelas referentes aos casos em que |β| = m e

|β| = m− 1. Temos assim três casos à considerar:

(i) |α| = m e |β| = m, donde α = β;

(ii) |α| = m e |β| = m− 1, donde α = β + ej, para algum j = 1, . . . , n;

(iii) |α| = m− 1 e |β| = m− 1, donde α = β.

Reescrevendo o somatório em (3.39) separando nas parcelas que nos interessam

segue

tP (ψeiτw) =
∑
|α|=m

imaαψ∂
αeiτw +

∑
|α|=m

im
n∑
j=1

∂j(aαψ)∂α−ejeiτw +

+
∑

|α|=m−1

im−1aαψ∂
αeiτw +R1

= ψ ·
∑
|α|=m

imaα∂
αeiτw + ψ ·

∑
|α|=m

im
n∑
j=1

∂jaα∂
α−ejeiτw + (3.40)

+
∑
|α|=m

im
n∑
j=1

aα∂jψ∂
α−ejeiτw + ψ ·

∑
|α|=m−1

im−1aα∂
αeiτw +R1,

onde R1 é um termo que contém todas as potências de τ de ordem menor que m− 1.

O coeficiente de τmeiτw é calculado usando o primeiro somatório em (3.40). Utili-

zando a Observação 3.3.11 podemos reescrever este primeiro somatório como

ψ ·

∑
|α|=m

imaα(iτ∇w)αeiτw +R2

 ,

onde R2 contém todas potências de τ de ordem menor que m.
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Assim, o coeficiente que acompanha o termo τmeiτw é dado por

ψ ·
∑
|α|=m

imaαi
m(∇w)α = ψ ·

∑
|α|=m

aα(−∇w)α

= ψpm(x,−∇w).

Já o coeficiente que acompanha o termo τm−1eiτw é calculado analisando todos os

termos que aparecem em (3.40), excluindo obviamente o resto R1. Mas os coeficientes de

τm−1eiτw presentes nos primeiro, segundo e quarto termos em (3.40) podem ser escritos

da forma

Bψ, (3.41)

onde B depende somente dos coeficientes aα’s e de w, não dependendo de ψ. Além disso,

obviamente B ∈ C∞.

Pela Observação 3.3.11, o terceiro somatório em (3.40) pode ser escrito como

∑
|α|=m

im
n∑
j=1

aα∂jψ
(
(iτ∇w)α−ejeiτw +R3

)
.

Consequentemente, o coeficiente que acompanha τm−1eiτw nesta parcela é dado

por ∑
|α|=m

i2m−1

n∑
j=1

aα∂jψ(∇w)α−ej ,

trocando a ordem dos somatórios, ficamos com

(−1)m(−i)
n∑
j=1

∂jψ
∑
|α|=m

aα(∇w)α−ej = (−1)m−1(−1)
n∑
j=1

Djψ
∑
|α|=m

aα(∇w)α−ej

= (−1)
n∑
j=1

Djψ
∑
|α|=m

aα(−∇w)α−ej

=
n∑
j=1

Djψ

− ∑
|α|=m

aα(−∇w)α−ej


=

n∑
j=1

Djψ
(
−p(j)

m (x,−∇w)
)
.

Logo, o coeficiente que acompanha τm−1eiτw é dado por

n∑
j=1

Djψ
(
−p(j)

m (x,−∇w)
)

+Bψ. (3.42)

Notemos que tendo estabelecidos estes coeficientes temos quem são os termos cm
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e cm−1 em (3.38):

cm = Aψ e cm−1 =
n∑
j=1

AjDjψ +Bψ, (3.43)

onde A = pm(x,−∇w(x)) e Aj = −p(j)
m (x,−∇w(x)), para cada j = 1, . . . , n.

Notemos que se pm(x,∇w(x)) = O(‖x‖2r), x → 0, então pm(x,−∇w(x)) =

O(‖x‖2r), x→ 0. De fato, como

pm(x,−∇w(x)) =
∑
|α|=m

aα(−1)|α|(∇w)α,

o termo (−1)|α| é 1 ou −1 em todos os termos do somatório, uma vez que |α| está fixo

igual à m. Mas em qualquer um dos casos, |pm(x,∇w(x))| = |pm(x,−∇w(x))|, donde

segue a afirmação.

Assim, de (3.29) segue que

A(x) = O(‖x‖2r), x→ 0. (3.44)

Como o termo C2m−1 é homogêneo de grau 2m − 1 na variável ξ, temos que

C2m−1(x,−ξ) = −C2m−1(x, ξ). Como estamos supondo C2m−1(0, ξ) 6= 0, segue que

C2m−1(0,−ξ) 6= 0. Assim podemos admitir que p
(j)
m (0,−ξ) 6= 0, para algum j = 1, . . . , n,

seguindo o mesmo racioćınio utilizado na demonstração do Lema 3.3.6. Logo, Aj(0) 6= 0,

para algum j = 1, . . . , n.

Temos que

tPvτ = tP

(
τn+1+keiτw(x)

r−1∑
ν=0

ϕν(x)τ−ν

)
= τn+1+k

(
tP (ϕ0e

iτw) + tP
(ϕ1

τ
eiτw

)
+ . . .+ tP

(ϕr−1

τ r−1
eiτw

))
.

Usaremos (3.38) substituindo ψ por cada uma das aplicações ϕν , ν = 1, . . . , r− 1.

Lembrando que r = n+m+ k +N + 1, obtemos

τn+1+k tP (ϕ0e
iτw) = τ r−N−meiτw

m∑
l=0

c0
l τ

l

= τ r−Neiτw
0∑

l=−m

c0
−lτ
−l−m.

Tomando µ = m+ l e a0
µ = c0

−l, o somatório acima ficará:
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τn+1+k tP (ϕ0e
iτw) = τ r−Neiτw

m∑
µ=0

a0
µτ
−µ.

Analisemos agora a parcela em que aparece ϕ1, temos

τn+1+k · 1

τ
tP (ϕ1e

iτw) = τ r−N−m−1eiτw
m∑
l=0

c1
l τ

l

= τ r−Neiτw
0∑

l=−m

c1
−lτ
−l−m−1.

Tomemos µ = l +m+ 1 e a1
µ = c1

−l, e o somatório acima ficará:

τn+1+k tP
(ϕ1

τ
eiτw

)
= τ r−Neiτw

m+1∑
µ=1

a1
µτ
−µ.

Prosseguindo desta maneira até o caso ϕr−1, obtendo:

τn+1+k · 1

τ r−1
tP (ϕr−1e

iτw) = τ r−N−m−r+1eiτw
m∑
l=0

cr−1
l τ l

= τ r−Neiτw
0∑

l=−m

cr−1
−l τ

−l−m−r+1.

Fazendo µ = l +m+ r − 1 e ar−1
µ = cr−1

−l , ficando a expressão anterior reduzida à

τn+1+k tP
(ϕr−1

τ r−1
eiτw

)
= τ r−Neiτw

m+r−1∑
µ=r−1

ar−1
µ τ−µ.

Assim,

tPvτ = τ r−Neiτw
m+r−1∑
µ=0

aµτ
−µ, (3.45)

onde aµ é uma combinação dos termos aνµ, para ν = 0, . . . , r − 1. Vejamos uma fórmula

expĺıcita para estes termos.

Como cνm = Aϕν e cνm−1 =
n∑
j=1

AjDjϕν + Bϕν , para todo ν = 0, . . . , r − 1, temos

que

a0 = a0
0 = c0

m = Aϕ0,
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a1 = a0
1 + a1

1 = c0
m−1 + c1

m =
n∑
j=1

AjDjϕ0 +Bϕ0 + Aϕ1

e

a2 = a0
2 + a1

2 + a2
2 = c0

m−2 + c1
m−1 + c2

m = c0
m−2 +

n∑
j=1

AjDjϕ1 +Bϕ1 + Aϕ2,

onde c0
m−2 é uma combinação de ϕ0 e suas derivadas.

Caso ν ≥ r, vamos interpretar ϕν como 0, e assim podemos obter uma fórmula

geral para os coeficientes aµ que é dada por

aµ = Aϕµ +
n∑
j=1

AjDjϕµ−1 +Bϕµ−1 + Lµ, (3.46)

onde Lµ é uma combinação linear de funções ϕν , com ν < µ− 1, e suas derivadas.

Vamos agora escolher as funções ϕν ∈ C∞c (ω) de modo que ϕ0(0) = 1 e ocorra

aµ(x) = O(‖x‖2(r−µ)), x→ 0, µ ≤ r. (3.47)

Caso µ = 0, tomemos ϕ0 ∈ C∞c (ω) qualquer satisfazendo ϕ0(0) = 1. Como

a0 = Aϕ0 e de (3.44) vale A(x) = O(‖x‖2r), x → 0, obtemos que existem constantes

C3, δ > 0 tais que, se ‖x‖ < δ, vale

|a0(x)|
‖x‖2r

=
|A(x)||ϕ0(x)|
‖x‖2r

≤ C4|A(x)|
‖x‖2r

≤ C4 · C3 = K1,

onde, C4 = sup
x∈ω
|ϕ0(x)|. Assim,

a0(x) = O(‖x‖2r), x→ 0.

Como vamos escolher todas ϕµ de modo que ϕµ ∈ C∞c (ω) e também sempre vale

(3.44), temos que, se ‖x‖ < δ,

|A(x)||ϕµ(x)|
‖x‖2r

=
|A(x)|
‖x‖2r

|ϕµ(x)|

≤ C3 · C5 = K2,

onde C5 = sup
x∈ω
|ϕµ(x)|. Donde

Aϕµ = O(‖x‖2r), ∀µ = 0, 1, . . . .
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Assim, o termo Aϕµ é irrelevante na obtenção de (3.47). Vamos, portanto, escolher

as aplicações ϕµ−1 de modo que

n∑
j=1

AjDjϕµ−1 +Bϕµ−1 + Lµ = O(‖x‖2(r−µ)), µ ≤ r, x→ 0. (3.48)

Faremos a escolha das ϕν por indução. Suponhamos que todas as ϕν , com ν < µ−1

já foram escolhidas e que 1 ≤ µ ≤ r. Para escolhermos ϕµ−1 podemos assumir que os

termos Aj, B e Lµ são anaĺıticos. Isto decorre do fato que (3.48) não muda se trocarmos

essas funções infinitamente diferenciáveis por suas fórmulas de Taylor de ordem 2r em

torno da origem (analogamente ao que argumentamos na Observação 3.3.8).

Assim pelo Corolário 3.2.2 do Teorema de Cauchy-Kovalevsky encontramos uma

solução para a equação
n∑
j=1

AjDjΦµ−1 +BΦµ−1 + Lµ = 0 (3.49)

em uma vizinhança V da origem.

O mesmo argumento utilizado na prova do Lema 3.3.6 nos garante que se multi-

plicarmos a solução obtida Φµ−1 por uma função em C∞c (ω ∩ V ) que é igual à 1 em outra

vizinhança da origem, obteremos uma função ϕµ−1 ∈ C∞c (ω) que satisfaz (3.48).

Notemos que:

sup |Dα tPvτ (x)| = sup
∣∣∣Dα

(
τ r−Neiτw(x)

m+r−1∑
µ=0

aµ(x)τ−µ
)∣∣∣

= τ r−N · sup
∣∣∣Dα

(m+r−1∑
µ=0

aµ(x)τ−µeiτw(x)
)∣∣∣

= τ r−N · sup
∣∣∣m+r−1∑

µ=0

Dα(aµ(x)τ−µeiτw(x))
∣∣∣

≤ τ r−N · sup
m+r−1∑
µ=0

τ−µ · |Dα(aµ(x)eiτw(x))|

≤ τ r−N ·
m+r−1∑
µ=0

τ−µ · sup |Dα(aµ(x)eiτw(x))|. (3.50)

Logo, para mostrarmos que vale (3.34), basta mostrar que sup |Dα(aµ(x)eiτw(x))|
existe. Combinando o Lema 3.3.10 com a equação (3.47), obtemos que

sup |Dα(aµ(x)eiτw(x))| = O(τ |α|−r+µ), µ ≤ r, |α| ≤ N, τ →∞, (3.51)
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ou seja,

sup |Dα(aµ(x)eiτw(x))| ≤ C6 · τ |α|−r+µ, µ ≤ r, |α| ≤ N, τ →∞, (3.52)

onde, C6 é uma constante positiva.

Considerando τ suficientemente grande, de (3.50) resulta que

sup |Dα tPvτ (x)| ≤ τ r−N ·
m+r−1∑
µ=0

τ−µ · C6 · τ |α|−r+µ

= τ r−N
m+r−1∑
µ=0

C6 · τ |α|−r

= τ r−N · (m+ r − 1) · C6 · τ |α|−r

= (m+ r − 1) · C6 · τ |α|−N

=
(m+ r − 1) · C6

τN−|α|

≤ C. (3.53)

Combinando as equações (3.32), (3.33) e (3.53) chegamos em uma contradição com

a equação (3.10).



Conclusão

Neste trabalho fizemos a abordagem de um teorema de Lars Hörmander que fornece

uma condição necessária para a resolubilidade global de Operadores Diferenciais Lineares

com coeficientes variáveis. Esse resultado apresenta uma explicação do fenômeno detec-

tado por Hans Lewy alguns anos antes.

Sua demonstração começa utilizando resultados da teoria de espaços localmente

convexos para provar que a resolubilidade global de um operador linear implica em uma

desigualdade envolvendo o transposto do operador. A segunda parte é mais elaborada e

consiste em violar tal desigualdade.

Notamos que apesar da dificuldade na demonstração do resultado principal, ele é

de fácil aplicação para determinar que alguns operadores historicamente relevantes não

são resolúveis.

Para que o objetivo principal fosse alcançado, foi necessário o estudo de muitos

resultados de diversas áreas da Análise, como Medida e Integração, Espaços Vetoriais

Topológicos, Análise Funcional, Distribuições, além de Topologia Geral.
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Apêndice A

Apêndice

A.1 Resultados de Medida e Integração

Para maiores detalhes sobre a Teoria da Medida e demonstrações dos resultados,

consultar [4] e [16].

Definição A.1.1 Seja X um conjunto não-vazio.

(i) Uma álgebra em X é uma coleção não-vazia A de subconjuntos de X que tem as

seguintes propriedades:

(a) se E1, E2, ..., En ∈ A então
n⋃
i=1

Ei ∈ A ;

(b) se E ∈ A então Ec ∈ A .

(ii) Uma σ-álgebra em X é uma álgebra em X que é fechada com relação à união

enumerável, isto é, se {Ej}j∈N é uma coleção de elementos de A então
⋃
j∈N

Ej ∈ A .

Observação A.1.2 (i) As álgebras (respectivamente σ-álgebras) são também fechadas

com relação à interseção finita (respectivamente enumerável);

(ii) a interseção de uma famı́lia qualquer de σ-álgebras em X é ainda uma σ-álgebra

em X.

Definição A.1.3 Se C é uma coleção de subconjuntos de X, então a interseção de todas

as σ-álgebras em X que contém C é chamada σ-álgebra gerada por C .

Definição A.1.4 Se X é um espaço métrico, ou mais geralmente, um espaço topológico,

então a σ-álgebra gerada pela coleção de conjuntos abertos de X é chamada σ-álgebra de

Borel em X e é denotada por BX .

Definição A.1.5 Seja {Xα} uma coleção de conjuntos não-vazios, X =
∏
α

Xα e πα :

X → Xα a aplicação projeção (πα(x) = xα, onde x = (x1, x2, . . . , xα, . . .)). Se, para cada
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α, Mα é uma σ-álgebra em Xα, definimos a σ-álgebra produto em X como a σ-álgebra

gerada por:

{(πα(Eα))−1;Eα ∈Mα}.

Denotamos essa σ-álgebra por
⊗
α

Mα.

Teorema A.1.6 Sejam X1, X2, . . . , Xn espaços métricos e X =
n∏
j=1

Xj equipado com a

métrica do produto. Então
n⊗
j=1

BXj ⊂ BX . Se cada Xj é separável, então
n⊗
j=1

BXj = BX .

Corolário A.1.7
n⊗
j=1

BR = BRn.

Definição A.1.8 Se M é uma σ-álgebra no conjunto não vazio X, então (X,M ) é dito

um espaço mensurável. Uma medida em (X,M ) é uma função µ : M → [0,∞] tal que:

(i) µ(∅) = 0;

(ii) se {Ej}∞j=1 é uma sequência de conjuntos dois a dois disjuntos em M , então

µ

(
∞⋃
j=1

Ej

)
=
∞∑
j=1

µ(Ej).

Neste caso, (X,M , µ) é chamado um espaço de medida.

Definição A.1.9 Seja (X,M , µ) um espaço de medida.

(i) se µ(X) <∞, então µ é chamada uma medida finita;

(ii) se X =
∞⋃
j=1

Ej, onde Ej ∈ M e µ(Ej) < ∞, para todo j, então µ é chamada uma

medida σ-finita.

Teorema A.1.10 Seja (X,M , µ) um espaço de medida.

(i) se E,F ∈M e E ⊂ F , então µ(E) ≤ µ(F );

(ii) se {Ej}∞j=1 ⊂M , então µ

(
∞⋃
j=1

Ej

)
≤
∞∑
j=1

µ(Ej);

(iii) se {Ej}∞j=1 ⊂M e E1 ⊂ E2 ⊂ . . ., então µ

(
∞⋃
j=1

Ej

)
= lim

j→∞
µ(Ej);

(iv) se {Ej}∞j=1 ⊂M , E1 ⊃ E2 ⊃ . . . e µ(E1) <∞, então µ

(
∞⋂
j=1

Ej

)
= lim

j→∞
µ(Ej).
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Definição A.1.11 Seja (X,M , µ) um espaço de medida.

(i) um conjunto E ∈M tal que µ(E) = 0 é chamado conjunto de medida nula;

(ii) se uma afirmação sobre pontos x ∈ X é verdade exceto para x em algum conjunto

de medida nula, dizemos que essa afirmação é verdade µ-q.t.p.. Aqui q.t.p. é a

abreviação de quase todo ponto;

(iii) seja E ∈M com µ(E) = 0. Se F ⊂ E implicar F ∈M então µ é chamada medida

completa.

Teorema A.1.12 Se F : R → R é qualquer função crescente, cont́ınua à direita, existe

uma única medida de Borel µF em R (medidas em R cujo domı́nio é a σ-álgebra de Borel

BR) tal que µF ((a, b]) = F (b)−F (a), para todo a, b. Se G é outra função com as mesmas

propriedades de F então µF = µG ⇔ F −G é constante.

Definição A.1.13 O completamento da medida de Borel em R citada no Teorema A.1.12

é uma medida completa em R, denotada por µF , cujo domı́nio é denotado por Mµ. Esta

medida completa é chamada de medida de Lebesgue-Stieltjes associada à F.

Lema A.1.14 Para cada E ∈Mµ vale:

µ(E) = inf

{
∞∑
j=1

µ((aj, bj));E ⊂
∞⋃
j=1

(aj, bj)

}
= inf

{
∞∑
j=1

µ((aj, bj]);E ⊂
∞⋃
j=1

(aj, bj]

}
.

Teorema A.1.15 Se E ∈Mµ, então:

µ(E) = inf {µ(U);U ⊃ E e U é aberto} = sup {µ(K);K ⊂ E e K é compacto} .

Definição A.1.16 A medida completa µF associada à função F (x) = x é chamada me-

dida de Lebesgue e é denotada por m. O domı́nio de m é chamado de σ-álgebra de Lebesgue

em R e é denotado por L .

Exemplo A.1.17 Todo conjunto formado somente por um ponto em R tem medida de

Lebesgue nula. Portanto, o mesmo ocorre para qualquer conjunto enumerável.

Definição A.1.18 Se (X,M ) e (Y,N ) são espaços mensuráveis e f é uma aplicação

de X em Y , então f é chamada mensurável se f−1(E) ∈M , para todo E ∈ N .

Por vezes é conveniente considerar funções com valores em R = [−∞,+∞]. Defi-

nimos os conjuntos de Borel em R como

BR =
{
E ⊂ R;E ∩ R ∈ BR

}
.
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Se (X,M ) é um espaço mensurável, uma função f : X → R ou f : X → C será

chamada mensurável se f for mensurável quando consideramos em R ou C suas respectivas

σ-álgebras de Borel.

Teorema A.1.19 Seja (X,M ) um espaço mensurável.

(i) se f, g : X → C são mensuráveis então também o são f + g e f · g;

(ii) se (fj) é uma sequência de funções mensuráveis em (X,M ), tais que

fj : X → [−∞,∞], então são mensuráreis as funções:

g1(x) = sup
j
fj(x) g2(x) = inf

j
fj(x)

g3(x) = lim sup
j→∞

fj(x) g4(x) = lim inf
j→∞

fj(x).

Se lim
j→∞

fj(x) = f(x) existe para cada x ∈ X, então f é mensurável.

Definição A.1.20 Seja (X,M ) um espaço mensurável. Se E ⊂ X, a função carac-

teŕıstica χE de E é definida por:

χE(x) =

{
1, se x ∈ E
0, se x /∈ E

.

Definição A.1.21 Uma função φ : X → C mensurável cuja imagem é um subconjunto

finito de C é chamada de função simples. Logo, se a imagem de φ é igual a {z1, z2, . . . , zn}
então

φ =
n∑
1

zjχEj , onde Ej = φ−1({zj}).

Teorema A.1.22 Seja (X,M ) um espaço mensurável. Se f : X → [0,∞] é mensurável

então existe uma sequência de funções simples (φj) tal que 0 ≤ φ1 ≤ φ2 ≤ . . . ≤ f, φj −→
f pontualmente e φj −→ f uniformemente em cada conjunto no qual f é limitada.

Teorema A.1.23 Seja (X,M , µ) um espaço de medida. As seguintes afirmações são

válidas se a medida µ é completa:

(i) se f é mensurável e f = g, µ− q.t.p., então g é mensurável;

(ii) se fj é mensurável para cada j ∈ N e fj −→ f, µ− q.t.p., então f é mensurável.

Definição A.1.24 Seja (X,M , µ) um espaço de medida. Definimos:

(i) L+ como o espaço de todas as funções mensuráveis f : X → [0,∞];
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(ii) seja φ uma função simples em L+ como na definição A.1.21. Escrevendo

φ =
n∑
j=1

zjχEj ,

definimos a integral de φ com relação à medida µ como∫
φ dµ =

n∑
j=1

zjµ(Ej);

(iii) se A ∈M então ∫
A

φ dµ =

∫
φχA dµ;

(iv) se f ∈ L+ definimos∫
f dµ = sup

{∫
φ dµ;φ ∈ L+ é uma função simples com 0 ≤ φ ≤ f

}
.

Teorema A.1.25 (Teorema da Convergência Monótona) Sejam (X,M , µ) um

espaço de medida, (fj) uma sequência de funções em L+ tal que fj ≤ fj+1, para todo

j ∈ N, e f = lim
j→∞

fj (= sup
j
fj) pontualmente. Então f é mensurável e

∫
f dµ = lim

j→∞

∫
fj dµ.

Lema A.1.26 (Lema de Fatou) Se (X,M , µ) é um espaço de medida e (fj) é uma

sequência em L+, então ∫
lim inf fj dµ ≤ lim inf

∫
fj dµ.

Definição A.1.27 Se f : X → [−∞,+∞], definimos as partes positiva e negativa de f ,

respectivamente, por:

f+(x) = max(f(x), 0) f−(x) = max(−f(x), 0).

Definição A.1.28 Seja (X,M , µ) um espaço de medida.

(i) Seja f : X → [−∞,+∞] uma função mensurável. Dizemos que f é integrável se

ambas as integrais
∫
f+ dµ e

∫
f− dµ são finitas. Nesse caso definimos a integral

de f por ∫
f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ;
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(ii) seja f : X → C é uma função mensurável. Dizemos que f é integrável se funções

Re(f) : X → R e Im(f) : X → R são integráveis. Nesse caso definimos∫
f dµ =

∫
Re(f)dµ+ i

∫
Im(f) dµ.

Denotamos o conjunto das funções integráveis por L1(µ).

Teorema A.1.29 (Teorema da Convergência Dominada) Sejam (X,M , µ) um

espaço de medida e (fj) uma sequência de funções em L1(µ) que cumpre as seguintes

condições:

(i) f = lim
j→∞

fj q.t.p.;

(ii) existe uma função g ∈ L1(µ) não-negativa tal que |fj| ≤ g q.t.p., para todo j ∈ N.

Então f ∈ L1(µ) e ∫
f dµ = lim

j→∞

∫
fj dµ.

Teorema A.1.30 Seja (X,M , µ) um espaço de medida. Suponha que f : X× [a, b]→ C
é tal que para cada t ∈ [a, b] a aplicação f( · , t) : X → C é integrável. Para cada t ∈ [a, b]

defina F (t) =
∫
X

f(x, t) dµ.

(i) Suponha que existe g ∈ L1(µ) tal que |f(x, t)| ≤ g(x), para todo (x, t) ∈ X × [a, b].

Se lim
t→t0

f(x, t) = f(x, t0), para cada x ∈ X, então lim
t→t0

F (t) = F (t0), ou seja,

lim
t→t0

∫
X

f(x, t) dµ =

∫
X

lim
t→t0

f(x, t) dµ.

(ii) Suponha que
df

dt
existe em todos os pontos de X × [a, b] e existe g ∈ L1(µ) tal que∣∣∣df

dt
(x, t)

∣∣∣ ≤ g(x), para todo (x, t) ∈ X × [a, b]. Então F é diferenciável e

F
′
(t) =

∫
X

df

dt
(x, t) dµ,

ou seja,

d

dt

∫
X

f(x, t) dµ =

∫
X

df

dt
(x, t) dµ.
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Definição A.1.31 Se f é uma aplicação definida em X × Y , definimos a seção-x fx e a

seção-y f y de f por:

fx(y) = f y(x) = f(x, y).

Teorema A.1.32 (Teorema de Fubini) Sejam (X,M , µ) e (Y,N , υ) espaços de me-

dida σ-finitos.

(i) Se f ∈ L+(X × Y ), então as funções g(x) =
∫
Y

fx dυ e h(y) =
∫
X

f y dµ estão em

L+(X) e L+(Y ), respectivamente, e

∫
X×Y

f(x, y) d(µ× υ) =

∫
X

[∫
Y

f(x, y) dυ

]
dµ =

∫
Y

[∫
X

f(x, y) dµ

]
dυ;

(ii) Se f ∈ L1(µ× υ) então fx ∈ L1(υ) para q.t.p. x ∈ X e f y ∈ L1(µ) para q.t.p. y ∈ Y
e as funções g(x) =

∫
Y

fx dυ e h(y) =
∫
X

f y dµ estão em L1(µ) e L1(υ), respectiva-

mente, e permanece válido

∫
X×Y

f(x, y) d(µ× υ) =

∫
X

[∫
Y

f(x, y) dυ

]
dµ =

∫
Y

[∫
X

f(x, y) dµ

]
dυ.

Definição A.1.33 Definimos a medida de Lebesgue mn em Rn como o completamento

de m × . . . × m. O domı́nio L n de mn é a classe de conjuntos em Rn mensuráveis à

Lebesgue. Para não carregar a notação, usaremos a partir daqui m em vez de mn.

Todos os resultados colocados acima continuam válidos para a medida de Lebesgue

em Rn.

Teorema A.1.34 Sejam Ω um conjunto aberto em Rn e G : Ω→ Rn um difeomorfismo

de classe C1. Valem:

(i) se f é uma função mensurável à Lebesgue em G(Ω), então f ◦ G é mensurável à

Lebesgue em Ω. Se f ≥ 0 ou f ∈ L1(G(Ω),m), então∫
G(Ω)

f(x)dx =

∫
Ω

(f ◦G)(x)|det DxG|dx,

onde DxG é a matriz jacobiana da aplicação G;

(ii) se E ⊂ Ω e E ∈ L n, então G(E) ∈ L n e

m(G(E)) =

∫
E

|det DxG| dx.
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Definição A.1.35 Sejam (X,M , µ) um espaço de medida, f : X → C uma função

mensurável e 1 ≤ p <∞. Defina:

||f ||p =

(∫
X

|f |pdµ

)1/p

e Lp(X,M , µ) = {f : X → C; f é mensurável e ||f ||p < ∞}. Abreviamos Lp(X,M , µ)

por Lp(µ), Lp(X) ou Lp quando isto não causar confusão.

Temos que ||f ||p não define uma norma em Lp (pode ocorrer que ||f ||p = 0 sem

que f ≡ 0). Para definir uma norma em Lp usamos a seguinte relação de equivalência:

f ∼ g ⇔ f = g q.t.p..

Consideramos o espaço vetorial quociente Lp/ ∼ e [f ] a classe da função f ∈ Lp.
Então Lp/ ∼ é um espaço de Banach equipado com a norma

||[f ]||p = ||f ||p.

Para não carregar a notação, a partir de agora denotaremos [f ] por f e Lp/ ∼ por

Lp.

Definição A.1.36 Sejam (X,M , µ) um espaço de medida e f : X → C uma função

mensurável, definimos:

||f ||∞ = inf{a ≥ 0;µ({x; |f(x)| > a}) = 0}.

||f ||∞ é chamado de supremo essencial de |f |. Definimos L∞ = L∞(X,M , µ) = {f :

X → C; f é mensurável e ||f ||∞ <∞}.

Teorema A.1.37 (Desigualdade de Hölder) Sejam (X,M, µ) um espaço de medida,

f : X → C e g : X → C funções mensuráveis. Se p e q são tais que 1 ≤ p, q ≤ ∞ e
1

p
+

1

q
= 1, então:

||fg||1 ≤ ||f ||p||g||q.

Em particular, se f ∈ Lp e g ∈ Lq, então fg ∈ L1.

Definição A.1.38 Se f ∈ L2(Rn) então a sua Transformada de Fourier é a aplicação

f̂ : Rn → C dada por

f̂(ξ) =

∫
e−i〈x,ξ〉 · f(x) dx, ξ ∈ Rn.

Teorema A.1.39 (Plancherel) Se f ∈ L2(Rn) então f̂ ∈ L2(Rn) e ‖f̂‖2 =
1

(2π)
n
2

·‖f‖2.

Teorema A.1.40 Se f ∈ L2(Rn) então

f(x) =
1

(2π)n

∫
ei〈x,ξ〉 · f̂(ξ) dξ, x ∈ Rn.



93

A.2 Resultados de Distribuições

Nesta seção veremos noções básicas referente às distribuições. Usamos como re-

ferência [7].

Teorema A.2.1 Para cada aberto Ω de Rn existe uma sequência (Kj)j∈N de subconjuntos

compactos de Ω com as seguintes propriedades:

(i)
∞⋃
j=1

Kj = Ω;

(ii) Kj ⊂ intKj+1, j = 1, 2, . . .;

(iii) para cada K ⊂⊂ Ω,∃ j0 ∈ N tal que j ≥ j0 ⇒ K ⊂ Kj.

Neste caso, dizemos que a sequência de compactos (Kj)j∈N esgota Ω. No estudo

de distribuições, é usual chamar os elementos de C∞c (Ω) de funções teste. O próximo

exemplo ilustra a existência de funções teste.

Exemplo A.2.2 Seja φ : Rn → R tal que

φ(x) =

 e

1

|x|2 − 1 , se |x| < 1

0, se |x| ≥ 1

,

então φ ∈ C∞c (Rn), 0 ≤ φ ≤ 1 e S(φ) = B[0, 1].

Dividindo a aplicação φ, definida no exemplo acima, por sua integral obtemos uma

nova aplicação, que continuaremos a denotar por φ, com as seguintes propriedades:

φ ≥ 0, S(φ) = B[0, 1] e

∫
Rn
φ = 1.

Considerando essa nova φ e para qualquer ε > 0 tem-se∫
Rn
φ
(x
ε

)
dx = εn.

Assim, para quaisquer ε > 0 e x ∈ Rn, a aplicação

x 7→ 1

εn
φ
(x
ε

)
(A.1)

é não negativa, tem suporte igual a B[0, ε] e integral igual a 1.

Veremos a seguir que as funções teste podem ser utilizadas para regularizar funções

descont́ınuas.
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Definição A.2.3 Uma função f : Ω −→ C diz-se localmente integrável e escrevemos

f ∈ L1
loc(Ω) se f é mensurável à Lebesgue e para todo K ⊂⊂ Ω vale∫

K

|f(x)| dx <∞.

Definição A.2.4 Sejam f ∈ L1
loc(Rn) e g ∈ Ck

c (Rn), definimos a convolução de f e g

como

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y) dy =

∫
Rn
f(y)g(x− y) dy, ∀ x ∈ Rn.

Se, para cada ε > 0, tomarmos g igual a aplicação de A.1, obtemos uma famı́lia

de funções (fε) dadas por

fε(x) =

∫
Rn
f(x− εy)φ(y) dy =

1

εn

∫
Rn
f(y)φ

(
x− y
ε

)
dy, x ∈ Rn. (A.2)

As aplicações (fε) são chamadas de regularizadas de f .

Teorema A.2.5 Dada f ∈ L1
loc(Rn) e ε > 0 valem:

(i) fε ∈ C∞(Rn);

(ii) S(fε) ⊂ S(f) +B[0, ε]. Em particular, se S(f) ⊂⊂ Rn, então fε ∈ C∞c (Rn);

(iii) se f é cont́ınua e S(f) ⊂⊂ Rn então fε → f uniformemente quando ε→ 0 .

Observação A.2.6 O resultado acima justifica denominarmos a famı́lia de funções fε

de regularizadas de f .

Corolário A.2.7 Se f ∈ L1(Rn), então suas regularizadas têm as seguintes propriedades

adicionais:

(i) ‖fε‖1 ≤ ‖f‖1;

(ii) ‖fε − f‖1 → 0 quando ε→ 0;

(iii) ‖fε‖1 → ‖f‖1 quando ε→ 0.

Teorema A.2.8 Se 1 ≤ p <∞ então C∞c (Ω) é denso em Lp(Ω).

Teorema A.2.9 Seja K ⊂⊂ Ω. Existe ψ ∈ C∞c (Ω) tal que 0 ≤ ψ ≤ 1 e ψ = 1 em uma

vizinhança de K.

A convergência de uma sequência no espaço C∞c (Ω) é dada no Teorema 2.5.2.

Definição A.2.10 Um funcional linear cont́ınuo u : C∞c (Ω)→ C é dito uma distribuição

em Ω. O espaço das distribuições em Ω será denotado por D ′(Ω).
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A definição de distribuição significa que se φ1, φ2 ∈ C∞c (Ω), λ ∈ C e (φj) é uma

sequência em C∞c (Ω), então

u(φ1 + λφ2) = u(φ1) + λu(φ2)

e

φj → 0 em C∞c (Ω)⇒ u(φj)→ 0 = u(0).

Quando conveniente escreveremos 〈u, φ〉 em vez de u(φ).

O próximo exemplo mostra que o espaço das distribuições é suficientemente grande

de modo a conter todas as funções localmente integráveis.

Exemplo A.2.11 Dada f ∈ L1
loc(Ω), defina

〈Tf , φ〉 =

∫
Ω

fφ dx, φ ∈ C∞c (Ω).

Tem-se que Tf é uma distribuição.

Exemplo A.2.12 Seja µ uma medida definida na σ-álgebra de Borel de Ω. Suponha que

para cada K ⊂⊂ Ω, µ(K) <∞ e defina

〈µ, φ〉 =

∫
Ω

φ dµ.

Temos que µ é uma distribuição.

Esse exemplo prova que todas as medidas localmente integráveis são distribuições.

A seguir, apresentamos um exemplo de distribuição que não é dada por funções localmente

integráveis.

Exemplo A.2.13 Tome Ω = Rn e defina 〈δ, φ〉 = φ(0), φ ∈ C∞c (Rn). Não é dif́ıcil

verificar que δ é, de fato, uma distribuição. Essa distribuição é chamada de delta de

Dirac.

Nosso próximo objetivo é definir operações com distribuições. De um modo geral,

as definições são adotadas de modo a estender propriedades válidas para funções.

Definição A.2.14 Sejam u ∈ D ′(R) e φ ∈ C∞c (R), definimos a derivada de u por:

〈u′, φ〉 = −〈u, φ′〉.

Seja f ∈ C1(R) então f ∈ L1
loc(R). Vamos agora relacionar a derivada tradicional

de f com a derivada no sentido das distribuições, uma vez que segundo o exemplo A.2.11,

f gera uma distribuição Tf dada por:
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〈Tf , φ〉 =

∫
R
f · φ dx, φ ∈ C∞c (R).

Derivando essa distribuição segundo o exemplo acima obtemos

〈(Tf )′, φ〉 = −〈Tf , φ′〉 = −
∫
R
f · φ′ dx.

Por outro lado, temos que f ′ ∈ C(R) e dáı f ′ ∈ L1
loc(R). Portanto, pelo exemplo

A.2.11 definimos a distribuição

〈Tf ′ , φ〉 =

∫
R
f ′ · φ dx.

Usando integração por partes obtem-se∫
R
f ′ · φ dx = −

∫
R
f · φ′ dx

logo, 〈(Tf )′, φ〉 = 〈Tf ′ , φ〉.
Portanto, para funções suficientemente regulares, as derivadas no sentido usual e

no sentido das distribuições coincidem.

Exemplo A.2.15 Seja H : R→ R a função de Heaviside dada por:

H(x) =

{
1, se x > 0

0, se x < 0
.

Essa função apresenta uma descontinuidade de 1a espécie na origem, mas mesmo assim

f ∈ L1
loc já que ela é C∞ fora da origem. Vamos calcular a derivada de TH .

Temos que 〈TH , φ〉 =
∫
RH ·φ dx, ∀φ ∈ C

∞
c (R). Derivando essa distribuição temos:

〈(TH)′, φ〉 = −〈TH , φ′〉 = −
∫
R
H · φ′ dx.

Supondo S(φ) ⊂ [−a, a] tem-se

〈(TH)′, φ〉 = −
∫ a

−a
H · φ′.

Uma vez que H não está definida na origem a integral acima é escrita como

〈(TH)′, φ〉 = − lim
ε→0+

(∫ −ε
−a

H · φ′ dx+

∫ a

ε

H · φ′ dx
)
.
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Como H ≡ 0 em [−a,−ε] e H ≡ 1 em [ε, a] ficamos com

〈(TH)′, φ〉 = − lim
ε→0+

∫ a

ε

φ′ dx = − lim
ε→0+

φ(x)|aε = − lim
ε→0+

−φ(ε) = −(−φ(0)) = φ(0)

ou seja, 〈(TH)′, φ〉 = φ(0) = 〈δ, φ〉, e dáı (TH)′ = δ, onde δ é a distribuição delta de Dirac.

A Definição A.2.14 pode ser generalizada para o caso em Rn.

Definição A.2.16 Seja Ω um aberto de Rn e u ∈ D ′(Ω). Definimos〈 ∂u
∂xj

, φ
〉

= −
〈
u,
∂φ

∂xj

〉
, onde φ ∈ C∞c (Ω), x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Definição A.2.17 Sejam u ∈ D ′(Ω), φ ∈ C∞c (Ω) e α = (α1, . . . , αn) um multi-́ındice,

definimos a derivada ∂αu como

〈∂αu, φ〉 = (−1)|α| · 〈u, ∂αφ〉.

Exemplo A.2.18 A derivada da distribuição delta de Dirac é dada por: Seja tem-se:

〈∂αδ, φ〉 = (−1)|α| · 〈δ, ∂αφ〉 = (−1)|α| · ∂αφ(0),∀ φ ∈ C∞c (Rn),∀ α ∈ Nn.

Definição A.2.19 Sejam f ∈ C∞(Ω), u ∈ D ′(Ω) e φ ∈ C∞c (Ω), define-se a multipicação

de u por f como:

〈u · f, φ〉 = 〈u, φ · f〉.

Mostremos que u · f é, de fato, uma distribuição. A linearidade é imediata e

a continuidade segue da Regra de Leibniz conforme segue abaixo. Seja φj → 0 uma

sequência em C∞c (Ω) devemos mostrar que φj · f → 0 em C∞c (Ω). Pela definição de

convergência devemos mostrar que, dado α ∈ Nn, ∂α(φj · f) → 0 uniformemente em

qualquer K ⊂⊂ Ω. Mas

|∂α(φj · f)(x)| ≤
∑
β≤α

(
α

β

)
|∂βφj(x)| · |∂α−βf(x)|.

Como existem finitos multi-́ındices β que satisfazem β ≤ α e f é cont́ınua, consideremos

M = máx

{(
α

β

)
; β ≤ α

}
; Mβ = sup

x∈K
|∂α−βf(x)| e N = sup{Mβ; β ≤ α}.

Usando essas simplificações ficamos com:

|∂α(φj · f)(x)| ≤
∑
β≤α

M ·N · |∂βφj(x)| = M ·N ·
∑
β≤α

|∂βφj(x)|.
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Como φj → 0 segue que ∂βφj → 0 uniformemente em qualquer compacto e a soma que

aparece na última expressão acima é finita. Portanto,

M ·N ·
∑
β≤α

|∂βφj(x)| → 0.

Assim ∂β(φj · f)→ 0 e dáı ∂α(φj · f)→ 0 uniformemente em qualquer compacto.

Logo, u · f é cont́ınuo.

A Regra de Leibniz é ainda válida para a multiplicação de uma função C∞(Ω) por

uma distribuição em Ω.

Teorema A.2.20 Se f ∈ C∞(Ω), g ∈ D ′(Ω) e α ∈ Nn, então

∂α(f · u) =
∑
β≤α

(
α

β

)
∂βf · ∂α−βu.

Definição A.2.21 Duas distribuições u1, u2 ∈ D ′(Ω) são iguais em um aberto U ⊂ Ω se

〈u1, φ〉 = 〈u2, φ〉

para toda φ ∈ C∞c (U). Como C∞c (U) ⊂ C∞c (Ω) esta definição faz sentido.

Teorema A.2.22 Sejam u1, u2 ∈ D ′(Ω) tais que todo ponto de Ω tem uma vizinhança

onde u1 = u2. Então u1 = u2 em Ω.

Definição A.2.23 Seja u ∈ D ′(Ω). Definimos o suporte de u, S(u), como a interseção

de todos os subconjuntos fechados F de Ω fora dos quais u é nulo, ou seja,

〈u, φ〉 = 〈0, φ〉, ∀ φ ∈ C∞c (Ω− F ).

Denotamos por E ′(Ω) o subespaço de D ′(Ω) das distribuições com suporte compacto.

Exemplo A.2.24 A distribuição Delta de Dirac tem suporte igual a {0}, logo tem suporte

compacto. Por outro lado, seja f : Rn → R dada por f ≡ 1, então a distribuição 〈Tf , φ〉
não tem suporte compacto.

Veremos agora alguns resultados que nos permitem identificar E ′(Ω) com o su-

bespaço dos funcionais lineares cont́ınuos em C∞(Ω).

Teorema A.2.25 Se u ∈ E ′(Ω), então existe um único funcional linear v : C∞(Ω)→ C
tal que

(i) v(φ) = u(φ), para toda φ ∈ C∞c (Ω);
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(ii) v(φ) = 0, se φ ∈ C∞(Ω) e S(φ) ∩ S(u) = ∅.

Teorema A.2.26 Se u ∈ D ′(Ω), as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) u ∈ E ′(Ω), ou seja, S(u) ⊂⊂ Ω;

(ii) existe um funcional linear cont́ınuo v : C∞(Ω)→ C tal que v|C∞c (Ω) = u.

O funcional v do teorema acima é único. Logo, podemos identificar E ′(Ω) com o

espaço dos funcionais lineares cont́ınuos em C∞(Ω).

Se f e g são funções cont́ınuas em Rn e uma delas tem suporte compacto, a con-

volução de f e g é dada por

f ∗ g(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y) dy =

∫
Rn
g(x− y)f(y) dy, x ∈ Rn.

Isto nos leva à seguinte definição

Definição A.2.27 Se u ∈ D ′(Rn)(u ∈ E ′(Rn)) e φ ∈ C∞c (Rn)(φ ∈ C∞(Rn)) definimos

u ∗ φ : Rn → C por

u ∗ φ(a) = 〈u, φ̌a〉,

onde φ̌a(x) = φ(a− x).

Exemplo A.2.28 Se φ ∈ C∞c (Rn), a distribuição delta de Dirac é o elemento neutro da

convolução, pois

δ ∗ φ(a) = 〈δ, φ(a− x)〉 = φ(a).

Teorema A.2.29 Sejam u ∈ D ′(Rn), φ ∈ C∞c (Rn). Então u ∗ φ ∈ C∞(Rn) e as suas

derivadas são dadas por

∂α(u ∗ φ) = (∂αu) ∗ φ = u ∗ (∂αφ).


