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RESUMO
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Nesse trabalho apresentaremos a demonstracao de um resultado devido a Lars
Hormander, que estabelece uma condicao necessaria para que um operador linear com
coeficientes variaveis seja globalmente resoluvel.
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Introducao

Um dos principais problemas abordados na area de Equagoes Diferenciais Parciais
¢ decidir se uma dada equagao, ou classe de equacoes, admite ou nao solucao, seja ela
local ou global. Um dos trabalhos mais famosos em se tratando de resolubilidade local é
o Teorema de Cauchy-Kovalevsky, que garante a existéncia e a unicidade de solucao local
analitica para uma equacao diferencial parcial com coeficientes e dados iniciais analiticos.

Se tratando de resolubilidade global, Leon Ehrenpreis (1954) e Bernard Malgrange
(1955) provaram, de modo independente, a existéncia de uma solugdo fundamental para
um operador linear de coeficientes constantes, nao identicamente nulo. Combinando esse
resultado com a nocao de convolucao de distribuicoes, torna-se bastante simples obter
solucoes globais para equagoes lineares com coeficientes constantes.

Também em 1955, Lars Hormander demonstrou que a classe de equagoes lineares
envolvendo operadores do tipo principal real tem solucao local.

Assim, até meados da década de 1950, existiam varios resultados provando a
existéncia de solugoes para determinadas classes de Equacoes Diferenciais Parciais. Mas
em 1957, Hans Lewy apresentou um exemplo de uma equacao diferencial linear com coe-
ficientes variaveis que nao tem solucao.

Baseado neste exemplo, Lars Hormander estabeleceu, em 1960, o resultado que é o
objetivo do presente trabalho. Ele provou uma condigao necessaria para que um operador
linear com coeficientes variaveis tenha uma solucao global.

Para a compreensao deste resultado foi necessario um estudo preliminar envolvendo
Teoria de Medida e Integragao, Espacos Vetoriais Topoldgicos, Distribuicoes e por fim
alguns resultados de Andlise Funcional.

O presente trabalho esta estruturado da seguinte forma. No Capitulo 1 introduzi-
mos as notagoes de multi-indice, o e O. No Capitulo 2 tratamos dos resultados de Espagos
Vetoriais Topoldgicos e Espacos Localmente Convexos, estabelecendo as principais pro-
priedades das topologias dos espagos C'* e C°. Ao final do Capitulo 2, introduzimos
resultados de Analise Funcional necessarios para a compreensao do capitulo subsequente.
O Capitulo 3 é exclusivamente dedicado a demonstragao do teorema principal, dando
ainda alguns exemplos de aplicacoes deste resultado. Por fim, no Apéndice listamos os re-
sultados pertinentes de Teoria da Medida e Integracao, e de Distribuicoes, com o objetivo

de dar o suporte que se faga necessario no decorrer do texto.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Esse capitulo tem por objetivo fixar a notacao usada no decorrer do texto. Em
particular, introduziremos a notacao de multi-indice e uma expressao conveniente para a

Formula de Taylor.

1.1 Multi-indice

Neste texto, {2 denota um aberto de R™ e o simbolo K CC 2 significa que K é
um subconjunto compacto de ). Falaremos nesta secao sobre a notagao de muti-indice
que tem por objetivo simplificar a maneira como sao denotadas as derivadas de ordens

altas para fungoes de varias variaveis.

Definicao 1.1.1 Um n—multi-indice o é uma n-upla de inteiros nao-negativos. O com-

primento de a = (a1, Qa, ..., qy) € definido por |a| =y + g + ... + .

Sempre que for conveniente, escrevemos multi-indice no lugar de n—multi-indice.

Dado o = (aq, a9, ...,a,), para cada j = 1,2, ..., n, denotemos
of olel f
0,f = — 0“f = .
if Ox; / 0x(*0xy? ... Oxon

Ou seja, o nimero |a| diz a ordem de derivagao de f e cada coordenada «; explicita

o numero de derivadas na direcao de x; que estao sendo calculadas.

Defini¢ao 1.1.2 Sejam o = (a1,a2,...,0,) € B = (b1, P2, ..., 0Bn) dois multi-indices,

r = (x1,29,...,2,) € R". Definimos:
(’i)Oé:l:52<061:i:ﬁ1,...,04n:|:ﬁn>;
(ZZ) Oé!:Oll!OéQ!...Oén!,’

(iii) o« < B sea; < B;,Vj=1,2,....n;



@ (3)-((2)(2)

(v) o = xrxy? .. xln.

Observagao 1.1.3 Seja x € R" e a € N" wale |2 < |x||1\o/‘[|, onde | - | denota a norma

do maximo em R™.

Definicao 1.1.4 Seja f : Q — C. Definimos o suporte de f como o conjunto
S(f) ={z € Q f(x) # 0}

Defini¢ao 1.1.5 (i) Para cada m = 0,1,2,..., o espago vetorial de todas as fungoes
f:9Q — C que tém derivadas de ordem m continuas em S é denotado por C™(S2).

(ii) Definimos C*®(2) como o espago vetorial das fungoes f : Q@ — C que tém
derivadas de qualquer ordem continuas em €.

(i1i) Denotamos por C°(§2) o subespago vetorial de C*(€2) formado pelas fungoes

que tem suporte compacto.

O teorema seguinte nos fornece uma importante relagao para o calculo da derivada

do produto. Sua demonstracao é feita por inducao sobre |a.

Teorema 1.1.6 (Regra de Leibniz) Sejam Q um aberto de R" e o € N" um multi-
indice. Se f,g € Cl°l(Q) tem-se:

o (fo)e) = 3 ( 4 )0 0o gta) v e

BLa B

1.2 Notacao O e o

Nesta secao apresentamos as nocoes O e o, que medem o crescimento de uma funcao

com relagao a outra. Elas permitem uma escrita conveniente da Formula de Taylor.

Definicao 1.2.1 Sejam €2 um aberto de R"™, f,qg:Q — C e a € Q. FEscrevemos

f() =0(g(x)), = a,
se existem constantes C, 6 > 0 tais que

|f ()]
o) =

A definicao de f(z) = O(g(z)), * — oo é analoga.

|lx —al <=

Observacgao 1.2.2 Vejamos algumas propriedades de O, todas de fdcil verificagao:
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(1) Se fi(z) = O(g(x)) e fo(x) = O(g(x)), * = a, entao fr(x) + fa(x) = O(g(x)),

xr—a;

(i) Se fi(x) = O(g1(x)) e fa(x) = O(g2(2)), x = a, entio f1(x)-fo(x) = O(g1(2)-g2()),

T —a;
(111) Se f(x) = O(g(x)), x — a, dado k € C temos (k- f)(z) = O(g(x)), x — a;

() Se f(z) = O(||z||?),  — 0, para ¢ =0,1,2,..., entdo f(z) = O(||z||P), x — 0, para
0<p<gq

Definicao 1.2.3 Com a mesma notacao da definicao anterior escrevemos

f(z) = ol(g(x)), = = a,

quando
|/ ()]

=0.
=a |g(x)]

Valem propriedades andlogas as vistas na Observacao 1.2.2 para o. Também vale
a seguinte relacao entre as duas defini¢oes anteriores, cuja reciproca nao é verdadeira:
Se f(x) =o(g(x)), + — a entao f(z) = O(g(x)), x — a.

A notacao de o e O expressa o quao mais rapido f vai a zero com relacao a g. No
caso em que g ¢ uma funcao poténcia, a notacao o significa simplesmente, o nimero de
derivadas de f que se anulam na origem, como mostra o lema seguinte cuja demonstracao

segue da Desigualdade do Valor Médio e pode ser encontrada em [13].
Lema 1.2.4 Sejam Q um aberto de R" e f € C1(Q), ¢ =0,1,2,..., entdo
f@) = o(||z]|*), © = 0 87f(0) =0, o] <4q.
Dai segue

Teorema 1.2.5 (Férmula de Taylor) Consideremos Q2 C R™ um aberto com 0 € Q e
f € C1Q). Para todo x € 2 vale

fla)y=>" aa(];(o)xa + r(z)
|| <q

sendo r € C1(Q) tal que

r(z) = of[lz[|"), z — 0.

Desses dois resultados seguem alguns corolarios bastante utilizados nos capitulos

seguintes.
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Corolério 1.2.6 Dado ¢ =1,2,..., se f € CQ) entao:
flx) =0(z]|?), © = 0 f(z) = o(|z]|*™"), = —= 0.

Demonstracao. (=) Se f(z) = O(||z[|9),  — 0, entao existem constantes C,d > 0 tais
que ||z|| < 0 implica em Y& < ¢ Entao

llz(|7

F@OL ol se Jlz] < o

Jfle=t =

Hl:fﬁle — 0, donde f(x) = o(|[z["""), z — 0.

(<) Pela férmula de Taylor de ordem ¢ da aplicac¢ao f, temos

Fazendo x — 0, temos que

f@) = Y E e v,
lo]<q
onde r(z) = o(||x]|?) , x — 0.
Por hipétese, f(z) = o(||z]|?"t), z — 0, logo pelo Lema 1.2.4 todas as derivadas de
ordem menores ou iguais a ¢ — 1 de f se anulam na origem. Entao a formula de Taylor
se reduz a

fla)y=>" 9SO o, r(x).

Assim,

ACOIN T *fO) 2% r(x)

al ezl

onde, utilizando a Observacao 1.1.3, vemos que a primeira parcela é limitada e a segunda
converge para 0 ja que r(z) = o(]|z]|?), * — 0. Dai concluimos que f(z) = O(||z||?),

z — 0.

Corolério 1.2.7 Dado ¢ =1,2,..., se f € CYQ) entao:

£@) = (e, v = 0= L@y = (), 2 0.

Demonstracao. Do corolario anterior temos:
f(x) = O(l|lz[), © = 0 & f(z) = ol|z["""), z = 0

e pelo Lema 1.2.4 segue que 9“f(0) = 0, quando |a| < ¢— 1, donde 8“%(0) = 0, quando

of

5o o(||z||7?), x — 0. Do corolério anterior,

la] < ¢ — 2. Novamente pelo Lema 1.2.4

o (x) = O(||z]|*1), = — 0.



Capitulo 2
Espacos Vetoriais Topolégicos

Nesse capitulo construiremos a topologia dos espagos C*°(Q2) e C2°(£2), bem como
deduziremos suas principais propriedades. Isso permite-nos demonstrar alguns resultados
luteis sobre dualidade e continuidade de aplicagoes bilineares. Embora os resultados das
primeiras se¢oes tenham sido recentemente listados em [1], eles serdo aqui demonstrados
a titulo de completude. Maiores detalhes podem ser encontrados em [11], [15] e [17].

O simbolo E denota um espaco vetorial sobre um corpo de escalares K que consi-

deraremos R ou C.

2.1 Seminorma

Definicao 2.1.1 Uma seminorma em E é uma aplicacao p : E — R que tem as sequintes

propriedades:

(i) p(z) > 0,Vx € E;

(it) p(x +y) < p(x) +p(y), Yo,y € E;
(ii1) p(Ax) = [Ap(z),Vx € E,YA € K.

Observagao 2.1.2 Se p também satisfaz
p(z) =0< 2 =0,

entao p € uma norma.

Toda norma é uma seminorma, mas a reciproca nao é verdadeira, pois a aplicacao
nula é um exemplo de uma seminorma que nao é norma. A seguir apresentamos alguns

exemplos de seminormas que nao sao normas.

Exemplo 2.1.3 Seja Q um aberto de R"™. Para cada K CC Q a aplicagio p : C(2) — R
definida por
p(f) = sup|f(z)],

zeK
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¢ uma seminorma em C(£2).

Exemplo 2.1.4 Fizados m = 0,1,2,... ¢  um aberto de R™, para cada K CC €, a
aplicagao pr - C™(Q) — R definida por

pr(f) = sup |0°f(z) (2.1)

zeK,|a|<m

¢ uma seminorma em C™ ().

Exemplo 2.1.5 Fizado Q) aberto de R™, para cada K CC Q2 em =0,1,..., a aplicacao
Prm 1 C°(Q) = R definida por:

prm(f) = sup [0°f(z)] (2.2)

z€K,|a|<m
¢ uma seminorma em C*(12).

Se p é uma seminorma no espaco vetorial F/, entao p possui as propriedades listadas

abaixo. As demonstragoes sao andlogas ao caso em que p é uma norma.
(i) p(0) = 0;
(il) [p(z) —pW)| < plx —y), Y,y € E;
(iii) p~1({0}) é um subespaco vetorial de E.

Definicao 2.1.6 Sejam p uma seminorma em E, a € E er > 0. A bola aberta com

centro em a e raio r com relagdo a seminorma p € o conjunto:
By(a,r) ={z € E;p(r —a) <r}.
Analogamente, definimos a bola fechada Bla,r].

Observagao 2.1.7 Sejam p e q seminormas em E. Dados a € E e r > 0 tem-se:
(i) a+ B,(0,7) = By(a,r) e a+ By0,r] = Byla,r];
(i1) r- B, (g, 1> = B,(a,r) er- B, [%, 1] = Byla,r];

(iii) p < q = By(a,r) C By(a,r) e B,(0,1) C B,(0,1) = p <gq.

Definicao 2.1.8 Um subconjunto A de um espaco vetorial E sobre K ¢é dito

(i) convezo se, dados dois pontos x,y € A, o segmento de reta que os une estd contido
em A, isto ¢,
(1—t)x—tye AVx,y € A, eVt e |0,1];
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(ii) equilibrado se
re AN <1= e A

(ii1) absorvente se, para todo x € E, existe p > 0 tal que |\| < p= Az € A.

Teorema 2.1.9 Sejam E,F espacgos vetoriais, A C E, B C F eu : E — F uma

aplicacao linear. Valem as sequintes afirmacoes:
(i) se A é convexo e A € K entdo AA € convezo;

(ii) intersec¢ao arbitrdria de convezos (equilibrados, respectivamente) é convezro (equi-

librado, respectivamente);

(iii) se B € convexo (equilibrado, absorvente, respectivamente) entdo u~'(B) é convezo

(equilibrado, absorvente, respectivamente);
(v) ser,s >0 entdo (r+s)A CrA+sA; se A é convexo entao rA+ sA = (r+s)A;

(v) sep € uma seminorma em E entao B,(0,7) e B,[0,r] sao equilibrados e absorventes.

Além disso, By(a,r) e Byla,r] sdao convexos, quaisquer que sejam a € E, r > 0.

Demonstragao. As demonstragoes dos itens (i), (ii) e (iii) sdo imediatas a partir das
definicoes.

(iv) A primeira inclusao é imediata. Supondo A convexo, caso r = 0 ou s = 0
seque a igualdade de modo imediato. Suponhamos portanto que r,s > 0. Dados z,y € A

podemos escrever

T S
T.CL'+SZ/:(7’+8)< + y).

T
r+ S T+ S

S

r+s r+s
portanto, a inclusao rA + sA C (r + s)A donde segue a igualdade.

Como = 1 e A é convexo segue que ( I T+ i y) € A. Segue,
r+s r+s

(v) A convexidade segue de maneira anédloga a convexidade das bolas em espagos
normados. O restante segue diretamente da definicao.

Definigao 2.1.10 Seja A C E um conjunto convexo e absorvente. A funcao ps: E — R
dada por:
pa(z) =inf{p > 0,z € pA} (2.3)

¢ chamada de funcional de Minkowski do conjunto A.

Teorema 2.1.11 Na notacdo da definicao acima, para cada x,y € A e A € K, valem as

sequintes condigoes:

(i) pa estd bem definida;
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(it) pa(z +y) < pa(z) + pal(y);
(1i1) pa(Ax) = Apa(z), se A > 0;
(iv) se B={x € E;pa(z) <1} e C ={x € E;pa(z) <1} entio BC ACC;

(v) se A é equilibrado entdo pa € uma seminorma em E. Em particular,

B,,(0,1) Cc AC B,,[0,1].

Demonstragao. (i) Decorre do fato de A ser absorvente.
(17) Como A é convexo, dados r,s > 0, z € rA e y € sA, segue do Teorema 2.1.9
item (iv), que
r+y € (r+s)A,

donde
palz+y) <r+s.

Como esta desigualdade é valida para todo r,s > 0 tais que x € rA, y € sA, segue que
pa(r +y) <pa(z) +paly).

(i73) Se A = 0 entdo pa(Ax) = pa(0) =0 =0 pa(x), uma vez que p4(0) = 0. Se
A > 0 entao

pa(Az) = inf{p>0;\x € pA}
_ . 14
= 1nf{p>(),:v€ )\A}

= /\inf{§ > 0,2 € §A}

= Apa(z).

1
(iv) Seja x € B, entao pa(z) < 1, donde existe 0 < p < 1 tal que —z € A. Como

1 1
0,—-x € A, — > 1 e A é convexo, segue que o segmento de reta de extremidades 0 e —x

P
estd contido em A e contém =z, ou seja, x € A. Portanto, B C A.

Sex € A, x € pA, para p = 1. Assim ps(z) < 1, donde z € C. Portanto, A C C.
(v) A primeira condi¢do para p4 ser uma seminorma é ébvia. Do item (i7) segue a

segunda condicao. Resta provar a terceira condicao da definicao de seminorma.

Se A # 0, w = 1. Sendo A equilibrado
Al p
)\ZBE,OA@T)\%EpA@ Mz € pAs e WA.

Entao



16

pa(Ax) = inf{p > 0;\x € pA}
: p
= inf<p>0;x € —A}
{ Al
= inf{|>\\ﬁ>0;x€£14}

Al
= |\l palx).

Dai segue que p4 é uma seminorma em E. Do item (iv) acima segue a relagao
B,,(0,1) c AcC B,,[0,1].

2.2 Espacos Vetoriais Topolégicos e Espacos Local-

mente Convexos

Nesta secao estabelecemos algumas propriedades dos EVT’s e dos ELC’s, dando

destaque ao Teorema 2.2.8 que é a principal ferramenta para a construcao de exemplos
de ELC’s.

Definicao 2.2.1 Seja E um espaco vetorial sobre um corpo de escalares K. Suponha
que existe uma topologia definida em E. Dizemos que essa topologia € compativel com a

estrutura de espaco vetorial de E se as aplicagoes:

s: ExE — K e m: KxFEF — FE
(r,y) — x+y (Az) — A

sao continuas.

Definicao 2.2.2 Um espaco vetorial equipado com uma topologia compativel com a es-

trutura de espago vetorial € dito um Espago Vetorial Topoldgico (EVT).
Exemplo 2.2.3 Todo espagco normado é um EV'T.

Teorema 2.2.4 Seja E um EVT.

(i) para cada x € E e X # 0, as aplicages T, : E — E e
my : B — E dadas por

T.(y)=x+y e m(y) =Ny

sao homeomorfismos;
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(i1) se By é uma base local na origem, entao
B={a+V;aec E,V € By}

¢ uma base para a topologia de F;
(111) toda vizinhanga da origem € absorvente;
(iv) toda vizinhanga da origem contém uma vizinhan¢a equilibrada da origem.

Demonstragao. (i) Decorre obviamente do fato de £ ser um EVT.

(17) Decorre da seguinte afirmagao: Sejam (X, 7) um espaco topoldgico e x € X,
dizemos que 3, C 7 é uma base local para x se e, somente se, dado U € 7 com x € U
existe B C B, talque x € B C U.

(737) Sejam U uma vizinhanga da origem e x € E. Como 0-x = 0 e a multiplicagao

por escalar é uma aplicacao continua, existem p > 0 e uma vizinhanca V' de z tais que
A <p, yeV=Xyel.

Como x € V segue que Az € U, donde U é absorvente.
(iv) Seja U uma vizinhanga da origem. Da mesma forma que no item (iii), como
0-0 = 0 e a multiplicacao por escalar é continua, existem p > 0 e uma vizinhanca V' da
origem tais que
A <p=X-VCU.
Definimos W = [J A-V. Temos que W C U e W é uma vizinhanga da origem.

[A<p
Mostremos que W é equilibrado.

Seja x € W, entdao x € A -V, para algum A satisfazendo |A| < p. Seja v € V tal
que z = Av. Tomemos p € K tal que |u] < 1, mostremos que puz = prv € W. De fato,

- Al = [Rl[Al < JA[ < p.

Como v € V, ux € W. Logo, W é equilibrado.
[
As propriedades (i) e (i7) implicam que a topologia de um EVT é invariante por

translacao. Por isso, basta considerarmos as bases locais na origem de um EVT.

Definicao 2.2.5 Um espago vetorial topologico E que possui uma base local na origem
cujos elementos sao conjuntos convexos € chamado de Espaco Localmente Convexo (ELC).

Nesse caso, dizemos que a topologia de E € uma topologia localmente convezxa.

Teorema 2.2.6 Todo ELC tem uma base local na origem cujos elementos sao convezxos,

equilibrados e absorventes.
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Demonstracao. Seja F um ELC. Pelo item (ii7) do Teorema 2.2.4 toda vizinhanca da
origem ¢é absorvente, por isso, é suficiente mostrar que toda vizinhanca convexa da origem
contém uma vizinhanca convexa equilibrada da origem.

Seja U uma vizinhanga convexa da origem. Tomemos V = [ «-U. Como U é
|al=1
convexo, pelo Teorema 2.1.9, V' é convexo. Mostremos que V' ¢é vizinhanga da origem.

Do item (iv) do Teorema 2.2.4, U contém uma vizinhanga equilibrada da origem

W. Assim, como W é equilibrado:
lal=1l=a ' W=W=a'WcCcU=WcCaU

o que implica que W C V. Como W ¢é uma vizinhanca da origem, V também ¢é uma
vizinhanga da origem.

Mostremos que V' é equilibrado. Seja A € K satisfazendo |A| < 1. Tomemos z € V,
para todo a € K com |a| =1 temos que x € a- U. Entao Az € a\U.

Como U é convexo que contém a origem e [A\| < 1, segue que A - U C U. Assim

Ar € al, VaeK; |a|=1= Iz € ﬂaU:V

laf=1

Logo, AV C V', donde V ¢ equilibrado.
[ |

Teorema 2.2.7 Sejam E um EVT, A C E um subconjunto convexo, equilibrado e absor-
vente e pa o funcional de Minkowski de A. Se A € aberto, entdo B,,(0,1) = A e se A ¢é
fechado, entio B, ,[0,1] = A.

Demonstragao. Do item (v) do Teorema 2.1.11, valem as inclusoes

B,,(0,1) Cc AC B,,[0,1].
Mostremos que A C B,,(0, 1), caso A seja aberto. Dado x € A, da defini¢do de p4 segue
que pa(x) < 1. Como A é aberto e a multiplicagao por escalar é continua segue que existe
0 > 0 tal que

A—1]<d= Iz € A

Em particular, (1 — g) x € A, donde pa(z) < 1. A prova da outra afirmagao é andloga.
]

O préximo resultado relaciona os conceitos de seminorma e ELC. Ele mostra que é
possivel definir uma topologia que torne £ um ELC a partir de uma cole¢ao qualquer de

seminormas. Além disso, ele nos permitira dar os exemplos mais importantes de ELC’s.
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Teorema 2.2.8 (i) Se ¥ € uma cole¢io ndao-vazia qualquer de seminormas em um

espaco vetorial E entao

1
B:{Bp(a,3>;p62,a€E,j€N} (2.4)

¢ uma sub-base para uma topologia em E de modo que E ¢ um ELC e cada elemento

de ¥ € uma aplicacao continua.

(ii) Reciprocamente, se E é um ELC, entdo existe uma cole¢io ¥ de seminormas em E
tal que a colecao B ¢ uma base para a topologia de E e cada elemento de ¥ € uma

aplicacao continua.

Demonstragao. (i) E facil ver que a colecao B é uma sub-base para uma topologia em
E. Mostremos inicialmente que £ é um EV'T, ou seja, que as operacoes de soma e produto
por escalar sao continuas nessa topologia.
Seja By(c,r) com ¢ € E, r > 0, p € ¥, um aberto qualquer nesta topologia.
Tomemos a,b € E tais que a + b = ¢. Da propriedade (ii) da definigdo de seminorma
r r o
segue que B, (a, 5) + B, <b, 5) C By(c,r), o que prova a continuidade da soma.
Tomemos agora A € K e x € E tal que Ax = ¢. Consideremos d;,09, > 0 satisfa-

zendo:
r

51<mi“{1’W}’ T IES)

Escrevendo
p(Na' — Ax) = p(N (2" — 2) + (X' = N)z),

e utilizando o fato de que, |N — A| < d; implica em |[N| < 1+ |\|, segue que
(A =01, A+ 01) - By(z,62) C By(c,r). Logo, a multiplicacao por escalar é uma aplicacao
continua.

1
Pelo Teorema 2.1.9, cada B, <a, — ] é um conjunto convexo, donde segue que E é
J

um ELC. Pela prépria definicao da topologia de E segue que cada p € ¥ é continua.
(77) Seja T a topologia de E. Pelo Teorema 2.2.6 existe uma base local na origem
B’ formada por conjuntos convexos, equilibrados e absorventes. Pelo item (ii) do Teorema

2.2.4, temos que o conjunto
B'"={a+ A;ac E,A e B’}

¢ uma base de 7.
Definimos ¥ = {pa;A € B'}, onde ps é o funcional de Minkowski de A. Da

Observagao 2.1.7 e dos Teoremas 2.2.4 e 2.2.7 segue que

1
{BPA (a,;);pAEE,aeE,jeN}:{a—i—jA;AEB/,aEE,jEN}.
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Pelo item (i) segue que o conjunto do lado direito na igualdade acima é sub-base
para uma topologia localmente convexa 7/ em F. Na verdade, como a intersecao finita de

elementos de B’ pertence a B’ temos que o conjunto
{a+jA;AeB,ae E,jeN}

¢ uma base de 7’.

Obviamente 7 C 7/, mostremos que 7/ C 7. Como a translacao e a multiplicacao
por escalar sao homeomorfismos, os abertos sao invariantes por essas aplicagoes. Assim,
se A €7, entao a + jA € 7. Dado € 7/, temos que existem a € E e j € N tais que
B =a+ jA, donde segue que 7' C T.

Definicao 2.2.9 Nas condigoes do Teorema 2.2.8 dizemos que a familia de seminormas
Y. define a topologia de E.

Vejamos agora alguns exemplos de ELC’s utilizando o Teorema 2.2.8.

Exemplo 2.2.10 Sejam E um espago vetorial qualquer e || - || uma norma em E. A

topologia definida por ¥ = {|| - ||} € a topologia induzida pela norma || - ||.
Os proximos exemplos nos fornecem ELC’s que nao sao normados.

Exemplo 2.2.11 Seja E um espaco vetorial qualquer. A topologia localmente convezxa

definida por ¥ = {0} € a topologia cadtica.

Nos préximos dois exemplos definimos as topologias dos espacos C™(€2) e C*°(12).

Ja na segao 2.5 vamos definir a topologia do espago C2°(£2).

Exemplo 2.2.12 C™(Q2), m = 0,1,2,..., é um ELC cuja topologia € definida pela
familia de seminormas ¥ = {pg; K CC Q}, onde px sao as seminormas definidas em

(2.1).

Exemplo 2.2.13 C*(Q2) é wm FELC cuja topologia ¢é definida pela familia
Y = {pgkm; K CCQm=0,1,2,...}, onde pk,, sao as seminormas definidas em

(2.2).

A partir de agora sempre que fizermos mengao aos espacos C™(2) e C*°(1Q2), esta-
remos considerando as topologias definidas nos dois exemplos acima.

O préximo resultado estabelece uma condicao para que um ELC seja um espaco
de Hausdorff.

Teorema 2.2.14 Sejam E um ELC e ¥ a familia de seminormas que define a topologia

de E. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
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(i) E € espago de Hausdorff;
(1) sz’l({o}) = {0}.

Demonstragao. (i) = (ii) Para qualquer seminorma p € 3, temos que p(0) = 0, assim
0e N p ({0}
pEXL

Dado qualquer x € F, vamos mostrar que, se z # 0, entao x ¢ () p~1({0}).
peEY
Suponhamos = # 0, como F é um espac¢o de Hausdorff, existe uma vizinhanca de x que

nao contém a origem. Podemos tomar essa vizinhanca da forma B,(xz,¢), para alguma

seminorma p € X e algum € > 0. Entao p(x) > 0, pois se ocorresse p(x) = 0 terfamos
0 € By(z,e). Assim z ¢ () p~1({0}).

peEX
(1) = (i) Tomemos =,y € E, v # y. Temos que mostrar que existem abertos

disjuntos que separam esses dois pontos. Temos que y — x # 0, donde, pela hipétese,

existem p € ¥ e ¢ > 0 tal que p(y — z) = e. Consideremos V, = B, (x,%) e
V, =B, (y, E). Mostremos que V, NV, = 0.

2
Se existisse z € V,, NV, entao:

ple—z) <3, ply—2) <

Do ™

Assim, da condigao (i7) da defini¢do de seminorma, segue que

e=plx—y)=plx —z+z2—y) <plx—2)+ply—2) <e,

o que é um absurdo. Portanto, V, NV, = e dai E é espago de Hausdorff.
[ |
Conforme veremos abaixo a definicao de subconjunto limitado em um ELC é

analoga a definicao natural de subconjunto limitado.

Definicao 2.2.15 Seja E um ELC cuja topologia é definida pela familia de seminormas
Y. Dizemos que A C E € limitado se para cada p € ¥, existe X > 0 tal que A C B,(0,\).

Também a definicao de continuidade uniforme de uma aplicacao entre ELC’s é

analoga a definicao de continuidade uniforme para aplicagoes em espacos normados.

Definicao 2.2.16 Sejam E e F' ELC’s cujas topologias sao definidas pelas familias de
seminormas Yp e g, respectivamente. Uma aplicagao v : E — F € uniformemente

continua quando dados € > 0 e q € g, existem 6 > 0 e p € Xy tais que

(y — ) € By(0,0) = (uly) — u(x)) € By(0,¢).
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Vejamos agora algumas propriedades de transformacoes lineares continuas entre

ELC’s que nos serao 1teis nos capitulos subsequentes.

Teorema 2.2.17 Sejam E e F ELC’s cujas topologias sao definidas pelas familias de
seminormas 1 e Yo, respectivamente. As sequintes condi¢oes sobre uma aplicagao linear

u: E — F sao equivalentes:

(i) u € uniformemente continua;
(ii) u € continua;
(111) u € continua na origem;
(iv) para todo q € Yo existem p € X1 e M > 0 tais que gou < M - p.

Demonstracao. As implicagoes (i) = (ii) = (7it) sdo imediatas.

(i4i) = (iv) Por hipdtese, u ¢ continua na origem, entdo dado B,(0,1) aberto
em F, u™'(B,(0,1)) é aberto em E. Logo existem p € 3; e § > 0 tais que
B,(0,0) C u=(B,(0,1)), entao

pz) <6 = q(u(z)) <1,

e consequentemente,

%p(m) 1= glu@) < 1.

Notemos que gp e gowu sao seminormas em F e a expressao acima pode ser escrita
como
B%p(O, 1) C Byou(0,1).
1
)

(7v) = (1) Devemos mostrar que, para quaisquer ¢ € ¥y e € > 0 existe uma

Da Observacao 2.1.7, item (7i7), segue o resultado com M =

vizinhanga U da origem tal que se y — x € U entao q(u(y — z)) < ¢, ou ainda, z € U
implica que g(u(x)) < e.
€
Se tormarmos U = B, (O, M), onde p e M sao dados conforme a hipodtese, é facil

ver que segue o resultado.

2.3 Metrizacao de ELC’s

Nessa secao vamos estabelecer condigoes suficientes para que um ELC seja me-
trizavel e dar alguns exemplos de ELC’s metrizaveis. Primeiramente vejamos que, dada
uma familia enumeravel ¥ de seminormas, é possivel obter outra familia enumeravel de

seminormas que é monotona e que define a mesma topologia que .
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Observagao 2.3.1 Seja (gj)jen uma familia enumerdvel de seminormas que define a

topologia do ELC E. Definimos, para cada j € N

P1r=q1, P2 = maX{Qh Q2}, p3 = max{ql, q2, Q3}7 .
Entao:

(i) pr <pa<p3<...;

(11) (p;)jen define a topologia de E.

O item (i) decorre da maneira como as seminormas foram definidas. Vejamos a
justificativa do item (iz).

Sejam 7 e 7" as topologias definidas pelas seminormas (¢;)jen € (pj)jen, respecti-
vamente. Vamos mostrar que 7 = 7.

Sejam B um aberto basico de 7 e a € B. Vamos mostrar que existe um aberto
béasico na topologia 7/ que esta contido em B, ou seja, vamos mostrar que existem j € N
e rg > 0 tais que By, (a,r9) C B. Vamos mostrar para o caso em que B = B, (0,r), com
r > 0, j& que os outros casos decorrem deste, uma vez que a soma e a multiplicacao por
escalar sao homeomorfismos em £. Como ¢; < p;, para todo j € N, pela Observacao
2.1.7, item (7i7), segue que 7 C 7’.

Utilizaremos a mesma ideia do pardgrafo acima. Sejam B = B, (a,r) um aberto
basico de 7/ e b € B. Vamos mostrar que existe um aberto basico C' na topologia 7 que esta
contido em B. Tomemos C' = By, (b, R)N B, (b, R)N...N B, (b, R), com R = r—p;(b—a).
Temos que C' é um aberto de 7 uma vez que (g;),en define a topologia 7. Mostremos que
C CB.

Seja y € C, temos que ¢1(y —b) < R, ¢2(y —b) < R,...,q;(y —b) < R. Para cada
k=1,...,7, vale

IN

a(y —b+b—a)
a(y —b) + qx(b—a)
R+ pr(b—a)

R+ p;i(b—a)

r

q(y — a)

IN A

donde gx(y —a) < r, para todo k = 1,...,j. Como p; = max{q,...,q;}, segue que

p;(y —a) <r, e consequentemente y € B.

Teorema 2.3.2 Seja E um ELC Hausdorff. Se existe uma familia enumerdvel de semi-

normas que define a topologia de E, entao E € metrizdvel.



24

Demonstracgao. A fim de mostrar que E é metrizavel vamos mostrar que existe uma
métrica em FE tal que os abertos segundo essa métrica coincidem com os abertos segundo
a topologia de E. Seja (p;)jen a familia de seminormas que define a topologia de E.
Suponhamos que (p;);jen satisfaz as condigoes (i) e (i7) da observacao acima. Definimos

a aplicacao

d: ExE — R
(z,y) +— d(z,y)’

onde
oo

dy) =Y L _ple-y) (2.5)

=0 2 1+pj(x_y)

Mostremos que essa aplicagao define uma métrica em E. A série em (2.5) converge
pois seu j-ésimo termo é menor ou igual & 277,

Como p;(x —y) > 0, segue que d(x —y) > 0, para quaisquer z,y € E. Se z = v,
entdo p;(z —y) = p(0) = 0, para todo j € N. Se = # y, como E é espaco de Hausdorft,
pelo Teorema 2.2.14, existe j € N tal que p;(x — y) # 0, consequentemente d(z,y) # 0.

Para cada j € N, sendo p; uma seminorma em E, vale p;(z —y) = p;(y —x), donde
vale d(x,y) = d(y, x), para quaisquer x,y € F.

Resta ainda mostrar que d(z,y) < d(z, z) +d(z,y), para quaisquer z,y, z € F, isto

7
e?
o0

Zl pax— <Z pile—z) o piz=y) )
2 1+pi(x—y 2 \1+pj(x—2) 1+pi(z—y)

Para isso é suficiente mostrar que, para quaisquer z,y, 2z € E vale

pj(z —y) pj(z — 2) pi(z —y)
L+pj(r —y) = 1+ pj(x — z) " L+pi(z—y)’

ou, simplificando um pouco a escrita, mostraremos que se 0 < a,b,c e a < b+ ¢, vale

a b c
< + .
l4a 140 1+4c¢

1 1
Suponhamos a > 0. Das hipdteses acima segue que iT < —, dai
c T a
a B 1 < 1
1 - 1
| +1
a b+c
B b+c b n c
 1+4+b+ec l+b+c 1+4+b+c
b c

< .
- 1—|—b+1+c
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Os outros casos sao justificados de modo andlogo a esse. Temos assim que d é uma
métrica. Seja 7 a topologia de E definida pelas seminormas p; e 7’ a topologia induzida
pela métrica d em E. Mostremos que 7 = 7.

Primeiramente, dado um aberto em 7’ mostraremos que existe um aberto em 7 que

estd contido nele. Seja By(0,7) = {z € F;d(z,0) < r}, r > 0, um aberto de 7. Tomemos

1 1 1
k € N de modo que o" seja menor que 7. Mostremos que By, (0 2k+2> C By (0 %>

: 1 .
Seja x € By, ., (O, W) Da defini¢ao de py segue que, pi(z) < po(z) < ... <
1
pr(x) < prra(z) < TR
p;() pi(x)

Como ———~— (r) e ——~——~—
1+ pj(z) <pi(@) L+ pj(z)

< 1, para todo j € N, temos que

)DIEUICONS olf N NNE U o N
= 211+ pj(x) = 27 9k+2  9k+42 = 2i  9k+1
e
= 1 1
Z 51 —|—p Z 92 Z 22+k+2 = okl
j=k+2 j=k+2

Assim,

=1 p,(z) 1 1 1
d 0 = — J < = —
(l', ) Z 211 —+ p] (fL‘) 2k+1 + 2k+1 2/(:’

. 1 :
ou seja, r € By (0, 5 ) Assim 7 C 7.
Utilizando a mesma ideia, vamos mostrar que dado um aberto em 7 existe um

aberto em 7’ que estd contido nele. Assim, para cada p; e cada r > 0, consideremos o

aberto de 7, B,,(0,7). Tomando k& € N de modo que o" ¢ menor que r, vamos mostrar

que

1
Bd <0, W) C Bp]. (O, T).

Seja x € By (O, W)’ entao d(z,0) < YR Logo,

1 ) 1 pi(a) 1 1
— : = < = pi(x)- [ 1— <
201 +pi(x) 20 14 p(x) o 21 p;(2) ok+1 ok+1
Consequentemente,
1 1
pj($’)<m§?<’f’,

ou seja, x € B, (0,7), o que prova que 7 C 7.
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Vamos utilizar este teorema para mostrar que os espagos C™(Q),m =1,2,..., 00

sao metrizaveis.
Exemplo 2.3.3 Os espagos C™(2),m =1,2,...,00, sGo metrizdveis.

De fato, vamos mostrar que C*°(£2) é metrizavel e os outros casos serdao analogos.
Ja sabemos que C*°(2) é um ELC. Mostremos, primeiramente, que existe uma familia
enumeravel de seminormas que define a topologia de C*°(£2). Como {2 é um aberto de R”

pelo Teorema A.2.1 existe uma sequéncia de compactos (K;)jen que esgota €2, ou seja,

jEN
Consideremos as duas familias de seminormas em C*°(2) dadas por

E:{pK,mJKCC Q7m2071727"'7oo}

Y = {pk,m; K; esgotam ©,m =0,1,2,...00} .

Sejam 7 e 7' as topologias definidas por ¥ e ¥’ respectivamente. Mostremos que
7 = 7'. Obviamente, o conjunto ¥ contém o conjunto ', donde 7" C 7.

Dado um aberto em 7, vamos mostrar que existe um aberto em 7" que esta contido
nele. Sejam p € ¥, ¢ > 0e f € C®(€), By(f,e) € 7. Tomemos ¢ € B,(f,e), vamos
mostrar entao, que existem p’ € ¥’ e ¢’ > 0 tais que By (¢,€") C B,(f,¢).

Existem K CC Qem =0,1,...,00, tal que p = px,,. Além disso, pelo Teorema

A.2.1, existe j € N de modo que K C K. Temos entao que vale

pK,m(f) S ij,m(f)v \V/f € COO(Q)

Tomemos p' = px;m € € =€ — prm(f — ). Assim, se ¢ € By(1,¢’), utilizando
o item (#7) da definicdo de seminorma é fécil ver que, ¢ € B,(f,¢), completando a prova
de que 7 C 7. Assim 7' = 7, donde existe uma familia enumeravel de seminormas que
define a topologia de C*°(Q).

Vamos mostrar agora que C™({2), para todo m = 1,2,...,00, é um espago de
Hausdorff, utilizando o Teorema 2.2.14.

Se f = 0 entao px, m(f) = 0, paratodo K; CC 2. Como Q = |J K}, px,m(f) =0,

jEN
para todo z € Q. Assim, 0 € () px,m '({0}).
ijnnEE/
Seja f € () pi,m '({0}). Para todo K; CC Qe m = 0,1,...,00, vale
ij,nLEEI
p;m(f) =0, donde f=0em Q. Logo, [\ px,m ({0}) C{0}.

ij,mGE/
Portanto, C*°(€2) é um espago de Hausdorff e pelo Teorema 2.3.2 C*°(2) é me-

trizavel.
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2.4 Algumas propriedades do espago C*(f?)

No Exemplo 2.2.13 vimos uma familia de seminormas que define a topologia de
C>(€2). Nesta secao apresentamos algumas propriedades topoldgicas tteis deste espago,

comecando com uma importante caracterizagdo de convergéncia em C>°(€2).

Teorema 2.4.1 A sequéncia (¢;) converge para ¢ em C®(Q) se, e somente se, para
todo o € N, a sequéncia (0%¢;) converge para 0“¢ uniformemente em todo subconjunto

compacto de Q.

Demonstracgao. Utilizando a familia de seminormas do Exemplo 2.2.13, segue do Te-
orema 2.2.8 que ¢; converge para ¢ em C*™(Q) se, e somente se, dados p € X e € > 0,
existe jo € N tal que

J>Jjo=pl¢;—¢) <e.

Por definicao, existem K CC Q2em =0,1,..., tais que p = px m, donde

J>Jo = Prm(d;—¢)<e
=  sup [0%),; —0%¢| <e.
z€K,|a|<m
Dal segue que a sequéncia (¢;) converge para ¢ em C*(£2) se, e somente se, para
todo v € N", a sequéncia (0%¢;) converge para 0“¢ uniformemente em todo subconjunto
compacto de €.
[ |
A convergéncia em C™(£2), para todo m = 0,1, ..., tem caracterizagdo anédloga a
feita acima para C°°(€2). O préximo resultado nos fornece outra propriedade importante

dos espagos C™(£2), para todo m = 0,1,..., 00, que é a completude.
Teorema 2.4.2 Para cada m =0,1,...,00, 0 espago C™()) € completo.

Demonstragao. Faremos a demonstragao utilizando indugao sobre m. Seja ¥ a familia
dada no exemplo 2.2.12. Para m = 0, usaremos o fato de que C(K') é completo, para
todo K CC €2 com a métrica do supremo.

Sejam (K)jen a sequéncia de compactos que esgota 2 e (¢)) uma sequéncia de
Cauchy em C(). Pela definigdo da topologia em C(2) segue que (¢y) é uma sequéncia
de Cauchy em C(K;), para todo j € N. Como cada C(K;) é completo, segue que para
cada j € N, existe (¢;) C K tal que (¢5) converge para 1; em K.

Como os compactos K sao encaixados e o limite de uma sequéncia ¢ tnico, segue
que (¢x) converge para v, onde |k, = ¥;, e consequentemente C'(K) é completo.

Suponhamos que C™(§2) é completo e mostremos que C™1(Q) é completo. Seja

¢r uma sequéncia de Cauchy em C™(Q). Para cada ¢ > 0, existem kg € N e p; €
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tais que

Lk>ky = ¢p— ¢ € By(0,¢)

= sup |0%pr(y) — 0“i(y)| < e.
la|<m+1,yeK;

Dado a € N, com || < m + 1, suponhamos que o = § — ¢;, com || < m e

1 =1,2,...,n. Da equagao acima ficamos com:

I,k >ky= sup |85¢k(y) — 35¢l(y)| < e.

yeK;

Da hipétese de indugao segue que existe ¢ € C™(Q) tal que ¢, converge para ¢
em C™(Q2). Em particular, (0°¢;,) converge uniformemente em K; para 9°¢.

Também vale

I,k>ky= sup ]&8’5@(3/) — 82-85@(7;)\ < g,

|B|<m,ycK;

ou seja, a sequéncia 9;0°¢;, ¢ uma sequéncia de Cauchy em C(f2). Portanto, existe
Y € C(Q) tal que 9;0°¢y, converge para ¢ uniformemente em K.

Das equacoes acima podemos concluir que 9;0°¢ = 1), ou seja, 0%¢ = 1), e conse-
quentemente, C™ () é completo.

Definicao 2.4.3 Seja E um espaco vetorial. Uma métrica d em E é dita invariante se
satisfaz
dlx+z,y+ z) =d(z,y),Ve,y,z € E.

Definicao 2.4.4 Se E ¢ um espago vetorial que satisfaz as sequintes condigoes:
(i) E é um ELC,
(ii) a topologia de E ¢é induzida por uma métrica invariante, e

(11i) E € completo,

dizemos que E ¢ um espaco de Fréchet.

Exemplo 2.4.5 Todo espaco de Banach é um espaco de Fréchet.

Um exemplo mais interessante dentro dos nossos propésitos decorre do Exemplo

2.3.3 combinado com os teoremas 2.3.2 e 2.4.2:

Exemplo 2.4.6 Para cada m =0,1,...,00, o espaco C™(2) é um espago de Fréchet.
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O préximo resultado nos fornece condi¢oes necessarias e suficientes para que um

funcional em C*°(Q2) seja continuo.

Teorema 2.4.7 Seja u um funcional linear em C*®(Q)). Entao as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
(i) u é continuo;
(11) para toda sequéncia (¢;);en tal que ¢; — 0 em C*°(Q) tem-se que u(¢;) — 0 em K;

(ii1) existem K CC Q,C >0 em € N tais que

u(@)l < C ) sup|079], Vo € C=(Q). (2.6)

laj<m

Demonstracao. (i) < (ii) Como C'(£2) é metrizavel temos que existe uma métrica d
que define a topologia de C*(€2). Assim (¢;), convergir para 0 em C*(€2) é o mesmo
que d(¢; —0) < e, para todo € > 0, e (u(¢;)) convergir para 0 em K é o mesmo que
lu(¢;) — 0] < 6, para todo § > 0. Portanto, o item (i) equivale a mostrar que u é
continuo na origem. Do Teorema 2.2.17 segue, portanto, a equivaléncia (i) < (it).

(1) < (i) Mostremos que esta equivaléncia decorre do Teorema 2.2.17 para
E = (C>(Q), F =K, ¥, a familia de seminormas que define a topologia de C*°(Q2) e
Yo = {| - |}. Para isso, vamos mostrar que o item (iii) é equivalente ao item (iv) do
Teorema 2.2.17.

Dado ¢ € ¥, temos que ¢ = | - | e assim, g ou = |u|. Para p € ¥y, temos que
existem K CC Qem € Ndemodo quep = > sup|d®¢|, para toda ¢ € C°(Q). Assim,
jal<m K

para toda ¢ € C*°(2),

gou(¢) < M-p(¢) < |u(@)| < M- > sup|oe|.

laf<m

Para concluir o resultado basta tomar C = M.

2.5 A topologia de C*(1))

Para cada K CC £, o simbolo C°(K) denota o subespago constituido pelas
fungoes de C'°(2) cujo suporte estd contido em K. Nesta se¢ao introduzimos uma topo-
logia localmente convexa em C2°(2) a partir das topologias localmente convexas definidas

em cada C°(K). Obviamente vale:

cx@) = |J o).

Kcca
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Em cada C2°(K') consideremos a topologia localmente convexa definida pela familia

de seminormas Xx = {Pxm }men, sendo:

Prm(9) = sup [0%(z)], ¢ € CZ(K). (2.7)

la|<m,zeK

Consideremos os seguintes subconjuntos de C°(K)

By ={V C C*(Q2);V é convexo, equilibrado e
VNCX(K) é aberto de C°(K),VK CC Q}

B={¢+V;pcCX(Q) eV e By}
No préximo teorema vamos estabelecer a topologia de C'2°(€2).
Teorema 2.5.1 (i) B € base para uma topologia T em C°(2);
(ii) C°(Q2) equipado com a topologia T é um ELC;

(111) para cada K CC Q temos que a topologia de CX(K) coincide com a topologia de
subespago induzida por C°(2) em C°(K).

Demonstragao. (i) Dados ¢1,¢o € CX(Q), Vi,V € By e ¢ € (¢1 + V1) N (g2 + Vo),

mostraremos que existe V' € By tal que
¢+V C(¢1+ Vi) N (g2 + Va). (2.8)

Consideremos K CC ) tal que S(¢1), S(p2), S(¢) C K. Logo, ¢1,da, ¢ € CZ(K)
e sendo V) N CX(K) aberto de C*(K), ¢ — ¢1 € Vi. Além disso, a multiplicagdo por

escalar é continua em C°(K) donde temos que existe 6; > 0 tal que

1
|)\_1|<51:>)\<¢_¢1)€V1:>¢_¢1€le'

Fixando A = A\; obtemos )
— —V
®—¢1 € N 1

e sendo V; convexo, pelo Teorema 2.1.9, item (iv), segue que

1 1 1
¢_¢1+<1—)\—1>V1C/\—1V1+(1—>\—1)V1:V17

Dali resulta que

1
¢+(1—/\—)‘/1C¢1+‘/1.
1
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Analogamente ao raciocinio anterior, utilizando agora o fato de que ¢ € ¢y + V5,

obtemos Ay tal que

1
¢+(1—/\—>VQC¢2+V2.
2

1 1
(i e
obtemos (2.8).

(i1) Comecaremos mostrando que a soma é continua em C2°(2). Para isso, dados
1,02 € CX(Q) e V € By, devemos exibir Vi, Va € By tais que

Tomando

(61 + Vi) + (2 + Vo) C ¢1 + ¢o + V.

Mas isso, decorre diretamente da convexidade de V e do Teorema 2.1.9, item (iv), tomando

1
M=l =2V

Mostraremos agora que a multiplicagdo por escalar é continua em C2°(Q2). Dados
X € C, g € CX(Q) e V € By, vamos exibir 6 > 0 e U € By tais que

’)\—)\0‘<(5,¢E¢Q+U:>)\¢—)\0¢0€V (29)

Seja K CC 2 tal que ¢y € C°(K). Como V é equilibrado segue que 0 € V' e dessa

forma 0¢g € V. Pela continuidade da multiplicacdo por escalar em C°(K) decorre que

1
existe 0 > 0 tal que d¢y € §V, o que implica pelo fato de V' ser equilibrado que

A=A A=A 1
|>\—>\0|<5:>| - ol g2 - °5¢oe§v,
isto é,
1
‘)\ — )\0’ <= ()\ — )\0)¢0 € 5‘/ (210)

1
Escolhendo ¢ > 0 de modo que ¢(|\g| 4+ ¢) = 5 vem que

A
|>\—)\0]<5:>\)\|—\)\0\<(5=>‘ ‘

<1
|Xo| + 0
Da expresao anterior e do fato de V' ser equilibrado, podemos inferir que ¢V é equilibrado
e dai vale

A= Aol <6, ¢ € o+ cV = (¢ — ¢o) € ¢V,

| Xo| + 0

e entao,



32

1
’)\—)\0‘<5, $E ¢+ cV = )\(¢—¢0)E§V

Combinando o fato de que

AP — Ao = MA@ — ¢o) + (A — Ao) o,

com a relagao (2.10) e a convexidade de V' obtemos a implicagao (2.9) com U = ¢V.
Para concluir que C°(Q2) é um ELC, basta observarmos que, por definigao, todo
V € By é um conjunto convexo.
(i73) Sejam Tk a topologia de C°(K) e 7j a topologia de C°(K') como subespago
de C°(2). Pela definigao de By, segue que By C 7k, logo B C 7k e dessa forma 7y C 7.
Para provarmos a inclusao contraria, consideremos E € 7k qualquer. Vamos mos-

trar que existe um aberto V' de C°(Q2) tal que £ =V N CX(K). Dada ¢ € E, tomemos
K cc Q, tal que ¢ € CX(K). Logo da defini¢ao de 7k, existem m € N e € > 0 tais que

By (0:6) = {¢ € CX(K);prm(¥ — ¢) < e} C E.

Definimos o seguinte conjunto aberto de C2°(12)

Vo ={v € CZ(Q); prom (1 — ¢) < €}

Notemos que
Vo NCE(K) = By, (¢,€).

Logo, fazendo ¢ percorrer E obtemos

( U v¢) NC®(K)=E.

el

Desta forma, basta considerarmos V' = |J V;, o que conclui a prova de que 7 C 7.
¢cE
Assim, a topologia de C2°(K) coincide com a topologia de subespago induzida por

C(Q2) em CF(K).

A seguir vamos caracterizar a convergéncia em C2°(€2).

Teorema 2.5.2 Uma sequéncia (¢;) converge para zero em C°(§2) se, e somente se,
existe K CC () tal que:

(i) o suporte de toda fungdo ¢; estd contido em K ;

(11) para todo o € N" a sequéncia (0%¢;) converge para zero uniformemente em K.
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Demonstragao. (=) (i) Seja (K})jen a sequéncia de compactos que esgota Q. Da
hipétese temos que, dada qualquer vizinhanga V' da origem em C2°(€2), existe jo € N tal
que

J>Jjo=>¢; V.

Suponhamos por absurdo que nao vale o item (7). Assim, existe ¢; tal que S(¢1)
nao estd contido em Kj. Logo, existe x; € S(¢1) — K}. Como K] é compacto, existe
uma vizinhanga V] de x; tal que Vi N K} = (). Mas S(¢;) é fechado, donde existe y; € V}
satisfazendo ¢ (y;1) # 0.

Tomemos Ky = K,U{y,}. Existe ¢ tal que S(¢2) nao esta contido em Ky, donde
existe xo € S(¢2) mas, x93 ¢ K. Do fato de Ky ser compacto, existe V5 vizinhanga de
zo tal que ¢o(y2) # 0. Utilizando esse argumento, obtemos uma subsequéncia ¢;, uma

sequéncia K; de compactos que esgota ) e uma sequéncia (y;) de pontos tal que
Y; 6Kj+1 —Kj eqﬁj(yj) #O,Vj eN (211)

Definimos a aplicacao

& [9(2)]
PO~ 2 o)

Pelo Teorema A.2.1, para cada ¢ € C2°(12), existe j; € N tal que j > j; + 1 implica
que S(¢) C Kj, ou seja, a soma acima tem no méximo j; + 1 parcelas nao nulas. Logo, p
estd bem definida. Além disso, é fécil ver que p é uma seminorma em C2°((Q).

Mostraremos através do Teorema 2.5.1 que B,(0,1) é uma vizinhanca da origem
em C*(Q). Dado K CC €, existe [ € N tal que K C K, entdo, para toda ¢ € C*°(K)

vale

RS o) _ 5 [9(z)
p(o) = ;xe(;ﬁ?_m EXOR] ;xe(;ﬁ?_m) |05(y;)]
!
|¢(@)]
<
= Loek 165(w)
!
1
< : T4 N
< §2£|¢($)‘ ;Id)j(yj)\’

! 1
fazendo M = >’ , obtemos p(¢) < M - sup |o(z)].
=1 165 ()] zeK

Logo, p(¢) < M - pko(¢), para toda ¢ € C2°(K), onde px o ¢ uma seminorma em
C°(K). Mas isso implica que M- By, ,(0,1) C B,(0,1)NC*(K). Assim B,(0,1)NCe(K)

PK,0
¢ uma vizinhanga da origem em C°(K). Logo, B,(0,1) € By. No entanto, ¢ fécil ver
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que ¢; ¢ B,(0,1), para todo j € N, pois (2.11) implica sup [#5(2)]

> 1, e isso
ve(Kj1—K;) |5(15)]

contradiz o fato de (¢;) convergir para zero em C°(2).
(1) Do item (7) temos que existe K CC € tal que ¢; € C°(K), para todo j € N.

Sejam ¢ > 0 e a € N e tomemos m = |a|. Seja

BpK,m<O’6) = {%U € OSO(K)QPK,m(¢) < 5}

aberto de C*(K). Pelo Teorema 2.5.1 existe um aberto V' de C°(Q2) tal que
By (0,6) = CX(K)N V. Além disso, por hipétese, existe jo € N tal que j > jo
implica em ¢; € V.

Logo, se j > jo entdo ¢; € CX(K)NV =B

e (0,6). Assim, sup [0%¢;(z)| < e,
ou seja, a sequéncia (0%¢;) converge para zero uniformemente em K. <

(<) Vamos mostrar que (¢;) converge para zero em C°(§2), ou seja, dada uma
vizinhanga V' da origem em C2°(2), mostremos que existe jo € N tal que se j > jo, entao
p; V.

Pelo item (i), ¢; € C*(K), para todo j € N. Existem m € N e ¢ > 0 tal que
By (0,6) CCE(K)NV C V.

Do item (i7) temos que, para cada o € N" satisfazendo |o| < m, existe j, € N tal

que se j > jo, entao ¢; € By, (0,¢). Tomando jo = max{j,;|a| < m}, obtemos
J>Jo= &5 € By, (0,6) C V.

[ |
Obtemos o seguinte corolario que decorre diretamente do teorema, uma vez que,

se (¢;) converge para ¢, entao (¢; — ¢) converge para zero.

Corolario 2.5.3 Uma sequéncia (¢;) converge para ¢ em C°(2) se, e somente se, existe

K CcC Q tal que:
(1) o suporte de toda funcdo ¢; estd contido em K ;

(i1) para todo o € N™ a sequéncia (0%¢;) converge para 0%¢ uniformemente em K.

Abaixo veremos que C2°(£2) nao é metrizavel, caracterizando assim a propriedade

de que nem todo ELC é metrizavel.
Observacao 2.5.4 O espaco C°(§2) ndo é metrizdvel.

De fato, suponhamos, por absurdo, que existe uma métrica d em C°(Q) tal que

para toda sequéncia (¢;) em C°(Q) que converge para zero, vale d(¢;,0) — 0.
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Seja (Kj)jen & sequéncia de compactos que esgota (2 e pelo Teorema A.2.9, para
cada j € N existe ¢; € C°(Q2) tal que ¢; = 1 em K;. Para cada j € N fixo, mostremos
que (lsi_r)r[l) d¢; =0 em C(Q), utilizando o Teorema 2.5.2.

Obviamente S(d¢;) C S(¢;), para todo § > 0. Além disso, considerando o € N”,
temos que

sup [0%0¢;(x)| =0 sup [0%¢;(x)| — 0,
xES(¢j) :L"ES(d)j)

quando § — 0, uma vez que ¢; — 0 em C:°(€2). Conforme supomos anteriormente

lim d(6¢;,0) = 0,
. . 1
e dessa forma para cada j € N, existe 6; > 0 tal que d(d,¢;,0) < =. Logo,
J

lim d(d;¢;,0) = 0.

j—00
No entanto, a sequéncia (J;¢;) nao pode convergir para zero em C(€2) pois
U S(0;¢;) = Q e dal ndo existe compacto que contenha o suporte de toda ¢;. Por-
jEN
tanto, C2°(2) ndo é metrizavel.

Vejamos agora duas propriedades que relacionam os espagos C*(§2) e C°(Q).
Teorema 2.5.5 A aplicacdo identidade i : CX(Q2) — C(QQ) é continua.

Demonstracgao. Pelo Teorema 2.2.17, como i ¢ linear, basta mostrar que ¢ é continua na
origem. Dado o aberto B,,., (0,¢) em C*(£2), sendo K CC 2 e m € N, devemos mostrar
que i~ (B

i (0,€)) € um aberto de C2°(Q2). Para isso, utilizando o Teorema 2.5.1, vamos
mostrar que ¢~ (B

i (0,€)) NCE(K) € um aberto de C°(K).
Mas i~ (B, ,.(0,€)) NCX(K) = {¢ € C°(K); prm(¢) < €}, € esse conjunto ¢ um
aberto de C°(K). Portanto, i é continua.

Teorema 2.5.6 C°(Q) é denso em C™(Q), isto €, para toda ¢ € C>®(Q) existe
(¢j) C C(Q) tal que ¢p; — ¢ em C=(Q).

Demonstracao. Seja (Kj)en a sequéncia de compactos que esgota ). Pelo Teorema
A.2.9, para cada j € N existe ¢; € C°(Q2) tal que 0 < ¢); < 1e1); =1 em uma vizinhanca
de K;.
Seja ¢ € C*(Q2), entao ¢p; € C°(£2). Mostremos que ¢, — ¢ em C*(€2).
Fixemos K CC Q2 e a € N". Temos que

¢Y; — & =¢(y; —1) =0 em K;, Vj €N,
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donde,
0%p; — 0% =0em K;, Vj € N.

Tomemos jy € N tal que K C K;

Jo>

entao para todo j > jo, K C K; e dai,
0“pp; — 0% =0 em K,

donde, 0“¢1p; — 0%¢ em K, ou seja, ¢y, — ¢ em C'(Q).
n

Teorema 2.5.7 As sequintes afirmagoes a respeito de um funcional linear u em C°(2)

sao equivalentes:

(i) u € continuo na origem;

(i) U)oy, € continuo na origem, para todo K CC Q.

Demonstragao. Basta observarmos que dados ¢ > 0e K CC (),

) (—¢e,8) =ut(—¢,6) N O (K).

(oo )

u
Podemos caracterizar a continuidade dos funcionais lineares em C2°(Q2) através de

sequéncias, analogamente ao feito no Teorema 2.4.7 para o espago C'*°(€2).

Teorema 2.5.8 As sequintes afirmagoes a respeito de um funcional linear u em C2°(§2)

sao equivalentes:
(i) u € continuo;
(11) para toda sequéncia (¢;);en tal que ¢p; — 0 em C°(2) temos que u(¢p;) — 0 em K;

(11i) para todo K CC S, existem C' >0 e m € N tais que

u(@) < C Y sup|0a] vo € C¥(K).

laj<m

Demonstragao. (i) = (i7) Esta implicagao é vélida para qualquer espaco topoldgico.
(1) = (i4i) Suponhamos por absurdo que (iii) nao seja verdadeira. Desta

forma, para C = m = j, podemos encontrar 1; tal que u(y;) = 1, S(v;) C K e

1
> sup |0%¢;] < —. Entao (1;) converge para zero em C:°(§2) mas (u(¢;)) ndo con-
la|<m K J

verge para zero em C2°(€2), o que é uma contradigao.
(73i) = (i) O item (z4i) implica que a condi¢ao (iv) do Teorema 2.2.17 é valida.
Assim, decorre que . & € continuo, para todo K CC (2, em particular é continuo na

origem, donde pelo Teorema 2.5.7, v ¢ continuo na origem e, portanto, u ¢ continuo.
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2.6 Teorema de Hahn-Banach

Nesta secao abordamos o Teorema de Hahn-Banach e uma consequéncia dele que

serd 1til nos préximos capitulos. Utilizamos [15] como referéncia para esse estudo.

Definicao 2.6.1 Seja E um EVT sobre o corpo K. O dual E' de E € o espaco vetorial

composto de todas as aplicagoes lineares e continuas definidas em E, ou seja,
E'={u: E — K;u é uma aplica¢io linear e continua}.

Vejamos algumas observagbes importantes para a compreensao ao Teorema de
Hahn-Banach. Obviamente todo espaco vetorial complexo é também um espaco vetorial
real e é conveniente diferenciar aqui o seguinte: um funcional A em um espago vetorial
complexo E é chamado real-linear (complexo-linear) se A(ax) = aA(z), para cada v € F
e cada escalar real (complexo) .

Além disso, se u é a parte real de um funcional complexo-linear f em F, entao
u é real-linear e f(x) = u(x) — tu(iz), para todo x € E, uma vez que, se z € C entao
z = Re z — i Re (iz). Reciprocamente, se u : ' — R é real-linear em um espaco vetorial
complexo F entao f(x) = u(x) — iu(iz) é complexo-linear.

Suponhamos entao que £ é um EVT complexo. As observacoes feitas acima ga-
rantem que um funcional complexo-linear em FE estd em E’ se, e somente se, sua parte
real é continua e todo funcional real-linear continuo v : £ — R é a parte real de uma
unica f € E'.

Vamos ver primeiramente a versao real do Teorema de Hahn-Banach e posterior-

mente a versao complexa.

Teorema 2.6.2 (Teorema de Hahn-Banach Real) Sejam E um espago vetorial real

e M um subespago de E. Suponhamos que a aplicacdo p: E — R satisfaz:

plx+y) <plr)+ply) e  plte) =tp(z),

para todo x,y € E et > 0.
Além disso, suponhamos que f : M — R é um funcional linear tal que f(x) < p(x),

para todo x € M. Entao existe um funcional linear A : E — R tal que

Az) = f(x), Ve e M

—p(—z) < A(z) < p(x), Vo € E.

Demonstragao. Suponhamos E # M, seja z1 € E tal que x; ¢ M. Definimos

M1 :{l'+t$1,$€M,t€R}
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Obviamente M é um espago vetorial. Se x,y € M, entao temos

fx)+ fly) = flx+y) <plx+y) <plr—x1) +plz: +y),

e, consequentemente
f(@) = ple —x1) < ply+21) — fy).

Seja a o supremo do lado esquerdo da relacao acima, a medida que x percorre M.
Entao
fl)—a<plxr—x), Ve eM (2.12)

fly)+a<ply+x), Yy e M. (2.13)

Definimos em M, a seguinte aplicacao
filz +tzy) = f(z) + ta,

para cada x € M et € R. E fcil ver que fi = f em M e f; é linear em M;.

Tomando ¢ > 0 e trocando x por ¢t~ 'z na equagao (2.12), obtemos

ftr)—a < ptte—x))
1 1
tf (;x) —ta < tp <¥x — xl)
flz) —ta < plx—tx)
filx —tzy) < p(z—tx).

Analogamente, trocando y por ¢~y na equagao (2.13), obtemos:

fily +txy) < py + txy).

Isto prova que f; < p em M;.

Seja & a colecao de todos pares ordenados (M’, f'), onde M’ é um subespago de
E que contém M e f’ é um funcional linear em M’ que extende f e satisfaz f’ < p em
M’. Vamos estabelecer uma ordenagao parcial em & pondo (M’ f') < (M", f") sempre
que M'Cc M" e f' = f"em M.

Seja C' C & um subconjunto totalmente ordenado. Para cada (M', f') € C,
definimos g(x) = f'(z), para cada © € M’'. Temos que g ¢ um funcional linear cujo

dominio ¢ M, = U M’ o qual é um espaco vetorial. E fcil ver que g estda bem
(M, fHecC
definida. Além disso, para todo (M’, f') € C vale (M', f") < (M,,g), uma vez que

M'" C M,. Portanto, (M,, g) é uma cota superior para o conjunto C.
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Pelo Lema de Zorn existe (My, A) € & elemento méximo de 2. Assim, A é uma
extensao de f que satisfaz A < p em M,. Mostremos que My = E.

Suponhamos que M, # FE, entdo pela primeira parte da demonstragao existiria
uma extensao propria de A que pertenceria a &, mas isso contradiz a minimalidade de
A. Assim, M) = F.

Por fim, como A < p em E segue que

para todo x € E.
Concluimos entao que A : E — R satisfaz A(x) = f(z), para todo x € M e
—p(—z) < A(z) < p(x), para todo x € E.
u

Teorema 2.6.3 (Teorema de Hahn-Banach Complexo) Sejam M um subespago de
um espago vetorial E, p uma seminorma em E e f um funcional linear em M que satisfaz
|f(x)] < p(x), para todo x € M. Entao existe uma extensao linear A de f em E que satisfaz
|A(x)| < p(x), para todo z € E.

Demonstragao. Caso o corpo de escalar for R recaimos no caso anterior, pois p agora
satisfaz p(—z) = p(x). Vamos assumir que o corpo de escalar é C. Colocando u = Re f,
pela versao real provada acima temos que existe um funcional real-linear U em F tal que
U=uem MeU<pem FE.

Seja A um funcional complexo-linear em E cuja parte real é U. Conforme o que
colocamos antes da demonstracao da versao real do Teorema de Hahn-Banach, concluimos

que A = f em M. Além disso, para cada x € E corresponde um « € C, com |a| = 1, tal
que aA(z) = |[A(z)|. Assim,

[A(2x)] = Max) = Ulax) < plax) = p(z).

A demonstragao do préximo resultado pode ser encontrada em [15].

Teorema 2.6.4 Sejam E um EVT e A, B C E conjuntos disjuntos, nao-vazios e conve-

Z0S.

(i) Se A € aberto, entao existem A € E' e v € R tais que
Re A(x) < v < Re A(y),

para todo x € A ey € B.
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(i) Se A é compacto, B € fechado e E ¢é localmente convexo, entio existem A € E', v

e v2 constantes reais tais que
Re A(z) < v <2 < Re A(y),

para todo x € A ey € B.

O proximo resultado nos dda uma condicao para que um ponto xy € E esteja no

fecho de um subespaco M de F.

Teorema 2.6.5 Sejam E um ELC, M um subespaco de E e vy € E. Se 2y ¢ M, entdo
existe A € E' tal que A(zg) =1 e A(x) =0, para todo x € M.

Demonstragao. Aplicando o item (i) do Teorema 2.6.4 com A = {z¢} e B = M, ob-
temos Ay € E’ tal que Aj(zg) e Aj(M) sdo disjuntos. Assim, A;(M) é um subespaco
proprio do espaco de escalares. Mas o tnico subespago préprio de K é {0}. Logo,
A (M) = {0} e Ai(zg) # 0. Se dividirmos o funcional A; por A;(zy) obtemos um novo

funcional A que satisfaz as condi¢oes desejadas.

2.7 Topologia Fraca em um EVT
A definigao da topologia fraca apresentada nessa se¢ao segue [15].

Definicao 2.7.1 Seja E um EVT, cuja topologia serd chamada de topologia original de
E, e E' o seu dual. Definimos a topologia fraca em E como a topologia menos fina na

qual cada elemento de E' € continuo. Assim, uma sub-base da topologia fraca € dada por
{u'(U);u € E', U C K aberto de K}.

Resulta imediatamente da Definicao 2.7.1 que a topologia original é mais fina do
que a topologia fraca da F. Pela linearidade dos elementos de E’ segue que a topologia
fraca de F ¢é invariante por translacao.

Como uma sub-base local na origem para a topologia de K ¢ dada por
{B(0,€);¢ > 0}, segue que uma base local na origem para a topologia fraca de E é
dada por

{u™'(B(0,¢));u € E' e > 0}.

Mas observe que

u” (B(0,¢) = {z € E;u(z)| < e}
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Assim, definindo para cada u € E’ a seminorma em E dada por

pu(z) = |u(z)], YV € E,

temos que a topologia fraca de E é a topologia localmente convexa em FE definida pela
familia de seminormas
Y ={psuc€ L}

Definig¢ao 2.7.2 Para cada A C E definimos:
(i) span A € o subespago gerado por A;
(ii) At ={u € E';u(a) =0, Va € A}.

Lema 2.7.3 Seja E um EVT. Aqui A denotard o fecho de A na topologia fraca de E.

Valem as sequintes afirmagoes:

(i) Se AC B C E, entio B+ C A*;

(i1) B+ = {0};
(iii) A+ = (span A)* = (span A)*;

(iv) se A é um subespago vetorial de E, entdo

At ={0} s A=F.

Demonstragao. Os itens (i) e (i) sdo de facil verificacao.

(ii7) Como A C span A, pelo item (i) vale, (span A)t C AL. Mostremos que
vale a inclusdo contraria. Sejam u € At e b € span A. Temos que b é uma combinacao
linear de elementos de A e uma vez que u é linear, segue que u(b) = 0. Valendo portanto,
At = (span A)*.

Vale a inclusdo span A C span A, donde pelo item (i) segue que
(span A)*+ C (span A)*. Mostremos a inclusdo contraria.

Sejam u € (span A)* e b € span A. Suponhamos, por absurdo, que u(b) # 0. Pela
continuidade na topologia fraca, existe uma vizinhanca V' de b na topologia fraca tal que
u(z) # 0, para todo x € V. Mas existe a € span A tal que a € V' e daf u(a) =0, o que é
um absurdo.

(iv) (=) Suponhamos, por absurdo, A # E. Assim, existe zo ¢ A tal que 2y € E.
Entao, pelo Teorema 2.6.5, existe u € F’ tal que u(zg) = 1, mas u(x) = 0, para todo
r € A. Assim, u € A+ o que implica em u = 0, o que é um absurdo.

(<) Seja u € A*, entdo u(a) = 0, para todo a € A. Pela continuidade de u,
u(a) = 0, para todo a € A. Assim, u(a) = 0, para todo a € E, donde A+ = {0}.
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Definicao 2.7.4 Sejam E e F espacos vetoriais e L : E — F uma aplica¢dao linear.
Definimos a aplicacio 'L : F' — E' da sequinte forma: para cada v € F', pomos
'L(v)(z) = v(L(x)), para todo x € E.

Observagao 2.7.5 'L € injetora se, e somente se, ker 'L = {0}.

Teorema 2.7.6 L(E) = F < 'L é injetora. Aqui o fecho € tomado na topologia fraca de
F.

Demonstracao. Utilizando o item (iv) do Lema 2.7.3 e a observa¢ao acima obtemos

L(E)=F < L(E)"={0}
< uly)=0,Vye L(E)eu=0
& u(l(x)=0,VeeFeu=0
& 'Llu)y=0eu=0
& ker 'L ={0}
& 'L é injetora.

2.8 O Teorema de Baire

A referéncia utilizada para essa secao foi [15]. Comecamos estudando a nogao de

conjunto magro € nao-magro.

Definicao 2.8.1 Seja E um espaco topologico. Um subconjunto S C E é dito raro se seu
fecho S tem interior vazio. Dizemos que um conjunto S é de primeira categoria (magro)
em E se S pode ser escrito como uniao enumerdvel de conjuntos raros. Qualquer conjunto

que nao € de primeira categoria é dito de sequnda categoria (nao-magro) em E.

Teorema 2.8.2 (Teorema de Baire) Se E é um espagco métrico completo ou E € um
espaco de Hausdorff localmente compacto, entdo a intersecao de qualquer cole¢ao enu-

merdvel de subconjuntos densos de E é denso em E.

Demonstracao. Sejam V;, V5, ..., subconjuntos abertos e densos em S. Mostremos que

(e}
() V. é um subconjunto denso em S. Para isso vamos mostrar que cada subconjunto
n=1

[e.9]

aberto nao-vazio de S intercepta o subconjunto [ V. Seja By um subconjunto aberto
n=1

nao-vazio arbitrario em S.

Como V; é denso em S, V; N By # ), donde segue que existe um aberto By, # ()
tal que B, C V; N By. Como cada V, é denso em S, dados n > 1 e B,,_; # (), podemos
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obter, recursivamente, um subconjunto aberto B,, # () satisfazendo B,, C V,, N B,_1. Seja
K = () B
n:Sle S é um espago métrico completo, B,, pode ser tomado como uma bola de raio
menor que —. Neste caso, os centros (x,) € S dessas bolas formam uma sequéncia de
Cauchy e, sendo S completo, (z,) converge para um ponto x € S. Dado p € N qualquer,
para todo n > p, temos que x,, € Ep. Como Ep ¢é fechado, x € Ep, para todo p € N e,
portanto x € K. Além disso, como vale a relacdo B, C V,, N B,_1, para todo n € N,
segue que x € By e x € V,,, para todo n € N, donde By intercepta ﬁ V.
Se S é um espaco de Hausdorff localmente compacto, podemgs:éscolher B,, de modo
que B,, seja compacto. Pela propriedade dos compactos encaixados, segue que K # ().

Assim K C B, para todo n € N, donde K ¢ (| V,, e K C By. Logo B, intercepta
n=1

N Va-
n=1

Definicao 2.8.3 Sejam X e Y EVT’s e I' uma cole¢ao de aplicagoes lineares de X em
Y. Dizemos que I' € equicontinua se, para cada vizinhanca W de 0 em Y, corresponde
uma vizinhanga V- de 0 em X tal que A(V) C W para todo A € T.

A definicao acima exige, essencialmente, que a vizinhanca V' seja independente de

A. Se I" contém somente um elemento A, equicontinuidade é equivalente a continuidade.

Teorema 2.8.4 Sejam X eY EVT’s, I' uma colegao equicontinua de aplicacoes lineares
de X emY e E um subconjunto limitado de X. EntaoY contém um subconjunto limitado
F tal que A(E) C F, para cada A € T.

Demonstragao. Tomemos

F=JA®).

Aer
Seja W uma vizinhanca de 0 em Y. Como I' é equicontinua, existe uma vizinhanca V' de
0 em X tal que A(V) C W, para todo A € I'. Sendo E limitado, £ C tV para algum ¢

suficientemente grande. Entao:
AE) CA@RV)=tAV)CtW,VAeT

donde F' C tW. Portanto, F' é limitado em Y com A(E) C F, para todo A € T.
n

Observacao 2.8.5 Seja X um EVT. Se W é uma vizinhan¢a de 0 em X, entdo existe
uma vizinhanca U de 0 em X que satisfaz U +U C W. Além disso, U € simétrica com

relacao a origem.
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De fato, como 0+ 0 = 0 e a adicao é uma aplicacao continua em X, existem vizinhangas
VieVydeOem X tal que
Vi+VoCW.

Tomando U = Vi N Vo N (=V}) N (=V3), temos que U é uma vizinhanga da origem e é
simétrica. Além disso, U +U C Vi + Vo C W.

Teorema 2.8.6 (Teorema de Banach-Steinhaus) Sejam X e Y EVT’s, T' uma
colecao de aplicagoes lineares continuas de X em Y e B o conjunto de todos x € X
cujas orbitas

[(x) ={Az;A €T}

sao limitadas em Y. Se B € de seqgunda categoria em X, entao B = X eI é equicontinua.

Demonstracao. Seja W uma vizinhanga equilibrada da origem em Y. Pela observagao
acima existe uma vizinhanca simétrica U da origem em Y satisfazendo U + U C W.

Podemos considerar U suficientemente pequena de modo que U + U C W. Tomemos

E=()AYD).
Aer

Se x € B, como I'(z) é limitado em Y, para algum n € N suficientemente grande,

vale I'(z) C nU C nU. Entdo:
Az) enU,VA €T
re AN nU),VA €T
renAt(U),VAeT
reEn ﬂ A YD)
Ael
r €nk.
Assim, B C nE, para algum n € N e dai B C |J nE. Como B é de segunda
n=1
categoria em X, pelo menos um nE é de segunda categoria em X.

Uma vez que a aplicagao x — nz é um homeomorfismo de X em X, F é de segunda
categoria em X, ou seja, F nio tem interior vazio. Como U é fechado e A é continua
segue que A~1(U) é fechado. Entdo E é fechado e daf E nio tem interior vazio. Tomemos
x €int F.

Entao F contém uma vizinhanca de x em X, ou seja, o conjunto x — E contém

uma vizinhanca V' de 0 em X. Assim, para cada A € T, vale:

AV)YC ANz —E)=Ar—AE)CU-UCW.
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Logo, I' é equicontinua. Pelo teorema anterior, I' é uniformemente limitada. Em

particular, para cada z € X, I'(z) é limitado em Y, donde B = X.

2.9 Continuidade de Aplicacoes Bilineares

O principal objetivo desta secao é mostrar que, em determinadas condigoes, uma

aplicac@o separadamente continua ¢é continua. Nessa se¢do seguimos [15].

Definicao 2.9.1 Sejam X, Y, Z espacos vetoriais e B uma aplicacao de X XY em Z.

Para cada x € X ey €Y consideremos as aplicagoes:
B,:Y—-Z7 e BY:X-—>Z7
dadas por:

B.(y) = B(x,y) = BY(x).

Se as aplicagoes B, e BY sao lineares, entao B € dita bilinear.
Se X,Y e Z sao EVT’s e cada uma das aplicacoes B, e BY sao continuas, entao

B ¢ dita separadamente continua.

Se B é continua (realtivamente a topologia produto de X x Y'), entdo B é sepa-
radamente continua. Sob certas condicoes, utilizando o Teorema de Banach-Steinhaus,

pode ser provado que a reciproca ¢é valida, como veremos no préximo resultado.

Teorema 2.9.2 Sejam X um EVT completo cuja topologia € induzida por uma métrica
mvariante e Y e Z EVT’s. Se B : X XY — Z ¢ bilinear e separadamente continua,
entao

B('rnvyn) — B<x07 yO) em Z

sempre que x, — o9 em X ey, — yo em Y. Se Y € metrizdvel, entao B € continua.

Demonstragao. Sejam U e W vizinhancas de 0 em Z tal que U + U C W. Definimos
bo(x) = B(x,yn), v€ X, n=1,2,3,....
Como B é continua como funcao de Y vale

lim b,(z) = B(z,y0), € X.

n—oo

Entao {b,(x)} é um conjunto limitado de Z, para cada z € X. Como cada b, é

uma aplicagao linear continua de X, do Teorema de Banach-Steinhaus segue que {b,} ¢
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equicontinua. Portanto, existe uma vizinhanca V' de 0 em X tal que
b,(V)CU, n=12,....
Utilizando a linearidade de b,, e a bilinearidade de B obtemos

B($n> yn) - B(fl?m yO) - B($n7 yn) - B(ﬂfm yn) + B(ﬂfo, yn) - 3(3707 yO)
= ba(zn) — bu(w0) + B(20, Yn) — B(wo, %)
= bn(xn - l’o) + B<x07yn - yO)

Se tomarmos n suficientemente grande, x, € xy + V, donde b,(x, — z9) € U.
Como B ¢é continua e linear na variavel y, entao B(zo,0) = 0 e existe uma vizinhanca
Uy de 0 em Y tal que y, — yo € Uy e B(xy,U;) C U, donde B(xg,y, — yo) € U.
Portanto, B(z,,y,) — B(xo,y) € U + U C W, para n suficientemente grande. Dai
B(zp,yn) — B(xo,yo) em Z.

Se Y é metrizavel, entao X x Y é metrizavel. Como B é sequencialmente continua,

segue que B é continua.



Capitulo 3

O Teorema Principal

3.1 Introducao

O objetivo do presente capitulo é demonstrar e apresentar exemplos do principal
resultado desse texto. Esse teorema consiste em uma condicao necessaria para que um
operador linear de coeficientes variaveis seja globalmente resolivel. Ele foi demonstrado
por Lars Hormander em 1960 e consiste em uma generalizacao do Exemplo de Lewy.

O enunciado preciso do teorema requer algumas defini¢oes preliminares. Embora
o teorema principal tenha sido publicado pela primeira vez em [8], seguiremos a de-
monstracao apresentada em [9] e, para manter os simbolos utilizados nessa referéncia,

consideramos aqui a seguinte notacao para a derivacgao:

Dj = —2(9],] = 1,2, . n

D* = (—i)llge o e N™.

Todos os resultados provados anteriormente para 0¢ continuam validos quando

trocamos por D, ja que 0% e D® diferem somente por uma constante multiplicativa.

Definicao 3.1.1 Um operador diferencial linear P = P(x,D) = Y. aqs(z)D* em Q €

la|<m
uma aplicacao

— 2'(Q)
u |‘2<: aq(z)Du (3.1)

comm €N e a, € C®(Q) fixros. Cada a, € chamado de coeficiente de P.

Para simplificar a escrita, escreveremos somente operador P, sempre que possivel.
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Definicao 3.1.2 A ordem do operador P € o maior inteiro m tal que

S Jaa(2)| £ 0,

|a)]=m
para algum x € Q). A ordem de um operador P =0 ¢é definida como sendo zero.

Definicao 3.1.3 Para cada operador P de ordem finita m, definimos a aplica¢dao

p(x,§) = an(x)E", z€Q, R,

|| <m

chamada de simbolo do operador P. O simbolo principal de P ¢ definido por

P(,) = Y aa(2)€", z€Q, R

|a|=m

Definimos p,,(x, &) por

Pin(2,8) = Z aq(r){%,x € Q, £ € R"
|a|=m

Para cada j = 1,2,...,n definimos
p)(x,€) 9%, e pmj(z,§) dr, r e, R

Utilizando essa notagao apresentamos o resultado principal desse texto (veja Teo-
rema 1 de [8] ou Teorema 6.1.1 de [9]).

Teorema 3.1.4 Seja P um operador diferencial linear com coeficientes em C*°(Q). Se
para cada f € C°(Q) existe u € P'(Q) tal que

Pu=f emQ, (3.2)
entao
CQm—l(x7£) =0 sempre que pm(xaf) = 07 S Q7 5 € Rna (33)
onde .
CQm—l(xag) =i Z (p;jz)(xa g) ' ﬁm,j(xa 5) - pm,j(xvg) . ]_77(%)(‘%75)) . (34)

J=1

Na proxima segao do capitulo ilustraremos o Teorema 3.1.4 com alguns exemplos
relevantes. Alguns lemas que facilitarao a demonstracao do teorema principal serdao pro-
vados na Secao 3.3. Por fim, na Secao 3.4 concluiremos o capitulo com a demonstracao
do Teorema 3.1.4.
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3.2 Notas historicas e exemplos

Até a década de 1950 existiam resultados de existéncia de solugoes para diversas
classes de equacgoes diferenciais parciais. Nessa secao veremos alguns exemplos dessas
classes bem como daremos duas aplicagoes do Teorema 3.1.4.

Os proximos resultados dessa secao sao historicamente anteriores ao Exemplo de
Lewy e alguns deles serao usados no decorrer do texto sem demonstracao. Maiores detalhes
dos trés primeiros podem ser encontrados em [9].

Comecamos apresentando uma versao do Teorema de Cauchy-Kovalevsky para
equagoes lineares. Uma primeira versao do resultado foi provada por Augustin Cauchy
por volta do ano de 1842 e posteriormente préximo ao ano de 1875, Sophie Kovalevsky

completou este resultado.

Teorema 3.2.1 (Cauchy-Kovalevsky) Considere uma equagao diferencial de ordem

m dada por:

Z aoaDu = f, (3.5)

loe|<m
onde o0s coeficientes a, e a funcao f sao analiticos em uma vizinhanga da origem e o
coeficiente que acompanha D) é nao nulo quando v = 0. Aqui D] denota a derivada
de ordem m € N com rela¢do a n—ésima coordenada. Entdo, para cada funcao ¢ que é
analitica em uma vizinhanga da origem, existe uma unica solu¢ao u de (3.5), a qual é

analitica em uma vizinhang¢a da origem e satisfaz as condicoes:
D’ (u— ) =0, quando z, =0 e j < m.

No caso de equagoes de ordem um, esse resultado se reduz ao seguinte corolario,

que sera a versao utilizada para os nossos propositos

Corolario 3.2.2 Considere a equacao diferencial de ordem um dada por:

Z a;Dju+ agu = f, (3.6)

Jj=1
onde os coeficientes a; e a fungdo f sao analiticos em uma vizinhanga da origem. Se
a,(0) # 0 entdo, para cada fungdo ¢ que é analitica em uma vizinhanga da origem, eziste
uma unica solu¢ao u de (3.6), a qual é analitica em uma vizinhanca da origem e satisfaz
a condi¢ao:

u =, quando x, = 0.

O préximo resultado de existéncia serd 1til na demonstragao do Teorema 3.1.4.
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Teorema 3.2.3 Seja p,, com coeficientes C™ reais em uma vizinhanga Q de v = 0 em
R™. Se ¢ é uma funcao real de classe C*° definida em € tal que existe uma raiz real

simples m,, da equag¢ao

Pm (0, (019(0), 029(0), . . ., 0p190(0), 1)) = 0,

entdo em uma vizinhanga £ de 0 existe uma inica solugao real p € C*(§)) do problema

de valor inicial

Pm(7, Vo) =
( ) = (x) quando x, =0

Vp(0) =n

sendo

n= (alw(0)7 aQIp(O)? ce 7an—177b(0)7 nn>

Observacao 3.2.4 Se os coeficientes de p,, bem como a fun¢ao ¥ sao analiticos mas nao
necessariamente reats em uma vizinhanca de 0, o mesmo teorema de existéncia € valido

em um dominio complexo com uma solu¢ao analitica p.

Um dos casos para o qual se provou a existéncia de solucoes é quando P é um
operador de coeficientes constantes, conforme descrevemos a seguir. Nos anos de 1954
e 1955, Leon Ehrenpreis [3] e Bernard Malgrange [14] publicaram (respectivamente), de

modo independente, o seguinte resultado, onde ¢ denota a distribuigao Delta de Dirac:

Teorema 3.2.5 Todo operador diferencial linear de coeficientes constantes P, nao iden-

ticamente nulo, tem uma solugdo fundamental, isto €, existe E € 2'(R™) tal que
PE = 6.

Entao, dado o operador diferencial linear de coeficientes constantes P, se F/ é uma
solugao fundamental de P e f € C°(R"), temos que

u=FExfeC®R")

satisfaz a equacao

Pu=f,

ou seja, a equacao Pu = f tem solucao u € C°(R"), qualquer que seja f € C(R™).
Nosso préximo objetivo é descrever outro resultado de resolubilidade local anterior

ao Exemplo de Lewy.

Definicao 3.2.6 Seja P um operador definido em ). Dizemos que P € eliptico em xqy € §2

se

pm(20,€) #0, V& € R" — {0}.
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O mais conhecido exemplo de operador eliptico é o Laplaciano. Mais geralmente

temos a seguinte classe de operadores.

Definicao 3.2.7 Seja P um operador definido em ). Dizemos que P € do tipo principal

em xg € Q) se

€40, pm(z0,&) = 0= p¥(20,8) #0, para algum j=1,2,...,n. (3.7)

Observe que todo operador eliptico em xg é do tipo principal em xy. No caso em
que P é um campo de vetores, é possivel verificar com facilidade que a condigao (3.7)
significa que xy nao é uma singularidade de P. Em 1955, L. Hormander demonstrou um
resultado de existéncia local de solucao para operadores do tipo principal real, conforme

descrevemos a seguir. Para maiores detalhes veja [10].

Teorema 3.2.8 Seja P um operador diferencial linear definido em €. Suponha que P
tem simbolo principal real e P € do tipo principal em xo. Entdo, para toda f € C*°(Q)

existe uma vizinhanga V' de xq tal que a equagao Pu = f tem solu¢io u € Z'(V).

Listamos até aqui, alguns resultados de existéncia de solugao ja conhecidos em
1957. No entanto, nesse mesmo ano, H. Lewy [12] publicou um resultado no qual exibe
um operador linear P de ordem um e uma funcao f tais que a equacao Pu = f nao tem
solucao u. Nesse artigo o espaco das solugoes é formado pelas fungoes cujas derivadas de
primeira ordem satisfazem uma determinada condicao de Hoélder. Este exemplo serviu
de inspiragao para L. Hormander estabelecer o Teorema 3.1.4. A seguir, provamos que
o exemplo de Lewy nao tem solucao, mesmo no sentido das distribuicoes, utilizando o

Teorema 3.1.4.

Exemplo 3.2.9 (Operador de Lewy) Consideremos o operador de Lewy dado por
P = —iDy + Dy — 2(x; +ix3) D3 em R®.
Seja Q CR3, = (11, 29,73) € Q e & = (£1,&,&) € R3. Entdo:
pi(w,§) = —i&1 + & — 2(z1 + ix9) 83,

Pi(w, &) =61 + & — 2(w1 — i22) &3

donde, derivando em relacao a cada coordenada de x e & essas duas aplicagoes, obtemos

Cl (LU, 5) = _853-

Se tomarmos
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§1= 219, =211 e =1

Entao pelo Teorema 3.1.4 existe f € C°(Q) tal que a equagao Pu = f nao tem

solug¢io w € P'(Q). Isso implica que o operador de Lewy ndo € localmente resolivel em
R3.

Uma simplificagdo do Operador de Lewy foi dada em 1970 por Garabedian [5] e
em 1971 por Grushin [6].

Exemplo 3.2.10 (Operador de Grushin-Garabedian) Sejam Q2 C R? ¢ x =

(x1,x2) € Q. Consideremos o operador:
P = ZDl — ZL‘lDQ.

Temos que:

pl(l‘,ﬁ) = 1§ — 11y,
Pi(x, &) = —i&1 — 1162

donde, derivando com relacao as coordenadas de x e &, obtemos

Cl(‘ra §> - 252

Entao:
Ci(2,8) =05 =0 e pi(2,§) =0 i — 116 = 0.

Assim, para todo aberto Q2 C R? que intercepte o eizo vertical (de modo que x, = 0)
e tomando € = (0,&,), com & # 0, temos que py(z,£) = 0 mas Cy(z,§) # 0. Pelo Teorema
3.1.4 existe f € C°(Q) tal que a equag¢ao Pu = f ndo tem solucaou € P'(Y). Isso implica
que o operador de Grushin-Garabedian nao € localmente resoluvel em nenhum aberto de

R? que intercepte o eizo vertical.

Observe que o Exemplo de Lewy trata de um campo de vetores complexo nao-
singular. O préximo exemplo mostra que se P é um campo de vetores real nao-singular

entao sempre existe solucao local para a equacao Pu = f.

Exemplo 3.2.11 Dado o operador

- 0
P= Zaj(@a—xj (3.8)
7j=1
de classe C*, nao-singular no aberto Q) de R™. Tomemos x = (x1,%2,...,x,) € Q. A

esse operador podemos associar o campo:

XllQ—)Rn
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tal que
Xi(z) = (a1(x), az(x), ..., a,(x)).

Entao existe um aberto V- C Q tal que a equagcao Pu = f tem uma solugcao u €
C>(V), para toda f € C®(V).

De fato, como o campo X; é nao singular, pelo Teorema do Fluxo Tubular, para
cada z( €  existe uma vizinhanga V' de zy em 2 e um difeomorfismo h : V- — (—¢,¢) x B,
onde € > 0 e B ¢ uma bola em R"~! de centro na origem, tal que h é uma C*°-conjugacao

entre X; ’v € 0 campo constante

tal que

Tomemos (t,y1,%2,---,Yn—1) € (—¢,6) x B. Temos que vale o seguinte resul-
tado sobre conjugacao de campos: h é uma conjugacgao entre X; e X, se, e somente se,
Jh(z) - Xi(x) = Xo(h(2)),V z € Q.

A ideia para resolver a equacao Pu = f é transforma-la em uma equacao mais facil
de ser resolvida através da conjugagao estabelecida acima.

Usando a Regra da Cadeia e o resultado acima obtemos:

P(voh) = (%v) oh, VveC®(—ee)x B).
E f4cil resolver a equacao
0
av = f o h_17

basta integra-la em t.

Temos que u = v o h satisfaz a equacao Pu = f. De fato,

Pu = P(voh)

0
= (&U)Oh
= (foh_l)oh
= f

Finalizamos a se¢do com uma observagao de [2], p. 57. A condigao que resultou ser
necessaria e suficiente para a resolubilidade local de um operador parcial linear do tipo
principal foi enunciada em 1970 por Nirenberg e Treves e hoje é conhecida como Condigao
P de Nirenberg-Treves. A suficiéncia da condi¢ao P foi demonstrada em 1972 por Beals

e Fefferman, enquanto que sua necessidade foi provada por Moyer em 1980.
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3.3 Resultados auxiliares

Nesta se¢ao provaremos cinco lemas que tém por objetivo simplificar a demons-

tragao do teorema principal.

Defini¢ao 3.3.1 Dado um operador P = > aq(x)D* em ), definimos o operador

|laj<m

transposto 'P de P através da relacao
("Pu, @) = (u, Pp), Yue 2'Q), Ve CrN).

Assim,

"Pu = Z (=1)D%ay - u)

laj<m

De fato, essa relagao decorre das seguintes igualdades:

<tPu’ 90> = <U7P90>
= (u, Z ao, D)

laj<m

= 3 {a-u D)

|| <m

= D A=) IDY(aq - u), ).

laj<m

Este primeiro lema estabelece algumas propriedades do termo Cs,,,_1.

Lema 3.3.2 Seja P um operador em Q e Cyp,1 dado em (8.4). Entao Cp1 € um
polinomio homogéneo de grau 2m — 1 na wvaridvel &, com coeficientes reais. Se pm,
tem coeficientes constantes, coeficiente reais ou coeficientes imagindrios puros, entdao
CQm—l = 0.

Demonstragao. Da definicao de Cs,,_1 segue que se p,, tem coeficientes constantes,
reais ou imaginarios puros, entao Cy,,_; € identicamente nulo.
Observe que cada parcela de O, ¢é da forma i(z; — z;), onde

2 = D j(2,€) - DY) (7, €). Mas Z; — z; = —2i Im 2z;. Assim
CQm—1($7£) =—2- Im me7j(xvg) ]_7%)(1'75), (39)
j=1

donde C5,,_1 é um polindmio na variavel £ com coeficientes reais.
Para provar que Cs,, 1 é um polindmio homogéneo de grau 2m — 1 na variavel &,

fixados x € 2, & € R™ podemos escrever a aplicacao Cs,,_1 como segue:
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j=1 la)l=m |a]=m
Z (0ja0)€" Q; Z a9,
la)=m |a|=m
ou seja,
Com1(2,6) = ) _ i [aa (955) — (9jaq)ap] €777
j=1 |laf=|8l=m

Decorre da igualdade acima que, para cada j = 1,2,....,n, a j—ésima parcela de
Com—1 é um polindomio homogéneo de grau 2m — 1 na variavel &.

[ |

O préximo lema tem por objetivo reduzir a prova do Teorema 3.1.4 a uma desi-

gualdade.

Lema 3.3.3 Suponha que todas as hipoteses do Teorema 3.1.4 sao satisfeitas. Seja w um
subconjunto aberto de Q) tal que W CC ). Entdo existem constantes C > 0 e k,N € N

tais que

/fvdx‘ <C Z sup | D f| Z sup |DP *Pul; f, v e C®(w). (3.10)

|a| <k IBIKN

Demonstracao. Consideremos a forma bilinear

B:(C®w) x C*(w) — C
(f, v) — ffvdx'

A estratégia da demonstracao consiste em definir topologias localmente convexas
convenientes em C2°(@) e em C2°(w). Depois provamos que B é separadamente continua
e, entao utilizamos o Teorema 2.9.2 para concluir que B é continua. Dessa continuidade
segue o lema.

Afirmamos que C2°(w) é um espago de Fréchet com a topologia definida pela familia

Y ={q¢m,m=0,1,2,...} de seminormas dadas por

gm(f) = sup |[D*f(z)], Vf € CF(@).

TEW
la|<m

Devemos mostrar que C'°(@w) é um espago localmente convexo, metrizavel e completo.
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Pelo Teorema 2.2.8 a cole¢ao ¥ de seminormas define uma topologia em C2°(w)
que torna este espaco localmente convexo.

Temos que a colecao ¥ é enumeravel e além disso, usando o Teorema 2.2.14
podemos verificar que C°(w) é um espago de Hausdorff. Assim, pelo Teorema 2.3.2
concluimos que Cg°(w) é metrizavel. Por indugdo sobre m podemos concluir que
CM(w), m =0,1,2,...,00 é completo. Isso conclui a prova de que C2°(@) é um espago
de Fréchet com a topologia definida pela familia .

Utilizando o Teorema 2.3.2, vamos mostrar que C2°(w) é metrizével com a topologia

definida pela familia ¥’ = {p,,;m = 0,1,2,...} de seminormas dadas por

pm(v) = sup |DP 'Pu(z)], Vv € C°(w).
TEW
5l<m

Para isso precisamos mostrar que C°(w) é Hausdorff. Como o operador P é
sobrejetor, P(C*(Q)) = C>(Q). Assim, P(C=(Q)) = C=(Q), onde o fecho é tomado
na topologia fraca. Pelo Teorema 2.7.6 segue que 'P é injetora e pela Observacao 2.7.5
temos que ker ‘P = {0}. Logo, pelo Teorema 2.2.14 segue que C°(w) é Hausdorff com a
topologia definida por >'.

Mostraremos a seguir que a forma bilinear B é separadamente continua. Fixado

v € C*(w) mostremos que B é continua na variavel f, ou seja, a aplicacao

B,:C*w) — C
f — [ fvdx

é continua.
Utilizaremos o Teorema 2.2.17 com a familia unitéria de seminormas Yo = {| . |}
em C. Como v € CX(w) C CX(Q), segue que:

B =| [ £-vaal < [ 1ol ds < [ 1ol -suplilde = [ ol -), v € C2(0)

Logo, pelo Teorema 2.2.17 segue que B, é continua.

Para mostrar que, fixado f € C°(w), a aplicagao

BfZCSO(CU) — C
v — [ fudx

é continua basta proceder analogamente ao feito acima, lembrando que Pu = f, donde

vale a igualdade:

‘/f-vdx‘ = )/Pu-v dx‘ = |[(Pu, v)| = [{u, *Pv)|.
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Concluimos entao que B é separadamente continua e pelo Teorema 2.9.2 segue que
B é continua.

Dado o aberto (—1,1) de C existem A; C C* (W) e Ay C C°(w) subconjuntos
abertos tais que:
B(Al X AQ) C (-1, 1)

Podemos supor que A; e Ay sdo abertos basicos, ou seja,
B(B4(0,01) x By(0,4,)) € (—1,1),
onde ¢ € ¥, p € ¥ e 61,02 > 0 Assim, dado (I,v) € B,(0,91) x B,(0,d2), segue que

1B(1,v)| < 1.

Agora dados (I,v) quaisquer temos que:

BLo)l = |B (qiqm-éi Lp@)%)’

onde o termo entre parentéses na tltima expressao pertence a By (0, d1) x B,(0, d2), donde

l 51 v 52
Bl—®w — — = 1
| (q@ 27 p(v) 2>‘<’
e assim,

IB(1,v)| < ‘@‘ : ‘1@‘ (3.11)

Segue portanto o resultado, basta considerar C' = e substituir as seminormas

102
q e p por alguma q,, e p,,, respectivamente.

|
No préximo resultado utilizamos argumentos de Algebra Linear para produzir uma
matriz simétrica, cuja parte imaginaria é definida positiva, com uma propriedade adicio-

nal. Essa matriz sera util na obtencao do Lema 3.3.6.

Lema 3.3.4 Dados dois vetores (ay,...,a,) € (f1,..., fn) com componentes complexas e
algum a; # 0, existe uma matriz simétrica [ayy] com parte imagindria definida positiva

satisfazendo as equagoes

> agja;=fr, k=1,....n, (3.12)
j=1

se, e somente se,
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Im )~ fx@y > 0. (3.13)
k=1
Demonstracao. (=) Sejam bj,c; € R tais que a; = b; + icj, para cada

j=1,...,n. Entao, da equagao (3.12), temos:
n n n
D=3 ) axjass
k=1 k=1 j=1
Como [ayy] é simétrica segue que:
n n n n
Z Zozkjajak = Z Oékjbjbk + Z QA CiCr.

k=1 j=1 jk=1 jk=1

Como algum dos a;’s é ndo-nulo, os vetores reais (by,...,b,) e (c1,...,¢,) ndo sdo

ambos nulos. Além disso, Im [ay;] é definida positiva, entao:

2 (Im [ag]) - 2 >0, V2 € R", 2 0.

Assim:
Im kaak = Im <Z Oékjbjbk + Z OzijjCk>
k=1 k=1 Jk=1
= > (Im fag]) bibe + D (Im [ag]) ¢je.
Ji:k=1 j.k=1
Mas .
> by (Im [ayg]) b = b" - (Im [ag]) - b > 0
Jk=1
€ n
c; (Im [ag;]) cp = c* - (Im [ag]) - ¢ > 0,
k=1
donde

Im Z fkak > 0.
k=1

(<) Vamos separar em dois casos:

1°) a é proporcional a um vetor real;

2°) a nao é proporcional a um vetor real.

Caso a seja proporcional a um vetor real, multiplicando a e f pelo mesmo nimero
complexo podemos assumir que a ¢é real.

Tomando a = [ay;], a equagao (3.12) em termos de matrizes se escreve como:
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a-a=f.

Se escrevermos o = 8+ iy e f = g+ th, com 3,7, g, h reais, as equagoes acima se

tormam (em notacao de matrizes e vetores):

B-a = g
veoa = h

Vamos mostrar entao que existe matriz o = [+ iy simétrica com parte imaginéria
definida positiva e que satisfaz essas 2 equacoes.
Mostremos inicialmente que existe uma matriz real simétrica 5 com 3 -a = g. De

fato, considerando uma matriz simétrica qualquer 5 = [f;;], queremos resolver o seguinte

sistema nas incégnitas 3, 7,7 = 1,...,n:
Bllal + -+ Blnan =0
61nan + o+ B’rman = Gn

Como pelo menos um dos elementos a; é nao-nulo segue que a matriz associada ao
sistema acima tem posto n (nimero de linhas linearmente independentes). Além disso, o
nimero de incégnitas dessa sistema é

n®+n

n+n—14+---+1= 5 >

Logo, o sistema acima possui infinitas solugoes, ou seja, existem infinitas matrizes
B satisfazendo 8 -a = g.
Vamos agora construir uma matriz v simétrica definida positiva satisfazendo v-a =

h. Tomemos t € R™ tal que
a(h, a)

h=t
+2(a,a)’

onde (, ) denota o produto interno sobre os niimeros complexos. Desta igualdade decorre

1 n
que (t,a) = §(h,a). Por hipotése, Im » frax > 0, ou seja, Im (f,a) > 0. Como a é um
k=1

vetor real segue que Im (f,a) = (h,a) > 0, donde (t,a) > 0.

Definimos v pela aplicagao:

__ (ha)
T

L (@)

t, x € C".
2a,a) (a,t) v

Da defini¢ao de v e de t segue que ya = h. Podemos escrever v = A+ B, onde A

e B sao, respectivamente, as matrizes das aplicacoes dadas por:
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R — R™ e R*" —» R™
h t) .
(2a,a) (a,t)

E facil ver que A e B sao matrizes simétricas, donde v é uma matriz simétrica.

Além disso, dado z € R", nao-nulo, vale

ou seja, v é definida positiva. Assim « tem parte imaginaria definida positiva. Isso conclui
a prova do lema no caso em que a é proporcional a um vetor real.

Caso a nao seja proporcional a um vetor real, mostremos que

_ Z.Im (f,a)
(a,a)

onde I é a matriz identidade, satisfaz (3.12) para alguma matriz real simétrica (.

I+ 8, (3.14)

Para que essa matriz « satisfaga as equagoes (3.12) é necessario que
aa = f,

donde devemos ter

Ba=f— ai—Im (4, a)'
(a,a)

Im (f,a)
(a,a)

(ZJCL):(f?a)_iIm (f7a>

temos:

Pondo Il = f — ai

e dal
Im (l,a) = 0.

Mostremos entao que existe 3 satisfazendo

Ba = 1.

Notemos que o conjunto de todos os vetores z € C™" tais que z = fa, para alguma
matriz [ real e simétrica, é um subespaco vetorial. A equacao de um hiperplano contendo
este conjunto pode ser escrita da forma Im (z, g) = 0 para algum g € C".

Para cada ¢ € R", a matriz definida por Sz = &(x,§) é real e simétrica, e

fa = &(a,§). Substituindo z = fa em Im (z,¢g) = 0, devemos ter
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Im ((¢,9) - (a,€)) = 0. (3.15)

Utilizando o fato de que a nao é proporcional a um vetor real, mostraremos que g
¢ um multiplo real de a. Escrevendo g = Re g +¢ Im g e a = Re a + ¢ Im a, a equagao

(3.15) equivale a
(& Re g)- (Im a,§) = (§,Im g) - (Re a,§), V¢ € R™, (3.16)

E fcil ver que a hipotese de a nao ser proporcional a um vetor real é equivalente
ao fato de que o conjunto de vetores {Re a,Im a} é linearmente independente.

Seja w1 o hiperplano de R™ cuja equagao é (Re a,£) = 0. Do fato de Re a e Im a
serem linearmente independentes, segue que (Im a,&) # 0, V¢ € 7. Assim, de (3.16)
temos que (£, Re g) =0, V& € my, ou seja, Re g é um vetor ortogonal a 7. Logo, existe
r1 € R tal que Re g = r; - Re a.

Considerando agora o hiperplano m, dado pela equagao (Im a,&) = 0, concluimos
que existe o € R tal que Im g = r5 - Im a.

Voltando na equacao (3.16) obtemos
Ty (€7Re a)(é-?Im a) =T2- (galm a)(Re aag)a Vf € R™

Escolhendo ¢ de modo que (§,Re a) # 0 e (§,Im a) # 0, obtemos que r = 7.
Portanto, g é multiplo real de a.

Pondo g = r-a, r € R, a equagao Im ((£,9) - (a,€)) = 0 se resume a Im ((a,§) -
(&,a)) = 0 que é exatamente a mesma coisa que Im (z,a) = 0. Portanto, a equac¢ao Im
(z,9) = 0 decorre como uma consequéncia da equagao Im (z,a) = 0.

Assim, da equagao Im (I,a) = 0 decorre que podemos encontrar uma matriz real

simétrica (3 satisfazendo

Ba = 1.

Mostremos que a matriz « definida acima é simétrica com parte imaginaria definida

positiva. Como [ e I sao simétricas, segue que « é simétrica. A parte imaginaria de « é

n

Im Sy,
m (fa), ™ &

wa) T &, "
a,a _

’ > Qi

k=1
. Im (f,a) . L .
donde, da hipdtese, segue que —————= > 0, ou seja, a tem parte imaginaria definida

(a,a)

positiva. Assim, em qualquer caso segue o resultado.
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Observagao 3.3.5 A demonstracao do Teorema 3.1.4 serd feita por redugao ao absurdo.
Mais precisamente, vamos supor que (3.3) nao € vdlida e com isso violaremos a desigual-
dade (3.10).

A negagao de (3.3) significa que existe (z,£) € Q x R™ tal que py,(x,&) =0, mas
Com-1(z,&) # 0. Para simplificar a notagdo, podemos supor que v = 0. Mas Co,,—q € um

polinomio homogéneo de grau impar na varidvel &, logo podemos supor que
3¢ € R" tal que py(0,€) = 0 mas Capn—1(0,&) < 0. (3.17)

No préximo resultado produzimos uma funcao que tem papel fundamental na

negacgao da desigualdade (3.10).

Lema 3.3.6 Suponha que a condi¢ao (3.17) € satisfeita e seja q um inteiro positivo.

Entao existe uma fung¢io w € C*(Q) tal que

pm(z, Vw(z)) = O(||z]|Y), z—=0 (3.18)
w(z) = (x,§) + Z ajpey + O(|lz]*), = =0 (3.19)

onde a matriz (o] € simétrica e tem parte imagindria definida positiva.
Vejamos algumas consideragoes a fim de simplificar a demonstracgao desse resultado.

Observagao 3.3.7 Se w € C™(Q) satisfaz (3.19) entao w(0) = 0, Vw(0) = & e
O*w
Ox;j0xy,

direito de (3.19), juntamente com suas derivadas de ordem < 2, se anula na origem.

(0) = aji, 4,k = 1,...,n. Isto decorre do fato de que o dltimo termo do lado

Observagao 3.3.8 Fizado q=1,2,..., definimos:

Q- zza“a | D,

lal<m | |8]<q

isto €, Q) € o operador que obtemos ao substituirmos os coeficientes a, de P por seus

respectivos polinomios de Taylor de grau q. Seja q,, o simbolo principal de Q) e

n

C~’2m—1(x75) =1- Z (qg)(l’,f) 'Qm,j(xag) Gm,j (2, &) - (])(x 5)) ,x €Q,§ € R

=1

Os itens abaizo nos garantem que q,, satisfaz uma condi¢ao andloga a (3.17) e que, se

vale (3.18) para q,, entdo a mesma igualdade também vale para py,.
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(i) Vale a sequinte relagdo: pm(z,&) — qm(z, &) = o(||z||?), = — 0.

De fato, escrevendo a Formula de Taylor dos coeficientes a, em torno da origem,

- > el ),

1B81<q

temos:

onde ro(x) = o(||x]|?), © — 0, para cada o satisfazendo |a| < m. Assim:

(6 — (6 = Y aa(m)et — 3 Za““ e

la|=m la|=m | [8]<q
8@ 8&
Sp o) P ol URFRNER wia U
lal=m \|B|<q 181<q
= Zra(x)§a~
|a|=m

Como ro(z) = o(||x]|?), x — 0, para cada «, da Observagao 1.2.2 seque o resultado.

(ii) Se pm(0,&) = 0 entdo ¢,(0,£) = 0. De fato, do item anterior ¢,,(0,&) = o(||z]|9).
Logo, ¢,(0,&) = 0.

(1ii) Decorrem do item (i) acima, as sequintes relagoes: qr(ﬂ;)((),f) = p%)(O,g)
Gm,;(0,€) = pm;(0,€),7 = 1,2,...,n. Relagoes andlogas valem para Py, € Gm. Para

demonstrd-las basta derivar em x e em & a expressio do item (i).
() Dos itens anteriores podemos concluir que Cam_1(0,€) = Com_1(0,&).

(v) Se wvale (3.17) entdo

3 € € R tal que qm(0,£) = 0 mas Copm_1(0,€) < 0. (3.20)
- of dg
Observagao 3.3.9 Se f,g € C*(Q) com f = g no plano z, = 0, entado — = —= ¢
6l'j 8x]~
0% f 0%g .
= no plano x, =0, para 7 = 1,2,...,n — 1. Para demonstrar este fato

Ox,0x; N 0,0z
basta aplicar a definicao de derivada.

Demonstracao do Lema 3.3.6. Para explicitar o papel do Lema 3.3.4 nessa demons-
tracao vejamos separadamente os casos ¢ = 1, ¢ = 2 e ¢ > 2 qualquer. Para ¢ = 1
tomemos a Férmula de Taylor de ordem um da aplicagao (z,y) — pn(z,y) em torno do

ponto (0,&). Como p,,(0,£) = 0 ficamos com
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mej 0,€) - (2; - 0) +2p v — &)+ r((2,y) - (0,€),

com r((z,y) — (0,€)) = o([[(x,y) = (0, ), (z,y) = (0,¢).

Seja A uma matriz real simétrica definida positiva e considere [a;;] = iA. Defini-

1110S

w(z) = (z,§) + Z Tz, T € (L (3.21)

]kl

Para esse w vale (3.19), mostremos que vale (3.18). Temos que

l’ VU) me] 0 5 i + Zp 0 f) : Zajkxk + T(CL’,VU)(I) - £>’ (322)
k=1

onde r(x, Vw(z) — &) = o(||(z, Vw(x) — &)]|), x — 0.

Como cada uma das parcelas dos somatérios acima é da forma constante -
z;, segue que cada uma dessas parcelas é O(||z]), * — 0. Mostremos que
r(z, Vw(x) — &) = O(||z]|), * — 0. De fato,

r(z, Vu(z) = | _ |rz, Vu(z) = | Iz, Vw(z) = ]
] Iz, Vw(z) = €] ]l '

Da observagdao 3.3.7 resulta que lir%Vw(x) = ¢ e VwE — ¢ =
T—

(Z ATy vy D ankxk), segue que r(z, Vw(z) — &) = O(||z||), * — 0. Vale portanto,
k=1

k=1

(3.18).

Caso ¢ = 2, consideremos ainda a Férmula de Taylor de ordem um dada anterior-

mente:

mej 0,€) - (2 — 0) +2p v — &)+ r((a,y) - (0,€),

onde r((z,y) — (0,£)) = o(l|(z,y) — (0, = Ol (z,y) — (0,8)[*), (z,y) — (0,¢).

Como estamos considerando o caso ¢ = 2, precisamos anular o termo da igualdade
acima que tem poténcias de x de ordem um. Para isso, utilizaremos uma forma quadratica
especial.

Mais precisamente, de (3.9) temos que

C2m71<0>€> =—2- Im me,j(ové) ’ ]_)%)(075)
j=1
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Como Cy,,—1(0,€) # 0, segue que p%)(o, ) # 0, para algum j, digamos para j = n. Vamos
aplicar o Lema 3.3.4 para a; = p%)(O, §) e fi = —pm;(0,§), obtendo uma matriz simétrica

[ajx] com parte imagindria definida positiva que satisfaz:

Za]kpg—s)(07€) = _pm,j(07€)a .] = 17 cee,n,
k=1

donde,
P (0, + > apP(0,6) =0, j=1,....n. (3.23)
k=1

Definimos:
1 n
w(z) = (r,&) + 3 Z QjpTiT, T € L.
7,k=1
Obviamente w satisfaz (3.19). Mostremos que w satisfaz (3.18).
Temos que a equagao (3.23) implica que Vp,,(x, Vw(z))|.=o = 0. De fato, usando

a Regra da Cadeia obtemos

%@, Vu(r) = pnle, Vu(z)) + g P (@, V(@) age + Ol (x.y) = (0,9)II), @ =0,

j=12...,n.
Fazendo x = 0, temos entao:

Opm - .
%(075) :pm,](oag)_‘_zp?(ﬁ)(O?g)a/jka J = 172a"'7n'
J k=1

Assim, por hipdtese, segue que

Opm, .
0,6 =0, j=1,2....
a‘rj( 75) 7..7 b ) 7”7

donde Vpp,(x, Vw(z))|,=o = 0.
Trocando a ordem dos somatérios em (3.22) ficamos com:

n n

(2, V() = | pmi(0,6) + > pW(0, i |z + 7, Vu(w) — &),
j=1 k=1
onde r(z, Vw(z) — &) = O(||(x, Vw(z) — €)||?), * — 0. Da equagao (3.23), o termo entre

colchetes acima é nulo. Logo:

pm(z, Vw(z)) = r(z, Vw(x) — &).
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Analogamente ao feito no caso ¢ = 1, obtemos que p,,(z, Vw(z)) = O(||z|?), = — 0,
concluindo a prova no caso q = 2.

Caso q > 2, pela Observacao 3.3.8, se trocarmos p,,, por ¢,,, onde

G €)= 3 z‘“a e,

lal=m | |B|<q

vale a condigao (3.20). Logo argumentando como no caso ¢ = 2, obtemos que existe uma

matriz simétrica [o;] com parte imaginaria definida positiva que satisfaz

k=1

e podemos supor q,(ff) (0,€) # 0.
Como os coeficientes de ¢,, sao analiticos, vamos aplicar o Teorema 3 2.3 junta-
mente com a observacao subsequente & ele para n = £ e ¢¥(z) = (z,§) + QT T

2 ,k=1
Encontramos entao uma solucao W para a equacao

qm(x, VW (2)) = 0 em uma vizinhanga de 0,

1 n
de modo que, VWW(0) =& e W(z) = (x,&) + 3 > ajrrjxy, quando x, = 0.

jk=1
. 9?1 (0) , , _
Pela Observacao 3.3.9 temos que e Dm. aji se 7,k < n. Além disso, usando a
;0T
Regra da Cadeia temos !
9, o) PW(z)
i = . =1,2,...
aqum(x,VW(x)) Gm,;(x, VW (2)) + E q (z, VIV (x)) Dz, J 2, ...,
Para x =0, VIW(0) = £, donde
) = O*W (0)
——m(0,€) = G (0 (0, ¢€) - =1,2,...,n.
81‘]‘(] ( ag) q J( 7§)+k:1qm( 75) azkaxj7 j ) <y 7”

Como queremos que W satisfaga (3.18) devemos exigir, como argumentado no caso

q =2, que Vg, (x, VIW(x))|,=0 = 0, ou seja, vamos exigir que

92w (0)

J

=0,57=12,...n.

Usando a equagao (3.24) e a relagao obtida acima temos que, para k =n e j < n,

0?W (0 n
5 8< ) = Qj,, UmMa vez que q,(n)(O,f) # 0. Da mesma forma, considerando j = n,
Z;0Tnp
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9*W(0)
Ox?
Assim, pela formula de Taylor de grau trés de W em torno da origem, segue que:

obtemos = Qpp-

W) = (2,6 + 5 3 agerges + O(Jal), 7 0.

k=1

Como g (z, VW (x)) = 0 na vizinhanga onde W estd definida, voltando para p,,, da

Observacao 3.3.8, obtemos:
Pm(z, VW(2)) = O([|l[|*), = — 0.

Assim, W satisfaz (3.18) e (3.19).

Como queremos estender W para todo o conjunto €2, procedemos da seguinte
maneira: multiplicamos W por uma fung¢ao C'2° com suporte contido na vizinhanca da
origem onde W estd definida, e que é igual a 1 em outra vizinhanca da origem. O produto
w obtido satisfaz as propriedades requiridas.

Lema 3.3.10 Seja w uma vizinhanga suficientemente pequena da origem. Consideremos

Y € CP(w) tal que para algum inteiro s > 0 vale
¥(x) = O(||z]*), = — 0. (3.25)
Entao, para w dado pelo Lema 3.3.6, vale
sup | D*(e'™)| = O(11%17%), 7 = 0. (3.26)

Demonstragao. Temos que w é dado por

w(z) = (&) + % S gz + O], = — 0.

jk=1

Entao,

1 n
Im w(x) = 3 Z Im (ajp,)x;2, + O(||z|*), = — 0.
k=1

Assim, a férmula de Taylor de Im w em torno do 0 comega com uma forma quadratica

definida positiva.
1 »
Denotando f(x) = 5 > Im (o) ok, temos que f é obviamente continua.
Jk=1
Seja S"~! cC R™. Da continuidade da f obtemos

inf f(x) = f(zo), w0 € S

zesn—1
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Como xg # 0 (pois, zg € S™1), f(zg) # 0, donde f(xg) > 0. Assim, f(z) > f(x), para
todo x € S" L.
Agora, dado = # 0 qualquer, vale:

) = £ (5ol ) = ol £ (50 ) 2 Wl )

colocando f(xg) = 2a, obtemos entao f(x) > 2a| x|
Existe uma vizinhanga V' da origem tal que Im w(z) > al|lz||?, Vo € V. De fato,

pelo Corolario 1.2.7 podemos escrever
Im w(z) = f(z) + u(z),z € Q,

com u(z) = o(||z||?),z — 0. Logo, existe uma vizinhanga V da origem tal que

reV = M < a,
[l
ou seja, |u(z)| < al|z|>. Assim, se z € V, u(z) > —allz||>. Concluimos entdao que
Im w(z) > al|z|? Vo € V.

Pela férmula de Leibniz temos que:

sup |Da(¢ei7w)| = sup ’ Z( )D5¢ . Da—ﬂei’rw

B<a

Z( g > -sup’Dﬁw . D Pl

BLa

IN

N&o vamos calcular explicitamente o termo D ?e'™ pois requer a férmula para
derivadas de ordem arbitrarias para a composicao de duas fungoes, a qual nao faz parte
dos objetivos desta dissertagao. Mas podemos observar que essa derivada é um somatorio
cujas parcelas sao da forma (i7)" - D2w- €™, com 71, v, € N™ tais que 0 < v1,72 < a—f.
Se mostrarmos que sup(i7)/* 8. DBy - ™ = O(71%1=%), 7 — oo, para os outros termos
do somatorio valerd o mesmo.

Se valer
sup [e"™ - D2y = O(71717%), 7 = oo, (3.27)

entao
sup | D% - DA Pei™| = O(71417%) | 7 — 0.

De fato, para qualquer z € w e considerando 7 suficientemente grande, existe

Ch > 0 tal que
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|iloe=Bl . rla=Bl . Da=By . eitw . DAy |ile=Bl . Da=Byy . ¢irw . DBy
rlal=s 7l8l=s
- |Z~|a—ﬂl| | D Pl - %
< i) Dl - O
< G

esta tultima desigualdade decorre do fato de w ter suporte compacto e nao depender de 7.

Pela comentario que fizemos acima segue, portanto que
sup | D% - DA Pei™| = O(71417%) | 7 = 0.

Assim, para mostrar que vale (3.26) é suficiente mostrar que vale (3.27). Como

vale (3.25), pelo Coroldrio 1.2.7, vale:

DP4p = O(||z||*718), = — 0. (3.28)
Temos que:
|ez‘7w . D6w| — |eiTRe w—7lm w| . |D6w|
— e—TImw . |DB77Z)|
| D
erlmw'

Como Im w > 0 em w, obtemos, quando x — 0, utilizando (3.28):

e - Doyl DY
7'|5|_5 B eTImw . T|B‘_5
M - HxHQS—W

9

emlm w . +[B|-s

onde M; é uma constante positiva.
Vamos considerar 2 casos: || > s e || < s. Caso |f| > s, o numerador obtido
acima nao depende de 7 enquanto o denominador tende ao infinito conforme 7 tende ao

infinito. Assim, vale:
sup |e™ - D’Bw] = O(T‘m’s), T — 00.

Caso |8] < s, temos que 0 < 2(s — |f|) < 2s — |B] e da Observagao 1.2.2, segue

que:
D = O(||l=[**), @ — 0,
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donde temos que:

’eiTw A Dﬁw’

1B]—s 7—5—|5| ’ |6i7—w| ’ |Dﬁ¢|
-

< 7_57|B| - M, - HxHQ(sf\m . e*TImw

My - (x| e

onde M, é uma constante positiva. Como Im w(z) > a - ||z]|* e a exponencial é uma

aplicagao nao-decrescente, segue que:

|eiTw . D,3¢’

et < My (P e

A expressao do lado direito da desigualdade acima é uma funcao limitada de 7|z||?,

donde vale:
sup |e”“’ . D5w| = O(T‘m_s), T — 00.

Portanto, em qualquer caso vale o resultado.

Vejamos ainda mais uma observacao que serd utilizada na proxima secao.

Observacao 3.3.11 Dados w € C1?1(Q), a € N" e 7 € R, temos que

' (iTVw)ee™ + Y PIRs(x), se|al >1
0%e'™ = 1BI<]al—1

e, sea =20

onde Rz nao depende de T.

De fato, vamos mostrar que vale esta férmula através de indugao sobre |a|. Caso
la] =1, temos
9;e'™ = ™ (iT)Ojw = (iTVw)'e™,
assim, vale a férmula com Rg = 0.

Suponhamos vélida a férmula para o € N com || > 1 e mostremos que vale para

a+ej, comj=1,...,n. Como vale

0% ™ = (iTVw)*e ™ + Z TP Rs(2),

18I<|al-1

derivando com relagao a x; obtemos:

0;0%™ = (i) *0;(Vw)® + (itVw)* (it)(Vw)e™ + Y~ 7V Ry(x)
1B1<]al—1
= i(rVw)* 4™ + Z T'/B|R5($).
1BI<]a]
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Vale, portanto, a formula requerida.

3.4 Demonstracao do Teorema 3.1.4

Esta secao estd integralmente dedicada a demonstragao do Teorema 3.1.4.
Demonstracao do Teorema 3.1.4. Suponhamos, por absurdo, que (3.3) nao é satis-
feita. Entao, conforme argumentamos na Observacao 3.3.5, vamos supor que vale (3.17).
Vamos mostrar que esta ultima afirmacao implica que a equacdo (3.10) nao é satisfeita
para qualquer escolha de C, k e N, se w é uma vizinhanga da origem.

Primeiramente considerando ¢ = 2r, com r = n+m+k+ N + 1, pelo Lema 3.3.6,
existe w € C*(Q) tal que

Pm(x, Vw(z)) = O(||z||*), 2 — 0 (3.29)
w(z) = (z,§) + Z ajpzry + O(|lz]*), = —0, (3.30)

onde [oi] é simétrica com parte imaginaria definida positiva.
Sejam g, P1, ..., 01 € CP(w) e F € C°(R") fungodes ainda por serem determi-

nadas. Definimos as aplicagoes

r—1

v, (z) = TrHitkeiTe(@) Z 0, (0)T" e fr(z) =T FF(rx),

v=0

onde 7 é um parametro que faremos tender ao infinito.

Como as fungoes ¢,, para v = 0,...,r — 1, tem suporte compacto em w, segue
que v, € C®(w), para qualquer 7. Como F tem suporte compacto em R", para 7
suficientemente grande, segue que f, € C°(w), uma vez que w é uma vizinhanga da
origem.

Temos que:
/ £ (2)on (2)dz = / PP ()T (i %(x)ﬂ) da. (3.31)

Fazendo a mudanca de variaveis y = 7x na integral da direita e aplicando o Teo-

rema da Mudanga de Variaveis obtemos

/ T F(r2)e ™ @) (i goy(a:)T_”) de = / T (y)el ™ <Z Pu ( ) _V> T "dy.

S(F) v=0 S(F)
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Voltando para a varidvel x, a igualdade em (3.31) se reduz a

/fT 2)o, (z dCL’—T/ e (Zgoy() )dx.

S(F)

Vamos mostrar que

uniformemente quando 7 — oc.
Primeiramente mostremos que 7w (—) converge uniformemente para (z, £) quando
T

T — o0. Temos que
x T 1 <& x
rw(7) =7 (56 + 5 2 g+ (7))
7,k=1
onde r(z) = O(||z||*), z — 0. Donde
()-8 -5 X i or (2)
Tw (=) —(x,&) = — Rz +T1r (=) .
T ’ 27—jk:1 IREGEE T

Verifiquemos que o lado direito da expressao acima converge uniformemente para zero

quando 7 — 0.

n
Tomemos C; = sup | Y. 'kxjxk‘, donde obtemos
zeS(F) ' jk=1
1| — 1
;) Z ozjkxjxk‘ S ;Cl
Jik=1
Provemos que 7'7“( ) (H H ) , x — 0. Temos que existem constantes

M, 6 > 0 tais que

()|
l]®

FOI. 2 g1
sl

e (2) | <3t e 5] <0

R
Tomando = € S(F), R > 0 tal que S(F') C B(0,R) e 5 < 7, realmente conseguimos que

< M, se|lz|| < 9§




73

HEH < 6. Logo,
-

Dai segue que,

uniformemente quando 7 — oo.

Mostremos agora que

S Pu (;) 7 — ¢0(0)

uniformemente quando 7 — oc.

Pela Férmula de Taylor de ordem 1 de ¢y em torno da origem, temos

vo(2) = o(0) + r(x),

onde 7(z) = o(]|z]|), = — 0.

Logo, ¢ (§> = o(0) +r <£> Mostremos que r (E> =0 ( ‘E‘D , ©r — 0.
T T T T
Tomemos z tal que ||z|| < R, para algum R > 0 ¢ consideremos 7 > 1. Entao

H H < — < R, e, consequentemente, se x € B(0,R) e 7 > 1 entdo ~ _€ B(0, R). Entao,
do fato de r(z) = o(]|z]|), = — 0, segue que r ( ) =0 (H H) , T — O

x
Assim, ¢ <—> — ©0(0), uniformemente quando 7 — oco. Além disso, para cada
T

v=1,...,r—1, como p, é continua, temos que

e

y <£> H < C,, Yz € S(F) e 7 suficientemente grande.
-

Portanto,
r—1 x N
ZSOV <;> T — 900(0)7
v=0

uniformemente quando 7 — oo, concluindo assim a prova da convergéncia requerida.

Como a convergéncia obtida acima é uniforme temos que:

/ cro(2) (Zgoy< )T_V) dx — / L0 (0) de,

quando 7 — oco. Mas,
/ F(2)e9) 0(0) dx = F(—€)p(0),

onde F é a transformada de Fourier de F.



Assim,

/ F(@)ve (@)de — 7E(=€)po(0),

quando 7 — 0.

Se escolhermos gy e F' de modo que ¢(0) =1 ¢ F(—=£) # 0, obtemos que

[ ayen(a)de = o,

quando 7 — 0.

Por outro lado, se |a] < ke 7 > 1, entao

sup |[D*f.| = sup|D*(r7"F(rz))|
= sup |T_kDaF(7'x)|
< sup |[D*F(rz)|.

Como F' tem suporte compacto, existe Cy > 0 tal que

Sup’DafT’ S 027 ’Oé’ S ka T 2 1.
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(3.32)

(3.33)

Para provar que (3.10) nao é véalida resta mostrar que, para uma escolha adequada

das funcoes ¢y, ..., @,_1 € de uma constante C, teremos

sup |D* 'Pv.| <C, 7>1, |a] <N.

(3.34)

Se tomarmos v uma funcao qualquer em C*°; utilizando a Regra de Leibniz dada

no Teorema 1.1.6, obtemos

Pe™) = Y (=)D (aape™)

la|<m
= Z |a\ Z ( )Da /5 w) . DBgitw
la|<m B<a

Notemos que cada parcela de D?e’™ pode ser escrita da forma:

(i) - ™ . D2y - (Vw)™

onde 0 < v1,72,73 < .
Assim, (3.36) fica

(3.35)

(3.36)

(3.37)

Ppe™) = D (- Ialz( )D“Baaw) ( > (w)we”wmw-(vzu)%)

|| <m. B<a Y1,72,7358
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Podemos escrever essa ultima expressao como:

EP(ye™) = Z orle™, (3.38)
1=0
onde, para cada | =0,...,m, ¢ € C* e retne todos os termos que nao dependem de 7.

Utilizando a relagdo obtida em (3.35) e trocando D* por (—4)!*l9%, obtemos:
Plpel™) = Y iy ( )a“ lagy) - O™ (3.39)
|a|<m B<a

Estamos interessados em explicitar os coeficientes de 7"e™ e 7™ 1™ na igual-

dade (3.39), por isso analisaremos as parcelas referentes aos casos em que || = m e

|B] = m — 1. Temos assim trés casos a considerar:

(i) |a| =m e |B| = m, donde a = f;

(ii) |o] =me|B]| =m —1, donde a = + e, para algum j =1,....n;
(iii) || =m —1e |f] =m — 1, donde a = B.

Reescrevendo o somatério em (3.39) separando nas parcelas que nos interessam

segue

tp(wei7w> _ Z M aghde sz_'_ Z Za aaw aa ejerrw

la|=m la]=m
+ Z im— aa¢aaezrw + Ry
|a|=m—1
= - Z i"a, 0% ™ 4+ ) - Z Z@ an 0% %™ 4 (3.40)
la]=m la|=m
+ Z Zaa waa €j piTw + 1 - Z aaaaei‘rw + Ry,
lo|=m |o|=m—1

onde R; é um termo que contém todas as poténcias de 7 de ordem menor que m — 1.
O coeficiente de 7™ é calculado usando o primeiro somatério em (3.40). Utili-

zando a Observacao 3.3.11 podemos reescrever este primeiro somatorio como

P - Z i a0 (iTVW) e ™ + Ry |,

|lal=m

onde Ry contém todas poténcias de 7 de ordem menor que m.
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Assim, o coeficiente que acompanha o termo 7™ é dado por

P - Z imani™(Vw)® = - Z ao(—Vw)®

lor|=m |o|l=m

= ¢pm(x7 —VU})

m—1 _iTw

Ja o coeficiente que acompanha o termo 77 e é calculado analisando todos os

termos que aparecem em (3.40), excluindo obviamente o resto R;. Mas os coeficientes de

7"~ 1e!™ presentes nos primeiro, segundo e quarto termos em (3.40) podem ser escritos

da forma
B, (3.41)

onde B depende somente dos coeficientes a,’s e de w, nao dependendo de 1. Além disso,
obviamente B € C'™.

Pela Observacao 3.3.11, o terceiro somatério em (3.40) pode ser escrito como

Z i Z aa 0t ((iTVw)*~e'™ + Ry) .

laj=m  j=1

Consequentemente, o coeficiente que acompanha 7™ !ei™ nesta parcela é dado

por

Z -2m— lzaa jwvwa ej

lal=m

trocando a ordem dos somatérios, ficamos com

Z@ﬂ/JZaa (Vw)*™% = ZD]wZaa (Vw)*%

lor|=m lor|=m

= ZD]@/JZGQ —Vw)*¢

la=m

= ZDjw - Z o (—Vw)*™
j=1

lal=m

= ijw —p9)(z, —Vw)).

mlm—w

Logo, o coeficiente que acompanha 7 é dado por

Z Dy (—pY) (z, —Vw)) + By. (3.42)

Notemos que tendo estabelecidos estes coeficientes temos quem sao os termos c¢,,
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e Cp—1 em (3.38):

en =AY e cu=>» A;Dj+ By, (3.43)
j=1

onde A = p,,(z, —Vw(z)) e A; = —p) (x,—Vw(z)), paracada j =1,...,n.
Notemos que se pp,(z, Vw(x)) = O(|z|*), = — 0, entdo p,(xr, —Vw(z)) =
O(||z||*"), = — 0. De fato, como

pm(, =Vw(z)) = Y aa(=1)(Vw)*,

laf=m

o termo (—1)l*l é 1 ou —1 em todos os termos do somatério, uma vez que |a| estd fixo
igual & m. Mas em qualquer um dos casos, |p,(z, Vw(z))| = |pm(z, —Vw(zx))|, donde
segue a afirmacao.

Assim, de (3.29) segue que
A(x) = O(||z||*"), « — 0. (3.44)

Como o termo Cj,, 1 é homogéneo de grau 2m — 1 na variavel &, temos que
Com-1(z,—&) = —Cop_1(x,§). Como estamos supondo Cy,,—1(0,§) # 0, segue que
Com-1(0,—&) # 0. Assim podemos admitir que p%)(O, —£) # 0, para algum j = 1,...,n,

seguindo o mesmo raciocinio utilizado na demonstragdo do Lema 3.3.6. Logo, A4;(0) # 0,

para algum j =1,...,n.

Temos que

r—1
tPUT — tp (Tn+1+kei7w(x) Z ¢V<$)T—y>
v=0
— Tn+1+k (tP(QO()eiTw) + tp <ﬂei’rw> N tp ((107“—11 6i7w>> )
T T
Usaremos (3.38) substituindo  por cada uma das aplicagoes ¢, v =1,...,r — 1.

Lembrando que r =n+m + k 4+ N + 1, obtemos
7_n+1+k tP(gDoeiTw) _ TT—N—meiTw Z C?Tl
1=0

0
— 7_7"—N627'w E Clll,]_—l—m'

l=—m

Tomando p=m +1 e a), = ¢}, o somatério acima ficara:
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m
n+l+k t ITW o r—N _itw 0,_—p
T P(poe™) = 7 "e E a,T "
n=0
Analisemos agora a parcela em que aparece @, temos
1 m
Tn+1+k L tP(gole'LTw) — TT*mefleZTw E CllTl
T
=0

0
— TT*Ne’LT’w § Cliﬂ_flfmfl'
l=—m

Tomemos p =1+ m+ 1 e a, = c';, e 0 somatdrio acima ficara:

90 m+1
1 4 — i —
7_n—l—l—l—k tP (_em—w> — 77 N€z7—w § :(ZIT 3
T I
pn=1

Prosseguindo desta maneira até o caso ¢,_1, obtendo:

1

m
Tn+1+k . — tP(gOrfleww) — TrfomfrJrle'LTw 2 C;flTl
=0

T

0
— TrfNe'm‘w § C?;;lelfmfrJrl'
l=—m

Fazendo u=1l+m+r—1ea ! =7 ficando a expressao anterior reduzida a
1 >

o
© m+r—1
—1 N 1
Tn+1+k tP r elTw — T Nerrw § a” 17_ m
7—7“71 M
p=r—1
Assim,
m—+r—1
t r—N _itTw -
Pv, =1""%e E a, ™", (3.45)
n=0
onde a, é uma combinagao dos termos ay, para v = 0,...,r — 1. Vejamos uma férmula

explicita para estes termos.

Como ¢, = Ap, e cl,_y = >, AjD;p, + By, para todo v = 0,...,r — 1, temos
i=1
que ’

0 0
ap = ay = ¢, = Ao,
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ay=al+a; = ,+c = ZAijSOO + Bpo + Apr
j=1

n
0 1 2 0 1 2 0 Z
a2 = Gy + ag + Ay = Cp—2 + Cm—1 + Cn = Cm—2 + Aij(pl + BSOl + ASDQ’
=1
onde ®,_, é uma combinagao de p, e suas derivadas.
Caso v > r, vamos interpretar ¢, como 0, e assim podemos obter uma férmula

geral para os coeficientes a, que é dada por
ay = Apy + Z AjDjpp+ Bou1+ Ly, (3.46)
j=1

onde L, ¢ uma combinacao linear de funcoes ¢,, com v < p — 1, e suas derivadas.

Vamos agora escolher as fungoes ¢, € C°(w) de modo que ¢y(0) = 1 e ocorra
au(r) = O([l]*"™), « = 0, p<. (3.47)

Caso p = 0, tomemos ¢y € C°(w) qualquer satisfazendo ¢y(0) = 1. Como
ag = Apg e de (3.44) vale A(x) = O(||z|*"), * — 0, obtemos que existem constantes
Cs,6 > 0 tais que, se ||z]| < 6, vale

lao(x)| _ |A(@)]l@o(z)|
[Ed ] [[|[>
CylA()]
ek
< C4-C3 = Ky,

onde, Cy = sup |po(x)|. Assim,

TEW

ao(z) = O(||=||*"), = — 0.

Como vamos escolher todas ¢, de modo que ¢, € C*(w) e também sempre vale

(3.44), temos que, se ||z|| < 4,

A@ o) |AR)]
= QO x

[l EEAGE

< (G305 =Ky,

onde C5 = sup |g,(x)|. Donde

rTEW

Ag, = O(||z]|*), Y =0,1,....
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Assim, o termo Ag,, é irrelevante na obtencao de (3.47). Vamos, portanto, escolher

as aplicacoes ¢, de modo que

> AiDjpu + Bour + Ly = Oz ), p<r, x>0 (3.48)

j=1

Faremos a escolha das ¢, por indugao. Suponhamos que todas as ¢, com v < u—1
ja foram escolhidas e que 1 < p < r. Para escolhermos ¢,_; podemos assumir que os
termos A;, B e L, sao analiticos. Isto decorre do fato que (3.48) ndo muda se trocarmos
essas funcoes infinitamente diferenciaveis por suas férmulas de Taylor de ordem 2r em
torno da origem (analogamente ao que argumentamos na Observagao 3.3.8).

Assim pelo Corolario 3.2.2 do Teorema de Cauchy-Kovalevsky encontramos uma
solugao para a equacao .

> A;D;®, 1+ B, +L,=0 (3.49)
j=1
em uma vizinhanca V' da origem.

O mesmo argumento utilizado na prova do Lema 3.3.6 nos garante que se multi-
plicarmos a solugao obtida ®,_; por uma funcao em C°(wN V') que é igual a 1 em outra
vizinhanca da origem, obteremos uma funcao ¢, € C°(w) que satisfaz (3.48).

Notemos que:

m—+r—1
sup |D* 'Pu.(x)] = sup’Da<TT’Ne”w(x) Z au(x)77“>
n=0
m+r—1
= T’”’N-sup’Da( Z au(:v)T’“e”w(x))‘
©n=0

m+r—1

= T’”’N-sup’ Z Da(a#(x)T’“e”w(x))‘
n=0

m—+r—1
< 7N .sup Z 77| D*(a, () ™))
n=0
m+r—1
< 7N esup [ DY (ay(x)e ™). (3.50)
©n=0

Logo, para mostrarmos que vale (3.34), basta mostrar que sup |D%(a,(z)e!™®)|

existe. Combinando o Lema 3.3.10 com a equacao (3.47), obtemos que

sup |D*(a, (z)e™ )| = O(711=) < r, |a| < N, 7 — oo, (3.51)
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ou seja,
sup |Da(au(x)e”w(x))| < Cp - rlol=rtr w<r, la| <N, 7 — oo, (3.52)

onde, Cg é uma constante positiva.
Considerando 7 suficientemente grande, de (3.50) resulta que

m—+r—1
sup |D* ‘P (x)] < 7N Z TTH. Qg - Tl e
n=0

m+r—1

_ TrfN § /‘ 06.7_\0477"
u=0

= 7 No(m4r—1)-Cs-7lolr

(m+7r—1)-Cg- 7N
(m +r— 1) : 06
7-N—|cv|

< C (3.53)

Combinando as equagoes (3.32), (3.33) e (3.53) chegamos em uma contradi¢iao com

a equagao (3.10).



Conclusao

Neste trabalho fizemos a abordagem de um teorema de Lars Hormander que fornece
uma condi¢ao necessaria para a resolubilidade global de Operadores Diferenciais Lineares
com coeficientes variaveis. Esse resultado apresenta uma explicacao do fenémeno detec-
tado por Hans Lewy alguns anos antes.

Sua demonstragao comeca utilizando resultados da teoria de espagos localmente
convexos para provar que a resolubilidade global de um operador linear implica em uma
desigualdade envolvendo o transposto do operador. A segunda parte é mais elaborada e
consiste em violar tal desigualdade.

Notamos que apesar da dificuldade na demonstracao do resultado principal, ele é
de facil aplicagao para determinar que alguns operadores historicamente relevantes nao
sao resoluveis.

Para que o objetivo principal fosse alcancado, foi necessério o estudo de muitos
resultados de diversas areas da Analise, como Medida e Integracao, Espacos Vetoriais

Topoldgicos, Anélise Funcional, Distribuicoes, além de Topologia Geral.
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Apeéendice A

Apeéendice

A.1 Resultados de Medida e Integracao

Para maiores detalhes sobre a Teoria da Medida e demonstragoes dos resultados,
consultar [4] e [16].

Definicao A.1.1 Seja X um conjunto nao-vazio.

(i) Uma dlgebra em X € uma cole¢io nao-vazia </ de subconjuntos de X que tem as
sequintes propriedades:
n
(a) se Ey, Fs, ..., E, € o entio |J E; € o

=1

(b) se E € o entio E° € o .

(i) Uma o-dlgebra em X € uma dlgebra em X que é fechada com relagao a unido

enumerdvel, isto €, se {E;}jen € uma colegdo de elementos de &7 entio |J E; € o7
jEN

Observacao A.1.2 (i) As dlgebras (respectivamente o-dlgebras) sao também fechadas

com relagdo a intersecao finita (respectivamente enumerdvel);

(ii) a intersecio de uma familia qualquer de o-dlgebras em X ¢é ainda uma o-dlgebra
em X.

Definicao A.1.3 Se & ¢ uma colecao de subconjuntos de X, entdo a intersecao de todas

as o-dlgebras em X que contém € é chamada o-dlgebra gerada por € .

Definicao A.1.4 Se X é um espagco métrico, ou mais geralmente, um espaco topoldgico,
entao a o-algebra gerada pela colecao de conjuntos abertos de X é chamada o-dlgebra de

Borel em X e é denotada por PBx.

Definigao A.1.5 Seja {X,} uma cole¢io de conjuntos nao-vazios, X = [[ Xa € 74 :

X — X, a aplicagao projecio (mo(r) = T4, 0nde x = (x1,T9,...,Tq,...)). Se, para cada
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o, M, ¢ uma o-dlgebra em X,, definimos a o-dlgebra produto em X como a o-dlgebra

gerada por:
{(ﬂ-a(Ea))_l; E, € v//a}c

Denotamos essa o-dlgebra por Q) M.
(6

n
Teorema A.1.6 Sejam X1, Xs,..., X, espagcos métricos e X = [[ X; equipado com a
j=1

n
métrica do produto. Entio Q Bx, C Bx. Se cada X; € separdvel, entdo
g ;

J

D By, = By
=1

Corolario A.1.7 Q) Pr = PBgn.

7j=1

Definigao A.1.8 Se .# é uma o-dlgebra no conjunto nao vazio X, entio (X, .#) é dito

um espaco mensurdvel. Uma medida em (X, . #) é uma funcdo pu: M — [0,00] tal que:

(i) p(@) = 0;

(ii) se {E;}32, € uma sequéncia de conjuntos dois a dois disjuntos em . , entdo

u (U Ej) = > WE;)).
j=1 j=1
Neste caso, (X, # , 1) é chamado um espaco de medida.

Defini¢ao A.1.9 Seja (X, 4, 1) um espaco de medida.
(i) se p(X) < oo, entdo p € chamada uma medida finita;

(1) se X = \J E;, onde E; € M e pu(E;) < oo, para todo j, entdo p é chamada uma
j=1

medida o-finita.

Teorema A.1.10 Seja (X, ., 1) um espago de medida.

(1) se E,F € # e ECF, entao u(E) < pu(F);

(i) se {E;}32, C M, entdo p <U1 Ej> < .Z:IMEJ);
j= =
j—o0

(ii) se {E;}32, C M e By C Ey C ..., entdo p <U Ej) = lim u(Ej);
j=1

(iv) se {E;}52, C M, By D Ey D ... e p(Er) < oo, entdo p (ﬂ Ej) = lim u(E;).
j=1 J—00
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Definicao A.1.11 Seja (X, 4, 1) um espago de medida.
(i) um congunto E € A tal que u(E) =0 € chamado conjunto de medida nula;

(i) se uma afirmacgdo sobre pontos x € X € verdade exceto para x em algum conjunto
de medida nula, dizemos que essa afirmacao € verdade p-q.t.p.. Aqui q.t.p. € a

abreviacao de quase todo ponto;

(i11) seja E € M com u(E) =0. Se F' C E implicar F' € A entio p é chamada medida

completa.

Teorema A.1.12 Se F : R — R ¢ qualquer funcao crescente, continua a direita, existe
uma tinica medida de Borel up em R (medidas em R cujo dominio é a o-dlgebra de Borel
PBr) tal que pr((a,b]) = F(b) — F(a), para todo a,b. Se G € outra fung¢do com as mesmas
propriedades de F' entao pp = pug < F — G é constante.

Definicao A.1.13 O completamento da medida de Borel em R citada no Teorema A.1.12
¢ uma medida completa em R, denotada por fip, cujo dominio é denotado por 4. Esta

medida completa é chamada de medida de Lebesque-Stieltjes associada a F.

Lema A.1.14 Para cada E € M, vale:

n(E) = iﬂf{Z#((@j,bj));E C U(aj,bj)} = inf {ZN((aj:bj]);E C U(%bj]} :
j=1 j=1 j=1 j=1
Teorema A.1.15 Se E € ./, entdo:
p(E) =inf{u(U);U D E e U € aberto} =sup{u(K); K C E e K é compacto} .

Definicao A.1.16 A medida completa Tir associada a fung¢ao F(x) = x € chamada me-
dida de Lebesgue e é denotada por m. O dominio de m € chamado de o-dlgebra de Lebesgue

em R e € denotado por L.

Exemplo A.1.17 Todo conjunto formado somente por um ponto em R tem medida de

Lebesgue nula. Portanto, o mesmo ocorre para qualquer conjunto enumerdvel.

Definicao A.1.18 Se (X, .#) e (Y, A) sao espacos mensurdveis e f € uma aplica¢do
de X emY, entao f é chamada mensurdvel se f~Y(E) € ., para todo E € N .

Por vezes é conveniente considerar fung¢oes com valores em R = [—o0, +00]. Defi-

nimos os conjuntos de Borel em R como

%@:{ECR;EQRE@R}.
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Se (X, . #) é um espago mensuravel, uma funcao f : X — Rou f: X — C serd
chamada mensuravel se f for mensuravel quando consideramos em R ou C suas respectivas

o-algebras de Borel.

Teorema A.1.19 Seja (X, .#) um espago mensurdvel.
(i) se f,g: X — C sao mensurdveis entao também o sao f+g e f-g;

(i) se (f;) € wuma sequéncia de fungoes mensurdveis em (X, #), tais que

fi+ X — [—o00,00], entao sao mensurdreis as fungoes:

91(x) = sup f;(x) 92(x) = inf f;(z)
g3(x) = linlsup fi(x) ga(x) = lijrgglf fi(z).

Se lim f;(x) = f(x) existe para cada x € X, entdo f é mensurdvel.
j—00

Definigao A.1.20 Seja (X, .#) um espagco mensurdvel. Se E C X, a fun¢do carac-
teristica xg de E € definida por:

(2) 1, sex el
x) = .
XE 0, sex¢ E

Definicao A.1.21 Uma funcao ¢ : X — C mensurdvel cuja imagem € um subconjunto
finito de C é chamada de fungao simples. Logo, se a imagem de ¢ € igual a {z1, 22, ..., 2n}

entao
¢ = 21: zjXE;, onde Ej = ¢~ ({z;}).

Teorema A.1.22 Seja (X, .#) um espago mensurdvel. Se f: X — [0,00] é mensurdvel
entdo existe uma sequéncia de funcoes simples (¢;) tal que 0 < ¢ < ¢ < ... < f,p; —

f pontualmente e ¢p; — f uniformemente em cada conjunto no qual f é limitada.

Teorema A.1.23 Seja (X, . #, 1) um espago de medida. As sequintes afirmagoes sao

validas se a medida v € completa:

(i) se [ é mensurdvel e f = g, u— q.t.p., entao g € mensurdvel;

(i1) se f; € mensurdvel para cada j € N e f; — f,pu— q.t.p., entao f € mensurdvel.
Definigao A.1.24 Seja (X, 4, 1) um espago de medida. Definimos:

(i) LT como o espago de todas as fung¢oes mensurdveis f : X — [0, 00];
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(ii) seja ¢ uma fungao simples em Lt como na definicao A.1.21. Escrevendo

¢ = Z “iXEj>
j=1

definimos a integral de ¢ com relagao a medida p como

/¢ du ="y zn(Ey);
j=1

A/cbd/z:/cmdu;

(iii) se A € M entao

(iv) se f € LT definimos
/f dp = sup{/gb du; ¢ € LT € uma funcio simples com 0 < ¢ < f}.

Teorema A.1.25 (Teorema da Convergéncia Monétona) Sejam (X, .#,u) um
espago de medida, (f;) uma sequéncia de fungoes em Lt tal que f; < fji1, para todo

jeN, e f=lim f; (=supf;) pontualmente. Entao f é mensurdvel e
j—o0 ;

J
/f dp = 1im/fj dp.
J—00

Lema A.1.26 (Lema de Fatou) Se (X, .#Z,u) € um espago de medida e (f;) € uma

sequéncia em LT, entdo

/lim inf f; dp < lim inf/fj dpu.

Definigao A.1.27 Se f: X — [—o0, +o0]|, definimos as partes positiva e negativa de f,

respectivamente, por:
ST (x) = max(f(x),0) f™ () = max(—f(z),0).
Definicao A.1.28 Seja (X, 4, 1) um espaco de medida.

(i) Seja f : X — [—o00,4+00] uma fungdo mensurdvel. Dizemos que f é integrdvel se

ambas as integrais [ f* dp e [ f~ du sao finitas. Nesse caso definimos a integral

/fduz/ﬁdu—/fdu;

de f por
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(ii) seja f: X — C € uma fun¢ao mensurdvel. Dizemos que f € integrdvel se fungoes

Re(f): X = R eIm(f): X — R sao integrdveis. Nesse caso definimos
/f dM:/Re(f)dquz’/Im(f) .

Denotamos o conjunto das fungoes integrdveis por L'(p).

Teorema A.1.29 (Teorema da Convergéncia Dominada) Sejam (X, .#,u) um
espaco de medida e (f;) uma sequéncia de fungoes em L'(u) que cumpre as sequintes

condicoes:
() f=lim fi qtp;
(ii) existe uma fungdio g € L*(u) nao-negativa tal que |f;| < g q.t.p., para todo j € N.

Entao f € L*(n) e

/f du=ﬂlggo/fj dp.

Teorema A.1.30 Seja (X, .#, 1) um espago de medida. Suponha que f: X x [a,b] — C
¢ tal que para cada t € [a,b] a aplicagao f( - ,t): X — C € integrdvel. Para cadat € |a, b
defina F(t) = [ f(x,t) dp.

X

(i) Suponha que existe g € L*(u) tal que |f(x,t)| < g(x), para todo (x,t) € X x [a,b].
Se lim f(x,t) = f(x,to), para cada v € X, entdo lim F(t) = F(ty), ou seja,
t—to t—to

lim [ f(z,¢) dp = [ lim f(z,t) dp.
[ = [

t—to
X

d
(ii) Suponha que d—J; existe em todos os pontos de X X [a,b] e existe g € L' (i) tal que

d
‘d—{(l‘,t)’ < g(x), para todo (z,t) € X X [a,b]. Entao F € diferencidvel e

sz/%mwm

X

ou seja,

d d
a/f(fv,t) duz/d—é(fﬂ,t) dp.
X X
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Definicao A.1.31 Se f € uma aplicagao definida em X XY, definimos a se¢cao-x f, e a
secao-y fY de f por:
fe(y) = f2(x) = flz,y).

Teorema A.1.32 (Teorema de Fubini) Sejam (X, . #,u) e (Y, A ,v) espagos de me-
dida o-finitos.

(i) Se f € LT(X xY), entao as fungoes g(x ffx dv e h(y) = [ fY dp estao em
X
LT (X) e LT(Y), respectivamente, e

[ ey o /[/mdv]duy/[/ wdﬂ]d

XxXY

(11) Se f € L'(ux U) entio f, € L'(v) para q.t.p. v € X e f¥ € L' (n) para qt.p. y €Y
e as fungoes g(x ffr dv e h(y) = [ f¥ dp estio em L'(u) e L'(v), respectiva-
X

mente, e permanece valzdo

[ fe) o /[/fxw]du /Uﬂx,y)du]dv.

XxY

Definicao A.1.33 Definimos a medida de Lebesque m™ em R™ como o completamento
de m x ... xm. O dominio " de m"™ ¢ a classe de conjuntos em R"™ mensurdveis a

Lebesgue. Para nao carregar a notagao, usaremos a partir daqui m em vez de m”.

Todos os resultados colocados acima continuam validos para a medida de Lebesgue
em R".

Teorema A.1.34 Sejam ) um conjunto aberto em R" e G : Q — R"™ um difeomorfismo

de classe C. Valem:

(i) se f € uma fungdo mensurdvel a Lebesque em G(S2), entdo f o G é mensurdvel a
Lebesgue em Q. Se f >0 ou f € LY(G(R2),m), entdo

/ flz)dz = /(f o G)(x)|det D,G|dx,
Q
onde D,G €é a matriz jacobiana da aplicacao G;
(i) se ECQ el e L entio G(E)e L™ e

m(G(F)) = / |det D,G| dz.

E
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Definigao A.1.35 Sejam (X, . #,pn) um espago de medida, f : X — C uma fun¢ao

mensurdvel e 1 < p < oo. Defina:

1/p
1]l = ( / |f|pdu>
X

e LP(X, M, n) = {f : X = C; f é mensurdvel e ||f||, < co}. Abreviamos LP(X, #, 1)

por LP(pu), LP(X) ou LP quando isto nao causar confusao.

Temos que || f||, ndo define uma norma em L? (pode ocorrer que ||f||, = 0 sem

que f =0). Para definir uma norma em L” usamos a seguinte relacao de equivaléncia:

f~9e f=gqtp.
Consideramos o espago vetorial quociente LP/ ~ e [f] a classe da fungao f € LP.

Entao LP/ ~ é um espago de Banach equipado com a norma

AN = 11£1lp-

Para nao carregar a notagao, a partir de agora denotaremos [f] por f e LP/ ~ por
LP.

Definicao A.1.36 Sejam (X, #, 1) um espago de medida e f : X — C uma fun¢ao

mensurdvel, definimos:

1 flloe = inf{a > 0; p({z; | f(x)| > a}) = 0}
l|flloe € chamado de supremo essencial de |f|. Definimos L™ = L®(X, # ,pn) = {f :
X — C; f é mensurdvel e ||f]|o < 00}.

Teorema A.1.37 (Desigualdade de Hélder) Sejam (X, M, ) um espago de medida,
f: X —>Ceg:X — C funcoes mensuraveis. Se p e q sao tais que 1 < p,q < 00 e
1

-+ — =1, entao:

P q

Lfglly < 11 1pllgllq-
Em particular, se f € LP e g € L4, entdo fg € L'.
Definigao A.1.38 Se f € L*(R") entdo a sua Transformada de Fourier é a aplica¢io
f :R™ — C dada por
fO) = [0 fla) dr, g€ R

1
(2r)%

Teorema A.1.39 (Plancherel) Se f € L%(R") entio f € L2(R") e || |2 = Al

Teorema A.1.40 Se f € L*(R™) entdo

fle)= (271T)n /em,@ f(&) d¢, z e R,
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A.2 Resultados de Distribuicoes

Nesta se¢ao veremos nogoes bésicas referente as distribuigoes. Usamos como re-

feréncia [7].

Teorema A.2.1 Para cada aberto Q de R™ existe uma sequéncia (K;);en de subconjuntos

compactos de ) com as sequintes propriedades:
(1) U K; =1
j=1
(1) K; CintKj,7 =1,2,...;
(ii1) para cada K CC Q,3 jo € N tal que j > jo = K C Kj.

Neste caso, dizemos que a sequéncia de compactos (K;);jen esgota (2. No estudo
de distribuigbes, é usual chamar os elementos de C2°(2) de fungoes teste. O préximo

exemplo ilustra a existéncia de fungoes teste.

Exemplo A.2.2 Seja ¢ : R" — R tal que

1
ple) =3 el =1 sele) <1,
0, se|r] >1

entio ¢ € CX(R"),0< ¢ <1 e S(¢p) = B|0,1].

Dividindo a aplicacao ¢, definida no exemplo acima, por sua integral obtemos uma

nova aplicagao, que continuaremos a denotar por ¢, com as seguintes propriedades:

620.50) =801 ¢ [ o=1

n

Considerando essa nova ¢ e para qualquer € > 0 tem-se

/¢(§) dr = &".

Assim, para quaisquer € > 0 e z € R", a aplicagao

z glngb (g) (A.1)

é nao negativa, tem suporte igual a B|0, €] e integral igual a 1.
Veremos a seguir que as fungoes teste podem ser utilizadas para regularizar fungoes

descontinuas.
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Definicao A.2.3 Uma funcao f : Q@ — C diz-se localmente integravel e escrevemos

feLl (Q) sef émensurdvel a Lebesque e para todo K CC Q wvale

loc

J1r@) e < e,

Definigao A.2.4 Sejam f € L .(R") e g € C*R"™), definimos a convolugio de f e g

loc

como

(fxg)(x) = - flx—y)gly) dy = . fyg(r —y) dy, Vo e R"

Se, para cada € > 0, tomarmos ¢ igual a aplicagao de A.1, obtemos uma familia

de fungoes (f.) dadas por

f@) = [ fla—ep)o) dy= = f(y)cb(

R” gn R

xr —

y) dy, x € R". (A.2)

As aplicagbes (f.) sao chamadas de regularizadas de f.
Teorema A.2.5 Dada f € L}, (R") e e > 0 valem:

(1) f- € C=(R");

(i) S(f:) C S(f)+ B[0,e]. Em particular, se S(f) CC R", entdo f. € C(R");
(11i) se fé continua e S(f) CC R™ entao f. — f uniformemente quando ¢ — 0 .

Observagao A.2.6 O resultado acima justifica denominarmos a familia de funcgoes f.

de reqularizadas de f.

Corolario A.2.7 Se f € L'(R™), entdo suas reqularizadas tém as sequintes propriedades

adicionais:

(1) [ felly < [[f11;

(i) || f- — flli = 0 quando € — 0;
(1ii) ||f-|lx = ||f]l1 quando € — 0.
Teorema A.2.8 Sel <p < oo entio CX(2) € denso em LP(S).

Teorema A.2.9 Seja K CC Q. Eziste v € C°(Q) tal que 0 <1 <1 e =1 em uma

vizinhanca de K.
A convergéncia de uma sequéncia no espago C'2°(€2) é dada no Teorema 2.5.2.

Definigao A.2.10 Um funcional linear continuo u : C2°(2) — C € dito uma distribuicdo

em . O espago das distribuigcoes em € serd denotado por 2'(2).
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A definigao de distribuigao significa que se ¢1, 9o € CX(2), A € C e (¢;) é uma

sequéncia em C2°(£2), entao

u(¢r + Ad2) = u(e1) + Au(gs)

¢; = 0 em C2(Q) = u(¢;) = 0 =u(0).

Quando conveniente escreveremos (u, ¢) em vez de u(¢).
O préximo exemplo mostra que o espaco das distribuicoes é suficientemente grande

de modo a conter todas as fungoes localmente integraveis.

Exemplo A.2.11 Dada f € L}, (Q), defina

<Tf>¢>:/9f¢ dr, ¢ e C¥(Q).

Tem-se que Ty € uma distribuicdo.

Exemplo A.2.12 Seja pp uma medida definida na o-dlgebra de Borel de (). Suponha que
para cada K CC Q, p(K) < oo e defina

.0)= [ & du
Q
Temos que p € uma distribuigao.

Esse exemplo prova que todas as medidas localmente integraveis sao distribuicoes.
A seguir, apresentamos um exemplo de distribuicdo que nao é dada por fungoes localmente

integraveis.

Exemplo A.2.13 Tome 2 = R" e defina (6,¢) = ¢(0), ¢ € C*(R"). Nao € dificil
verificar que & €, de fato, uma distribuicdo. FEssa distribuicao é chamada de delta de

Dirac.

Nosso proximo objetivo é definir operagoes com distribui¢oes. De um modo geral,

as definicoes sao adotadas de modo a estender propriedades validas para funcoes.

Defini¢ao A.2.14 Sejam u € Z'(R) e ¢ € C*(R), definimos a derivada de w por:

<Ul, ¢> = —<U, ¢,>

Seja f € CY(R) entao f € L (R). Vamos agora relacionar a derivada tradicional

loc

de f com a derivada no sentido das distribui¢oes, uma vez que segundo o exemplo A.2.11,

f gera uma distribuigao Ty dada por:
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Ty, 6) = /Rf §dz,é € C(R),

Derivando essa distribui¢ao segundo o exemplo acima obtemos

(T), &) = —(Ty. &) / fod do.

Por outro lado, temos que f' € C(R) e dai f' € L} (R). Portanto, pelo exemplo

loc

A.2.11 definimos a distribuicao

Ty = [ 10 do

Usando integracao por partes obtem-se
/f’-(bd:c:—/f~¢’dx
R R
logo, <<Tf),7 ¢> = <Tf’7 ¢>

Portanto, para fungoes suficientemente regulares, as derivadas no sentido usual e

no sentido das distribuicoes coincidem.

Exemplo A.2.15 Seja H : R — R a funcao de Heaviside dada por:

Hiz) 1, sex >0
x) = .
0, sex <0

Essa funcao apresenta uma descontinuidade de 1% espécie na origem, mas mesmo assim
felL;

e JG que ela € C™ fora da origem. Vamos calcular a derivada de Th.

Temos que (T, ¢) = [ H-¢ dz, ¥¢ € C°(R). Derivando essa distribuicao temos:

(Ty)', ¢) = —(Tu, ¢') /H¢m

Supondo S(¢) C [—a,a] tem-se

(Ta)oo) =~ [ H-o.

Uma vez que H nao esta definida na origem a integral acima é escrita como

(Ty), & zl%</H¢M%/H¢M)
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Como H =0 em [—a,—¢] e H=1 em [g,a] ficamos com

e—0t e—0t e—0t

(Ta)6) = = Jim, [ o do == lim o(a)lz =~ lim ~6(2) = ~(=0(0)) = 6(0)
ou seja, ((Ty), o) = ¢(0) = (J,¢), e dai (Ty)" = 0, onde § é a distribuigao delta de Dirac.
A Definicao A.2.14 pode ser generalizada para o caso em R".

Definicao A.2.16 Seja Q2 um aberto de R e uw € 2'(Q). Definimos

<a_u,¢> = —<u,g—¢>, onde ¢ € CX(N), v = (x1,...,x,) € R™.

Oz, x;
Definicao A.2.17 Sejam u € 2'(Y), ¢ € C2°(Q) e a = (a1, ..., ) um multi-indice,

definimos a derivada 0%u como

(0%, ¢) = (=1)*! - {u, 9°9).
Exemplo A.2.18 A derivada da distribuicao delta de Dirac € dada por: Seja tem-se:
(0°6,¢) = (=1)*! - (3,0%0) = (-1)I*- 0°¢(0),¥ ¢ € CX(R"),¥ a € N".

Definicao A.2.19 Sejam f € C*(Q), u e Z'(Q) e p € CX(Q), define-se a multipicagcdo
de u por f como:

@L'f7¢>::<u7¢"fy

Mostremos que u - f é, de fato, uma distribuicao. A linearidade é imediata e
a continuidade segue da Regra de Leibniz conforme segue abaixo. Seja ¢; — 0 uma
sequéncia em C°(€2) devemos mostrar que ¢; - f — 0 em CX(€2). Pela defini¢do de
convergéncia devemos mostrar que, dado a € N*, 0%(¢; - f) — 0 uniformemente em
qualquer K CC (2. Mas

|0%(¢5 - f |<Z< )Ia% )] -10°7P f(@)].

B<a

Como existem finitos multi-indices 3 que satisfazem § < « e f é continua, consideremos

Mzméx{( g );ﬁ < a}; Mg = sup |0° P f(z)] e N =sup{Ms; 8 < a}.

zeK

Usando essas simplificacoes ficamos com:

0%(d; - F)(@)| <Y M -N-|0°¢;(z)| = M-N-Y 0°;(x)

B<a B<a
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Como ¢; — 0 segue que 9°¢; — 0 uniformemente em qualquer compacto e a soma que

aparece na ultima expressao acima ¢ finita. Portanto,

M-N -3 [0%;(x)| = 0.

BLa

Assim 9°(¢; - f) — 0 e daf 9%(¢; - f) — 0 uniformemente em qualquer compacto.
Logo, u - f é continuo.
A Regra de Leibniz é ainda valida para a multiplicagdo de uma fungao C*°(Q2) por

uma distribuicao em (2.

Teorema A.2.20 Se f € C™(Q), g € Z'(Q) e a € N", entao

0°(f - w) :Z( g )8*3]”-8“%.

B<a
Definigao A.2.21 Duas distribui¢oes ui,us € 2'(2) sao iguais em um aberto U C ) se
<u17 ¢> = <U2, ¢>
para toda ¢ € C2(U). Como CX(U) C C(2) esta defini¢do faz sentido.

Teorema A.2.22 Sejam uy,us € 2'(QQ) tais que todo ponto de Q0 tem uma vizinhanga

onde up = ug. Entao u; = uy em Q.

Definigao A.2.23 Seja u € 2'(R2). Definimos o suporte de u, S(u), como a interse¢do

de todos os subconjuntos fechados F de Q) fora dos quais u € nulo, ou seja,

Denotamos por &' (2) o subespago de P'() das distribui¢oes com suporte compacto.

Exemplo A.2.24 A distribui¢ao Delta de Dirac tem suporte igual a {0}, logo tem suporte
compacto. Por outro lado, seja f: R™ — R dada por f =1, entdo a distribuicao (T, P)

nao tem suporte compacto.

Veremos agora alguns resultados que nos permitem identificar &”(2) com o su-

bespago dos funcionais lineares continuos em C*(€2).

Teorema A.2.25 Seu € &'(2), entdo existe um unico funcional linear v : C*(Q) — C

tal que

(i) v(p) = u(p), para toda ¢ € CX(Q);



99

(ii) v(¢) =0, se p € C°(Q2) e S(¢) N S(u) = 0.
Teorema A.2.26 Se u € 9'(Q)), as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) u e &'(Q), ou seja, S(u) CC Q;
(ii) existe um funcional linear continuo v : C*(Q) — C tal que viceo() = u.
O funcional v do teorema acima é tinico. Logo, podemos identificar &”(2) com o
espago dos funcionais lineares continuos em C'*(£2).

Se f e g sao funcoes continuas em R™ e uma delas tem suporte compacto, a con-

volugao de f e g é dada por

n

fro@)= [ fa-g) dy= [ oo —f) dy. xR
]Rn
Isto nos leva a seguinte defini¢ao

Definicao A.2.27 Seu € Z'(R")(u € &'(R")) e ¢ € CX(R™)(¢p € C*(R™)) definimos
ux¢:R" — C por

ux p(a) = (u, @),
onde ¢q(z) = pla — ).

Exemplo A.2.28 Se ¢ € CX(R"), a distribui¢do delta de Dirac € o elemento neutro da

convolucao, pois

dxpla) = (0,p(a —x)) = ¢(a).

Teorema A.2.29 Sejam v € Z'(R"), ¢ € CX(R™). Entdo ux ¢ € C°(R") e as suas

derivadas sao dadas por

0%u* @) = (0%) * ¢ = ux (0%¢).



