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RESUMO

Trabalho de Graduação em F́ısica
Curso de F́ısica - Bacharelado

Universidade Federal de Santa Maria
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AUTOR: GUSTAVO CIPOLAT COLVERO
ORIENTADOR: VILSON TONIN ZANCHIN

Data e local da defesa: Santa Maria, 8 de março de 2007.

Neste trabalho obtém-se analı́ticamente expressões para o avanço do periastro e para a de-
flexão da luz no campo gravitacional de buracos negros eletricamente carregados e em rotação.
Apresenta-se inicialmente o problema através de uma breve recapitulação hist́orica onde se ex-
plana a respeito da incompatibilidade entre a existência de tais fen̂omenos e a gravitação new-
toniana e faz-se uma breve revisão a respeito da gravitação relativ́ıstica. Em seguida, apresenta-
se os espaços tempos de Reissner-Nordström-anti de Sitter e de Kerr-Newman, que represen-
tam as situaç̃oes de interesse e obtém-se ent̃ao as expressões analı́ticas desejadas por meio da
soluç̃ao aproximada das equações diferenciais que representam o movimento. Constatamos
que a presença da carga elétrica na fonte ocasiona uma diminuição tanto do avanço do periastro
quanto da deflex̃ao da luz e que pode haver, inclusive, situações especiais em que estes se anu-
lam. Por fim, faz-se uma análise dos resultados obtidos em comparação com dados astrofı́sicos
do sistema solar, onde encontra-se um valor máximo para a carga elétrica do Sol da ordem
de 1021C (valor este incompatı́vel com previs̃oes feitas atrav́es de efeitos locais causados pelo
campo eĺetrico). Sugere-se ainda uma aplicação dos resultados obtidos no estudo da influência
do campo magńetico de uma estrela no movimento de corpos vizinhos, onde a geometria nas
suas vizinhanças seria descrita pela métrica de Kerr-Newman, como uma primeira aproximação
e para pontos distantes de uma estrela eletricamente carregada, ou magnetizada, e em rotação.

Palavras-chave: relatividade geral; estrelas; buracos negros; periastro



ABSTRACT

In the present study it is obtained analytic expressions to the periastron advance and light

bending in the gravitational field of rotating and electrically charged black holes. First it is

made a historical review emphasizing the incompatibility between Newtonian gravitation and

the existence of such phenomena, and a brief review of relativistic gravitation is also presented.

Next it is introduced the Reissner-Nordström-anti de Sitter and Kerr-Newman geometries and

then the relevant analytic expressions are found by means of approximated solutions of the dif-

ferential equations governing the particles motion in each geometry. We notice that the presence

of electric charge decreases the perihelion advance as well as the light deflection in comparison

to the uncharged cases, and there are extreme situations where such effects may even vanish.

Then the analytic results are compared to the astronomical data of the solar system, and it is

found that Sun’s net electric charge is bounded byQ. 1021C (which is incompatible with pre-

dictions made based in the local effects of the electric field). At last, by using Kerr-Newman

black hole metric as a first approximation to the large distance gravitational field of a rotating,

electrically charged (or magnetized) star, it is proposed that those results could be applied to

study the influence of the magnetic field of a star in the motion of the surrounding objects.

Key-words: general relativity; black holes; stars; light bending; periastron
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1 INTRODUÇÃO

Dentre os testes clássicos da Teoria da Relatividade Geral dois efeitos se destacam, a saber:

a precess̃ao do periastro náorbita de part́ıculas de teste e a deflexão da luz por um corpo central.

Sempre que uma partı́cula de teste executa um movimento ligado não-circular no campo

gravitacional de uma estrela, sua posiçãoé confinada entre uma distancia mı́nima e uma dist̂ancia

máxima, chamadas, respectivamente, de periastro e apastro, ambos genericamente chamados de

pontos de retorno. Por razões hist́oricas, quando se trata do sistema solar, o periastro passa a se

chamar períelio e o apastro passa a se chamar afélio.

Qualquer que seja o potencial gravitacional associado a estrela, desde que a este corres-

ponda um campo de forças centrais (no sentido newtoniano), todo movimento ligado não-

circular de part́ıculas de testée confinado entre dois, e apenas dois, pontos de retorno (MARION;

THORTON, 1995).É posśıvel, entretanto, que a posição angular dos pontos de retorno não seja

fixa, mas varie no tempo, ou seja,é posśıvel que aṕos uma revoluç̃ao orbital da partı́cula de

teste, o periastro tenha se deslocado de um certoângulo em relaç̃ao à órbita anterior. Quando

isto ocorre diz-se que os pontos de retorno precessam, ou, mais especificamente, avançam. A

figura 1 ilustra uma situação desse tipo.

O fen̂omeno da precessão dos pontos de retorno foi primeiramente observado naórbita

do planeta Merćurio no final do śeculo XIX, quando se percebeu, a partir de observações as-

tronômicas acumuladas por muitas décadas, que havia um avanço secular em seu periélio.

A quest̃ao do avanço do periélio de Merćurio foi inicialmente considerada um problema,

pois representava uma crise no paradigma da gravitação newtoniana, já que a lei da gravitação

de Newtoné uma lei de força do tipo inverso-do-quadrado, da qual se obtém as leis de Kepler,

segundo as quais asórbitas dos planetas deveriam ser elı́pticas.

Quando se considera o sistema planetário em sua complexidade total, ou seja, quando se

trata este como um sistema de muitos corpos (e não um simples sistema de dois corpos), pode-se

realmente, atrav́es da teoria newtoniana, prever um certo avanço no periélio de Merćurio. En-
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Figura 1:Órbitas newtonianas éorbitas observadas

tretanto, mesmo quando descontamos esse avanço devido a todas as contribuições newtonianas

conhecidas, do valor total do avanço do periélio de Merćurio, queé da ordem de 5599:74�0:41

segundos de arco por século da Terra, ainda ficamos com cerca de 43 segundos de arco cuja na-

tureza ñao se pode explicar do ponto de vista newtoniano.

Durante ośultimos cem anos foram utilizadas diversas técnicas observacionais com a fina-

lidade de se obter valores cada vez mais precisos para o avanço do periélio de merćurio (PI-

REAUX; ROZELOT, 2003). A tabela 1 tem uma pequena amostra da evolução das observações,

indicando o quanto do avanço do periélio de Merćurio não é explicado pela gravitação newto-

niana.

Tabela 1: Evoluç̃ao das observações do avanço do periélio de Merćurio
Refer̂encia Avanço ”excedente”do Periélio

(segundos de arco/século)
Newcomb, 1898 � 43:37
Clemence, 1943 42:84�1:01
Clemence, 1947 42:57�0:96
Duncombe, 1958 43:10�0:44
Wayman, 1966 43:95�0:41
Shapiro et al., 1972 43:15�0:30
Morrison & Ward, 1975 41:90�0:50
Shapiro et al., 1976 43:11�0:21
Anderson et al., 1978 43:3�0:2
Bretagnon, 1982 45:40�0:05
Rana, 1987 45:25�0:05
Krasinsky et al., 1986 42:83�0:12
Krasinsky et al., 1993 42:985�0:061
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Embora os resultados mais recentes apresentem um desvio padrão menor,é o resultado

obtido em 1972 (SHAPIRO et al., 1972) o mais citado mesmo em artigos atuais, eé, portanto, a

este que nos referiremos daqui por diante.

Apesar de ter havido ińumeras tentativas de resolver o problema, como modificar a lei da

gravitaç̃ao de Newton e até mesmo supor a existência de um planeta não observado, a questão

só foi resolvida em 1915, com o surgimento de uma nova teoria da gravitação, a Relatividade

Geral.

A soluç̃ao obtida por Karl Schwarzschild em 1916 para as novas equações de campo resulta

em equaç̃oes para o movimento planetário que prev̂eem a exist̂encia de um avanço de 42:98

segundos de arco por século no períelio de Merćurio, portanto, de acordo com a relatividade

geral, a ocorr̂encia do avanço do periastro não representa nenhuma anomalia, mas sim, algo que

se espera no movimento planetário.

Por outro lado, o encurvamento de raios de luz na presença de campos gravitacionaisé um

resultado direto do princı́pio da equival̂encia e ñao tem nenhum tipo de análogo na gravitaç̃ao

newtoniana.

Para ver isso, consideremos o exemplo hipotético de uma nave espacial movendo-se com

aceleraç̃ao constante relativa a um referencial inercialK. Um raio de luz que entra na espaçonave

viaja em uma linha reta em relação aK, mas em relaç̃aoá nave acelerada este deve executar seu

movimento em uma trajetória curva. De acordo com o princı́pio da equival̂encia, as observações

realizadas na espaçonave acelerada em relação a um referencial inercial devem ser as mesmas

que as realizadas por um observador que se encontra estacionado em um campo gravitacional

homoĝeneo, cuja intensidadeé tal que a aceleração devidòa gravidade se equivalha a aceleração

da espaçonave. Portanto, pode-se concluir que um feixe de luz terá sua trajet́oria defletida de-

vido a presença do campo gravitacional (ROSSER, 1964). Este fen̂omeno foi primeiramente

previsto por Einstein em 1907 (LORENTZ; EINSTEIN; MINKOWSKI, 2001), antes mesmo de a

teoria da relatividade geral estar completa e foi observado pela primeira vez somente em 1919,

quando observações realizadas durante um eclipse1 mostraram que a luz vinda de estrelas dis-

tantes tinham sua trajetória defletida ao passar pelas vizinhanças do Sol. A figura 2 apresenta

tal efeito de forma esqueḿatica.

Como no caso do avanço do periélio de Merćurio, o resultado observacional para o desvio

da luz pelo Sol mais comumente citado nãoé dos mais recentes, mais sim o obtido por Fomalont

e Sramek em 1976 (FOMALONT; SRAMEK, 1976), que indica um desvio de 1;761� 0;016

1Houve duas expedições para realizar as observações durante o eclipse total do Sol em 1919, uma em Sobral,
no Brasil e outra na Ilha de Prı́ncipe, naÁfrica.
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Figura 2: Desvio gravitacional da luz

segundos de arco.

Embora, possamos utilizar o princı́pio da equival̂encia para prever sua existência, precisa-

mos conhecer as equações que descrevem o movimento para obter resultados quantitativos a

respeito do desvio da luz, e estas dependem da natureza exata das fontes de campo gravitacio-

nal. Por exemplo, com a solução de Schwarzschild, obtém-se um desvio de 1;75 segundos de

arco no campo gravitacional do Sol.

A despeito da grande concordância entre os dados observacionais e os previstos teorica-

mente com a geometria de Schwarzschild tanto para o desvio da luz quanto para o avanço do

periastro, a existência de erro experimental sempre nos permite conjeturar se há algum fator ñao

sendo considerado na previsão téorica, bem como impor limites em alguns parâmetros f́ısicos

associados ao problema.

No presente estudo consideramos presença de carga elétrica e de rotaç̃ao na fonte, e também

a exist̂encia de uma constante cosmológica e analisamos a influência destes parâmetros nos

fenômenos do avanço do periastro e da deflexão da luz, dandòas equaç̃oes de movimento um

tratamento quée, á medida do possı́vel, ańalogo ao utilizado na gravitação newtoniana.



2 REVISÃO BIBLIOGR ÁFICA

Neste caṕıtulo faremos uma breve revisão abordando conceitos fundamentais em relativi-

dade geral pertinentes ao presente trabalho. Introduzimos algumas noções b́asicas de geometria,

discorrendo sobre o papel das coordenadas e de como se descreve o movimento de partı́culas

de teste e de raios de luz do ponto de vista da gravitação relativ́ıstica.

2.1 A métrica do espaço-tempo e as equações de campo de
Einstein

Podemos imaginar o espaço curvo bidimensional correspondenteà superf́ıcie de uma es-

fera como sendo uma superfı́cie imersa num espaço euclideano tri-dimensional. Podemos,

da mesma maneira, ter um espaço curvo de 4 dimensões imerso em um espaço plano com

maior ńumero de dimens̃oes. Tais espaços curvos são chamados espaços riemmanianos (DI-

RAC, 1975). Em tais espaços curvos não podemos usar coordenadas cartesianas para rotular

todos os pontos, mas sim, coordenadas curvilı́neas. Seja então um sistema de coordenadas cur-

vil ı́neasxµ . Neste sistema de coordenadas, a distânciadsentre os pontosxµ e xµ +dxµ é dada

por

ds2 = gµνdxµdxν : (2.1)

Dado ent̃ao o sistema de coordenadas, os elementosgµν , que s̃ao funç̃oes das pŕoprias

coordenadas, fixam todas as distâncias infinitesimais. Designamos entãogµν por componentes

do tensor ḿetrico, ou ḿetrica. A partir da ḿetrica obtemos mais do que a informação a respeito

das dist̂ancias, dela obtemos o tensor de curvatura de Riemman, do qual obtém-se informaç̃ao

sobre a pŕopria curvatura do espaço.

De acordo com a relatividade geral, o espaço-tempoé curvo no sentido de Riemman, mas

com ḿetrica ñao positivo-definida (́e pseudo-Riemmaniano) , e a gravitação origina-se de sua

curvatura, a qual, por sua vez, origina-se da presença de matéria/energia. A ḿetrica, que devido

a sua assinatura não é mais dita riemmaniana, mas sim lorentziana,é ent̃ao obtida a partir das
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equaç̃oes de campo de Einstein

Rµν � 1
2

gµνR+Λgµν = 8πG
c4 Tµν ; (2.2)

onde R, chamado escalar de curvatura,é o traço deRµν , chamado tensor de Ricci, obtido a partir

de contraç̃ao do tensor de Riemman eΛ é a constante cosmológica. O tensor de componentes

Tµν é chamado de tensor de energia-momento e representa as fontes do campo gravitacional.

2.2 Movimento geod́esico

2.2.1 Intervalos e vetores tipo-tempo, nulos e tipo-espaço

Nos espaços-tempos da relatividade geral o intervalods2 dado pela Eq. (2.1) pode ser

positivo, nulo ou negativo. Caso a métrica tenha assinatura(�+++) (convenç̃ao que mante-

remos daqui por diante) dois pontos podem ser infinitesimalmente separados por um intervalo

tipo-tempo (ds2 < 0), nulo (ds2 = 0), ou tipo-espaço (ds2 > 0).

Um vetor de componentesuµ é dito tipo-tempo segµνuµuν = uµuµ < 0, nulo seuµuµ = 0

, ou tipo-espaço seuµuµ > 0.

2.2.2 Transporte paralelo

Em um espaço curvo não h́a sentido em estabelecer uma relação de paralelismo entre ve-

tores localizados em pontos diferentes, digamos,A e B. Entretanto, podemos considerar um

pontoA0 infinitesimalmente pŕoximo aA e, neste ponto, definir um vetor que seja paralelo ao

primeiro, localizado emA. Podemos então transportar o vetor deA at́e A0 mantendo-o paralelo

a si mesmo e constante seu comprimento. Desta maneira podemos definir o transporte paralelo

do vetor ao longo de um caminho até o pontoB. Como caminhos diferentes conduzem a dife-

rentes vetores emB, não podemos definir um vetor emB paralelo a um vetor emA de maneira

absoluta, mas sim, relativa a um dado caminho. Podemos ainda transportar um vetor paralela-

mente deA atrav́es de uma curva fechada e resultar em um novo vetor emA que, geralmente,

nãoé idêntico ao primeiro.

2.2.3 Geod́esias

Suponhamos uma curvaxµ descrita por um parâmetro geńericoτ. À cada ponto da curva

podemos associar um vetor tangenteuµ = dxµ=dτ. Se, entre quaisquer dois pontos sobre a
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curva os vetores tangente se relacionam por transporte paralelo, a curvaé dita geod́esia (ou

geod́esica). As curvas geodésias s̃ao tais que seτ é um a par̂ameto afim, o vetor tangente

satisfaz a equação
d2xµ

dτ2 +Γµ

νσ

dxν

dτ

dxσ

dτ
= 0: (2.3)

Os śımbolosΓ que aparecem nessa equação s̃ao chamados sı́mbolos de Christoffel e se relacio-

nam com a ḿetrica da seguinte forma:

Γσ
µν = 1

2
gσβ

�
∂gβ µ

∂xν
+ ∂gβν

∂xµ
� ∂gµν

∂xβ

� ; (2.4)

ondegµν é definida de forma que seus elementos sejam representados por uma matriz queé a

inversa da matriz que representa os elementos degµν .

Na relatividade geral as geodésias podem ser tipo-tempo, nulas ou tipo-espaço, de acordo

com o vetor tangente. No que segue, estaremos interessados somente nos dois primeiros tipos.

2.2.4 Movimento de part́ıculas livres e de raios de luz

Os espaços tempos da relatividade geral são explorados através do movimento de partı́culas

de teste livres e de raios de luz, sendo consideradas livres partı́culas sobre as quais não haja

influências aĺem da gravitacional.

Em substituiç̃aoà primeira lei de Newton,́e postulado que partı́culas livres viajam sempre

sobre geod́esias tipo-tempo. Postula-se também que raios de luz viajam sobre geodésias nulas.

Para geod́esias tipo-tempo, o melhor parâmetro a ser adotadóe o tempo-pŕoprio de um

observador que se desloca sobre ela, que denotamos porτ. J́a no caso de geodésias nulas, po-

demos adotar um outro parâmetro afim, para o qual a equação destaśe idênticaà das geod́esias

tipo-tempo.
d2xµ

dκ2 +Γµ

νσ

dxν

dκ

dxσ

dκ
= 0; (2.5)

onde substituimosκ por τ para geod́esias tipo-tempo parametrizadas por tempo-próprio, ou

ent̃ao por um par̂ametro afim para geodésias nulas. Para o caso do movimento de partı́culas, a

eq. (2.5) faz̀as vezes da segunda lei de Newton.
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2.3 Quantidades conservadas e primeiras integrais das equações
do movimento

Em meĉanica newtoniana, as leis de conservação nos fornecem as primeiras integrais das

equaç̃oes de movimento, reduzindo a ordem e o número de equaç̃oes a serem resolvidas. Estas

leis de conservação est̃ao sempre ligadas a simetrias. Por exemplo, a lei de conservação de ener-

gia se relaciona com a simetria em relação a um deslocamento temporal; a conservação do mo-

mento linear se relaciona com simetrias em relação a deslocamentos espaciais; e a conservação

do momento angular se relaciona com a simetria em relação a rotaç̃oes.

Em relatividade geral mantém-se essas relações entre as grandezas conservadas e determi-

nadas simetrias, que agora dizem respeitoà métrica e, por isso, são chamadas de isometrias.

Uma maneira pŕatica de se testar se um espaço tempo tem uma determinada simetriaé verificar

se a ḿetricaé independente de alguma de suas coordenadas (isometria), ou seja, se a métrica

não se altera em transformações do tipo

xµ ! xµ +constante: (2.6)

À cada simetria deste tipo, podemos associar um vetor, chamado vetor de Killing1, de

componentes

χ
α = n

δ
α
µ

o ; (2.7)

ou seja, o vetor reside na direção em que a ḿetrica ñao se altera.

Associada a cada vetor de Killing existe uma constante de movimento. Essas constantes

são proporcionais ao produtoχ �u, ondeu é a quadrivelocidade eχ representa cada um dos

vetores de Killing.

Outra primeira integral importante vem da normalização da quadrivelocidade

u �u = κ ; (2.8)

onde,κ vale�c2 para geod́esias tipo-tempo e 0 para geodésias nulas.

2.4 As geometrias padr̃ao da relatividade geral

Nesta seç̃ao apresentamos as soluções das equações de Einstein mais simples que têm re-

levância para o nosso trabalho.

1Em homenagem̀a Wilhelm Killing.
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2.4.1 A métrica e as coordenadas de Schwarzschild

A soluç̃ao de Schwarzschild foi a primeira solução que se obteve para as equações de campo

de Einstein e correspondeà regĩao exterior̀a uma distribuiç̃ao esfericamente siḿetrica e est́atica

de mat́eria. Sua geometriáe descrita pela ḿetrica

ds2 =��1� 2M
r

�
dt2+�1� 2M

r

��1

dr2+ r2�dθ
2+sin2

θdφ
2� ; (2.9)

ondeM é a massa do objeto que serve como fonte do campo gravitacional, dada de forma

geometrizada.1

Al ém de ser esfericamente simétrica e est́atica, a ḿetrica (2.9) tem a caracterı́stica de ser

assintoticamente Minkowski, ou seja, no limite em quer ! ∞ esta torna-se a ḿetrica de Min-

kowski em coordenadas esféricas.

Na f́ısica newtoniana o tempóe um conceito absoluto, o mesmo para qualquer observador,

e pode ser usado como parâmetro afim para todas as trajetórias. Aĺem disso, o fato do espaço

ser considerado euclideano permitir-nos usar coordenadas cartesianas, as quais fornecem dire-

tamente as medidas de distância. Na relatividade geral, as coordenadas não representam ne-

cessariamente medidas de distâncias ou intervalos de tempo, e precisam ser reinterpretadas,

sendo que śo exigimosa priori que coordenadas numericamente próximas representem eventos

vizinhos no espaço-tempo. Para tornar clara essa interpretação, fazemos a seguir uma breve

interpretaç̃ao das coordenadas de Schwarzschild .

A coordenadar que aparece na ḿetrica (2.9) ñao deve ser interpretada como a distânciaà

algum centro. Esta tem apenas a interpretação geoḿetrica de estar relacionada com aáreaA de

uma esfera bidimensional der e t constantes pela fórmula

r =r
A
4π

: (2.10)

De fato, a dist̂ancia entre duas superfı́cies vizinhas de raiosr e r +∆r, respectivamente,é dada

por

l = ∆rq
1� 2M

r

:
Consideremos agora dois eventos próximos que ocorrem no mesmo ponto no espaço. O

tempo medido pelo relógio de um observador que se encontra neste ponto, chamado de tempo

próprio e representado porτ, se relaciona com a coordenadat, tamb́em chamada de tempo

1O ap̂endice A trata do sistema de unidades geometrizadas, o qual será usado durante o resto do texto.
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coordenado, da seguinte maneira

τ = t

r
1� 2M

r
: (2.11)

É importante ressaltar que não est́a claro se o tempo newtoniano deve ser identificado com

o tempo coordenado ou com o tempo próprio do observador, já que a teoria newtoniana não faz

distinç̃ao entre os dois (RINDLER, 1969). Vale observar também que as quantidades fı́sicasl eτ

não est̃ao definidas no limiter �! 2M (queé o horizonte de eventos), nem em toda a regiãor <
2M. A soluç̃ao desse aparente problema está relacionado com o fato de que as coordenadast e

r não s̃ao coordenadas apropriadas para tal região. De fato, conforme se pode ver pela mudança

de sinal dos coeficientes da métrica de Schwarzschild , na região 0< r < 2M a coordenadat

passa a ter caráter de coordenada espacial, enquanto quer tem caŕater de coordenada temporal

2.4.2 A métrica de Schwarzschild-anti de Sitter

A métrica (2.9)é obtida a partir das equações (2.2) quando tantoTµν comoΛ são iguais a

zero. Podemos, entretanto, considerar queΛ é diferente de zero De fato, quando considera-se

queΛ é uma constante positiva, obtém-se a soluç̃ao de Schwarzschild-anti de Sitter (Também

conhecida pelo nome solução de Kottler):

ds2 =� f (r)dt2+ f (r)�1dr2+ r2(dθ
2+sin2

θdφ
2); (2.12)

onde

f (r) = 1� 2M
r

+ Λr2

3
: (2.13)

A presença do termoΛr2=3 mostra que a solução (2.12) ñaoé assintoticamente Minkowski.

Entretanto, resultados atuais indicam queΛ . 10�36km�2 para testes realizados no sistema

solar (SERENO; JETZER, 2006) e, portanto, os efeitos da constante cosmológica na din̂amica de

sistemas planetários podem ser ignorados.

Com a escolha de sinais adotadas nesse trabalho, a solução das equaç̃oes de Einstein para o

caso deΛ negativo leva o nome de ḿetrica de Schwarzschild -de Sitter.

2.4.3 A soluç̃ao de Reissner-Nordstr̈om-anti de Sitter (RNAdS)

A geometria de Reissner-Nordström-anti de Sitteŕe soluç̃ao das equaç̃oes de campo Eins-

tein (2.2) com constante cosmológica e campo eletrostático e descreve geometria do espaço-

tempo de um objeto esférico eletricamente carregado. Tal objeto pode ser uma estrela, um
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buraco negro, etc (no caso de estrelas, a solução correspondèa regĩao exterior).

Seja ent̃ao a soluç̃ao RNAdS em coordenadas análogas̀as de Schwarzschild :

ds2 =� f (r)dt2+ f (r)�1dr2+ r2�dθ
2+sin2

θdφ
2� ; (2.14)

f (r) = 1� 2M
r

+ Q2

r2 + Λr2

3
; (2.15)

ondeM �Gm=c2 eQ2�Gq2=c4 sendoma massa da estrela,q sua carga elétrica,Λ a constante

cosmoĺogica.

Vemos imediatamente que a presença de carga elétrica na fonte contribui gravitacional-

mente e isso independe do sinal da carga elétrica. Este resultado, inesperado do ponto de vista

newtoniano, se deve ao fato de que, associado ao campo elétrico, temos uma certa quantidade

de energia, e, de acordo com a relatividade geral, toda forma de energia atua como fonte do

campo gravitacional.

Em relaç̃ao às suas simetrias, vemos que a métrica (2.14)é estaciońaria, portanto h́a um

vetor de Killing,ξ , de componentes(1;0;0;0) e tamb́em invariante sob rotações em relaç̃ao ao

eixo-z, portanto h́a um vetor de Killing,η , de componentes(0;0;0;1).
Embora estejamos interessados somente na influência gravitacional da carga elétrica,é im-

portante observar que espaço-tempo de RNAdSé tamb́em caracterizado por um quadri-vetor

potencial eletromagńeticoA, de componentes

(A)µ = (�Q=r;0;0;0): (2.16)

Podemos então obter o tensor de Maxwell(Fµν), o qual tem as seguintes componentes

não-nulas:

Frt =�Ftr = Q=r2: (2.17)

Logo, um observador em repouso em relaçãoà fonte sente a presença de um campo elétrico,

de componentes (E)a = (Frt ;Fθ t=r;Fφ t=r sinθ) = (Q=r2;0;0): (2.18)

2.4.4 A métrica de Kerr

A soluç̃ao que descreve um buraco negro em rotação foi obtida inicialmente por Roy Kerr

em 1963 (KERR, 1963). Esta soluç̃ao é caracterizada por dois parâmetros, a massaM e o



22

momento angularJ, cuja ḿetricaé dada por

ds2 = gttdt2+2gtφ dtdφ +grr dr2+gθθ dθ
2+gφφ dφ

2; (2.19)

onde

gtt = �∆�a2sin2
θ

Σ

gtφ = �asin2
θ(r2+a2�∆)

Σ

grr = Σ
∆

(2.20)

gθθ = Σ

gφφ = (r2+a2)2�∆2sin2
θ

Σ
sin2

θ

a� J=M é o chamado parâmetro de Kerr e, por conveniência, introduzimos as funçõesΣ e

∆ definidas respectivamente por

Σ = r2+a2cos2θ ; (2.21)

∆ = r2+a2�2Mr : (2.22)

Considerando-se apenas o plano equatorial, os elementos (2.20) reduzem-se a

gtt = ��1� 2M
r

�
gtφ = �2aM

r

grr = r2

∆
(2.23)

gθθ = 0

gφφ = r2+a2+ 2Ma2

r

Vemos que a solução de Kerré estaciońaria e axialmente siḿetrica. A perda da simetria

esf́erica em relaç̃ao á soluç̃ao de Schwarzschild se deve ao fato de a rotação estabelecer uma

direç̃ao especial, ou seja, a direção do eixo de rotaç̃ao.

2.4.5 A soluç̃ao de Kerr-Newman (KN)

A métrica de Kerr-Newman pode-se ser obtida a partir da solução de Reissner-Nordström

atrav́es de uma transformação complexa de coordenadas (NEWMAN et al., 1965) eé a soluç̃ao
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mais geral representativa de buracos negros em espaços assintoticamente planos, dependendo

de tr̂es par̂ametros: a massa, carga elétrica e rotaç̃ao.

Embora a soluç̃ao KN ñao represente a região exterior̀a uma estrela eletricamente carregada

e em rotaç̃ao, podemos considerá-la como uma primeira aproximação no limite de grandes

dist̂ancias da fonte.

Esta soluç̃aoé da forma

ds2 = gttdt2+2gtφ dtdφ +grr dr2+gθθ dθ
2+gφφ dφ

2 ; (2.24)

com

gtt = �∆�a2sin2
θ

Σ

gtφ = �asin2
θ(r2+a2�∆)

Σ

grr = Σ
∆

(2.25)

gθθ = Σ

gφφ = (r2+a2)2�∆2sin2
θ

Σ
sin2

θ

e

Σ = r2+a2cos2θ (2.26)

∆ = r2+a2+Q2�2Mr (2.27)

Pode-se identificarM como a massa do objeto,Q a sua carga elétrica ea� J=M, o cha-

mado par̂ametro de Kerr, ondeJ é o momento angular do objeto. As coordenadas(t; r;θ ;φ)
são ańalogas as coordenadas de Schwarzschild e chamadas coordenadas de Boyer-Lindquist

(BOYER; LINDQUIST, 1967).

Tal como o espaço-tempo de RNAdS, o espaço-tempo de KNé especificado por um quadri-

vetor potencial eletromagnético:

(A)µ = �Qr
Σ

(1;0;0;asin2
θ): (2.28)

Assim, um observador que se encontra em repouso em relação à fonte, e distante desta,

observa tanto um campo elétrico, quanto um campo magnético (MISNER; THORNE; WHEELER,

1973), cujas componentes são dadas respectivamente por

(E)a = �
Frt ; Fθ t

r
; Fφ t

r sinθ

�= �
Q
r2 ;0;0� ; (2.29)
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onde ignoramos termos da ordem de(1=r)3, e

(B)a = �
Fθφ

r2sinθ
; Fφ r

r sinθ
; Frθ

r

�= �
2aQcosθ

r3 ; aQsinθ

r3 ;0� ; (2.30)

onde desprezamos termos da ordem de(1=r)4.

Vemos que a rotação do buraco negro origina um campo magnético. Podemos ainda iden-

tificar seu momento magnético:

m= aQ= Q
M

J: (2.31)



3 GEODÉSICAS, AVANÇO DO
PERIASTRO E DESVIO DA LUZ:
CASO ESTÁTICO

Neste caṕıtulo apresentamos o estudo das equações das geod́esias em geometrias estáticas

capazes de descrever a região exterior a objetos astrofı́sicos como estrelas e buracos negros sem

rotaç̃ao, mas que podem carregar carga elétrica (ou magńetica). Tais situaç̃oes s̃ao muito bem

caracterizadas pela geometria de Reissner-Nordström-anti de Sitter apresentada na seção 2.4.3,

sendo que a constante cosmológicaé mantida no problema por completeza e para possibilitar

comparaç̃ao com estudos anteriorres.

Para simplificar a apresentação, reescrevemos aqui tal métrica:

ds2 =� f (r)dt2+ f (r)�1dr2+ r2�dθ
2+sin2

θdφ
2� ; (3.1)

f (r) = 1� 2M
r

+ Q2

r2 + Λr2

3
: (3.2)

3.1 Equaç̃oes de movimento na ḿetrica RNAdS

Conforme discutido no capı́tulo precedente, as simetrias da métrica (2.14) implicam na

exist̂encia de quantidades conservadas no movimento e que estão relacionadas com os vetores

de Killing ξ e η de forma que , em tal caso, há duas constantes de movimento:

ξ �u = gµνξ
µuν = constante��E (3.3)

η �u = gµνη
µuν = constante� L : (3.4)

No caso do movimento de partı́culas materiais, ou seja, para geodésias tipo-tempo, a cons-

tanteE pode ser interpretada como a energia total por unidade de massa de repouso da partı́cula

que viaja sobre a geodésia em questão, relativamente a um observador estático localizado no
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infinito. Para as geodésias nulas, ou seja, para o movimento de fótons,E é interpretada de

forma quēhE é a energia do fóton. J́a a constanteL é interpretada como o momento angular por

unidade de massa de repouso no caso das geodésias tipo-tempo e comōhL sendo o momento

angular do f́oton no caso das geodésias nulas. Usando a métrica (3.1), obtemos assim duas

primeiras integrais na forma

ut =�E f(r)�1 ;
uφ = L

�
r2sin2

θ
��1 : (3.5)

Como mencionado anteriormente, outra primeira integralé fornecida pela condição de

normalizaç̃ao da quadrivelocidade, que no presente casoé

gµνuµuν = f (r)(ut)2+grr (ur)2+gθθ (uθ )2+gφφ (uφ )2

= f (r)(ut)2+ f (r)�1(ur)2+ r2(uθ )2+ r2sin2
θ(uφ )2 = κ : (3.6)

Consideremos o movimento somente no plano equatorial, dado pelas condições iniciais

θ = π=2 euθ = 0, e substituindo as equações (3.5) na equação (3.6), encontramos a equação

para a coordenada radial
1
2
(ur)2+Ve f f(r) = ε ; (3.7)

onde

Ve f f(r) = 1
2

�
f (r)�L2

r2 �κ

�+κ

� ; (3.8)

ε � E2+κ

2
: (3.9)

Vemos que a equação (3.7) tem a mesma forma da equação radial do caso newtoniano, com

a diferença de que o potencial efetivo,Ve f f(r), apresenta contribuições de natureza relativı́stica.

Para determinar aśorbitas, fazemos a substituição de varíaveisr !w= 1=r e, usando o fato

de que a geod́esicas está restrita ao planoθ = π=2 , tem-se que a solução pode ser representada

por uma funç̃aow= w(φ) a ser determinada. Assim, pela regra da cadeia, temos

ur =�uφ

w2

dw
dφ

=�L
dw
dφ

: (3.10)

onde usamos, da Eq. (3.5), a relaçãouφ = L=r2. A equaç̃ao (3.7) torna-se então

L2

2

�
dw
dφ

�2+Ve f f(w) = ε ; (3.11)
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comVe f f(w) dado por

Ve f f(w) = 1
2

��
1�2Mw+Q2w2+ Λ

3w2

�(L2w2�κ)+κ

� : (3.12)

Derivando em relaç̃ao aφ , chega-se na forma final da equação radial

d2w
dφ2 +w+ κM

L2 � κQ2

L2 w�3Mw2+2Q2w3+ κΛ
3L2

1
w3 = 0: (3.13)

O objetivo agoráe obter a funç̃ao w(φ) e, ent̃ao, encontrar o avanço do periastro e a de-

flexão da luz. Contudo, devido a complexidade da equação diferencial (3.13),́e praticamente

imposśıvel escrevermos sua solução geral na forma analı́tica e, portanto, somos forçados a bus-

car soluç̃oes aproximadas para cada caso de interesse.

3.2 O avanço do periastro

Para estudar o avanço do periastro, consideramos as geodésias tipo-tempo. Neste caso

κ =�1 e a equaç̃ao (3.13) torna-se

d2w
dφ2 +w� M

L2 + Q2

L2 w�3Mw2+2Q2w3� Λ
3L2

1
w3 = 0: (3.14)

Consideremos inicialmentéorbitas newtonianas, as quais são obtidas desprezando todos os

termos aĺem do terceiro na equação (3.13). Em tal caso, a solução correspondèas elipses

w0 = M
L2 [1+ecos(φ �φ0)] ; (3.15)

ondee e φ0 são constantes de integração e correspondem, respectivamente, a excentricidade

dasórbitas e a posiç̃ao angular inicial. Procuremos então por correç̃oes perturbativas, que cor-

respondem áorbitas quase-newtonianas, dadas em termos de potências dos parâmetrosM2=L2,

Q2=L2 e ΛL2 de modo que: a solução geralw(φ) possa ser escrita como uma série da forma

w= w0+w1+w2+ ::: ;
ondew0, w1 , w2, etc., s̃ao funç̃oes tais que

w0� w1� w2� :::
Assim, considerando apenas os termos de primeira ordem em todos os parâmetros e pe-

quenas excentricidades, ou seja, somente primeira ordem eme, temos que a equação que d́a a
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correç̃ao de primeira ordeḿe

d2w1

dφ2 +w1 = 3M3

L4 � Q2M
L4 + ΛL4

3M3 +�6M3

L4 � Q2M
L4 � ΛL4

M3

�
ecos(φ �φ0) : (3.16)

Para um grande número de revoluç̃oes a equaç̃ao (3.16) tem como solução

w1' M
L2

�
3M2

L2 � Q2

2L2 � ΛL6

2M4

�
φesin(φ �φ0) : (3.17)

Assim, com correç̃ao at́e primeira ordem, temos

w' w0+w1' M
L2 [1+e�cos(φ �φ0)]+ M

L2

�
3M2

L2 � Q2

2L2 � ΛL6

2M4

�
φesin(φ �φ0): (3.18)

Definindo

∆0� 3M2

L2 � Q2

2L2 � ΛL6

2M4 ; (3.19)

temos

w' M
L2 [1+ecos(φ �φ0)+∆0φesin(φ �φ0)] ; (3.20)

ou ainda

w' M
L2 [1+ecos(φ �φ0�∆0φ)] : (3.21)

Vemos quew é uma funç̃ao períodica, cujo peŕıodoé

2π

1�∆0
� 2π(1+∆0): (3.22)

Assim, o avanço do periastro por revolução orbitalé

δφ prec' 2π∆0 = 6πM2

L2

�
1� ΛL8

6M6

�� πQ2

L2 : (3.23)

Podemos ver que, com relação ao que se obtém no caso Schwarzschild-anti de Sitter (Apêndice

B), a carga eĺetrica contribui no sentido de diminuir o avanço do periastro.

3.3 Desvio da luz

No estudo do desvio da luz, consideramos as geodésias nulas,κ = 0 e a equaç̃ao (3.13)

torna-se
d2w
dφ2 +w�3Mw2+2Q2w3 = 0: (3.24)
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Na equaç̃ao (3.24) fica evidente que a constante cosmológica ñao influencia no movimento

da luz, de acordo então com o que havia anteriormente sido notado no caso Schwarzschild-anti

de Sitter (Ap̂endice B).

Consideremos inicialmente um feixe de luz que passa suficientemente longe da estrela, de

forma que ośultimos dois termos da equação (3.24) s̃ao apenas pequenas perturbações. Neste

caso temos

w0 = 1
b

cosφ ; (3.25)

ondeb é o par̂ametro de impacto e representa a menor distância que o feixe de luz atinge da

estrela durante o seu movimento em linha reta quando se desprezam os efeitos gravitacionais

(figura 3 ).

Figura 3: Par̂ametro de impacto

De maneira ańaloga ao caso do avanço do periastro, procuramos por correções perturbati-

vas, dadas agora por potências dos parâmetrosα �M=b e β �Q2=b2, de modo que a solução

w(φ) seja dada por

w= w0+αw1+α
2w2+βw3+β

2w4+αβw5+ : : : (3.26)

Substituindo a equação (3.26) na equação (3.24), vemos que as correções contendo termos

at́e a ordem deM2=b2 eQ2=b2 vêm das equaç̃oes

d2w1

dφ2 +w1 = 3
b

sin2
φ (3.27)

d2w2

dφ2 +w2 = 6w1sinφ +3w2
1(M�2

Q2

b
sinφ) (3.28)

d2w3

dφ2 +w3 = �2
b

sin3
φ : (3.29)
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As soluç̃oes paraw1 ew3 são

w1 = 1
2b

(3+cos2φ) (3.30)

w3 = 1
4b

�
3φ cosφ �2sinφ �sinφ cos2φ

� : (3.31)

Percebe-se queMw1 é da ordem deα e que(Q2=b)w1 é da ordem deβ . Portanto, ambos

não pertencem̀a equaç̃ao paraw2, que tem ent̃ao a soluç̃ao

w2 =� 3
16b

�
20φ cosφ �11sinφ +4sinφ cos2φ

� : (3.32)

Desta forma, a solução corrigida com termos da ordem deM2=b2 eQ2=b2 é

w' sinφ

b
+ M

2b2 (3+cos2φ)� 3M2

16b3

�
20φ cosφ �11sinφ +4sinφ cos2φ

�
+ Q2

4b3

�
3φ cosφ �2sinφ �sinφ cos2φ

� : (3.33)

Para obter o desvio da luz, seguimos o procedimento usual (D’INVERNO, 1992). Na figura

2 vemos que os valores deφ para os quaisw se anula s̃ao osângulos das assı́ntotas, que desig-

namos por�φ1 e π +φ2. Substituindo-se estes valores na equação (3.33) e expandindo-a para

pequenos valores deφ1 e φ2, obtemos o desvio da luz, queé, por definiç̃ao,φ1+φ2:

δφ ' 4M
b
� 3πQ2

4b2 + 15πM2

4b2 : (3.34)

Observa-se que a carga elétrica atua no sentido de diminuir também o desvio da luz em

relaç̃ao aos casos Schwarzschild e Schwarzschild-anti de Sitter (Apêndice B) e que a expressão

(3.34) se reduz̀a equivalente destes casos no limite em que a carga elétrica e a constante cos-

mológica respectivamente desaparecem.



4 GEODÉSICAS, AVANÇO DO
PERIASTRO E DESVIO DA LUZ:
CASO COM ROTAÇ ÃO

O estudo das geodésias da ḿetrica KN conforme apresentada na seção 2.4.5 em sua gene-

ralidadeé uma tarefa complexa e foge ao escopo do presente trabalho. Podemos, entretanto,

restringir o estudòas geod́esias do plano equatorial,θ = π=2. Neste caso, os elementos (2.25)

se reduzem a

gtt = ��1� 2M
r

+ Q2

r2

�
gtφ = ��2aM

r
� aQ2

r2

�
grr = r2

∆
(4.1)

gθθ = 0

gφφ = r2+a2+ 2Ma2

r
� a2Q2

r2

Esta ḿetrica, que representa o plano equatorial de um buraco negro carregado e em rotação,

é aceita tamb́em como uma aproximação para a geometria no exterior a uma estrela eletrica-

mente carregada e em rotação (no plano equatorial). Assim sendo, faremos uso dessa aproximação

para estimar o avanço do periastro e desvio da luz causados por objetos astrofı́sicos com tais

caracteŕısitcas, conforme descrevemos a seguir.

4.1 Equaç̃oes de movimento na ḿetrica de Kerr-Newman

A métrica de KN tem os mesmos tipos de vetores de Killingξ e η associados̀a métrica

de RNAdS, representando, respectivamente, as simetrias temporal e axial da mesma. Então, as
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quantidades conservadas neste caso são

E =�gµνξ
µuν =�gttu

t�gtφ uφ ; (4.2)

L = gµνη
µuν = gtφ ut +gφφ uφ ;

e t̂em a mesma interpretação f́ısica que no caso estático.

Das equaç̃oes (4.2), obtemos as primeiras integrais

ut = gtφ L+gφφ E

g2
tφ �gttgφφ

; (4.3)

uφ = gttL+gtφ E

gttgφφ �g2
tφ

; (4.4)

e o termo recorrenteg2
tφ �gttgφφ pode ser identificado como

g2
tφ �gttgφφ = �

2aM
r
� aQ2

r2

�2+�1� 2M
r
� Q2

r2

��
r2+a2� a2Q2

r2 + 2Ma2

r

�
(4.5)

= r2+a2+Q2�2Mr = ∆ :
A normalizaç̃ao da quadrivelocidade resulta também em uma primeira integral da equação

de movimento

uµuµ = gtt(ut)2+2gtφ utuφ +gφφ (uφ )2 = κ; (4.6)

onde, novamente,κ vale�c2 para geod́esias tipo-tempo e 0 para geodésias nulas.

Há ainda uma quarta constante do movimento (CARTER, 1968), entretanto, sua utilização

requer uma abordagem do tipo hamiltoniana, que nãoé necesśaria no presente estudo.

Substituindo as equações (4.3) e (4.4) na equação (4.6) e, aṕos um certo algebrismo, obte-

mos

grr (ur)2� 1
∆
�
L2gtt +E2gφφ +2LEgtφ

�= κ: (4.7)

Substituindo-se os valores degtt , gtφ , grr , gφφ e ∆ na equaç̃ao acima, ficamos com

(ur)2+ 2Mκ

r
+ (L�aE)2+2aE(L�aE)�κ(a2+Q2)

r2 � 2M(L�aE)2

r3

+Q2(L�aE)2

r4 = E2+κ: (4.8)

DefinindoZ� L�aE, que correspondèa componente axial efetiva do momento angular da
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part́ıcula de teste, ficamos com a equação

(ur)2+ 2Mκ

r
+ Z2+2aEZ�κ(a2+Q2)

r2 � 2MZ2

r3 + Q2Z2

r4 = E2+κ ; (4.9)

a qual pode ser escrita na forma

1
2
(ur)2+Ve f f(r) = ε; (4.10)

onde definimos

Ve f f(r) = 1
2

�
2Mκ

r
+ Z2+2aEZ�κ(a2+Q2)

r2 � 2MZ2

r3 + Q2Z2

r4

� ; (4.11)

ε = E2+κ

2
: (4.12)

Novamente, como no caso estático, vamos fazer a substituiçãor ! w= 1=r. Pela regra da

cadeia, temos que

ur =�uφ

w2

dw
dφ

=�r2
�

gttL+gtφ E

∆

�
dw
dφ

: (4.13)

Para explicitar estáultima relaç̃ao, temos de manipular o termo

X = r2
�

gttL+gtφ E

∆

� : (4.14)

Substituindo os coeficientesgtt egtφ da ḿetrica (4.1) e reagrupando os termos obemos

X = 1
∆
�
∆(L�aE)+ r2aE�a2(L�aE)�= 1

∆
(∆Z+ r2aE�a2Z)

= Z+ a
∆
(r2E�aZ): (4.15)

Al ém disso, definindo

P� r2E�aZ; (4.16)

obtemos

X = Z+ aP
∆

: (4.17)

Substituindo esse resultado na equação (4.10), vemos que a mesma pode então ser escrita

na forma
1
2

�
dw
dφ

�2�
Z+ aP

∆

�2+Ve f f(w) = ε; (4.18)

com

Ve f f(w) = 1
2

�
2Mκw+ �Z2+2aEZ�κ(a2+Q2)�w�2MZ2w3+Q2Z2w4	 : (4.19)
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Derivando ent̃ao a equaç̃ao (4.18) em relaç̃ao aφ , obtemos

d2w
dφ2

�
1+ aP

Z∆

�2+ dw
dφ

d
dφ

"
1
2

�
1+ aP

Z∆

�2
#+w

�
1+ 2aE

Z
� κ

Z2(a2+Q2)�
+κM

Z2 �3Mw2+2Q2w3 = 0; (4.20)

queé a equaç̃ao fundamental a ser resolvida para obtermos as curvas geodésicas da geometria

de Kerr-Newman. Como no caso estático, a fim de encontrarmos soluções na forma analı́tica,

faremos isso através de ḿetodos aproximativos.

4.2 O avanço do periastro

Para determinar o avanço do periastro, fazemosκ =�1, e a equaç̃ao (4.20) fica

d2w
dφ2

�
1+ aP

Z∆

�2+ dw
dφ

d
dφ

"
1
2

�
1+ aP

Z∆

�2
#+w

�
1+ 2aE

Z
+ 1

Z2(a2+Q2)�
�M

Z2 �3Mw2+2Q2w3 = 0: (4.21)

Para grandes valores der (pequenos dew), o termo(1+aP=Z∆)2 pode ser expandido em série

de pot̂encias dew na forma�
1+ aP

Z∆

�2 = A0+A1w+A2w2+O(w3) ; (4.22)

cujos os tr̂es primeiros coeficientes são dados por

A0 = �
1+ aE

Z

�2 ;
A1 = 4aEM

Z

�
1+ aE

Z

� ;
A2 = 2

�
1+ aE

Z

��
4aEM2

Z
� aE(a2+Q2)

Z

�+�2aEM
Z

�2 :
(4.23)

Considerando-ser2� (M2;Q2;a2) eZ2� (Q2;a2) ficamos com a equação

d2w
dφ2

"�
1+ aE

Z

�2+ 4aEM
Z

�
1+ aE

Z

�
w

#+�1+ a2+Q2

Z2 +2
aE
Z

�
w

+�dw
dφ

�2�2aEM
Z

�
1+ aE

Z

��� M
Z2 �3Mw2+2Q2w3 = 0: (4.24)

Vamos ent̃ao resolver a equação (4.24) por meio de duas abordagens que, embora seme-
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lhantes, diferem pelos tipos de aproximações feitas.

4.2.1 Primeira abordagem

Inicialmente, escrevemos a equação (4.24) na forma

d2w
dφ2

�
1+ aE

Z

�2+�1+ a2+Q2

Z2 + 2aE
Z

�
w= M

Z2 +3Mw2�2Q2w3

�d2w
dφ2

�
4aEM

Z

�
1+ aE

Z

�
w

���dw
dφ

�2�2aEM
Z

�
1+ aE

Z

�� : (4.25)

Procuramos então por uma soluç̃ao aproximada da forma(w' w0+w1) ondew0 é uma

primeira aproximaç̃ao e cont́em somente termos da ordem de(1=r) e w2 é uma correç̃ao da

ordem de(1=r2). Assim temos as equações paraw0

d2w0

dφ2

�
1+ aE

Z

�2+�1+ a2+Q2

Z2 + 2aE
Z

�
w0 = M

Z2 : (4.26)

Para diminuir o ńumero de termos nas equações, usaremos as definições dos coeficientes

A0 eA1 dadas em (4.23) e definimos ainda a constante

B� 1+ a2+Q2

Z2 + 2aE
Z

: (4.27)

Assim, a equaç̃ao (4.26) fica

A0
d2w0

dφ2 +Bw0 = M
Z2 ; (4.28)

cuja soluç̃aoé da forma

w0 = M
BZ2

�
1+ecos

r
B
A0

(φ �φ0)� : (4.29)

A equaç̃ao paraw1 resulta, ent̃ao,

A0
d2w1

dφ2 +Bw1 = 3mw2
0�A1w0

d2w0

dφ2 � A1

2

�
dw0

dφ

�2 ; (4.30)

Para pequenos valores dee, essa equação pode ser aproximada por

A0
d2w1

dφ2 +Bw1 = 3M3

B2Z4 +� M2

BZ4

�
6
B
+ A1

A0

��
ecos

r
B
A0

(φ �φ0) ; (4.31)
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a qual, para um grande número de revoluç̃oes orbitais, tem a solução

w1' M
BZ2

�
M

BZ2

�
3M
B

+ A1

A0

��
e

r
B
A0

φ cos

r
B
A0

(φ �φ0): (4.32)

Portanto, a soluç̃ao total aproximada para geodésias tipo-tempóe

w' M
BZ2

�
1+ecos

r
B
A0

(φ �φ0)�
+ M

BZ2

�
M

BZ2

�
3M
B

+ A1

A0

��
e

r
B
A0

φ cos

r
B
A0

(φ �φ0) ; (4.33)

ou ainda

w' M
BZ2

�
1+ecos

r
B
A0

(φ �∆0φ �φ0)� ; (4.34)

onde

∆0� M
BZ2

�
3M
B

+ A1

A0

� : (4.35)

Vemos quew é uma funç̃ao períodica de peŕıodo

2πq
B
A0

(1�∆0) '
2πq

B
A0

(1+∆0) ; (4.36)

de onde conclúımos que o avanço do periastro por revolução orbitalé

δφ ' 2π

0
@1+∆0q

B
A0

�1

1
A : (4.37)

A forma com que o avanço do periastroé apresentado na expressão (4.37) ñaoé apropriada

para a presente análise , mesmo quando os valores das constantes são substitúıdos na mesma.

Com a finalidade de comparar com os resultados conhecidos (Apêndice B) e comos dados de

observaç̃oes, fazemos todas as substituições necessárias e expandimos em potências de 1=Z.

Assim, obtemos

δφ ' π

Z2

�
6M2+a2E2�a2�Q2�+ 2π

Z3

�(a2+Q2�a2E2)aE�10M2aE
�

+O

�
1
Z

�4 : (4.38)
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4.2.2 Segunda abordagem

Podemos reescrever a equação (4.24) da seguinte maneira

d2w
dφ2 +w= M

Z2 +3Mw2�2Q2w3� d2w
dφ2

�
2aE
Z

+ a2E2

Z2 + 4aEM
Z

�
1+ aE

Z

�
w

�
��a2+Q2

Z2 + 2aE
Z

�
w��dw

dφ

�2�2aEM
Z

�
1+ aE

Z

�� : (4.39)

Procuramos agora por uma solução aproximada da formaw ' w0 +w1 ondew0 é uma

primeira aproximaç̃ao e corresponde ao limite quase newtoniano ew1 é a correç̃ao que se obtém

considerando-se que termos como(M=Z)2, (Q=Z)2, (a=Z)2 são apenas perturbações, sendo

suas pôencias e produtos considerados como pertencendoà ordens superiores e ignorados.

Assim, temos a seguinte equação paraw0

d2w0

dφ2 +w0 = M
Z2 ; (4.40)

cuja soluç̃ao j́a nosé familiar

w0 = M
Z2 [1+ecos(φ �φ0)] : (4.41)

Por outro lado, a correçãow1 satisfaz a equação

d2w1

dφ2 +w1 = 3Mw2
0� d2w1

dφ2

�
aE
Z

+ a2E2

Z2 + 4aEM
Z

w0

��w0

�
a2+Q2

Z2 + 2aE
Z

� ; (4.42)

que, resolvendo para pequenas excentricidades e muitas revoluções, nos d́a

w1' M
Z2

�
1
Z2

�
3M2+a2E2� a2

2
� Q2

2

�+ 2aEM2

Z3

� : (4.43)

Dessa forma, a solução completa em primeira aproximação nas pot̂enciasde 1=z2 é

w' M
Z2 [1+ecos(φ �∆0φ �φ0)] ; (4.44)

onde definimos

∆0 = 1
Z2

�
3M2+ a2E2

2
� a2

2
� Q2

2

�+ 2aEM2

Z3 : (4.45)

Neste caso temos que o avanço do periastroé dado por

δφ ' π

Z2

�
6M2+a2E2�a2�Q2�+ 4πaEM2

Z3 : (4.46)
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Vemos que os resultados obtidos, (4.38) e (4.46) diferem apenas por termos da ordem

de (1=Z)3 e, possivelmente, em relação aos de ordens maiores, o queé consistente com as

aproximaç̃oes feitas. Em ambos os casos, em aproximações at́e a ordem de(1=r)2 e 1=Z2, a

carga eĺetrica atua no sentido de diminuir o avanço do periastro em relação ao que se obtém no

caso de Kerr (Ap̂endice B).

Vemos tamb́em que, diferentemente do caso estático, a energia da partı́cula aparece expli-

citamente na expressão para o avanço do periastro, e que o avanço do periastroé incrementado

sea e Z têm a mesma direção (sinais iguais) maśe diminúıdo sea e Z têm direç̃oes opostas

(sinais distintos).

Embora seja este esteúltimo resultado da Eq. (4.46) o que corresponda ao obtido ante-

riormente no limite em que a carga elétrica se anula,́e o resultado (4.37) que, pelo menos a

prinćıpio, parece ser de maior interesse do ponto de vista astrofı́sico, j́a que para obtê-lo ñao

consideramosa priori que a rotaç̃ao seja apenas uma pequena perturbação do caso estático.

4.3 Desvio da luz

Para obter o desvio da luz, fazemosκ = 0 na equaç̃ao (4.18), que então se reduz a:

d2w
dφ2

�
1+ aP

Z∆

�2+ dw
dφ

d
dφ

"
1
2

�
1+ aP

Z∆

�2
#+w

�
1+ 2aE

Z

�
�3Mw2+2Q2w3 = 0: (4.47)

Fazendo uma análise das equações (4.21) a (4.24), vemos que a carga elétrica śo aparece

em termos da ordem de(1=r)3 e maiores na equação (4.47). Tentar obter o desvio da luz

usando o mesmo procedimento da subseção (4.2.1) implica em obtermos a correção para a

ordem de(1=r)3 e isto leva a um demasiado número de termos a serem manipulados. Vamos

ent̃ao obter o desvio da luz no plano equatorial do espaço tempo de Kerr-Newman através do

mesmo procedimento descrito na subseção (4.2.2).

Iniciamos reescrevendo a equação (4.47) na forma

d2w
dφ2 +w= 3Mw2�2Q2w3� d2w

dφ2

�
2aE
Z

+ a2E2

Z2 + 4aEM
Z

�
1+ aE

Z

�
w

�
�2aE

Z
w��dw

dφ

�2�2aEM
Z

�
1+ aE

Z

�� ; (4.48)

onde usamos novamente a expansão (4.22), com os coeficientes dados em (4.23).
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Em pontos muitos distantes, onde os efeitos da gravitação s̃ao t̃ao pequenos que se pode

despreźa-los, a equaç̃ao (4.48) torna-se

d2w0

dφ2 +w0 = 0; (4.49)

com soluç̃ao

w0 = 1
b

sinφ : (4.50)

A constante de integração b tem a mesma interpretação que no caso estático, sendo o

par̂ametro de impacto.

Procuramos então por uma soluç̃ao aproximada da formaw'w0+w1 ondew1 é a correç̃ao

que se obt́em considerando-se que termos como(M=Z)2, (Q=Z)2, (a=Z)2 são pequenas perturbações.

Com isso, a equação paraw1 seŕa

d2w1

dφ2 +w1 = 3Mw2
0� d2w1

dφ2

�
aE
Z

+ a2E2

Z2 + 4aEM
Z

w0

��w0

�
2aE
Z

� ; (4.51)

cuja soluç̃aoé

w1= 1
b

��a2E2

Z2 φ cosφ

�+ M
b2

��
1+ 2aE

Z

�
cos2φ +1

�
+ Q2

4b3

�
3φ cosφ �sinφ cos2φ �2sinφ

� : (4.52)

Assim ficamos com

w' 1
b

�
sinφ � a2E2

Z2 φ cosφ

�+ M
b2

��
1+ 2aE

Z

�
cos2φ +1

�
+ Q2

4b3

�
3φ cosφ �sinφ cos2φ �2sinφ

� : (4.53)

Com isso, podemos obter o desvio da luz utilizando o mesmo procedimento que no caso

est́atico:

δφ ' 1
b(a2E2�2Z2)

�
4MZ(aE+Z)+πa2E2+ 4MZ

b
(Z+aE)� 3πQ2Z2

b2

� : (4.54)

Expandindo a expressão (4.54) em potências de 1=b e dezprezando termos da ordem de(a=Z)2, obtemos

δφ ' 4M
b

�
1+ aE

Z

�� 3πQ2

4b2 : (4.55)

Novamente, como no caso estático, vemos que a carga elétrica atua no sentido de diminuir

a deflex̃ao da luz em relaç̃ao ao que se obtém no caso sem carga elétrica (Ap̂endice B).
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Vemos tamb́em na expressão (4.55) que, como no caso do avanço do periélio, o desvio da

luz é aumentado sea e Z têm a mesma direção maśe diminúıdo sea e Z têm direç̃oes opostas

que e h́a a presença de um termo contendo a energiaE.



5 ÚLTIMAS CONSIDERAÇ ÕES

O principal objetivo deste trabalho foi o de se utilizar a descrição relativ́ıstica da gravitaç̃ao

no estudo do avanço do periastro e da deflexão da luz como forma de um exercı́cio introdut́orio

aos fundamentos da relatividade geral.

A escolha dos espaços-tempos de Kerr-Newman e de Reissner-Nordström-anti de Sitter

deveu-se ao fato de os resultados obtidos nestes casos não serem amplamente difundidos como,

por exemplo, os resultados obtidos nos casos Schwarzschild e Schwarzschild-anti de Sitter (lis-

tados no Ap̂endice B) sendo que, inclusive, não foi posśıvel encontrar na literatura resultados

do caso KN para que pudessem ser comparados com os obtidos no presente estudo.

Comparando os presentes resultados (capı́tulos 3 e 4) com os resultados encontrados na

literatura tratando do avanço do periastro (CHALIASOS, 2001)1 e da deflex̃ao da luz (GERGELY;

BARBARA, 2006)2 no espaço-tempo de Reissner-Nordström, vemos que estes estão em plena

concord̂ancia.

Ambos os resultados chamam a atenção pelo fato de a carga elétrica contribuir no sentido

negativo, ou seja, no sentido de diminuir tanto o avanço do periastro, quanto a deflexão da luz e

ambos sugerem que podem haver condições em que estes se anulem.

Utilizando o resultados conhecidos sobre observações do avanço do periélio de Merćurio

e da deflex̃ao de raios de luz no campo gravitacional do Sol, podemos utilizar as equações

(3.23) e (3.34) para obter um valor máximo que a carga elétrica do Sol poderia assumir sem

modificar consideravelmente a trajetória das partı́culas de teste. Se desprezarmos a constante

cosmoĺogica, chegamos a conclusão de que a carga elétrica do Sol deve ser da ordem de 1021C

para exercer efeito comparável com as incertezas nos dados observacionais sobre avanço do

períelio e desvio da luz pelo Sol. De fato, não h́a ind́ıcios sequer de que esta atinja valores tão

elevados..
1Este artigo trata do avanço do periastro de partı́culas carregadas e utiliza outro procedimento para obter-se a

soluç̃ao das equaç̃oes.
2Embora este artigo trate de lentes gravitacionais em mundos-brana, tanto as equações, quanto o procedimento

usado para solucioná-las s̃ao os mesmos que o equivalente caso em relatividade geral.
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Por fim, e talvez o mais interessante neste estudo seja a perspectiva de aplicação dos resulta-

dos aqui obtidos no estudo do campo gravitacional das chamadas magnetars, que são estrelas de

nêutrons cuja emissão e evoluç̃ao s̃ao dominadas por seus intensos campos magnéticos (HEYL,

2005) e de relevante interesse astrofı́sico. Neste caso, a geometriaé determinada por um intenso

campo magńetico, diferentemente das estrelas carregadas. Entretanto, poderı́amos associar ter-

mos do tipo< Qa> com o momento magnético da magnetar, utilizando assim a geometria

de Kerr-Newman como uma primeira aproximação ao campo gravitacional de tais estrelas e

estimar os efeitos desses campos magnéticos intensos no movimento de objetos próximos.



APÊNDICE A -- UNIDADES E DIMENS ÕES

Em relatividade geraĺe comum o uso de um sistema de unidades geometrizadas, o qualé

definido de forma que a constante de gravitação universalG, e a velocidade da luz,c, s̃ao postas

iguais a um:

G= c= 1:
Neste sistema de unidades, grandezas que eram previamente medidas em unidades de com-

primento, massa e tempo passam a ser todas medidas em potências de unidades de compri-

mento. A tabela 2 mostra alguns fatores de conversão mais usuais entre os sistemas Internacio-

nal de unidades e o de unidades geometrizadas

Tabela 2: Unidades geometrizadas
Grandeza Śımbolo Unidade Conversão

geometrizada
Massa M L GM=c2

Comprimento L L 1
Tempo t L ct
Energia E L GE=c4

Carga eĺetrica q L (G=4πε0)1=2=c2

Momento linear p L Gp=c3

Momento angular J L2 GJ=c3

Momento angular l L l =c
por unidade de massa
Energia de umáorbita ε adimensional ε=c2

por unidade de massa

No caso especı́fico da carga elétrica, podemos definir genericamente o fator de conversão

de qualquer sistema de unidades para o de unidades geometrizadas

1
c2

p
GkC;

ondekC é a constante da lei de força de Coulomb eé dependente do sistema de unidades.
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Este sistema de unidades geometrizadas pode ainda ser expandido, se igualarmosà unidade

tamb́em a constante de Boltzmann,k.

A tı́tulo de curiosidade, a tabela 3 contém algumas constantes dadas nos sistemas cgs/SI e

de unidades geometrizadas.

Tabela 3: Alguns valores nuḿericos comparativos
Grandeza cgs/SI Geom.
Massa do Sol 1:989�1033g 1:475km
Massa da Terra 5:977�1027g 0:443cm
Massa da Lua 7:35�1025g 5:45�10�3cm



APÊNDICE B -- RESULTADOS ANTERIORES

Este ap̂endice trata dos resultados obtidos para o avanço do periastro e deflexão da luz nos

espaços-tempos de Schwarzschild-anti de Sitter e de Kerr.

B.1 Resultados para o caso Schwarzschild-anti de Sitter

Da métrica (2.12) obt́em-se as equações para o movimento de partı́culas de teste

d2w
dφ2 +w= M

L2 +3mw2+ Λ
3L2w3 ; (B.1)

e de raios de luz
d2w
dφ2 +w= 3mw2: (B.2)

Como notado inicialmente por Islam (ISLAM , 1983 apudFREIRE; BEZERRA; LIMA, 2001),

a constante cosmológica ñao exerce inflûencia no movimento de raios de luz.

Das equaç̃oes (B.1) e (B.2), Islam obteve expressões para o avanço do periastro por revolução

orbital e para o desvio da luz:

δφ prec= 6πM2

L2

�
1� ΛL8

6M6

� ; (B.3)

e

δφ = 4M
b
; (B.4)

respectivamente.



46

B.2 Resultados para o caso Kerr

A partir da ḿetrica (2.23) podemos obter as equações para o movimento de partı́culas de

teste e de raios de luz:

d2w
dφ2

�
1+ aP

Z∆

�2+ dw
dφ

d
dφ

"
1
2

�
1+ aP

Z∆

�2
#+w

�
1+ 2aE

Z
+ a2

Z2

�
�M

Z2 �3Mw2 = 0: (B.5)

d2w
dφ2

�
1+ aP

Z∆

�2+ dw
dφ

d
dφ

"
1
2

�
1+ aP

Z∆

�2
#+w

�
1+ 2aE

Z

�
�3Mw2 = 0: (B.6)

Seguindo ent̃ao as mesmas aproximações que Krori & Barua (KRORI; BARUA, 1986) obte-

mos o avanço do periastro por revolução orbital e o desvio da luz:

δφ prec= 6πM2

Z2

�
1+ 2a

3Z
E

� ; (B.7)

δφ = 4M
b

�
1+ a

Z
E
� : (B.8)

Tanto o avanço do periastro, quanto o desvio da luz são aumentados sea e Z têm a mesma

direç̃ao mas s̃ao diminúıdos sea e Z têm direç̃oes opostas. Outro fato a ser notadoé que a

constanteE aparece explicitamente nas expressões (B.7) e (B.8).
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