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RESUMO

UM CONTROLADOR ÓTIMO ROBUSTO
APLICADO A INVERSORES CONECTADOS À

REDE

Autor: Claudio Luiz do Amaral Santini
Orientador: Vinícius Foletto Montagner

Esta tese trata de um controle ótimo robusto obtido por meio de desigualdades matriciais
lineares aplicado a inversores conectados à rede por meio de filtros LCL. Primeiramente,
a planta é modelada no espaço de estados, e a incerteza na indutância de rede é levada
em conta, conduzindo a um modelo politópico da planta. Este modelo é validado por
simulações. Após, o atraso da implementação da lei de controle em processador digital de
sinais é incluído. Finalmente, controladores ressonantes no espaço de estados são inseri-
dos, gerando um modelo aumentado conveniente para projeto de realimentação de estados
para o controle da corrente injetada na rede. Na sequência, são apresentadas condições
baseadas em desigualdades matriciais lineares para análise de estabilidade e para projeto
de controladores por realimentação de estados. Estas condições são especializadas para
computar um controlador ótimo robusto do tipo regulador linear quadrático discreto,
sendo a principal contribuição desta tese, no tema controle aplicado. Resultados de si-
mulação no domínio do tempo e no domínio da frequência são mostrados, confirmando
a capacidade de rastreamento de referência de corrente injetada na rede, rejeição de dis-
túrbios com harmônicas, com resultados transitórios e resultados em regime permanente
satisfatórios. Resultados experimentais em um protótipo de inversor conectado à rede
confirmam a viabilidade prática da técnica de controle para esta aplicação, com correntes
injetadas na rede apresentando distorção harmônica total e conteúdo harmônico dentro
dos limites prescritos pela norma IEEE 1547.

Palavras-chave: Controle robusto, Inversores conectados à rede, Filtros LCL, Desigual-
dades matriciais lineares



ABSTRACT

A ROBUST OPTIMAL CONTROLLER APPLIED
TO GRID-CONNECTED INVERTERS

Author: Claudio Luiz do Amaral Santini
Advisor: Vinícius Foletto Montagner

This thesis deals with a robust optimum control obtained through linear matrix inequa-
lities applied to inverters connected to the grid through LCL filters. First, the plant
is modeled in the state space, and the uncertainty in the grid inductance is taken into
account, leading to a polytopic model of the plant. This model is validated by simula-
tions. After, the delay of implementation of the control law in digital signal processor is
included. Finally, resonant controllers in state space are inserted, generating a suitable
model for state feedback design to control the current injected into the grid. Then, one
presents conditions based on linear matrix inequalities for stability analysis and for design
of state feedback controllers. These conditions are specialized to compute a robust opti-
mal controller of the discrete quadratic linear regulator type, being the main contribution
of this thesis in the applied control theme. Simulation results in the time domain and
the frequency domain are shown, confirming the reference tracing of injected current in
the grid, rejection of disturbances with harmonics, with transient results and satisfactory
continuous regime results. Experimental results in a grid-connected inverter prototype
confirm the practical viability of the control technique for this application, with currents
injected into the grid presenting total harmonic distortion and harmonic content within
the limits prescribed by the IEEE 1547.

Keywords: Robust control, Grid-connected inverters, LCL filters, Linear matrix inequa-
lities
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1 INTRODUÇÃO

Nos últimos anos, tem havido uma crescente demanda no mundo por fontes de
energia renováveis, tanto pelo aumento do consumo mundial de energia quanto pela ne-
cessidade de redução do impacto ambiental na geração de energia elétrica. Por exemplo,
a União Europeia estabeleceu como meta 20% da energia gerada a partir de fontes re-
nováveis até 2020 e os Estados Unidos estabeleceram como meta 25% da energia gerada
até 2025 a partir de fontes renováveis. Neste contexto, os conversores conectados à rede
são um elemento chave para a interconexão flexível e eficiente de fontes de geração dis-
tribuída com a rede elétrica. Assim como a máquina síncrona tem um papel central no
sistema de potência centralizado, o conversor conectado à rede tem papel fundamental em
sistemas baseados em tecnologias de rede inteligente. Enquanto o campo eletromagnético
tem papel central nas máquinas síncronas, o conversor conectado à rede é baseado em
semicondutores e em um filtro com elementos reativos. Problemas como sincronismo da
tensão do conversor com a tensão da rede, limitação das harmônicas de corrente injetadas
pelo conversor na rede, estabilidade, entre outros, são fundamentais na conexão de con-
versores com a rede [Teodorescu, Liserre e Rodríguez 2011], [Mohan, Undeland e Robbins
2003], [Carrasco et al. 2006], [IEEE 2011].

No que diz respeito ao filtro de saída de conversores conectados à rede, um dos
papéis deste estágio é atenuar as harmônicas da tensão modulada em largura de pulso (do
inglês, Pulse-width Modulated – PWM) produzida pelo inversor, de modo que as correntes
injetadas pelo conversor na rede respeitem limites de distorção harmônica total (do inglês,
Total Harmonic Distortion – THD) e de harmônicas individuais, conforme previsto em
normas pertinentes, evitando prejuízo de cargas ou equipamentos sensíveis e reduzindo as
perdas [Teodorescu, Liserre e Rodríguez 2011], [IEEE 2011]. Tipicamente, estas normas
são bastante rigorosas para os limites de harmônicas individuais e uma solução em termos
de interfaceamento de inversores com a rede é o filtro passa-baixas do tipo LCL, devido a
sua capacidade de atenuação de 60 dB por década [Ogata 2002]. Entretanto, filtros LCL
apresentam uma ressonância que pode levar a um desempenho insatisfatório ou mesmo
à instabilidade no controle da corrente injetada na rede. Um amortecimento exagerado
desta ressonância pode levar a perdas desnecessárias. Um amortecimento apropriado pode
ser obtido modificando a estrutura do filtro, incluindo elementos passivos. A introdução
de um resistor em série com o capacitor de filtro ou em paralelo com o indutor do lado
da rede pode trazer os dois polos marginalmente estáveis do filtro LCL de volta para a
região de estabilidade [Teodorescu, Liserre e Rodríguez 2011], [Bina e Pashajavid 2009],
[Peña-Alzola et al. 2013], [Wu et al. 2013], [Mukherjee e De 2013], [Tang et al. 2012].
Entretanto, estratégias de amortecimento passivo causam queda na eficiência geral do
sistema devido às perdas associadas ao filtro. Adicionalmente, o amortecimento passivo
reduz a efetividade do filtro, uma vez que é difícil inserir amortecimento de um modo
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seletivo nas frequências em que o sistema apresenta ressonância.
Uma alternativa é utilizar técnicas de amortecimento ativo, projetando adequada-

mente um controlador para o conversor de forma a atenuar o pico de ressonância. Méto-
dos de amortecimento ativo são mais seletivos em sua ação e não produzem perdas, mas
também são mais sensíveis a incertezas paramétricas [Teodorescu, Liserre e Rodríguez
2011], [Park et al. 2008], [Figueres et al. 2009], [Bolsens et al. 2006]. Os métodos de
amortecimento ativo podem ser classificados em duas grandes classes: métodos multi-
malhas e métodos baseados em filtros. No primeiro caso, a estabilidade é garantida por
meio do controle de mais variáveis de estado que são medidas ou estimadas. Neste caso,
em vez de uma única malha de corrente, são usadas duas ou três malhas de controle. En-
tre as variáveis controladas, inclui-se a tensão do capacitor. Um exemplo simples é o uso
do chamado método do resistor virtual, em que a corrente do capacitor é realimentada na
malha de controle multiplicada por um ganho, emulando a presença de um resistor real
conectado ao filtro LCL. A segunda classe de métodos de amortecimento ativo é baseada
no uso de um controlador de mais alta ordem para regular não somente a dinâmica de
baixa frequência, mas também para atenuar as altas frequências. [Teodorescu, Liserre e
Rodríguez 2011], [Wu e Lehn 2006], [Peña-Alzola et al. 2014], [Xu, Xie e Tang 2014].

O controle da corrente injetada na rede é ponto fundamental para conversores
conectados à rede, pois permite controlar a troca de potência ativa e reativa com a rede,
e manter a corrente injetada na rede dentro dos limites prescritos por normas pertinentes
[Teodorescu, Liserre e Rodríguez 2011], [IEEE 2011], [Parker, McGrath e Holmes 2014].
Os requisitos das normas de conexão à rede tem o objetivo de preservar a forma de onda
da tensão da rede em termos de amplitude, frequência e fase. As principais perturbações
da forma de onda da tensão da rede ocorrem devido a transitórios e devido a flutuações
de potência. Entretanto, a qualidade da corrente é também um ponto de preocupação no
sentido que o conversor conectado à rede também é responsável pela conformidade com
recomendações de normas sobre qualidade de energia. Por exemplo, a corrente injetada
na rede não deve exibir THD maior do que 5%.

Entre os mais importantes controladores lineares de corrente para conversores
conectados à rede estão os controladores do tipo proporcional-integral (PI), proporcional-
ressonante (PR) e os controladores por realimentação de estados. [Teodorescu, Liserre e
Rodríguez 2011], [Julean 2009]. Para aplicar controladores PIs sob referências senoidais
e distúrbios harmônicos, o controlador PI é implementado em coordenadas dq, em um
referencial rotativo com velocidade angular 2πf , em que f é a frequência da rede. A
vantagem desta abordagem é que os controladores PIs largamente estudados podem ser
diretamente utilizados, uma vez que as referências se tornam constantes. [Timbus et al.
2009], [Buso e Mattavelli 2006], [Dannehl et al. 2010], [Dannehl, Fuchs e Thøgersen
2010], [Dannehl, Wessels e Fuchs 2009]. Por outro lado, é possível evitar o uso de trans-
formações de coordenadas referentes ao controlador dq por meio do uso de um controlador
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baseado no princípio do modelo interno [Francis 1987]. Este princípio estabelece que é
suficiente incluir no controlador o modelo do distúrbio ou da referência para assegurar
uma rejeição do distúrbio e o rastreamento da referência. Neste sentido, é adequado o uso
de controladores PRs, sintonizados na frequência que se deseja rastrear e nas harmôni-
cas que se deseja rejeitar. É comum utilizar controladores ressonantes sintonizados na
fundamental, terceira, quinta e sétima harmônicas, por serem as mais relevantes em um
típico espectro de correntes [Zmood e Holmes 2003], [Teodorescu et al. 2006], [Castilla et
al. 2008], [Liserre, Teodorescu e Blaabjerg 2006], [Pereira et al. 2014], [Teodorescu et al.
2006], [Liserre, Teodorescu e Blaabjerg 2006].

Supondo que as variáveis de estado do filtro estejam disponíveis, estratégias por
realimentação de estados podem prover o amortecimento da ressonância do filtro LCL em
aplicações de conversores conectados à rede. Neste contexto, podem ser utilizadas técnicas
de controle moderno, com alocação de polos e otimização de desempenho [Ogata 2002],
[Dorf e Bishop 2008], [Dorato, Abdallah e Cerone 1995], [Zhou, Doyle e Glover 1996]. Nas
últimas décadas, uma ferramenta importante para análise de estabilidade e desempenho
de sistemas lineares, e para síntese de controladores por realimentação de estados, têm sido
as desigualdades matriciais lineares (do inglês, Linear Matrix Inequalities – LMIs) [Boyd
et al. 1994] [Gahinet et al. 1995]. LMIs permitem, com alta eficiência computacional,
analisar a estabilidade e o desempenho, e também sintetizar controladores para sistemas
sujeitos a parâmetros incertos e a distúrbios [Ackermann 1993], [EL GHAOUI e Niculescu
2000]. Por exemplo, LMIs foram utilizadas para alocação robusta de polos em regiões
de interesse, como círculos no plano complexo, por meio de realimentação de estados,
em [Garcia e Bernussou 1995], [Chilali e Gahinet 1996], [Chilali, Gahinet e Apkarian
1999]. Controladores que realizam rejeição ótima de distúrbios, como os controladores
H2 e H∞ [Peres, Geromel e Souza 1993], [Peres, Geromel e Souza 1994] [Geromel, Peres
e Souza 1994], [Geromel, Peres e Souza 1995] também são úteis para sistemas em geral
e para tratar parâmetros variantes no tempo [Daafouz e Bernussou 2001], [Montagner,
Leite e Peres 2003], encontrando aplicação no controle de conversores de potência.

No contexto de aplicação de LMIs para fontes ininterruptas de energia, em [Pereira
et al. 2014] e [Ribas et al. 2014], são projetados controladores H∞ no domínio do tempo
contínuo e discreto, respectivamente, respeitando limites de THD prescritos em normas
pertinentes para esta aplicação. Em [Montagner, Leite e Peres 2004], uma alocação de
polos baseada em um controlador por realimentação de estados com ganhos chaveados é
proposta para aplicações em fontes ininterruptas de energia. Em [Ribas et al. 2012], uma
fonte de potência CA, capaz de gerar fundamental e harmônicas de tensão, é projetada e
implementada baseada no regulador linear quadrático (do inglês, Linear Quadratic Regu-
lator – LQR). Em [Montagner e Ribas 2009] e [Montagner e Ribas 2009], realimentação
de estados baseadas nos controladores H∞ e LQR são comparadas, utilizando contro-
ladores ressonantes, para aplicação no rastreamento de referências senoidais e rejeição de
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distúrbios com harmônicas.
Muitas aplicações de LMIs no controle de conversores CC-CC também foram de-

senvolvidas. Por exemplo, em [Olalla et al. 2009], LMIs foram utilizadas para prover um
controlador LQR robusto a incertezas paramétricas em conversores CC-CC, com abor-
dagem no domínio do tempo contínuo e implementação analógica dos controladores. Uma
aplicação ao conversor CC-CC boost foi dada em [Maccari Jr. et al. 2012], utilizando
LMIs para prover um controlador ótimo H2, robusto a variações paramétricas da planta.
Um controlador H∞ baseado em LMIs é utilizado para um conversor CC-CC buck, com
limitação da ação de controle, em [Olalla et al. 2010], também com implementação no
tempo contínuo. Em [Maccari Jr., Montagner e Ferreira 2013] e [Maccari Jr. et al. 2015],
um controlador LQR é sintonizado com o auxílio de alocação de polos e de uma limi-
tação da norma H∞, para um conversor CC-CC buck, dedicado a compensar flutuações
da tensão de bateria e variações de carga em um protótipo de um veículo elétrico, com
implementação prática com controlador analógico.

Controladores LQR discretos (chamados DLQRs) foram projetados ou analisados
por meio de LMIs e implementados na prática para conversores CC-CC boost em [Dupont
et al. 2013], [Montagner et al. 2011], [Montagner et al. 2011], com sintonia do DLQR
auxiliada por algoritmos genéticos [Haupt e Haupt 2004], utilizando na função objetivo
do algoritmo genético métricas dependentes da qualidade da forma de onda da tensão de
saída e de limites para o sinal de controle. Em particular, em [Dupont et al. 2013] é
comparado o desempenho do sistema controlado por um único DLQR ou controlado por
vários DLQRs, comutando entre estes controladores ou combinando estes controladores
por lógica fuzzy [Tanaka e Wang 2001], para possibilitar operação de um conversor boost
em larga faixa de carga, com estabilidade do sistema em malha fechada comprovada
por meio de funções de Lyapunov obtidas por meio de LMIs. A estabilidade robusta
por meio de LMIs também foi investigada para aplicações em conversores de potência
em [Montagner et al. 2015], ilustrando que análises de estabilidade feitas por discretização
dos parâmetros do conversor são dependentes do passo de discretização e são apenas
condições necessárias para a estabilidade no caso de parâmetros do conversor variantes no
tempo. Por outro lado, análises baseadas em funções de Lyapunov quadráticas, obtidas
de forma eficiente por meio de LMIs, são suficientes para afirmar sobre a estabilidade de
conversores com parâmetros variantes no tempo.

No contexto de aplicações conversores conectados à rede, um modelo da incerteza
paramétrica na rede pode ser obtido pela representação politópica da planta, como de-
talhado em [Montagner et al. 2015]. No trabalho [Gabe, Montagner e Pinheiro 2009], foi
comprovada a viabilidade prática da implementação de controladores por realimentação
parcial de estados projetados por meio de LMIs para o amortecimento da ressonância
do filtro LCL, com robustez a incertezas na indutância de rede. Neste trabalho, os con-
troladores ressonantes foram obtidos a posteriori, utilizando uma técnica no domínio da
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frequência. Em [Maccari Jr. et al. 2014], controladores por realimentação total de estados
foram obtidos por meio de LMIs, permitindo incluir no projeto no espaço de estados a
realimentação dos estados internos de controladores ressonantes de dimensões arbitrárias.
Em [Montagner et al. 2015], foi explorada uma realimentação parcial dos estados da
planta, o que leva à redução de um sensor de corrente na implementação, com ganhos dos
ressonantes de dimensão arbitrária também incluídos na formulação do problema. Contro-
ladores H∞ foram investigados para aplicações a conversores com filtros LCL em [Maccari
Jr. et al. 2012], com resultados experimentais viáveis com a saída do sistema em curto, e
com alguns resultados viáveis em simulações do conversor contra a rede [Koch et al. 2016].
Entretanto, controladores H∞ em geral fornecem altos ganhos, o que torna desafiadora
a implementação prática dos mesmos em conversores de potência, e mais pesquisas vêm
sendo realizadas neste sentido. Finalmente, controladores DLQR robustos obtidos por
meio de LMIs foram aplicados com sucesso em conversores conectados à rede, primeira-
mente avaliados com bons resultados de simulação em [Maccari Jr. et al. 2013] e [Santini,
Maccari e Montagner 2014], incluindo a influência de resistências parasitas no filtro LCL
no desempenho e na estabilidade. A extensão destes controladores ao caso trifásico foi
feita em [Maccari Jr. et al. 2014] e [Maccari Jr. et al. 2015], em que controladores DLQR
robustos obtidos por meio de LMIs para realimentação total dos estados do filtro LCL
e dos estados internos de controladores ressonantes sintonizados na fundamental e nas
harmônicas ímpares mais relevantes produzem correntes injetadas na rede em conformi-
dade com a norma IEEE 1547 [IEEE 2011], em termos de THD e harmônicas individuais,
indicando a efetividade desta técnica.

O objetivo principal deste trabalho é a aplicação de um controle DLQR das cor-
rentes injetadas na rede por um inversor com filtro LCL, provendo robustez a incertezas
paramétricas. A motivação para a utilização desta técnica é o seu bom desempenho em
outras aplicações em conversores de potência. A dificuldade é a adaptação apropriada de
um DLQR robusto, projetado por meio de LMIs, para esta aplicação.

Esta tese está organizada conforme descrito a seguir. O Capítulo 2 traz a planta
a ser controlada, dada pelo inversor com filtro LCL de saída, conectado a uma rede
predominantemente indutiva, modelada como um parâmetro incerto e uma fonte de tensão
contendo harmônicas. Uma representação politópica da planta no espaço de estados é
dada e o seu modelo é aumentado, com a inclusão de atraso na implementação digital do
controle e de um número arbitrário de controladores ressonantes no espaço de estados.
O Capítulo 3 mostra o projeto de um controlador DLQR robusto obtido por meio de
LMIs. Este controlador é obtido a partir da especialização do problema de controle
robusto H2 para contemplar o problema do projeto de um DLQR robusto. O Capítulo 4
traz resultados de simulação e experimentais, comparando um DLQR convencional (não-
robusto a incertezas paramétricas) e o DLQR robusto investigado nesta tese, ilustrando a
superioridade do último em termos de estabilidade e desempenho de acordo com restrições
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de norma IEEE 1547. A aplicação bem sucedida de um controlador DLQR robusto a
conversores conectados à rede sujeita a incertezas paramétricas é a contribuição principal
desta tese. O Capítulo 5 traz as conclusões e perspectivas.1

1No decorrer do texto, a notação segue o padrão usual da literatura.



2 MODELAGEM COM INCERTEZAS PARAMÉTRICAS

Este capítulo apresenta um modelo no espaço de estados da planta a ser controlada,
composta de um inversor e um filtro LCL conectados à rede suposta predominantemente
indutiva. Mostra-se que a incerteza na indutância da rede altera a frequência de ressonân-
cia do filtro LCL. Um modelo politópico é utilizado para incluir esta incerteza paramétrica
na modelagem da planta. Uma análise mostra que este modelo politópico representa a
planta com melhor qualidade para frequências de amostragem suficientemente altas. Fi-
nalmente, são incluídos no modelo um atraso de transporte e controladores ressonantes,
para um modelo aumentado conveniente para projeto de controladores.

2.1 Descrição da planta com incertezas paramétricas

Considere o inversor conectado à rede por meio do filtro LCL, dado na Figura 2.1.
PCC

INVERSOR

FILTRO

LCL

REDE

+

u

-

ig

Figura 2.1 – Inversor monofásico conectado à rede por meio de filtro LCL.

Um problema importante é a síntese da tensão de saída do inversor, u, com o
objetivo de controlar a corrente injetada na rede, ig. Assumindo que o sincronismo com a
tensão de rede no ponto de conexão comum (do inglês, Point of Common Coupling–PCC)
está garantido previamente por meio de técnica adequada, como [Cardoso et al. 2008],
o controle da corrente ig permite, por exemplo, o controle da potência injetada na rede,
o que é de fundamental importância em aplicações em que o inversor é alimentado por
fontes de energia renováveis [Teodorescu, Liserre e Rodríguez 2011]. Considere u como
sinal de controle e o filtro LCL e a rede como planta a ser controlada, conforme modelo
monofásico apresentado na Figura 2.2.

Primeiramente, note que a rede na Figura 2.2 é suposta predominantemente indu-
tiva e que, na prática, a indutância de rede, Lg2, é incerta, sendo desconhecido seu valor
exato, mas sendo plausível assumir que Lg2 pertença a um intervalo real cujos limitantes
superior e inferior são conhecidos.

Desta forma, pode-se escrever

Lg = Lg1 + Lg2 (2.1)
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Figura 2.2 – Filtro LCL conectado à rede, predominantemente indutiva, com indutância
incerta Lg.

como um parâmetro incerto, devido à incerteza em Lg2.
Note também que a fonte de tensão vg, na representação da rede na Figura 2.2,

pode conter, além da fundamental (e.g. 60Hz), componentes harmônicas.
De forma abrangente, o problema a ser abordado nesta tese é prover um controlador

de forma a garantir que o sistema em malha fechada seja estável e que a corrente de rede,
ig, siga referências senoidais, com qualidade compatível com exigências de normas técnicas
pertinentes, sob incertezas na indutância da rede e sob harmônicas de tensão advindas da
rede, vg, e do sinal u modulado em largura de pulso (do inglês Pulse-Width Modulated –
PWM) advindo do inversor [Erickson 1997].

Para o projeto de uma lei de controle que permita resolver o problema acima,
pode-se adotar como primeiro passo a obtenção de um modelo da planta. Utilizando as
leis de Kirchhoff no circuito da Figura 2.2, pode-se obter o seguinte modelo em variáveis
de estado

ẋ(t) = Ac(Lg)(t) + Bcu(t) + Bg(Lg)vg(t)

y(t) = Ccx(t)
(2.2)

em que x é o vetor de estados, u é o sinal de controle, vg é um distúrbio exógeno (repre-
sentando a tensão de rede) e y representa a saída a ser controlada, no caso, a corrente ig.
As matrizes e o vetor de estados em (2.2) são dados por

x =


ic

vc

ig

 , Ac(Lg) =


0 − 1

Lc
0

1
C

0 − 1
C

0 1
Lg

0

 , Bc =


1
Lc

0
0

 , Bg(Lg) =


0
0
− 1
Lg



C =
[

0 0 1
]

(2.3)
É importante observar que algumas matrizes do modelo da planta, dadas em (2.3),

são dependentes do parâmetro incerto Lg. Portanto, é de grande apelo para esta aplicação



2 MODELAGEM COM INCERTEZAS PARAMÉTRICAS 21

a obtenção de controladores que garantam estabilidade e bom desempenho não somente
para um valor nominal de Lg, mas para uma faixa de valores de Lg. Isso leva ao interesse
em técnicas de controle robusto a incertezas paramétricas para esta planta.

O papel do filtro LCL nesta aplicação é atenuar as harmônicas provenientes do sinal
PWM. Filtros LCL como o mostrado na Figura 2.2 têm como boa característica uma ate-
nuação de 60 dB por década nas altas frequências, mas têm como restrição a apresentação
de uma ressonância, capaz de produzir amplificações indesejadas de harmônicas, o que
pode levar a um pobre desempenho ou mesmo à instabilidade.

O efeito desta ressonância é visto na Figura 2.3, que mostra a resposta em frequên-
cia do modelo da planta (2.2)-(2.3), da entrada u (controle) para a saída y (corrente ig),
para parâmetros do filtro e da rede dados na Tabela A.1, do Apêndice A. Para o resul-
tado da Figura 2.3, considera-se como caso nominal Lg2 = 0 mH ou, equivalentemente,
Lg = 0, 3 mH. Nesta figura, nota-se pico de ressonância na frequência 1330 Hz, e atenua-
ção 60 dB por década, após a ressonância. A existência de um par de polos imaginários
na função de transferência de u para y, dados na Figura 2.4, explica a ressonância na
Figura 2.3.
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Figura 2.3 – Resposta em frequência da entrada u para a saída ig, para os parâmetros
nominais da planta.

Da mesma forma que na análise anterior, na resposta em frequência da entrada vg
(distúrbio) para a saída y (corrente ig), dada na Figura 2.5, observa-se a ressonância na
frequência 1330 Hz. Os polos e zeros imaginários da função de transferência de vg para
y, dados na Figura 2.6, explicam a ocorrência do vale (efeito do par de zeros) e do pico
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Figura 2.4 – Diagrama de polos para a função de transferência da entrada u para a saída
ig, para os parâmetros nominais da planta.

de ressonância (efeito do par de polos) na Figura 2.5.
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Figura 2.5 – Resposta em frequência da entrada vg para a saída ig, para os parâmetros
nominais da planta.

Portanto, a ressonância do filtro LCL amplificará harmônicas provenientes do sinal
de controle e harmônicas provenientes da rede, distorcendo a corrente a ser injetada na
rede, prejudicando sua compatibilidade com exigências de baixa distorção harmônica,
dadas por normas como a [IEEE 2011].
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Figura 2.6 – Diagrama de polos e zeros para a função de transferência da entrada vg para
a saída ig, para os parâmetros nominais da planta.

Faz-se necessário o uso de técnicas de amortecimento ativo ou passivo desta resso-
nância do filtro. O amortecimento passivo é baseado na inserção de elementos passivos
no filtro [Peña-Alzola et al. 2013]. O amortecimento ativo consiste no projeto de um
controlador, de modo que o sistema em malha fechada exiba respostas em frequência
com significativa redução nos picos de ressonância mostrados, por exemplo, na Figura 2.3
e na Figura 2.5. Técnicas de amortecimento ativo são atrativas por não reduzirem o
rendimento do sistema e por permitirem agregar robustez a incertezas paramétricas.

Sobre o efeito da incerteza paramétrica em Lg nas respostas em frequência, é inte-
ressante notar que há grande influência da incerteza em Lg no deslocamento da ressonân-
cia, conforme ilustra a Figura 2.7, para a resposta da entrada u para a saída y, e a
Figura 2.8, para a resposta da entrada vg para a saída y. Nestas figuras, tem-se a in-
dutância da rede como incerta, pertencente ao intervalo dado na Tabela A.1, isto é,
Lg ∈ [0, 3; 1, 3] mH.

Pode-se concluir, a partir da observação da Figura 2.7 e da Figura 2.8, que um
controlador projetado para amortecer a ressonância para apenas o caso nominal de Lg
pode levar a um pobre desempenho, se o valor de Lg for diferente do nominal, dentro da
faixa de incerteza da indutância de rede.

Isso motiva o uso de técnicas de controle robusto a incertezas paramétricas. Para
tanto, é interessante obter modelos de planta que levem em conta a incerteza em Lg. Além
disso, visando à aplicação de técnicas de controle digital, uma modelagem adequada da
planta com incerteza paramétrica em Lg no domínio do tempo discreto se faz necessária,
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e será abordada a seguir.
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Figura 2.7 – Respostas em frequência da entrada u para a saída ig, para valores de Lg2
dentro do intervalo na Tabela A.1. Em destaque, a resposta para os valores
nominais da planta.
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Figura 2.8 – Respostas em frequência da entrada u para a saída ig, para valores de Lg2
dentro do intervalo na Tabela A.1. Em destaque, a resposta para os valores
nominais da planta.
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2.2 Modelo politópico discreto da planta

Como visto em (2.2) e (2.3), a planta tem um modelo de tempo contínuo com
matrizes dependentes do parâmetro incerto Lg. Um modelo discreto da planta pode
ser obtido, por exemplo, usando um período de amostragem Ts e a discretização com o
segurador de ordem zero (do inglês, Zero Order Hold – ZOH). Este modelo é dado por

x(k + 1) = Gd(Lg)x(k) + Hd(Lg)u(k) + Hgd(Lg)vg(k) (2.4)

Gd(Lg) = eAc(Lg)Ts ; Hd(Lg) =
∫ Ts

0
eAc(Lg)τ Bcdτ ;

Hgd(Lg) =
∫ Ts

0
eAc(Lg)τ Bg(Lg)dτ

(2.5)

A partir de (2.4)-(2.5), pode-se verificar que a dependência dos elementos das
matrizes no modelo de tempo discreto é não-linear em Lg, uma vez que as matrizes em (2.5)
dependem da matriz exponencial eAc(Lg)Ts . As expressões analíticas dos elementos das
matrizes em (2.5), como funções de Lg, são matematicamente difíceis de tratar, conforme
mostrado no Apêndice D.

Aqui, fornece-se como alternativa um modelo aproximado de (2.5), que é mate-
maticamente muito mais simples que o modelo analítico baseado em eAc(Lg)Ts , e será
conveniente para o projeto de controladores robustos para esta aplicação. O modelo a ser
utilizado aqui é o modelo politópico [Boyd et al. 1994]

x(k + 1) = G(α1)x(k) + H(α1)u(k) + Hg(α1)vg(k) (2.6)

em que α1 é um parâmetro real no intervalo [0, 1] e as matrizes em (2.6) são dadas por
combinações de duas matrizes numéricas, denominadas vértices, expressas como

G(α1) = α1G1 + (1− α1)G2,

G1 = Gd(Lgmin); G2 = Gd(Lgmax)
(2.7)

H(α1) = α1H1 + (1− α1)H2,

H1 = Hd(Lgmin); H2 = Hd(Lgmax)
(2.8)

Hg(α1) = α1Hg1 + (1− α1)Hg2,

Hg1 = Hgd(Lgmin); Hg2 = Ggd(Lgmax)
(2.9)

Note-se que em (2.7)-(2.9), os vértices são dados pelas matrizes do modelo de
tempo discreto (2.5) avaliadas para os valores mínimo e máximo de Lg.

Para validação, o modelo politópico (2.7)-(2.9) deve fornecer, para cada valor da
indutância da rede Lg ∈ [Lgmin, Lgmax], um valor de α1 ∈ [0, 1] que produza uma boa
aproximação das matrizes do modelo em tempo discreto (2.5). Neste sentido, considere a
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definição de erro entre estas matrizes, dada pelo máximo erro relativo entre os respectivos
elementos:

erroG = max
∣∣∣Gd(Lg)(k,`)−G(α1)(k,`)

Gd(Lg)(k,`)

∣∣∣ , k = 1, 2, 3;
` = 1, 2, 3

(2.10)

erroH = max
∣∣∣Hd(Lg)(k,1)−H(α1)(k,1)

Hd(Lg)(k,1)

∣∣∣ , k = 1, 2, 3 (2.11)

erroHg = max
∣∣∣Hgd(Lg)(k,1)−Hg(α1)(k,1)

Hgd(Lg)(k,1)

∣∣∣ , k = 1, 2, 3 (2.12)

Finalmente, considere como erro de aproximação entre o modelo em tempo discreto
(2.5) e o modelo politópico (2.7)-(2.9) a seguinte expressão

erro = max(erroG, erroH, erroHg) (2.13)

Assim, para cada valor de Lg ∈ [Lgmin, Lgmax], pode-se procurar, por meio de uma simples
busca linear, α1 ∈ [0, 1], tal que o erro (2.13) seja limitado por um valor determinado a
priori, como é mostrado no exemplo a seguir.

Como um estudo de caso numérico, considere os parâmetros do filtro LCL dados
no Apêndice A. Considere-se também o período de amostragem Ts = 1/20040 s e o
erro em (2.13) escolhido como 0, 01 (isto é, um erro de modelagem delimitado por 1%).
Para cada valor de Lg ∈ [0, 3; 1, 3] mH, calculam-se as matrizes do modelo em tempo
discreto (2.5) utilizando, por exemplo, a função c2d do MATLAB. Executando uma busca
linear em α1, calculam-se as matrizes (2.7)-(2.9) do modelo politópico para que o erro de
modelagem (2.13) seja menor ou igual a 0, 01. A partir deste procedimento, pode-se obter
a relação entre Lg (parâmetro físico) e α1 (parâmetro do modelo politópico), mostrada
na Figura 2.9. Pode-se observar claramente que, para cada valor de Lg no intervalo de
interesse, existe um valor correspondente de α1, indicando que o modelo politópico (2.7)-
(2.9) aproxima com boa qualidade (erro menor que 1% neste caso) o modelo de tempo
discreto (2.5).

É importante mencionar que o erro de aproximação do modelo politópico com res-
peito ao modelo de tempo discreto depende do período de amostragem Ts utilizado na
discretização, ou da frequência de amostragem fs, uma vez que fs = 1/Ts. A Figura 2.10
mostra o valor do erro de modelagem mínimo (expresso em percentagem) para as seguintes
frequências de amostragem: 10020, 20040, 30060, 40080, e 50100 Hz. Pode-se observar
que, à medida que a frequência de amostragem é aumentada (ou o período de amostragem
é reduzido), o modelo politópico (2.7)-(2.9) produz progressivamente melhores aproxi-
mações do modelo em tempo discreto (2.5). Isso fornece ao projetista do controlador uma
orientação para obter um bom compromisso entre frequência de amostragem e precisão
do modelo politópico.
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Figura 2.9 – Relação entre a indutância de rede, Lg, e o parâmetro α1 do modelo politópico.
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Figura 2.10 – Erro mínimo de modelagem (2.13), em percentagem, como uma função da
frequência de amostragem, fs, em Hz.

Finalmente, para um período de amostragem Ts suficientemente pequeno, é possível
estabelecer uma relação matemática entre o parâmetro físico Lg e o parâmetro do modelo
politópico α1.
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Para tanto, considere que

Gd(Lg) = eAc(Lg)Ts = I + Ac (Lg)Ts +
∞∑
j=2

Ac (Lg)j

j! T js (2.14)

pode ser aproximada, para Ts suficientemente pequeno, por

I + Ac(Lg)Ts (2.15)

Esta matriz pode ser incluída no modelo politópico

I + Ac(Lg)Ts = α1Gd(Lgmin) + (1− α1)Gd (Lgmax) (2.16)

com vértices dados por

Gd (Lgmin) = I + Ac(Lgmin)Ts (2.17)

e
Gd (Lgmax) = I + Ac(Lgmax)Ts (2.18)

Substituindo (2.17) e (2.18) em (2.16), tem-se

I + Ac(Lg)Ts = α1(I + Ac(Lgmin)Ts)+ (1− α1)(I + Ac(Lgmax)Ts) (2.19)

Fazendo as simplificações

��I + Ac(Lg)��Ts = ��I + α1Ac(Lgmin)��Ts+ (1− α1)Ac(Lgmax)��Ts (2.20)

tem-se a expressão

Ac(Lg) = α1Ac(Lgmin) + (1− α1)Ac(Lgmax) (2.21)

Considerando (2.3), (2.21) é reescrita como


0 − 1

Lc
0

1
C

0 − 1
C

0 1
Lg

0

 = α1


0 − 1

Lc
0

1
C

0 − 1
C

0 1
Lgmin

0



+(1− α1)


0 − 1

Lc
0

1
C

0 − 1
C

0 1
Lgmax

0


(2.22)

Para garantir a igualdade em (2.22), tem-se

1
Lg

= α1
1

Lgmin
+ (1− α1) 1

Lgmax
(2.23)
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Isolando-se α1 em (2.23) pode-se escrever a relação matemática

α1 =

1
Lg
− 1
Lgmax

1
Lgmin

− 1
Lgmax

(2.24)

Para o termo

Hd (Lg) =
∫ Ts

0
eAc(Lg)τ Bc dτ (2.25)

pode-se escrever

∫ Ts

0
(I +

∞∑
j=1

Aj
c (Lg) τ j
j! )Bc dτ =

∫ Ts

0
Bc dτ +

∫ Ts

0
(
∞∑
j=1

Ac (Lg)j τ j
j! ) Bc dτ (2.26)

cujos termos, a partir da potência T 2
s , podem ser negligenciados, para Ts suficientemente

pequeno, levando à expressão

H(α1) = BcTs (2.27)

independe de Lg, para esta matriz no modelo politópico.
Seguindo o mesmo raciocínio, a matriz Hgd(Lg) pode ser reescrita como

Bg(Lg)Ts (2.28)

Esta matriz pode ser incluída no modelo politópico

Bg(Lg)Ts = α1Bg(Lgmin)Ts + (1− α1)Bg(Lgmax)Ts (2.29)

De (2.3), pode-se reescrever (2.29) como


0
0
− 1
Lg

��Ts = α1


0
0

− 1
Lgmin

��Ts + (1− α1)


0
0

− 1
Lgmax

��Ts (2.30)

e nota-se que a relação entre α e Lg (2.24) garante também a verificação de (2.30).
Observe, a partir da Figura 2.11, que a função matemática (2.24) fornece uma

excelente aproximação para a relação não-linear entre Lg e α1, obtida numericamente na
Figura 2.9, evidenciando a conveniência do modelo politópico com dois vértices para a
representação deste sistema. As duas curvas, na Figura 2.11, estão praticamente sobre-
postas.
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Figura 2.11 – Curva em linha contínua, obtida a partir da Figura 2.9, e curva marcada
com *, obtida a partir da expressão analítica (2.24).

2.3 Atraso de implementação e controladores ressonantes

O modelo discreto da seção anterior permite representar a planta com incertezas
paramétricas, mas não leva em conta o atraso na implementação do sinal de controle.

Entretanto, para implementação do sinal de controle por meio de um processador
digital de sinais (do inglês, Digital Signal Processor – DSP), deve-se considerar que as
variáveis serão medidas no instante kTs, o sinal de controle será computado pelo proces-
sador, mas só estará disponível para implementação no instante (k+1)Ts. Portanto, há
um atraso de um período de amostragem na implementação do sinal de controle neste
cenário. Pode-se modelar este atraso inserindo o estado adicional

φ(k) = u(k − 1) (2.31)

no modelo do sistema, levando à representação de (2.6) comox(k + 1)
φ(k + 1)

=
G(α1) H(α1)
01×3 0

x(k)
φ(k)

+
03×1

1

u(k) +
Hg(α1)

0

 vg(k)

y(k)=
[
Cc 0

] x(k)
φ(k)

 (2.32)

Também é importante lembrar que o sistema de controle em questão deve permitir
que a corrente injetada na rede, ig, rastreie com boa qualidade referências senoidais, e que
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haja rejeição de harmônicas advindas da tensão de rede, vg. Estes objetivos podem ser
atingidos utilizando controladores ressonantes, como [Francis e Wonham 1976], [Zmood e
Holmes 2003].

Dado um controlador ressonante com função de transferência

Gc(s) = s

s2 + 2ζiωis+ ω2
i

(2.33)

em que ωi é a frequência de ressonância e ζi é o fator de amortecimento. O fator de
amortecimento é empregado para evitar problemas na implementação discreta relativos
à posição dos polos dos ressonantes na borda do círculo unitário. Controladores como
este alocam pares de polos imaginários na frequência da referência a ser rastreada e nas
frequências dos distúrbios a serem rejeitados.

Vários controladores ressonantes como (2.33) podem ser usados em paralelo. Efe-
tuando a discretização e expressando cada ressonante no espaço de estados, tem-se [Mac-
cari Jr. et al. 2014]

ξi(k + 1) = Riξi(k) + Tie(k) (2.34)

sendo a entrada de cada ressonante o sinal de erro

e(k) = iref (k)− y(k) (2.35)

em que iref (k) é o sinal de referência e y(k) = ig(k). A saída de cada ressonante pode
ser escolhida como ξi(k), sendo composta pelos dois estados internos deste controlador.
Esta escolha de saída facilita o projeto do controlador ressonante usando técnicas de
realimentação de estados.

Substituindo (2.35) em (2.34), obtém-se

ξi(k + 1) = Riξi(k)−TiCcx(k) + Tiiref (k) (2.36)

É importante observar que, de forma geral, pode-se utilizar um grupo de con-
troladores na forma (2.36) para rejeição de distúrbios com harmônicas em frequências
específicas. Para um conjunto de n controladores ressonantes, tem-se a representação

ξ =


ξ1
...

ξn

 ,R =


R1

. . .
Rn

 ,T =


T1
...
Tn

 (2.37)

Nesta representação, o vetor de estados internos dos ressonantes, ξ, possui a di-
mensão 2n. Cada ressonante pode ser discretizado independentemente, resultando na
matriz bloco diagonal R, e no vetor T em (2.37).
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2.4 Modelo politópico do sistema aumentado

Inserindo os múltiplos controladores ressonantes no modelo do sistema dado em
(2.32), chega-se ao sistema aumentado, dado por

x(k + 1)
φ(k + 1)
ξ(k + 1)

=


G(α) H(α) 03×2n

01×3 0 01×2n

−TCc 02n×1 R




x(k)
φ(k)
ξ(k)

+


03×1

1
02n×1

u(k)+


Hg(α)

0
02n×1

 vg(k) +


03×1

0
T

 iref (k)

y(k)=
[
Cc 0 01×2n

] 
x(k)
φ(k)
ξ(k)


(2.38)

Este sistema aumentado inclui os estados da planta, x, o estado de controle atrasado, φ,
e os estados internos dos ressonantes, ξ.

Note que no modelo (2.38), apenas para se utilizar uma notação mais usual para
sistemas politópicos, foram substituídas as matrizes dependentes de α1 em (2.32) por
matrizes dependentes de α. Por exemplo, G(α) é a reescrita mais genérica de G(α1),
sendo G(α1) = α1G1 + (1− α1)G2 e G(α) = α1G1 + α2G2 como α1 + α2 = 1, α1 ≥ 0 e
α2 ≥ 0.

Finalmente, em uma notação mais compacta, tem-se que o sistema aumentado
dado em (2.38) pode ser reescrito como o modelo politópico

ρ(k + 1) =A(α)ρ(k) + B(α)u(k) + Bd(α)vg(k) + Br(α)iref (k)

y(k) = Cρ(k)
(2.39)

em que ρ ∈ <(2n+4), u ∈ <, vg ∈ <, iref ∈ <, y ∈ <, e

(
A,B,Bd,Br

)
(α) =

2∑
j=1

αj
(
A,B,Bd,Br

)
j
,

2∑
j=1

αj = 1, αj ≥ 0, j = 1, 2 (2.40)

Os vértices em (2.40) são obtidos avaliando as matrizes
(
A,B,Bd,Br

)
, para Lg2min e

Lg2max, e este modelo será utilizado para o projeto de controladores robustos no próximo
capítulo.

2.5 Conclusões parciais

Este capítulo mostrou a modelagem da planta a ser controlada, conveniente para
um projeto de controle no espaço de estados. Ilustra-se por meio de simulações que a in-
certeza na indutância da rede tem impacto significativo no modelo da planta, dificultando
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o projeto de um controlador, que forneça bom desempenho para toda a faixa de indutân-
cias de rede. Neste sentido, são atrativos controladores robustos à incerteza paramétrica
para esta aplicação.

O modelo dado em (2.38) engloba a planta discretizada, o atraso da implementação
do sinal de controle e n controladores ressonantes incluídos no sistema para garantir o
rastreamento da referência e rejeição de distúrbios com harmônicas. Este formato tem
como vantagem possibilitar o projeto de todos os ganhos do controlador em uma única
etapa. Os ganhos relativos aos controladores ressonantes, ao atraso da implementação do
sinal de controle e aos estados da planta serão todos obtidos simultaneamente para serem
utilizados em um controlador por realimentação de estados, como será visto no próximo
capítulo.
Os vértices do modelo politópico (2.39) são obtidos por meio das matrizes

(
A,B,Bd,Br

)
,

avaliadas para Lg2min e Lg2max, e serão utilizados nas LMIs de projeto de controladores
robustos no próximo capítulo.



3 PROJETO DE UM CONTROLADOR ROBUSTO POR
MEIO DE LMIs

Este capítulo apresenta condições baseadas em LMIs para a análise de estabilidade
e para a síntese de ganhos de controle por realimentação de estados para sistemas discretos.
Inicialmente, são descritas LMIs usuais da literatura, e também LMIs utilizando variáveis
de folga, para a síntese de um controlador por realimentação de estados estabilizante. Na
sequência, um problema de otimização com restrições do tipo LMI é apresentado. Mostra-
se que este problema provê os ganhos de um DLQR robusto a incertezas e variações
paramétricas na planta. Um exemplo numérico ilustrativo é dado no final do capítulo,
para demonstrar o uso da condição de projeto do controlador robusto.

3.1 Análise de estabilidade

Considere o sistema autônomo

ρ(k + 1) = Aρ(k) (3.1)

Seja a função
v(ρ(k)) = ρ(k)′Pρ(k) (3.2)

Definindo a função diferença

∆v = v(ρ(k + 1))− v(ρ(k)) (3.3)

tem-se
∆v = ρ(k + 1)′Pρ(k + 1)− ρ(k)′Pρ(k) (3.4)

Substituindo (3.1) em (3.4), tem-se

∆v = ρ(k)′A′PAρ(k)− ρ(k)′Pρ(k)

= ρ(k)′(A′PA−P)ρ(k)
(3.5)

Desta forma, se existir P = P′ > 0 tal que

A′PA−P < 0 (3.6)

então (3.2) é uma função de Lyapunov, garantindo a estabilidade assintótica do sistema
(3.1) [Chen 1999].

A expressão (3.6) é uma desigualdade matricial linear (LMI) (mais detalhes no
Apêndice B desta tese e em [Boyd et al. 1994]). Basicamente, resolver esta LMI consiste
em determinar uma matriz P simétrica, definida positiva, de forma que (3.6) seja uma
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matriz definida negativa. Há algoritmos muito eficientes para resolver LMIs (veja [Sturm
1999] e [Gahinet et al. 1995], por exemplo). Segundo [Boyd et al. 1994], formular um
problema de análise de estabilidade ou de síntese de controladores em termos de LMIs
equivale a resolvê-lo, pois os algoritmos de solução de LMIs têm convergência global em
tempo polinomial.

Utilizando complemento de Schur [Boyd et al. 1994], o problema acima pode ser
reformulado como: se existir uma matriz P = P′ > 0 tal que P A′P

PA P

 > 0 (3.7)

então o sistema (3.1) é assintoticamente estável.
As condições (3.6) e (3.7) são equivalentes, mas a condição (3.7) é conveniente

como ponto de partida para a síntese de controladores por realimentação de estados.

3.2 Projeto de controladores por realimentação de estados

Considere o sistema

ρ(k + 1) = Aρ(k) + Bu(k) (3.8)

em que a lei de controle é dada por uma realimentação de estados descrita como

u(k) = Kρ(k) (3.9)

Pode-se reescrever (3.8) como

ρ(k + 1) = (A + BK)ρ(k) = Aclρ(k) (3.10)

Substituindo a expressão (3.10) em (3.7), tem-se que o sistema em malha fechada
é estável se existir uma matriz P = P′ > 0 tal que

 P Acl
′P

PAcl P

 > 0 (3.11)

A condição (3.11) não é convexa para o cômputo do controlador K, uma vez que P (A + BK)′P
P(A + BK) P

 > 0 (3.12)

contém produto de variáveis matriciais P e K.
Pré e pós-multiplicando P = P′ > 0 por P−1 e pré e pós-multiplicando (3.12) por
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 P−1 0
0 P−1

, tem-se que estas expressões são reescritas como

P−1 = P−1′ > 0 (3.13)

 P−1 P−1(A + BK)′

(A + BK)P−1 P−1

 > 0 (3.14)

Com a mudança de variável P−1 = W, tem-se que (3.13) e (3.14) são reescritas
como

W = W′ > 0 (3.15)

 W W(A + BK)′

(A + BK)W W

 > 0 (3.16)

Com a mudança de variável Z = KW, o problema expresso em (3.15) e (3.16)
pode ser resolvido por LMIs da seguinte forma: se existir uma matriz Z e uma matriz
W = W′ > 0 tais que

 W WA′ + Z′B′

AW + BZ W

 > 0 (3.17)

então
K = ZW−1 (3.18)

garante a estabilidade assintótica do sistema em malha fechada.
Portanto, (3.17)-(3.18) permitem determinar ganhos de realimentação de estados

que estabilizam o sistema, a partir da solução de LMIs.

3.3 Projeto com variáveis de folga

As LMIs (3.15) e (3.17) podem ser relaxadas com o uso de variáveis matriciais
extras (variáveis de folga). Por exemplo, se existirem matrizes S, G e R tais que

S = S′ > 0 (3.19)

 G + G′ − S G′A′ + R′B′

AG + BR S

 > 0 (3.20)

então
K = RG−1 (3.21)
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são ganhos de realimentação de estados que estabilizam assintoticamente o sistema (3.8).

Prova:

Note que se (3.20) for factível, tem-se necessariamente que

G + G′ − S > 0 (3.22)

Observe também que

(S−G)′S−1(S−G) > 0 (3.23)

permite reescrever
G′S−1G > G + G′ − S (3.24)

De (3.21), tem-se que
R = KG (3.25)

Levando em conta que Acl = A+BK e (3.24), tem-se que a factibilidade de (3.20)
garante que

 G′S−1G G′Acl
′

AclG S

 > 0 (3.26)

A expressão (3.26) pode ser reescrita como G 0
0 S

′  S−1 Acl
′S−1

S−1Acl S−1

 G 0
0 S

 > 0 (3.27)

Finalmente, levando em conta a transformação de variável

S−1 = P (3.28)

tem-se que a existência de solução para (3.19)-(3.20) garante que existe P = P′ > 0 tal
que  P Acl

′P
PAcl P

 > 0 (3.29)

ou seja, que o sistema em malha fechada é assintoticamente estável.
Por terem um maior número de variáveis, as condições (3.19)-(3.21) podem apre-

sentar melhores resultados que as condições (3.17)-(3.18) para aplicação a sistemas com
incertezas paramétricas.
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3.4 Projeto de um DLQR robusto

Considere o sistema aumentado, dado em (2.39) que inclui a planta, o atraso na
implementação do sinal de controle e os controladores ressonantes. Suponha que todos os
estados (da planta, x, do controle atrasado, φ, e dos ressonantes, ξ) estejam disponíveis
para realimentação. Então, é possível escrever a lei de controle por realimentação de
estados

u(k) = Kρ(k) (3.30)

com u(k) em (3.30) sendo um sinal escalar, e com K =
[
K1 K2

]
representando o vetor

de ganhos do controlador, cujo bloco K1 = [Kic Kvc Kig Kφ] contém ganhos relativos aos
estados da planta e ao sinal de controle atrasado, e K2 ∈ R1×2n contém os ganhos dos
estados internos dos controladores ressonantes.

Motivado por ser uma técnica de controle ótimo largamente utilizada, inclusive
com bons resultados em eletrônica de potência, o controlador DLQR será abordado aqui.

O DLQR tem uma função custo dada por

J =
NL∑
k=0

(ρ(k)′Qρ(k) + u(k)′Ru(k)) (3.31)

A matriz de ponderação Q da função custo fornece a importância relativa dos estados e
o escalar R, quando escolhido com valores maiores, tende a reduzir a ação de controle.

Para se obter um DLQR convencional, pode-se resolver a equação de Riccati dis-
creta [Ogata 2002] utilizando, por exemplo, a função dlqr do MATLAB. Para tanto, o
projetista informa as matrizes A e B do modelo nominal do sistema e as ponderações
Q e R da função custo, e o MATLAB retorna o vetor de ganhos K, solução do DLQR
convencional.

Entretanto, o controlador DLQR convencional não é capaz de levar em conta in-
certezas paramétricas no modelo da planta. Para obter DLQRs robustos a estas incertezas,
pode-se supor o sistema politópico dado por (2.39) tendo uma saída controlada dada por

z (k) = Czρ (k) + Dzu(k) (3.32)

Então, resolve-se o seguinte problema de otimização com restrições do tipo LMI, para os
vértices do modelo politópico:
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min
Y,PiG,Z

µ

µ > Tr(Y), (3.33) Y CzG+DzZ
∗ G + G′ −Pi

 > 0, i = 1, 2 (3.34)

Pi AiG + BiZ Bdi

∗ G + G′ −Pj 0
∗ ∗ I

 > 0, i = 1, 2 ; j = 1, 2 (3.35)

Este problema produz ganhos de controle

K = ZG−1 (3.36)

para uma lei de realimentação por estados que garante a minimização da função de custo

J = lim
NL→∞

supE 1
NL

NL∑
k=0

(ρ(k)′Qρ(k) + u(k)′Ru(k)) (3.37)

em que E denota a esperança matemática.
Uma observação importante em relação ao ganho robusto sintetizado é que o sis-

tema em malha fechada também é robustamente estável para variações da indutância da
rede, como será mostrado na sequência.

Prova:

Para demonstrar como as condições (3.33)-(3.35) resultam nas condições de um
DLQR robusto, primeiramente, multiplique (3.34) por αi(k) e some para i=1,2. Multi-
plique (3.35) por αi(k) e some para i=1,2 e por αj(k + 1) e some para j=1,2. Utilizando
a relação (3.36), tem-se [Daafouz e Bernussou 2001] Y CclG

∗ G + G′ −P(α(k))

 > 0, (3.38)

P(α(k)) Acl(α(k))G Bd(α(k))
∗ G + G′ −P(α(k + 1)) 0
∗ ∗ I

 > 0 (3.39)

com Acl(α(k)) = A(α(k)) + B(α(k))K e Ccl(α(k)) = Cz(α(k)) + Dz(α(k))K. Mul-
tiplique (3.39) à esquerda por

[
I −Ccl(α(k))

]
e à direita pelo transposto, para obter
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Ccl(α(k))P(α(k))Ccl(α(k))′ −Y < 0 (3.40)

De (3.39), G+G′ > P(α(k+ 1)) > 0 e, portanto, a matriz G é não singular. Além disso,
uma vez que P(α(k + 1)) tem inversa, tem-se a seguinte relação,

(P(α(k + 1))−G)′P(α(k + 1))−1(P(α(k + 1))−G) > 0

que implica
G′P(α(k + 1))−1G > G + G′ −P(α(k + 1)) (3.41)

Substituindo (3.41) em (3.35), tem-se
P(α(k)) Acl(α(k))G Bd(α)
∗ G′P(α(k + 1))−1G 0
∗ ∗ I

 > 0 (3.42)

Multiplicando (3.42) à direita por T e à esquerda por T′, com

T =


I 0 0
∗ G−1P(α(k + 1)) 0
∗ ∗ I

 (3.43)

tem-se 
P(α(k)) Acl(α(k))P(α(k + 1)) Bd(α(k))
∗ P(α(k + 1)) 0
∗ ∗ I

 > 0 (3.44)

Aplicando o complemento de Schur duas vezes em (3.44), tem-se

Acl(α(k))P(α(k + 1))Acl(α(k))′ −P(α(k)) + Bd(α(k))Bd(α(k))′ < 0 (3.45)

As desigualdades (3.40) e (3.45), e a minimização de µ em (3.33) garantem que µ é um
custo garantido (limitante superior) para a norma H2 do sistema em malha fechada para
variações arbitrárias de α(k), considerando a seguinte definição para a norma H2 [Caigny
et al. 2010, Sec. 3.2]

‖ H ‖2
2:= lim

NL→∞
supE

 1
NL

NL∑
k=0

z(k)′z(k)

︸ ︷︷ ︸
Ψ

(3.46)

Para a escolha das matrizes da equação da saída controlada

Cz =
 √

Q
01x(2n+4)

 ;Dz =
 0(2n+4)x1√

R

 (3.47)
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tem-se
Ψ = 1

NL

NL∑
k=0

((Czρ(k) + Dzu(k))′(Czρ(k) + Dzu(k))) (3.48)

Impondo as estruturas de Cz e Dz adotadas em (3.47), tem-se

Ψ = 1
NL

NL∑
k=0

(ρ(k)′Qρ(k) + u(k)′Ru(k)) (3.49)

e, portanto, o valor de µ computado também garante um limitante superior para o custo
J dado em (3.37). Assim, além de estabilizar robustamente o sistema em malha fechada
para qualquer variação arbitrária de α(k), o ganho resultante K é também um ganho de
um DLQR robusto.

3.5 Exemplo ilustrativo

Para o conversor conectado à rede, dado na Figura 2.2, considere os parâmetros
dados na Tabela A.1 (para o caso monofásico). Considere também controladores res-
sonantes com ζ = 0, 00001 e ω0 = 2π60 rad/s e com frequências 3ω0, 5ω0 e 7ω0, escolhidas
para garantir boa capacidade de rastreamento da referência senoidal na frequência ωo e
rejeitar distúrbios de rede em harmônicas ímpares até a 7a harmônica.

Escolhendo as ponderações da função custo como

Q = diag(1, 1, 100, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1), R = 10 (3.50)

o controlador DLQR robusto é calculado por meio de (3.33)-(3.35), resultando nos seguintes
ganhos de realimentação de estados (maiores detalhes sobre um procedimento detalhado
para cômputo destes ganhos podem ser vistos no Apêndice C da tese):

K′ =



−7, 292484337261442
−0, 613617100696004
1, 236588913699183
−0, 367585159040495
18, 204603552720528
−18, 075502681508851

6, 415787457966076
−6, 455750313169403
2, 921234023796671
−3, 147706487664607
1, 099451453447614
−1, 423525737156581



(3.51)
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Note que os elementos em Q e R são obtidos por meio de uma escolha heurística,
e que Lg2 é um parâmetro incerto pertencente ao intervalo Lg2 = [0 1] mH, como
mostrado na Tabela A.1.

Os polos do sistema em malha fechada para os valores extremos de indutância
de rede dentro do intervalo considerado na Tabela A.1 são dados na Figura 3.1 e na
Figura 3.2. Note que os polos estão dentro do círculo de raio unitário. Isto também
ocorre para os polos do sistema para outros valores de Lg2 dentro do intervalo [0 1] mH,
sendo esta uma condição necessária para estabilidade.
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Figura 3.1 – Diagrama de polos do sistema de malha fechada para o caso de indutância
mínima de rede (Lg2min= 0mH).
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Figura 3.2 – Diagrama de polos do sistema de malha fechada para o caso de indutância
máxima de rede (Lg2max =1mH).

Outra análise para o sistema em malha fechada é a da sua resposta em frequência.
A Figura 3.3 ilustra que o sistema em malha fechada é capaz de seguir com erro nulo uma
referência senoidal na frequência de 60 Hz, para os casos de indutância de rede extremos,
conforme as setas indicando ganho 0 dB e fase equivalente a 0o nesta figura. A Figura 3.4
mostra a capacidade de o sistema em malha fechada rejeitar distúrbios na frequência de
60 Hz, e nas harmônicas ímpares até a 7a, para ambos os casos extremos para a indutância
da rede, conforme observado pelas altas atenuações no diagrama de magnitude. O mesmo
comportamento ocorre para outros valores de Lg2 dentro do intervalo de [0 1] mH.
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Figura 3.3 – Diagramas de Bode da referência iref para a saída ig do sistema em malha
fechada para indutância mínima de rede (curva contínua) e para indutância
máxima de rede (curva pontilhada).
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Figura 3.4 – Diagramas de Bode do distúrbio vg para a saída ig do sistema em malha
fechada para indutância mínima de rede (curva contínua) e para indutância
máxima de rede (curva pontilhada).

Simulações no domínio do tempo são feitas também para mostrar a resposta
dinâmica do sistema em malha fechada. Na Figura 3.5, mostram-se a saída ig e a refe-
rência, para o caso de indutância mínima de rede e a Figura 3.6 mostra o erro (referência
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menos a saída) relativo à Figura 3.5.
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Figura 3.5 – Simulação no tempo do sistema em malha fechada para o caso de indutância
mínima de rede, para a tensão da rede nula. Eixo horizontal: tempo (s).
Eixo vertical: corrente (A). Referência dada em linha pontilhada e saída, em
linha contínua.
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Figura 3.6 – Erro de rastreamento relativo à simulação na Figura 3.5. Eixo horizontal:
tempo (s). Eixo vertical: erro (A).

A Figura 3.7 mostra a saída ig e a referência, para o caso de indutância máxima
da rede e a Figura 3.8 mostra o erro relativo à Figura 3.7. Bom rastreamento é observado
em ambos os casos, indicando, juntamente com os testes anteriores, a viabilidade do
controlador.
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Figura 3.7 – Simulação no tempo do sistema em malha fechada para o caso de indutância
máxima de rede, para a tensão da rede nula. Eixo horizontal: tempo (s).
Eixo vertical: corrente (A). Referência dada em linha pontilhada e saída, em
linha contínua.
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Figura 3.8 – Erro de rastreamento relativo à simulação na Figura 3.7. Eixo horizontal:
tempo (s). Eixo vertical: erro (A).

Finalmente, simulações do sistema em malha fechada contra uma tensão de rede
com distúrbio são realizadas. Para tanto, considere o distúrbio

vg(t) = 311sen(2π60t) + 9sen(2π180t) + 10sen(2π300t) + 9sen(2π420t) (3.52)



3 PROJETO DE UM CONTROLADOR ROBUSTO POR MEIO DE LMIS 47

mostrado na Figura 3.9. As saídas do sistema em malha fechada para Lgmin e Lgmax
são dadas, respectivamente, na Figura 3.10 e na Figura 3.11. Observam-se novamente
resultados satisfatórios contra rede contendo harmônicas.
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Figura 3.9 – Tensão de rede incluindo harmônicas em (3.52).
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Figura 3.10 – Sinal no tempo do sistema em malha fechada para o caso de indução
mínima de rede e para a tensão de rede com harmônica, dada em (3.52).
Eixo horizontal: tempo (s). Eixo vertical: corrente (A).
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Figura 3.11 – Sinal no tempo do sistema em malha fechada para o caso de indução
máxima de rede e para a tensão de rede com harmônica, dada em (3.52).
Eixo horizontal: tempo (s). Eixo vertical: corrente (A).

A validação experimental dos resultados será detalhada no capítulo seguinte.

3.6 Conclusões parciais

Este capítulo ilustra o projeto de um controlador por realimentação de estados do
tipo DLQR baseado em LMIs. O controlador garante robustez a incertezas paramétricas
na rede e bom desempenho, corroborado por análises no domínio do tempo e no domínio
da frequência. A técnica de projeto apresentada recupera um DLQR robusto e sua apli-
cação no contexto de inversores conectados, por meio de filtro LCL, à rede com incerteza
paramétrica é a contribuição principal deste trabalho.
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Neste capítulo, a condição de projeto do DLQR robusto do Capítulo 3 será uti-
lizada para cômputo dos ganhos de controle para implementação prática. Um protótipo
de conversor trifásico será utilizado para a realização dos ensaios, e a transformada αβ
será empregada para representá-lo como dois sistemas monofásicos desacoplados, sendo
então diretamente aplicadas as condições do Capítulo 3. Para uma comparação, um con-
trolador DLQR convencional, que não leva em conta incertezas paramétricas da planta,
será projetado, e mostra-se que seus ganhos levam o sistema à instabilidade. Resultados
de simulação e experimentais para o controlador DLQR robusto também são mostrados,
ilustrando a capacidade de rastrear referências senoidais e rejeitar distúrbios, produzindo
correntes de rede em conformidade com exigências da norma IEEE 1547.

4.1 Modelagem

Considere o inversor trifásico conectado à rede por meio do filtro LCL trifásico,
esquematizado na Figura 4.1.

INVERSOR

TRIFÁSICO

FILTRO LCL

TRIFÁSICO

REDE

TRIFÁSICA

PCC

Figura 4.1 – Inversor trifásico conectado à rede por meio de filtro LCL.

Como no caso monofásico, o objetivo é controlar as correntes a serem injetadas na
rede por meio da síntese dos sinais de tensão na saída do inversor. Portanto, a planta a ser
controlada é dada pelo filtro LCL trifásico conectado à rede, suposta predominantemente
indutiva, dada na Figura 4.2. A modelagem do sistema trifásico na Figura 4.2 é detalhada,
por exemplo, em [Maccari Jr. et al. 2015].

Considerando o uso da transformada abc por αβo, e que o sistema trifásico é a três
fios, o mesmo pode ser descrito em coordenadas α e β como dois sistemas monofásicos
desacoplados, dados por

ẋα = Ac(Lg)xα + Bcuα + Bg(Lg)vα (4.1)

e

ẋβ = Ac(Lg)xβ + Bcuβ + Bg(Lg)vβ (4.2)
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Rede

DSP

Figura 4.2 – Inversor e filtro LCL trifásico conectado à rede predominantemente indutiva.

com Ac(Lg),Bc e Bg(Lg) iguais às de (2.2).
Cada um dos modelos pode ser discretizado com ZOH, escrito na forma politópica,

acrescido do atraso no controle e de controladores ressonantes, exatamente como no Capí-
tulo 2, levando a um modelo idêntico a (2.39) para (4.1) e (4.2). Isso permite o uso
direto das LMIs do Capítulo 3 para projeto de controladores DLQR robustos para o caso
trifásico.

4.2 Projeto com DLQR convencional e DLQR robusto

Nesta seção, são apresentados os projetos de um DLQR robusto, bem como o de
um DLQR convencional (não robusto), e suas respectivas validações experimentais.

Para o sistema dado na Figura 4.2, utilizou-se o protótipo mostrado na Figura A.1
e na Figura A.2, cujos parâmetros são apresentados na Tabela A.1, para o caso trifásico.
Note que o parâmetro Lg2 fica sendo representado como pertencente ao intervalo [Lg2min
Lg2max].

Para os controladores ressonantes, foram escolhidas as frequências da fundamental,
terceira, quinta e sétima harmônicas, como no capítulo anterior. Desta forma, tem-se 8
estados internos para os controladores ressonantes, e um vetor de estados aumentado com
12 elementos.

Utilizando os valores dados na Tabela A.1, com Ts = 1/20040 s, assumindo que o
valor nominal da indutância é Lgmin = 0, 3 mH (isto é, Lg2min = 0 mH), e escolhendo

Q = diag(1 1 1 1 50 50 50 50 50 50 50 50)

R = 10
(4.3)

por meio da função dlqr do MATLAB são obtidos os ganhos de um controlador DLQR
convencional, dados por
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K′ =



−13, 778608859752012
−2, 964335719363646
−2, 248662145265854
−0, 621199957857165
78, 928332802075602
−77, 960568590588991
28, 765093875348384
−28, 012375307107504
18, 682874377965163
−18, 772467684898629
11, 472617522360792
−12, 258347721161272



(4.4)

É interessante mencionar que esta escolha de Q e R foi feita para ilustrar um caso em
que um DLQR convencional gera instabilidade para operação com indutância de rede
diferente do valor nominal.

Para computar os ganhos do controlador DLQR robusto, segue-se o procedimento
do Apêndice C, como no capítulo anterior. O cômputo dos ganhos do DLQR robusto é rea-
lizado por meio da solução do problema de otimização convexa (3.33)-(3.35). Utilizando
a mesma escolha das matrizes Q e R apresentada em (4.3), obtém-se, por meio de (3.36),
o vetor de ganhos robustos

K′ =



−7, 300852730295983
−1, 163849582954607
−2, 431350431244867
−0, 340270300202351
98, 003728308107739
−96, 241066698895722
25, 848052720349465
−23, 728468516230731
18, 316336960148075
−16, 367470548820247
13, 534908165431974
−11, 602784342490940



(4.5)

Para a geração dos sinais de controle uα e uβ, mede-se o vetor de estados e utilizam-
se as referências em coordenadas αβ. Os sinais de controle uα e uβ serão empregados
para sintetizar os sinais de comando dos interruptores do inversor, utilizando modulação
vetorial, como em [Pinheiro et al. 2005].
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Utilizando os ganhos (4.4), do controlador DLQR convencional, considerando o
sistema incerto e invariante no tempo, tem-se que, para uma discretização do intervalo
[Lg2min Lg2max] com resolução 10−6, os autovalores do sistema em malha fechada (condição
necessária para a estabilidade) são dados na Figura 4.3. Note que o sistema torna-se
instável para valores de Lg2 dentro do intervalo considerado, o que indica uma limitação
(não robustez) do DLQR convencional.
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Figura 4.3 – Autovalores do sistema em malha fechada com DLQR controlador conven-
cional.

A análise da estabilidade do sistema em malha fechada com o DLQR convencional
para uma comutação de Lg2min para Lg2max também é realizada. Os resultados de uma
simulação no tempo para a ocorrência desta variação paramétrica abrupta em Lg2, no
instante 0, 3 s, são mostrados na Figura 4.4. Para esta simulação, nos instantes apontados
como I e II, são feitas variações de fase da referência. Em III, é feita uma variação de
amplitude da referência e em IV, é feita a variação abrupta de Lg2, conforme comentado
anteriormente. Claramente se observa a instabilidade a partir da comutação de Lg2.

O comportamento instável mostrado na Figura 4.4 com o controlador DLQR con-
vencional decorre da posição de autovalores de malha fechada fora do círculo de raio
unitário, conforme a Figura 4.3. Este comportamento instável é confirmado experimen-
talmente na Figura 4.5, em que são mostradas as correntes iga, igb e igc. Para este ensaio,
vg é nulo (ensaio em curto circuito) e é feita uma comutação da indutância de saída do
filtro de forma que esta varie de Lgmin para Lgmax. Note que as correntes na Figura 4.5
são zeradas, por motivo de proteção, após a detecção de sobrecorrente no sistema.

Realizando a mesma análise de autovalores dada na Figura 4.3, utilizando agora
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Figura 4.4 – Resultado de simulação para a corrente igα para o sistema em malha fechada
com o controlador DLQR convencional para uma comutação de Lg2min para
Lg2max, no instante 0, 3 s. Eixo horizontal: tempo (s). Eixo vertical: corrente
(A).

Figura 4.5 – Resultado experimental para o sistema em malha fechada com o controlador
DLQR convencional para uma comutação de Lg2min para Lg2max, no instante
indicado pela seta.
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os ganhos (4.5), do controlador DLQR robusto, percebe-se que para os valores dentro
do intervalo de incertezas [Lg2min L2gmax] testados, todos os autovalores estão dentro
do círculo de raio unitário (condição necessária para a estabilidade), conforme pode ser
verificado na Figura 4.6.

A Figura 4.7 mostra o resultado do mesmo teste da Figura 4.4, mas agora para o
sistema em malha fechada com o DLQR robusto. Note-se a estabilidade e bom desem-
penho neste caso, tanto para Lg2min quanto para L2gmax.

0,9 0,92 0,94 0,96 0,98 1
−0,2

−0,15

−0,1

−0,05

0

0,05

0,1

0,15

0,2

E
ix

o
 I
m

a
g
in

á
ri
o

Eixo real

Figura 4.6 – Autovalores do sistema em malha fechada com controlador DLQR robusto.
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Figura 4.8 – Respostas em frequência da referência para a saída em Lg2min e Lg2max.
Curva de cinza representa a resposta em Lg2max.

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

−80

−60

−40

−20

0

20

M
a

g
n

it
u

d
e

 (
d

B
)

Frequ nc (Hz)ê ia

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

−720

−360

0

360

720

1080

F
g

ra
u

a
s
e

 (
s
)

Frequ nc (Hz)ê ia

Figura 4.9 – Respostas em frequência de distúrbios da tensão de rede para a saída Lg2min
e Lg2max. Curva de cinza representa a resposta em Lg2max.

A Figura 4.8 ilustra a boa capacidade de rastreamento de referência senoidal e
a Figura 4.9 ilustra a boa capacidade de rejeitar harmônicas do sistema de malha fechada.

O comportamento estável do sistema é confirmado experimentalmente na Figura
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4.10, que mostra as correntes estáveis iga, igb e igc, para a comutação de indutância Lg2
realizada da mesma forma que no ensaio da Figura 4.5.

Figura 4.10 – Resultado experimental para o sistema em malha fechada com o contro-
lador DLQR robusto para uma comutação de Lg2min para Lg2max, no instante
indicado pela seta.

Para confirmar o bom desempenho, alguns ensaios experimentais são realizados,
com o sistema conectado à rede. A corrente de referência irefα e a corrente de rede igα são
representadas na Figura 4.11. Primeiramente, note que variações de fase na referência
são realizadas e, após o instante 0, 16 s, um aumento de amplitude é implementado.
Podem-se observar transitórios rápidos e boa capacidade de rastreamento do controlador
DLQR robusto. Resultados com qualidade similar podem ser vistos na Figura 4.12, para
rastreamento de corrente na coordenada β.
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Figura 4.11 – Resultados experimentais para o conversor conectado à rede: irefα em linha
cinza e igα em linha preta.

Para uma análise mais rigorosa da qualidade dos resultados com o DLQR robusto,
testes de conformidade com a norma IEEE 1547 são realizados . A Figura 4.13 mostra
as correntes trifásicas de saída em regime permanente (iga, igb e igc) para o sistema em
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Figura 4.12 – Resultados experimentais para o conversor conectado à rede: irefβ em linha
cinza e igβ em linha preta.

malha fechada conectado à rede. A THD da forma de onda na Figura 4.13 (canal 1) é de
2,6292 %, respeitando o limite de 5% da norma IEEE 1547.

O conteúdo harmônico desta forma de onda é apresentado na Figura 4.14 jun-
tamente com os limites para as harmônicas, dados pela norma IEEE 1547. Claramente,
todas as componentes harmônicas estão de acordo com este limite da norma, corroborando
o bom desempenho com o DLQR robusto.

Figura 4.13 – Correntes de rede em regime permanente iga, igb e igc, dadas nos canais 1,
2 e 3, respectivamente.

4.3 Conclusões parciais

Este capítulo apresentou o projeto de um controlador DLQR robusto capaz de
garantir a estabilidade frente a incertezas e variações arbitrárias de indutância, em uma
aplicação em inversores trifásicos com filtro LCL de saída. Os resultados obtidos ilustram
que, a partir de um modelo discretizado de dois vértices, pode-se obter, por meio de
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Figura 4.14 – Conteúdo harmônico da forma de onda apresentada no canal 1 na Figura 4.13
e limites para as harmônicas dados pela norma IEEE 1547.

LMIs, os ganhos do controlador que garantem robustez ao sistema de malha fechada. Os
resultados de simulação e os resultados experimentais são de boa qualidade e ilustram
um caso em que um DLQR convencional não garante a estabilidade fora da condição
nominal, enquanto o controlador DLQR robusto é capaz de garantir estabilidade e bom
desempenho para toda a faixa de valores de Lg2, e também frente a comutações arbitrárias
entre Lg2min e Lg2max.
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Como conclusões deste trabalho, podem-se citar as seguintes:

• no Capítulo 2, obteve-se a modelagem no espaço de estados para a planta e foram
estudadas as respostas em frequência do sinal de controle para a corrente do lado
da rede (saída a ser controlada) e do distúrbio da tensão da rede para a corrente
do lado da rede para o sistema com os parâmetros de um protótipo disponível em
laboratório. Notou-se claramente a existência do pico de ressonância e a necessidade
de amortecimento deste pico visando estabilidade em malha fechada. Também foi
feita uma análise do efeito da incerteza na indutância da rede, que é o principal pro-
blema a ser enfrentado no projeto do controlador para esta aplicação. Esta incerteza
desloca o pico de ressonância significativamente, tornando possivelmente fraco (ou
mesmo instável) o desempenho do sistema para controladores projetados em uma
condição assumida como nominal. Isso indica a importância de se utilizar técnicas
de controle robusto para esta aplicação. Na sequência, ainda no Capítulo 2, foi
feita a discretização da planta, indicando que o modelo politópico produz pequenos
erros quando a frequência de discretização é suficientemente alta. Foi inserido o
atraso de um período de amostragem no modelo, representando o atraso típico na
implementação da lei de controle digital para esta aplicação utilizando DSPs. Múlti-
plos controladores ressonantes foram descritos no espaço de estados, e agregados ao
modelo anterior, resultando em um modelo no espaço de estados conveniente para
projeto de controladores por realimentação de estados, inclusive para o uso de um
número arbitrário de ressonantes;

• no Capítulo 3, foram enunciadas a lei de controle por realimentação de estados e as
LMIs de projeto dos ganhos de realimentação de estados de um controlador ótimo
DLQR que garante robustez à incerteza na indutância da rede. Foram utilizados
os parâmetros de um protótipo disponível em laboratório, e um conjunto de quatro
controladores ressonantes, que se mostrou suficiente para a obtenção de resultados
de boa qualidade. Nos testes realizados no Capítulo 3, são obtidas formas de onda
de corrente que não sofrem variações significativas para valores de indutância de
rede dentro do intervalo de incertezas considerado, o que é uma característica de
desempenho robusto em sistema em malha fechada;

• no Capítulo 4, é feita a extensão para o controle robusto da corrente da rede para
sistemas trifásicos. Primeiramente, o sistema trifásico é expresso como dois sis-
temas monofásicos desacoplados. Após, é realizado o projeto de um DLQR conven-
cional e de um DLQR robusto. Estes controladores são testados em malha fechada,
mostrando que o DLQR convencional leva a comportamento instável, comprovado
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pelos autovalores de malha fechada, por simulação no tempo e por resultados ex-
perimentais. Por outro lado, o DLQR robusto é capaz de manter a estabilidade e o
bom desempenho, tanto em resultados de simulação quanto nos resultados experi-
mentais, provendo correntes de rede com baixa THD e componentes harmônicas
dentro dos limites prescritos pela norma IEEE 1547. Numa comparação entre um
DLQR convencional e um DLQR robusto, com validação experimental, evidenciando
a superioridade deste.

Quanto a perspectivas de trabalhos futuros, podem-se citar as seguintes:

i) controle da corrente do lado do conversor e inserção de outras incertezas paramétri-
cas nos problemas de projeto e de análise;

ii) aplicação da metodologia proposta para o caso de projeto de PIs em coordenadas dq;

iii) verificação do efeito da saturação do atuador no controle do sistema.
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Apêndice A – Parâmetros e descrição do protótipo

O protótipo utilizado na realização dos experimentos é mostrado na Figura A.1 e
na Figura A.2.

Figura A.1 – Vista frontal do protótipo, em que são mostrados DSP e sensores

Fonte: Próprio autor

As características e os parâmetros do protótipo são descritos a seguir:

• Processador: Microcontrolador/DSP da empresa Texas Instruments, 32 bits, de
ponto flutuante, modelo TMS320F28335, com clock de 150MHz, com 16 conversores
A/D e 12 saídas PWM disponíveis;

• Filtro: Indutores da marca Semikron e capacitores de filtro da marca Epcos;

• Instrumentação: Sensores de tensão com transformadores e sensores de corrente da
marca LEM;

• Inversor: marca Semikron, com três braços de IGBT, tensão das chaves de 1200V;

• Fonte de tensão constante na entrada do inversor com tensão de 400 V.
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Figura A.2 – Vista anterior do protótipo, em que são mostrados inversor e filtro LCL.

Fonte: Próprio autor
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• Frequência de amostragem (Ts) igual a 20040 Hz e frequência de comutação (Tsw)
igual a 10020 Hz.

Os demais parâmetros do sistema são mostrados na Tabela A.1.

Tabela A.1 – Parâmetros do sistema.

Descrição do Sistema

Valores
nominais

Potência (caso monofásico) 1,8 kW
Potência (caso trifásico) 5,4 kW
Tensão na fase da rede 127 Vrms
Corrente nominal 14,14 Arms
Frequência da rede 60 Hz

Filtro-LCL
Lc 1 mH
Lg1 0,3 mH
Cf 62 µF

Indutância
da rede

Lg2max 1 mH
Lg2min (caso nominal) 0 mH

Fonte: Próprio autor.

O valor de Lg2min = 0 mH representa o pior caso teórico para este parâmetro.
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Apêndice B – Desigualdades matriciais lineares

Um funcional f(·) = f(·)′ é afim se, para matrizes quaisquer X, Y e escalares
α1, α2 ∈ R

f(α1X + α2Y) = α1f(X) + α2f(Y) (B.1)

Funcionais afins definem conjuntos convexos, como, por exemplo,

{X : f(X) ≥ 0} ; {X : f(X) > 0} (B.2)

f(X) ≥ 0, f(X) > 0 e f(X) < 0 são desigualdades matriciais lineares (LMIs).
Outros exemplos de LMIs: para A e Q dadas, tem-se

A′X + XA + Q ≤ 0 ; A′XA−X + Q < 0 (B.3)


X A′X

XA X

 > 0 (B.4)

Existem programas computacionais especializados (algoritmos que convergem em tempo
polinomial) na solução de LMIs (por exemplo, LMI Control Toolbox do MATLAB).

O sistema ẋ = Ax é assintoticamente estável (trajetórias iniciando em qualquer
ponto convergem para a origem) se e somente se existir P = P′ tal que

P > 0 ; A′P + PA < 0 (B.5)

Agrupando as variáveis de decisão (incógnitas) de uma LMI em um único vetor
x ∈ Rm, pode-se re-escrever esta desigualdade na forma

F(x) ∆= F0 + x1F1 + · · ·+ xmFm > 0 (B.6)

com Fi ∈ Rn×n, i = 0, . . . ,m, matrizes constantes simétricas. Note que F(x) > 0 significa
que F(x) deve ser definida positiva para todo x, ou seja, y′F(x)y > 0 para todo vetor
y 6= 0.

A LMI F(x) > 0 é equivalente a um conjunto de n desigualdades polinomiais em
x, obtidas impondo-se que os menores principais líderes de F(x) > 0 devem ser todos
positivos.

A LMI F(x) > 0 é uma restrição convexa, isto é, o conjunto

{x : F(x) > 0} (B.7)

é um conjunto convexo.
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Para X = X′ > 0, tem-se, por exemplo,

X =
 x1 x2

x2 x3

 =
 1 0

0 0

x1 +
 0 1

1 0

x2 +
 0 0

0 1

x3 > 0 (B.8)

Desigualdades convexas podem ser convertidas em LMIs por meio do complemento
de Schur Q(X) S(X)

S(X)′ R(X)

 > 0 ⇔ R(X) > 0 , Q(X)− S(X)R(X)−1S(X)′ > 0 (B.9)
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Apêndice C – Procedimento de projeto

Para o projeto e validação do controlador robusto descrito neste trabalho, são
executados os seguintes passos:

Passo 1) determinar as matrizes da planta (2.3) para os parâmetros da Tabela A.1,
para ambos os casos extremos de indutância de rede;

Passo 2) discretizar as matrizes do Passo 1), por meio de (2.5);
Passo 3) inserir o atraso de transporte referente à ação de controle, reescrevendo

as matrizes do Passo 2) como em (2.32);
Passo 4) escolher as frequências e os fatores de amortecimento a serem utilizados

nos ressonantes e determinar suas funções de transferência como em (2.33); discretizar
estas funções de transferência (e.g. método de Tustin), e representá-las em variáveis de
estado (e.g. realização na forma canônica controlável);

Passo 5) determinar as matrizes do sistema aumentado como em (2.38), para ambos
os casos extremos de indutância de rede, gerando dois vértices para o modelo do sistema
aumentado (2.40);

Passo 6) escolher Q e R do DLQR robusto e determinar as matrizes Cz e Dz em
(3.47);

Passo 7) resolver o problema de otimização com LMIs em (3.33) a (3.35), utilizando
o LMI Control Toolbox do MATLAB;

Passo 8) calcular o ganho K do controlador robusto, utilizando (3.36);
Passo 9) testar o sistema em malha fechada com o ganho calculado no Passo 8) por

meio das seguintes simulações no MATLAB: análises de autovalores, análises de respostas
em frequência e respostas no domínio do tempo;

Passo 10) se o desempenho nos testes do Passo 9) for satisfatório, finalizar o projeto;
se não, retornar ao Passo 6), por exemplo, aumentando o valor dos elementos deQ visando
aumentar a velocidade dos transitórios, e aumentando o valor de R, visando reduzir os
ganhos de controle.
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A seguir, são apresentados os resultados das saídas do MATLAB para cada um
dos passos do procedimento de projeto proposto.

PASSO 1

Ap_1 =

1.0e+04 *

-0.0000 -0.1000 0
1.6129 0 -1.6129

0 0.3333 -0.0000

Ap_2 =

1.0e+04 *

-0.0000 -0.1000 0
1.6129 0 -1.6129

0 0.0769 -0.0000

Bp =

1000
0
0

Fp_1 =

1.0e+03 *

0
0

-3.3333

Fp_2 =

0
0

-769.2308
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Cp_g =

0 0 1

Dp =

0

PASSO 2:

Ad_1 =

0.9802 -0.0485 0.0198
0.7817 0.9142 -0.7817
0.0660 0.1616 0.9340

Bd_1 =

0.0496
0.0198
0.0011

Cd_g =

0 0 1

Dd =

0

Ad_2 =

0.9800 -0.0493 0.0200
0.7953 0.9647 -0.7953
0.0154 0.0379 0.9846

Bd_2 =
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0.0496
0.0200
0.0003

Cd_g =

0 0 1

Dd =

0

PASSO 3:

Gd_1 =

0.9802 -0.0485 0.0198 0.0496
0.7817 0.9142 -0.7817 0.0198
0.0660 0.1616 0.9340 0.0011

0 0 0 0

Hd =

0
0
0
1

Hd_dist1 =

-0.0011
0.0660

-0.1627
0

Cd_grid =
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0 0 1 0

Dd =

0

Gd_2 =

0.9800 -0.0493 0.0200 0.0496
0.7953 0.9647 -0.7953 0.0200
0.0154 0.0379 0.9846 0.0003

0 0 0 0

Hd =

0
0
0
1

Hd_dist2 =

-0.0003
0.0154

-0.0382
0

Cd_grid =

0 0 1 0

Dd =

0
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PASS0 4a:

w = 2*pi*60;

zeta = 1*0.00001;
zeta_3a = 1*0.00001;
zeta_5a = 1*0.00001;
zeta_7a = 1*0.00001;

PASSO 4b:

G_res_discreto =

2.495e-05 z^2 - 2.495e-05
-------------------------

z^2 - 2 z + 1

G_res_discreto_3a =

2.493e-05 z^2 - 2.493e-05
-------------------------

z^2 - 1.997 z + 1

G_res_discreto_5a =

2.49e-05 z^2 - 2.49e-05
-----------------------

z^2 - 1.991 z + 1

G_res_discreto_7a =

2.484e-05 z^2 - 2.484e-05
-------------------------

z^2 - 1.983 z + 1
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PASSO 4c:

R1 =

1.9996 -1.0000
1.0000 0

T1 =

0.0078
0

R3 =

1.9968 -1.0000
1.0000 0

T3 =

0.0078
0

R5 =

1.9912 -1.0000
1.0000 0

T5 =

0.0078
0

R7 =

1.9827 -1.0000
1.0000 0
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T7 =

0.0078
0

R =

1.9996 -1.0000 0 0 0 0 0 0
1.0000 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1.9968 -1.0000 0 0 0 0
0 0 1.0000 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1.9912 -1.0000 0 0
0 0 0 0 1.0000 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1.9827 -1.0000
0 0 0 0 0 0 1.0000 0

T =

0.0078
0

0.0078
0

0.0078
0

0.0078
0
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PASSO 5:

A_til_1 =

0.9802 -0.0485 0.0198 0.0496 0 0 0 0 0 0 0 0
0.7817 0.9142 -0.7817 0.0198 0 0 0 0 0 0 0 0
0.0660 0.1616 0.9340 0.0011 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -0.0078 0 1.9996 -1.0000 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1.0000 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -0.0078 0 0 0 1.9968 -1.0000 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1.0000 0 0 0 0 0
0 0 -0.0078 0 0 0 0 0 1.9912 -1.0000 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1.0000 0 0 0
0 0 -0.0078 0 0 0 0 0 0 0 1.9827 -1.0000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1.0000 0

B_til =

0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0

Bdist1_til =

-0.0011
0.0660

-0.1627
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Br_til =

0
0
0
0

0.0078
0

0.0078
0

0.0078
0

0.0078
0

C_til =

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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A_til_2 =

0.9800 -0.0493 0.0200 0.0496 0 0 0 0 0 0 0 0
0.7953 0.9647 -0.7953 0.0200 0 0 0 0 0 0 0 0
0.0154 0.0379 0.9846 0.0003 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -0.0078 0 1.9996 -1.0000 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1.0000 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -0.0078 0 0 0 1.9968 -1.0000 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1.0000 0 0 0 0 0
0 0 -0.0078 0 0 0 0 0 1.9912 -1.0000 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1.0000 0 0 0
0 0 -0.0078 0 0 0 0 0 0 0 1.9827 -1.0000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1.0000 0

B_til =

0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0

Bdist2_til =

-0.0003
0.0154

-0.0382
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Br_til =

0
0
0
0

0.0078
0

0.0078
0

0.0078
0

0.0078
0

C_til =

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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PASSO 6:

Q =

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 100 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

R =

10

Cdlqr =

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ddlqr =

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

3.1623
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PASSO 7:

outh2.Y

ans =

1.0e+05 *

0.0191 -0.0273 0.1218 -0.0414 0.0547 0.0535 -0.0140 -0.0151 -0.0108 -0.0118 -0.0062 -0.0078 -0.1439
-0.0273 0.1283 -0.1822 0.1034 -0.0219 -0.0246 -0.0199 -0.0217 -0.0203 -0.0213 -0.0305 -0.0305 0.4294
0.1218 -0.1822 2.5581 0.2183 0.5483 0.5297 -0.1461 -0.1627 -0.1235 -0.1399 -0.1028 -0.1266 0.4017

-0.0414 0.1034 0.2183 0.3719 -0.0599 -0.0664 -0.0532 -0.0571 -0.0525 -0.0539 -0.0764 -0.0754 0.9658
0.0547 -0.0219 0.5483 -0.0599 1.1460 1.1458 -0.1868 -0.1937 -0.0580 -0.0602 -0.0253 -0.0264 -0.2002
0.0535 -0.0246 0.5297 -0.0664 1.1458 1.1466 -0.1793 -0.1863 -0.0552 -0.0575 -0.0234 -0.0245 -0.2200

-0.0140 -0.0199 -0.1461 -0.0532 -0.1868 -0.1793 0.5993 0.5986 0.0062 0.0029 0.0063 0.0049 -0.1717
-0.0151 -0.0217 -0.1627 -0.0571 -0.1937 -0.1863 0.5986 0.5998 0.0101 0.0067 0.0083 0.0069 -0.1829
-0.0108 -0.0203 -0.1235 -0.0525 -0.0580 -0.0552 0.0062 0.0101 0.2986 0.2976 0.0053 0.0030 -0.1616
-0.0118 -0.0213 -0.1399 -0.0539 -0.0602 -0.0575 0.0029 0.0067 0.2976 0.2991 0.0083 0.0060 -0.1644
-0.0062 -0.0305 -0.1028 -0.0764 -0.0253 -0.0234 0.0063 0.0083 0.0053 0.0083 0.2829 0.2809 -0.2254
-0.0078 -0.0305 -0.1266 -0.0754 -0.0264 -0.0245 0.0049 0.0069 0.0030 0.0060 0.2809 0.2838 -0.2187
-0.1439 0.4294 0.4017 0.9658 -0.2002 -0.2200 -0.1717 -0.1829 -0.1616 -0.1644 -0.2254 -0.2187 3.1682

P_1 =

1.0e+05 *

0.0181 -0.0233 0.0108 -0.0340 0.0540 0.0527 -0.0147 -0.0158 -0.0114 -0.0125 -0.0072 -0.0088
-0.0233 0.1128 -0.0128 0.0777 -0.0191 -0.0215 -0.0174 -0.0190 -0.0177 -0.0186 -0.0264 -0.0265
0.0108 -0.0128 0.0236 0.0311 0.0538 0.0519 -0.0155 -0.0173 -0.0133 -0.0150 -0.0117 -0.0141

-0.0340 0.0777 0.0311 0.3077 -0.0558 -0.0618 -0.0495 -0.0530 -0.0486 -0.0497 -0.0702 -0.0692
0.0540 -0.0191 0.0538 -0.0558 1.1455 1.1452 -0.1873 -0.1942 -0.0585 -0.0607 -0.0260 -0.0272
0.0527 -0.0215 0.0519 -0.0618 1.1452 1.1459 -0.1799 -0.1869 -0.0557 -0.0580 -0.0242 -0.0253

-0.0147 -0.0174 -0.0155 -0.0495 -0.1873 -0.1799 0.5989 0.5981 0.0058 0.0024 0.0056 0.0042
-0.0158 -0.0190 -0.0173 -0.0530 -0.1942 -0.1869 0.5981 0.5993 0.0096 0.0062 0.0076 0.0062
-0.0114 -0.0177 -0.0133 -0.0486 -0.0585 -0.0557 0.0058 0.0096 0.2981 0.2971 0.0046 0.0023
-0.0125 -0.0186 -0.0150 -0.0497 -0.0607 -0.0580 0.0024 0.0062 0.2971 0.2986 0.0076 0.0053
-0.0072 -0.0264 -0.0117 -0.0702 -0.0260 -0.0242 0.0056 0.0076 0.0046 0.0076 0.2818 0.2798
-0.0088 -0.0265 -0.0141 -0.0692 -0.0272 -0.0253 0.0042 0.0062 0.0023 0.0053 0.2798 0.2827

P_2 =

1.0e+05 *

0.0187 -0.0261 0.0131 -0.0390 0.0544 0.0532 -0.0143 -0.0154 -0.0110 -0.0121 -0.0066 -0.0081
-0.0261 0.1235 -0.0214 0.1008 -0.0209 -0.0234 -0.0190 -0.0207 -0.0194 -0.0204 -0.0291 -0.0291
0.0131 -0.0214 0.0232 0.0177 0.0555 0.0537 -0.0140 -0.0156 -0.0117 -0.0134 -0.0094 -0.0118

-0.0390 0.1008 0.0177 0.3368 -0.0593 -0.0658 -0.0527 -0.0565 -0.0520 -0.0534 -0.0756 -0.0747
0.0544 -0.0209 0.0555 -0.0593 1.1457 1.1456 -0.1871 -0.1939 -0.0582 -0.0604 -0.0256 -0.0267
0.0532 -0.0234 0.0537 -0.0658 1.1456 1.1463 -0.1796 -0.1866 -0.0554 -0.0577 -0.0237 -0.0249

-0.0143 -0.0190 -0.0140 -0.0527 -0.1871 -0.1796 0.5991 0.5984 0.0060 0.0027 0.0060 0.0046
-0.0154 -0.0207 -0.0156 -0.0565 -0.1939 -0.1866 0.5984 0.5995 0.0099 0.0065 0.0080 0.0066
-0.0110 -0.0194 -0.0117 -0.0520 -0.0582 -0.0554 0.0060 0.0099 0.2984 0.2974 0.0050 0.0027
-0.0121 -0.0204 -0.0134 -0.0534 -0.0604 -0.0577 0.0027 0.0065 0.2974 0.2989 0.0080 0.0057
-0.0066 -0.0291 -0.0094 -0.0756 -0.0256 -0.0237 0.0060 0.0080 0.0050 0.0080 0.2824 0.2805
-0.0081 -0.0291 -0.0118 -0.0747 -0.0267 -0.0249 0.0046 0.0066 0.0027 0.0057 0.2805 0.2834

outh2.Z

=

1.0e+04 *

-0.4548 1.3381 0.0960 3.1022 -0.6344 -0.6973 -0.5448 -0.5803 -0.5131 -0.5221 -0.7166 -0.6956

outh2.G

=

1.0e+05 *

0.0192 -0.0267 0.0127 -0.0450 0.0546 0.0534 -0.0141 -0.0152 -0.0108 -0.0119 -0.0063 -0.0078
-0.0275 0.1257 -0.0201 0.1194 -0.0214 -0.0240 -0.0195 -0.0213 -0.0200 -0.0209 -0.0300 -0.0300
0.0124 -0.0172 0.0252 0.0098 0.0542 0.0523 -0.0151 -0.0168 -0.0128 -0.0145 -0.0110 -0.0133

-0.0417 0.1012 0.0187 0.3905 -0.0596 -0.0661 -0.0531 -0.0569 -0.0524 -0.0538 -0.0763 -0.0754
0.0548 -0.0214 0.0552 -0.0631 1.1459 1.1457 -0.1869 -0.1938 -0.0581 -0.0603 -0.0254 -0.0265
0.0535 -0.0241 0.0534 -0.0700 1.1457 1.1465 -0.1794 -0.1864 -0.0553 -0.0575 -0.0235 -0.0246
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-0.0140 -0.0195 -0.0143 -0.0562 -0.1869 -0.1794 0.5992 0.5985 0.0062 0.0028 0.0062 0.0048
-0.0151 -0.0213 -0.0159 -0.0603 -0.1938 -0.1864 0.5985 0.5997 0.0100 0.0066 0.0082 0.0069
-0.0107 -0.0199 -0.0120 -0.0556 -0.0581 -0.0553 0.0062 0.0100 0.2985 0.2975 0.0052 0.0029
-0.0118 -0.0209 -0.0137 -0.0570 -0.0603 -0.0576 0.0028 0.0066 0.2975 0.2990 0.0082 0.0059
-0.0062 -0.0298 -0.0098 -0.0809 -0.0254 -0.0235 0.0062 0.0082 0.0052 0.0082 0.2827 0.2808
-0.0077 -0.0298 -0.0122 -0.0799 -0.0266 -0.0247 0.0048 0.0068 0.0029 0.0059 0.2808 0.2837

PASSO 8:

outh2.K
=

Columns 1 through 7

-7.292484337261442 -0.613617100696004 1.236588913699183 -0.367585159040495 18.204603552720528 -18.075502681508851

6.415787457966076

Columns 8 through 12

-6.455750313169403 2.921234023796671 -3.147706487664607 1.099451453447614 -1.423525737156581

(ganho dado em (3.51))

PASSO 9:
Fazer as análises de autovalores (Figura 3.1 e Figura 3.2), de respostas em frequên-

cia (Figura 3.3 e Figura 3.4) e respostas no domínio do tempo (Figura 3.5 a Figura 3.7)

PASSO 10:
Pelas figuras analisadas no Passo 9, o desempenho com este controlador é conside-

rado satisfatório, encerrando o projeto.
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Para Lc = 1 mH, C = 62 µF e Lg simbólico, tem-se que os elementos Gd(Lg) são
dados por:

Gd(1,1) =
1/(1000 ∗ (Lg) + 1) + (500 ∗ (Lg))/(exp((1108378657032258(1/2)) ∗ (−(Lg) ∗ (1000 ∗ (Lg) +
1))(1/2))/(5253365760∗(Lg)))∗(1000∗(Lg)+1))+(500∗(Lg)∗exp((1108378657032258(1/2))∗
(−(Lg) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))(1/2))/(5253365760 ∗ (Lg))))/(1000 ∗ (Lg) + 1)

(D.1)

Gd(1,2) =
(65536000∗1108378657032258(1/2))∗(Lg))/(554189328516129∗exp((1108378657032258(1/2))∗
(−(Lg) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))(1/2))/(5253365760 ∗ (Lg))) ∗ (−(Lg) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))(1/2))−
(65536000∗1108378657032258(1/2))∗ (Lg)∗exp((1108378657032258(1/2))∗ (−(Lg)∗ (1000∗
(Lg) + 1))(1/2))/(5253365760 ∗ (Lg))))/(554189328516129 ∗ (−(Lg) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))(1/2))

(D.2)

Gd(1,3) =
(1000 ∗ (Lg))/(1000 ∗ (Lg) + 1) − (500 ∗ (Lg))/(exp((1108378657032258(1/2)) ∗ (−(Lg) ∗
(1000 ∗ (Lg) + 1))(1/2))/(5253365760 ∗ (Lg))) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))− (500 ∗ (Lg) ∗ exp
((1108378657032258(1/2)) ∗ (−(Lg) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))(1/2))/(5253365760 ∗ (Lg))))/(1000 ∗
(Lg) + 1) (D.3)

Gd(2,1) =
(110837865704(1/2)) ∗ (−(Lg) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))(1/2))/(52429 ∗ exp((110837865704(1/2)) ∗
(−(Lg) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))(1/2))/(5253365760 ∗ (Lg))) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))
− (1108378657032258(1/2)) ∗ exp((1108378657032258(1/2)) ∗ (−(Lg) ∗ (1000 ∗Lg+ 1))(1/2))/
(5253365760 ∗ (Lg))) ∗ (−(Lg) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))(1/2))/(524288 ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))

(D.4)

Gd(2,2) =
1/(2∗exp((1108378657032258)(1/2))∗(−(Lg)∗(1000∗(Lg)+1))(1/2))/(5253365760∗(Lg))))+
+ exp((1108378657032258(1/2)) ∗ (−(Lg) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))(1/2))/(5253365760 ∗ (Lg)))/2

(D.5)

Gd(2,3) =



Apêndice D – Expressão analítica de eAc(Lg)Ts 87

(1108378657032258)(1/2))∗ exp((1108378657032258(1/2))∗ (−(Lg)∗ (1000∗ (Lg) + 1))(1/2))/
(5253365760 ∗ (Lg))) ∗ (−(Lg) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))(1/2))/(524288 ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1)) −
(1108378657032258(1/2)) ∗ (−(Lg) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))(1/2))/(524288 ∗ exp
((1108378657032258(1/2)) ∗ (−(Lg) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))(1/2))/(5253365760 ∗ (Lg))) ∗ (1000 ∗
(Lg) + 1))

(D.6)

Gd(3,1) =
1/(1000∗ (Lg) + 1)−1/(2∗ exp((1108378657032258(1/2))∗ (−(Lg)∗ (1000∗ (Lg) + 1))(1/2))/
(5253365760 ∗ Lg)) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))− exp((1108378657032258(1/2)) ∗ (−(Lg) ∗ (1000 ∗
(Lg) + 1))(1/2))/(5253365760 ∗ (Lg)))/(2 ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))

(D.7)

Gd(3,2) =
(65536 ∗ 1108378657032258(1/2)) ∗ exp((1108378657032258(1/2)) ∗ (−(Lg) ∗ (1000 ∗ (Lg) +
1))(1/2))/(5253365760∗(Lg))))/(554189328516129∗(−(Lg)∗(1000∗(Lg)+1))(1/2))−(65536∗
1108378657032258(1/2))/(554189328516129∗exp((1108378657032258(1/2))∗(−(Lg)∗(1000∗
(Lg) + 1))(1/2))/(5253365760 ∗ (Lg))) ∗ (−(Lg) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))(1/2))

(D.8)

Gd(3,3) =
(1000 ∗ (Lg))/(1000 ∗ (Lg) + 1) + 1/(2 ∗ exp((1108378657032258(1/2))) ∗ (−(Lg) ∗ (1000 ∗
(Lg) + 1))(1/2))/(5253365760 ∗ (Lg))) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1)) + exp((1108378657032258(1/2)) ∗
(−(Lg) ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))(1/2))/(5253365760 ∗ (Lg)))/(2 ∗ (1000 ∗ (Lg) + 1))

(D.9)
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