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RESUMO

DIAGRAMAS DE FASE DO MODELO DE ISING DEFINIDO SOBRE DOIS
GRAFOS ACOPLADOS

AUTORA: Maira Angélica Bolfe
ORIENTADOR: Fernando Lucas Metz

Neste trabalho estudamos o modelo de duas redes complexas acopladas, com o intuito
de estudar os diagramas de fase e a metaestabilidade do sistema. As redes apresen-
tam interacbes internas ferromagnéticas e sdo acopladas entre si através de interacdes
antiferromagnéticas. O modelo possui conectividade finita, ou seja, cada spin de Ising in-
terage com um numero finito de outros spins. O niumero de conexdes por sitio em cada
rede € uma variavel aleatéria que segue uma distribuicado de Poisson, o que caracteriza
um grafo aleatério de Erdés-Rényi. O objetivo principal do trabalho é obter os diagramas
de fase e as curvas que limitam a regido de metaestabilidade em fungado dos parame-
tros do modelo, como a conectividade média entre as redes, a intensidade da interacao
antiferromagnética entre as redes e a temperatura. Usando o método das réplicas, obte-
mos equacoes de auto-consisténcia para as distribuicdes de campos efetivos, a partir das
quais podemos calcular a magnetizagdo de cada rede e a energia livre do sistema. As
equaclOes de auto-consisténcia foram resolvidas numericamente através do algoritmo de
dinamica de populagbes. Nos calculamos numericamente a magnetizagéo de cada rede,
a energia livre e a partir disso construimos os diagramas de fase. Na primeira etapa dos
resultados, consideramos que a conectividade média entre as redes é nula, e recupera-
mos alguns resultados conhecidos para o0 modelo de Ising com conectividade finita em um
grafo aleatério de Erdds-Rényi. Para o caso de duas redes acopladas , construimos os di-
agramas de fase e calculamos a energia livre. O modelo possui uma fase paramagnética,
onde a magnetizacao de cada rede é zero, e uma fase antiferromagnética, onde os grafos
possuem magnetizagées com sinais opostos. Com base no calculo da energia livre nés
mostramos que este modelo tem uma solugédo metaestével, onde o estado ferromagnético
corresponde a um minimo local de energia livre. Estudamos o limite de estabilidade da
solucao ferromagnética em funcao dos parametros do modelo. Além disso, observamos a
presenca de uma fase paramagnética a baixas temperaturas, que estéa relacionada a baixa
conectividade entre as duas redes e no interior delas. Os resultados tedricos para o mo-
delo de redes acopladas foram comparados com simulagées de Monte-Carlo, mostrando
uma 6tima concordancia.

Palavras-chave: Redes complexas. Modelo acoplado. Conectividade finita. Transicdo
de fase. Metaestabilidade.



ABSTRACT

PHASE DIAGRAMS OF THE ISING MODEL DEFINED ON TWO
COUPLED GRAPHS

AUTHOR: Maira Angélica Bolfe
ADVISOR: Fernando Lucas Metz

In this work we study a model of two coupled complex networks, with the purpose to study
the phase diagrams and the metastability of the system. The networks have internal ferro-
magnetic interactions and are coupled to each other through antiferromagnetic interactions.
The model has finite connectivity, i.e., each Ising spin interacts with a finite number of other
spins. The number of connections per site in each network is a random variable that follows
a Poisson distribution, which characterizes Erdds-Rényi random graphs. The main objective
of this work is to obtain the phase diagrams and the curves that limit the region of metas-
tability as a function of the model parameters, such as the average connectivity between
the networks, the intensity of the antiferromagnetic interactions between the networks and
the temperature. Using the replica method, we derive the self-consistent equations for
the distributions of effective fields, from which we can calculate the magnetization of each
network and the free energy of the system. The self-consistent equations have been sol-
ved numerically through the population dynamics algorithm. We calculate numerically the
magnetization of each network and the free energy, from which we construct the phase dia-
grams. In the first part of the results, we consider a vanishing average connectivity between
the networks and we recover some known results for the Ising model on an Erdds-Rényi
random graph. For the case of two coupled networks, we construct the phase diagrams
and we calculate the free energy. The model has a paramagnetic phase, where the mag-
netization of each network is zero, and an antiferromagnetic phase, where the graphs have
magnetizations with opposite signs. Based on the calculation of the free-energy, we show
that this model has a metastable solution, where the ferromagnetic state corresponds to a
local minimum of the free energy. We study the stability limit of the ferromagnetic solution
as a function of the parameters of the model. Besides that, we observe the presence of a
paramagnetic phase at low temperatures that is related to the low connectivity between the
two networks and inside them. The theoretical results for the model of coupled networks
have been compared with Monte-Carlo simulations, showing a very good agreement.

Keywords: Complex networks. Coupled model. Finite connectivity. Phase transition. Me-
taestability.
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1 INTRODUCAO

Em mecénica estatistica, um dos métodos mais utilizados e simples para a resolu-
cao de problemas é o método de aproximacao de campo médio. Essa aproximagao con-
siste em modelar um sistema fisico de muitos elementos interagentes (atomos, momentos
magnéticos, individuos em redes sociais, etc) por uma rede completamente conectada, ou
seja, cada elemento interage com um namero infinito de outros elementos € as interacdes
sao de alcance infinito. Dentre os modelos estudados por esse método, destacamos 0 mo-
delo de Ising, proposto por Wilhelm Lenz ao seu aluno de doutorado Ernst Ising em 1924
(ISING, 1925), que é um dos modelos mais simples e muito utilizado para o estudo das
transi¢des de fase em sistemas magnéticos. O modelo de Ising totalmente conectado re-
cebe o nome de modelo de Curie-Weiss (KOCHMANSKI; PASZKIEWICZ; WOLSKI, 2013)
e pode ser resolvido exatamente. A partir dessa solugéo € possivel estudar em detalhe as
propriedades termodinamicas do sistema.

No entanto, a topologia de modelos totalmente conectados € muito diferente de
sistemas mais realisticos, que apresentam um numero finito de conexdes por sitio e sdo
definidos em um espacgo de dimenséo finita (MONASSON, 1998). Por esse motivo, surgiu
o0 interesse de aprimorar 0os modelos de campo médio, utilizando um sistema no qual a co-
nectividade é finita, isto é, onde cada elemento do sistema interage com um numero finito
de outros elementos. Um dos primeiros artigos acerca de modelos de conectividade finita
para sistemas magnéticos foi publicado em 1985 por Viana e Bray (1985), apds isso muitos
estudos foram realizados utilizando esta classe de modelos. Existe uma grande variedade
de modelos de conectividade finita, também conhecidos como modelos de grafos aleaté-
rios. De maneira simples, grafos aleatérios séo definidos pela forma como o numero finito
de conexdes entre os elementos do sistema é definido. Um modelo muito simples de gra-
fos aleatdrios foi introduzido por Erdds e Rényi (1960), que sdo também conhecidos como
grafos de Poisson, pois a distribuicdo do nimero de vizinhos por sitio converge para uma
distribuigdo de Poisson quando o grafo possui um numero infinito de sitios. Modelos de co-
nectividade finita sdo empregados em muitas areas de estudo como no caso de vidros de
spin (MEZARD; PARISI, 1987; WONG; SHERRINGTON, 1987), redes neurais (WEMME-
NHOVE; COOLEN, 2003), codigos de correcao e deteccao de erros (NERI; SKANTZOS;
BOLLE, 2008; KABASHIMA; SAAD, 1999), entre outras.

Ainda assim, muitos sistemas reais diferem de grafos de Erdds-Rényi pelo fato de
apresentarem um processo de formacéao e crescimento que ndo sao totalmente aleatérios.
Redes complexas reais séo regidas por uma distribuicdo de conexdes com um grau de
complexidade mais elevado que a distribuicao de Poisson, resultando em uma estrutura de
rede com padrées mais complicados de interconexao. Por exemplo, grafos de Erdés-Rényi
sao caracterizados por uma distribuicao de Poisson para o nimero de vizinhos por sitio, en-
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qguanto em muitos sistemas na natureza a mesma quantidade € distribuida de acordo com
uma lei de poténcia. Com isso, surgiu o interesse de explicar a topologia de redes comple-
xas. De modo geral, podemos modelar uma rede complexa como um grafo com padrdes
de conexdes variados. Um exemplo familiar de rede complexa é a Internet, onde os com-
putadores representam os nés (ou vértices) e os cabos de conexdo ou as conexdes sem fio
representam as arestas do grafo, ou seja, as conexdes entre os nds. Sendo assim, redes
complexas tém uma estrutura de conexdes nao-trivial, ou seja, apresentam uma arquitetura
bastante complicada, e o maior desafio é encontrar uma maneira completa e precisa de
descrever de maneira coerente a estrutura desses sistemas (STROGATZ, 2001). Redes
complexas possuem aplicagdes em diversos campos da ciéncia, como fisica, matema-
tica, ciéncia da computacao e sociologia. Além da rede de computadores (FALOUTSOS;
FALOUTSOS; FALOUTSOS, 1999), existem outros exemplos de redes complexas em dife-
rentes areas, como mercado financeiro (LISEWSKI; LICHTARGE, 2010), redes biologicas
(MASLOV; SNEPPEN, 2002), sistemas de transporte (KORNISS, 2007), redes de ligagbes
quimicas, entre outros (NEWMAN, 2003). Existem trés modelos de redes complexas mais
estudados na literatura, que séo as redes aleatérias (ou grafos aleatérios) de Erdds-Rényi,
as redes de pequeno mundo de Watts e Strogatz (WATTS; STROGATZ, 1998) e as redes
sem escala de Barabasi-Albert (ALBERT; BARABASI, 2002).

Recentemente, percebeu-se que, além da topologia de conexdes, existem outros
fatores que influenciam no comportamento de uma determinada rede. Podemos citar o
exemplo da rede de transporte maritimo (KALUZA et al., 2010), onde os portos represen-
tam os nos e as rotas de navegacdo as arestas. Para que essa rede tenha um fluxo de
carga eficiente, ela depende de fatores externos como o transporte terrestre, o qual realoca
as cargas que os navios deixam no porto. Se o porto estiver com muita carga para des-
pachar, os navios que estao por chegar ndo conseguem descarregar, complicando todo o
sistema. Este é um exemplo claro da influéncia matua entre duas redes complexas. O aco-
plamento entre grafos aleatérios pode ser utilizado para modelar muitos tipos de sistemas
que consistem de muitas redes que interagem entre si. No artigo de revisado de Kivela et al.
(2014), € mapeado o vasto campo de estudos nesta area e a evolugao nos ultimos anos.
De modo geral, no estudo do acoplamento de redes complexas, se busca entender como
o sistema se comporta quando algum dos parametros que caracterizam a sua estrutura é
alterado. Por exemplo, no caso da rede de transporte maritimo, podemos nos perguntar o
qgue aconteceria com o fluxo de carga se mudassemos as rotas de navegacao, ou entao,
alterassemos a logistica do transporte terrestre. Portanto, o estudo de redes acopladas €
importante para inUmeros sistemas reais.

Um tépico muito importante no estudo do comportamento coletivo de sistemas com-
postos de muitos elementos interagentes € o estudo das transi¢coes de fase. De maneira
geral, uma transicao de fase consiste em uma mudanca nas propriedades macroscopicas
de um sistema quando alteramos algum parametro externo, como a temperatura. Em ou-
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tras palavras, a mudanga de uma condigdo externa ao sistema pode alterar o estado de
ordenamento dos elementos microscépicos que o constituem. Um exemplo tipico de sis-
tema que sofre uma transicao de fase é a agua. Quando aquecida até uma temperatura
especifica a pressao constante, a 4gua entra em ebulicdo, o que caracteriza a transigao
do liquido para o vapor. Sendo assim, dizemos que a agua passa por uma transicao de
fase. De modo geral, uma transicao de fase € identificada como uma alteragéao no compor-
tamento macroscépico de um sistema com muitos elementos de acordo com a variagao
dos parametros, essa alteracao pode ser suave ou repentina. Transicoes de fase consti-
tuem um tépico muito importante no estudo de redes complexas. De fato, redes complexas
exibem uma variedade de fendbmenos criticos, como mudancgas estruturais abruptas, fend-
menos de percolagao, transicdes de fase magnéticas e a transi¢cdo de sincronizagdo em
redes de osciladores (DOROGOVTSEV; GOLTSEV; MENDES, 2008).

Embora o assunto de transi¢cdes de fase em redes tem sido muito estudado, ainda
se conhece muito pouco acerca do comportamento de sistemas de redes acopladas. Em
particular, transicoes de fase em redes acopladas sdo muito importantes no estudo de
sistemas sociais, como discutido no artigo de revisdo de Castellano, Fortunato e Loreto
(2009), onde sao mostrados exemplos de transi¢cdes de fase em dinamica de opinides, di-
namica cultural, dindmica da linguagem e fenémenos de propagacéao social. Em sistemas
sociais, um dos objetivos € caracterizar o comportamento coletivo de grupos de individuos
em relagdo a uma certa opinido. Podemos imaginar, por exemplo, que existem dois par-
tidos politicos, onde cada partido € modelado por uma rede, cujos sitios representam a
opinido de cada individuo. Os acoplamentos dentro de cada rede tendem a reforcar uma
certa opinido, de modo a produzir um consenso no interior do partido. Considerando que a
opiniao de um partido interfere no outro, podemos modelar esta influéncia por meio de um
acoplamento entre as redes e nos perguntar se os dois partidos sdo capazes de chegar
a um consenso. Sendo assim, para compreender mudancgas coletivas de opiniao, muitos
estudos de sistemas sociais utilizam modelos estudados em fisica. Um modelo bastante
utilizado é o modelo de Ising, que podemos interpretar como um modelo de opinido, onde
o ordenamento ferromagnético caracteriza um consenso (os individuos compartilham da
mesma opinido) e um estado coletivo desordenado caracteriza a discérdia entre os indivi-
duos. Portanto, entender as transicées de fase no acoplamento de redes é importante para
estudar sistemas sociais, além de outras areas ja citadas, que utilizam modelos similares.

Modelos de mecanica estatistica definidos sobre redes acopladas ja foram estuda-
dos em algumas areas de conhecimento e resultados interessantes em relacao a transi-
cOes de fase ja foram discutidos, além de outros pontos interessantes como a existéncia
de percolagdao (BIANCONI; RADICCHI, 2016) e de uma regidao de metaestabilidade. A
metaestabilidade ocorre quando o sistema encontra um minimo local de energia, o que
dificulta a transi¢cdo para o minimo de energia global, ou seja, o estado de menor ener-
gia que representa o equilibrio termodinamico. A metaestabilidade afeta a dindmica do
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sistema, pois 0 mesmo pode permanecer por um determinado intervalo de tempo em um
minimo de energia local, até atravessar a barreira de energia e atingir o minimo de energia
global que caracteriza o estado de equilibrio termodindmico. A presenca de metaestabili-
dade foi estudada, por exemplo, em um grafo aleatério regular (DOMMERS, 2017), onde o
autor utiliza o modelo de Ising ferromagnético com campo externo. Com isso, ele analisa
o tempo que o sistema permanece no estado metaestavel por meio de simula¢gées com-
putacionais, ou seja, o trabalho estuda as propriedades dinamicas do modelo. A presenca
de estados metaestaveis também foi verificada em sistemas sociais. Um exemplo disso é
o artigo de Klemm et al. (2003), que estuda o modelo cultural de Axelrod em duas topolo-
gias de redes: as redes de pequeno mundo e as redes sem escala. O modelo de Axelrod
consiste em descrever a disseminacgao cultural, composta por agentes caracterizados por
um conjunto de fatores culturais. Os autores estudam o modelo para redes de pequeno
mundo e redes sem escala e fazem uma comparag¢ao dos resultados obtidos, nos dois
modelos de rede, em relacdo a transicao entre os estados ordenados e desordenados. O
estudo de metaestabilidade tem sido desenvolvido, também, em redes acopladas, no qual
nos deparamos com exemplos em redes biolégicas (DANZIGER et al., 2017). Neste caso,
os autores utilizam redes de muitas camadas e analisam a interdependéncia e a compe-
titividade de interagdo em sistemas dindmicos reais, como no caso de um modelo para a
propagacao de epidemias. Ainda, podemos citar o estudo da metaestabilidade em um mo-
delo de competicdo de linguagem (CARRO; TORAL; MIGUEL, 2016), no qual os autores
consideram duas redes de individuos bilingues e analisam as interacdes entre os falantes
dos idiomas e as propriedades especificas de cada falante. Portanto, a metaestabilidade
desempenha um papel importante em diversos sistemas modelados por grafos aleatérios.

Na mecanica estatistica, o primeiro passo para estudar transigdes de fase é utilizar
o modelo de Ising, que é um modelo fundamental nesta area. Esse modelo € muito uti-
lizado para a compreensao de sistemas magnéticos devido a sua simplicidade e solugéao
exata em alguns casos. Observamos que ja existem alguns trabalhos na literatura que
estudam o modelo de Ising em redes acopladas. No artigo de Galam, Salinas e Shapir
(1995), os autores estudam dois modelos de Ising aleatoriamente acoplados e utilizam as
técnicas de campo médio para construir diagramas de fase e analisar como a intensidade
do acoplamento entre os dois modelos influencia nas transicdes de fase do sistema. No
mesmo caminho, Jang et al. (2015) estudam as influéncias culturais em um sistema de
redes acopladas. Para isso, os autores utilizam um modelo de spin chamado de modelo de
Askin-Teller. Este modelo é formado por duas espécies de spins de Ising, onde cada espé-
cie é colocada em uma camada de uma rede de camada dupla. Os calculos séo realizados
utilizando a aproximacao de campo médio e sao construidos diagramas de fase para ana-
lisar as diferentes fases que o sistema apresenta. Além disso, Agliari, Burioni e Sgrignoli
(2010) exploraram, via simulacées de Monte-Carlo, um modelo composto por dois grafos
de Erdds-Rényi acoplados, cada um deles contendo um numero de sitios distintos, com o
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objetivo de analisar as propriedades criticas do sistema.

Considerando essa linha de pesquisa, Suchecki e Hotyst (2006) (SH) estudaram o
acoplamento de modelos de Ising, onde todas as interagbes entre os spins sdo ferromag-
néticas. Além disso, os autores consideram que cada modelo de Ising é definido sobre
uma rede sem escala. Nestas redes a distribuicdo do numero de vizinhos por sitio obe-
dece a uma lei de poténcia, e os calculos realizados sdo baseados em uma aproximagao.
Nos resultados numéricos, os autores analisam a coexisténcia de dois estados estaveis
(as magnetizagdes globais das duas redes possuem o mesmo sinal ou sinais opostos)
para baixas temperaturas e estimam os valores das temperaturas criticas onde esses es-
tados estaveis desaparecem, dando origem a uma fase paramagnética. Além disso, eles
estudam como as temperaturas criticas dependem do acoplamento entre as redes. Como
no primeiro trabalho ndo foi possivel explicar detalhadamente esse fendbmeno, mais tarde
Suchecki e Hotyst (2009) publicaram uma extensao do estudo, no qual utilizam, também,
as redes sem escala e a topologia de grafos aleatérios regulares, que sao grafos onde
todos os nds apresentam o mesmo numero de conexdes por sitio. Neste segundo artigo,
SH discutem a existéncia de uma regido com duas solucdes estaveis para baixas tempe-
raturas e concluem que existem duas temperaturas criticas. Uma delas limita a regido de
consisténcia de solucdes, e a segunda temperatura critica descreve a transi¢ao entre as
fases ferromagnética e paramagnética. Como discutido no primeiro artigo, essa tempera-
tura depende da intensidade do acoplamento entre as redes. No entanto, o trabalho de SH
nao permite concluir qualquer coisa a respeito da estabilidade das solugdes na regiao de
coexisténcia. A estabilidade pode ser caracterizada somente atraves do calculo da energia
livre. Além disso, SH ndo estudam, em seus trabalhos, os efeitos dos parametros estru-
turais da rede na presencga da coexisténcia das solugdes e ndo apresentam diagramas de
fase completos.

Desta forma, com o intuito de analisar minuciosamente as transi¢coes de fase que
surgem devido ao acoplamento entre as redes, nesta dissertacao estudamos um modelo
semelhante ao estudado por SH. Para isso, consideramos duas redes acopladas, onde
cada sitio é descrito por uma variavel de Ising, como SH. Porém, nosso modelo difere
do modelo SH, pois consideramos a topologia de grafos aleatérios de Erdds-Rényi com
conectividade finita, o que resulta em um modelo mais simples e que pode ser resolvido
exatamente usando métodos de mecanica estatistica de vidros de spin, o que permite uma
analise detalhada dos diagramas de fase.

Portanto, o objetivo deste trabalho é estudar um modelo de redes acopladas com
conectividade finita em equilibrio térmico, onde as interagdes entre os elementos no interior
de cada rede sao ferromagnéticas e as interagdes entre as redes sao antiferromagnéticas,
para analisar em detalhe o comportamento das transi¢gdes de fase por meio de diagramas
de fase. Além disso, queremos caracterizar a metaestabilidade em termos da energia
livre e estudar seu comportamento a medida que alteramos determinados parametros do
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sistema, como a conectividade média no interior de cada rede, a conectividade média e
a intensidade de interacao entre as redes, e a temperatura. Ou seja, buscamos fazer um
estudo detalhado das propriedades de equilibrio desse tipo de modelo estatistico. Para
isso, utilizamos as técnicas aplicadas ao estudo de modelos de vidros de spin definidos
sobre grafos aleatérios (MEZARD; PARISI, 2001; MEZARD; PARISI, 1987; LEONE et al.,
2002).

De maneira geral, a partir deste estudo construimos diagramas de fase e carac-
terizamos por meio da energia livre a fase paramagnética, a fase antiferromagnética e a
metaestabilidade que é representada por uma solugéo ferromagnética. Entre os principais
resultados, destacamos a presenca de uma fase paramagnética a baixas temperaturas,
por causa da topologia das redes, ou seja, quando a conectividade média no interior de
cada rede é muito baixa. Isto ocorre em consequéncia da transicdo de percolacéo, que
€ caracterizada pela formacao de pequenos aglomerados de spins interconectados entre
si, devido a baixa conectividade entre os spins. A partir dos diagramas de fase, analisa-
mos também a influéncia da variacdo da conectividade média no interior de cada rede e
da conectividade média entre as redes. Em particular, a metaestabilidade € mais robusta
frente a variagdo da temperatura, pois mesmo submetido a altas temperaturas o sistema se
mantém ordenado. Se considerarmos que todas as conectividades médias tendem para
valores infinitos, obtemos um modelo de duas redes completamente conectadas, isto €,
dois modelos de Curie-Weiss acoplados. Além disso, confirmamos os resultados tedricos
por meio de simulagdes computacionais de Monte-Carlo.

No préximo capitulo, introduzimos o Hamiltoniano do modelo proposto e alguns
conceitos da teoria de grafos aleatérios. Na sequéncia, discutimos o método das réplicas,
como sao obtidas as equacgdes de ponto de sela e calculamos as equacgdes das distribui-
cbes de campos efetivos, que sao resolvidas numericamente via o algoritmo de dindmica
de populagdes. Desta forma, podemos calcular a magnetizagdo de cada rede e a energia
livre. Em seguida, no capitulo 3, apresentamos os resultados obtidos a partir do modelo
proposto, onde na primeira se¢ao consideramos nulo o acoplamento entre as redes e dis-
cutimos os resultados obtidos para um unico grafo de Erdés-Rényi. Na segunda secéo,
considerando a variagdo da conectividade média, da intensidade de interagdo entre as
redes e da temperatura, apresentamos os resultados para o modelo de duas redes acopla-
das na forma de diagramas de fase. Na ultima sec¢ao do capitulo, realizamos a comparagao
entre os dados obtidos teoricamente com os dados obtidos via simulagao de Monte-Carlo.
Por fim, séo feitas algumas consideragdes finais sobre o trabalho e apresentamos algumas
perspectivas futuras.



2 O MODELO DE ISING EM GRAFOS ACOPLADOS

A proposta deste capitulo € introduzir e resolver o modelo de Ising em grafos aco-
plados com conectividade finita. O estudo desse tipo de modelo ndo é uma tarefa facil,
como discutido no artigo de Mézard e Parisi (1987), onde se observa que a solucao de
sistemas com conectividade finita € dada em termos de equagdes mais complicadas de
resolver do que em modelos que consideram interacées de alcance infinito. Assim, neste
capitulo obtemos as equagdes que permitem calcular a magnetizacdo de cada rede, a
energia livre por sitio e obtemos as equacgdes para os pardmetros de ordem do modelo
proposto.

2.1 O MODELO

O modelo é composto por dois conjuntos {o;} e {7;} de varidveis de spin, cujo
Hamiltoniano é dado por:

o T I
Cis Cis Cis
H:—ZC—jO'Z’O'j—ZC—jTZ'Tj—i—UZC—I]O'Z’Tj, (21)

i<j ° i<j T i.j

onde o; € {—1,1}(: = 1,..,N)er, € {—1,1}(: = 1,..., N) descrevem as variaveis de

spin do sistema. A soma ) _._. nos termos referentes as redes o e 7 é realizada sobre os

1<)
pares distintos de spins, enquanto no termo de acoplamento a soma Zi’j € realizada sobre
todos os valores possiveis de i e j. A quantidade ¢;; € {0, 1} é uma variavel aleatéria que
indica se existe (¢;; = 1) ou se n&o existe (¢;; = 0) uma conexado entre os spins i e j do
grafo, sendo que ¢}, ¢f; e ¢/; séo independentes. As variaveis {c;;} sdo acomodadas em
uma matriz chamada matriz de adjacéncia. Portanto, o elemento de matriz c;; diz se existe
ou nao uma conexao entre os sitios < € 5. A variavel U > 0 representa a intensidade do
acoplamento antiferromagnético entre as redes.

Considerando que a matriz de adjacéncia {c]; } é simétrica e que os termos da dia-
gonal principal sdo nulos (c/; = 0), é possivel reescrever o terceiro termo do Hamiltoniano,

o qual retrata o acoplamento entre os grafos, da seguinte forma:

Z CijOiT= Z cij(0iTy + 0;7i), (2.2)
2%

1<j
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logo,

o T '

H=— ; %aiaj - ; CCLTJTJJ» +U ; CCLI](U,;T]- +0;7), (2.3)
onde todas as somas sao realizadas sobre todos os pares distintos de spins. Na equacgao
(2.3) quando ¢ tende para infinito, obtemos um sistema de duas redes completamente
conectadas (dois modelos de Curie-Weiss) e acopladas entre si. Destinamos a subsecao
2.1.1 para discutir a topologia das conexdes no modelo proposto.

2.1.1 Grafos aleatorios

Um grafo consiste em um conjunto de pontos que sdo chamados de nés, vértices
ou sitios. Cada par de nés pode ou néo ser conectado por uma linha que recebe o0 nome
de aresta. A forma mateméatica usual para representar um grafo € como um conjunto de
vértices e arestas (BOLLOBAS, 1979). As conexdes dos grafos podem ser expressas por
uma matriz de adjacéncia C = c¢;;, onde o elemento de matriz c;; toma valor um, se existe
conexao, ou zero se nao existe. Um grafo é dito completamente conectado se cada vértice
€ conectados a todos os outros.

Quando as propriedades dos grafos sao escolhidas aleatoriamente, chamamos de
grafos aleatorios. Este ramo da matematica foi introduzido por Erdés e Rényi (1960). Na
figura (2.1) apresentamos dois exemplos de grafos.

Figura 2.1 — Exemplos de grafos. (a) Grafo completo com 10 nés. (b) Grafo aleatério de
Erd6s-Rényi com 30 nos.

Fonte: (CASTILLO, 2004).
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O grafo de Poisson ou grafo de Erdés-Rényi é um exemplo de grafo aleatério. Neste
caso, os elementos da matriz de adjacéncia c;; sédo sorteados independentemente de
acordo com a seguinte distribuicdo de probabilidade :

pleis) = 0o + (1= 3 oo (2.4)

onde c representa o numero médio de conexdes por n6, N € o numero total de nés e ¢
representa a funcao delta de Kronecker. Os indices ¢ e j da equacao (2.4) representam
sitios diferentes e a matriz de adjacéncia é simétrica (c¢;; = cj;). Dessa maneira podemos
introduzir o grau do sitio 7 que delimita o nimero de vizinhos do sitio ¢, k; = Z;V:l Cij, ©

assim expressar c da seguinte forma:

1
c= lim —> k. (2.5)

Nooo N

Para N — oo, a distribuicdo de grau possui a seguinte forma (ERDOS; RENY], 1959):

cke—c

PR = (2.6)

O nosso modelo é formado por dois grafos de Erdds-Rényi acoplados entre si. Por-
tanto os elementos ¢7}, ¢; e c{j sdo sorteados independentemente de acordo com as dis-
tribuicoes:

Co Cor

p0'<c’ij) = Ndc%l + <1 - ﬁ) 601']',07 (27)
Cr Cr

prlcig) = 2y + (1 - N) Sers o (2.8)
C C

pi(eis) = S0 + (1= 5F) deya (2.9)

onde p,(c;;) representa a distribuicdo de probabilidade da rede o, p;(c;;) a distribuigdo
de probabilidade da rede 7 e p;(c;;) representa a distribuicdo de probabilidade para as
conexdes entre as duas redes. O modelo proposto € formado por duas redes, sendo
gue uma rede tem conectividade média interna c,, a outra rede tem conectividade média
interna c, e a conectividade média de acoplamento entre as redes é c;.

Uma propriedade importante de grafos de Erdds-Renyi para o nosso trabalho € a
existéncia de uma transicao de percolagcao. Em grafos aleatérios, quando a conectividade
média € menor que 1 (¢ < 1), existe em média menos que uma conexao por sitio. Quando
isso ocorre, o grafo é formado por pequenos aglomerados desconectados entre si. Se a
conectividade média € igual a 1 existe em média uma conexao por sitio, e com isso os
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spins se conectam e formam um grade aglomerado com um namero de sitios proporcional
ao tamanho do sistema, ou seja, contendo O(V) sitios (CHRISTENSEN, 2002).

2.1.2 Meétodo das réplicas

Considerando que o sistema encontra-se em equilibrio termodinamico com um re-
servatério térmico a temperatura 7', utilizamos o formalismo do ensemble canbénico. Desta
forma, a energia livre é dada por:

) 1
f——]\}l_rgoﬁ—N(an% (2.10)
onde (...) denota a média sobre ¢;;, § = 7 é o inverso da temperatura multiplicada pela

constante de Boltzmann kz' e Z é a funcdo de particdo do ensemble canénico :
7=3 ePHeEn), (2.11)

onde ¢ = (04, ...,0n) € T = (71, ..., Tv) representam os N spins de cada rede. Retomando
a equacao (2.10), observa-se que é necessario calcular a média sobre o logaritmo da
funcéo de particdo, o que nao é trivial com a expressao escrita desta maneira. Por esse
motivo, utilizamos o método das réplicas, que foi inicialmente aplicado por Edwards e An-
derson (1975) e Sherrington e Kirkpatrick (1975), e consiste em transformar a média sobre
o logaritmo por meio de uma identidade matematica. Podemos escrever:

(Z™) = (") (2.12)
Expandindo a exponencial descrita acima em série de Taylor, obtemos a identidade:

713_)1%%111 [1+n(nZ)+0(n*)] =(nz). (2.13)
Desta forma, pode-se reescrever a média sobre o logaritmo da equagéo (2.11) em termos
da média da funcado de particdo elevada na n, ou seja, o0 método das réplicas consiste,
basicamente, em introduzir n réplicas no sistema. Assumindo que n € um inteiro e positivo,
€ possivel calcular a funcao de particao replicada n vezes no limite N — oo € no final dos
calculos € tomado o limite de n — 0

In (2", (2.14)

f= _}LIE%)J\P—I};O BNn

A constante de Boltzmann vale 1.346 x 10‘23%, mas para nossos calculos consideramos kp = 1.
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onde Z" representa a funcao de particdo replicada n vezes. Usando o método das réplicas
€ possivel calcular a energia livre no limite termodindmico. Note que, para obter a equacao
(2.14), os limites de N — oo e n — 0 foram invertidos. A validade deste procedimento de
inversao dos limites foi demonstrada por Van Hemmen e Palmer (1979) para o modelo de
Sherrington-Kirkpatrick.

2.1.3 Calculo das equacoées de ponto de sela

A partir da equacéo (2.14), analisamos a funcdo de particao replicada separada-
mente

g _ ﬁ $ e P Tha Hloh o), (2.15)

a=156q,Ta

onde « rotula as n réplicas distintas e nao interagentes do sistema, e os vetores 7, € 7,
sdo os vetores referentes aos estados coletivos dos N sitios de cada grafo na réplica «. De
acordo com 2.14, é necessario calcular a média da fungdo de particdo em relagdo aos c¢;; ,
sendo assim podemos reescrever esta expressdo como uma integral sobre as distribuigdes
de probabilidade, referentes as variaveis ;, ¢j; e c};:

13 g

(Z™) :/Hdc;-’jp(c;’j)dcsz(czj)dcfjp(cfj)Z”. (2.16)

1<j

Substituido o Hamiltoniano (2.3) na equacao (2.16), obtemos:

(Zm) = Z Z /[]Hdcfjpa(cfj)exp (?Zc%af‘a?)] (2.17)

= = o - . o
G1y.s0n Tlye-yTn 1<J a=1

[ T T /8 . T a_«
X H dcz‘jl%(%) exp <Z Z CiiTi Tj

Li<j a=1
- iy

X H dcfjpj(cl-[j) exp (—i—l Z cfj(af‘Tja + a}’%’f))] .
Li<j a=1
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Resolvendo as integrais sobre 7, ¢;. ”,

temos que:
Y ¥ {H(H—

exp< Za >— ]) (2.18)
G1yeeesOn TlyeeesTh 1<j
Cr 5U . o __o a,_«
x(l—l—N eXp(c—[;(aiijLajTi))—l])
Cr i 5 - o«
x(l—f—ﬁ eXp(;%nq)—l])}.

Como as conectividades médias sao finitas e N € muito grande, € possivel usar a seguinte
aproximagédo 1 + O (+) =~ exp (O (%)), para reescrever a equagéo (2.18). Além disso,
. 1 . ~ .

= 52.;;- E, com isso, reescrevemos a expressao da seguinte

consideramos que
forma:

1<j

Z Z exp [2]\[2 (eg am1 9705 1) (2.19)

N
G1...0n T1...Tn

Loy e U S (opTo+odTe)
o 2 (€ F T 1) g G B (e H *)]‘

2¥) 2¥)

Para resolver a soma sobre as variaveis de spin, é necessario introduzir as fungdes
delta de Kronecker descritas abaixo, pois na equagao (Z™) existe uma exponencial interna
e ndo é permitido fazer qualquer expansao pois as conectividades médias sao finitas. Para
as variaveis 7, temos que:

1= 0z Vi, (2.20)

onde 7;, a partir de agora, é o vetor de dimensao n que representa os estados de um unico
spin nas n réplicas e ¢ é conhecido como spin auxiliar, de modo que dz 7 = 1 se & = 0},
caso contrario a delta de Kronecker € zero. De modo similar, temos a seguinte identidade
para as variaveis 7:

1= 6z Vi (2.21)

Podemos inserir estas identidades em 2.19
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Z Z [exp <2NZ5MZ .5, (ecv‘” - 1) (2.22)

ﬂa/ ‘0/4»

> drmdeg (7T - 1))]

_._./

onde ¢’ e 7' sdo o0s spins auxiliares.
Introduzimos neste ponto os parametros de ordem, os quais representam a fragéo
de sitios com uma determinada configuragao:

. 1
Po(9) = Z J56:, (2.23)

~ 1
Pr(7) = % Z - (2.24)
Prr(3,7) = Z 035,077 (2.25)

Neste ponto, em métodos tradicionais, por exemplo em modelos completamente conec-
tados, a exponencial interna na figura (2.22) é expandida em série de poténcias (Lage
(1977)). Porém, no caso estudado as conectividades médias sao finitas e ndo consegui-
mos fazer qualquer expansao na exponencial interna, pois essa conduz para uma quan-
tidade infinita de parametros de ordem. Para contornar esse problema introduzimos os
parametros de ordem das equacgdes (2.23)-(2.25) por meio das identidades:

- para o:

1 :/ HdPU(ﬁ)

P(G) — ~ 253,@] , (2.26)

(2.27)
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- para o,7:

:/ H dPO’,T(O_:7 7__‘) H 0 PO',T<6:7 7?) - % Z 6&,&}'57",7‘2] (228)

] T P

0',7’ g, 7?) - % Z 55’,5157_"77_'2

onde o parametro de ordem P foi introduzido por meio de uma representagao integral da
funcao delta de Dirac. Portanto, inserimos as identidades (2.26)-(2.28) introduzimos os
parametros de ordem na equacao (2.22) e obtemos:

Z Z H &)dpa(O_:)dpr(?)dpr(?)dpaj(67 ?)dpaﬂ'(o_:a 7?)

G1.-.0N T1.-.TN

N P:

+5 PR (577 = 1) + 33 PAPAT) (77 - 1)
“BU (5.7 517
+%ZWPO'T(6:7F’>;PUT(6I,7?) <€ cr (67 + )_1)
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Finalmente, podemos reescrever a expressdo acima na forma:

(7 = HN‘ dpg(a)dp(,(a)dPTﬁ();z;Ts(F)PU,T(a,;)dPU,T(a,f) exo(NglP. B

- o

o,T

(2.31)

onde a funcao ¢ é dada por:

I | Y2 OO L@ | LN P ()P () (=77 —1)
FES PEPE) (577 1)
2 = 7!
—BY g7 y57
+% Z;PW(E, ) ;PW(&’,F) <e o GG _ 1) .

Para resolver a integral da equacgao (2.31) no limite termodinamico N — oo, preci-
samos utilizar o método de integracado de ponto de sela (ver apéndice | do livro Coolen e
Sollich (2005)), que consiste em aproximar a integral pelos valores de P e P onde g é um
extremo. O método € exato no limite N — oo. Com isso, podemos reescrever a equagao
(2.31) como:

(Z") = NoIPF], (2.33)

onde Pe P, a partir de agora, sao os valores especificos que extremizam a fungéo g.
Assim, podemos substituir a equagéao (2.33) na equagéao da energia livre (2.14)

1 A
f =lim —glP. P (2.34)

A equacao (2.34) representa a energia livre em termos dos parametros P e P. Agora,
precisamos encontrar as equacoes de ponto de sela, para isso derivamos a equagao (2.32)
em relacdo aos parametros P e P que extremizam g. Portanto:

* para P,(7):

=0, (2.35)
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By (&) = icy 3 Py(d) (e 77 — 1), (2.36)
PP

9P Pl (2.37)
0P,(5)

S ¢~ iP7(5)=iPr(7)=iPs - (5,7)

P, () = . 2 _ . 2.38
(U) Z&‘" » e—iPa(E)—iPT(F)—iPU,T(Ef,F) ( )
« Para P,(7):
dg[P, P]
=0 2.39
PR (2.39)
Po(7) =ic, Y P (e —1). (2.40)
Sg[P, P
anrl_ (2.41)
dP.(T)
o iPs(8)—iPr (F)—iPy 7 (5,7)
P.(7) = 2ge T (2.42)
Z&‘ o e~ 1P (5)—iPr (7)~iPo,7 (4,7)
« Para P, (¢, 7):
dg[P, P]
=0 2.43
0P, (o,7) ’ ( )
2 -8 (5.7 15 7
Prr(3,7) =ic; Y (@, 7)) (e et TT T 1), (2.44)
dg|P, F
9P P (2.45)
OP, (0, 7)
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¢~ iPs(0)=iPr(7)~iPs - (0,7)

P (3.7) e _ 2.46
7 (U T) Zo-// 7—// e_ipa(U)_Z‘PT(T)_ZAPU’T(UJ—) ( )

2.1.4 Equacoes de auto-consisténcia em simetria de réplicas

Para prosseguir com os célculos, devemos realizar a soma sobre 0s spins e obter
a dependéncia da energia livre com relagao a n. Isso sé é possivel considerando alguma
hipétese sobre a forma da fungdo P. Essa hipbtese deve satisfazer as equacgdes para os
parametros de ordem descritos nas equagdes (2.23)-(2.25). Desta maneira, consideramos
que P permanece invariante em relagdo as permutagdes dos spins entre as diferentes
réplicas. Essa hipotese é chamada de simetria de réplicas (SR)(MEZARD; PARISI, 1985;
MONASSON, 1998). No modelo estudado utilizamos as seguintes hipoteses de simetria
de réplicas:

B eﬁuZZ:Na
Po() = [V (247
N 6/31122:17'@
P.(7) = / dva(v)mv (2.49)
P, (3.7) = [ dud et Loazi vetPu iz e 2.49
o (T, T) _/ udvQ(u, v) [4 cosh(pu) cosh(fv)]™ (249

onde W, (u), W.(v) e Q(u,v) representam as distribuicdes de probabilidade dos campos
efetivos que devem ser determinadas de modo auto-consistente. A distribuigdo dada na
equacgao (2.49) representa o acoplamento entre as duas redes do sistema e é utilizada,
neste trabalho, para calcular a energia livre por sitio. Quando calculamos a soma sobre
0 na equagao (2.47) e a soma sobre 7 na equagao (2.48), observamos que as equagoes
sao normalizadas, ou seja, satisfazem as condi¢des impostas pelos parametros de ordem
definidos nas equacées (2.24) e (2.23). Para a hipétese de SR, dada na equacéao (2.49),
consideramos que a distribuicdo de campos efetivos Q) (u, v) satisfaz as seguintes proprie-
dades:
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/va(u,v) = Wy (u), (2.50)
/duQ(u,U) = W, (v). (2.51)

Essas propriedades garantem que > P(o,7) = P;(7) e > _P(o,7) = P,(0), ou seja,
séo consistentes com a definicdo do parametro de ordem dado pela equagao (2.25). Os
argumentos u e v representam os campos efetivos. Para compreender isso, supomos que
0 campo u; atue em um determinado sitio 7, € em consequéncia da a¢ao deste campo efe-
tivo, o spin do sitio 7 apresenta uma magnetizagao local dada por m; = tanh(fu;). Sendo
assim, podemos escrever a equagao de campo efetivo para o sitio, como u = %atanh((ai)),
sendo que m; = (o;) representa a média térmica da magnetizagdo de cada sitio (KANTER;
SOMPOLINSKY, 1987). O mesmo vale para o campo efetivo v. A hipotese de SR é exata
para 0 modelo em questido (MEZARD; PARISI, 1987; LEONE et al., 2002), pois o sistema
nao apresenta desordem e frustracdo. As hipéteses de SR devem satisfazer as equacgoes
de ponto de sela. Sendo assim, utilizamos as equagbes de ponto de sela e as hipdteses de
SR para encontrar as distribuicées de probabilidade dos campos efetivos. Como discutido
no Apéndice (A) , nas equacgbes (2.36), (2.40) e (2.46) podemos negligenciar o denomina-
dor, pois este tende a 1 quando n — 0. Com isso, mostramos a seguir os célculos para
obter as distribui¢cdes de probabilidade de campos efetivos W, (u), W, (v) e Q(u,v).

Para obter uma equagéo para W, (u), consideramos a equagao (2.38) e substitui-
mos as equacgoes (2.36), (2.40) e (2.44),

BU (z

+er Y Por(d7) (e‘?("'f%'ﬂ _ 1) ] :

croe = =
P@) =3 | D " D Pul@)Po(@,) e (2.53)
7 [ke=0 7T I=1
[ kr —cr kr o
X Cfl:' S P#E) P ) [[ e
| kr=0 AT p=1

> CI;I 6701 P Y R—) P —/ —/ _[ifU(E‘ﬁ{n"‘gin'F)
X E : k | : : z : 0'77(0-177—1)"' 0'77(0-]6]77—]6]) € g
I

P A T m=1
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Para facilitar os calculos, dividimos a equacgao (2.53) em trés partes:

Z X1(3)Xo(7) X5(3, 7), (2.54)

onde X;(7), X»(T) e X3(d,7) sdo dados por:

o —Cqo ko‘ 8
= =/
X0 =3 Z P a.) [T e, (2.55)
ke=0 77 & .., & =1
X kr,—c kr
= CTT6 T — — ﬁ;_f:/
X5(7) = o S PP ) e (2.56)
kr=0 HRE p=1
/ —/ - - *&(5-?/ +3ah,-T)
X3(5,7) = Pyr (&), 7]). . Por (G, 7)) [T e o 77
kr=0 &, UkI .,-1 ..... 7 m=1
(2.57)
Sendo assim, resolvemos primeiro X (4):
o0 ko 5
X1(6) = polke) > Py(&})..P(5,) [[ e (2.58)
ko=0 Gy &;w =1

onde p,(k,) = Cf’",:% é a distribuicdo de Poisson. Substituindo na equacao (2.58) a
hip6tese de SR dada na equagao (2.47), temos que:

#) d »
1= Sotho T [ gosiyagp 5, Tew | Yoo+ Lo

ko=0

(2.59)

.....

Considerando que podemos escrever, para n — 0, 2" = exp(nin(z)) ~ 1 + nin(z),
obtemos:

Zp" H/ 2%?1?525 Hexp Z(lnzﬁ“l"al* "C“’at) .(2.60)

a=1

Sabendo que o, = +1, podemos realizar a soma sobre 7.,,,

Zp" /H 2622182/555 HeXp{ZIHQCosh <6uz + ﬁaa) } . (2.61)

ko=0
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Na equacgéo (2.61), temos uma dependéncia em relagéo a o, que queremos remo-
ver do interior da funcado hiperbdlica. Portanto, utilizamos a equacgéo (2.20) e a seguinte
representacao para a fungéo delta de Kronecker:

1
V00 = 5(1 +00,). (2.62)

Substituindo na equacgao (2.61), obtemos:

= polks) / [H dule(ul)] (2.63)

ko=0

xHexp{ZZ (1+ 00,)In2cosh (ﬁul—l-cﬁ)},

a=1oc=%1

onde tomamos o limite de n — 0 no termo 2 cosh(Su;), 0 qual podemos negligenciar como
pode ser averiguado no Apéndice A. Realizando a soma sobre o

Xi(0) = Z po(k / [H dug W (uy ] Hexp { <%n + % Z 0'a> (2.64)

ko=0

x 2 cosh (ﬁul + g) + (%n — %;aa> 2 cosh (61@1 + g) }

No limite de n — 0, podemos escrever a equagao (2.64) como:

= > otk [ [H dulwa<ul>] (2.65)

ko=0
ko n 1
X H exp (Z O'a> 3 In
=1 a=1

2 cosh <Bul + %)
2 cosh (ﬁul — %)

Usando a identidade matematica 3 In (;—i) = atanh(x), podemos reescrever X; () como:

= polks) / [H dulWU(ul)] (2.66)

ko=0

X exp { (Z ) ; atanh {tanh(ﬁul)tanh (g)} }

Para reescrever X,(7) e X3(7,T), seguimos 0os mesmos passos descritos para X;(7), e
obtemos:
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= Zpr(kr)/ [1_1 dUpWT(Up>] (2.67)

X exp { (azn:l ra) iatanh [tanh(@vp)tanh (g)} }

onde p,(k,) = "’ET]:% Para X5(7, 7), obtemos:

Xs(6,7) =Y pilk) / [H Aty 01, Q (U, vm)] (2.68)

k=0

con{ (857 35w (22

a=1

X exp { (Z aa) Z atanh [tanh(ﬁvm)tanh (%)} }

m=1

k
cIe cr

onde p;(kr) = =
Agora, retornamos a equacao (2.54) e substituimos as equacoes (2.66), (2.67) e

(2.68)

=33 bl / [Hdulw ul] > ek / [ﬁdw%(w)} (2.69)

7 ko=0 kr=0
X Zp;(k;;)/ [H dumdva(um,vm)]
k=0

X exp { (Z aa) Z atanh {tanh(ﬁul)tanh (g)}

=1

N Z m) Z atanh [tanh(ﬁvp)tanh ( BT)]
() v (2]

+ azlaa> Zatanh {tanh(@vm)tanh (5 ([])} }

Podemos agora executar a soma sobre 7 e tomar o limite n — 0 nos termos que dependem
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de 7:

:ipa(g/lndul ul]

ko=0

> pikr) / li_[ ] (2.70)

k=0

X exp { (Z %) Z atanh (tanh(ﬁw)taﬂh (%))

a=1

(Z oa> Z atanh (tanh(mm)tanh (5 ?)) }

Tendo em vista as propriedades da fungao delta de Dirac, podemos reescrever a equagao

(2.70) da seguinte forma:
> pr(kr) /[Hdum um] (2.71)

:/du{ijopa( . /[HdulW ul]k >
<5 (u - i %atanh [tanh(ﬁu,)tanh (?)}

=1
kr

_ Z latanh {tanh(ﬁvm)tanh (BC[I])} ) }66u221 Oa

Comparando a equacao (2.71) e a hipétese de SR (equacdo 2.47) no limite n — 0 en-
contramos a expressao para a distribuicdo de probabilidade de campos efetivos na rede

o.

u):ipa( ko /[HdulW ul]

ko=0

kr
> pi(ky) / [H dung(um)] (2.72)

kr=0

X(S{u - % [lkzzalatanh (tanh(ﬁul)tanh (g)) Z atanh (tanh(ﬁvm)tanh (ﬁc ?)) ] }

As equagbdes para as distribuicdes de campos efetivos W..(v) e Q(u,v), obtidas de
modo similar ao realizado para W, (u), sdo dadas por:

o0 kr
— ZpT( - / LH dv, W (v, ] Zp; kr) / [H dvmWT(vm)] (2.73)

kr=0 kr=0

1| & 3 w BU
xé{v ~3 [; atanh (tanh(ﬂvp)tanh (Z)) Z atanh (tanh(ﬁum)tanh ( . ))

m=1
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00 ko 00 k-
Q(u,v) = > pylks) / [Hdulwc,(ul)] > pe(ks) / [ dvaTwp)] (2.74)
=1 1

hor=0 kr=0 =
o) kr
X Z PI(kU)/ [H dumdva(umwm)]
k=0 m=1
i o kr -
X0 |u— lz:; %atanh (tanh(ﬁm) tanh (g)) - mz_:l %atanh (tanh(ﬁvm) tanh <6C—[I])> _
i b kr -
X0 _U B ;):21 %atanh <tanh(ﬁvp) tanh <g>) — 2. %atanh <tanh(ﬁum)mnh <ﬁC—IU)> _

As equagoes (2.72), (2.73) e (2.74) devem ser resolvidas numericamente, para isso
utilizamos o algoritmo de dinamica de populag¢des. Esse método é discutido no artigo de
Mézard e Parisi (2001) e no livro de Mézard e Montanari (2009). Para o nosso modelo
esse método foi adaptado e esta descrito no Apéndice B.

Apés calcularmos as distribuicdes de campos efetivos, podemos calcular outras
quantidades fisicas. Sendo assim, calculamos a magnetizacdo de cada rede do sistema,
ou seja, as equagdes para m, € m.. A partir das hipéteses de SR podemos calcular a
magnetizacdo de cada rede. Com isso, usamos a equagao (2.47) e realizamos a soma
sobre 0s spins, e obtemos:

My = Z P,(3)o" = m, = /duWa(u) tanh(fu). (2.75)

ol..on

Agora, utilizamos a equagéao (2.48)

m, = Z P.(A)t! = m, = /dvWT(v) tanh(Sv). (2.76)

Tl..m™

Além das equacgdes para a magnetizagdo de cada rede, na prdéxima se¢ao encontramos a
expressao da equacao da energia livre em termos das distribuicdes de campos efetivos.

2.1.5 Calculo da energia livre

Apos encontrarmos as equacgdes para as distribuicdes de probabilidade de campos
efetivos, podemos calcular a energia livre. Para isso, vamos considerar a equagao (2.34),
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mostrada abaixo:

f=—lim i{i Y PAAP(6) +iY P(RAPF) +i Y Prr(3,7)Pr(3,7)  (2.77)

n—0 Bn — _
+5 L B@PE)NET =)+ 3D P AP E e - 1)
g 21\t L
+ NP6, 7). P (@ 7)€ T )
2 L

Tln Zei(fﬁc(6)7157(?)71%(67?)) }

= =
o,T

Substituindo as equacgdes (2.36), (2.40) e (2.46) na equacao (2.77), obtemos:

Agora, precisamos substituir as hipoteses de SR e efetuar as somas sobre os valores dos
spins. Para realizar este calculo, dividimos a expressao (2.78) em quatro termos

f=h+fat+ fz+ 4 (2.79)

onde f1, f2, f3 € f4 sdo dados por:

T Co -~ - %&.a’ _
ﬁﬂ%&wzawmm@ w} (2.80)

— im T — (27T
fo = lim 52 Z PL(7)P-(7)(e 1), (2.81)
fo =m0 D Pl 7) 3 Pl e T ), (2.82)
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Desta forma, para f; (equacéo (2.80)) aplicamos a hipétese de SR descrita na equa-
¢cao (2.36) e obtemos:

eb’uZa 10a+BY Y0y o),
fi=lim {2671 2. / QW () Wo (W) e A R cosh(Ba)]" (2.84)

ﬂa/

o (E50) -]}

Como a soma sobre os vetores & e ¢’ ndo alteram a integral, conseguimos reescrever a
equacao acima como:

, n ,Bu’a’ +Buoa+—0aa
hi _qlllg%){ 26n /dudu Wo ()W («) [1_[1%2;, [2 cosh(Bu)]"[2 cosh(Bu))]" 1] }
(2.85)

Em seguida, realizamos a soma sobre os spins (o e ¢’) e podemos reescrever a expressao
acima, como:

fi = lim {2;71 / dudu' W, (u) W, (1) (2.86)

’ I_B BN
. putbu+ Ly —Bu—pu'+ L —Butpu =L pu—pu— L ,
4 cosh(fu) cosh(fu’) '

Utilizando as seguintes identidades trigonométricas:

e’ + e ¥ = 2cosh(x), (2.87)
cosh(x + y) = cosh(z) cosh(z) &£ sinh(z) sinh(y), (2.88)

e considerando alguns passos algébricos chegamos em:

f1 =1lim {2;71 /dudu'Wg(u)W(u’) (2.89)

n—0

o (2) o (2) s ()] -1}
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Nosso objetivo agora € tomar o limite n — 0, para isso expandimos a equacao (2.89)
expressao para n pequeno até primeira ordem, e encontramos:

f :% In cosh (B) + % duW, (w)du' W, (u') (2.90)

X In {1 + tanh(fu) tanh(Su’) tanh (?) } .

Este é o resultado final para o termo f; da equacao (2.78).
Da mesma maneira, calculamos a expressao para fs, aplicando a hipotese de SR
(2.40) e realizando os mesmos passos algébricos de f;. Com isso chegamos em:

fo :% In cosh (6> + % doW, (v)dv'W, (V") (2.91)
X In {1 + tanh(fv) tanh(8v") tanh (Cﬁ) } :

T

Para o termo f3, substituimos a equacgao (2.49) na equacgao (2.82)

/
66u2a 1O—G+BU a=1"T

f3= 25” Z Z / dudv'du' dvQ(u, v")Q(u', v) T eosh(50) Cosh(ﬁu)]”] (2.92)

a-»/o_

y eBu 30— 1‘7 A h=1Ta _8U Zzl(aaT;-i-G;Ta) _ 1)
[4 cosh(pv") cosh(Bu)]”] ’

G

e, seguindo os passos discutidos para f;, obtemos:

Cr

13 :% [/dudv'du’dv@(u,v’)Q(u’,v) (2.93)

X {COSh (B—U) + cosh (BU) tanh(Bu) tanh(Bv’) tanh ( 6(]” '
Cr Cr Cr

« {cosh (5—(1]) + cosh <5 U) tanh(Bu’) tanh(Bv) tanh ( P U)}n |

C Cr Cr

Expandindo a expressao acima para n tendendo a zero, obtemos:

fs= Zﬁ dudv'Q(u,v") In {1 — tanh(Su) tanh(fv") tanh <50U>} (2.94)
I
—l-% /du’va(u’, v)In {1 — tanh(Su’) tanh(Sv) tanh (i—?)}
+% In cosh (ﬁc_([]) .

O termo f4 é dado pela equacao (2.83). Considerando as exponenciais representa-
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das por séries de poténcias, podemos escrever:

&,7 Lko=0 5’1 ,,,,, 5; =1
oo kr _
e CrC , , 8 Z - CIC
_, Ty
X [ o E P(7) Pr(TkT>H(€CT o E il
k=0 2 p=1 I

01Oy 71 Tk
Substituindo a hipétese de SR (equacao (2.49)) em f, (equacgao (2.83)), é possivel realizar
as somas sobre as variaveis ¢’ e ¢’ . Ap6s isso, substituimos a identidade trigonométrica
descrita na equacgao (2.87), obtendo

o]

ko

- duy
Zpg /ll 2cosh ﬁul (2.96)

ko=0

- =

o,T

xkc - oS u —a N UL
LT I] 2cos (o )”Z I Gentanr

=1 a=1 -0
Ay, AV, Q (U, V)
xll_[l}_[fcosh (ﬁvp )] [I;)PI (kr) /H Tcosh(Bu,,) cosh(Bo,))"
n kr
X H [H 2 cosh <va — ﬂ— a> H 2 cosh <6um — BC—UJQ> ] }
a=1 Lm=1 m=1 1

Calculamos entao o traco sobre o e 7

ko

1 0 du W (uy)
f4 = - B_n In { Z pa(kcr)pf(kﬂ')pl<kl) / (H W) (297)

ko ki oy =0
s dv, o Ay A0, Q (Ui, V1)
/ (g QCosh va ) / <H (4 cosh(Buy,) cosh(Bvp,))"
x{ Z HQcosh(ﬁul—l—)\ )HQCOSh(va—XB_U> }
A==£1 “
soN|
x{ Z HQcosh(ﬁvp+/\ >H2008h<ﬁum—)\c—> } }
A=+1 [p=1 !

Apos alguns passos algébricos e utilizando as identidades trigonométricas descritas nas
equacoes (2.87) e (2.88), podemos realizar a expansao para n muito pequeno e escrever
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a equagao (2.97) de forma mais concisa:

fi=— %ln cosh (g) — %ln cosh (g) — % In cosh (i—?) (2.98)
1 o) kr
_Ekkzlo PI k] /Hdul l)/ l_zlldUmW (’U )
ko 3 kr U
x In [ S II (1 + A tanh(Sy) tanh (C )) 1T (1 — Atanh(Bu,,) tanh <C—>)]
A=+1 I=1 o/ 7 m=1 I
1 oo kr
_Z d
3 3 mlkmithn / Hdvp ) TL Vet
5\ T BU
X In [Z H (1 + Atanh(fv,) tanh (c_)) H (1 — Atanh(Su,,) tanh (c_))] :
A=+1p=1 T/ m=1 4

Assim, chegamos na expressao final para a energia livre em simetria de réplicas como
fungéo das distribuicdes de campos efetivos, ou seja:

fz—%lncosh <£> —%lncosh (C’i) —%lncosh (i—?) (2.99)

—l—ﬁ /dqu(U)du’WU(u’) In {1 + tanh(fu) tanh(Su’) tanh (g) }

C

+2; doW,(v)dv'W,(v") In {1 + tanh(fv) tanh(Sv") tanh (cé) }

6 dudv'Q(u,v') In [1 — tanh(Bu) tanh(B8v') tanh <5U )}

_%k;iOpg(kg)pl(kl)/ﬁdulwg(ul)/ fi[ldvmWT(vm)
. in ﬁ (1 + Atanh(fu;) tanh (i)) i_:[l (1 — Atanh(Bv,,) tanh <i_IU>) ]
—%kiopT(kT)pI(k:[) / f[ldvaT(vp) / ﬁdumWa(um)
x In L;lﬁl (1 + Atanh(Bu,) tanh (?)) i‘[l (1 — Atanh(Bu,,) tanh (ﬁc—i]))]

A partir das distribuicdes dos campos efetivos, das equacbes da magnetizacdo de cada
rede e da energia livre por sitio podemos obter numericamente os resultados, que séao
discutidos no préximo capitulo.



3 RESULTADOS

No estudo de sistemas magnéticos ou do modelo de Ising, um dos objetivos é en-
tender como o sistema se comporta em fungdo da variagdo dos parametros, como por
exemplo a temperatura e a conectividade média. Nessas condigdes, o sistema passa por
transicoes de fase, que sao caracterizadas por mudangas nas propriedades macroscépi-
cas, como a magnetizacao, que no caso estudado é um importante parametro de analise.
Em nosso sistema, que € composto por duas redes acopladas, possuimos duas magnetiza-
¢Oes, onde m, representa a magnetizagéo da rede do conjunto de spins o e m.. representa
a magnetizacao da rede do conjunto de spins 7. A partir do célculo da magnetizacao de
cada rede, é possivel caracterizar as possiveis solu¢des presentes, sendo cada solugao
identificada por valores diferentes de m, € m,. No caso da solucao ferromagnética (F),
0s spins estdo todos alinhados no mesmo sentido, devido a isso as magnetizagées sao
ambas positivas (m, > 0 e m, > 0) ou ambas negativas (m, < 0 e m, < 0). A solugdo
paramagnética (P) é identificada pela auséncia de magnetizagao, ou seja, m, = m, = 0.
Nesta fase os spins apresentam uma configuracao desordenada e isso acarreta uma mag-
netizacdo nula. Quando as magnetizacoes do sistema possuem sinais opostos (m, > 0 e
m, < 0) temos uma solugdo que denominamos antiferromagnética (AF), pelo fato dessa
solugao ser induzida pelo acoplamento AF entre as redes. A maneira que a solugao AF é
identificada em redes, é diferente da encontrada em sistemas com dimensaoes finitas, onde
0s spins estdo alinhados em dire¢cdes opostas em relacdo aos seus primeiros vizinhos
(Hartmann (2005)).

A partir do célculo da energia livre, observamos que o sistema apresenta fases ter-
modinamicas e uma regido de metaestabilidade. Esta regido é caracterizada pela presenca
de duas solucdes estaveis, onde uma é caracterizada por um minimo local e a outra por
um minimo global de energia livre. Nos resultados, apresentamos diferentes diagramas de
fases, que incluem os limites da regiao de metaestabilidade e das fases termodinamicas.

Com isso, neste capitulo serdo apresentados os resultados obtidos para o modelo
com conectividade finita proposto. Inicialmente vamos apresentar os resultados obtidos
quando a conectividade média entre os grafos é zero (¢; = 0,0), o que é idéntico ao com-
portamento de um unico grafo com interagdes ferromagnéticas e conectividade finita. Apds
isso, apresentamos os resultados obtidos para o modelo proposto nesta dissertagdo. Em
ambos os casos, discutimos os resultados obtidos numericamente por meio do algoritmo
de dinamica de populacdes para as distribuicdes de campos efetivos, a magnetizacéo de
cada rede e a energia livre.
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3.1 FERROMAGNETO EM UM GRAFO DE CONECTIVIDADE FINITA

Quando consideramos ¢; = 0,0, obtemos dois grafos sem acoplamento entre si,
que caracterizam dois modelos de Ising, com interacdes ferromagnéticas, cada um deles
definido em um grafo de conectividade finita. Sendo assim, analisamos apenas um grafo
para obter os resultados desta segdo. Para calcular a distribuigdo de probabilidade W (u)
dos campos efetivos, utilizamos o algoritmo de dinamica de populacdes, onde a distribui-
cdo W(u) é representada em termos de um conjunto de uy, ..., up varidveis ou campos,
atualizados de acordo com o algoritmo discutido no apéndice B. Portanto, D é o numero
total de varidveis que caracterizam a populagcado de campos utilizada no algoritmo. A dis-
tribuicao de campos efetivos € inicializada por meio de uma distribuicdo Gaussiana, com
média p = % e desvio padrdo o = 1. Com isso obtemos uma gama maior de valores de
campos efetivos positivos que favorecem a solugao ferromagnética, ou seja, o estado com
magnetizacdo m = 1. A equagao da distribuicdo gaussiana nesse cado é dada por:

Wi e |5 (o3 | 1)

Nas figuras (3.1) e (3.2) apresentamos os resultados numéricos para W (u) no caso

de c = 5,0 e diferentes valores de temperatura.

Figura 3.1 — Histogramas da distribuicdo de campos efetivos W (u) para ¢ = 5,0 e uma
populacdo D = 500000. Os valores de temperatura sdo: (a) 7' =0,1, (b) T'=0,5
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Fonte: Autor.
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Figura 3.2 — Histogramas da distribuicdo de campos efetivos W (u) para ¢ = 5,0 e uma
populacdo D = 500000. Os valores de temperatura sdo: (a) 7'= 0,8 e (b) 7' = 0, 95.
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Fonte: Autor.

Considerando a figura 3.1 (a), observamos que existem varios picos em u > 0, 0s quais
sugerem que a maioria dos spins apontam para a mesma direcdo e sao positivos, sendo
assim a distribuigdo dos campos W (u) é discreta e podemos afirmar que nessas condig¢des
o sistema & ferromagnético, ou seja, obtemos uma magnetizagao diferente de zero (m #
0). A medida que a temperatura aumenta ( ver figuras 3.1 (b) e 3.2(a)) verificamos que
W (u) torna-se continua, porém o sistema permanece ferromagnético. Na figura 3.2 (b)
a temperatura utilizada vale T' = 0,95, sendo essa uma temperatura muito proxima da
transicao da fase ferromagnética para a fase paramagnética (que analisamos em mais
detalhes posteriormente) que ocorre em 7' = 1,0. Nessa temperatura, W (u) forma um
pico em torno de u = 0, 0 que caracteriza um sistema paramagnético, ou seja, 0s spins
estdo desordenados e a magnetizagéo é nula (m = 0).

Apobs obter numericamente W (u), construimos graficos da magnetizagdo em fun-
¢ao da temperatura e em fungéo da conectividade média do grafo (c), conforme mostrado
na figura 3.3.
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Figura 3.3 — (a) Magnetizacdo em fung¢do da temperatura, considerando valores de conec-
tividade média distintos e uma populagdo de D=500000. (b) Magnetizacao em funcao da
conectividade média, considerando valores de temperatura distintos e uma populagcéao de
D = 500000.
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Fonte: Autor.

Observamos, na figura 3.3 (a), a presenca de duas fases magnéticas. Para temperaturas
baixas (T = 0 até T' = 1), existe a fase ferromagnética onde a magnetizagao é positiva.
Acima de T' = 1 a magnetizacao € nula, o que caracteriza a fase paramagnética. Portanto,
o sistema passa por uma transicdo de fase quando a temperatura € aproximadamente
1. Observamos também que o valor de m diminui continuamente, o que caracteriza uma
transicdo de segunda ordem. A medida que diminuimos o valor da conectividade média da
rede, observamos que ocorre um decréscimo no valor da magnetizacao. Isso ocorre pois,
guanto menor o valor de ¢, menos conectados estdo os spins da rede, pois 0 niumero médio
de conexdes por sitio € menor. Quando consideramos uma conectividade médiac =1 a
magnetizagdo € praticamente zero. O fato da magnetizagdo ser aproximadamente nula
surge quando ¢ < 1, pois ocorre uma transicdo de percolagéo, ou seja, a conectividade
média é menor que um e, devido a isso, 0 numero medio de conexdes por sitios é muito
pequeno. A transicdo de percolagdo ocorre quando os spins se conectam e formam um
aglomerado gigante contendo O(N) sitios. Na figura 3.3 (b), onde calculamos m em
funcao de ¢ considerando trés valores distintos de temperatura, constatamos que o sistema
€ paramagnético no intervalo 0 < ¢ < 1, em consequéncia da baixa conectividade entre os
spins do grafo. Para ¢ > 1 o sistema passa a ser ferromagnético. Quando consideramos
o limite para ¢ muito grande (¢ — oo) na equagéo da distribuicdo de campos efetivos para
um unico grafo, recuperamos os resultados para o modelo de Curie-Weiss resolvido pela
teoria de campo médio tradicional. Esses resultados podem ser encontrados no artigo de
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Kochmanski, Paszkiewicz e Wolski (2013), onde sao discutidos os resultados de equilibrio
para o modelo com e sem campo magnético externo.

A partir da distribuicao de campos efetivos é viavel, também, calcular a energia livre
por sitio, a partir da equagéao (2.99). Na figura 3.4 mostramos o grafico da energia livre em
funcao da conectividade do grafo.

Figura 3.4 — Energia livre por sitio em funcéo de ¢, para 7" = 0,05 e uma populacao
D = 500000.
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Fonte: Autor.

3.2 RESULTADOS PARA O MODELO DE DUAS REDES ACOPLADAS

Como discutido na secao anterior, apds calculado analiticamente as equacgdes de
ponto de sela, encontramos as equacdes das distribuicoes de probabilidade para os cam-
pos efetivos, a magnetizacdo de cada rede (equacdes (2.75) e (2.76)) e a equacéao da
energia livre (equagdo (2.99)) em termos dos parametros de ordem do sistema (W (u),
W(v) e Q(u,v)). Para obter uma solugdo numérica para estas distribui¢cdes, utilizamos
o0 método de dinamica de populagdes (ver Apéndice B). Com isso obtemos os valores
numéricos da magnetizacdo de cada rede e da energia livre por sitio. O primeiro passo
do algoritmo de dindmica de populacdes € inicializar as distribuicdes dos campos efetivos
(W, (u) e W,(v)). Para a inicializagdo do algoritmo consideramos duas distribuicdes Gaus-
sianas, uma relativa a rede o e a outra a rede 7. Ambas as distribuicdes Gaussianas tém
média i = 5,5 e desvio padrdo o = 1, e com isso a distribuicdo é deslocada para a regidao
positiva do eixo de u e v, respectivamente. A equacgao de distribuicdo Gaussiana € dada
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por:

\/127 exp {—% (u— 5, 5)21 W (v) = \/127 exp {—% (v—5, 5)1 _ (3.2)

Esta inicializa¢do para as distribuicdes de campos efetivos favorece a solug¢édo ferromagné-

W (u) =

tica do sistema.

Sendo assim, o primeiro passo € calcular via o algoritmo de dindmica de populacdes
a magnetizagao de cada rede, ou seja, m, € m,. Desta forma, construimos diagramas de
fase onde é possivel visualizar as regides de parametros onde as solugdes paramagnética
(P), antiferromagnética (AF) e ferromagnética (F) surgem, conforme variamos as conecti-
vidades médias no interior de cada rede, a conectividade média entre as redes, a intensi-
dade da interagao antiferromagnética e a temperatura. Para a constru¢do dos diagramas
de fase, levamos em consideracdo que o modelo é simétrico no plano (c,, ¢,), ou seja, 0
Hamiltoniano (equacao (2.1)) permanece invariante frente a troca das variaveis ¢ e 7 e das
conectividades médias no interior de cada rede.

Na figura 3.5, mostramos o diagrama de fase no plano (c,, ¢,) para T = 0,05,
c; = 5,0 e diferentes valores de U. O diagrama de fase é obtido resolvendo as equacgdes
para as distribuicbes de campos efetivos (2.72) e (2.73) para cada ponto no plano (c,, ¢;)
e calculando a magnetizagdo de cada rede (equacgles (2.75) e (2.76)). No diagrama de
fase mostrado na figura 3.5 (a), apresentamos duas solugdes, sendo que na regiao F as
magnetizagbes sdo ambas positivas ou ambas negativas, e na fase AF as magnetiza¢oes
do sistema tém sinais opostos (m, > o e m, > 0).

Figura 3.5 — Diagrama de fases no plano (c,, c.), considerando dois diferentes valores
de U, ¢c; = 5,0 e T = 0,05. Resultados obtidos por meio do algoritmo de dindmica de
populacdes para D = 500000.

6 -
o AF
2 -
U=0.1 =-mm
U=0.2 ——
O = 1 1
0 2 4 6

Fonte: Autor.
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A transicdo AF-F é descontinua e delimita onde pode aparecer a metaestabilidade do sis-
tema, ou seja, na regidao F existem duas solu¢des possiveis para a magnetizacao de cada
rede. A fase AF corresponde ao estado de equilibrio termodinamico do sistema, enquanto
a solucao F corresponde a um minimo local de energia livre (ver figura 3.6). De acordo com
a figura 3.5, quando ocorre um aumento de U entre as redes, verificamos que a regiao da
fase AF aumenta, favorecendo assim a solugéao antiferromagnética.

Figura 3.6 — (a) Magnetizacdo de cada rede em fungéo de c,, considerando 1" = 0, 05,
c; =5,0,¢c, =5,0,U = 0,1 euma populagdo D = 1000000. (b) Energia livre por sitio em
funcao de ¢, para diferentes valores de c¢,, considerando 7" = 0,05, ¢; = 5,0, U = 0,1 e
uma populagédo D = 500000.
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Fonte: Autor.

Na figura 3.6, analisamos com mais clareza a regido de metaestabilidade. Podemos
verificar que a solucdo metaestavel perde a estabilidade de maneira descontinua, ou seja,
na figura 3.6(a), o sistema encontra-se em uma solucédo AF para ¢, < 2,2 e apés a transi-
cao metaestavel, que ocorre em ¢, = 2,2, o sistema apresenta uma solucao F. A solugao
F s6 aparece devido a inicializagado do sistema que favorecem essa solugéo. Na figura 3.6
(b), onde mostramos o comportamento da energia livre por sitio, observamos que existem
duas solugdes na regidao F, sendo que uma € o minimo global de energia livre (estado ter-
modinamico) que coincide com a solugao AF (linha sélida), e a solugao F corresponde a
um minimo local de energia livre (linha pontilhada), a qual corresponde a energia livre da
solugcao metaestavel.

O efeito do aumento da interacao antiferromagnética na transicao AF-F pode ser
verificado na figura 3.7, onde é apresentado o diagrama de fases no plano (U, ¢), conside-
rando ¢ = ¢, = ¢,.
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Figura 3.7 — Diagrama de fases no plano (U, c¢) para c¢; = 5,0, T = 0,05 e uma populagao
D = 500000, onde ¢ = ¢, = ¢,
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Fonte: Autor.

A figura 3.7 mostra que, com o aumento do acoplamento AF entre as redes o e 7, €
necessario que a conectividade média no interior de cada grafo seja cada vez maior para
gue seja possivel haver uma transicao metaestavel.

Apds compreender o comportamento do sistema quando variamos a intensidade
da interagdo antiferromagnética entre as redes, investigamos o comportamento do sistema
qguando a conectividade média entre as redes € alterada. Para isso, construimos o dia-
grama de fase no plano (c,, ¢;) para diferentes conectividades médias entre as redes (cj).



45

Figura 3.8 — Diagrama de fase no plano (c,, c¢;) para, 7' = 0,05 e uma populagdo D =
500000: (a) para U = 0, 1 e diferentes valores de c;, (b) para diferentes valores de U e ¢y,
com o objetivo de visualizar em mais detalhe a fase paramagnética.
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Fonte: Autor.

Na figura 3.8, observamos duas transigdes: a transi¢ao de fase P-AF, que representa de
fato uma transicao entre os estados de equilibrio termodinamico do sistema, e a transicao
AF-F, que representa uma transicao metaestavel. Para a transicdo AF-F, constatamos que
ela ocorre para valores de ¢, e ¢, cada vez menores, a medida que ¢; diminui. Isso ocorre
porque as interagdes entre os spins dentro das redes sao ferromagnéticas. A transicao
P-AF ocorre quando c¢,, ¢, € ¢; assumem valores pequenos, ou seja, proximos de 1. A
transicao P-AF aparece devido a transi¢cao de percolagao que surge em cada rede quando
a conectividade média interna de cada rede € igual a 1. Quando as conectividades no inte-
rior de cada rede sdo menores que 1, as redes sdo compostas por pequenos aglomerados
de spins, com diferentes valores de magnetizagdo, sem interagdo, caracterizando assim
uma magnetizagao global nula. Conforme diminuimos o valor de ¢, observamos que au-
menta a regido P do sistema. Isso advém do fato de que quando c; é pequeno existem
poucas conexdes entre as redes, dificultando a ligagao entre os pequenos aglomerados
formados nas diferentes redes. Para visualizarmos melhor a transicao P-AF, construimos
o diagrama de fases 3.8(b), no qual notamos que quanto menor o ¢;, mais proximo de
¢, = ¢; = 1 encontra-se o limite da transicdo de fase, e esse limite ndo € alterado de
maneira significativa quando se aumenta a interagcdo antiferromagnética (U), pois a co-
nectividade média no interior de cada rede e a conectividade média entre as redes sédo
pequenas.

O comportamento da magnetizagdo ao longo da transicao P-AF é mostrado na fi-
gura (3.9).
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Figura 3.9 — Magnetizagdo em fungédo de ¢, = ¢, paral = 0, 05, ¢; = 0, 5, uma populagao
D = 1000000 e diferentes valores de U, considerando que no grafico estdo presentes m,,
e m, para cada caso de U.

Fonte: Autor.

Analisando a figura 3.9, verificamos o comportamento da magnetizacao de cada rede, m,, €
m,, nas duas transicoes, sendo a transicao P-AF continua e a transi¢cdo AF-F descontinua.
O aumento no valor de U nao altera o limite da transicao P-AF. Porém, a transicdo AF-F
ocorre para valores de conectividade média diferentes, conforme foi discutido na figura 3.5,
onde constatamos que a localizagéo da transicdo metaestavel depende do valor de U.

Além dos parametros ja analisados, investigamos também o comportamento do di-
agrama de fase para diferentes valores de temperatura. Verificamos que o aumento da
temperatura ocasiona um aumento na regidao da fase AF e a transicao de metaestabilidade
surge para valores de conectividades médias maiores. O aumento da temperatura ocasi-
ona uma mudanca dos estados do sistema de maneira frequente ao longo do tempo favo-
recendo o equilibrio termodinamico. Outro ponto que pode ser observado na figura 3.10
(b) é que, quanto maior a temperatura, considerando um c; pequeno, mais abrangente é a
regido da fase paramagnética. Isso ocorre porque o aumento da temperatura ocasiona a
desordem nos spins do sistema que mudam seus estados de maneira frequente ao longo
do tempo. Apesar disso, mostramos na figura 3.10 (a) que a solugéo F é robusta frente ao
aumento de temperatura, ou seja, apesar de 7' = 0, 8 ser proximo da temperatura transicao
metaestavel o sistema apresenta a solucao F.
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Figura 3.10 — (a) Diagrama de fase no plano (c,, c;), considerando U = 0,1, ¢; = 5,0,
uma populagcado D = 500000 e dois diferentes valores de 7T'. (b) Diagrama de fase no plano
(coy cr)paracy = 0,5, U = 0,1, uma populagdo D = 500000 e diferentes valores de T'.
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Fonte: Autor.

Porém, para o sistema exibir a solucéo F é necessario que a conectividade média interna
das redes seja grande. Analisamos numericamente o caso para 17’ =~ 1,1 e percebemos
que nesta temperatura a solugdo P domina o diagrama de fase, isso para c¢; = 0,5 e
U = 0,1. O aumento da fase P, ocasionado pelo aumento da temperatura, também pode
ser verificado na figura 3.11.

Figura 3.11 — Magnetizagdo em funcao de c,=c, para U = 0,1, ¢; = 0,5, uma populagao
D = 1000000 e diferentes valores de T'. No grafico estdo presentes m, e m, para cada
valor de T..

Fonte: Autor.
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Na figura 3.11 plotamos a magnetizacao de cada rede em funcao das conectividades me-
dias internas das redes para dois valores de temperatura e podemos analisar o comporta-
mento das fases magnéticas. Verificamos que para temperaturas maiores existe apenas a
transi¢cao P-AF, por exemplo para 7' = 0,9, como mostramos na figura (3.11).
Observamos no decorrer da analise dos resultados que as conectividades médias
influenciam nas solugdes apresentadas nos diagramas de fases. Sendo assim, considera-
mos o limite das conectividades médias internas das redes e a conectividade média entre
as redes tendendo a infinito, ou seja, para ¢, = ¢, = ¢; — 00, obtemos, analiticamente, as
seguintes equacgoes para a magnetizacado de cada rede e para a energia livre por sitio:

me = tanh[3(m, — Um,)], (8.3)
m, = tanh[B(m, — Um,)], (3.4)
m? m2 1
f == = Umsm, + 5 73 In 2 cosh[B(m, — Um,)] (3.5)
! In 2 cosh[(m, — Um,)].

B

Estas equacdes permitem estudar o comportamento de dois modelos de Curie-Weiss aco-
plados. Ou seja, dois grafos totalmente conectados com acoplamento entre eles, onde um
dado spin de um grafo interage com todos spins do mesmo grafo e todos os spins do outro
grafo.

3.3 COMPARAGCAO DOS RESULTADOS COM SIMULAGOES DE MONTE-CARLO

Os resultados teoricos discutidos até agora podem ser verificados por meio da com-
paracdo com os resultados obtidos via simulagdo numérica de Monte-Carlo '. Na situacéo
estudada aqui, a magnetizacao apresenta o mesmo valor absoluto para as duas redes que
constituem o sistema. Sendo assim, plotamos os graficos do médulo da magnetizacao das
redes em fungcéo da temperatura, como pode ser averiguado na figura 3.12.

'Simulagbes realizadas pelo Dr. Lucas Nicolao da Universidade Federal de Santa Catarina.



49

Figura 3.12 — Gréficos do médulo da magnetizagao em fungao da temperatura, conside-
rando ¢; = 5,0 e U = 0, 1. Para a simulagdo computacional foi variado o numero total de
spins do sistema, caracterizado por N. Os resultados desta simulagdo sao plotados com
linhas e pontos sobrepostos. Os resultados tedricos foram obtidos por meio do algoritmo
de dindmica de popula¢des para uma populacdo de D = 1000000 e sao caracterizados
pela linha solida. Os valores de ¢, = ¢, sdo (a) c¢,=c, = 10 e (b) c,=c, = 3.
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Levando em consideracéo a figura 3.12, percebemos que os resultados tedéricos
convergem para os resultados obtidos via simulagdo computacional. A medida que o ta-
manho do sistema N aumenta na simulacao, a transicdo metaestavel acontece em uma
regido cada vez mais estreita de temperaturas, e é cada vez mais abrupta. Sendo assim,
observamos que a transicdo metaestavel tende para o valor teérico, que pode ser visu-
alizado na figura 3.12 ((a) e (b)) e corresponde a um valor aproximado de temperatura
T ~ 0,8 para a figura 3.12(a). Esses resultados sugerem que a SR é exata para o modelo
proposto.



4 CONCLUSAO

Neste trabalho, analisamos um modelo de conectividade finita que engloba duas
redes de spins de Ising, com interacdes internas ferromagnéticas, e acopladas entre si por
meio de interagcbes antiferromagnéticas. Essas redes apresentam uma topologia de grafos
de Erd6s-Rényi, que seguem uma distribuicdo de Poisson para o numero de vizinhos por
sitio. O objetivo principal do trabalho foi investigar o comportamento das transi¢des de fase
e da regiao de metaestabilidade do sistema proposto, considerando a variagdo da conec-
tividade média entre as redes (c;), da intensidade da interagao antiferromagnética (U) e
da temperatura (1), através da construcdo de diagramas de fase. O modelo foi resolvido
analiticamente no limite N — oo, como € mostrado no capitulo 2. Para realizar o célculo,
utilizamos o método das réplicas e a hipétese de simetria de réplicas. Com isso calculamos
as equacoes de ponto de sela e obtivemos as expressdes analiticas para as distribuicoes
de campos efetivos, as equacgdes para a magnetizacao de cada rede e para a energia livre
por sitio. As equacdes para as distribuicbes de campos efetivos foram resolvidas nume-
ricamente via o algoritmo de dindmica de populagbées. No capitulo 3, apresentamos os
resultados numéricos obtidos a partir da solugdo do modelo proposto.

Inicialmente, consideramos o comportamento de um Uunico grafo de Erdds-Rényi
com interagdes ferromagnéticas e construimos histogramas da distribuicao de campos efe-
tivos para alguns valores de temperatura. Verificamos que as diferentes fases dependem
da forma desta distribuicdo. Apds isso, analisamos o comportamento da magnetizacao da
rede para valores distintos de conectividade média e temperatura. Quando a conectividade
média no interior da rede tende a valores grandes (¢ — o), recuperamos os resultados
referentes ao modelo de Curie-Weiss. De modo contrario, quando ¢ admite valores peque-
nos (¢ < 1), constatamos uma fase paramagnética, que é caracterizada pela formagao de
pequenos aglomerados de spins desconectados entre si na rede.

Na secdo 3.2, apresentamos o estudo detalhado do modelo de duas redes aco-
pladas, onde construimos diagramas de fase no plano (c,, ¢,) para analisar o limite da
regiao metaestavel e da fases termodinamicas frente a variagcao de ¢;, U e T. Sendo
assim, quando alteramos o valor de U observamos um favorecimento da fase AF, ja que
€ necessario um maior acoplamento no interior das redes o e 7 para que ocorra a me-
taestabilidade. Por outro lado, quando a conectividade média entre as redes € pequena,
observamos uma fase paramagnética a baixas temperaturas, a qual ndo é influenciada pela
alteracao no valor de U. Esta fase paramagnética surge como consequéncia da formacao
de muitos aglomerados pequenos de spins que nao se conectam entre si. Estes aglomera-
dos ocorrem em consequéncia da baixa conectividade interna de cada rede. Quando estes
aglomerados se conectam entre si e formam um aglomerado gigante contendo O(N) sitios
ocorre a transi¢ao de percolagao.
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Outro aspecto que merece destaque é o efeito da variacao da conectividade média
entre as redes, mostrado no diagrama de fase da figura 3.8. Observamos que para valores
pequenos de ¢; a solugcao F é favorecida, considerando que as redes sao ferromagnéticas
e a conectividade média entres as redes é pequena. Quando admitimos que os valores de
Cq, ¢ € ¢y tendem para infinito, obtemos um sistema de duas redes totalmente conectadas
e acopladas entre si, ou seja, dois modelos de Curie-Weiss acoplados.

Além disso, percebemos que a temperatura também altera a regiao de metaestabi-
lidade, pois 0 aumento da temperatura causa um desordenamento nos spins, dificultando
a presenca da solucéo F. Do ponto de vista dindmico, a temperatura pode ajudar o sistema
a escapar do minimo local de energia que caracteriza a metaestabilidade.

Realizamos a comparacgao entre os resultados teéricos e simulagdes computacio-
nais de Monte-Carlo, e percebemos que os resultados tedricos estdo de acordo com os
resultados obtidos via simulagdes . Isto porque, a medida que aumentamos o0 nimero de
spins do sistema na simulagédo, obtemos resultados que convergem para os resultados
tedricos. De acordo com os resultados teoricos, a transicdo metaestavel ocorre para uma
temperatura 7' ~ 0.8, quando consideramos a conectividade média interna de cada rede
e a conectividade média entre as redes maiores que 1. Além disso, podemos constatar,
a partir dessa comparacao, que a hipétese de SR é exata para o modelo estudado, isso
porque o sistema nao possui frustragao.

O proximo passo é aplicar o modelo de redes acopladas, desenvolvido nesta dis-
sertacdo, para estudar um sistema de nanoparticulas magnéticas, considerando que cada
nanoparticula é uma rede composta por um grande numero de spins, onde cada spin no
interior de uma nanoparticula interage com um numero finito de spins dentro da nanopar-
ticula em questao, além de interagir também com um conjunto finito de spins pertencendo
a nanoparticulas vizinhas. Sendo assim, o objetivo € aplicar o modelo estudado aqui para
0 caso de varias nanoparticulas acopladas de maneira aleatéria. A partir disso, pretende-
mos estudar as diferentes fases supermagnéticas por meio de diagramas de fase, pois o0
estudo tedrico desses materiais, no momento, esta limitado a simula¢gdes computacionais
(BEDANTA; KLEEMANN, 2009).

Além disso, podemos aprimorar o modelo, acrescentando uma determinada dina-
mica ao sistema, para estudar sistemas sociais. Neste caso, cada rede € descrita como
um grupo de individuos, que podem compartilhar ou ndo da mesma opinido. Os spins do
sistema caracterizam a opinido de cada individuo. Por exemplo, se todos os individuos
compartilham da mesma opiniao o sistema esta ordenado, descrevendo uma solugéo fer-
romagnética. Quando acoplamos duas redes, podemos analisar a maneira que um grupo
pode influenciar o outro grupo, considerando diferentes opinides, diferentes culturas, entre
outros exemplos.
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APENDICE A — ANALISE DO DENOMINADOR DA EQUACAO DE PONTO DE SELA

Consideramos o denominador da equacgao (2.38), que é dado por:

—1
Z o= i1Po (3)=iP; (F)=iPy 7 (3,7)

=/ -

onde substituimos as equacgdes de ponto de sela (2.36), (2.40) e (2.44), e obtemos:

M :{Z exp [ca > Py(&)(e77 — 1) + ¢, S P(F)(erTT = 1) (A.2)

=/l =

g T

S CEAE
+CIZPO'T » T 6 CI(U " )_1)

Agora, aplicamos o limite para n muito pequeno e substituimos as hipéteses de SR, da-
das nas equagobes (2.47)-(2.49), na equacao acima. Desta forma, podemos reescrever a
equagao como:

eﬁuZa 1

M = lim { Y exp [c(, Z / dhW,( W(ei”’ —1) (A.3)

—»// —.

eﬂv 1 T

Lrs
+cr Z/dvW QCOSh(Bv)] (e —1)

-1
eﬁuza 10at+Bv Y0 T Uz 15 7
dud ‘ -1 :
+CIZ/ udvQ(u, v) [4 cosh(Su) Cosh(ﬁv)]”<€ I )

"/ "‘/

Consideramos que a® = e*m* = " e g partir disso, analisamos o seguinte
denominador:

1
m-— — -n __ 3 —n[2 cosh(Bu)]
7131)1(1) B eosh(Ba)]” 71111)1[1)[2 cosh(fu)] 71111)% e : (A.4)

Assumindo 0s mesmos passos, para os outros dois cossenos hiperbdlicos da equacao
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(A.3),:

e/BuZa 19 8

_}gn { Zexp [ch/th m( e’ —1) (A.5)

/1 —»
eﬁUZa 1T B
ec

—i—cTZ/dvW m( ST 1)

-1
ePUda—10atPv3 01 Ta _BU (5.7 45 7)
dud ¢ -1 =1
+czZ / udvQ ) s (Bu R cosh(Bo)] )

Ou seja, o denominador tende a 1, quando aplicamos o limite de n — 0. Sendo assim, é
permitido negligenciar o denominador da equacao (2.36). O mesmo vale para as equagdes
(2.42) e (2.46).



APENDICE B - ALGORITMO DE DINAMICA DE POPULACOES

Para resolver as equagdes de densidade de probabilidade de campos € necessario
utilizar o método numérico de dinamica de populagdes. Esse método consiste em :

* Inicializamos a populagao (u) com uma determinada condicao inicial;

— Escolhemos uma populacéo aleatéria de D campos, — { u;...up };

— Sorteamos um numero k£ de acordo com uma distribuicdo de Poisson de média

C;
ckec
k!
— Escolhemos os k£ campos da populagao, aleatoriamente de acordo com uma

distribuigao uniforme — { uy...uy } ;

P(k) =

— Com essa populacao de &£ membros escolhida, podemos calcular o somatério
que aparece na fungao delta (equacgéao (2.72), como exemplo) :

ko
u; — % [Zatanh (tanh(ﬁul)tanh (?)) ] . (B.1)
=1 e

— Esse resultado é atribuido aleatoriamente a outro campo — w; = F'(uy...ux)

Este procedimento é realizado até que a populagdo de campos convirja para uma
distribuicao estacionaria da distribuicdo de campos efetivos. Para conseguir varrer toda a
populacdo devemos considerar uma namero grande de iteragoes.



