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RESUMO

EXISTENCIA E CONFIGURACAO DE CICLOS LIMITES EM SISTEMAS
DIFERENCIAIS PLANARES

AUTOR: Dionatan Ricardo Schmidt
ORIENTADOR: Mauricio Fronza da Silva

Neste trabalho, apresentamos resultados sobre existéncia de ciclos limites em sistemas
diferenciais planares, configuracao de tais ciclos e a dindmica de sistemas nao-lineares
nas vizinhangas de 6rbitas periddicas.

Palavras-chave: Existéncia de ciclos limites. Configuragao de ciclos limites em campos
vetoriais polinomiais planares. Teoria Qualitativa.



ABSTRACT

EXISTENCE AND CONFIGURATION OF LIMIT CYCLES IN PLANAR
SYSTEMS

AUTHOR: Dionatan Ricardo Schmidt
ADVISOR: Mauricio Fronza da Silva

In this dissertation, we present results on the existence of limit cycles in planar differential
systems, configuration of such cycles and the dynamics of nonlinear systems near periodic

orbits.

Keywords: Existence of limit cycles. Configuration of limit cycles in planar polynomial

vector fields. Qualitative theory.
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1 INTRODUCAO

A teoria qualitativa das Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO’s) busca entender
o comportamento de solugdes de EDO’s sem explicita-las. Um episddio muito importante
no estudo dessa teoria se deu em 1900, em Paris, no Congresso Internacional de Ma-
tematica, quando o alemao David Hilbert enumerou, pela primeira vez, sua famosa lista
de 23 problemas matematicos, nos quais 0s mais proeminentes pesquisadores da época
deveriam se ocupar para impulsionar o desenvolvimento da matematica como ciéncia. Até
o momento, o XVI problema ainda permanece em aberto.

A segunda parte do XVI Problema de Hilbert tem o seguinte enunciado: Qual o
namero maximo de ciclos limites de um sistema diferencial planar polinomial, € o que
podemos dizer sobre as posicdes relativas dos seus ciclos limites?

Embora esta teoria tenha avancado muito ao longo das ultimas décadas, ainda
existem questdes de dificil compreensédo sobre o assunto. Por exemplo, J. ECALLE [05]
e Y. I'YASHENKO [16] mostraram no inicio da década de 1990, que o numero de ciclos
limites de um sistema polinomial planar é sempre finito. Resta ainda determinar uma cota
superior para o numero de ciclos limites de um campo polinomial planar que dependa
somente do grau do polindmio que define o campo.

O conceito de ciclo limite para campos vetoriais planares, introduzido por Poincaré,
modela oscilagcdes nao lineares em processos fisicos. No final da década de 1920, Van der
Pol, Liénard e Andronov, estudando oscilagdes nao lineares de fenémenos elétricos, anali-
saram certas equacgdes diferenciais ordinarias de segunda ordem verificando a ocorréncia
de ciclos limites. Apds tal verificacao, matematicos e fisicos estudaram extensivamente a
existéncia e unicidade, entre outras propriedades, destes ciclos limites.

O principal objetivo desta dissertagao é demonstrar uma espécie de reciproca do
XVI problema de Hilbert, provada por J. LLIBRE e G. RODRIGUEZ [07] em 2004. Isto &,
dado um conjunto finito qualquer de curvas de Jordan no plano, duas a duas disjuntas, é
possivel explicitar um sistema de EDO’s polinomial que tem exatamente tais curvas como
ciclos limites. Mais do que isso, o resultado estabelece uma relagdo entre o nimero de
curvas de Jordan dadas e o grau do polindmio que define o sistema de EDO’s.

O método ‘Averaging’ também é abordado no presente texto. O ‘Averaging’ é uma
ferramenta classica que nos permite estudar a dindmica dos sistemas diferenciais nao-
lineares sob forgamento periddico. Ele tem uma longa histéria comegando com as obras
classicas de Lagrange e Laplace, que forneceu uma justificativa intuitiva do método. A
primeira formalizagdo desta teoria foi feita em 1928 por P. Fatou. As contribuicées para a
teoria do ‘Averaging’ foram feitas na década de 1930 por Bogoliubov-Krylov.

O método do ‘Averaging’ € uma ferramenta para o estudo de sistemas nao lineares
com coeficientes periédicos que consiste essencialmente em determinar a existéncia e es-
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tabilidade de ciclos limites em um sistema de EDO’s, a partir do estudo das singularidades
de outro sistema, chamado de sistema promediado. Mais precisamente, a existéncia e
estabilidade de cada singularidade do sistema promediado determina, sob certas hipote-
ses, a existéncia e estabilidade de orbitas periddicas do sistema original. Em particular, o
método permite estudar a quantidade de ciclos limites de um sistema diferencial.



2 ASPECTOS GERAIS

Neste capitulo estabelecemos a notagao e resultados basicos que serao uti-
lizados no decorrer do texto.

Sejam (2 um subconjunto aberto de R x R™ e A um subconjunto aberto de R"”. Um
ponto de R x R™ sera denotado por (¢, z), onde t € Rcom z = (z1, 22, -+ ,z,) € R" e ||z
denota uma norma de R".

Sejam k,m,n = 1,2, ...,, 0 espago vetorial das aplicagdes X : A — R™ que tém
todas as derivadas parciais de ordem menor ou igual a k£ continuas sera denotado por
C*(A,R™), e definimos C*°(A, R™) como o espago vetorial de todas as aplicagdes X tais
que X € C*(A,R™), Vk € {1,2,...}. Denotaremos por C*(A,R™) o espago vetorial de
todas as aplicagbes analiticas X : A — R™. Os elementos de C*(A,R™) sdo chamados
de aplicacées de classe C*.

Sera denotada por D f(x) a matriz jacobiana de f avaliada no ponto = € A.

2.1 ORDEM DE CRESCIMENTO DE FUNCOES

Utilizaremos as notagdes de O e 0, como segue abaixo, para estimar certos
termos em uma determinada equagao.

Defini¢do 2.1.1 Sejam A C R™ aberto contendo o ponto 0 e f,g : A — R" com g(z) #
0,Vx € A. Escrevemos

se existirem constantes C' e § > 0 tais que

17 |
O<lhzli<o= s =
e
F(z) = o{g(x))
quando
@)
e

Observacao 2.1.2 Vejamos algumas propriedades que decorrem diretamente da Defini-
cdo 2.1.1:

1. Se fi(z) = Olg(x)) e folx) = Olg(x)), entdo fi(x) + fo(x) = Olg(x));
2. Se fi(x) = O(g:(x)) & folx) = Olgs(x)), entdo fi(x).folx) = O(ga(x).ga(x));



12

3. Se f(x) = O(«[") €0 < n < m, entdo f(x)/|lz||" = O(lx"~");
4. Se f(z) = O(|l=|™), entéo |l«|" f(x) = O(||"*");
5. Se f(x) = O[lx|"), entéo f(x) = O|l=|"), paran < m;

Analogamente, valem propriedades semelhantes para o. Ainda, vale que se f(x) =
o(||z[|*), entao f(z) = O([|z(|").

2.2 TEOREMAS DE JORDAN E GREEN

O Teorema da Curva de Jordan desempenha papel importante ao longo deste
texto e sua demonstracao pode ser encontrada em J. MUNKRES [08].

Uma consequéncia util € o Teorema de Schonflies, que afirma que a regido limitada
determinada por uma curva de Jordan é homeomorfa ao disco unitario no plano. A versao
aqui apresentada pode ser encontrada em P. V. ARAUJO [13].

Um instrumento fundamental de que necessitaremos € o Teorema de Green, tam-
bém conhecido como Teorema de Stokes no plano. A versédo apresentada aqui do Teorema
de Green pode ser encontrada em M. G. SOARES [11].

2.2.1 Os teoremas da Curva de Jordan e Schonflies

O Teorema da Curva de Jordan possui muitas versodes; utilizaremos aqui a
mais conveniente para os resultados que seguem.

Teorema 2.2.1 (Teorema da Curva de Jordan) Seja v uma curva fechada simples em R2.
Entdo, R? — ~ tem exatamente duas componentes conexas, cuja fronteira comum é -.

Como RR? ndo é um conjunto limitado, uma das componentes de R? — ~ ¢ limitada
e a outra ndo. Chamaremos de Int~ (interior de ) a componente limitada de R? — v, e de
Exty (exterior de v) a componente ilimitada de R? — ~.

Uma curva satisfazendo as hip6teses do Teorema 2.2.1 é usualmente chamada de
curva de Jordan.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Schonflies) A regiao limitada por uma curva fechada simples
é homeomorfa a um disco aberto.

A demonstracdo pode ser consultada em P. V. ARAUJO [13]. No Apéndice desse texto
apresentamos uma versao do Teorema de Schonflies para grafos, pois € mais conveniente
para os objetivos desse trabalho.
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2.2.2 Teorema de Green

Para enunciarmos o Teorema de Green necessitamos do conceito de compa-
tibilidade de orientagdo entre um subconjunto do plano e sua fronteira.

Defini¢do 2.2.3 Um subconjunto ndo vazio U C R? chamado um dominio se U é aberto e
se, dados dois pontos quaisquer p e ¢ em U, existe um caminho de classe C*, inteiramente
contido em U, cujos pontos inicial e terminal sgo, respectivamente, p e q.

Definicdo 2.2.4 Suponha que U C R? é um dominio de um caminho de classe C', e
sejaV.C U um subconjunto fechado e limitado, cuja fronteira OV consiste de um numero
finito de curvas de Jordan de classe C' e tal que V\OV é um dominio. Para cada uma
dessas curvas, adotamos o sentido de percurso para o qual o interior de V' esta sempre a
esquerda quando a percorrermos. Nessas condigcbes, dizemos que V' e OV tém orientacdo
compativel.

Defini¢do 2.2.5 Se ~ : [a,b] — U é um caminho de classe C' em U, com U C R? aberto,
sendo ~y(t) = (x(t),y(t)) parat € [a,b], definimos a integral de f ao longo de ~ (ou integral
de linha de f ao longo de ) por:

/f::/udx+vdy ::/ [u(x(t), y(6)x" () + v(z(t), y(t))y' (t)]dt.

Se 7y, * vy x ... x v, € a justaposicdo dos caminhos de classe C* em U, a integral de f ao
longo desse caminho é definida por:

/f: /Mf+/wf+...+/%f.

Exemplo 2.2.6 Para o conjunto V' da Figura 1.1, U = R?, 0V = ~, U, U 3. Para que a
orientagdo seja compativel, v, deve ser percorrido no sentido anti-horario e ~,, v3 ambos
no sentido horario.

Teorema 2.2.7 (Teorema de Green) Sejam U C R? um aberto conexo e f : U — R? uma
aplicagdo suave. SejaVV?C U um subconjunto satisfazendo: (i) V é fechado e limitado,
(i1) a fronteira OV de V' consiste de um numero finito de curvas de Jordan de classe C",
OV = vy U...Un,, e (ii) V\OV é um dominio. Suponha que V e 0V tém orientagdo
compativel. Entdo, escrevendo f(z,y) = (u(x,y),v(zx,y)), temos que

/ f—/ uda:—l—vdy—//(@—@)dmdy.
v v ' dr Oy
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Figura 2.1 — Orientag&o das curvas do Exemplo 2.2.6.

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.3 CAMPO DE VETORES E FLUXO

Detalhes dos resultados apresentados nesta e nas demais sec¢des deste ca-
pitulo podem ser encontrados em J. SOTOMAYOR [09].

Definicdo 2.3.1 Um campo de vetores de classe C*, 1 < k < oo ou k = w, é uma
aplicacdo X : A — R" de classe C*, onde A C R" é aberto.

Ao campo de vetores X estd associada a equacao diferencial
&= X(x) (2.1)

e vice-versa. Aqui o ponto denota a derivada com respeito ao tempo ¢. A partir de agora,
nesta secao, X sempre denota um campo de vetores definido em um aberto A de R".

Se 2 € A é um ponto tal que X (z) = 0, entdo z, é dito ponto singular, caso
contrario € chamado ponto regular.

As aplicagdes ¢ € C'(I,A), onde I é um intervalo da reta, tais que

%1 = X(e(0)

para todo t € I, sdo solugdes, trajetorias ou curvas integrais de X. A imagem de uma

trajetéria € denominada orbita. Denotaremos por v, a érbita passando pelo ponto p € A.
Chama-se solugcdo maximade (2.1) a toda solug¢ao ¢ definida num intervalo 7, deno-

minado intervalo maximo de ¢, tal que se v € outra solugao no intervalo J com ¢ : J — €}

talque I C J e ¢ =9|I, entdo I = J e, consequentemente, ¢ = 1.
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Apresentamos a seguir o teorema de existéncia e diferenciabilidade de solugbes
maximas com relacao as condig¢oes iniciais.

Teorema 2.3.2 Seja X um campo de vetores de classe C*, k = 1,2,...,00 ou k = w,
definido num aberto A de R".

i) (Existéncia e Unicidade de solucbes maximas) Para cada x € A existe um inter-
valo aberto I, onde esta definida a unica solugdo maxima ¢, : I, — A, que satisfaz

dy/dt = X (y), y(0) = =.

ii) (Propriedade de grupo) Sey = ¢(t,z) et € I,,entdo I, =1, —t ={r —t;r € I}
ep(s,y) =¢(t+s,x) paratodos € I,,.

iii) (Diferenciabilidade em relacao as condicoes iniciais) O conjunto D = {(t,z);
r € At € I} é aberto em R""! e a aplicagdo p : D — R™ dada por ¢(t,z) é de
classe C*. Mais ainda, o satisfaz a equagéo

D1D2()0<t7 .I') = DX(SO(L CC)) © D2()0(t7 .Z'),
para todo (t,x) € D.

Aqui o simbolo Dyp(t, x) representa a matriz n x n cujas colunas coincidem com as
n Ultimas colunas de Dy (t, z). J& o simbolo D, Dy (t, z) denota a derivagdo das entradas
de Dsyp(t, x) com relagdo a variavel t. A aplicagdo ¢ : D — A dada no Teorema 2.3.2 é
chamada de fluxo de X.

Se q € 7,, entdo existe t; € I, tal que ¢ = p(t1,p), logo p(t,q) = p(t+t1,p) e I, —
t1 = I,. Pelo Teorema 2.3.2 segue que v, = v,. Em outras palavras, dadas duas orbitas de
X, entao elas coincidem ou sao disjuntas.

Observacao 2.3.3 Como p(t, p(—t,z)) = x, Seque que para cadat € I, fixo, a aplicagdo
x — @(t,x) é um difeomorfismo.

Seja p uma curva integral de X. Dizemos que ela é periddica se existe um nimero
real T > 0 tal que ¢(t + T') = ¢(t), para todo t € R e ¢ é ndo constante. Nesse caso, di-
zemos que a 6rbita associada € uma drbita periddica. Observamos que uma singularidade
nao corresponde a uma orbita periddica.

O préximo resultado assegura-nos que, dada uma solugéo ¢ de um campo de ve-
tores X, ela € ou um ponto, ou uma linha homeomorfa a R ou uma 6rbita periddica.

Teorema 2.3.4 Se p é uma curva integral maxima de (2.1) em I, verifica-se uma unica
das sequintes alternativas:

i) v é uma bijegdo;



16

ii) I =R ey é constante;
i) I =R ey é periddica, isto é, existe T' > 0 tal que p(t + T') = ¢(t),Vt € R.

O préximo resultado estabelece que 6rbitas com intervalo maximo limitado ‘esca-
pam’ de compactos. Logo, toda érbita limitada esta associada a uma solugao cujo intervalo
maximal é igual a R.

Teorema 2.3.5 Sejam A C R"™ um aberto contendo um ponto xy, X : A — R" de classe
C' e («, B) o intervalo maximo da solugdo x para o problema de valor inicial

T = X(x),

z(0) = xo.
Assuma que [ < co. Entdo dado um compacto K C A, existet € («, 5) tal que x(t) ndo
pertence a K.

Teorema 2.3.6 Se X : A — R? é um campo de classe C*, definido em um aberto sim-
plesmente conexo A C R?, entdo as seguintes afirmagbes sdo equivalentes:

1. existe H : A — R de classe C' talque VH = X;
2. f7 X = 0 para todo caminho fechado simples em U,

3. f((;;’yy)o) X nao depende do caminho que liga os pontos (xo, o) € (x,y).

2.4 EQUIVALENCIA E CONJUGAGAO DE CAMPOS DE VETORES

A fim de comparar retratos de fases de dois campos vetoriais, faremos algu-
mas consideracoes.

Definicao 2.4.1 Sejam X, e X, campos definidos nos abertos U, e U, de R", respectiva-
mente. Dizemos que X, e X, sdo topologicamente equivalentes se existe um homeomor-
fismo h : Uy — Uy que leva a orbita de X, em orbitas de X,, preservando a orientagao.
O homeomorfismo h é dito uma equivaléncia topoldgica entre X, e X5. Se h for um di-
feomorfismo de classe C", com r = 1,2,...,00 ou r = w, dizemos que X; e X, S4o
C"-equivalentes.

Mais precisamente, se p € U; e v, € a Orbita orientada de X; que passa por p,
temos h(7,) = an(), onde oy, é a Orbita orientada de X, que passa por h(p).
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Definicao 2.4.2 Sejam X, e X, campos definidos nos abertos U, e U, de R", respectiva-
mente. Sejam ainda p, : D1 — R™ e vy : Dy — R™ 0s fluxos associados aos campos de
vetores X, e X, respectivamente. Dizemos que X, e X, sdo topologicamente conjuga-
dos se existe um homeomorfismo h : Uy — U, tal que h(p1(t, z)) = p2(t, h(zx)), para todo
(t,z) € D1. O homeomorfismo h é dito uma conjugagao topoldgica entre X, e X,. Se h for
um difeomorfismo de classe C", dizemos que X, e X, sdo C"-conjugados e, neste casso,
h é dito uma C"-conjugacéo entre X; e Xs.

Cada uma das duas definicdes anteriores estabelece uma relacdo de equivaléncia
no conjunto dos campos de vetores definidos em U; e U,. Além disso, no caso da Defini-
cao 2.4.2 temos necessariamente que trajetérias correspondentes tém o mesmo intervalo
maximo. Uma equivaléncia h leva ponto singular em ponto singular e 6rbita peridédica em
orbita periddica. Além disso, se h for uma conjugacgéao, o periodo das orbitas periddicas é
preservado. Observe ainda que toda conjugacao é uma equivaléncia, mas o contrario nao
€ valido.

Exemplo 2.4.3 Segjam X = (y, —x) e Xy = (2y, —2x). Temos X, e X, sao C"-equivalentes,
pois basta tomar h : R* — R? a fungéo identidade dada por h(x) = x. Mas X, e X, ndo
S8o conjugados, pois o periodo das orbitas difeomorfas ndo sdo iguais.

A seguir apresentamos uma caracterizacao de conjugacao diferenciavel.

Proposicao 2.4.4 Sejam X, e X, campos vetoriais de classe C" definidos nos abertos U,
e U, deR?, respectivamente, e h : U, — U, um difeomorfismo de classe C",r = 1,2, ..., 00
ou w. Entdo h é uma conjugacéo entre X, e X, se, e somente se,

Dh(X:(x))) = Xa(h(x)),

para todo z € U .

2.5 FLUXO TUBULAR

Nosso préximo objetivo € mostrar que todo ponto regular de um campo de
vetores possui uma vizinhanga na qual o campo é diferenciavelmente conjugado ao campo
constante. Este resultado € bem conhecido e trata-se do Teorema do Fluxo Tubular.

Definicdo 2.5.1 Sejam X : A — R™ um campo de vetores de classe C* e A C R"~! um
aberto. Uma aplicagdo diferenciavel f : A — A de classe C* chama-se segéo transversal
local de X (de classe C*) quando, para todo a € A, Df(a) e X(f(a)) geram o espago
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R™. Seja¥ = f(A). Se f : A — X é um homeomorfismo entdo dizemos que 3. é uma
secdo transversal de X. Quando 0 € A e escrevemos p = f(0) dizemos ainda que ¥ é
uma seg¢do transversal de X em p.

Observacao 2.5.2 Sejam p € A um ponto regular de X e {vy,vq, -+ ,v,_1,X(p)} uma
base de R™. Seja g : R"~! — R" dada por

g<x17 U 7$n71) =p+ ZCC@UZ

Como A é aberto existe §; > 0 tal que Bs,(p) C A. Mas g é continua e g(0) = p, logo
existe 6 > 0 tal que g(B;(0)) C Bs, (p). Fazemos f = g|p,) € obtemos f : B;(0) — A.
Ainda, f é de classe C¥ e, como Df(0) e X(f(0)) sdo linearmente independentes, f €
uma segdo transversal local de X satisfazendo f(0) = p. Temos ainda que ¥. é uma seg¢do
transversal de X em p.

Teorema 2.5.3 (Fluxo Tubular) Seja p um ponto regular de X : A — R" de classe C* e
f : A — X uma secgéo transversal local de X de classe C* com f(0) = p. Entdo existe
uma vizinhanga V de p em A e um difeomorfismo h : V — (—e, €) x B de classe C*, onde
¢ > 0 e B é uma bola aberta em R"~! de centro na origem 0 = f~(p) tal que:

i) h(SNV) = {0} x B;

i) h é uma C"-conjugagdo entre X |y e o campo constante Y : (—e¢,¢) x B — R”",
Y = (1,0,0,---,0) € R",

Teorema 2.5.4 Sejam X uma secgéo transversal de um campo X de classe C*, definida
no aberto A de R", e p € ¥.. Entao existem uma vizinhanga V de p,e = ¢(p) > 0 e uma
funcdot :V — (—¢,¢) talqueT(VNY) =0e:

» a) Para qualquer q € V, a curva integral ¢(-,q) de X|y € definida e biunivoca em
Jo=(7(q) — €,7(q) + €);

* b)n(q) := ¢©(7(q),q) é o unico ponto onde (-, q)|,, intercepta a ¥;

ec)n:V — ¥ édeclasse C* e Dn(q) : R" — T,,)T € sobrejetiva para qualquer
q € V. Mais ainda, Dn, - v = 0 se, e somente se, v = ax(q) para algum o € R
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2.6 ESTABILIDADE DE LIAPUNOV

Nesta secdo, trataremos do Critério de Liapunov para estabilidade de um
ponto singular de um sistema auténomo. Mais geralmente, consideremos o campo dado
pelo sistema

T = f(x), (2.2)

onde f : A — R" é de classe C'.

Definicao 2.6.1 Um ponto singular p € A do campo dado por (2.2) é dito estavel quando
para toda vizinhanga U de p, existe uma vizinhanga U, de p tal que toda solugéo ¢ de (2.2)
com ¢(0) € Uy, tem-se que ¢(t) € U paratodot > 0. Se além disso tlir?o o(t) = p, entédo
p é dito assintoticamente estavel.

Seja V : A — R uma fungéo diferenciavel. Se ¢ é solucao de (2.2) definida no

intervalo I, entao p

V(@) = VV(e(1) - #'(t)

= VV(e()) - fle(t),t e,

onde - denota o produto escalar de R™. Denotando por = = ¢(0) temos

d

V()0 = VV (1) f(2).

Ponhamos, para cada = € A,
V =VV(x)- f(z).

Definicao 2.6.2 Sejap € A um ponto singular de (2.2). Uma fungao de Liapunov para p é
uma funggoV : U — R, de classe C*, definida em um aberto U contendo p, satisfazendo
as seguintes condigées:

i) V(p)=0eV(zx)>0;Yx # p;

i) V<0emU.
A funcéo de Liapunov V' diz-se estrita quando

i) V-<0emU — {p}.
O critério de Liapunov para o sistema (2.2) € dado pelo teorema seguinte:

Teorema 2.6.3 Seja p um ponto singular de (2.2). Se existe uma fungao de Liapunov para
p, entdo p é estavel. Se a funcgao for estrita, entdo p é assintoticamente estavel.
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2.7 TEOREMA DE POINCARE-BENDIXSON

Definicao 2.7.1 Sejam A C R" um aberto, e X : A — R" um campo de vetores de classe
Ck k=1,2,..,000uk =w. Sgjal, = (w_(p),w:(p)) o intervalo maximo dep € A. Se
w4 (p) = oo, define-se o conjunto

w(p) ={q € A; 3(t,) comt,, — oo e p(t,,p) = q, quandon — co}.
Analogamente, se w_(p) = —oo, define-se o conjunto
a(p) ={q € A; I(t,) comt,, — —oc € p(t,,p) — q, quandon — oco}.

Os conjuntos w(p) e a(p) sdo chamados, respectivamente, de conjunto w-limite e
conjunto «-limite de p.

Exemplo 2.7.2 Seja X : R?* — R? dado por X (z,y) = (z, —y). Assim, (t,p) = (c1€e’, coe™).
Consequentemente,

» Sep = (0,0), entdo a(p) = w(p) = {(0,0)}.
. Sep e {(x,0):x # 0}, entdo a(p) = {(0,0)} ew(p) = 0.
- Sep €{(0,y);y # 0}, entéo a(p) = 0 e w(p) = {(0,0)}.
« Sep € {(z,y);zy # 0}, entdo a(p) = w(p) = 0.

Veja Figura 1.2.

Observacao 2.7.3 Sejam ¢, a curva integral do campo X pelo ponto p e 1, a curva inte-
gral do campo — X pelo ponto p, entdo ¢,(—t) = 1,(t),Vt € I,. Segue dai que o w-limite
de p com relacdo ao campo X é igual ao a-limite de p com relagdo ao campo —X, e
reciprocamente. Por este motivo, para estudarmos as propriedades gerais dos conjuntos
a-limite e w-limite de drbitas é suficiente nos restringirmos ao estudos do conjunto w-limite.

Apresentamos a seguir propriedades gerais do conjunto w-limite.

Teorema 2.7.4 Sejam X : A — R™ um campo de vetores de classe C*', e v"(p) =
{¢(t,p);t > 0} (respectivamente v~ (p) = {x(t,p);t < 0}) a semi-brbita positiva (respec-
tivamente a semi-drbita negativa) do campo X pelo ponto p. Se v*(p) (respectivamente
~~(p)) esta contida num subconjunto compacto K C A, ent&o:

i) w(p) # 0 (respectivamente «o(p));

i) w(p) é compacto (respectivamente «(p));
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Figura 2.2 — Retrato de fase do sistema do Exemplo 2.7.2.

Fonte: Elaborado pelo autor.

iii) w(p) é invariante por X (respectivamente «(p)), isto é, se q € w(p), entdo a curva
integral de X por q esta contido em w(p);

iv) w(p) é conexo (respectivamente a(p));
v) d(o(t,p),w(p)) — 0 quando t — +oc.
Observacéao 2.7.5 Se, é a drbita de X pelo pontop e q € ~,, entdo w(p) = w(q).

Com efeito, se ¢ € v, existe c € R tal que ¢(t,p) = ¢(t+c, ¢). Analogamente, a(p) = a(q).

A observagao anterior permite que definamos o conjunto w-limite w(I") de uma érbita
I' como o conjunto w-limite de qualquer um dos pontos de I'.

Nosso proximo objetivo é apresentar o Teorema de Poincaré-Bendixson. Trata-se
de um dos principais resultados da Teoria Qualitativa de EDO’s no plano, pois classifica os
conjuntos w-limites de campos planares. Cabe ressaltar que o resultado nao é valido para
campos de dimensao > 3. Lembremos que a semi-orbita positiva por p, denotada por vpﬁ
segundo o Teorema 2.7.4, é definida por v,” = {p(t,p);t > 0}.

Definicdo 2.7.6 Dado um campo de vetores X : A — R2, onde A é um aberto de R?,
entendemos por ciclo limite uma orbita periodica de X que seja isolada no conjunto de
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todas as orbitas periddicas de X, ou seja, uma orbita periddica ~ € um ciclo limite se existe
uma vizinhanga V' de tal forma que ~ seja a unica orbita periddica contida em V.

Teorema 2.7.7 (Poincaré-Bendixson) Sejam X : A — R2, campo de classe C*, definido
no aberto A C R? e p € A tal que 7; esteja contida num compacto K C A. Suponha
que o campo X possua um numero finito de singularidades em w(p). Tém-se as seguintes
alternativas:

i) sew(p) contém somente pontos regulares, entao w(p) € uma drbita periddica;

i) se w(p) contém pontos regulares e singulares, entdo w(p) consiste de um conjunto de
Orbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos singulares quando t — 4o0;

iii) se w(p) ndo contém pontos regulares, entdo w(p) € um ponto singular.

Corolario 2.7.8 Seja X um campo de vetores de classe C* num conjunto aberto A C R2.
Se v é uma drbita fechada de X tal que Inty C A entdo existe um ponto singular de X
contido em Int~y.

A demonstracao do Teorema de Poincaré-Bendixson € feita em uma sequéncia de
lemas. Destacamos um deles, que sera util no decorrer do texto.

Lema 2.7.9 Seja X um campo de vetores de classe C' e um conjunto aberto A C R?, e
Y} uma segdo transversal a X contida em A. Se v é uma drbitade X ep € ¥ N ~, entao,
v, = {p(t,p);t > 0} intercepta ¥ numa sequéncia mondtona py, p, ..., pn, ---

2.8 EXISTENCIA DE ORBITA PERIODICA PARA A EQUAGAO DE LIENARD

Utilizaremos o Teorema de Poincaré-Bendixson para demonstrar a existéncia
de uma 6rbita periddica para a equacao de Liénard, uma das mais estudadas equacgodes
diferenciais planares.

No Capitulo 3, estudaremos a equacgao de Van de Pol, um caso particular da equa-
¢éo de Lienard. Nessa oportunidade, desenvolveremos uma ferramenta que permite che-
gar de modo mais conciso a resultados mais especificos sobre a equacao de Van de Pol.

Nesta secao seguiremos os resultados de J. SOTOMAYOR[09] e L. PERKO[10].

Teorema 2.8.1 [Equacéo de Liénard] Seja g : R — R uma funcéo de classe C* tal que
G(u) = [, g(s)ds é impar emu, G(u) — oo se u — oo, existe > 0 tal que seu > 3, G
é crescente, e existe a > 0 tal que G(u) < 0 se 0 < u < «.. Entdo, a equagdo de segunda
ordem
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u' +guy' +u=0 (2.3)
que é equivalente ao sistema
w=v—G(u),
(@) (2.4)
V= —u

admite uma solugao periodica.

Demonstracao: Mostraremos que, dado vy suficientemente grande, o conjunto w(A), onde
A = (0,v9), estd contido em uma regido limitada, e através do Teorema de Poincaré-
Bendixson, € uma érbita fechada. Mas antes, observemos algumas propriedades do sis-
tema (2.4).

1. A Unica singularidade de (2.4) é 0 = (0,0).

2. Para a solugéo t — (u(t),v(t)) de (2.4) temos que: u é crescente onde v(t) >
G(u(t)) e decrescente onde v(t) < G(u(t)). Também v é decrescente se u(t) > 0 e
crescente se u(t) < 0. Além disso, o campo (v — G(u), —u) é horizontal no eixo v e
vertical na curva v = G(u).

3. Do fato de G ser impar, decorre que as solugdes t — (u(t),v(t)) de (2.4) séo in-
variantes por reflexdes, isto é, ¢ — (u(t),v(t)) é solugdo de (2.4) se, e somente
se, t — (—u(t), —v(t)) também o for. Em particular, conhecendo o arco ABC'D de
uma orbita de (2.4), como mostra a Figura 1.3, sua reflexdo com respeito a origem
também ¢é arco de uma 6rbita. Se A = (0,vy), D = (0, —vy4) € vy < vy, €NtA0 @ semi-
Orbita positiva que passa por A é limitada e portanto esté contida na regido limitada
pela curva de Jordan J formada pelo arco ABEC D, por sua reflexdo com respeito a
origem e pelos segmentos do eixo v que ligam os extremos desses arcos.

Aqui, A = (0,v9), B = (u1,v1), E = (u2,v9), C = (usg,v3), D = (0,04) € v =
ABECD é um arco da trajetoria de (2.4).

De fato, vamos mostrar que qualquer solugao de (2.4) saindo do ponto A = (0, vy),
com vy > 3%, pois v < —u < —f3 = v(t) > — St + (4%, tem uma 6rbita tal como mostra a Fi-
gura 1.3. Vamos verificar que as solugbes se aproximam da origem, para isso observemos
ascurvasondeu =0e v = 0.

Definamos:

VT ={(0,v):v >0},

V™ ={(0,v) : v <0},

gt ={(u,v) :v=G(u),u >0},
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Figura 2.3 — Retrato de fase do sistema (2.4).

v

(00 /\ (B0

Fonte: Elaborado pelo autor.

g ={(u,v) :v==G(u),u <0},

e consideremos ( a regido entre V" e g™, £ aregido entre gt e V—, k aregidoentre V- e
g ,efaregidoentreg- e V*.

Sejam (ug,v9) € VT e (u(t),v(t)) solugdo de (2.4) passando por (ug,vp). Logo, @(0) > 0
de modo que a solugdo entra em ( e u; = u(ty) > 0, para t; > 0 pequeno, enquanto a
solugdo permanece na regido (. Assim, se u > 0 entao u(t) > u;.

Seja a regido {(u,v) : u > uy,v < vy, (u,v) € ¢} com, v < —u < 0, entdo a solugdo s6
pode sair de ( atravessando a curva g* em algum momento ¢, > 0.

Seja (ug, v2) € g1 a solugdo no tempo t,. A trajetéria entra em £ para algum tempo ¢35 > to.
Além disso, ao longo de todo ¢, © < 0; entdo uma vez que a trajetéria sai de (usq, v3),
ela ndo pode retornar a g*. Assim, ao longo da trajetéria, ha um limite superior em 1,
< —a<0parat>ts;eu(t) <us— ot —t3) enquanto permanece na regiao &.

Entao, a trajetéria pode deixar £ apenas passando por V'~ ou tornando-se ilimitada. Por
i < —a < 0, u(t) se torna zero quando ¢ = t3 + uz/«. No entanto, nesse intervalo de
tempo, v = —u > —us, € entdo v(t) > vy — uz(*2).

Mas dado que a priori, v(t) é limitada nesse intervalo, a solugao deve atravessar V'~ saindo
de €.

Pela simetria da equagéo, podemos fazer a mesma argumentacao, segundo ajustes apro-
priados, para a regido simeétrica ao eixo v.
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Agora vamos mostrar que se v, é suficientemente grande temos que vy < vy €
portanto o conjunto €2(A) estara contido em uma regido limitada, e entao, pelo Teorema de
Poincaré-Bendixon, Q2(A) serd uma érbita fechada ja que 2(A) # (0, 0) pois, (0,0) é uma
fonte de (2.4), como mostraremos abaixo.

Seja a funcgéo
Loy
5 Uu U)

Para uma solugé@o u = u(t),v = v(t) de (2.4) temos

R(u,v) =

g fu(t), v(t) = u(v = G(u) +v(—u) = —u(t)G(u(?)). (2.5)

Assim temos, com A = (0,vg) € D = (0, v4)

:[/ +/ 1dR+/ dR.
AB CD BEC
Pelo Lema 2.8.2, segue

i) [ ] e [

Pelo Lema 2.8.3, segue que as duas primeiras integrais tendem monotonicamente a zero
quando vy — oo.

Ao longo do segmento BEC' os limites de integr¢éo correspondentes a v estao fixos
emuv = v; e v = v3, € para cada v € [vy, v3], temos entéo

Lmawwzlﬁmmu

w@@:/%awm

v1

Notemos que

satisfaz a

-w@@:—/%mm@.

v1

Logo, para € > 0 suficientemente pequeno ,

—th(vg) = /1:1 G(u)dv > /v:’:“ G(u)dv
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> G(e) / " 4o = GO o1 — vs — 2 > Gle)[r — 2.

3—¢

Como v; — oo quando vy — oo, isto prova que 1 (vg) — —oo se vy — oo. Portanto
v3 < v}, se vy € grande.

Assim, por (2.5), se 0 < |u| < «a, R(u(t),v(t)) > 0, logo —R é definida negativa.
Ent&o, pelo Teorema de Estabilidade de Liapunov, (0, 0) é solugéo assintoticamente estavel
de (2.4) parat — —oo, e portanto (0,0) é uma fonte de (2.4), isto &, (0,0) é o a-limite de
todo ponto numa vizinhanga de (0, 0), terminando aqui a prova de que (0, 0) é uma fonte.

Lema 2.8.2 Seja R como na demonstragdo do Teorema 2.8.1. Entéo,

Lo L Joms fan= 0+ [ 2 G | Gl

Demonstracao: Em AB consideremos a parametrizagéo u — (u,v(u)) e teremos

B B dv
/ dR = / R'(u)du = / (u+v—)du =
AB 0 0 du

A dv dt g 1 o —uG(u)
— )du = ) ———Jdu= [ —— _du.
/0 (u +Udtdu) ‘= /0 SR U)U—G(U)] " /0 v(u) — G(u) "
Analogo para C'D.
Ja para BEC consideremos a parametrizagéo v — (u(v),v)), v1 < v < v3, € temos

d du du dt
—(R(u(v),v) = U Fv=ug ot

Assim,
—/ dR:/ dR:/ G(u(v))dv
BEC CEB vl

Lema 2.8.3 Sob as mesmas hipéteses do Lema 2.8.2 para u, v e G(u), temos que

[ [ )G
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tendem monotonicamente a zero quando vy — oo.

Observemos que a igualdade que decorre do Lema 2.8.2 para as duas integrais tem
0 mesmo intervalo de integracdo e a unica ressalva é que uma integral é para a curva de
cima, enquanto a outra é a integral pela mesma curva por baixo.

Demonstracdo: Sejam M = maz{u+ G(u) : 0 < u < 8} e N = maz{|uG(u)| : 0 <
u < (5} e tomando vy suficientemente grande de modo que v(3) > M, entdo no intervalo
considerado temos:

%zv__—gw)>—1:>z/(u)zvg—u
Logo,
PG [ WGl [f Gl
] o) — G ‘ </ o) — G S | (w+ Gl "
Assim,

f uG(u) b du
< — < dul < N
0—'/0 o) — Gy = / w—21 "

quando vy — oc.
Portanto, temos que fAB dR — 0 quando vy — oo. Prova andloga para fCD dR — 0
quando vy — oo, pois vy — oo implica v; — oo.

2.9 INTEGRAIS PRIMEIRAS E SISTEMAS HAMILTONIANOS

Defini¢do 2.9.1 Sejam X um campo de vetores de classe C* definido em um aberto A de
R? e H : A — R uma aplicacdo de classe C'. Dizemos que H é uma integral primeira
de X em A se H permanece constante ao longo das drbitas de X contidas em A e, além
disso, H ndo é constante em todo subconjunto aberto de A.

Desta forma, H é tal que (H o ¢)'(t) = 0,t € I, para toda solugdo ¢ = ¢(t) do
campo X definida no intervalo I C R. Em particular, cada solugdo do campo permanece
em uma Unica curva de nivel H. = {(z,y) € A; H(z,y) = c¢}. Assim, as curvas de nivel
H.em A sao suficientes para descrever o retrato de fase de X em A.

Definigdo 2.9.2 Sejam A um subconjunto aberto do R* e H : A — R uma aplicagéo de
classe C*. Um sistema da forma

. 0H | OH
I_a_ya y__%7 (Jf7y)EA (26)

é chamado um sistema hamiltoniano.
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A aplicacdo H € chamada uma fungdo Hamiltoniana do campo dado em (2.6).
Note que H é constante ao longo de cada solucéo de (2.6). De fato, dada uma
solugéo p(t) = (x(t),y(t)) definida em um intervalo I C R de (2.6) temos:

_OHdx 9Hdy

H "(t) = — —— = 1.
(Hop)(t) Ox dt+8y dt 0.t €

Consequentemente, para descrever o retrato de fase de um sistema Hamiltoniano
em R? basta descrever as curvas de nivel H(z,y) = ¢, c € R.

O exemplo que segue trata de um sistema que descreve 0 movimento de um pén-
dulo ndo-amortecido, por ser equivalente a equacao de segunda ordem & = —kx. Observe
que a fungdo hamiltoniana nesse caso é a energia total do sistema.

Exemplo 2.9.3 Considere o sistema
=y, y=—kzx

e a fungcao H dada por
1
H(z,y) = 5y + ka?),

onde k > 0 é uma constante. Segue que

0H OH )
%(l’?y) =kz e a_y(x7y) =Y, ([E7y> € R%

Assim, o sistema acima pode ser reescrito da seguinte forma

oH . oH

.C'E = -, — -,
dy Y ox

ou seja, € Hamiltoniano.

Em seguida, mostraremos que os fluxos de sistemas Hamiltonianos preservam
area, no seguinte sentido:

Definicao 2.9.4 Um difeomorfismo h : A — A, onde A é um subconjunto aberto do R",
preserva drea quando, para qualquer aberto A, C A de drea finita, os conjuntos h(A,) e
A, tém a mesma area.

Teorema 2.9.5 Um difeomorfismo h : A — A, de classe C*, com A C R? preserva drea
se, e somente se, o determinante de Dh tem valor absoluto constante e igual a 1.

Definicdo 2.9.6 Segja X : A — R?, um campo de vetores de classe C' definido num
aberto A C R? cujo fluxo ¢ esta definido para todo (t,z) € R x A. Dizemos que o fluxo do
campo X preserva area se, para cadat € R e todo aberto A, C A de area finita temos

A(pi(Ar)) = A(Ay),
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sendo y, a aplicagao dada por x — ¢(t, z).

Proposicdo 2.9.7 (Férmula de Liouville-Ostragradski). Se X : A — R? é um campo de
classe C', no aberto A C R? e ¢ o seu fluxo, entdo:

detD (o)) = | t (X (0))s)

comz € A.

Teorema 2.9.8 (Teorema de Liouville). Se um campo de vetores planar de classe C* tem
divergente nulo, entdo seu fluxo preserva area.

Notemos que o Teorema 2.9.8 nos da algumas relagdes entre as trajetorias de um
campo de vetores planar, pois considerando um feixe de trajetérias com condigdes iniciais
em um aberto A C R?, como esse fluxo preserva area nao é possivel que todas essas
trajetérias se afastem (respectivamente, aproximem) umas das outras, ja que isso causaria
uma expansao (respectivamente, compressao) da area inicial.

Proposicao 2.9.9 Fluxos associados a sistemas Hamiltonianos preservam area.



3 CRITERIOS DE EXISTENCIA E NAO EXISTENCIA DE CICLOS LIMITES EM SISTE-
MAS PLANARES

O conceito de ciclo limite para campos vetoriais planares, introduzido por
Poincaré, modela oscilagbes ndo lineares em processos fisicos. No final da década de
1920, Van der Pol, Liénard e Andronov, estudando oscilagdes ndo lineares de fendbmenos
elétricos, analisaram certas equagdes diferenciais ordinarias de segunda ordem e verifica-
ram a ocorréncia de ciclos limites. Apos tal verificacdo, matematicos e fisicos estudaram
extensivamente a existéncia e unicidade, entre outras propriedades, destes ciclos limites.
Este capitulo esta baseado no Capitulo 7 de F DUMORTIER, J. LLIBRE and J.C. ARTES
[01].

3.1 RESULTADOS BASICOS

Consideramos o sistema de equacgdes diferenciais

dx d

_ar LAY

s
onde z e y sdo variaveis reais, P e (Q séo fungdes C' definidas em um aberto A de R2.
Assim, estamos sob as condi¢des do Teorema de Existéncia e Unicidade de Picard.

Classificamos a seguir os diversos tipos de érbitas peridédicas de campos planares.

Seja v uma érbita periddica do sistema (3.1). Se para alguma vizinhanca externa
(interna) da érbita periddica v ndo existem outras 6rbitas periddicas de (3.1), entédo v é
chamado de ciclo limite externo (interno). Uma érbita periddica que seja ciclo limite externo
e interno € chamada de ciclo limite.

Assim, um ciclo limite € uma 6rbita periddica isolada de (3.1).

Se existe uma vizinhanga externa (interna) da érbita periodica v formada pela uniao
de o6rbitas periddicas, entao v € chamada de drbita periddica de tipo centro-externa (centro-
interna).

Se em qualquer vizinhanga externa (interna) de ~ existem érbitas periddicas e nao
periddicas, diferentes de ~, entdo v € chamado de um ciclo externo (interno) indefinido. Se
uma orbita periddica y for ciclo externo indefinido ou ciclo interno indefinido, chamamos ~
de um ciclo indefinido.

Proposicao 3.1.1 Se v é uma orbita periddica do sistema planar (3.1) entao existe uma
vizinhanga U suficientemente pequena de ~ satisfazendo as trés seguintes afirmagées:

* (a) U ndo contém pontos singulares;
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» (b) para qualquer ponto p € ~ existe um segmento transversal ¥, de X em p;

* (¢) toda drbita periddica contida em U intercepta %, transversalmente em um unico
ponto. Qualquer orbita ndo periodica em U intercepta ¥, em um numero infinito de
pontos, que estdo no mesmo lado de ~.

Demonstracao:

(a) Seja p € v qualquer, entdo X (p) # 0, pois « é 6rbita periédica. Pela continui-
dade, existe aberto U, tal que ¢ € U,, X(q) # 0. Basta tomarmos U = U, U,, assim U é
aberto que nao contém pontos singulares.

(b) O campo X ¢é de classe C*, U, ¢é aberto, logo pela Definigdo 1.5.1 temos que
para cada p € v, existe um segmento transversal %,,.

(c) Sejam ¥, uma segao transversal de X em p com p € v, e V a vizinhanca aberta
de ¥,, dada pelo Teorema do Fluxo Tubular. Entdo, toda orbita de X que passa por V
intercepta X, transversalmente.

Para cada ¢ € R definamos

Wy ={p(t,z);z €V},

qgue é um conjunto aberto pela Observagao 2.3.3.
Seja T > 0 o periodo de ~, e definamos

W:UWt

te[0,T

que é um aberto do R2.

Diminuindo U se necessario, podemos supor que W C U. Dado ¢ € U, temos
da definicdo de W que ¢ = ¢(t,z), para algum t € [0,7], e algum z € ¥,. Logo, a
rbita que passa por g intercepta 3, em um ponto, a saber, o ponto ¢(—t,q) = . Como
toda orbita que passa por V' intercepta >, transversalmente, o aberto de ¢ intercepta X,
transversalmente.

Se 7, ndo é uma orbita periodica, pelo Lema 2.7.9, 7; intercepta X, segundo uma
sequéncia monotona de pontos. Se dois desses pontos coincidem, entéo -y, seria perio-
dica. Se dois desses pontos estivessem em lados distintos de ~ entéo, por continuidade,
algum ponto de v, interceptaria v, contradizendo o Teorema de Picard.
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3.2 A TRANSFORMAGCAO DE POINCARE

A ferramenta basica para o estudo de 6rbitas periddicas é a Transformacéao de
Poincaré associada a uma érbita periodica v, a qual € um difeomorfismo 7 que definiremos
a seqguir. Esta transformagao descreve o comportamento das 6rbitas do campo numa
vizinhancga de ~.

Apresentaremos a definicdo da Transformacao de Poincaré para campos em R", e
depois a utilizaremos para estudar ciclos limites de sistemas planares.

Seja entdo v = {p(t,p);0 < t < 75} uma Orbita periddica de periodo 7, > 0 de
um campo X de classe C*, k > 1, definido em V C R". Seja ¥ uma secéo transversal
de X em p. Em virtude da continuidade do fluxo ¢ de X, para todo ponto ¢ € ¥ proximo
de p, a trajetéria t — (¢, q) permanece préxima a -y, com ¢ no intervalo compacto [0, 27].
Define-se 7(q) como o primeiro ponto onde ~y volta a interceptar 3. Seja ¥, o dominio de
7. Naturalmente p € 3, e 7(p) = p, Veja Figura 2.1.

A seguir, demonstraremos que 7 : ¥, — X é um difeomorfismo de classe C* sobre
sua imagem X;. Vamos usar o Teorema do Fluxo Tubular. Como ¢(7y, p) = p, existe uma
vizinhanga ¥, de p em X tal que (79, q) € V paratodo q € 3. Sejan : V — X a aplicagdo
definida ja definida, e pomos 7 : ¥y — %, 7(q) = n(v(70,q)).

Outra expressao para 7 € m(q) = (70 + 7((70,4)),q), onde 7 : V' — R é o tempo
7(x) que leva a 6rbita por z em V para interceptar . Do Teorema da Fungao Implicita, 7
é de classe C*.

Desta expressao resulta que m é da mesma classe de diferenciabilidade que X. A
inversa 7! : ¥; — Y, de 7 é definida tomando-se a campo —X. Fica provado que 7 € um
difeomorfismo C*.

Muitas propriedades do retrato de fase de X perto de v se refletem em = e recipro-
camente. Por exemplo, as érbitas periddicas de X vizinhas de v correspondem aos pontos
fixos de 7, que sdo pontos ¢ € ¥, para as quais m(q) = ¢q. O comportamento assintético
das o6rbitas de X perto de v também é descrito por . Assim, € possivel demonstrar que
lim,, o 7"(q) = pimplica lim;_,, d(¢(t, q),v) = 0, onde d(¢(t, q), ) = inf{|(t,q)—r|, T €

7}

Definicao 3.2.1 Com a notagao acima, a drbita fechada v é um atrator periodico (ou entao
~ diz-se orbitalmente estavel) quando lim,_,.. d((t, q),~) = 0 para todo ¢ numa vizinhanga
de .

O préximo resultado mostra que existem apenas trés tipos de ciclos limites em sis-
temas planares.

Proposicéo 3.2.2 Sgjam X : V — R? um campo vetorial de classe C*, v um ciclo limite
de X eV, a vizinhanga de «y tal que -y é a unica orbita periodica de X que intercepta V..
Entao exitem apenas os seguintes tipos de ciclos limites:
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Figura 3.1 — Secao transversal X e transformacao de Poincare.

by
£

Fonte: Elaborado pelo autor.

* (a) estavel, quando lim,_, ., d(¢(t,q),~v) = 0 para todo q € V;
« (b) instavel, quando lim;_, ., d((t,q),~v) = 0 paratodoq € V;

« (c) semi-estavel, quando lim, .. d(¢(t,q),~v) = 0 paratodo q € V N Extv; e
lim;, o d(p(t,q),) = 0 para todo q¢ € V N Int~y, ou o contrario.

Veja Figura 2.2.

Demonstracéo: Seja p € vy qualquer. Diminuindo a vizinhanca V,, se necessario, podemos
supor pela Proposicédo 2.1.1, que ela nao contém singularidades e que ¥ é uma segao
transversal a X em p. Seja 7 : ¥y — X a transformacgéo de Poincaré. Suponhamos que X
esteja ordenado, sendo o sentido positivo de Exty para Inty. Dado q € ¥y N Exty, temos
que m(q) # q pois, caso contrario, a 6rbita que contém ¢ seria periédica. Entdo 7(q) > ¢
ou(q) < q.

Suponhamos 7(q) > ¢. Seja agora a regido A limitada por ~, pelo arco de trajetéria
c@ e pelo segmento qw—(q) € Y. Aregido A é compacta, logo pelo item v) do Teorema
2.7.4 temos que d(¢(t,p),w(p)) — 0 quando t — +oo.

Se 7(q) < g, considerando o campo —X, fica provado que d(¢(t,p),w(p)) — 0
quando t — +-o0.

As mesmas consideragdes podem ser feitas em Inty. Combinando todas as possi-

bilidades podemos provar a proposigao.
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Figura 3.2 — Classificagao de ciclos limites.

@ e

Estavel B
Instavel

SR

Semi-estavel

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na notagao da Proposigao 3.2.2-(c), quando ocorre lim; .., d(¢(t,q),v) = 0 para
todo ¢ € V N Exty, dizemos que v é um ciclo limite externamente estavel. Analogo para
internamente estavel, externamente instavel e internamente instavel.

Observacao 3.2.3 Com as notagbes da Proposigcao 3.2.2, segue que v é um ciclo limite
se, e somente se, p é um ponto fixo isolado de w. Além disso,

v € estavel se, e somente se,

m(z) — p| < |z — p| para todo = # p suficientemente
proximo de p;

* v é instavel se, e somente se, |t(z) — p| > |x — p| para todo = # p suficientemente
proximo de p;

- v é semi-estavel se, e somente se, |r(x) —p| < |x— p| para todo x € XN Exty sufici-
entemente préximo de p e |r(x) —p| > |x—p| para todo x € YN Int~ suficientemente
proximo de p, ou o contrario.

Proposicao 3.2.4 Qualquer drbita periddica v €, ou um ciclo limite externo (interno), ou
uma orbita periodica do tipo centro-externa (interna) ou ainda um ciclo externo indefinido
(interno).

Demonstracao: Consideraremos a transformacgao de Poincaré 7 : ¥y — X. Entdo existem
3 casos.
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Primeiro caso: existe ¢ > 0 tal que m(z) # z, paratodo x € (p,p + €). Esse caso
segue imediatamente da Proposicao 3.2.2.

Segundo caso: existe ¢ > 0 tal que n(x) = z para qualquer x € (p,p + €), é
uma Oorbita periddica do tipo centro-externa (interna), pois existe uma vizinhanga externa
(interna) da érbita periddica formada pela unido de érbitas periddicas.

Terceiro caso: para todo € > 0, existem =,y € (p,p + €) onde 7(z) = z e w(y) # y.
Nesse caso, da definicdo da transformagéo de Poincaré, a 6rbita de x é periddica e a 6rbita
de y nao.

Figura 3.3 — Orbita do tipo centro-externa e ciclo externo indefinido.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 2.3 mostra os casos 2 e 3 da Proposi¢ao 3.2.4.

Observacao 3.2.5 Como ~ é diferenciavel, se 7’'(p) < 1 podemos concluir que vy € estavel
esen'(p) > 1 que~ é instavel.

Demonstramos a seguir que, para os sistemas analiticos, ocorrem uma restricao na
classificacao das orbitas periodicas.

Proposicao 3.2.6 Se P e () sdo fungées analiticas, entao o sistema (3.1) ndo tem ciclos
indefinidos.

Demonstracao: Por P e () serem fungdes analiticas, temos que a aplicagao de Poincaré
também é analitica. Entao pelo principio dos zeros isolados das funcdes analiticas, temos
que o sistema (3.1) ndo ocorre o terceiro caso da demonstracao da Proposigéo 3.2.4.
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Defini¢ao 3.2.7 O divergente do campo X = (P, Q) é o trago da matriz jacobiana de X,
ou seja,
oQ

div(X (5,) = trDX (2,) = 5 e,) + G2 w.0).

O teorema a seguir nos da condi¢des sobre a estabilidade de ciclos limites de sis-
temas planares analisando o divergente do campo.

Teorema 3.2.8 Sejam X = (P,Q) : V — R? um campo vetorial de classe C*, v uma
Orbita periodica de X de periodo T e 7 : ¥y — X a transformag&o de Poincaré associada
a uma secio transversal 3. de X emp € ~. Ent4o:

v =e ([ dixtona) =e ([ (S0 + 520w )ar).

Em particular, se fOT divX (y(t))dt < 0 entdo ~y é estavel e se fOT divX (vy(t))dt > 0, entdo
~ é instavel.

Demonstracao: Para cada ¢, suponhamos A(t) = DX(~(t)). Seja ¢(t) a matriz funda-
mental de 2’ = A(t)z, com ¢(0) = I: Pela férmula de Liouville, temos

det ¢(T) = exp { /0 ' divX(v(t))dt} .

Vamos mostrar que 7'(p) = detop(T). Seja ¢ o fluxo de X. Temos que ¢(T') = Dap(T, p),
e notemos primeiro que Dyp(T', p). X (p) = X (p). De fato, como Dyp(t, p)|i=o = X (p), vem

d d
Dop(T,p).X(p) = ESO(T’ o(t,p))]i=0 = aw(T +t,p) =0

_ %W,pnto = X(p).

Por outro lado, se g : (—e, ¢) — ¥ é uma parametrizagao de ¥ tal que ¢(0) = p, o conjunto
B ={X(p),d'(0)} é uma base de R2. Por defini¢ao, 7(g(s)) = o(T + 7(¢(T, g(s))), g(s)),
donde

m(p).g'(0) = %W 0 g(8)]s=0 = D1¢(T, p)a + Dap(T, p).g'(0)
= aX(p) + D2p(T,p).9(0),

onde a é a derivada de 7(p(7, g(s))) em s = 0. Portanto, a matriz de Dyp(T), p) na base B

o )
0 7'(p)

e assim obtemos que detp(T') = 7' (p). n

é
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3.3 EXISTENCIA E NAO-EXISTENCIA DE CICLOS LIMITES EM CAMPOS PLANARES

Nesta secado apresentamos resultados classicos relacionados a existéncia e
nao-existéncia de ciclos limites em campos vetoriais planares.
Quando nos referirmos a uma regido anular, estamos considerando como sendo
a regiao delimitada por duas curvas simples fechadas do plano, com intersecao igual ao
vazio, e que uma esteja contida no interior da outra.

Proposicao 3.3.1 Se v, e v, sdo drbitas periddicas que formam a fronteira de uma regido
anular A, e ndo existem pontos singulares e nem outras drbitas periédicas em A, entao a
orbita v, em A é o conjunto w-limite (a-limite) e v, € 0 conjunto a-limite (w-limite) de todos
0s pontos de A.

Demonstracao: Sejam v, e 7, 6rbitas peridédicas que formam a fronteira de uma regiao
anular A; obviamente A é compacto. Seja p € A. Entao, pelo Teorema de Picard, 7" C A.
Logo w(p) # 0.

Pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, w(p) é érbita periédica e suponhamos w(p) =
~. Entéo, pelo Lema 2.7.9, teremos que «(p) = 7». Resta mostrar que Vq € A, vale que
w(q) =7 e alq) = 72 Se w(q) = 72 entédo temos uma contradigdo com a continuidade do
fluxo.

Teorema 3.3.2 (Regiao Anular de Poincaré) Seja A uma regido anular que nao contém
pontos singulares, 0A ndo contém Odrbitas periodicas e que cada orbita que cruza a fron-
teira de A move-se do exterior para o interior. Entdo existe pelo menos um ciclo limite
externamente estavel em A e existe também um ciclo limite internamente estavel em A,
sendo possivel que ambos ciclos limites coincidam, de modo a ser um unico ciclo limite
estavel.

Demonstracao: A ideia para a prova consiste em utilizar o Lema de Zorn. Consideremos
a seguinte familia de conjuntos

' = {v : ~ drbita periédica contida em A}.

Pelo Teorema de Poincaré-Bendixson temos que I" # (), e estabelecendo a seguinte rela-
cao

7 < Y2 & Intyy C Inty

facilmente vemos que < é uma relacao de ordem (reflexiva, antissimétrica e transitiva) de
I'. Seja agora S um conjunto totalmente ordenado de I', devemos mostrar que S tem uma
cota superior. Seja
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5= () [Inty; NA]
Y €S
Notemos que § # () pois cada Inty; N A é compacto e a familia {Inty; N A,~; € S} tem a
propriedade da intersec¢ao finita.

Seja g € 4. Temos entdo que w(q) € uma Orbita periédica pelo Teorema de Poincaré-
Bendixson e w(q) € 0 (pois 0 é invariante e ndo contém pontos singulares), e assim, (q)
€ cota superior de S.

Pelo Lema de Zorn, I' contém um elemento maximal M, com v < M = IntM C
Inty,Vy eT.

Entado, M é érbita periddica internamente estavel.

A outra parte da demonstracao € inteiramente analoga, fazendo os devidos ajustes
dos conjuntos.

Proposicao 3.3.3 (Principio da Simetria) Suponhamos que no sistema (3.1) ocorre

P($,y) = P(—QZ,y), Q(_x7y) = _Q<x7y)7 V(x,y) € ]R27

e a origem é o unico ponto singular no eixo y. Se a orbita v comega sobre o0 eixo positivo
y € retorna ao eixo y negativo, entdo v € uma orbita periodica. Se todas as trajetorias
proximas a origem possuem essas propriedades, entao a origem € um centro.

Observe que a hipbtese de que a oOrbita comece e retorne ao eixo y € essencial,
como mostra a Figura 2.4.
Demonstracao: Digamos que ~ seja a imagem da trajetéria f(t) = (z(t),y(t)) parat € I,
sendo [ intervalo maximo.

Suponha que f(0) = (0,y0) e f(t1) = (0, —y;) para algum ¢; > 0, sendo yg, y; > 0.
E suficiente mostrar que f(—t,) = f(t,). Para isso, provamos inicialmente que —t, € I.

Definamos
{u(t) = —z(—t), comte - ={seR;—s eI} (3.2)
v(t) = y(-t)
Entao, por hipétese, verifica-se que:
(a(t) = P(u(t), v(t)),
o(t) = Q(u(t), v(?)), (3.3)
u(0) =0,
\U(O) = 1Yo
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Pelo Teorema de Picard, temos u(t) = x(t) e v(t) = y(t), para qualquer t € —1I,
logo z(—t) = —x(t), y(t) = y(—t), para qualquer t € —1.

Assim, multiplicando a primeira igualdade por —1 e tomando ¢t = —t; temos —x(t;) =
z(—t1) e y(—t1) = y(t1) = —y1, mas z(t;) = 0, logo x(—t;) = 0. Entdo z(—t;) =0 e
y(=t1) = —y1.

Figura 3.4 — Campo simétrico com relagdo ao eixo y que nao tem orbitas periédicas.

Qlxy)
K P(-xy) /Q b
— -
- P(x.y)

¥
W

Q{-X,‘y"}

W

Fonte: Elaborado pelo autor.

Vejamos agora alguns resultados de nao-existéncia de érbitas periddicas. Seja F' €
C1(A,R) definido no aberto A C R2.

Proposicao 3.3.4 (Método de Poincaré das Curvas Tangenciais) Considere a familia
de curvas F(z,y) = C, com C € R. Se a fungdo

8F
Q_

tem sinal constante em A e o conjunto de pontos de A nos quais

(‘9F
Q— _
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ndo contém uma orbita completa de (3.1), entdo o sistema (3.1) ndo possui uma orbita
periodica que esteja inteiramente contida em A.

Demonstracao: Suponha que

P Q— >0 (3.4)

em A.
Digamos que v é a imagem da aplicagdo ¢ — (x(t),y(t)) de periodo T > 0. Se
integramos F ao longo de ~ temos

/7 r- | o a0 <>+%—§< (1), 95/ (1)

_ / CZ” (£), y(0)dt = F(2(T), y(T)) — F(x(0), y(0)).

Como ~ é érbita periddica de periodo 7', temos entdo que o lado direito da igualdade é

nulo, logo,
/F =0
v

Mas dai,

0F OF
0= [P = [ Pltt)n) G w0150 + QU0 y0) G ) )t

De (3.4) temos que o integrando da integral a direita € > 0 em [0,7]. Logo, POF/0x +
QOF /0y = 0 sobre ~, contradizendo a hipétese.
]

Teorema 3.3.5 (Bendixson) Suponha que a fungdo divergente OP/0x + 0Q)/Jy do sis-
tema (3.1) tem sinal constante em uma regido simplesmente conexa R, e ndo é identica-
mente nula em qualquer sub-regido de R. Entdo o sistema (3.1) ndo tem orbita periodica
que se encontra totalmente contida em R.

Demonstracao: Suponhamos que o sistema (3.1) possua uma o6rbita peridédica v C R.
Como R e simplesmente conexa, entdo v e seu interior estao totalmente contidos em R.
Agora pela férmula de Green temos

/ Pdy — Qdx = / / (ap aQ) dzdy. (3.5)

Mas Pdy — Qdx = 0 ao longo de toda ~, dado que v € uma 6rbita. Assim temos que
o lado esquerdo de (3.5) é zero, mas o integrando do lado direito tem sinal constante e
nao é identicamente nulo em S, logo a integral dupla é diferente de zero, 0 que gera uma
contradigéo.
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Observacao 3.3.6 Com o uso da formula de Green, segue que, em qualquer regiao limi-
tada por drbitas periddicas, a integral da divergéncia, conforme definido em (3.5) é igual a
zero.

Teorema 3.3.7 (Dulac) Se existe uma fungdo real B, de classe C', em uma regido sim-
plesmente conexa R tal que O(BP)/0x + 0(BQ)/Jy de sinal constante e ndo nula em
qualquer sub-regido de R, entdo o sistema (3.1) ndo possui orbita periodica completa-
mente contida em R.

Demonstracao: A prova é analoga a do Teorema 3.3.5, utilizando BP e QP no lugar de
P e @, respectivamente.
|

Observacao 3.3.8 Chamamos uma fungcdo B como do Teorema 3.3.7 de fungdo de Dulac
B(z,y), e o método de prova de néo existéncia de Orbita periddica, dado no Teorema 3.3.7,
é chamado de método da fungdo de Dulac.

Os Teoremas 3.3.5 e 3.3.7 podem ser generalizados da seguinte forma.

Teorema 3.3.9 (Dulac Generalizado) Se mudarmos a regido R do Teorema 3.3.5 e no
Teorema 3.3.7 por n-multiplamente conexa (isto é, R possui uma ou varias curvas exteri-
ores limitadas e n — 1 curvas interiores limitadas), entdo o sistema (3.1) tem no maximo
n — 1 Orbitas periddicas que estao inteiramente contidas em R.

Demonstracao: A partir da prova do Teorema 3.3.5, sabemos que, se houver uma trajeto-
ria fechada ~ do sistema (3.1) em R, entdo  deve conter pelo menos uma curva limitada
interna C' de R em seu interior. Da mesma forma, também sabemos que se o interior de ~
também contém outras trajetérias fechadas ~4, ..., 1, entdo a regido no interior de +, mas
no exterior de todas as trajetorias 71, ..., V&, também contém pelo menos uma curva limitada
interna C, por causa da Observagao 3.3.8. Dizemos que C corresponde a . Podemos ver
gue para diferentes ~ as curvas correspondentes C' também sao diferentes. Portanto, se o
numero de trajetérias fechadas em R for superior a n — 1, 0 numero de conexos de R deve
ser maior que n. Assim o teorema € provado.
|
Daremos agora um exemplo da aplicabilidade do Teorema de Dulac. O exemplo
pode ser encontrado em X. HUANG, Y. WANG and A. CHENG [15].

Exemplo 3.3.10 (Um sistema presa-predador cubico) Seja o sistema

d
d_:z: = x(ay + agxr — azx®) — kay,
4 (3.6)

dy
=14z —).
= y(—1+z—y)
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Se a1 + as > a3 e k # 1, o sistema (3.6) ndo tem ciclo limite.
Demonstragao: Consideramos a fungédo de Dulac B(z,y) = 2%y~ ! e seja

P(z,y) = z(a1 + ax — aza”) — kzy, Q(z,y) =y(-1+z —y).
Entao, temos

OBP 9BQ

div(BP, BQ) = —5— + 3

=—ar 2yt —azy 4 (k—1)a 2

Se k # 1, div(BP, BQ) < 0, e em qualquer sub-regido do dominio, div(BP, BQ) # 0.
Entédo pelo Teorema 3.3.7, o sistema (3.6) ndo possui ciclos limites.

Proposicao 3.3.11 Se 0P/0x + 0Q) /0y = 0, isto é,
Pdy — Qdx =0 (3.7)

entdo o sistema (3.1) ndo tem ciclo indefinido, nem ciclo limite externo e nem ciclo limite
interno em A.

Demonstracao: Seja a integral geral de (3.7) dada por ®(z,y) = C que representa a
equacao de uma familia de trajetérias do sistema (3.1). Ao longo de cada trajetéria, ®
tem valor constante, e ao longo de trajetérias diferentes, mas adjacentes, ® nao pode ter o
mesmo valor. Se houver um ciclo limite v de (3.1), entdo cada trajetéria em uma vizinhanga
suficientemente pequena de  tem  como w(«)-limite. Dai pela continuidade de ®(z,y)
sabemos que nessa vizinhanga ®(z,y) = C.,, 0 que é impossivel. Agora, se v é ciclo
limite indefinido, entdo em trajetérias nao fechadas que cobrem uma regidao anular aberta
préxima de v na qual ®(x,y) deve ser identicamente igual a uma constante. O que néo
acontece devido ao teorema de Green para 6Orbitas constantes e por um lado s6 ter érbitas
periddicas.
|

Introduziremos a seguir resultados que permitem localizar érbitas periédicas de
campos planares.

Uma fungdo R € C*(A,R) tal que

J(RP) J(RQ)

€ o fator integrante do campo de vetores X. A fungdo R é um fator integrante de X em A
se, e somente se, R é a solugao da equacao diferencial parcial

OR _OR  [(OP 0Q
P%JrQa—y——(aeray)R (3.9)
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em A.
A funcdo V : A — R de classe C', é um fator integrante inverso do campo de
vetores X, se V' verifica a equacéo diferencial parcial

)N ) ) 6
P4 Q== +=2 :
oz * %y (8x+8y>v (3.10)

em U. Notemos que V satisfaz (3.10) em A se, e somente se, R = 1/V satisfaz (3.9) em
A\{(z,y) € A:V(z,y) =0}

Teorema 3.3.12 Seja (P, Q) campo de vetores C' em um subconjunto aberto U de R?,
e sejaV = V(x,y) uma solugdo de (3.10). Se v é um ciclo limite do campo de vetores
(P, Q) no dominio simplesmente conexo de definicao de V', entdo v esta contido em ¥ =

{(z,y) € U :V(x,y) =0}.

Demonstracao: A existéncia do fator integrante inverso V, definido em uma regido sim-
plesmente conexa U implica que o campo de vetores (P/V,Q/V) é hamiltoniano em U\ .
Uma vez que o fluxo de um campo vetorial hamiltoniano preserva a area, e em uma vizi-
nhancga de um ciclo limite, um fluxo ndo preserva a area, segue o teorema

No Capitulo 4, veremos uma aplicacao do Teorema 3.3.12.



4 O TEOREMA DO ‘AVERAGING’ CLASSICO

O método do ‘Averaging’ € uma ferramenta para o estudo de sistemas nao
lineares com coeficientes peridédicos. O método consiste essencialmente em associar ao
sistema de EDO’s em estudo, um novo sistema chamado de sistema promediado, de modo
gue cada singularidade do sistema promediado esteja associada a uma 6rbita peridédica do
sistema original.

Neste capitulo trataremos apenas do caso do ‘Averaging’ periddico de primeira or-
dem. A primeira formalizagao dessa teoria foi feita em 1928 por Pierre Joseph Louis Fatou.
Este capitulo da dissertacdo esta baseado em S. SCHECTER and F. SINGER [14], J.A.
SANDERS, F. VERHULST and J. MURDOCK [04] e F. VERHULST [02].

Este capitulo esta organizado do seguinte modo. Na Secéao 4.1 é feita a apresen-
tacdo do método do ‘Averaging’ classico de primeira ordem. Os resultados preliminares a
sua demonstracao estao na Secao 4.2. A demonstracao do método é feita na Secao 4.3,
enquanto que na Segao 4.4 aplicamos o método para estudar a existéncia e estabilidade
de um ciclo limite para a equagéo de Van der Pol.

4.1 O METODO DO ‘AVERAGING’ PARA CAMPOS DE VETORES SUAVES

Consideremos o sistema diferencial

{i’ = eF(t,x) + €R(t, z,¢), 4.1)

z(0) = .

comz € D C R”, D um conjunto aberto, limitado e conexo, e t > 0. Além disso, assumi-
mos que F': [0,4+00) x D = R™ e R : [0,+00) X D X (—ep, €g) — R™ séo fungdes suficien-
temente regulares, sendo ¢, > 0. Suponha ainda que F' e R sao T-periddicas na primeira
variavel, isto é, existe T > O tal que F(t + T,x) = F(t,z) e R(t + T,x,e) = R(t,z,¢),
paratodo ¢t € [0,4+00),x € D e € € (—¢g, €9). No momento apropriado estabeleceremos a
regularidade de F' e R.

Simplificando esse sistema através da eliminagdo do termo de ordem €2 para que o
campo se torne autbnomo, calcula-se a média com respeito a ¢t do sistema. Entéo, a ideia
do método é considerar a velocidade média do fluxo, pois assim, podemos definir um novo
sistema que é autbnomo e entdo comparar as respectivas solucoes.
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O sistema promediada associado ao sistema (4.1) é definido por

{ i o=ef2), “2)
2(0) = xo.
onde a funcédo f°: D — R" é dada por
T
2) = %/O F(t, z)dt. (4.3)

Chamamos f° de funcéao promediado associada a (4.2).

O principal objetivo é obter informacdes sobre existéncia e estabilidade de 6rbitas
periddicas do sistema (4.1) através das singularidades do sistema (4.2). Mais precisa-
mente, enunciamos a seguir o principal teorema deste capitulo.

Teorema 4.1.1 (‘Averaging’ de primeira ordem classico) Consideremos o sistema:

i(t) = eF(t,z) + E€R(t, x,€), (4.4)

comt > 0,z € D,D C R™ um conjunto aberto, F : [0,400) x D — R" e R : [0, +00) X
D x (—ep,€9) — R", sendo ¢y > 0. Suponha que:

(1) as fungbes F, R, OF /0x, 0*F/0x* e OR/0x sdo continuas e limitadas por uma cons-
tante M > 0;

(2) as fungbes F e R sdo T'-periddicas na primeira variavel.
Entao sao validas as seguintes afirmacoes:

(a) se p é um zero da fungdo promediada (4.3) tal que

8 0
det (a_fl> o) £ 0. (4.5)

entao existe uma solugao T-periddicat — z(t,e¢) do sistema (4.4) tal que x(0,¢) — p
quando e — 0;

(b) se todos os autovalores de

a 0
(ai) - (4.6)

possuem parte real negativa entdo, para |¢| > 0 suficientemente pequeno, a solugéo perio-
dicat — x(t,€) correspondente do sistema (4.4) é assintoticamente estavel, e se um dos
autovalores de (4.6) possui parte real positiva entdot — x(t, €) € instavel.
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Aqui o simbolo 0F/0x denota a matriz n x n formada pelas n UGltimas colunas da
matriz jacobiana de F, anélogo para dR/dx. O simbolo 9?F'/0x* denota a matriz hessiana
de F.

A ideia da prova do Teorema 4.1.1 consiste em introduzir uma mudanga de coor-
denadas proxima da identidade que é usada para simplificar a equacao (4.1). A hipbtese
(4.5) é utilizada para aplicar o Teorema da Funcao Implicita, o qual nos remete a uma
vizinhanga onde existe uma solugao periédica de (4.1).

Antes da demonstracdo do Teorema 4.1.1, vejamos alguns resultados de carater
técnico que nos auxiliardo nessa tarefa.

4.2 RESULTADOS UTEIS

Os proximos resultados serdo utilizados na demonstracao do Teorema 4.1.1. Aque-
les que consideramos mais conhecidos terdo suas demonstragdes omitidas.

Teorema 4.2.1 Seja f continua no aberto A de R x E x A, com EE C R, A aberto de R?
e D, f continua em A. Entdo, para X fixo, a solugdo ¢ = ¢(t,ty, xo, A) de

= f(t,z,\), x(ty) = xo,

é Unica e admite derivada parcial D, f com relagdo a xy. Mais ainda, a aplicagao (t, ty, o, \) —
Dop(t, to, xg, \) € continua no seu dominio

D= {(t,to,xo, )\)7 (t,to,xo, )\) S A,w_(to,xo, )\) <t < w+(t0,x0, /\)}7

0
I’(t) = DQ‘;D(tatO,fEO; A) C g = 8_Z€(t7t07x0’ )‘)a

paratodo1 < k < dimF, é solugdo de

T = J(t)xv x(tO) = €k,
onde
J(t) - J(t7 to, To, /\) = DQf(ta @(tv to, xo, /\)7 /\)
A demonstracao pode ser encontrada em J. SOTOMAYOR [09].

Teorema 4.2.2 Consideremos as fungdes F',R e f° dadas nos sistemas (4.1) e (4.2). Su-
ponhamos que F' € lipschitziana na segunda variavel e R é continua. Entdo existe uma
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constante C' > 0 tal que

h

||z(t,€) — z(t,€)|]| < Ce para 0 <e<e e 0<t< —
€

onde x(t, €) e z(t, €) sdo solugbes de (4.1) e (4.2) respectivamente.

A prova do Teorema 4.1.1 que apresentaremos aqui, utiliza uma mudanca de coor-
denadas préxima da identidade que transforma o sistema (4.4) em um sistema da forma

i =ef%(2) + €2S(t, 2, €),

sendo S uma fungao apropriada. Para isso precisamos do resultado que segue, que pode
ser encontrado em J.A. SANDERS, F. VERHULST and J. MURDOCK [04].

Teorema 4.2.3 (Perturbacdo da Identidade) Considere um aberto D C R" e ¢* > 0. Seja
p: R x D x [0,e] — R™ uma aplicagdo de classe C* e lipschitziana na segunda variavel,
isto e, existe M,, > 0 tal que

||M<tay1>€) - u(t7y276)|| S Mtul - y2||>t € ]R7y17y2 € D,E € [076*]‘

Entéo existe ¢, > 0 tal que, para cadat € R e ¢ € |0, ¢;] fixados, a aplicagcao
Ult,y,e) =y +eult,y,e),y € D

tem uma inversa da forma
W(t,z,e) =+ ev(t,x,¢€),

definida em um conjunto U (t, D, ¢) C R"™, sendo v uma aplicagéo de classe C.

Demonstracao: Escolha ¢; tal que 0 < ¢; < min{e*,1/M,}. Comegamos demonstrando
a injetividade de U para ty € R e ¢, € [0, ¢;] fixados. Dados 1, y2 € D com y; # yo, temos

|U (o, y1, €0) — Ulto, Y2, €0)ll = llyr — ya — e(iu(to, Y2, €0) — 11(to, y1, €0))||
> [|y1 — yal| — €ol[p(to, y2, €0) — p(to, 1, €0)|
> |lyr — yal| — eoMyullyr — w2l
= (1 —eoMy)||ly1 — v2l|

Como 0 < ¢y M, < 1 segue a injetividade. Logo, a fungdo U tem inversa Unica definida em
um conjunto U (ty, D, ey) C R™.

Utilizaremos o Teorema da Fungado Implicita para demonstrar a regularidade e a
forma da fungao inversa. Considere a aplicagao

V(t,y,e,x) =z —y—eu(t,y,e),t e Ry € D,e € [0,6],x € R".
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Para cada yy € D, tome zy = yo + €ov(to, Yo, €0), temos entdo que V (to, o, €0, To) = 0.

Como oV

— (1 ) 707 = _ITH

ay ( 05 Yo SE'(])
segue do Teorema da Fungao Implicita que existem vizinhangas 1V, e I x Jy x Wy, de y e
(to, 0, z0) respectivamente, e uma aplicagédo h : Iy x Jy x Wy — V; de classe C, tais que

x—h(t,e,x) —eu(t,h(t,e,x),e) =0, (t,e,x) € Iy x Jy x Wy,
obtendo assim
h(t,e,z) =x —eu(t,h(t, e, xz),€), (t,e,x) € Iy X Jy x W.

E claro que podemos supor que J, C [0, &].
Como ja demonstramos que a fungao U tem uma inversa global, esta coincide com
cada uma das inversas locais obtidas em seus respectivos dominios. [ ]
Os préximos resultados seréo Uteis na demonstracdo do item (b) do Teorema 4.1.1.

Lema 4.2.4 (Desigualdade de Gronwall) Sejam p,v : [to,to + a] — R fungdes conti-
nuas e ndo-negativas definidas no intervalo [ty, to + a], sendo t, € R e a > 0 constantes.
Suponha que

Qp(t) < (51/ w(s)Sp(S)dS + 527t € [t07 tO + CL], (47)

onde ¢; > 0 parat = 1,2. Entdo
o(1) < 8" o VO 4 e o 0 4 al.

A demonstracao pode ser vista em J. K. HALE [06].

Estabelecemos a seguir o decaimento exponencial das solugdes de sistemas li-
neares com coeficientes constantes, no caso em que todos os autovalores da matriz do
sistema tém parte real negativa.

Proposicao 4.2.5 Considere o sistema diferencial linear
T = Az, (4.8)

onde A é uma matriz real constante n x n com autovalores \i,...)\,. Entdo valem as
sequintes afirmagoes:

1. (a) se Re)\, < 0 para k = 1,...,n, entdo para cada solucdo » de (4.8) tal que
x(tg) = o, comty € R e xy € R™ arbitrarios, existem duas constantes positivas
C e u satisfazendo

lz()]] < Cllaolle™",t > 0.
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2. (b)se Re A\, < 0Oparak =1,...,n, entdo toda solugdo x é limitada parat > 0. Mais
precisamente existe C' > 0 tal que

lz(®)] < Cllol],t > to;

3. (c) se existe um autovalor A\, com Re A\, > 0, entdo para cada vizinhanga V' da
origem, existe uma solugdo x do sistema (4.8) tal que z(0) € V e

Jdim [l ()] = oc.

Seguindo a nocao de estabilidade no sentido de Liapunov, na Proposicao 4.2.5
temos que solugdes como as dos itens (a) e (b) sdo casos especiais de solugbes assin-
toticamente estaveis e estaveis, respectivamente. Uma solu¢do como na afirmagéo (c) é
chamada de instavel.

O préximo resultado também € conhecido como Teorema de Poincaré-Liapunov, e
estende a Proposicao 4.2.5 localmente para sistema nao lineares.

Teorema 4.2.6 Sejam D um aberto de R™ contendo a origem, I um intervalo aberto de R
ety € I,xy € D arbitrarios. Considere o sistema diferencial

&= Ax+ B(t)x + f(t,x), (to) = o, (4.9)

ondet € R, A é uma matriz real constante n x n com todos os seus autovalores com
parte real negativa, B € uma matriz real n x n cujas entradas sdo continuas em I tal que
lim; o ||B(t)|| = 0. Suponha que a fungdo f seja continua e lipschitziana em x numa
vizinhanga de x = 0. Se

f(t, )

= 0 uniforme em t,
llzll—0 |||

entao existem constantes positivas C, § e p tais que ||xo|| < ¢ implica
lz(t)]| < Cllaol|le™ ") parat > t.

Apresentaremos a seguir o Teorema de Floquet e algumas de suas consequéncias.
Maiores detalhes podem ser encontrados em J. K. HALE [06]. Consideremos agora o
sistema linear diferencial da forma

T = A(t)z, (4.10)

onde A é uma matriz real n x n, com entradas continuas em R e T-periddicas.
Observe que mesmo A sendo periddica, as solugcbes do sistema (4.10) podem nao
manter essa propriedade, como mostra o exemplo @ = (1 + sent)x, cujas solu¢des sdo da
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forma z(t) = ce! <t

O préximo resultado, geralmente chamado Teorema de Floquet, diz que a matriz
fundamental do sistema (4.10) pode ser escrita como um produto de uma matriz T-periodica
e uma matriz ndo periodica.

Teorema 4.2.7 Considere o sistema linear diferencial (4.10) sendo A uma matriz n x n,
com entradas continuas e T-periodicas. Entdo, cada matriz fundamental ® do sistema
(4.10) pode ser escrita como um produto de duas matrizes n X n

d(t) = P(t)eP', t € R,
onde P é T-periddica e B é uma matriz constante.

O préximo resultado permite obter informagdes do sistema (4.10) a partir de um
sistema de coeficientes constantes.

Corolario 4.2.8 A mudanga de coordenadas x — P(t)x transforma o sistema (4.10) no
sistema de coeficientes constantes

T = Bzx.

Definicao 4.2.9 (Matriz de monodromia) Uma matriz de monodromia do sistema (4.10) é
qualquer matriz ndo singular C' tal que ®(t + T) = ®(¢)C,t € R, sendo ® uma matriz
fundamental de (4.10).

Definicao 4.2.10 (Multiplicadores caracteristicos) Os multiplicadores caracteristicos sdo
0s autovalores de uma matriz de monodromia C'.

Observacao 4.2.11 Se ¢ e V sjo matrizes fundamentais de (4.10) e ®(t + T') = ®(t)C,
para qualquer t € R, entdo existe matriz ndo singular D tal que V(t) = ®(¢)D. Logo
V(t+T)=®(t+T)D = ®(t)CD = ¥(t)D~'CD e assim D~'CD é matriz monodromia
relativamente a U (t).

Assim as matrizes de monodromia relativas a matrizes fundamentais distintas sao
similares, possuindo entdo os mesmos autovalores. Concluimos que os multiplicadores
caracteristicos sdo unicamente determinados.

Observacao 4.2.12 (Expoente Caracteristico) Um expoente caracteristico é qualquer nu-
mero complexo \ tal que e\ é multiplicador caracteristico.

Verifica-se que sempre podemos escolher 0os expoentes caracteristicos como os
autovalores de uma matriz B satisfazendo C' = 5.

Apresentamos a seguir uma versao do Teorema 4.2.6 para sistemas periddicos. O
resultado pode ser encontrado em J. K. HALE [06].
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Proposicao 4.2.13 Considere o sistema diferencial
Tt =A(t)r+ f(t,x), (4.11)

em que A é uma matriz real n x n com entradas continuas e T-periddicas, f : RxR" — R"
continua na primeira variavel e numa vizinhanga da origem na segunda variavel. Suponha
que

f(t, )

= 0 uniforme em t.
llzll—0 |||

Se a parte real de todos os expoentes caracteristicos do sistema
y=A(t)y (4.12)

sS40 negativos, entdo a solugdo x = 0 do sistema (4.11) é assintoticamente estavel.

4.3 DEMONSTRACAO DO TEOREMA DO ‘AVERAGING’

Finalmente, passamos a prova do Teorema 4.1.1.
Demonstracao: (Afirmacao (a)).
Introduzimos a fungao T—periddica:

p(t,x) = /o (F(s,2) — f°(z))ds,t > 0,2 € D,

Afirmamos que
|p(t, )| < 2MT,t > 0,z € D, (4.13)

onde M e T" sdo dados no enunciado do Teorema 4.1.1.
De fato,para0 <t < T ex € D temos:

mme=/<< 2) — f(x))ds

e o
/ (s,z)ds
/HFMM%+/HP Jlds
SAM@+AHP@W&

IN

IN
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Contudo,

MT

1) = HL/T% oyds| < l/T\|F<s 2)llds < 1/TMds _MT_
T ), " =7, ’ =7, T '

Assim, . t
el <2 [ s =201 [ s,
0 0

logo
lu(t, )|] <2MT,0 <t <T. (4.14)

Set > T, temos que existe m € Ntalque 0 <t —mT < T. Logo,
t

uta) =3 [ (Fls0) = fads+ [ (Flsiz) — £a))as.

j=17G-1T mT

Como F e f° sdo T'—periddicas, para j = 1,2, ..., m, segue que:

u(t, 7) = m / (F(s,a) — f(a))ds + / T (Fls,a) — £Oa))ds.

Da definicdo de f° resulta que a primeira integral do lado direito da igualdade acima é zero.
Logo

t—mT
pto)= [ (Flsin) = s, (4.15)
0
provando a afirmacéo, por ser reduzida ao caso em que 0 < ¢t < T'. De (4.14) segue entao

(4.13).
Afirmamos agora que

op
H(‘?_xj(t’x)

<2MT,t €R,z € D. (4.16)

De fato, paracada j =1,2,...,n,t € Rex € D temos

200 = oz [ ) - soeas
| [ e - e
< [ |50 -] o
g/ot g—i(s,x) ds+‘ Ot‘;_g(x)) ds,
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logo
ol Hlofe
— < — ds. 417
)| < v [E8 @) as .17
Mas, .
of° 0 (1
— == = F d
ol =l (r e
d
H 0 637] @)
— ds < M.
- / 830] §
Portanto, de (4.17) segue que
o
0 < MT + M.
H&”’/’j(s’x) =HET

Como podemos supor que 17" > 1, segue (4.16).

Diminuindo D se necessario, podemos supor que p € D e que D é um aberto
conexo com fecho compacto. De (4.16) segue que podemos aplicar o Teorema do Va-
lor Médio e concluir que 1 € uma fungéo lipschitziana na segunda variavel. Assim, pelo
Teorema 4.2.3, estabelecemos a mudanca de variavel:

2(t) = 2(t) + eult, (1)), (4.18)

no qual ¢ € [0,¢;] e ¢; € dado no Teorema 4.2.3. Reescreveremos o sistema (4.4) na
variavel z. Para simplificar a notagdo omitiremos a dependéncia de x e z da variavel t.
Assim, diferenciando (4.18) em relagdo a ¢ e utilizando a equacgao (4.4) obtemos a equacao:

o

Z4+e—(t,z) +e

ou On
ot

P t,2)t =0 =eF(t,x) + ER(t, x,¢€),

que podemos reescrever como:

[I + e%(t z)} 2 = el(t,z) + ER(t, 7€) — eaa—[;(t, ). (4.19)

Da definicao de 1 segue que

op

E(tVZ) = F(tv Z) - f0<Z),

logo de (4.19) temos

{]n + eg—/:(t, z)} i =eF(t,x) + ER(t,m,€) — e(F(t, 2) — f°(2)). (4.20)
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Seja
S =eF(t,z+ eu(t,z)) — eF(t,2) + ER(t, 2 + eu(t, 2), €), (4.21)

entdo podemos reescrever (4.20) como:

[[n + eg—g(t, z)} t=ef%2) + S (4.22)

Como 9*F/dz?* é limitada e D € conexo com fecho compacto, segue que du/0z é
lipschitziana na segunda variavel. Assim, diminuindo ¢; se necessario, pelo Teorema 4.2.3
podemos inverter a matriz do lado esquerdo de (4.22). Da férmula

(IL4+A) ' =1,—-A+A— .,

valida para matrizes tais que ||A|| < 1, obtemos entdo a seguinte expresséo:

I, + Eg_/;(t’ =1, - eg—g(t, 2) + O(é?), (4.23)

parat >0ez e D.

Afirmamos que, para S definida em (4.21) temos S = O(€?). De fato, como OF /0x é
limitada e D é conexo, do Teorema do Valor Médio segue que F' é uma funcgdo lipschitziana
na segunda variavel. Denotamos a constante de Lipschitz por Lz > 0. Temos que

IS1| = lleF'(t, = + eu(t, 2)) — €F (¢, z) + €R(t, 2 + eu(t, 2), €) |
< ELpllu(t, Il + EllR( = + eplt, 2), o).

Da estimativa (4.13) e da hip6tese 1 do Teorema 4.1.1,

S]] < eLpllu(t, 2)|| + €[|R(t, = + eult, 2), €)]|
< ELp2MT + M
< €K,

sendo K definido por K = Lp2MT + M. Assim,
S = O(e). (4.24)

Portanto, de (4.22), (4.23) e de (4.24) temos que z satisfaz uma equagao da forma:

Z=ef%2)+ S — 62%(15, 2)f°(2) + O(€*). (4.25)
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Utilizando a Férmula de Taylor, temos que

F(t,z+eu(t,z)) — F(t,z) = e%—i(t z) + O(€?)
= e%—};(t 2)p(t, 2) + O(e2).

(4.26)

Definamos agora S(t, z, €) por:

§(t,2,0) = Dt 2)nlt,2) — (1, 2) () + Blt, 2, 0) + O(e),

onde R(t,z + eu(t, z),e) = R(t,z,€) + O(e), que é obtido através da Férmula de Taylor
de primeira ordem. Combinando (4.26), (4.21) e R(t,z + eu(t, z),€) = R(t,z,€) + O(e),
podemos escrever (4.27) como:

i=ef%2) +€S(t, 2, €). (4.27)

Observemos que O(e*) = €2O(e), e portanto, podemos incorporar tal simbolo no
termo €25(t, z, €).

Pelas condigbes de regularidade nas hipéteses, temos que g(t, z,€) é de classe C!
com respeito a z, e que € T-periodica pois u, F, R e o erro O(e?) sdo T-periddicos.

Mostraremos a seguir que, pela escolha de , uma solugéo 7T'-periodica z de (4.27)
corresponde a uma solugédo 7'-periédica x de (4.4). De fato, suponhamos que z(ty) =
2(to + T'), entao

x(ty) — eplto, 2(to)) = x(to + 1) — eu(to + T, 2(to + T)).

Mas
M(to +T z to + T

/to+ (5. 2(to +T)) — f*(=(to + T))]ds
/ (s, 2(to)) — fO(2(to))]ds
/O (s, 2(t0)) — fO(2(to))])ds

O

+

/ (s, 2(t0)) — f°(2(to))]ds

T

[en]

(s, 2(t0)) — fO(2(to))]ds

+

/ (5, 2(t0)) — °(=(to))]ds

= pu(to, 2(to)).

Assim z(ty) = z(ty + T'), e portanto x é T-periédica.

o
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Escrevendo (4.27) na sua forma integral temos:

/f0 ))ds + € /Otg(s,z(s),e)ds.

Como uma solugéo ~ da equagéo acima é T-periédica se, e somente se, z(0) = 2(T),
temos que uma solugéo 7T'—periddica z do sistema (4.27) é solucao de:

/0 fO(2(s))ds + 6/0 S(s, z(s),€)ds = 0. (4.28)

Considere a aplicagdo w = w(t, a, <) tal que w é a solugao do sistema (4.27) com
w(0,a,¢) = a,onde a € D e e € [0,¢;) sdo quaisquer. Como as solugdes de (4.27)
dependem diferenciavelmente dos parametros (veja o Teorema 4.2.1), segue que w € de
classe C'. Observe que se ¢ = 0 entdo de (4.25) resulta que w é a fungdo constante igual

a a, logo
g—:(t,a,()) =1I,,teR,aeD.
Defina . .
o)) = [ Plutsaa)ds+e [ Ssu(s,a.0).ds
0 0
entao

= /OT fOp)ds

Por hipotese f°(p) = 0, logo A(p,0) = 0. Além disso,

I (a,0) = fo O(w(s,a,0))ds
= fOT aaaf (w(s,a,0))ds
= [T 2 f%w(s,a,0))22(s,a,0)ds
A NI

= fOT w(s,a,0))I,ds.

Logo,
%(p, 0) = T%f”(p)-
Da hipétese 2 do Teorema 4.1.1 segue que 0h/da(p,0) é inversivel.

Pelo Teorema da Funcgéo Implicita, existe um aberto V' C D, tal que (p,0) € V' x
[0,¢1) e, para cada € € [0, ¢ ), existe um Unico a € V tal que a solugdo do sistema (4.27),
com z(0) = a, satisfaz (4.28).

Ainda pelo Teorema da Funcao Implicita, temos que z é uma fungéo diferenciavel
com relacdo ao parametro . Em particular, da sua continuidade, podemos inferir que
z(e) = psee— 0.

Demonstracao da (Afirmacao (b)) Comecamos linearizando a equagao (4.4) em
uma vizinhanga da solugéo periédica ¢ — z(t,¢). Depois, fazendo uma translagédo = =
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z + x(t, €), expandindo com respeito a z, omitindo os termos nao lineares e renomeando
as variaveis dependentes novamente por x, obtemos a equacao diferencial linear com
coeficientes T-periédicos

T = €A(t, e)x, (4.29)

onde

0
A(t, 6) = %[F<t, 33') + GR(t, x, 6)]33:%5(1‘/)

Definimos a matriz T-periddica

OF

e pelo item (a) temos que lim._,o A(¢,¢) = B(t). Definamos também as matrizes

B — %/0 B(t)dt & C(t) :/O (B(s) — Bds.

Note que B® é a matriz promediada do sistema linearizado. A matriz C'(t) é T-
periddica e a sua média é zero. Tomando a transformacgéao definida por y = (I,, — €(t))x

obtemos '
y=eC(t)r+ (I —e€(t))x

—e(t)x + eBx(I — eC(t))eAl(t, €)x
[€B° + e(A(t,e) — B(t)) — €C(1)A(t, e)](I — eC(t)) 'y
eBly + e(A(t, e) — B(t))y + 2S(t, €)y.

(4.30)

A fungédo S(t,€) é T-periddica e limitada. Notemos que A(t,¢) — B(t) — 0 quando
e — 0, e também que o expoente caracteristico do sistema diferencial (4.30) depende
continuamente do parametro e. Portanto, para e suficientemente pequeno, o sinal da parte
real dos expoentes caracteristicos € igual ao sinal da parte real dos autovalores da matriz
BY. Obtemos a mesma concluséo, usando a transformagéo y = (I — ¢C(t))z, para os
expoentes caracteristicos do sistema diferencial (4.29).

Aplicando agora a Proposicao 4.2.13, obtemos a estabilidade da solucao periddica
no caso em que todos os autovalores possuem parte real negativa. Se um autovalor pos-
suir parte real positiva, a transformagao de Floquet e a aplicacao da Proposigao 4.2.7
fornecem a instabilidade da solucéo periddica.

4.4 EQUACAO DE VAN DER POL

Apresentaremos uma interessante aplicagdo do Teorema 4.1.1 a equacéo diferen-
cial de Van der Pol

i+ =el—2a2i,
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a qual pode ser escrita como campo de vetores suave como

T =y,

(4.31)
y=—x+¢e(l—a%)y.

Em coordenadas polares (r, 6), onde x = r cos 0, y = r senf, esse sistema torna-se

7 = er(1 — r? cos® 0) sen0,

(4.32)
0 = —1+ (1 — r*cos®f) sen’d .

Agora tomando 6 como nova variavel independente em (4.32) e expandindo em
série de Taylor em ¢ obtemos

dr

i —er(1 —r? cos? 0)z sen +O(€?).

Notemos que o campo de vetores acima esta na forma padrdo para aplicar o Teorema
41.1. Tomandox =r,t =0,T =2 e F(t,z) = —r(1 — r? cos? ) sen*d, temos que

1 2

1
Fi(r) = o ; r(1 —r? cos? ) sen’6 df) = gr(r2 —4).

A Unica raiz positiva de F''(r) é r = 2. Como dF" /dr(2) = 1, pela afirmagéo (a) do
Teorema 4.1.1, segue que o campo (4.31) tem, para |¢| # 0 suficientemente pequeno, um
ciclo limite bifurcando da 6rbita periddica de raio 2 do sistema néo perturbado (4.31), com
e = 0. Além disso, como dF*'/dr(2) = 1 > 0, pela afirmagéo (b) do Teorema 4.1.1, este
ciclo limite é instavel.



5 REALIZAGAO DE UMA CONFIGURACAO DE CICLOS LIMITES

Neste capitulo mostraremos uma espécie de reciproca do XVI problema de
Hilbert, isto é, dado um conjunto finito qualquer de curvas de Jordan no plano, duas a
duas disjuntas, € possivel exibir explicitamente um sistema de EDO’s polinomial, que tem
exatamente tais curvas como ciclos limites. Mais do que isso, o resultado estabelece uma
relacdo entre o numero de curvas de Jordan dadas € o grau do polinbmio que define o
sistema de EDO’s.
A Unica ressalva feita sobre o estudo do teorema central deste capitulo € de que
nao temos controle sobre a estabilidade dos ciclos limites construidos, pois podem ser
estaveis, semi-estaveis ou instaveis.

5.1 O XVI PROBLEMA DE HILBERT

O XVI problema de Hilbert ainda € um dos poucos problemas em aberto da
famosa lista de problemas formulada pelo matematico alemao David Hilbert durante o Con-
gresso Internacional de Matematica de Paris em 1900, lista qual influenciou, e influencia
ainda, muitos matematicos que buscam por seu nhome na histéria dos numeros. Ele trata
dos ciclos limites em sistemas diferenciais polinomiais e pode ser dividido em duas partes.
A segunda parte do problema tem o seguinte enunciado: qual o nimero maximo de ciclos
limites de um sistema diferencial polinomial, e o que podemos dizer sobre as posicoes
relativas dos seus ciclos limites?

J. ECALLE [05] e VY. I'YASHENKO [16] mostraram que o nimero de ciclos limites
de um sistema polinomial planar é sempre finito, mas nao existem resultados que mostrem
uma cota uniforme para esse numero. Em contrapartida, existem exemplos mostrando que
se 0 campo nao for polinomial, o nimero de ciclos limites pode ser infinito.

5.2 O TEOREMA PRINCIPAL

O enunciado preciso do resultado principal deste trabalho requer algumas defini-
¢Oes preliminares.

Definicao 5.2.1

(a) Uma configuragdo de curvas fechadas é um conjunto finito C = {C4, ..., C,,} de curvas
fechadas, simples e, duas a duas disjuntas do plano.
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(b) Dada uma configuragdo de curvas fechadas C' = {C}, ..., C,}, a curva C; é dita primdria
se n&o existe curva C; da configuragdo C' contida em IntC;.

(c¢) Duas configuragdes de curvas fechadas C = {C},...,C,} e C' = {C},...,C!.} sdo
topologicamente equivalentes se existir um homeomorfismo h : R? — R? tal que

/(e)-Ue

(d) Um campo vetorial planar X realiza a configuracdo de curvas fechadas C' como uma
configuragao de ciclos limites se o conjunto de todos os ciclos limites de X for topologica-
mente equivalente a C. Neste caso, dizemos que a configuragdo C' é realizavel por X .

(e) Um ciclo limite é dito algébrico se for uma componente de uma curva algébrica.

Com a nomenclatura acima temos o seguinte resultado, devido a J. LLIBRE and G.
RODRIGUEZ [07].

Teorema 5.2.2 Sgjam C = {C},...,C,} uma configuragao de curvas fechadas e r o nu-
mero de curvas primdrias de C. Entdo valem as afirmagées:

(a) a configuragdo C' é realizavel por um campo vetorial planar polinomial,

(b) a configuragdo C' é realizavel como ciclo limite algébrico por um campo vetorial polino-
mial de grau menor ou igual a2(n + 1) — 1.

A afirmagéo (a) do Teorema 5.2.2 foi obtida pela primeira vez por S. SCHECTER
and F. SINGER [14], mas nesse trabalho os autores ndo fornecem um campo vetorial poli-
nomial explicito satisfazendo a dada configuracao de ciclos limites, tampouco estabelecem
a cota apresentada no item (b) do Teorema 5.2.2. Na demonstracao do Teorema 5.2.2
serda construido explicitamente um campo vetorial polinomial de grau menor ou igual a
2(n + r) — 1 realizando C por ciclos limites algébricos. A ideia do modo como é feita a
construgao explicita do campo de vetores na demonstracao do Teorema 5.2.2 provém de
M. I. ALMUKHAMEDOQV [12], que chama a construcdo de segundo problema inverso da
teoria qualitativa das equacdes diferenciais, mas a referida demonstracao tem algumas su-
tilezas em contraponto com a forma apresentada em M. I. ALMUKHAMEDOQV [12], o que
permitem a construgao explicita do campo de vetores polinomial.

5.3 PRELIMINARES

A prova do Teorema 5.2.2 requer alguns preliminares que apresentamos a seguir.
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Observacao 5.3.1 Observemos que se C' = {C},...,C,} eC' = {C1,...,C! } sdo configu-
racées de curvas fechadas topologicamente equivalentes entaon = m.

Apresentaremos a seguir um exemplo de duas configuragdes de curvas fechadas
que nao sao topologicamente equivalentes, apesar de serem formadas pelo mesmo nu-
mero de curvas fechadas.

Exemplo 5.3.2 As configuragées de curvas fechadas o = {Cy,Cy} e 5 = {C}, C} dadas
na Figura 4.1 ndo sao topologicamente equivalentes.

Figura 5.1 — Configuracoes « € £.

Gy

Fonte: Elaborado pelo autor.

De fato, suponhamos que as configuragdes a € 3 sdo topologicamente equivalen-
tes. Tome Cy; C intCy, p; € intC\(Cy U IntCy) e py € IntCy [ -Figura 1.1], assim
0 segmento pips, intersecciona Cs, pelo Teorema da Alfandega. Entdo, supondo que «
e [ sdo topologicamente equivalentes, temos que o segmento p/p,, com p, € IntC) e
ph € IntC}, deve também interseccionar apenas C). Mas temos que, como por hipotese,
C! e C} s&o disjuntas, e Cy C ExtC!, entdo Dist(C},C5) = € > 0 logo, 0 segmento p/,pl,
deve intersectar C] e C, , 0 que € um absurdo, pois 0 segmento ndo deve intersectar C]
em f.

Nosso proximo objetivo é demonstrar que, para efeito de realizagdo de uma dada
configuragéo de curvas fechadas C', sempre podemos considerar os elementos de C' como
circulos. Para isso necessitamos do:

Teorema 5.3.3 Dada uma configuragdo de curvas fechadas C, existe uma configuracdo
de curvas fechadas C' = {C1], (s, ..., C} } topologicamente equivalente a C' tal que C}; € um
circulo, paratodoj =1,2,...,n.



62

A prova sera feita usando uma versdo do Teorema de Schonflies para grafos e
apresentada no Apéndice.
O teorema a seguir se deve a H. GIACOMINI, J. LLIBRE, and M. VIANO [03] e
demonstra que os ciclos limites estao localizados nas curvas de nivel de fatores integrantes
inversos, quando este existe.

Teorema 5.3.4 Seja X um campo de vetores C* definido no aberto U C R? e seja V' :
U — R um fator integrante inverso de X . Se v é um ciclo limite de X, entdo ~ esta contido
emY ={(z,y) € U:V(x,y) =0}.

Demonstracao: Por hip6tese, existe um fator integrante inverso V' definido em U. Entao,
X/V é Hamiltoniano em U\X. Entdo X/V e X séao topologicamente equivalentes. Sa-
bemos que o fluxo de um campo de vetores Hamiltoniano preserva area (o Teorema de
Liouville garante que se um campo de classe C' tem divergéncia nula, entio seu fluxo
preserva volume) e em uma vizinhanga de um ciclo limite a &rea nao é preservada, assim,
temos que o ciclo limite v ¢ U\, portanto, v C X |

5.4 DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 5.2.2

Seja C = {C4,...,C,} a configuragéo de curvas fechadas dada no enunciado do
Teorema 5.2.2. Do Teorema 5.3.3 podemos supor que cada curva C;,j = 1,...,n, € dada
pela circunferéncia definida por

filw,y) = (x —2;)* + (y —y;)* =75 =0, (5.1)

sendo (z;,y;) € R* e r; > 0 sdo escolhidos de modo conveniente. Renomeando as
curvas, podemos supor que C; é uma curva primaria, para j = 1,2, ..., 7.
Para cada curva priméria C;, j = 1, ...,r, definimos p;, = (z;, y;) e as fungdes com-
plexas dadas por
frt2j—1(@,y) = (@ —2;) +ily — y5) (5.2)
for2i(z,y) = (2 —x7) — iy — y;).
Por conveniéncia, no momento apropriado faremos uma restricdo no dominio das fungoes
acima para R? — ), onde € = |J;_, (—o0, z;] x {y;}.
Definamos agora o campo de vetores X abaixo e provaremos que satisfaz a condi-
céo (b) do Teorema 5.2.2. Seja

0 0



63

onde » »
n T n T af T y
P(z,y)=—>_ X ( I f= > i ), (z,y) € R,
k=1 1=1,l#k 0y
© +2 +2
n T n T af :L' y
Qlz,y) = Y M ( I 7 ) Uhley) ) ewe,
k=1 1=1,1#£k Oz
com A = ... =\, = 1. Albm disso, \,j2j—1 =1+i€e N0 =1—iparaj=1,..,r

Mostraremos a seguir que P e () sdo polindmios reais de grau < 2(n+r) — 1. Fare-
mos a prova para P, e de forma analoga é mostrado que ) é polindmio real. Reescrevendo
P da forma

n n+2r n+2r n+2r
—Z< H fl>2y— Z Ak H fi-

k=1 \I=1,l£k k=nt1  I=1,#k
temos
n n n+2r n+2r n+2r
= — < H fz) <H fl) 2y — Z Ak <Hfz> ( H fz)- (5.3)
k=1 \i=1,#k l=n+1 k=n+1 l=n+1,l£k

No primeiro somatoério de (5.3), para k = 1,2, ...,n, de (5.1) temos que H?Zl#k fié

um polindmio real de grau 2(n — 1), enquanto que [/

1—ns+1 J1 € Um polindbmio real de grau

2r, pois
2Z = |z|*,Vz € C. (5.4)

Como 2y € um polindbmio de grau 1, o primeiro somatério em (5.3) € um polinémio real de
grau<2n—1)+2r+1=2(n+r)—1.

Denotamos o segundo somatério de (5.3) por S. Com o objetivo de analisarmos S,
paracada k = 1,3, ...,2r — 1, definimos:

n+2r—1

I

l=n+1,
l#n+k
I#n+k+1

que é um polindmio real de grau 2(r — 1) por (5.4).
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Entao

n+2r n+2r
S=> M (Hfl) II #

k=n+1 l=n+1
l#k
2r n n+2r
S (H fl) 0 s 55)
k=1 =1 =n+1
l#n-i—k
n 2r n+2r
“L2 A | 115
=1 k=1 =n+1
l#n-i—k

Mas por definicdo, para k = 1,2, ..., 2r — 1 temos

/\n+kfn+k+1 = )\n—i—k—‘rl fn+k7

logo
n 2r—1 n+2r
S ZHfz Z (1 +9) frsrrr + (1= @) fryr) H Ji
=1 k=1, l=n+1,
k=2n—1 l;én—i-k
l#n+k+1 (5.6)
n 2r—1
=11/ D 2Rel(1+0)furrea] hu
=1 k=1
k=2n—1

De (5.2) verifica-se que Re [(1 + %) f+x+1] € um polinémio real de grau 1, e de (5.1) segue
que [[,—, fi € um polindmio real de grau 2n. Portanto, S € um polindmio real de grau
2n+1+42(r—1) = 2(n+1)—1. Isso prova que P é um polinémio real de grau < 2(n+r)—1.
Resta mostrar que o conjunto de érbitas peridédicas de X é igual a C' e que cada
elemento de C' é um ciclo limite de X. Para isso introduziremos fungdes que permitam o
uso de Teorema 5.3.4.
Consideremos agora a fungao definida em R2 — ) por

n+2r

Ho= o e fmst o fansert fanse = H

Mostraremos que H é real e dada por

H = A(*Tuy)B(xay)C(x?y)? (l’,y) < R2 - Qy
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onde
Alry) = ﬁ[(ac—xi)u(y—y»?—rﬂ, 57)
B(z,y) = 11[($—xj)2+(w—yj)2, (5.8)
Clz,y) = exp (—QZ;arg%). (5.9)

De (5.1) segue imediatamente que o produto dos primeiros n fatores de H formam
exatamente A.

Para a justificativa de B e C, consideremos 1 < j < r, e (z,y) € R? — Q. Defina
z; =x —x; +i(y —y;). De (5.2),

Fatal =i (@) fats) (e,y) = [(w—a;)*+ (=) " (=) +ily —y;) ((x =) =i(y—=y;)) ],
logo de (5.4),temos

fn-i-Qj—l

n+2j
n+2j—1 (z,y) - f o

ol (x,y) = [z —2;)° + (y — ;)]

Assim, tomando A como em (5.7), resulta

H(z,y) = Alz,y) ] [l(z = 25)* + (y = 5)°] H 55

Jj=1

Portanto, tomando B como em (5.8), temos

(e, ) = A(e, ) B(x, y>H (—) |

Podemos escrever z; com roe’?, com ry > 0. Entdo, para (r,y) € R* — Q com

i 0\ ¢ i0 \ ¢
(Zj> _ (7°0€Z ) B ( e’ ) _ (20
—_ - . — _ e )
Z; roe e~

como x # x; temos que 6 # 7, logo pela definicdo de poténcia complexa

i
Z; ; 236
(_]> :ezLoge 7
Zj

T # x;, temos
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onde Log denota o ramo principal do logaritmo complexo. Segue que

<ﬁ) _ o0, (5.10)
Zj
Sex=uxj,entdo = 7 e

(j_j)l - (%)l = (—1)' = (™)} = ¢iloe™ = 7,

logo (5.10) é valido para z = ;.
De (5.4) e (5.10) segue que podemos escrever

H(z,y) = A(z,y).B(z,y).C(z,y),

onde C' é dado por (5.9). Assim, a fungdo H é claramente real em R? — ().

Mostraremos agora, que a fungéo V' definida por V = ]2}

fi € fator integrante
inverso do campo vetorial polinomial X.

Observemos que da definicdo de V' e de (5.4)

r

Viz,y) = Az y) [[ (=2 + w—v;)"), (.y9) €R%, (5.11)

Jj=1

Logo V' é uma fungado polinomial real definida em todo RR?.

Embora B e C sejam positivas, a funcao A pode assumir valores negativos, logo o
mesmo ocorre com H. Assim, tomamos R > 0 suficientemente grande de modo que C; C
B[0,R],j = 1,2,...,n. Entdo H > 0 no aberto 2 de R? definido por (R>—Q)N(R%— B0, R]).
Defina entdo H = LogH, que é uma fungao real Q.

Provemos agora que
OH @ O0H -P

@V oy v

em ),ou seja, que H é uma fungéo hamiltoniana de X/V em (.

(5.12)

Observemos que, pela Regra de Leibniz para derivacao do produto,

oH d(Log H) i @_ 1 %)\ . lafk nﬁr _Tizr)\ %
or Ox 0 ox T B — kfk

k=1 k k=1 1=1,1#k

Q S Ak <H?+12;75k ) )i
A i A Pl A

Dai segue a primeira igualdade em (5.12). A segunda é analoga e tera sua demonstragéao

omitida.
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De (5.12) obtemos

8V ( OH OV  0H (9V> (5.13)

Q_ - ay or o Jx Oy
Por outro lado, podemos reescrever (5.12) da forma

OH 0H
P=-V—Q=V—.

oy ¢ Ox
Derivando a primeira igualdade com relagéo a z, a segunda com relagédo a y e somando

os resultados obtemos
or 0P 8H oV 9H oV

ox + 8_y 8y O o ox @y
De (5.13) e de (5.14) segue que V' é um fator integrante inverso de X em (2, ou seja, que

(5.14)

8V ov oP N oQ V. (5.15)
or Oy

Q_ =
dy
em 2. Como P, Q e V s&o polinémios, a igualdade (5.15) é véalida em R2.

Pelo Teorema 5.3.4 os ciclos limites de X, se existirem, estdo contidos no conjunto
V = 0. De (5.11) resulta

V(z,y) =0« (z,y) € <U C'i> U{p1,....or} (5.16)
=1

Assim, temos que se X possui ciclos limites, eles devem ser os circulos C;, 1 < i < n.

Resta mostrar que os circulos C; sao ciclos limites.

Mostraremos agora que sobre cada C; ndo existe um ponto singular de X. Para
isso, suponhamos que (zo, %) seja um ponto singular de X em C;, para algum i =
1,2,...,n,isto é

P(x0,y0) = Q(70,%0) = fi(%0,%0) =0,

logo, da definicdo de P e ()

n+2r 8f
P(%JJO < H fz Zo, Yo ) a_($07y0) 0

I=1,1#1

n—+2r 6]‘
Q(xo,Y0) = ( H fi(zo, yo > a—(xo,yo) =0.

I=1,l#1
Como fi(xg,yo) # 0, para todo [ # i, obtemos

o _, . O

dy 9r
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Assim, 2(x; — xo) = 0 e 2(y; — yo) = 0, 0 que implica que xy = z; € yo = y;. Portanto,
(z0,Y0) € um ponto do centro do circulo C;, 0 que € uma contradi¢gdo. Entéo o circulo C; é
uma 6rbita de X.

Para concluir a demonstracao, resta mostrar que cada C;,© = 1,2, ..., € um ciclo
limite.

Suponhamos que C; ndo seja ciclo limite. Entdo existe uma érbita periddica

v ={(z(t),y(t)),t € R},

diferente de C;, 1 < ¢ < n, e suficientemente proxima de C; tal que em Inty existem os
mesmos pontos de {pi, ..., p,} do que em IntC;. Sem perda de generalidade, assuma que
esses pontos s&o {p1, ..., ps}.

Note que todos os circulos (', (s, ..., C,, e todos os pontos py, ps, ..., p, €stdo na
curva H = 0 e que estas sdo as Unicas 6rbitas de X nesse nivel. Como ~ é diferente de
Ch,...,C,, existe h # 0 tal que

H(x(t),y(t)) = Alx(t),y(8)) B(x(t), y(1)) exp (—22 9j(t)) =hteR,

onde

0,(t) = arg (%) .

x(t) — x;

Notemos que ¢ — A(x(t),y(t))B(z(t),y(t)) é limitada pois v é compacto. Pela de-
finicdo de 6;, os angulos 6, (¢), ..., 0,(t) tendem simultaneamente para +oo ou —oo quando
t — 400, enquanto os angulos 6,4 (t), ..., 0,(t) permanecem limitados quando ¢ — + o0,
como podemos ver na Figura o que é uma contradi¢cdo. Portanto, C; é ciclo limite para o
campo vetorial X. Como i € {1,...,n} é arbitrario, o teorema esta provado.

|

Observe que, na demonstracdo do teorema fornecemos uma expressao explicita
para o campo de vetores polinomial satisfazendo o item (b) do Teorema 5.2.2. Claramente,
o item (a) segue diretamente do item (b).

Apresentamos a seguir, um exemplo que ilustra o Teorema 5.2.2, o exemplo pode
ser encontrado em Y. I'YASHENKO [16].

Exemplo 5.4.1 Considere C' = {C}, Cs}, onde

Cr=2*49y"-1=0e Co=2>+1y*—4=0.

Neste caso, temos que somente a curva C, é primaria. Defina

filz,y) =2+ —1=0, fa(v,y)=2"+y* -4 =0,



Figura 5.2 — Ciclo limite C; e orbita periddica +.

G <]

Fonte: Elaborado pelo autor.

fa(z,y) =z +iy e fo(x,y) =x — iy

e seja a fungéo
4
H(x>y):[ 1>\1 2>\2 3)\3 2\4](x>y):HfI?k($vy)7
k=1
comiM =X =1 3=1+i1eXs=1—1. Assim,

H(w,y) = ((@® +y*)(2® + y° = 4)(@? +y?)) (e 2remn/o),

De onde vemos que a fungdo H é uma fungao real. Defina

4
H=logH = Z)\klogfk.

k=1
Notemos que H é também uma fung&o real.
Definindo o campo de vetores
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8f1 an 8f3

X = (Mlafof) G = el hhf) B = MASS G~ Mlfifofi) 9/1) 0

)895

N 9fs Afs

(Al(f2f3f4)— + /\2(f1f3f4)— + Al(f1f2f4)— + >\1(f1f2f3)8f4

)50 "
que no nosso caso torna-se

9,
X = —(62*y+122%y> — 202y +6y° — 20y> —22° — 2y x — 423y + 102> 4+ 10y* 2+ 8y — Sx)a—
T

0
+(62° 4+ 1223y* — 202° + 6y x — 202w + 22ty + 2¢° + 4y®2* — 10y2? — 10y° + 8z + 8y)a—,
Y
Concluimos que o retrato de fase possui dois ciclos limites (C e Cs) e um equilibrio
na origem. Seu esbogo se encontra da Figura 4.2.

Figura 5.3 — Retrato de fase do sistema do Exemplo 5.4.1.

=<

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE A — ESCLARECIMENTOS

Apresentamos aqui a demonstracao do Teorema 4.3.3, o qual utiliza uma
versao do Teorema de Schonflies para grafos. Para isto, precisamos de algumas definicdes
e resultados de Topologia do plano.

Um arco simples no R™ é aimagem de uma aplicagao injetora continua do intervalo
real [0, 1] em R™.

Lema A.0.1 Seja Q) C R? um aberto conexo, entdo quaisquer dois pontos distintos de )
podem ser ligados por um arco simples em ().

Lema A.0.2 Seja K C R? compacto, L. C R? um aberto e ¢ : K — L € continua e injetiva,
entéao ¢ é um homeomorfismo sobre sua imagem.

Lema A.0.3 Seja X = AU B, onde X C R?, A e B sdo fechadosem X. Se f: A —Y
eg: B — Y sdo continuas, Y C R?, e f(x) = g(x) para todo x € AN B, entdo a fungdo
h: X — Y definida por h(z) = f(z) sex € A e h(x) = g(x) sex € B, é continua.

Os resultados que seguem podem ser encontrados em C. THOMASSEN [17]. Co-
megamos com uma versao do Teorema de Schonflies para uma Unica curva de Jordan.

Teorema A.0.4 Sejam C, C' curvas de Jordan no plano e h : C — C'" um homeomorfismo.
Ent&o existe um homeomorfismo H : R? — R? cuja restricdo ao conjunto C' conincide com
h.

As préximas definigbes tém por objetivo estender o Teorema de Schonflies para
grafos.

Definicao A.0.5 Um grafo G é a unido de dois conjuntos disjuntos finitos disjuntos V (G)
e E(G) (cujos elementos sdo chamados de vértices e arestas, respectivamente), de modo
que para cada aresta estdo associados dois vértices distintos x e y, chamados de extremi-
dades da aresta. Denotamos uma aresta cujas extremidades sdo x e y por aresta xy.

Definicao A.0.6 Um caminho em GG é um grafo com distintos vértices vy, ..., v, e arestas
V1Us, ..., Up_1Un, S€ M > 2, € quando adicionamos uma aresta v,v, para este caminho,
obtemos um ciclo.

SeGéumgrafoe A C V(G)UE(G), entdo G — A é o grafo obtido de G, excluindo
todos os vértices de A, e todas as arestas que estdo em A ou sao incidentes com um
vértice em A. Se v é um vértice do grafo G, utilizando um abuso de notagao, denotamos
por G — {v} o grafo obtido a partir de G, excluindo o vértice v e as arestas que séo
incidentes com v.
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Definicao A.0.7 Dizemos que GG é conexo se todos os pares de vértices em G estdo uni-
dos por um arco simples. GG é 2-conexo se for conexo e, para cada vértice v, também for
conexo o grafo G — {v}, para qualquer vértice v de G.

Definicao A.0.8 Um grafo planar é um grafo cujos vértices sdo pontos do plano, as arestas
s&o arcos simples em R? e além disso, quando duas arestas distintas tém no maximo suas
extremidades em comum.

Se G é um grafo planar 2—conexo com pelo menos trés vértices, entdo demonstra-
se que R? — G é aunido de |V (G)| + |E(G)| + 2 abertos conexos cada um dos quais tem
um ciclo de G como fronteira. Cada uma delas é chamada uma face de GG e a Unica face
ndo limitada é chamada de face exterior de GG. Aqui os simbolos |V (G)| e |E(G)| denotam
a cardinalidade dos conjuntos de vértices e arcos de G, respectivamente. A fronteira da
face exterior é chamada de ciclo exterior.

Definicao A.0.9 Um isomorfismo entre os grafos G e H é uma bijecao entre os conjuntos
de vérticesde G e H, f : V(G) — V(H), de tal forma que quaisquer dois vértices u e v de
G sdo adjacentes em GG se, e somente se, f(u) e f(v) sdo adjacentes em H. Nesse caso
GG e H sdo chamados de grafos isomorfos.

Definicao A.0.10 Um isomorfismo entre os grafos ' e F' é chamado de isomorfismo-
planar quando, um ciclo é a fronteira de uma face de F' se e somente se, a imagem do
ciclo é a fronteira de uma face de F' e, além disso, o ciclo exterior de I’ é aplicado no ciclo
exterior de F".

O préximo resultado é uma versao para grafos do Teorema de Schonflies A.0.4.

Teorema A.0.11 Seja F' e F' grafos planares 2-conexos tal que g é um homeomorfismo e
um isomorfismo-planar de F' em F'. Entdo g pode ser estendido para um homeomorfismo
sobrejetivo definido em todo o plano.

Finalmente, passamos agora a prova do Teorema 4.3.3.

Demonstracao: Seja C' = {C}, (s, ...,C,} a configuragdo de curvas fechadas dada no
Teorema 4.3.3. Consideremos 0 caso n > 2, pois 0 caso n = 1 segue imediatamente do
Teorema A.0.4. Suponha inicialmente que todas as curvas de C sao primarias, tal como
ilustrado na Figura A.1.

Para cada j = 1,2,...,n escolha um circulo C} de modo que todos os elementos
da configuragdo de curvas fechadas dadas por ¢’ = {C},C%,...,C!} sejam primarias.
Considere ainda para cada j = 1,2,...,n um homeomofismo h; : C; — Cj; escolha
pj;q; € Cj e p},q; € C}, de modo que p; # q; € p # qj.

Utilizando o Lema A.0.1, escolhemos um arco simples g, : [0, 1] — G; C R? ligando
p1 a p2 de modo que aimagem de g, ndo intercepta as curvas (', Cs, ..., C,. Analogamente,
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para cada j = 2,...,n — 1 escolhemos um arco simples g, : [0,1] — G; C R? ligando g,
a pj+1 de modo que a imagem de g; ndo intercepta as curvas C, Cs, ..., C,, tampouco as
imagens das curvas g; com 1 < i < j. Consideramos ainda g, : [0,1] — G,, C R? como
um arco simples ligando ¢, a ¢; de modo que a imagem de g,, nao intercepta as curvas
C1, Oy, ..., C,, tampouco as imagens das curvas g;, 1 < i < n—1. Analogamente definimos
giparaj=1,2,...,n—1eg,.

Do Lema A.0.2 decorre que cada g; € um homeomorfismo sobre sua imagem G.
Anélogo para gj.

Denotamos por F' o grafo 2—planar cujos vértices sdo os pontos p1, p2, .-+, Pns 1,
¢2, ---, qn € cujas arestas sdo os elementos de C' bem como os arcos de cada G ligando p;
aq;,j =1,2,...,n. Analogamente definimos o grafo F.

Definimos entéo a aplicagdo h : F' — F' do seguinte modo. Se x € C; para algum
j=1,2,..,n, entdo h(z) = h;(z), e se x € G; entdo h(zx) = ¢;(g; ' (). Pelo Lema A.0.3
segue que h é um homeomorfismo, e da construgao segue ainda que h € um isomorfismo
planar. Do Teorema A.0.9 resulta que as configuragdes de curvas fechadas C e C' sédo
equivalentes.

Suponha agora que exista um elemento de C' que nao é primaria, digamos C', Cs, ...,
Cm C IntCh4q, € C,iq1 € curva primaria. Nesse caso ligamos as curvas C, Cs, ..., C), en-
tre si tal como se (', (s, ..., C,, fossem primarias, e depois ligamos um ponto de C; a um
ponto de C,,,1 € um ponto de (), a outro ponto distinto de C,,,1, como mostra a Figura
A2
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Figura A.1 — Configuragdes topologicamente equivalentes.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura A.2 — ConfiguragGes topologicamente equivalentes.

Fonte: Elaborado pelo autor.



