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RESUMO

Monografia de Especializacdo
Curso de Especializacdo em Educacdo Matematica
Universidade Federal de Santa Maria

ENSINO DE SISTEMAS LINEARES POR MEIO DA
RESOLUCAO DE PROBLEMAS
AUTORA: DANIELE DELLA MEA DA SILVA
ORIENTADOR: Prof®. Dr2 Karine Faverzani Magnago
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 30 de Agosto de 2010.

Este trabalho foi escrito para averiguarmos como 0s estudantes de ensino
fundamental e de ensino médio estdo relacionando as interpretacdes de problemas
matematicos (neste caso envolvendo o contetido de sistemas lineares) com a linguagem
dos numeros, a linguagem simbdlica e as suas dificuldades em resolvé-los. Serd que
suas dificuldades estdo somente na questdo de interpretar os problemas e por este
motivo ndo conseguem transpor da linguagem usual para a linguagem dos nimeros? ,
sera que suas dificuldades estdo somente na questdo de resolvé-los? Depois de analisar
as pesquisas desenvolvidas, chegou-se a concluséo de que grande parte dos estudantes
possuem dificuldade no desenvolvimento dos problemas por terem lacunas em
interpretar as solicitacdes e transpor os conhecimentos adquiridos da linguagem usual
para a simbolica, fazendo com que alguns conteudos matematicos fiqguem complexos e
que a disciplina seja entendida como um dos entraves na educacdo dos estudantes. As
experiéncias das aplicacdes nas duas escolas ndo constituiu o ponto final deste trabalho,
visto que estas aplicacdes tiveram um tempo reduzido disponibilizado pelas escolas
(apenas dois periodos) em ambas pesquisas. A fim de obter uma avaliacdo mais

acurada, este trabalho sera continuado em um futuro mestrado.

Palavras - chave: ensino; sistemas lineares; resolucdo de problemas



ABSTRACT

Monograph of Specialization
Specialization Course in Mathematics Education
Federal University of Santa Maria

TEACHING LINEAR SYSTEMS USING PROBLEM-SOLVING
METHOD
AUTHOR: DANIELE DELLA MEA DA SILVA
SUPERVISOR: Prof® Dr* Karine Faverzani Magnago
Date and Place of Defense: Santa Maria, Agosto 30", 2010.

This work has been written for inquire how students of elementary and middle school
are relating interpretations of mathematical problems (in this case involving linear
systems topics) with the language of numbers, the symbolic language and its difficulties
in solving them. Does their difficulties are only matter of interpreting the problems and
for this reason they can not transpose the common language to the language of
numbers? Could it be that your difficulties are only in the matter of resolving them?
After analyzing the results of investigations carried out, it was found that most students
have difficulty in the development of the problems due to gaps in the interpretation of
requests and translation of their knowledge of common language for the symbolic,
causing some math concepts become complex and the math discipline to be understood
as a major problem in the education of students. The experiences of applications in both
schools did not constitute the end point of this work, since these applications have a
reduced time available for schools (only two periods) in both surveys. In order to obtain

a more accurate assessment, this work will be continued in a future master course.

Keywords: teaching; linear systems; problem-solving
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1 INTRODUCAO

No mundo contempordneo e globalizado, a necessidade do entendimento da
Matematica e a capacidade de usa-la em nosso cotidiano aumentaram consideravelmente,
tanto que muitos educadores matematicos, por exemplo, Guy Brousseau, Ubiratan
D'Ambrésio, ndo estdo medem esforcos para que o ensino e a consequente aprendizagem da
matematica se tornem mais eficientes, de maneira que a instauracdo da Educacdo Matematica
se faz realidade, ao mesmo tempo em que é condi¢do para o desenvolvimento da sociedade tal
como se faz constituida.

No inicio do século XX, a arte de resolver problemas foi um meio de tentar melhorar o
aprendizado em Matematica tanto que, entre os anos de 1960 e 1970, no Brasil, 0 ensino
sofreu influéncias do movimento de renovacdo, estabelecido como a matemaética moderna,
que tinha sua base na Estrutura Algébrica, LAgica, Topoldgica e dava énfase em Teoria dos
Conjuntos. Essa reforma realcava o ensino de simbolos e uma nomenclatura complicada,
havendo, entdo, um excesso de formalizacdo dos conteldos, 0 que, muitas vezes, distanciava
0 ensino das atividades praticas.

Por todos esses motivos, as reformas no aprendizado ndo tiveram o éxito esperado e,
na década de 70, muitos educadores matematicos comecaram a dar uma importancia
significativa na arte de ensinar a matematica através da resolucao de problemas.

Passa-se, entdo, a valorizar que o aluno tenha confianga no seu modo de pensar, que
tenha a iniciativa de buscar informacdes, argumentar, escrever suas idéias para ter um bom
resultado em suas atividades escolares e cotidianas. Por meio de varios problemas
matematicos e em diversas situacdes, o aluno que entende e sabe trabalhar com linguagens
simbdlicas constréi um modelo para a sua investigacdo e interpretacdo, o que o incentiva a
achar a solugio para os problemas que surjam e assim, em todas as areas de conhecimento. E
preciso, entdo, que o professor propicie meios para que o desenvolvimento da aprendizagem
seja satisfatério e 0 menos traumatico possivel. Com relacdo aos problemas matematicos, cré-
se que € preciso saber mais sobre as dificuldades no aprendizado do aluno. Dai surgiu essa
investigacao.

A resolucdo de problemas é um dos mais importantes meios para se ensinar
matematica, pois, através dos diversos tipos de problemas, os alunos aprenderdo a
experimentar, a planejar, organizar os dados e fazer uso de seus proprios erros. Com isso,
aprenderdo a buscar novas alternativas para resolucbes, adquirindo autoconfianca,

aumentando sua autonomia e capacidade de argumentacdo. Justifica-se, portanto, essa
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pesquisa por promover um estudo que busca identificar dificuldades de aprendizado no que
diz respeito a compreensdo de enunciados em matematica e a resolugdo dos correspondentes
problemas.

A organizacdo desta monografia apresenta-se da seguinte forma: primeiramente,
registram-se 0s principais tedricos que discutem a resolucdo de problemas matematicos e, em
seguida, expde-se a problemética sobre questbes de sistemas lineares. No terceiro capitulo,
apresentam-se 0s aspectos metodoldgicos que permitiram a execugdo desta proposta. O quarto
e quinto capitulos sdo compostos pelos resultados decorrentes das aplicacOes préaticas e
discussbes dos achados nessas pesquisas. No sexto capitulo, registram-se as consideracdes
finais. Por fim, no sétimo capitulo encontram-se as referéncias bibliogréficas citadas pelos

anexos.
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2 REVISAO DA LITERATURA

Tem-se por objetivo, neste capitulo, revisar os principais autores que abordam o tema
geral sobre resolucbes de problemas. Além disso, fundamentos que norteiam a questdo dos

sistemas lineares sdo registrados na sequéncia.

2.1 RESOLUCAO DE PROBLEMAS MATEMATICOS

Polya (1995) compara a capacidade de resolver problemas com a natacdo, onde se
aprende praticando e imitando os outros. Consta, também, na obra deste autor, uma proposta
para o professor de matematica que, por meio desta metodologia, pode trabalhar com
problemas de forma a incitar a aprendizagem via imitacdo. Isso permitir4 ao aluno praticar e
melhorar a sua capacidade de aprendizado.

Na visdo do autor, os passos abaixo sdo extremamente necessarios para que se
consiga a obtencdo do resultado esperado:

1. Compreensdo do problema;

2. Estabelecimento de um plano;
3. Execucdo do plano e,

4. Retrospecto.

No primeiro passo, o estudante tera de ler quantas vezes achar necessario o problema
e, assim, anotar os dados pertinentes e 0 que o problema esta perguntando.

Em seguida, como segundo passo, ele deve ligar os dados do problema com a pergunta
em questdo. Caso ja tenha resolvido um problema parecido, deve utilizar as idéias deste, no
novo problema e, assim, montar o plano de resolucao.

No terceiro passo, os dados coletados nas resolucbes de problemas devem ser
utilizados. Caso ndo seja possivel, sugere-se tentar resolver um problema parecido e retornar a
questao.

Por fim, no dltimo passo, recomenda-se que o aluno examine e interprete a solucao
obtida; tente ver se ha outros meios de se chegar a solucéo.

Para Dante (2004, p. 23), a resolugédo de problemas tem por objetivos “fazer o aluno

pensar; desenvolver o raciocinio l6gico do aluno; ensinar o aluno a enfrentar situagdes novas;
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levar o aluno a conhecer as primeiras aplicagdes da Matematica; tornar as aulas mais
Interessantes e motivadoras”.

Ainda, segundo o autor Dante (2009, p. 24), a resolucdo de problemas passa por cinco
etapas:

1. Compreensdo do problema: primeiramente o aluno devera realizar uma leitura e
uma interpretagdo minuciosa, vendo suas condigdes e os dados do problema;

2. Elaboracdo de um plano: nesta etapa deverd buscar estratégias para tentar
desenvolver o problema; o aluno devera anotar os dados de maneira organizada por meio de
tabelas e diagramas, resolvendo o problema por partes;

3. Execucdo do plano: elaborado o plano, o aluno ird desenvolver o problema,
executando os célculos por meio das estratégias pensadas, adquirindo diversas maneiras de
resolvé-lo;

4. Verificacdo ou retrospectiva: compreende a andlise todas as etapas anteriores,
verificando se existe alguma maneira de tirar a prova de seus célculos para saber se seu
problema esta correto se ha outra maneira de resolvé-lo. Ainda nesta etapa, é preciso verificar
se podera empregar a estratégia utilizada no problema em outras situa¢@es-problemas. Requer
que a aprendizagem do aluno seja expressa com clareza e de maneira interessante, que
consiga relacionar com experiéncias que ja tiveram;

5. Emissdo da resposta: terd de verificar se 0 que escreveste estd combinando com a
questdo. Se a resposta a questdo foi dada por extenso respondendo assim completamente ao

problema.

Para Onuchic e Allevato (Escola de Inverno em Educacdo Matemaética — UFSM, 2008)
a metodologia de ensinar matematica através da resolucdo de problemas, possui 0s seguintes
passos:

1. Formar grupos de alunos e distribuir o problema: neste passo, o professor ira
pedir para os alunos ler e tentar fazer uma interpretacdo do mesmo apds
formarem grupos de pequenas quantidades;

2. Observar e incentivar: aqui o professor ira cuidar o comportamento dos alunos e
incentivar para o trabalho, havendo participacédo entre os colegas;

3. Auxiliar nos problemas secundarios: o professor devera incentivar os alunos para
a utilizarem as técnicas que eles ja conhecem para tentarem obter o resultado.
Nesta etapa o professor necessita sanar as dificuldades que os alunos

apresentarem quanto a interpretacdo, no contexto da leitura;
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4. Registrar as resolucdes no quadro: nesta etapa, o professor ira chamar um aluno
de cada grupo para ele registrar o resultado que o grupo obteve;

5. Realizar uma plenéria: aqui deverd haver uma discussdo dos resultados obtidos
por cada grupo. O professor servird de incentivador da participacdo de todos na
discussédo de qual o melhor método, sendo assim este momento muito importante
na aprendizagem dos alunos;

6. Buscar um consenso: este € 0 momento, onde apos ter sanada as ddvidas dos
alunos, o professor juntamente com a turma tera de entrar em um consenso de
qual o resultado é o correto;

7. Formalizar o contetdo: aqui o professor colocard no quadro a apresentacao
formal do contetido, como as definigdes, exemplos e as propriedades.

Foram destacados 0S passos propostos por esses autores por serem extremamente
reconhecidos entre estudantes e professores de Matematica, sendo seus passos, muito
utilizados e bem elaborados, importantes no ensino de resolugéo de problemas, entre outros

conteudos dentro da matematica.

2.2 SISTEMAS LINEARES

E preciso, inicialmente, conceituar a equacéo linear que, de acordo com Giovanni e
Bonjorno ( 2005, p. 121) “é toda equacdo da forma a;x; + axx; + asxz + ... + aXn = b em que
ai, a, as .., & S40 nUmeros reais; Xi, X2, Xs, .., Xn SA0 as incognitas; b € o termo
independente. Quando o termo independente b for igual a zero, a equacdo linear é
homogénea”.

Abaixo, encontram-se alguns exemplos.

Exemplo 1: Na equacédo 8x + 4y - 3z = 2, 0s nimeros 8, 4, -3 s&o o0s coeficientes; X, y, z sdo as

incdgnitas; e o nimero 2 é o termo independente.

A sequéncia de n numeros reais que, colocados respectivamente no lugar das
incognitas na equagdo tornam verdadeira a igualdade dada chama-se solugéo de uma equacéo

linear com n incégnitas.
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Exemplo 2: Uma solucéo da equacgéo 8x + 4y - 3z = 2 podera ser a seguinte: Ao aplicar-se 0s

valores 1 e 2 respectivamente para as varidveis x e y, tem-se:

8x+4y-3z=2

8(1) +4(2)-3z2=2
8+8-3z=2

16-3z2=2

-3z=2-16

-3z= - 14 (- 1)

3z=14

z=14
3

Portanto a solugdo da equacdo linear é a seguinte: {( 1, 2, 14)}.
3

(2.2.1)
(2.2.2)
(2.2.3)
(2.2.4)
(2.2.5)
(2.2.6)
(2.2.7)
(2.2.8)

Ainda, de acordo com Giovanni e Bonjorno (2005, p. 122), “um sistema linear € um

conjunto com m equac0es lineares representado pela forma geral”:

( ariX1 + apXo +...4+ anX, = b

aziX1 + axpXo+..+t axpXn=Dhy

em que aj1, @iy, ... &, b1, b2 ... by, S&0 NUMeros reais.

Abaixo, encontram-se alguns exemplos de sistemas lineares.

Exemplo 3: Sdo exemplos de sistemas lineares de duas equacdes e duas incognitas:

3x-5y=9 |
JL2x-7y:-5

X+8y=5
JLZx-y=-7

As solugdes dos sistemas (2.2.10) e (2.2.11) serdo desenvolvidas na se¢éo 5.2.

(2.2.9)

(2.2.10)

(2.2.11)
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Exemplo 4: O exemplo abaixo € um sistema linear na qual o nimero de equacdes é igual ao

namero de incognitas. Neste caso, escolheu-se um sistema que possui trés equacles e trés

incAgnitas.
X+2y+32=9
2X+y-4z2=3 . (2.2.12)
Xx-3y+z=9

2.2.1 CLASSIFICACAO DE UM SISTEMA LINEAR

Esquematizou-se na figura 1, através de um diagrama, as classifica¢des de um sistema

linear.
SISTEMA LINEAR
A 4 Y
Possivel: quando admite Impossivel: quando ndo
solucéo. admite solucéo.
A 4 A 4
Determinado: admite uma Indeterminado: admite
Unica solucdo. infinitas solucdes.

Figura 1- Classificagdo de um Sistema Linear (GIOVANNI, BONJORNO 2005, p. 124)

2.2.2 SISTEMA LINEAR EQUIVALENTE

Sistemas Lineares Equivalentes sdo sistemas que admitem o mesmo conjunto

solucéo.

Exemplo 5: Os sistemas abaixo séo sistemas lineares equivalentes. (GIOVANNI, BONJORNO

2005, p. 123).
X-2y=-3 ,
2x +y=4 (2.2.2.1)
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3X-4y=-5 . (2.2.2.2)
X+2y=5

Estes dois sistemas sdo equivalentes pois admitem o mesmo conjunto solucdo, S = {(1,2)}.

2.3 MATRIZES ASSOCIADAS A UM SISTEMA LINEAR

Seja o Sistema Linear (2.2.9). A matriz em que cada linha é formada ordenadamente

pelos coeficientes e termos independentes de cada equacdo ¢ denominada matriz aumentada

do sistema, como a seguir:
@1 a12... din bl\

az1 axp..a;m b
(2.3.1)

in dm2 ... Amn [-:)y

Quando a matriz é formada sem os termos independentes, diz-se que a matriz é

incompleta, como a seguir:
611 di2 ... din \

dp1 ap2... don

(2.3.2)

@1 dm2 ... amy

Considera-se ainda as seguintes matrizes colunas associadas ao sistema:

X1 bl
X =| X | formada pelas incégnitas e B = |b, | formada pelos termos independentes.

Xn bn
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Multiplicando-se a matriz incompleta pela matriz das incognitas, obtém-se a matriz

dos termos independentes, como a seguir:

611 a2 ... aln\ X

dp1 aAz2... Az X2 b,
(2.3.3)

le am2 ... arry ¥XnJ \bnd

Diz-se que a equacdo (2.3.3) é a forma matricial do sistema linear. Em notagdo
compacta, temos: Ax = B.

Por exemplo; a forma matricial para o sistema linear (2.2.12) é:

1 2 3 X 9
2 14 .|y =3 . (2.3.4)
1 31 Z 9

A matriz incompleta de um sistema linear que possui 0 mesmo numero de equacdes e
incdgnitas é uma matriz quadrada onde seu determinante (Dp) € o determinante do sistema.
Se o determinante Da for diferente de zero, entdo existe a inversa de A, que

denotamos por A™. Ao multiplicarmos o sistema linear Ax = B por A™, obtemos:

Ax=B (2.3.5)
AlAx=A'B (2.3.6)
Ix=A'B (2.3.7)
x=A'B . (2.3.8)

Dai, se o determinante for diferente de zero, o sistema linear possui uma Unica solucéo

e € um sistema linear possivel e determinado.
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2.4 RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

Para resolver um sistema linear com duas varidveis é comum utilizar os métodos da
adicdo e da substituicdo revisados a seguir nas subsecbes 2.4.1 e 2.4.2. J& para casos mais

gerais, utilizam-se os méetodos de Gauss, revisado na secéo 2.5.

2.4.1 METODO DA ADICAO

Esse método consiste em eliminar uma das variaveis através da adicdo das duas
equacdes do sistema. Para isso é necessario que os coeficientes da variavel a ser eliminada

sejam ndmeros simétricos.

Exemplo 6: Resolver o sistema linear (2.2.10) cujas equacgdes sdo [3x - 5y =9 através do
2x -7y =-5

método da adicdo, em que utiliza-se 0s passos a seguir.

1- Escolher uma das varidveis para que seja eliminada, preferencialmente que possua
os coeficientes contrarios. Nesse exemplo escolheremos o x para ser eliminado;
2- Multiplicar a primeira equacdo pelo coeficiente da segunda e vice-versa, adequando

o sinal de um dos coeficientes para que ocorra o cancelamento:

3x -5y =9 (2) (2.4.1.1)
Jsz -7y = -5 (-3)
6x - 10y = 18 (2.4.1.2)
-6x+21y =15 (2.4.1.3)
11y = 33 (2.4.1.4)
y=33 (2.4.1.5)
11
y=3 (2.4.1.6)

3- Substituir o valor de y em qualquer uma das equagdes, assim determinando o valor
de x, como segue:
3x-5y=19 (2.4.1.7)
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3x-5(3) = 9 (2.4.1.8)

3x-15=9 (2.4.1.9)

3x = 9+15 (2.4.1.10)

3x =24 (2.4.1.11)

x= 24 (2.4.1.12)
3

X=8 (2.4.1.13)

Com os passos realizados acima, tem-se que a solucéo do sistema é S= {(8, 3)}.

Para verificar a solucdo basta substituirmos no sistema os valores encontrados em x e y

na equacao:
3x-5y=9 (2.4.1.14)
JLZX -ly=-5,
3(8)-5(3) =9 (2.4.1.15)
JL2(8) -73)=-5
{9 =9 (2.4.1.16)
5=-5.

Portanto, a solucéo do sistema S= {(8, 3)} esta correta.

2.4.2 METODO DA SUBSTITUICAO

O método da substituicdo consiste em isolar uma das variaveis e substitui-la na outra

equacao.

Exemplo 7: Resolver o sistema (2.2.10) utilizando o método da substituicdo cujas equacgdes

sdo: x+8y=5e2x-y=-7.

1°) Escolher em qualquer uma das equacdes, uma das variaveis e isolar no primeiro
membro. Nesse caso, optou-se por isolar a variavel x na primeira equacao do sistema. Assim:
X=5-8y |, (2.4.2.1)
JLZX -y=7
2°) Substituir o valor de x na equagéao seguinte e encontrar o valor de y, entéo:
2(5-8y)-y=-7 (2.4.2.2)
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10- 16y -y =-7 (2.4.2.3)
-17y =-7-10 (2.4.2.4)
17y =-17 (2.4.2.5)
y =-17_ (2.4.2.6)
-17
y=1. (2.4.2.7)
3°) Voltar na primeira equacao e, ao substituir o valor de y, encontrar o valor de x:

X+8y=5 (2.4.2.8)
x+8(1)=5 (2.4.2.9)
X+8=5 (2.4.2.10)
x=5-8 (2.4.2.11)
x=-3 . (2.4.2.12)

A solucéo do sistema linear encontrado € S = {(-3,1)}.

Para verificar a solucdo basta substituir os valores de x e y no sistema linear (2.2.11):

-3+8(1) =5 (2.4.2.13)
2(-3)-(1) =7

Portanto, a solucdo do sistema € S= {(-3,1)} esta correta.

2.5 RESOLUCOES DE SISTEMAS LINEARES: METODO DE REDUCAO DE
GAUSS-JORDAN

Os conceitos apresentados nessa secdo foram retirados de livros tradicionais de
Algebra Linear (ANTON, BUSBY, 2006; BOLDRINI et al., 1980; POOLE, 2004).
Aqui usa-se o termo: “elemento lider” para indicar o primeiro elemento ndo nulo de

uma linha, considerando no sentido da esquerda para a direita (linha ndo nula de uma matriz).

Definigéo 1:
Uma matriz estd na forma escalonada se ela satisfaz as seguintes propriedades:
a) Se as linhas nédo nulas estdo acima de qualquer linha composta de zeros;
b) Se o elemento lider de uma linha esta em uma coluna a direita do elemento lider da
linha de cima;

c) Se os elementos de uma coluna, abaixo do elemento lider, forem zeros.
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Uma matriz esta na forma escalonada reduzida se, além de estar na forma
escalonada, ela satisfizer as propriedades:
d) O elemento lider de cada linha ndo-nula ser 1;

e) Cada elemento lider 1, é o Unico elemento ndo-nulo em sua coluna.

Exemplo 8: As matrizes a seguir estdo na forma escalonada;

[ # # # oll#l # # # #

old # # e 00 0ld # #| . (2.5.1)
0000 0Qo0 0 # ¢l

000

onde k6 o elemento lider e # qualquer nimero.

Ja as matrizes a seguir estdo na forma escalonada reduzida.

(10 # # 01#00#

01 # # 00010 #]. (25.2)
0000 e (000 01#

Q0 0 0

As operacdes elementares sobre as linhas de uma matriz Anx, Sao:
a) Permutacéo entre as linhas r e s, que denotaremos por L <>

b) Multiplicacdo ou divisdo de uma linha r por uma constante ¢ # 0, , que
denotaremos por L, <L, OouLl, <4+ .
c
c) Substituicdo da linha r por ela mesma, menos c¢ vezes outra linha, que

denotaremos por L, <k, - CL..

Uma matriz Amx, € equivalente por linhas a outra matriz Bmy, Se B pode ser obtida
aplicando a ela uma sequéncia finita de operacfes elementares nas linhas da matriz A. Cada
posicdo pivd em uma matriz A corresponde a posicdo de cada elemento lider em uma forma

escalonada de A.

Teorema 1:
Sejam Ax = b e Cx = d dois sistemas lineares com m equagdes e n incognitas. Se as

matrizes aumentadas (A | b) e (C | d) desses sistemas sdo equivalentes por linhas, entdo 0s
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sistemas possuem exatamente a(s) mesma(s) solucbes. A demonstracdo do Teorema 1 pode

ser encontrada em Kolman e Hill (1998, p.45).

2.5.1 METODOS DE RESOLUCAO: Ax =D

Esquematiza-se, no quadro 1, os passos de execucdo dos métodos de Eliminacéo de

Gauss e de Reducdo de Gauss-Jordan.

Eliminacdo de Gauss Reducéo de Gauss-Jordan
Forme a matriz aumentada (A | b) Forme a matriz aumentada (A | b)
Usando operagoes elementares, | Usando operacoes elementares,
transforme (A | b) em uma matriz |transforme (A | b) em uma matriz
escalonada. escalonada reduzida.
Obtenha a solucéo por retro-substituicdo. | Obtenha a solugéo direta.

Quadro 1- Esquematizacao dos passos de execugao dos métodos de Eliminacao de Gauss e de

Reducéo de Gauss-Jordan

O processo de Escalonamento consiste na transformacéo de (A | b) para sua forma
escalonada ou escalonada reduzida.

Para agir sistematicamente, inicia-se com a transformacdo da primeira coluna da
matriz dos coeficientes, passando para a segunda coluna e assim por diante, até a Gltima
coluna da matriz.

Em cada coluna que contém um pivd, inicia-se transformando-o em “1”. Depois
anula-se os elementos abaixo (e acima no caso do escalonamento reduzido) da posicdo do
pivo.

Os procedimentos mais usados para desenvolver o escalonamento séo:

1) Para transformar o pivé em 1:

e Permuta-se a linha do pivd com outra linha que esteja abaixo dela que
tenha 1 na coluna do pivo;
e Dividi-se a linha r do piv0 a,s por ar, ou seja: L,  Le—

Ars

2) Para anular os elementos abaixo (ou acima) do pivo:
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e Primeiramente supfe-se que o pivb a,s seja 1, apds deve-se substituir a
linha Li do elemento que deseja-se anular ajs por L; - ajsLs, ou seja:
Li*L;- ajsls.

t|' dis I—s-
drs

e Seopivdars# 1, entdo L;

Exemplo 9: Resolva o sistema linear abaixo pelos métodos de “ecliminacdo de Gauss” e de

“reducao de Gauss-Jordan”

X+2y+32=9
2x+ y+2=8 (25.1.1)
3X -2=3
Pelo método da Eliminacéo de Gauss Pelo método da reducéo de Gauss-
temos: Jordan temos:
Pivo _____—»Pivo
@_2/3; ()2 3|9
2-1 1|8 Lo« L2-2L1 2-1 1|8 L+ L2-2L1
3 0-13 L& Ls3-3L, 3 0-1|3 LzeLy-3L
1 2 3|9 12 3| 9
0-5-5[-10| Lr<Ly-5 0-5 -5| -10| LyeLy/-5
0 -6 -10|-24 0 -6 -10| -24
12 3|9 1 Lie Li-20;
01 1 2 0 l 1
0 -6 -10|-24) L3*Ls- (-6)Lo=Ls+6L, | \O -6 -10 24 Ls¢& L3+ 6L,
D23]9 1015
0 112 011] 2
0 0\4 |-12) Lz« L3/-4 0 0-4]|-12 L34_L3/4
Pivo
(D23]9 101| 5)Li* Li-Ls
0D 1| 2 01 1| 2| L*L—Ls
00 3) _ Pivd 001 3
X+2y+3z=9 1 00|2|x=2
y+z—2 01 0|-1jy=-1
0013 z=3
Solucdo: (2, -1, 3) Solucdo: (2, -1, 3)

Quadro 2 - Execucéo dos métodos de Eliminacao de Gauss e de Reducéo de Gauss-Jordan
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Exemplo 10: Resolva o sistema linear abaixo pelo método de eliminacdo de Gauss:

X+2y+3z+4w=5

X+3y+52+7w=11 . (25.1.2)
X -7 -2W=-6
1 2 3 4|5

10 -1-2]-6) Ls<+L3;-L;

123 4|5 ) _pivd

@_12/3 6 (2.5.1.4)

0-2-4 -6|-11 | Ly<+L3+ 2L,

12345
01236 (2.5.1.5)
00001

X+2y+3z+4w=5
y+2z+3w=6 (2.5.1.6)
0=1 (E um absurdo)

Por tanto este sistema ndo admite solug&o.
Exemplol1l: Resolva o sistema linear abaixo pelo método de Gauss-Jordan:

X+y+2z-5w = 3
2X +5y - z-9w = -3 . (2.5.1.7)
2Xx +y -z +3w=-11
X-3y+ 2z +7w=-5

@12-53

25 -1-9 3 |L-2L
2 1 -1 3 -11 Ls-2L (2.5.1.8)
13275 )L-Ls
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11 2 5|3

0 3 -5 1 |-97 Trocar L, por L, e vice-versa.

0 -1 -5 13 |-17 (2.5.1.9)
0 -8

11 2 5|3
8| Li-4 (2.5.1.10)
0 -1 -5 13|-17
-9

T 12 5| 3ANL-L

010 -3|2 (2.5.1.11)
0 -1 -5 13|-17|Ls+ L,

0 3-5 1]|-9)Ls-3L

10 2 -2 1

010 -3 2 (2.5.1.12)
0 0 -510]-15|Ls/-5

0 0 -510]-15) L4/-5

@ o 22|12

0(1)o -3]2

0 0(D -2| 3 (2.5.1.13)
00 1-2|3/L-Ls

(oo 2|5

0 (o 3|2 (2.5.1.14)
0 0()-2]3

000

Variaveis lideres
-5 -2
2 + (2.5.1.15)

=3+2 Variavel livre (pode receber qualquer valor).

o
o

X +2w =-5

y -3w =2

Z -2w =3
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Por exemplo:
w =0 — Solucdo: (-5, 2, 3, 0)
w =1 — Solucdo: (-7, 5, 5, 1)
w =0 — Solucdo: (-3, -1, 1, -1)
Solucéo Geral: {(-5- 2w, 2 + 3w, 3 + 2w, w), YweR}.

Nesse caso, uma equacao linear pode ser escrita como combinacéo linear das outras

trés. Observe:

(-equagdol) -x-y-2z+5w=-3

+ (+equacdo2) 2x+5y-z -9w=-3 (2.5.1.16)
(+equacdod) x-3y+2z+7w=-5
2x +y -z + 3w =-11 (equacdo 3) (2.5.1.17)

Ou seja; Equacdo3 = -1 equacdo 1 + 1 equacdo 2 + 1 equacdo 4

/

Coeficiente da combinag&o linear

E o sistema linear original poderia ser substituido por:
X+y+2z-5w=3
2Xx+5y-z-9w=-3 . (2.5.1.18)
X-3y+2z+7w=-5

2.6 SISTEMAS LINEARES HOMOGENEOS

Um sistema linear da forma (2.2.9) é dito homogéneo quando b = 0, ou seja:

( i Xg+ apXe+...+aXp = 0

AxX1+ axnXo+..+ ax,=0

(2.6.1)

\ @m1X1 T am2X2 *....+ @mnXn = 0
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Sua notacdo matricial é Ax = 0.

A solucdo x1= Xo= ... = X, = 0 desse sistema é chamada solugo trivial.

Se existir uma solucéo onde nem todos os x; sdo nulos, ela é dita ndo-trivial.

O sistema linear homogéneo é sempre possivel, visto que ele admite pelo menos a

solucdo trivial.

Exemplol2: Resolva o sistema linear abaixo.

X+y+z+w=0

X +w=0 . (2.6.2)
Xx+2y+z =0

1110
10010(L-1Ly (2.6.3)
12100)Ls-L,

1 110
0 -1 -1 -1 O7\ Trocar Ls por L, e vice-versa. (2.6.4)
01 0-10

1 110\ L:-Ls
0() 0-10 (2.6.5)

0-1-1-10]JLs+L,

01 20
0 0-10 (2.6.6)
0 0-1-10)1)

01 20)Li+Ls
0@ o0-10 (2.6.7)

(Doo1o0
0(1) 0-1 0| . (2.6.8)
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X +w=0
y -w=0. (2.6.9)
z+w=0
Sua solucéo geral €é: (-w, w, -w, w).
Por exemplo, se w = 1 entdo a solucdo é: (-1, 1, -1, 1).

Exemplo 13: Encontre uma matriz 3x1 ndo nula x tal que Ax=-1xonde A= 0 1(1

101

110
AX =-X (2.6.10)
Ax+x=0 (2.6.11)
Ax+13x=0 (2.6.12)
(A+13)x=0 (2.6.13)

011100 N[O
10 1+ 01 0y xl=0 . (2.6.14)

1.1 0 JORO 1 x| O

111 Y[ Yo 11710
1 11 |%l=lo =11 10 L-L (2.6.15)
111 Jxd Jo 1110 LjLy

1110

000 0| — Xi+X+x3=0 (2.6.16)

0000 > Xg=<X-Xs
/‘ o\
Variavel lider Variaveis livres
Solucdo geral: (-X2-X3, X2, X3); (-X2, X2, 0) + (-X3, 0, X3); X2(-1, 1, 0) + x3(-1,0,1). Ou seja,
a solucdo geral é formada por todas as combinacdes lineares de (-1, 1, 0) e (-1,0,1).
Este problema Ax =-1x é conhecido como “problema de autovalores”; ele aparece no

Ensino Superior e estd associado a diversos problemas de aplicagdo (KOLMAN, HILL,

1998)Nesse exemplo, A= -1 é o0 autovalor e x € um autovetor associado a esse autovalor.
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3 METODOLOGIA

Para esta investigacdo, foram desenvolvidas duas praticas didaticas relativas ao estudo
de Sistemas Lineares, aplicadas em duas escolas diferentes da cidade de Santa Maria — RS. As
pesquisas foram desenvolvidas em conjunto com a Professora Karine Faverzani Magnago.

O embasamento teGrico para essas praticas vem de pesquisas em Resolucdo de
Problemas, em especial nos trabalhos desenvolvidos pelas pesquisadoras Lourdes De La Rosa
Onuchic e Norma Suely Gomes Allevato (ONUCHIC, ALLEVATO, 2008).

Optou-se por adotar os passos sugeridos por essas autoras (apresentados na secao 2.1
desta monografia) por apresentarem riqueza de detalhes, clareza na elaboracdo, o que
proporcionou o planejamento e a execuc¢do apropriados para as aplicagdes préaticas.

A primeira pesquisa aborda duas metodologias de resolucdo de problemas de
balanceamento de equacdes quimicas e relata uma experiéncia de aplicacdo desses problemas
em uma turma de terceiro ano do Ensino Médio da Escola Estadual Cilon Rosa composta por
32 alunos.

O balanceamento de equacdes quimicas faz parte da componente curricular de quimica
chamado de estequiometria, que trata das relagbes quantitativas existentes nas reacoes
quimicas e que possui grande importancia para o trabalho experimental e tedrico. A correta
resolucdo dos problemas de balanceamento é de grande importancia para o experimentalista,
pois é através das relacdes molares entre os diferentes reagentes que o profissional vai decidir
guanto de substancia sera utilizada em uma dada reacdo, evitando assim o desperdicio de
reagentes, garantindo que haja a quantidade justa de reagente no sistema.

Em quimica, é comum abordar o balanceamento de equac@es quimicas pelo método da
“tentativa e erro”. Esse método ¢ o mais popular entre estudantes de quimica que consiste em
contabilizar os atomos de um determinado tipo presentes entre os reagentes e entre 0S
produtos, e simultaneamente multiplicar o nimero de mols de moléculas que contenham
aquele atomo especifico (coeficiente estequiométrico) por um valor numérico tal que equilibre
0 numero de atomos nos dois lados da equagdo quimica. Quando todos os tipos de atomos
atingem o mesmo valor numérico nos dois lados da equacao, costuma-se dizer que a equagao
esta balanceada.

Esse método é o mais rapido e mais simples de utilizar quando as equagdes quimicas
envolvem poucas espécies quimicas. Quando o0 numero de espécies presentes a reagdo
aumenta, ou quando as moléculas reagentes sdo formadas por ions poliatbmicos, esse método

de balanceamento comeca a perder eficacia.
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O uso da notacdo nas reagdes quimicas, tal como proposto por Berzelius, permite
dispensar um tratamento matematico as reagdes quimicas. O método, doravante denominado
“método algébrico”, consiste em analisar a equacao quimica “desbalanceada” e criar um
sistema de equac0es lineares (uma para cada espécie quimica). A resolucdo deste sistema de
equacOes segue as regras inerentes a area de algebra linear, a qual é abordada no segundo ano
do Ensino Médio.

Com esta pesquisa, quer-se apresentar as bases do método algébrico de
balanceamento de equag6es quimicas e relatar os resultados de uma aplicacdo do método em
sala de aula e discutir brevemente sobre os resultados da aplicacao.

Essa proposta metodoldgica € inspirada em livros-texto de Algebra Linear para o
Ensino Superior (ANTON; BUSBY, 2006; BOLDRINI, 1980; POOLE, 2004). Os conteudos
explorados (matematico e quimico) fazem parte de disciplinas do Ensino Médio e,
normalmente, sdo trabalhados isoladamente (GIOVANNI; BONJORNO, 2005; PAIVA, 1995;
PERUZZO; CANTO, 2002; SANTOS; MOL, 2005).

Ja a segunda prética pedagogica consta da resolugdo de trés problemas do cotidiano e

foi aplicada na Escola Estadual de Ensino Fundamental e Médio Dr. Walter Jobim em uma
turma do nono ano.

A proposta metodoldgica usada neste trabalho € a mesma utilizada na primeira pratica.
Resumidamente, diversos grupos sdo formados em uma turma, o problema é distribuido entre
0s grupos e estimula-se a discussdo e o trabalho nos grupos. O professor incentiva 0s
estudantes a utilizar as técnicas ja conhecidas por eles para a resolucdo dos problemas
propostos. Apos algum tempo, um representante de cada grupo registra no quadro as
diferentes solugdes encontradas. Discute-se, coletivamente, os resultados obtidos e as
diferentes estratégias para a resolucdo do problema. Buscando-se um consenso, toda a turma
elege 0 método mais eficiente para a obtencdo do resultado correto. Na Ultima etapa, o

professor formaliza o contetdo, dando todas as explicacfes tedricas necessarias.
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4 PRIMEIRA PRATICA DIDATICA: BALANCEAMENTO DE REACOES
QUIMICAS

Esta pesquisa foi realizada em uma turma de terceiro ano do Ensino Médio da Escola
Estadual Cilon Rosa composta por 32 alunos. Para melhor compreensdo da préatica
desenvolvida, primeiramente, foi apresentados os problemas de balanceamento de equacdes
quimicas que foram propostos aos alunos de uma turma de terceiro ano, bem como a
resolucdo dos mesmos pelo método algébrico (secdo 4.1). Em seguida, na secdo 4.2, séo
apresentados os resultados e as correspondentes discussdes.

Cerca del4 duplas foram formados na turma, o restante ficou sozinho; os problemas
foram distribuidos entre os grupos e estimulou-se a discussdo e o trabalho nos grupos. O
professor incentivou os estudantes a utilizarem as técnicas ja conhecidas por eles para a
resolucdo dos problemas propostos. Ap6s algum tempo, um representante de cada grupo
registrou no quadro as diferentes solugbBes encontradas. Discutiu-se, coletivamente, oS
resultados obtidos e as diferentes estratégias para a resolucdo do problema. Buscou-se um
consenso, toda a turma elegeu 0 método mais eficiente para a obtencdo do resultado correto.
Na Ultima etapa, o professor formalizou o contetdo, dando todas as explicacfes tedricas
necessarias.

Apo6s os estudantes resolverem as duas questdes, apresentou-se sucintamente o
“método algébrico” de balanceamento de equacdes, usando as duas reagdes anteriores como
exemplo.

A fim de testar a compreensdo dos estudantes acerca do “método algébrico”, uma
terceira reacdo quimica desbalanceada foi sugerida aos estudantes, mas ndo foi exigido que 0s

mesmos resolvessem essa terceira equacao pelo método matematico.

4.1 PROBLEMAS SELECIONADOS

Na sequéncia, sdo apresentados os trés problemas propostos a turma e a resolugéo

por meio do método algébrico.

Questdo 01| Determine as relagdes molares presentes na reagdo estequiométrica entre o
decadxido de tetrafdsforo (P4O10) € a agua (H,O) que tem como produto o &cido fosforico
(H3POy).
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Do ponto de vista quimico, para resolver esse problema, basta apresentar os numeros
adequados que devem ser colocados nos espagos tracejados, tais que a reagdo esteja
balanceada.

Do ponto de vista matematico, comeg¢amos explorando alguns conceitos quimicos que
embasardo o processo de resolucdo. Observe que nenhum atomo é produzido ou eliminado na
reacdo apresentada. O que se tem, de fato, ¢ uma “reorganiza¢do” dos atomos presentes nos
reagentes, resultando nos produtos. Por consequéncia, a reacdo quimica pode ser
compreendida como uma equacédo na qual as quantidades totais de cada atomo nos reagentes
sdo preservadas nos produtos.

Inicia-se ajustando os coeficientes estequiométricos da seguinte reagdo quimica:
P40 + H,O > H3PO,. (411)

Escolhe-se as variaveis que representardo cada uma das quantidades procuradas
(representadas pelos espacos linhas na reacdo quimica). Optou-se por X, y e z para

representarem as quantidades, em mols, de P401o, H20 e H3POy,, respectivamente. Ou seja:
X P40y + Yy H.O> 2z H3PO,. (412)

Os trés atomos presentes nessa reacdo séo fosforo (P), oxigénio (O) e hidrogénio (H).
Para cada um deles, teremos uma equacao que representa a preservacdo da sua quantidade
total.

O procedimento para deducdo das equagdes para os atomos P, O e H, estdo

esquematizados nas figuras 3, 4 e 5, respectivamente.
i
X

Figura 3- Esquema para obtencdo da equagdo que representa a preservacdo da quantidade total de P na

P4Oq + y H,O >z HsPO,

x4 = zx1

reacao.

X P4Oqg + I H,O 2> z H3PO,

}

Xx10 + vx1 = 7 x 4

Figura 4- Esquema para obtencdo da equacgéo que representa a preservacdo da quantidade total de O na

reacio.
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X P4Opo+ y HO - z H3PO,

lyx% :leé

Figura 5- Esquema para obtencdo da equacéo que representa a preservacédo da quantidade total de H na

reacao.
Observando as equacgdes obtidas nas figuras 3, 4 e 5, montou-se o sistema linear
Homogéneo:
4x -2z =0
10x+y-4z=0 . (4.1.3)
2y-3z=0

Nesse caso, a matriz dos coeficientes é quadrada. Essa caracteristica vem do fato que o
nimero de reagentes e produtos é igual ao nimero de 4&tomos presentes na reagdo quimica
considerada.

Para investigar as solucGes do sistema linear (4.1.3), trabalha-se com o sistema linear

{4x -2 =0
2y-32=0 . (4.1.4)

obtido via Eliminacdo de Gauss. Considerando x uma variavel livre, e resolvendo o Sistema

equivalente:

Linear (4.1.4) por substituicdo direta, obtém-se:
(4.1.5)
y = 6X, Z = 4x

Como x pode assumir qualquer valor real, o sistema linear (4.1.4) admite infinitas
solugdes, 0 que era esperado.

Se x =0 nas equacdes (4.1.5), temos novamente a solucéo trivial:

Xx=y=z=0, (4.1.6)
que € quimicamente desinteressante.
Se x = 1 nas equag0es (4.1.5), evitamos fracdes nos coeficientes da reacdo, resultando
em:
x=1y=6,z=4 (4.1.7)
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e a reacdo quimica fica:
1 PO+ 6 H,O > 4  H3PO,. (418)

Determine as relacfes molares presentes na reacdo estequiométrica entre o &cido
cloridrico (HCI) e o acido perclérico (HCIO3) que tem como produtos o didxido de monocloro
(CIOy) e a agua (H20). Esse problema equivale a ajustar os coeficientes estequiométricos da
seguinte reacdo quimica:

_ HCI+__ HCIO3> __ ClO;+__ H)O (4.1.9

Essa reacdo € um tipico exemplo de reacdo de oxirreducdo e que envolve, além do
calculo tradicional de balanceamento de atomos, o calculo dos nimeros de oxidacdo de cada
atomo da reacdo. Cada um dos dois requisitos necessarios para a resolucdo do problema
representa um desafio por si s6 para o estudante, de forma que esse problema é considerado
dificil. Caso opte-se por balancear apenas pelo método da tentativa e erro, tem-se que lidar
com dois reagentes diferentes que compartilham o mesmo tipo de atomo (cloro) e, depois de
ocorrida a reacdo, apenas um dos produtos contém todos os atomos de cloro inicialmente
presentes no meio reacional. O oposto da-se com os atomos de oxigénio, tornando o problema
ainda mais complexo.

Inicialmente é necessario escolher as variaveis que representardo cada uma das
quantidades procuradas. Usaremos X, y, z € w para representarem as quantidades, em mols, de
HCI, HCIOg3, CIO; e H,0, respectivamente. Ou seja:

X HCl+_y HCIO3 >_z CIO;+ _w H0. (4.1.10)

Os trés atomos presentes nessa reagdo sdao hidrogénio (H), cloro (Cl) e oxigénio (O).
Para cada um deles, tem-se uma equacdo que representa a preservacdo da sua quantidade
total.

Para o0 atomo H, esquematizamos a obtencéo da correspondente equacéo na figura 6.

x HCl + y HCIO; - z CIO, + w H;0

by v

xx1l +yxl = W X2

Figura 6- Esquema para obtencéo da equacgdo que representa a preservacdo da quantidade total de H na

reacio.
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Dai, escrevendo a equacédo para o atomo H na forma padréo, com todas as variaveis
do lado esquerdo, obtém-se:
X+y-2w=0. (4.1.11)
Analogamente, obtém-se as equacdes para os atomos Cl e O, esquematizadas nas

figuras 7 e 8, respectivamente.

HCI + y HCIO; = z CIO, + w H,O
L

+yx1 = z7x1

X 4—X

X

Figura 7- Esquema para obtenc¢do da equacgéo que representa a preservacdo da quantidade total de Cl na

reacio.

X HCI + y HCIO; - z CIO,+ w H,O

SRR

y x 3 =zx2 +wx1

Figura 8- Esquema para obtencéo da equacgdo que representa a preservacdo da quantidade total de O na

reacao.
Dai, a equacéo para o atomo ClI é:
X+y-z=0 (4.1.12)
e para o atomo O é:
3y-2z-w=0. (4.1.13)

Como as equacBes (4.1.11), (4.1.12) e (4.1.13) devem ser satisfeitas, o problema

equivale a resolver o seguinte sistema de equacges lineares:

x+y —-2w=0.
X+y-—2 =0. (4.1.14)
y—-2z—-w=0

Uma caracteristica do sistema linear (4.1.14) é que ele é homogéneo, ou seja, possui
todos os termos independentes iguais a zero. Alguns autores (GIOVANNI; BONJORNO,
2005; PAIVA, 1995; KOLMAN; HILL, 1998) dedicam uma sec¢do de suas obras para esse
tipo de sistema linear, mas destacam os aspectos puramente algébricos, sem fazer qualquer

associacdo a um problema a ser modelado.
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Outra caracteristica do sistema linear (4.1.14) é que sua matriz dos coeficientes, na
correspondente forma matricial, ndo é quadrada; nesse exemplo, isso corresponde ao fato que
0 numero de incognitas € maior que o numero de equagdes. J& do ponto de vista quimico, isso
acontece quando o numero de reagentes e produtos € superior ao de atomos presentes na
reacao.

Essa caracteristica, destacada no pardgrafo anterior, torna-se especialmente
interessante porque alguns estudantes apresentam mais dificuldade em lidar com esse tipo de
sistema linear do que com aqueles que tém matriz dos coeficientes quadrada. O fato de obter
um sistema linear como o apresentado em (4.1.14), a partir de um problema concreto,
ameniza qualquer impressao de que sistemas lineares “nado-quadrados” possuem uma estrutura
artificial, que corresponde somente a uma abstracdo matematica.

Para investigar-se a solucéo (ou solugdes) do sistema linear (4.1.14), trabalha-se com o

Sistema Linear equivalente:

Xx+y —-2w=0
y—-2z-w=0. (4.1.15)

—z+2w=0

obtido aplicando o Método de Eliminacdo de Gauss. Considerando w uma variavel livre, e
resolvendo o Sistema Linear (4.1.15) por retro-substituicdo, obtém-se:

w 5w
X=—,y=—,Z=2W. 4.1.16
3V =3 ( )

Como w pode assumir qualquer valor real, as equacdes apresentadas em (4.1.16)
implicam que o sistema linear (4.1.14) possui infinitas solucBes. Quimicamente, esse
resultado era esperado porque, conhecida uma quantidade qualquer de um produto (ou
reagente), os demais produtos e reagentes ficam ajustados nas propor¢des correspondentes.
Ainda, solugbes com valores negativos séo desqualificadas para esse problema.

Em particular, se w = 0 nas equagdes (4.1.16), temos a solucao trivial:

x=y=z=w=0. (4.1.17)

No problema quimico, essa solucdo ndo é interessante porque ela significa que se ndo

se tiver nenhum reagente, n&o se tera nenhum produto.
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Por outro lado, se w = 3 nas equacdes (4.1.16) menor inteiro positivo que ndo introduz
fragédo no ajuste dos coeficientes da reacdo —, entéo:
x=1,y=512=6,w=3; (4.1.18)
e a reacdo quimica fica:
_1HCI +_5 HCIO; >_6 ClO,;+_3 H,0. (4.1.19)

Determine as relagbes molares presentes na reagdo estequiométrica entre o
nitrato de chumbo Pb(NO3), e o fosfato de sddio NazPO,4 que resulta em fosfato de chumbo e
0 nitrato de sodio. Esse problema equivale a ajustar os coeficientes estequiométricos da

seguinte reacdo quimica:
Pb(N03)2 + NazPO, 2 Pbg(PO4)2 + NaNO3; (4120)

Optou-se por X, Y, Z e W para representarem as quantidades, em mols, de Pb, ( NO3),

Na, (PO, ), respectivamente. Dai, a equacao fica:
X Pb(NO3), + y NasPO4 = Z Pb3(POy), + w_ NaNO; (4.1.21)

Analogamente, obtém-se as equacdes para as espécies quimicas indicadas:

(quantidade de chumbo) Pb : x =3z , (4.1.22)

(quantidade de nitrato) (NO3) : 2x=w (4.1.23)

(quantidade de sodio) Na: 3y =w , (4.1.24)

(quantidade de fosforo inorgénico) (PO4):y =2z . (4.1.25)

Organizando as equacdes, obtemos o Sistema Linear correspondente;

(x-32=0

2x -w=0 (4.1.26)
3y -w=0
LY -22=0

Se z é considerada a variavel livre, obtém-se:
X=3z,y=2z,wW =6z (4.1.27)

Sez =1, entdo:
Xx=3,y=2,z=1ew=6 (4.1.28)



Dai, a equacéo quimica ajustada € :

3 Pb(N03)2 + 2 NazPO, =
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1 Pb3(PO,), + 6  NaNO; (4.1.29)

4.2 RESULTADOS E DISCUSSOES DA PRATICA PEDAGOGICA 1

Os resultados da aplicacdo estao resumidos a seguir, na tabela 4.

Tabela 4: Resultados da resolucdo de problemas de balanceamento de reac6es quimicas

Questéo Em branco/% Responderam Responderam
Incorretamente/% Corretamente/%
1 2/6,25% 2/6,25% 28/87,5%
2 - 12/37,5% 20/62,5%
3 - 19/59,4% 13/40,6%

E interessante observar que a primeira equag&o quimica teve um percentual de acertos
elevado, 0 que era esperado para uma reagdo simples como essa. A segunda reagdo quimica,
considerada mais dificil teve um percentual de acertos ligeiramente menor, o que também era
esperado. O tempo de resolucdo fornecido para cada questdo foi 0 mesmo e os estudantes
esgotaram todo o tempo disponivel para essa segunda reacdo, 0 que nao ocorreu com a
primeira equacdo quimica. A terceira questdo, consideravelmente mais complexa devido ao
numero de atomos envolvidos e devido a natureza dos ions moleculares presentes a reacao,
exigiu um pouco mais de atencdo por parte dos estudantes. Antes da resolugédo do problema 3,
uma intervencdo foi realizada pelo professor de Quimica participante da aplicacdo; Foi
informado aos estudantes que, dada a natureza dessa reacdo de precipitacdo, os ions nitrato
(NO5) e fosfato (PO,>) permanecem inalterados, e podem ser equacionados como se fossem
uma “espécie’.

Matematicamente isso significa que se pode gerar uma equacao para os dois ions como
se eles fossem apenas um atomo. Isso facilita em muito a tarefa de elaboracdo do sistema de
equacOes lineares. Dos 32 participantes dessa aplicagdo, apenas 40,6% obtiveram uma
resposta correta, uma taxa de acertos que pode ser considerada baixa. Mas é importante
salientar que 19 deles utilizaram ou tentaram utilizar o método algébrico, isso corresponde a

um percentual de 59,4%. Dessa forma, pode-se dizer que a experiéncia foi um sucesso, pois
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mais de metade da turma optou por tentar resolver a questdo usando esse método que, para a

maioria deles, era inédito.
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5 SEGUNDA PRATICA PEDAGOGICA: PROBLEMAS DO COTIDIANO

Essa pratica foi aplicada na Escola Estadual de Ensino Fundamental e Médio
Dr.Walter Jobim em uma turma do nono ano do Ensino Fundamental composta por 12 alunos.
Teve-se por objetivo averiguar as facilidades e/ou dificuldades que os discentes podem
encontrar ao resolver, por meio de sistemas lineares, problemas matematicos envolvendo
questBes do seu cotidiano. O tempo disponivel para a aplicacao foi de 2 horas-aula.

Foram propostos trés problemas que, apOs interpretacdo, recaiam em Sistemas
Lineares. Esses problemas e suas resolucdes sdo apresentados na secdo 5.1. Eles foram
desenvolvidos e ordenados de forma que o primeiro seja possivel e determinado, o segundo
seja possivel e indeterminado e o terceiro seja impossivel.

A andlise dos resultados e as discussdes serdo apresentadas na se¢do 5.2.

5.1 PROBLEMAS SELECIONADOS

Na sequéncia, serdo apresentados os trés problemas propostos a turma e suas

respectivas resolucdes por meio do método algébrico.

Os amigos Paulo e Vitéria foram & lanchonete. Paulo gastou 11 reais e 50
centavos com 4 cachorros-quentes e 2 copos de refrigerante; ja sua amiga Vitdria, gastou 7
reais e 30 centavos com 2 cachorros-quente e 2 copos de refrigerante. Ao sairem da
lanchonete Paulo e Vitdria verificaram em suas notas ficais que a atendente ndo anotou o
preco da unidade do cachorro-quente e de cada copo de refrigerante. Com isso resolveram
fazer as contas juntos para descobrirem os valores de cada unidade. As notas fiscais, de Paulo
e a de Vitoria estdo representadas pelas figuras 9 e 10 abaixo respectivamente.

-~

Quant. Discrimil das i P. Unit. TOTAL
4 __|cachorros-quentes
»__|copos de refrigerante

Valor Total da Nota R$ [ 1 1 ) 50 ]

Figura 9- Nota fiscal do Paulo



Quant. Discrlminacaa das Mercadorias P. Unit. TOTAL 3
2 cachorros-guentes
2 copos de refrigerante

J

Valor Total daNotaR$ | 7,30 )

Figura 10- Nota fiscal da Vitéria
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Paulo e Vitoria resolveram desenvolver a conta da seguinte Maneira: Substituiram

cada quantidade de cachorro-quente pela variavel x e de cada copo de refrigerante por y para

pode-se resolver, obtendo-se:
4x+2y=11,50.
2x +2y =7,30 (-2)

4x +2y = 11,50
-4x - 4y = -14,60
-2y =-3,10

y=-3,10
-2
y=1,55

Substituiram o valor de y na equacdo na equacéo (5.1.1) e encontraram o valor de x:

4x + 2y = 11,50
4x +2(1,55) =11,50
4x + 3,10 = 11,50
4x = 11,50-3,10
4x = 8,40

X =840
4

x=2,10

(5.1.1)
(5.1.2)

(5.1.3)
(5.1.4)
(5.1.5)
(5.1.6)

(5.1.7)

(5.1.8)
(5.1.9)
(5.1.10)
(5.1.11)
(5.1.12)
(5.1.13)

(5.1.14)

Concluiram que o valor de cada cachorro quente é de R$ 2,10 e cada refrigerante é de

R$ 1,55.

Portanto, tem-se um sistema possivel e determinado.
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Questdo 02| Sandro foi ao supermercado comprar cachorros-quentes, refrigerantes e um bolo.
Porém o mercado oferecia 2 KITS (representados abaixo pelas figuras 10 e 11), para
aniversario, conforme ilustracdo abaixo. Com essas informacdes vocé saberia dizer o valor de

cada refrigerante, de cada cachorro-quente e o valor do bolo?

Kit 1- Kit 2-
5 refrigerantes + 15 cachorros-quente 10 refrigerantes + 10 cachorros-
R$ 40,00 quente e um bolo
R$ 80,00
Figura 10 - Kit 1 Figura 11 - Kit2

Substituindo a quantidade de cada refrigerante, cada cachorro—quente e de cada bolo

pelas variaveis x, y e z respectivamente.

Uma solucdo para este problema é:

5X + 15y = 40,00 (5.1.15)
10x + 10y +z = 80,00 (5.1.16)

Como o numero de variaveis é maior do que o nimero de equacdes, ou seja, quando temos
informacdes a mais do que o0 necessario, pode-se dizer que este € um sistema possivel, porém

indeterminado.

Questdo 03| Na papelaria, Vitoria e Stefani gastaram R$ 5,00 com dois lapis e um bloco de
notas. Mais tarde, voltaram a papelaria e compraram seis lapis e trés blocos de notas, gastando

R$ 10,00. Qual o prego de cada lapis e cada bloco de notas?
Substituindo a quantidade de lapis e de bloco de notas pelas variaveis x e y
2x+y=5 . (5.1.17)
6x +3y =10 (5.1.18)
Isolando-se y na primeira equacao obtém-se:
2x+y=5 (5.1.19)

respectivamente.
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y=(5-2x) (5.1.20)
Substituindo-se y na equagéo anterior:
6x + 3y =10 (5.1.21)
6x + 3(5 - 2y) = 10 (5.1.22)
6x + 15 - 6x = 10 (5.1.23)
Ox=10-15 (5.1.24)
Ox=-5 (5.1.28)

Vé-se que ndo existe o valor do lapis , nesse caso representado pela variavel x, que

satisfaca a equacdo (5.1.28), por tanto ja pode-se concluir que é um sistema impossivel.

5.2 RESULTADOS E DISCUSSOES DA PRATICA PEDAGOGICA 2

Durante a aplicacdo, distribuiu-se cada uma das questdes e deixou-se que os alunos
desenvolvessem segundo a metodologia de resolucdo de problemas revisada na secdo 3;
depois de um certo tempo averiguou-se sobre o andamento e observou-se que muito pouco
havia sido feito. Alguns alunos nem conseguiram identificar que aqueles problemas teriam
que ser resolvidos através de sistemas lineares; outros identificaram (com algum auxilio),
porém ndo conseguiam transpor da linguagem usual para a simbolica. Como houve uma geral
dificuldade de resolucdo, optou-se por uma intervencdo enérgica por parte dos pesquisadores,
ajudando os estudantes em praticamente todas as etapas da resolucao.

Essa acentuada dificuldade dos alunos contraria as expectativas dos pesquisadores;
foram necesséarias varias adequacdes durante a aplicacdo como ampliacdo do tempo previsto
para a resolucdo para cada questdo, 0 modo de ajudar os alunos em suas dificuldades, e a
maneira de como realizar esta pesquisa.

Embora realizada com base na proposta descrita por Lourdes De La Rosa Onuchic e
Norma Suely Gomes Allevato sobre resolugédo de problemas, o que, facilita a montagem e a
execucao da pratica, a imensa dificuldade dos alunos em interpretar a questdo, saber o que
estava sendo pedido e passar da linguagem usual para a simbdlica, e na sequéncia de
desenvolvimento usar seus conhecimentos matematicos para a obtencdo do resultado, fez com
que todos esses acontecimentos impedissem para montagem de um quadro demonstrativo das
dificuldades sobre cada uma das questdes apresentadas. Antes de cada uma das resolucdes dos

problemas, fez-se uma intervengdo ndo prevista para esclarecer como resolve-lo.
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Dos 12 participantes dessa aplicagdo, nenhum deles resolveu sozinho as questdes;
todas elas foram esclarecidas e juntamente desenvolvida com o professor. Cerca de 25%
depois do professor ter montando juntamente com o aluno, conseguiram realizar os célculos, 0
restante somente ficou entre os alunos que ndo fizeram nada e os que ficaram somente
esperando o resultado.

Os resultados da aplicacdo quanto a avaliacdo da préatica estdo resumidos a seguir, no

quadro 3 a seguir .

Nenhum | Pouco | Indiferente | Muito Muitissimo
elevado
Questdo 1
Interesse despertado pela 1 4 6 1
metodologia desenvolvida.
Questao 2
Utilidade do uso de
sistemas  lineares  para 1 4 5 2
resolver problemas
cotidianos.
Questado 3
Clareza na  linguagem
escrita e falada utilizada no 2 7 3
desenvolvimento da
pesquisa.

Quadro 3 - Resultados da aplica¢do quanto a avaliagdo da pesquisa estdo resumidos a seguir, na tabela .

Apdbs anélise do quadro, vé-se que para 41,6% dos estudantes a pesquisa foi
indiferente, ou ndo tiveram o interesse despertado para utilizarem em resolver problemas de
seu cotidiano; ja para 58,4% o interesse foi muito ou muito grande.

Alguns relataram que, a partir do dia da pesquisa, acreditavam que iriam utilizar
sistemas lineares em problemas de seus cotidianos. Para 83,3% a clareza na linguagem foi

considerada muito e muito elevada, mas para 16,7% a clareza na linguagem néo fez diferenga.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Esta monografia foi desenvolvida com a intengdo de averiguar o nivel de dificuldade
que estudantes de Ensino Fundamental e Médio estdo tendo com a questdo de relacionar as
interpretacdes de problemas matematicos (neste caso envolvendo o conteldo de sistemas
lineares) com a linguagem dos numeros, a linguagem simbolica e as suas dificuldades em
resolvé-los.

Cabe destacar que houve dificuldades em conseguir espaco nas escolas para
aplicacdo das praticas, especialmente na segunda pesquisa. Também, o nimero de horas-aula
disponibilizadas para as praticas foi inferior as desejadas, o que restringiu as atividades
planejadas.

No final do ano de 2008, comecou-se a procurar escolas, depois de um certo tempo
uma escola do ensino médio da cidade recebeu a proposta do projeto, onde o diretor comentou
com os professores responsaveis que a pesquisa era para ser realizada na escola por o projeto
ser de qualidade e pela autora ja ter sido aluna, porém os professores ndo deram resposta
definitivas, o que fez com que o trabalho comecasse a atrasar ja que ficou-se aguardando
retorno, pois somente os professores teriam que escolher qual turma a ser aplicada a pesquisa.

Durante o desenvolvimento da primeira pratica houve certa dificuldade ao conseguir
uma escola para o desenvolvimento da mesma, mas quando encontrou-se, a recepgao foi boa.
Apdbs algumas tentativas nas escolas, no inicio de 2010 conseguiu-se realizar a primeira
pesquisa na Escola Estadual Cilon Rosa que disponibilizou dois periodos do contetudo de
quimica para a nossa pesquisa, que foi um tempo menor do que gostariamos mas foi
suficiente, pois os alunos foram extremamente participativos e colaboraram muito.

O caminho foi longo até conseguir-se desenvolver a segunda pratica, ja que a
dificuldade foi bem maior de conseguir uma escola, 0 que causou um certo desanimo para
finalizar a monografia.

No inicio de 2010 a segunda pratica pode ser realizada, a escola onde realizou-se a
pratica foi a Escola Estadual de Ensino Fundamental e Médio Dr.Walter Jobim que
disponibilizou o tempo de duas horas aulas. Devido as dificuldade que os alunos tiveram em
interpretar a questao, saber o que o problema estava pedindo e passar da linguagem usual para
a simbolica, e consequentemente usar seus conhecimentos matematicos para a obtengdo do
resultado, fez com que todos esses acontecimentos causassem um bloqueio na conclusdo da

monografia. Fiquei alguns dias somente pensando como iria colocar em palavras e numeros
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como havia sido a segunda pratica. Apos este acontecimento conseguiu-se chegar ao final do
desenvolvimento deste trabalho.

Durante a realizacdo, pode-se perceber uma grande diferenca de nivel na qualidade
de ensino entre as escolas estaduais, e que existe também uma diversidade na atencdo que 0s
estudantes proporcionam ao contetdo transmitido pelo professor.

Ap0s desenvolvidas as pesquisas e analisado os resultados de ambas, chegou-se a
concluséo de que grande parte dos estudantes possuem dificuldade no desenvolvimento dos
problemas por terem lacunas em interpretar as solicitacdes e transpor os conhecimentos
adquiridos da linguagem usual para a simbdlica. Isso faz com que figuem complexos alguns
contetdos matematicos e que a disciplina seja entendida como um dos entraves na educacao
dos alunos.

Mesmo com muitos acontecimentos no decorrer da montagem, este trabalho foi
gratificante e ndo menos prazeroso, contribuiu muito para a autora no enfrentamento dos

grandes desafios presentes em nossas salas de aulas.
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8 ANEXOS

8.1 ANEXO A — Questéo 01

REACOES QUIMICAS: BALANCEAMENTO DE EQUACOES E SISTEMAS LINEARES
HOMOGENEOQOS

PESQUISADORES:
Karine Faverzani Magnago, Universidade Federal de Santa Maria
Marcio Marques Martins, Centro Universitario Franciscano

Daniele Della Méa da Silva, Universidade Federal de Santa Maria

Questao 01] Ajuste os coeficientes estequiométricos da reacdo quimica:
_ P4+O1g + H,O 2> o H3POa,.
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8.2 ANEXO B — Questao 02

REACOES QUIMICAS: BALANCEAMENTO DE EQUACOES E SISTEMAS LINEARES
HOMOGENEOQOS

PESQUISADORES:
Karine Faverzani Magnago, Universidade Federal de Santa Maria
Marcio Marques Martins, Centro Universitario Franciscano

Daniele Della Méa da Silva, Universidade Federal de Santa Maria

Questao 02| Ajuste os coeficientes estequiométricos da seguinte reagcdo quimica:
__HCI+___ HCIO;> ___ _CIO,+____ H0.



o1

8.3 ANEXO C — Questéo 03

REACOES QUIMICAS: BALANCEAMENTO DE EQUACOES E SISTEMAS LINEARES
HOMOGENEOQOS

PESQUISADORES:
Karine Faverzani Magnago, Universidade Federal de Santa Maria
Marcio Marques Martins, Centro Universitario Franciscano

Daniele Della Méa da Silva, Universidade Federal de Santa Maria

Questao 03] Ajuste os coeficientes estequiométricos da seguinte reagdo quimica:
_ Pb(N03)2 + NazPO, 2 o Pbg(PO4)2 + NaNO3;



52

8.4 ANEXO D — Avaliacdo da Pratica

REAC}()ES QUiMICAS: BALANCEAMENTOADE EQUAQC)ES E SISTEMAS LINEARES
HOMOGENEQOS
PESQUISADORES:

Karine Faverzani Magnago, Universidade Federal de Santa Maria
Marcio Marques Martins, Centro Universitario Franciscano

Daniele Della Méa da Silva, Universidade Federal de Santa Maria

AVALIACAO DA PRATICA:

Na sua opinido, escolha a opcdo que melhor avalia as atividades desenvolvidas nessa
pesquisa, nos seguintes itens.

1. Interesse despertado pela metodologia desenvolvida:

( ) Nenhum  ( )Pouco () Indiferente () Muito () Muitissimo elevado

2. Esclarecimento sobre a interdisciplinaridade do tema do projeto, que pode
envolver contetdos de Matematica e Quimica:

( ) Nenhum  ( )Pouco () Indiferente () Muito () Muitissimo elevado

3. Utilidade do uso de Sistemas Lineares para resolver problemas de balanceamento
de equacbes quimicas em situacdes futuras, como em vestibulares e no ENEM:
( ) Nenhuma ( )Pouca () Indiferente () Muita ( ) Muitissima elevada

4. Clareza na linguagem escrita e falada utilizada no desenvolvimento da pesquisa:

( ) Nenhuma ( )Pouca () Indiferente () Muita ( ) Muitissima elevada

Use esse espaco para fazer observagdes, criticas e sugestdes que considere

importantes.
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8.5 ANEXO E — Questdo 01

SISTEMAS LINEARES POR MEIO DA RESOLUCAO DE
PROBLEMAS

PESQUISADORES:
Daniele Della Méa da Silva, Universidade Federal de Santa Maria

Karine Faverzani Magnago, Universidade Federal de Santa Maria

Questdo 01] Os amigos Paulo e Vitdria foram na lanchonete. Paulo gastou 11 reais e 50

centavos com 4 cachorros-quente e 2 copos de refrigerante; ja sua amiga Vitoria, gastou 7

reais e 30 centavos com 2 cachorros-quente e 2 copos de refrigerante. Qual é o preco de cada
cachorro-quente e cada copo de refrigerante?
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8.6 ANEXO F — Questdo 02

SISTEMAS LINEARES POR MEIO DA RESOLUCAO DE
PROBLEMAS

PESQUISADORES:
Daniele Della Méa da Silva, Universidade Federal de Santa Maria

Karine Faverzani Magnago, Universidade Federal de Santa Maria

Questdo 03 Sandro foi ao supermercado para comprar cachorros-quente, refrigerantes e um
bolo. Porém o mercado oferecia 2 KITS para aniversario, conforme ilustracdo abaixo. Com

essas informacdes vocé saberia dizer o valor de cada refrigerante, de cada cachorro-quente e
do bolo?

Kit 1- Kit 2-
5 refrigerantes + 15 cachorros-quente 10 refrigerantes + 10 cachorros-
R$ 40,00 quente e um bolo
R$ 80,00

- _= - _ =
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8.7 ANEXO G - Questao 03

SISTEMAS LINEARES POR MEIO DA RESOLUCAO DE
PROBLEMAS

PESQUISADORES:
Daniele Della Méa da Silva, Universidade Federal de Santa Maria

Karine Faverzani Magnago, Universidade Federal de Santa Maria

Questdo 02| Na papelaria, Vitdria e Stefani gastaram R$ 5,00 com dois lapis e um bloco de
notas. Mais tarde, voltaram a papelaria e compraram seis lapis e trés blocos de notas, gastando

R$ 10,00. Qual o precgo de cada lapis e cada bloco de notas?
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8.8 ANEXO H - Avaliacdo da pratica

SISTEMAS LINEARES POR MEIO DA RESOLUCAO DE
PROBLEMAS

PESQUISADORES:
Karine Faverzani Magnago, Universidade Federal de Santa Maria

Daniele Della Méa da Silva, Universidade Federal de Santa Maria
AVALIACAO DA PRATICA:

Na sua opinido, escolha a opcdo que melhor avalia as atividades desenvolvidas nessa
pesquisa, nos seguintes itens.
1. Interesse despertado pela metodologia desenvolvida:

( ) Nenhum  ( )Pouco () Indiferente () Muito () Muitissimo elevado

2. Utilidade do uso de Sistemas Lineares para resolver problemas cotidianos:

( ) Nenhuma ( )Pouca () Indiferente () Muita ( ) Muitissima elevada

3. Clareza na linguagem escrita e falada utilizada no desenvolvimento da pesquisa:

( ) Nenhuma ( )Pouca () Indiferente () Muita ( ) Muitissima elevada

Use esse espaco para fazer observacdes, criticas e sugestdes que considere

importantes.




8.9 ANEXO I - Fotos relativas as resolucfes d segunda pesquisa
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