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APRESENTAQRO DA DISCIPLINA

Carga horaria: 75 horas-aula
OBJETIVOS GERAIS

Ao término da Discipling, o aluno devera ser capaz de:
+ compreender e aplicar técnicas relativas a fun¢des, continui-
dade, limites e derivadas;
+ adquirir conhecimento para aplicagdes na vida real que ilus-
tram os diversos usos do calculo;
+ desenvolver habilidades basicas para continuar o aprendizado
do Calculo Integral.

Conteddo programatico: A disciplina esta focada em trés uni-
dades essenciais:
3. Funcdes Limites e Continuidade. Defini¢oes.
b. Derivadas.
c. Aplicacao das derivadas.

Diretrizes gerais para a conducao da disciplina

A disciplina terd dois momentos bem especificos: um presencial e
outro a distancia. Nos dois momentos serdo abordados conteldos
basicos, funcdes e equacbes paramétricas que sdo as principais
ferramentas para descrever o mundo real em termos matematicos.
Apresentaremos conjuntos abrangentes de exercicios contendo
ampla variedade de problemas para constru¢do de habilidades,
aplicacdes e investigacdes que desenvolvem o pensamento critico.
Atecnologia serd usada ou sugerida todo o tempo, tanto como uma
ferramenta para resolver problemas quanto de forma investigativa.
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UNIDADE A

FUNgﬁES, LIMITES E CONTINUIDADE

1. DEFINICAO DE FUNCAO, DOMINIO,
CONTRADOMINIO E IMAGEM

1.1. FUNCAO

Uma relacdo estabelecida entre dois conjuntos X e Y € um conjunto
de pares ordenados, cada um da forma (x, y), em que x é um ele-
mento do primeiro conjunto e y é um elemento do segundo. Ex.:
{(1.1),(1,-1).(-1,-1).(-1,2)}, ¥’ +y* =16, y =2x+3.

J3 uma funcdo de X em Y é uma relagdo entre estes conjuntos
que tem a propriedade de que todos os pares ordenados com o
mesmo valor de x tenham também o mesmo valor de y. A varidvel
x é a varidvel independente e a variavel y é a variavel dependente.
Desse modo, as fungdes sao entes matematicos que descrevem re-
lagdes especiais entre determinados objetos. Na definicdo acima,
x é denominado argumento ou dominio da funcdo e y=f(x) (ou
seja, y depende de x) é a imagem de x segundo a funcao f, esta por
sua vez compde uma parte de um conjunto maior que chamamos
contradominio. Observe com atenc¢do o esquema abaixo:

imagem

Figura A.1: Esquema ilustrativo do conceito de fungao.

Em diversos momentos do nosso dia-a-dia, deparamo-nos
com situagdes reais em que usamos fungdes para modelar ou
estimar o comportamento de uma determinada grandeza, seja
em um caso simples, como no cdlculo do volume de uma esfera,

4L

V =f(r)===r>, ou no calculo do montante de uma divida em um

banco apds n meses devendo R$900,00 no limite do cheque espe-
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cial, M=f(n)=900,00x(1+i)", onde i é uma taxa constante, geral-
mente da ordem de 10% ao més (i=0.10).

Intuitivamente, podemos pensar em uma fun¢do como uma
regra usada para associar a cada valor do argumento x um Unico
valorf(x) pertencente a um dado conjunto. Esta “regra” pode ser
especificada através de um grafico no plano cartesiano, uma tabe-
la de correspondéncia, um conjunto de pares de elementos, dia-
gramas de setas entre dois conjuntos ou, como geralmente ocorre,
através de simbolos matematicos. Neste Gltimo caso, nos depara-
mos com uma expressao do tipo

f:A>B
X 3X+2

onde Aé o dominio de f, B é contradominio de f e a imagem é o
conjunto de pontos dados pela expressao y =3x+2, tais que xeA.
Os conceitos acima apresentados podem ser generalizados
para outros tipos de fung¢des, as quais contenham ndo apenas uma
varidvel independente, mas diversas. Vejamos alguns exemplos:
a. z=f(xy)=x+2y

b. A =g(hr)=2nr(h+r)

cilindro

c. V

caixa

=h(a,b,c)=abc

Note que a funcdo “area do cilindro” depende da altura e do
raio. Ja a funcdo "volume da caixa” depende das respectivas medi-
das de base, largura e altura.

Veremos que nem sempre a funcdo é apresentada na forma
y =f(x) como no exemplo anterior. Observando a forma com que a
funcdo é especificada, chamamos de funcao explicita aquela que
se assemelha aos exemplos acima e de fungao implicita qualquer

exemplar da forma
Xy +3x=5,

a qual é uma forma de especificar a fungao

y=f(x)=5_23x,com X#0.
X

1.1.1. Definicao formal

Sejam A e Bdois conjuntos ndo vazios e f uma relacdo entre A e
B que define um conjunto de pares pertencentes ao produto carte-
siano AxB.Dizemos que f é uma funcdode A em B se, e somente
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se, cada elemento x do conjunto A estiver associado a um Unico
elemento do conjuntoB. Nesse caso, escrevemos:

f:A—>B lé-se: féfuncdode A em B.

Nos casos em que é possivel descrever a funcao explicitamen-
te, temos:

y =f(x), e lemos: y é funcdo de x,comxeA e yeB.

Assim, se uma relacdo f também é funcdo, esta relacdo é uni-
voca e total, ou seja,

b=fla)ac=fla)=b=c
vxeXdyeY|ly=~f(x) ’

onde lemos “se b=f(a) e c=f(a) entdo b = " e “para todo xeX
existe y e Y tal que y =f(x)". Vamos fixar estes conceitos com qua-
tro exemplos de diagramas de setas apresentados aos pares nas
figuras A.2 e A3.

N W

Figura A.2: Relagdo que ndo é univoca (a esquerda) e relacdo que ndo é total (a

direita). Conforme a defini¢do 1.1.1, estes casos ndo sao exemplos de funcao.

A B A
3
4
9

Figura A.3: Dois exemplos de funcdes. Note que, na figura a esquerda, ndo ha

elementos de A com a mesma imagem e, na figura a direita, a imagem é igual ao
contradominio. Esses dois exemplos representam tipos especiais de funcoes,

particularmente importantes em algebra.
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1.2. DOMIiINIO, CONTRADOMINIO E IMAGEM

A definicao de uma fungdo esta sempre associada a determinados
conjuntos, os quais recebem denominacgdes especiais. O dominio é
0 conjunto que contém todos os elementos (e somente estes!) para
0s quais a fungado esta definida. O contradominio é o conjunto que
contém os elementos que podem ser relacionados a elementos do
dominio. Ja o conjunto formado por todos os elementos do contra-
dominio que sdo correspondentes a algum elemento do dominio é
chamado de imagem da funcao f.

NOTACAO

Considerando uma fung¢do f: A —B, temos:

D(ffj=A .. "o dominiode f éigual ao conjunto A"

CD(f)=B .. “ocontradominio de f éigual ao conjunto B"
Im(f)cB .. "o conjuntoimagem de f estd contido no contrado-
minio B”

Informalmente, podemos dizer que o conjunto imagem é o
conjunto de valores que efetivamente sdo assumidos por f(x). Des-
se modo, o conjunto imagem é um subconjunto do contradominio.
O leitor deve perceber que uma func¢do é caracterizada pelo do-
minio, pelo contradominio e por uma lei de associa¢do ou lei de
formacgao. Exemplo:

Uma funcdof:R — R, f(x)=3x* é diferente de uma funcao
f:R >R, g(x)=3x*. Embora as fungdes f e g tenham mesmo
dominio e mesma lei de associacdo, o contradominio de f é um
conjunto "maior” que contém o conjunto R’ e ainda outro conjun-
to de elementos ndo pertencentes a R*.

1.3. FUN§6ES INJETORAS, SOBREJETORAS E BIJETORAS

Alguns casos particulares de funcdes recebem denominagdes espe-
ciais por terem elevada importancia no desenvolvimento da algebra:

1.3.1. Funcoes injetoras

Fungdes injetoras (ou injetivas) sdo aquelas em que cada elemento da
imagem estd associado a apenas um elemento do dominio. Em pou-
cas palavras, ha uma relagdo um para um entre os elementos do domi-
nio e da imagem. Isto &, se dois elementos do dominio sao diferentes,
entdo os elementos f(x) e fly) do contradominio também diferem en-
tre si. Assim, a cardinalidade (nimero de elementos de um conjunto)
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do contradominio é sempre maior ou igual a do dominio em uma fun-
cdoinjetora. Ressalta-se, portanto, que pode haver mais elementos no
contradominio que no conjunto imagem da func¢do. Exemplos:

W R UT1O
= N M>O

Figura A.4: Exemplos de fung¢des injetoras. Note que podem ou ndo sobrar

elementos ndo conectados no contradominio.

1.3.2. Funcoes sobrejetoras

Fun¢des sobrejetoras sdao aquelas em que todos os elementos do
contradominio estdo associados a algum elemento do dominio. Em
outras palavras, isso significa dizer que o conjunto imagem é igual
3o conjunto contradominio. Exemplos:

A B A B
15 2 -3
9 4
6 2 0 -5
3 -1 -6

Figura A.5: Exemplos de fun¢des sobrejetoras. Note que uma fun¢do sobrejetora

pode ou ndo ser também injetora. Identifique esse caso neste exemplo.

1.3.3. Funcoes bijetoras

Dizemos que uma fungdo é bijetora se ela for ao mesmo tempo
sobrejetora e injetora, isto é, se todos os elementos do dominio
estdo associados a todos os elementos do contradominio de forma
um para um e exclusiva. Exemplo:

Sejam os conjuntos A={-3,-1,2,4} e B={-1,3,9,13} e a fun-

¢cdo f:A—B definida pela lei de formagdo y=2x+5 para xeA
e y eB. Verifique no esquema ao lado que esta funcao é bijetora.

10
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13

W RN
R WY

Figura A.6: Exemplo de funcao bijetora.
1.4. REPRESENTAQZ\O GRAFICA DE FUNgaES

Grafico de uma fungdo é o conjunto de pontos coordenados (x,f(x)),
onde xe A e f(x)eB,sendo f uma fun¢do definida como f:A —B.
Assim, o grafico de uma funcdo f: A —B é um subconjunto do pro-
duto cartesiano de A por B (AxB).

Tragcados de grdficos:
O grafico de uma funcdo y = f(x) consiste de todos os pontos (x,
f(x)), onde x estd no dominio de f. Observe na Figura A.7 que:

* x é distancia direcionada do eixo y e,

« f(x) é distancia direcionada do eixo x.

(x, f(x))
y=f(x) E

f(x)

X<

Figura A.7: Representacdo grafica de fungdes.

Uma reta vertical pode interceptar o grafico de uma funcao de
X N0 maximo uma vez. Essa observacdo possibilita um conveniente
teste visual, chamado de teste da vertical, para funcdes de x. Isto
é, um grafico no plano coordenado é um grafico de uma fungao f
se, e somente se, nenhuma reta vertical intercepta o grafico em
mais de um ponto. Por exemplo, na figura (a), vocé pode ver que o
grafico ndo define y como uma funcdo de x, pois uma reta vertical
intercepta o grafico duas vezes, enquanto que na figura (b) e (c), o
grafico realmente define y como fungdo de x.

11
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a)

~
>

Figura A.8: Exemplos de aplicacdo do teste da vertical. O gréfico (a) ndo representa

nenhuma fungao y = f(x).

VVamos ver agora um exemplo simples, mas ndo menos impor-
tante, da teoria de funcdes, a fun¢do identidade:

y =f(x) =x
X Y
-5 -5
-4 -4
-3 -3
-2 -2
-1 -1
0 0
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5

Figura A.9: Gréfico da funcdo identidade.

1.5. TAXAS DE VARIAQRO

O coeficiente angular de uma reta pode ser interpretado como ra-
z30 ou como taxa de variacdo. Se 0s eixos x e y tém a mesma uni-
dade de medida, o coeficiente angular é adimensional (ndo tem
unidade). Se o eixo x e 0 eixo y tém diferentes unidades de medida,
o coeficiente angular é uma taxa de variagdao. Em seu estudo do
calculo, vocé encontrara aplicagdes envolvendo essas e outras in-

terpretagdes da inclinagdo.

12
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O coeficiente angular de uma reta ndo vertical é dado pela me-
dida do ndmero de unidades que a reta sobe (ou desce) vertical-
mente para cada unidade de deslocamento horizontal da esquerda
para a direita. Vamos analisar esquematicamente.

Considere os dois pontos (x,,y,) e (x,.,y,)de uma reta qual-
quer, semelhante a que é apresentada na Figura A.10. Conforme
vocé se desloca da esquerda para a direita ao longo dessa reta,
uma variagdo vertical de Ay =y, —y, unidades corresponde a uma
variagdo horizontal de Ax=x, —x, unidades. A letra grega delta,
que aqui aparece em maiuscula, € o simbolo A e as grandezas aci-
ma devem ser lidas como “delta y” e "delta x".

y
(%21y2)
y2- --------------------------------- v
) § } By=y.-y,

uY1 o :
Yo
P H Y :
AX=X,-X, :
) i

X, X, X

Figura A.10: Esquema explicativo da determinacdo da inclina¢do de uma reta nao

vertical qualquer.

O coeficiente angular m de uma reta ndo vertical que passa
por (x,,y,) e (x,,y,) é simplesmente a tangente do angulo 6 me-
dido entre essa reta e uma reta qualquer paralela ao eixo x

ﬂ:yZ_yl

m=tgo =
& AX X, =X,

,Ccom X, #X,.
Como vemos, o coeficiente angular ndo é definido para retas
verticais, pois nesse caso terfamos x;, =X, .

1.6. CONCEITO E PROPRIEDADES DE LIMITES

1.6.1. Nocdo intuitiva de limite

Vamos iniciar o nosso estudo de limites analisando dois casos sim-
ples de fun¢des e em seguida vamos introduzir um terceiro caso
que apresenta um ponto nado incluido no dominio. As funcdes
f(x)=x+2 e g(x)=x"-4 estdo representadas respectivamente
pelos graficos a) e b) da Figura A.11.

13
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y y
4 4
3 3
2 2
1 1

-3 -2 -1 1 2 3 X -3

Figura A.11: Graficos de duas fun¢des de dominio igual ao conjunto dos nimeros

reais R .

Essas funcdes estdo definidas para todo x e R, ou seja, qual-
quer que seja o nimero real a, os valores f(a) e g(a) estdo bem
definidos no contradominio R .

Agora, vamos analisar uma terceira funcao:

X2 —4
h(x) =
(x) v

O dominio da fungdo h(x) ndo é R, pois, fazendo x=2 en-

0-5-(5)

contramos

0 - - . .
onde (5) NAO E UM NUMERO e sim um simbolo que represen-

ta Uma INDETERMINACAO matemética. Logo, o dominio de h(x) é @ atencio

D(h)=R—{1}. Isso significa que ndo é possivel estabelecer uma Esse tipo de indeterminacdo e ou-
imagem f(x) para x=1. tros tipos serdo comumente tratados
no decorrer deste texto.

Entretanto, se desejarmos investigar o comportamento do
grafico da func¢do h(x), quando x assume valores muito préximos,
embora diferentes de 2, como devemos proceder? Esse é justa-
mente foco do estudo de limites de fung¢des: procurar estabele-
cer o comportamento de uma fun¢do na vizinhanga de um deter-
minado ponto pertencente ou ndo ao seu dominio. Nos casos de
pontos que ndo pertencem ao dominio, aos quais chamamos de
singularidades, fazemos uso de tabelas de aproximacdes.

Nos dos primeiros exemplos, as fun¢des f(x) e g(x) ndo apre-
sentam quaisquer singularidades, de modo que n3o é necessario o
uso de tabelas para avaliar seu comportamento nas proximidades
de nenhum ponto (verifique isso na A.11). No entanto, na func¢do

14
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h(x) temos uma indeterminacdo em x =2, cuja analise serd feita

com ajuda das tabelas A.1 e A.2 e da Figura A.12.

X h(x)
1 3
1.5 3.5
1.75 3.75
1.9 39
1.99 3.99
1.999 3.999
1.9999 3.9999
1.99999 3.99999
1.999999 3.999999
Tabela A.1
X h(x)
3 5
2.5 4.5
2.25 4.25
2.1 4.1
2.01 4.01
2.001 4.001
2.0001 4.0001
2.00001 4.00001
2.000001 4.000001
Tabela A.2

A Tabela A.1 mostra o comportamento da fun¢do h(x) quando
nos aproximamos do ponto x=2 pela esquerda (os valores sdo
cada vez mais proximos de 2, porém sempre menores que 2). No-
te-se que, quanto mais préximo de 2 for o valor de x, o valor de
h(x) mais se aproxima a 4 unidades. Da mesma forma, conforme
vemos na Tabela A.2, quando x se aproxima de 2 pela direita (va-
lores sucessivamente proximos de 2, porém sempre maiores), h(x)
também tende para 4 unidades.

15
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2

X
Figura A.12: Grafico da funcdo h(x) = <

-2 °
esteja definida em x =2, seu comportamento ndo parece mudar nas vizinhancas

Observe que embora a fun¢do nao
deste ponto.

O leitor ja deve ter notado que podemos encontrar valores de
h(x) t3o préximos de h(x) =4 quanto desejarmos ou tivermos preci-
sdo em nossa calculadora. Nesse caso, dizemos que “o limite de h(x)
quando x tende a (se aproxima de) 2 é igual a 4" e escrevemos:

2 —
limh(x) =lim X -4
xX—2 x-2 X —2

=4

Cada uma das aproximacgoes listadas nas tabelas desse exem-
plo recebe uma denominacao especial, sdo os chamados limites
laterais. Na Tabela A.1, dizemos que "x tende a 2 pela esquerda”
e denominamos limite lateral a esquerda. No outro caso, analisa-
mos quando " x tende a 2 pela direita” e chamamos limite lateral
a direita. Notacao:

imhp)=tim X =% -4 e limhi=timX %4

x—2" x>2" X—2 x—2* X2t X—2

IMPORTANTE

Se os calculos dos limites laterais a esquerda e a direita retornarem
valores diferentes, ou seja, se uma dada func¢do f(x) tender lateral-
mente para pontos diferentes, 3 medida que nos aproximamos de
um determinado ponto de abscissa x =a, dizemos que o limite ndo
existe nesse ponto e escrevemos:

limf(x) ndo existe.

X—a
Serd necessdrio sempre construir tabelas de aproximagoes para

determinar o limite de uma funcdo, caso ele exista?
N&o! Ha uma forma bem mais simples, como veremos a seguir.

16
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O sinal negativo em 27 indica que x
se aproxima de 2 através de valores
sempre menores que 2 (x tende a
2 pela esquerda). Da mesma forma,
anotacdo 2* indica o célculo do
limite lateral a direita.
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1.6.2. Avaliacao de algumas indeterminacoes do tipo %

Na sec¢do anterior, avaliamos o limite de uma fun¢do h(x) em um
ponto singular fora do seu dominio, através de sucessivas aproxi-
macdes a esquerda e a direita do ponto. Esse processo é trabalhoso
e dificil de implementar para algumas func¢des. Agora, aprendere-
mos uma técnica mais sofisticada para efetuar essa tarefa.
Quando uma indeterminac¢do do tipo % aparece no calculo

p(x)

do limite de funcdes da forma f(x):ﬂ , sendo p(x) e q(x) dois
q(x

polindmios quaisquer, nos deparan]o? TBJ

limf(x) = lim2%
X—3 X3 q()( 0

Logo, p(a)=0 e q(a)=0 e, portanto, x, =a é raiz desses dois
polindmios. Desse modo, p(x) e q(x) podem ser escritos como o
produto de dois outros polindmios, sendo um deles o polindmio
(x—a) e, assim, podemos efetuar uma simplificacdo:

lim () = lim P — i X3P 00 ;P00

X3 X—>a q(x) X—>a ()( —a)ql()() ko ql(x)

)
. p'x) (o . .
Se hmﬁz ol repetimos o procedimento quantas vezes
x-a q'(X

forem necessarias até que isso ndo ocorra.

COMO ENCONTRAR 0S POLINOMIOS p'(x) e q'(x):

Os polindmios p'(x) e g'(x) sdo encontrados por fatoragdo do po-
linbmio original. Para isso, basta utilizar o método tradicional de
divisdo de polindmios ou o dispositivo pratico de Briot-Ruffini para
dividir os polindmios p(x) e q(x) por (x—a).

Exemplo 1

2
Use a simplificacdo para reavaliar o limite lim 2 4 :
X2 X —2

Solugdo
Tentando uma substituicdo direta, encontramos:

h(x) = X2 —4 2—4 (9}
x—2 2-2 \o

Logo, x, =2 é raiz de p(x)=x>-4 e q(x)=x-2. Assim, rees-
crevemos o limite:

17
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S6 podemos efetuar a simplificacao,
porque, embora x —a, X é diferen-
te de a.
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2_ —
X —4 (x+2)(x 2):L1m(x+2):(2+2):4
o2 Xx—2 o2 (x=2) X2

Repetindo o resultado obtido anteriormente.

Exemplo 2 .
Calcule lim 2x_—9:
x>3 X5 —X+6
Solugdo
x? =9 . (x+3)x-3) . (x-3) -3-3 -6 6

lim — = lim = lim = ===
xo 324 X—6 >3 (X—=2)(Xx+3) x>-3(x—-2) -3-2 -5 5
—_——

)
1.6.3. Definicdo formal
Seja f é uma funcgdo definida em algum intervalo aberto contendo

a, exceto possivelmente no proprio a, dizemos que o limite de
f(x), quando x tendea x, =a, é L e escrevemos

limf(x) =L
X—a
se, e somente se, os limites laterais a esquerda e a direita existem
e sdoiguaisa L, isto é,
lim f(x) = lim f(x) =L

x—a~ x—a*

Caso contrario, dizemos que o limite ndo existe.

TEOREMA DA UNICIDADE

Se limf(x) =L, e limf(x)=L,.entdo L, =L,
X—a X—3a
Esse resultado € muito importante, pois, se encontrarmos um certo
valor L para o limite de uma fun¢do f em um determinado ponto
com x=a, entdo L éolimitede f em a.

1.6.4. Propriedades
Seja keR e sejam limf(x)=L e limg(x)=M, onde L e M s3o dois
ndmeros reais quaisaﬁer, entio:

a. limk=k

X—a

b. Lim[f(x)+g(x)]=lmf(x)£limg(x)=L+M

X—a

c. limk-f(x)=k-limf(x)=k-L

X—a X—a

d. lim[f(x)-g(x) ] =limf(x)-limg(x)=L-M

X—a

18
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limf(x)
e. limwzx_‘”—:L,com M=0
wag(x)  limg(x) M

.o im[f)] =1" e limg/f(x) =L"

X—a X—a
Exemplo
P o |9x*+18 . .
Vamos resolver o limite lim T3 aplicando a maior parte
Xx—>-1 — 4%

das propriedades listadas.

Solugdo

2 2 lim v/x* +2 [lim (¢ +2)
lim \/9)( +18 :3~lim\/x +2 _g.aom 3. Vo 3 \/3 _3 20
X—>-1

7-3x 7-3x Lirle7—3x: ’\/urpl(7—3x): Ji0 10

X—>-1

1.6.5. Limites envolvendo o infinito
Até esta sec¢do, os limites discutidos envolviam fun¢des que ten-

. 0) ..
diam para uma constante real qualquer ou para algo como (6} (ja
sabemos como resolver isso!). Nas ocasides em que o sistema ten-

. 0 .
de para algo do tipo K K% 0, observamos, obviamente, apenas
. S 0 .
um caso particular do primeiro, R=O=constante real. Porém, em

ALGUMAS SITUACOES, iremos trabalhar com fun¢des que aumentam
ou diminuem sem limitacdo quando a varidvel independente x co-
meca a se aproximar cada vez mais de um determinado ponto fixo.

p(x)

Este é o caso de quando o calculo do limite limf(x)zlimﬂ
X—ad )(*)aq x

K . . :
tende para (6)' onde K #0é uma constante. Para analisar esse li-

mite, vamos fazer uso da propriedade limk-f(x) =k-limf(x) e perce-
X—a X—a
. . . .1 <
ber que os conceitos analisados no caso particular lim= poderdo
. . x—=>0 X
ser facilmente generalizados.

MAOS A OBRA!

Iniciamos construindo duas tabelas de aproximagdes A.3 e A4 para va-
lores da fung¢do f(x)=% a medida que x tende para zero pela direita
e pela esquerda e, em seguida, observamos o grafico da figura A.13a.

19
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Obviamente, ndo é preciso fazer
todos esses passos. Isto foi feito
apenas como exemplo, esse mesmo
exercicio poderia ser feito em pou-
COS passos, por substituicdo direta.

#*APLICAQT\O PRATICA

Muitos dos sistemas fisicos apresen-
tam este tipo de singularidade. Sa-
ber avaliar corretamente o compor-
tamento dos sistemas nesses pontos
muitas vezes traz mais informagoes
fisicas que em outros pontos regula-
res do dominio.
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-2

-3

X f(x) X f(x)
1 1 -1 -1
0.5 2 -0.5 -2
0.25 4 -0.25 -4
0.1 10 -0.1 -10
0.01 100 -0.01 -100
0.001 1000 -0.001 -1000
0.0001 10000 -0.0001 -10000
0.00001 100000 -0.00001 -100000
0.000001 1000000 -0.000001 -1000000
Tabela A.3 Tabela A.4
y y
5
4
3
2
1
5 -4 3 2 1 X

Figura A.13: Anélise do comportamento de fun¢des na vizinhanga de pontos com

limites infinitos.

Observe a Figura A.13a. Quanto mais x se aproxima de zero

pela esquerda, mais o valor de f(x)=1 diminui de forma indefi-
X

nida. Nesse caso, dizemos que o limite de f(x), quando x tende a
zero pela esquerda, decresce indefinidamente e escrevemos:

.1
lim —=-w
x—0" X

Da mesma forma, quanto mais x se aproxima de zero por valo-
res positivos, dizemos que o limite de f(x), quando x tende a zero

pela direita, cresce indefinidamente e escrevemos:

Note que, nesse caso, os limites laterais sao distintos. Assim,

para K> 0, temos:

20
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1. Observe a notac¢do de limites late-

rais ja apresentada neste texto.

. Novamente, 400 e —o0 ndo sao
ndmeros, sdo apenas simbolos ma-
tematicos usados para representar
quantidadesindefinidamente gran-
des e quantidades indefinidamen-

te pequenas, respectivamente.
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. K K
lim—=+400 e lim—=-w
x—0" X x—=0" X
E claro que, se K <0, trocam-se os sinais dos “resultados”.
Como um segundo exemplo, pense na funcdo g(x)= W
x_
Como seriam os limites laterais da fun¢do g(x) quando x tende a 2?
Construa uma tabela de aproximagdes e confira sua analise na
Figura A.13b.

Agora, pense na afirmacdo: “E se fizermos x crescer ou decres-
cer indefinidamente... f(x) também teria o mesmo comportamento?
Serd que isso depende da f(x) que estamos analisando?”

Desse assunto, trataremos na proxima secao.

1.6.6. Limites no infinito
Depois de analisar limites infinitos de fun¢des em singularidades
fora do respectivo dominio, nesta se¢do, estudaremos o compor-
tamento de algumas func¢bes quando a variavel independente x
cresce ou decresce indefinidamente. Representaremos, respectiva-
mente, por X — 40w e X — —o0.

Nessas situacdes, a fungao pode tender para um determinado va-
lor constante ou apresentar limites infinitos, como na se¢do anterior.

VOCE VAI PRECISAR PENSAR ASSIM

. K

lim—=0

X—>3oo ¥
"Um ndmero K dividido por um nimero muito grande é um nime-
ro muito pequeno!”

lim X" =40, N>0

X—>+o0
"Um ndmero muito grande elevado em um expoente positivo con-
tinua muito grande!”

Exemplos
a. lim (5+E]= lim 5+ lim (E]:5+0:5
X—>+00 x X—>+00 X—>+00 X

5
[¢]

b.  lim (SX+EJ: lim 5%+ lim (Ej:+oo
X—>+0 X x—)t:: X—>+o0 X
0]

X—>-0\ ¥ X—>—0

C. lim (%—13)(3j= lim %—13 lim x* = -0
X—=—0 )

0 —0

21
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a. O produto de dois nimeros muito
grandes é um ndmero muito grande.

b. O produto ou a soma de uma cons-
tante e um nUmero muito grande
também é um nimero muito grande.

c. As regras de sinais continuam va-

lendo.
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1.6.7. Expressoes indeterminadas
Em uma das secbes anteriores, encontramos uma forma de avaliar

. . ~ .. 0 . .
a indeterminac¢do matematica . Agora, estudando limites no infi-
nito, seremos apresentados a uma série de outras indeterminacoes
. . . . ~ o8]
importantes no estudo do cdlculo. Dentre as indeterminacdes —,
o0
w-o, 0.0, 17, 0° e »°, daremos atencdo especial as quatro pri-
meiras. Veremos quais habilidades para a fatora¢do de expressoes
e 0s conhecimentos até aqui discutidos serdo fundamentais para a

devida compreensao.

Exemplo 1
Indeterminagdo o« —w

. . 1 .
a. lim5x* —x® = lim 5x*(1——)=5- lim x* = +o0
X—>+00 ‘:‘C’; ::‘ X—>+30 X X—>+00

0 +0

. . 1 .
C. limx®=5x* +x = lim x3(1—§+—2)= lim »® = -0

X——© X—>—o0 X X X—>—o0
Exemplo 2
. - [06]
Indeterminacdo —
o0
=
10
XCll+——
X
x> +10 . 3 .11
a = lim = lim =lim===
X—>+0 7)(3 _4)(2 X—>+00 X—>+00 7)(3 X—>+00 7
= 7% -4
+o0 7)(
——
[0]
6 6 6
. . X . X 1 .
b. lim —= lim ———— = lim == lim x* = +o0
X—>+00 _7)x + X X—>+0 X—>+00 _7))( 3 X—>+00
1 o
|1+ — !
3X
——
0
2 42 l_i 2
. L =7 . 42 4X 4 . 1
c. lim = lim =i =—-lim—==0
X—>—0 3)(5 X—>—0 _7))(5 X—>—00 3)(5 3 x> )(3
—

22
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Note que limites que tendam
para algo da forma o0 - podem

resultar tanto em % como —®
(por isso, dizemos que ® =% é uma
forma indeterminada).

ATENgZ\o

Os limites do exemplo anterior
evidenciam o porqué de chamarmos

2 de indeterminagdo. Note que
o0

os trés limites avaliados partiram

0
de uma forma que gerava — e nos
o0

conduziram a resultados diferentes.
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Exemplo 3
Indeterminagdo Ox

X—>+00 )(3 X—>+00 X

a. lim {(2 )(x +1)}: lim( X 2X x+2): lim

-
Ox(+o0)

2 2
5 ks 2
b. lim { (x* —2)}=5~ lim ———==5. lim 2= —5~ lim x2 = 400

)(*)+(XJ X*)‘H)O X—>+0
S — —
0x(+00) )(

Note que, em ambos 0s Casos, transformamos indetermina-
Goes Oxoo em outras do tipo ~, as quais ja sabemos resolver. Para
essa tarefa, artificios como racionalizacdao muitas vezes sdo Uteis.

1.6.8. Uma aplicacao importante de limites no infinito

Nesta se¢do, usaremos as habilidades desenvolvidas na determina-
¢do de limites no infinito para encontrar a solu¢do de um problema
importante que chamou a aten¢do dos matematicos durante alguns
séculos. E possivel determinar com precisdo a area sob a curva des-
crita por uma fungdo continua em um determinado intervalo [a,b] ? A
seguir, resolveremos um problema classico, a area sob a curva descri-
ta pela parabola f(x)=x* no intervalo [0, 1]. Para isso, vamos aplicar
0 método conhecido como Soma de Riemann, em que se divide a

area sob a curva em n retangulos de mesma base (E) calcula-
n
se a soma das areas de todos esses retangulos como uma fungdo de
n e faz-se n muito grande, isto &, faz n — +o0.
Observe a Figura A.14a. Nosso objetivo € calcular a area em
destaque. Agora, veja a esquematizacao na Figura A.14b. Como o
intervalo é de 1 unidade, todos os retangulos tém base de largura

, mas, a altura depende da posi¢do do retangulo, ja que a altura
n

. . 1
é um ndmero y = f(x)=x*. O retdngulo 1 tem altura —, o segundo
n’

22
retangulo tem altura —-, um retangulo em uma posi¢do i qualquer
n

-2
terd altura —,comientrelen.
n?

23
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3N“" > ‘;\M

Figura A.14: Esquema utilizado para calcular a &rea sobre uma curva y = x>.

Vamos calcular algumas dessas areas:

1 12 1 22 1 i 1 n?
A, =basexaltura==-—, A,==——, A=——, A =——=
n n? n n n?

1
n2 "hp2t 7 n’

A soma das n areas nos da uma aproximacdo para o valor real
que estamos procurando:

n 2 2 12 2 2 2 2 2
S(n):ZAi :1(1_+2_+...+]_+...+n_):l(1 +22+3%+.n )
o nin? n? n?2 n2 n n?2
nin+1)(2n+1)

Asoma 12 +2% +---+i* +---+n’ = é conhecida, de

modo que:

1 {n(n+1)(2n + 1)} _(n+1)2n+1)
- .

S(n) ==
") 6n2 6n°

No limite em que n— +w, 3 3rea calculada em excesso tende
a zero e a soma tende para o valor exato da area sob a curva:

(n+1)(2n+1) (2n* +3n+1) an (1+23+2 2
. . (n n . n n .

lim S(n) = lim Al T2 lim TNT Y im r21 n
n—+o0 n—+o0 n n—+o0 6n n—+o 6n

Em outra unidade, veremos uma forma mais simples e mais
abrangente de calcular essas areas, cujas bases sdao fundamenta-
das no que acabamos de aprender.

24
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1.7. DOIS LIMITES FUNDAMENTAIS

1.7.1.Abasee
O namero e foi apresentado pela primeira vez em 1618 pelo mate-
matico Inglés Jonh Napier, ndo explicitamente e menos ainda com
a notagdo que estamos acostumados, mais sim como a base utiliza-
da para o calculo de uma tabela de logaritmos. A notacdo e é uma
homenagem ao matematico suico Leonhard Euler.

Ndo apenas na matematica, mas em diversos ramos da ciéncia,
o nimero e é a base natural utilizada para a descricao de fenéme-
nos naturais como crescimento de populagdes (tanto de pessoas
como de animais), decaimento radiativo, fisica do calor, circuitos
elétricos, etc. Desse modo, a fung¢do exponencial e* e o logaritmo
natural lnx estdo entre as fungdes de maior importancia na ma-
tematica, mesmo sendo o nimero e um ndmero racional e trans-
cendente (ndo é raiz de nenhum polindmio de coeficientes reais).

Calcular o valor de e (e=2,718 281 828) ndo é o enfoque desse
curso. Contudo, identificar a igualdade lim [1+1J =e faz parte
X—>to0 X

da estratégia de resolu¢do de muitos problemas.

Exemplos:

=7x
. 1
a. lim (1+—j =
X—>+0 X

Note que, nos dois casos, uma substituicdo direta leva a in-
determinagdo 1”. Para resolver a letra b, introduzimos um artifi-
cio chamado mudanga de varidvel ao fazer convenientemente
x=—E (por que achamos que assim resolveriamos). Como x e
u temzsinais opostos, mudamos o sinal do limite —wo > +o0. Se a
mudanca escolhida ndo levar a uma solucdo, analise novamente o
problema e tente outra.

1.7.2. 0 limite im 3" _ 1

x—0 X
O limite fundamental trigonométrico recai novamente na forma
indeterminada 2. A demonstracdo deste resultado é longa e no-

vamente foge do enfoque deste curso. Porém, com poucos pontos
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Faga x=10,10%,10°,10%,10° e
construa uma tabela de aproxima-
¢des. Em seguida, compare com o
valor de e dado nesse texto ou com
o valor dado por uma calculadora
cientifica.
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em uma tabela de aproximacdes ja podemos fazer uma co?jsactura

(idéia ndo comprovada, hipdtese) sobre o valor de lim €Y ob-
Xx—0

serve a tabela A.5.

X

« f(x) = sen(x)
X

0,5 0,958851077
0,25 0,989615837
0,1 0,9983341664683
102 0,9999833334167
107 0,9999998333333
10 0,9999999983333
10°° 0,9999999999833
107° 0,9999999999999

Tabela A.5

Note que o limite lateral a esquerda é o mesmo, pois trocando

sen(x)

x por —x na funcdo f(x)= obtemos:

sen(—x) _ —sen(x) _ sen(x)

f(—x) = =f(x)
—X —X X
Assim, lim 2S00 _ (i SE009) _ 5 senbd _ -
x—0~ X x—0*" X x—0 X
Exemplos:
a lim sen(5x) _ ng sen(5x) _5.lim sen(5x) 5. sen(u) _s
x—0 X x—0 § X x=0  Bx u—>0 U
1
Atencdo

Aqui, novamente, usamos a troca de varidveis. Fazendo 5x=u,
quando x—>0, u—»>0 e a expressao recai no limite fundamental

trigonométrico. S
7% sen(7x) . sen(7x)
. sen(7x) . 7x sen(7x) o 7x 7 x50 7x 7
b. lim =lim =lim = =L
x>0 sen(6x)  x—0 bX -0 . sen(6x) 6 lim sen(bx) 6

——~sen(6x) 6X
6x 6x x>0 6X
1

Atencdo
Vocé notou? Aqui usamos a generalizacdo do resultado alcangado

.. . . sen(kx) . sen(u)
no exercicio anterior: lim =lim
X—0 %4 u—0 u

=1. A partir de agora,

isso sera usado de forma direta, sem grifo.
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Fung¢des com a propriedade

f(—x) = f(x) sdo chamadas fun¢des
pares. J& as func¢des com a proprie-
dade f(—x)=—f(x) sdo denominadas
fungdes impares.
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2 2 2 2
c lim tan(x) :“mtanz(x):“mizsenz(x):“msenz(x) 12
x>0\ X x>0 X x-0 X% cos’(x) x>0  x°  cos’(x)
sen(x))’ 1 sen(x) Y’ 1
=lim =| lim | im =1
X0 % cos?*(x) x>0 X x>0 c05?(X)
1 1

Lembre que o limite de uma poténcia é igual a poténcia do
limite (propriedade 1.6.4f).

_ _ _ 2 2
d liml cos(x) :liml cos(x)'1+cos(x) lim 1-cos?(x) lim sen’(x)
x>0 X x>0 X 1+cos(x) »=ox(1+cos(x)) x>0 x(1+cos(x))
lim sen(x) sen(x) lim sen(x)hm sen(x) —10-0

=0 X 1+cos(x) x>0 X x>0 14cos(x)
\_ﬁ/__J
[0]

2

1.8. FUNgﬁES LIMITADAS

Vimos que algumas fung¢des tendem para um valor constante
quando x tende a zero ou quando se torna muito grande (x — ).
Nesta secdo, apresentaremos brevemente um conceito de fun¢do
cuja imagem é um intervalo fechado do conjunto R.

DEFINICAO

Dizemos que uma funcdo f(x) é limitada, se existe uma constante
ke R, talque |f(x)| <k, paratodo x pertencente ao dominio de f.

Exemplos: Verifique os graficos na Figura A.14.

a. f(x)=sen(2x)-2 Im(f)=[-3,-1]  (azul)

b. g(x)=1+3cos*(2x) Im(f) =[1, 4] (vermelho)

¢ h(x):se”)ESx) m(f)=[-1,5]  (verde)

d. mix)=—— Im(f)=[-1,-1]  (amarelo)
X +1
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Figura A.15: Graficos de fun¢des limitadas

Da analise desses graficos, vamos apresentar dois resultados

importantes:
a. Se limf(x)=0 e g(x) é limitada, entdo limf(x)g(x)=0.

b. Se lim f(x)=0 e g(x) é limitada, entdo lim f(x)g(x)=0.

X—>too X—>too

VOCE DEVE PENSAR ASSIM:
Nas condigdes acima, [g(x)| <k, com ke R . Assim,

limf(x)g(x) =limf(x)-limg(x)=0
X—>a &r—’ X—a

(o] <k
Exemplos:
.sen(4x) 1, 1 1
a. lim senl(4x) ==1lim =sen(4x)==-0=0
X—>to0 23X B xot0 K ———— 3
T letls 1
2 2
LoAXT+1T 1 X+
b. lim——=lm=-———=0-1=0
X—>Foo X X—>+too )( )(
&
1
1.9. FUNCOES CONTINUAS
ATENCAO
DEFINICAO Vocé deve ficar atento a trés itens:
Seja X, um ponto do dominio de uma funcdo f(x). Dizemos que fé f(x,) existe?
continua no ponto x, se, e somente se, tim f(x) existe (Lembre dos limites
lim f(x) = f(x,). laterais)?
X—=Xo
E, finalmente, XLLT f(x) =f(x,) ?
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Exemplos:
a. A funcdo f(x)=3x*-1. Essa fun¢do estd definida para todo
xeR, logo f(x,) existe. Assim,

limf(x) =lim3x* =1 =74 = f(5)

X—5 X—5

Note que essa funcdo é continua em todo seu dominio R.

Z-X,X<3
b. Afuncao f(x)= é continua?
¢ ) %)(—1,)(23

Solugdo
A Unica singularidade estd em x, =3, mas vemos que f(3) esta de-
finida (f(3)=0). Nos demais pontos, a funcdo é a conhecida e "bem

comportada” fun¢do do primeiro grau. Vamos calcular o limite:
lim f(x) = lim(3-x)=3-3=0

X—3" X—3"

lim f(x) = lim(lx—l):%S—l =0

x—3" x—3"

Logo, o limite existe e é iguala lim f(x)=0.
. ~ X3 .
Como limf(x)=0=1(3) e ndo ha outros pontos a serem verifi-
X—3
cados, podemos afirmar que f(x) é continua em todo o seu domi-
nio. Tente fazer o grafico.

Contra-exemplo: Duas func¢des ndo continuas.
A Figura A.16 ilustra dois exemplos de fungdes descontinuas.

A primeira é a fungdo f(x):iz. Note que nenhuma das condi-
X—

e - 3+xx<1 _ . .

¢Oes é satisfeita. Por outro lado, a funcdo g(x) = , a direi-
2—-XxX>1

ta, é definida por partes e existe na singularidade x, =1. Porém,

os limites laterais a esquerda e a direita sdo diferentes, de modo

que lingg(x) nao existe.
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y
5
4
y
3 47
2 :
3 :
1 :
2 :
—Tr 1 2 3 4 5 X
1 1 Q\
) :
4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 X
-3
-1
-4
-5

Figura A.16: Dois exemplos de fun¢des descontinuas.

1.9.1. Propriedades das func¢des continuas
Sejam f(x) e g(x) duas fun¢des continuas em um ponto x=x,,
entdo as seguintes propriedades podem ser verificadas:

a. h(x)=f(x)xg(x) é continuaem x=x,;

b. h(x)="f(x)-g(x) é continuaem x=x,;

C. h(x)=M é continua em x=x,.

g(x)

1.10. RETAS TANGENTES

Nesta se¢do, estudaremos outra aplicagdo do calculo de limites.
Observe com atencdo a sequéncia de imagens da figura A.17. Da
esquerda para a direita, a reta rvai se aproximando da circunferén-
cia até toca-la num ponto P

OO0 0

Figura A.17: Retas tangentes a uma circunferéncia.

Na terceira figura, dizemos que a reta r é tangente a circun- @ atencio
feréncia no ponto P e, na quarta imagem, dizemos que a reta r é Fique atento! A reta tangente toca
secante a circunferéncia. (apenas tocal) a curva em P.Uma
. . reta que corte a curvaemP, NAO é
Nesse exemplo, parece facil encontrar a reta tangente em um
ponto P, desde que ela exista. Porém, encontrar com precisdo a

equacdo exata da reta tangente que passa por P requer uma técni-

uma reta tangente.
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ca matematica apropriada, a qual se utiliza dos conceitos de limites
que vocé ja conhece.

A seguir, vamos determinar, como exemplo, a equacado da reta
tangente a curva descrita pela funcdo y =f(x)=4-x*. A deducao
serd feita de maneira genérica, para uma funcdo y =f(x) qualquer,
em uma curva continua de um intervalo arbitrario.

Seja y =f(x) uma curva continua definida em um intervalo ar-
bitrario (a,b). Estamos interessados em encontrar a reta tangente a
curvano ponto P =(x,.y,).onde y, =f(x,). Vamos tomar um outro
ponto Q =(x,y) e(a,b) e tracar uma reta entre P e Q. Essa é uma reta
secante a curva descrita por f.

Agora observe a Figura A.18. O coeficiente angular da reta se-

Y—VYo

e

cante s é tanp = .Movendo o ponto Q na dire¢do de P, a reta

secante se aproxima da reta tangente, de modo que o angulo B se
aproxima do angulo o e, assim, tanf se aproxima de tana .

B .
7 6 75 -4 7/2

Figura A.18: Esquema ilustrativo da determinagdo de retas tangentes.

Usando o que aprendemos de limites, podemos perceber que
limtanB=tana.
QP

Devemos expressar essa igualdade em termos das grandezas
conhecidas, os pares ordenados (x,y) e (x,.Y,). Para isso, é funda-
mental perceber que a medida que Q —» P, temos também x — x,,
e, portanto:
f(x)—f(x,)

— o =tg(a).

Xo

lim tanp = lim Y=Y° — lim
QP

X=2Xg X — )(0 X—=>Xg X
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Agora, é preciso lembrar as fun¢des do primeiro grau. A equa-
¢do da reta tem a forma

y=m-x+n,
onde m é o coeficiente angular e n é o coeficiente linear. Conhe- @ atencio
cendo m e n, ou conhecendo um destes e um ponto pertencente Se esse limite der um resultado infi-
. - IR om0
a reta, encontramos a sua equagao. Mas m =tana e temos o ponto nito, 0 dngulo @ =90" e, portanto, a

) . U reta tangente é a vertical x =X, .
P, de forma que é conveniente reescrevé-la:

Y=Y, =m(x—x,)

Exemplo (vamos calcular a equagdo da reta r da Figura A.18)
Encontre a equacdo da reta tangente a curva y = 4 —x* no ponto de
coordenada x=-1.

Solugdo
Iniciamos determinando o valor de y no ponto x=-1, ou seja,
encontrando o par (X,,Y,):

Agora, calculamos o limite:

2 2 _ _
Y=Yo _im (4-x")-3 _ im L i (x=1)(x+1)

m=t = lim
g(a) X—Xg x_xo X—-1 x_(_j_) x=>-1 X+1 X—-1 X+1

0

0
m=lim(1-x)=1+1=2

Xx—>-1

Concluindo, a equacao dareta r é;

Y =VYo =Mx=x,)

y—3=2[x~(-1)]
y—3=2x+2
Yy =2X+5
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UNIDADE B

DERIVADAS

1. A DERIVADA COMO FUNCAO

Vimos que o limite lim f0d =)

X=Xo X

nos da a inclinacdao da reta tan-
)(0

gente & curva descrita pela funcdo y=f(x) no ponto (x,,f(x,)).
Como esta inclinacdo geralmente estd associada a taxa de varia¢ao
de uma grandeza de interesse de diversos ramos da ciéncia, con-
forme ja especificamos anteriormente, o limite destacado recebe
denominagdo prépria. Vamos as defini¢des!

DEFINICAO
Seja y =f(x) uma funcdo e x, um ponto do seu dominio. Denomina-
mos derivada da fun¢do f no ponto x, e denotamos f'(x,), o limite

f'(x,) = lim )= fxo)

XX X=X,

, quando este existir.

O modo com que montamos o limite e assim expressamos o
célculo da derivada também nao é Gnico. E até mais usual expres-
sar a derivada como faremos a seguir.

NOTACAO ALTERNATIVA
Faca x—x, =Ax, assim, quando x — x,, Ax —> 0 e podemos rees-
crever:

(%)= Alimo—f(xO hl AAX) —flxo) .
X—> X

Exemplos
a. Calcule a derivada da funcdo f(x)=x*>—4x no ponto x=0.

3\ _n? 2
£(0) = im0 i XA o )= 4

x—0 X—0 x—0 X x—0

b. Calcule a derivada da fungdo f(t)=+t-2 em um ponto t
qualquer do seu dominio.

(1) = tim TEXAD=FO) ;- Jitran-2-t-2

At—0 At At—0 At

0
0
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ATENgZ\o

Ha varias notag¢des para indicar a de-
rivada de uma fungdo ¥y =f(x). Nos
usaremos trés das mais tradicionais:

a. f'(x) , l&-se: “f linha de x"
b. jl , lé-se: “derivada de y com relacao
X

ax", ouapenas“dey de x"

c. y'(x), lé-se: "y linha de x”

ATENgZ\o

Uma funcdo é derivavel em um pon-
to x=x, somente se ela é continua
nesse ponto.
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Nesses casos, o caminho é racionalizar:

) i JEHAD-2-VE-2 Jitrah-2+yi-2
_AtaO At \/(t+At)_2 +\/t_2

(\/(t+At)—2)2—(\/t—2)2_“m (t+At)—2—(t-2)

f'(t) = lim =
80 Ar((ltrA)-2+4E-2) 0 at( |t A -2 +1E-2)
. At . 1 1
f'(t)= = -
¥ AlinOAt(\/(t+At)—2+\/t—2) Alrjr]>‘3\/(t+At)—2+Jt—2 Ji—2+4t-2
T —
ni-2

FIM!
E melhor treinar um pouco. Tente refazer os dois exemplos trocan-
do os métodos.

1.1. DERIVADAS LATERAIS

O célculo da derivada é um processo denominado derivagdo. O
processo recebe este nome por justamente construir (derivar) uma
funcdof' a partir de uma funcdo f. Se uma funcdo f'(x,) existir,
dizemos que a funcdo é derivdvel em x=x,. Para isso, f(x,) deve
existir e, como a derivada é um tipo especial de limite, f'(x,) so-
mente existird sob condi¢des andlogas aquelas apresentadas na
unidade 1. Vamos as defini¢des!

DEFINICAO
Seja y =f(x) uma funcdo e x, um ponto do seu dominio. Denomi-
namos derivada a direita da funcdo f no ponto x, e denotamos

f/(x,). 0 limite
f(x,) = lim f0O-f0) | se o limite existir.
%

+
x=x5 X

Assim como os limites em um ponto x =Xx,, dizemos que uma
funcao é derivavel num determinado ponto somente quando as deri-
vadas laterais a esquerda e a direita neste ponto existem e sdo iguais.

Exemplo

Verifique se a fungao f(x):|x—2| é continua e derivavel em qual-
quer ponto do seu dominio.
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Solugdo
Da definicdo de valor absoluto, temos que a fun¢ao tem comporta-
mento diferente para x>2 e x<2:

—X=2),x<2 C
f(x) = ( ) (da definicdo de valor absoluto)
(x—=2),x=>2
Exceto para x=2, a funcdo é "bem comportada”. Vamos verifi-

car se f(x)=|x-2| é continua nesse ponto:

limf(x)= lim(2-x)=0 e limf(x)=lim(x-2)=0

x—2" x—2" x—2" x—2"

Logo, f(x) é continua. Agora vamos calcular as derivadas de f
a esquerda e a direita de x=2.

. . f(x)=f(2 . (x=2)-0
f. (2)= lim () ():hm( ) =1
x->2t X—2 x—2" X—2
. . —f(2 .o —{x=2 .
£2) = tim W=F@) o 2022 i gy -y
x=2"  X—=2 x—>2" X—=2 x—2"
CONCLUSAO ATENCAO
f(x) é continua em x =2, mas ndo é derivavel nesse ponto. Quando encontramos derivadas late-

rais de uma funcdo f diferentes em
um determinado ponto, dizemos que
este é um ponto anguloso e que f

1.2. REGRAS DE DERIVACAO ndo varia de forma suave nesse ponto.
Como vimos, calcular a derivada de fung¢des a partir da definicdo

pode ser um processo lento e muito trabalhoso. Por isso, vamos

enunciar algumas propriedades que nos possibilitardo encontrar a

derivada com alguma facilidade.

1.2.1. Derivada de uma funcao constante
Se K é uma constante real e f(x)=K para todo x, entdo f'(x)=0.

m T A =0 o KK

AX—0 AX Ax—0  AX AX—0

Costumamos dizer: “a derivada de uma constante é zero".

1.2.2. Derivada de uma poténcia

Se n#0 é um ndmero inteiro e se f(x)=x", entdo f'(x)=nx
Ndo provaremos este resultado, mas, em seguida, faremos al-

guns exemplos.

n-1

1.2.3. Derivada do produto de uma constante por uma funcao
Se f(x) é uma funcdo derivavel e K é uma constante real, entdo a
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funcao
g(x) =K-f(x) tem derivada g'(x)=
Prova:
g'(x)= lim 8o+ A —glx) _ o Kb+ Ax) —Kf(x) _
x>0 AX AX—0 AX

Exemplos: calcule f'(x) nos seguintes casos:
a. f(x)=x, gx)=x*, h(x)=x*,

Solugdo (vamos usar f'(x) =nx""):

fx)=1-x"1=1.x°=1

b. f(x)=2¢

Solugdo ) ,

f'(x) = (2)(5) = 2()(5) =2-5¢"" =10x*

ux)=x"

Ax—0

m f(x + Ax) —f(x)
AX

1.2.4. Derivada da soma, do produto e do quociente de funcdes

Se f(x) e g(x) sdo func¢des derivaveis, entdo:

a. 3 funcdo h(})=f(x)+g(x) tem
h'(x) =f'(x)+g'(x).
b. a funcdo f(x)-g(x) tem

h(x) =
h'(x) = f'(x)- g(x) +g'(x)- f(x) .
f(x)

derivada

derivada

dada

dada

por

por

c. a funcdo h(x)=@, com g(x)=0, tem derivada dada por

hbd:fwrgm—gyyﬂm.
[8(x)]

Ndo provaremos esses resultados, apenas faremos exemplos

36

=K-f'(x)

ATENCAO
Se n for um ndmero racional, a
regra continua valida!
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de aplicagdes.

Exemplos: calcule f'(x) nos seguintes casos:
a. f(x)=2¢° +%x‘5 (exemplo anterior!)

Solugdo

f'(x) = [2)(5 +%x5j = (2x5 )' +[%x5j =10x* +[—§x6j =10x" —%x’
b. f(x)=L, com x#2.

X—2

Solugdo

ALERTA
u(x)

Aqui definimos f(x):(—) e fizemos f'(x) = W) vx) —vx) - ulx)
v(x

. f(x)=xyx-2
Solugdo

Aqui usaremos a regra f'(x)=u'(x)-v{(x)+v'(x)-u(x) .

' ! ’ ’

f'(x)=(x)( x—2)+( x—2) (x).mas (x) =1 e( x—2) é:

(x—z):{(x_z)ﬂ =%~(x—2)‘§: LI 1

2(x-2)r 22
Substituindo na primeira expressao...

1 X
fix)=1-vx—-2+ K=AX—2+
2% -2 24X =2

2. UMA APLICAQRO MUITO IMPORTANTE: A
DERIVADA COMO TAXA DE VARIA(;Z\O

J& vimos como a derivada é usada para calcular inclinagdes, porém,
a derivada também pode ser usada para calcular a taxa de variagao
de uma varidvel em relacao a outra. Aplicagdes envolvendo taxas
de variacdo aparecem em muitas outras areas de conhecimento.
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Crescimento populacional, taxa de produtividade, taxa de fluxo de
agua, velocidade e aceleracdo sdo alguns exemplos em que se en-
contra a aplicacao da taxa de variacdo.

Uma aplicacdo corriqueira da taxa de varia¢do € descrever 0 mo-
vimento de um objeto que se desloca em trajetoria retilinea. Nesse
caso, é comum usar uma reta horizontal ou vertical, em que é fixada
uma origem, para representar a trajetéria do objeto. Numa reta como
essa, podemos arbitrariamente considerar um deslocamento para a
direita (para cima) como sendo na dire¢do positiva e um deslocamen-
to para a esquerda (para baixo) como sendo na dire¢do negativa, fi-
cando a critério de quem estd resolvendo o problema.

A funcdo s que determina a posicdo do objeto (em relacdo a
origem) como uma func¢do do tempo t é denominada funcdo po-
sicdo. Se, no intervalo de tempo At, a posicdo do objeto variar de
As =s(t+At)—s(t), entdo, usando a expressado

distancia
taxg=———
tempo

temos que a velocidade média é dada por:

As 5-5,
Vined = 71
At t-t,

Assim, por exemplo, se sabemos que um carro andou 40 km
em %2 hora por uma estrada reta, afirmamos que a velocidade mé-
dia durante o percurso foi de:

AS _ 40 _ oo kmih.

Vipeg =— =
At %

Porém, com essas informagdes, ndo podemos dizer qual a ve-
locidade que o velocimetro de carro estd marcando num determi-
nado tempo t.

Agora vamos supor que conhecemos s=f(t). Vamos calcular
essa média no menor intervalo de tempo possivel, junto a um instan-
te t,. N6s sabemos fazer isso! Basta escolher um tempo t arbitrario,
calcular v, 4 nointervalo At=t-t, e fazer At—>0 ouseja, t>t:

s(t)—s(t,) st )= ds

v(t,)=lim =—
(t.) t, dt

toty t

Assim, a velocidade instantanea de uma particula (que executa
movimento retilineo) num determinado tempo t arbitrario é dada
pela derivada da posicao s(t) em relacdo ao tempo.
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3. A REGRA DA CADEIA E DERIVA(;RO IMPLICITA

Suponha que vocé precise calcular a derivada da funcao
f(x) = (3)(2 +1O)2. Com o que vimos até agora, vocé certamente de-
senvolveria o binémio e calcularia a derivada do polinémio resul-
tante. Correto? Vamos ver:

’

f'(x) = [(3)(2 +1O)2} = (9)(“ +60x? +100)' =36x>+120x

SEM PROBLEMAS...

Agora vamos mudar o expoente, f(x)= (3)(2 +1O)1o. Certamente
voCé ndo gostaria de desenvolver este bindmio, calcular a derivada
e, em seguida, tentar reagrupar os termos. Para esse tipo de tarefa,
desenvolveu-se um dos principais teoremas do calculo, chamado
regra da cadeia.

Imagine f(x) como uma funcdo composta, f(x)=u(x)ev(x)
onde u(x)=x" e v(x)=3x>+10. Derivar funcdes do tipo
f(x) =u(v(x)) =u(x)e v(x) é o foco da regra da cadeia.

3.1. REGRA DA CADEIA

Seja g uma funcdo derivavel em x e f uma funcdo derivavel em
g(x). A funcdo composta fog também é derivavel em x e a deri-
vada é dada por

’

(fog) () =F(glx)-g'().

NOTACAO USUAL dy du
Sejamy =g(u), u=f(x) e suas respectivas derivadas W ¢ A
derivada de y com relacdo a x existe, é dada pela regra da cadeia
e, geralmente, é escrita na forma:

dy dy du

dx du dx

Exemplo
Use a regra da cadeia para encontrar a derivada das func¢des abaixo:

a. y=(5x+10)

Solugdo dv dv d
VVamos iniciar indicando as fun¢des conforme a regra ey _¢gy au.
dx du dx
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Aregra da cadeia é aplicada
sucessivamente, quantas vezes
forem necessarias (por isso regra da
“cadeia”). Exemplo:

(fog °h)y 09 =f"(g(h69)) g (n0))-h'(x)
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y=u> e u=5x+10, agora calculamos:

_dy _dy du

=2 -2 =(2u)-(5)=10u=10-(5x+10) = 50%x + 100
dx du dx

y

b. y= (3)(2 +10)10

Solugdo
y=u? e u=3x*+10 B arencio
A partir d f
o9y _dy du_ (10u?)-(6x) = 60x-U° = 60x%-(3x* +10)° = 60x(3x* +10)° partirde agora, vamos fazer os
dx du dx calculos diretamente, ndo mais sera

identificada explicitamente qual
fungdo é "u(x) ".

C y=+2¢%-3
Solugdo

1
2(2x —3)2 X=3

d. y=+/(5x+10)* +2

Solugdo (é recomendado que, neste caso, o leitor identifique as
funcdes e refaga o exercicio passo a passo):

, _dy dy du dv_{l

it APt Skl >

" T qu ((5x+10) +2)2][2-(5x+10)}[5-1]

, 10(5x+10) 25x+50

25x+10P +2  \[5x+ 107 +2

3.2. DERIVAGAO IMPLICITA

Até agora, trabalhamos somente com fun¢des definidas explicitamen-
te. Agora, como vocé derivaria a seguinte funcdo com relacdo a x ?

y?=3x+1=0

Nesses casos, basta aplicar o que chamamos de derivagdo im-
plicita. Esta técnica € a aplicacdo da regra da cadeia a expressao
para a derivada de poténcias.

Seja f uma poténciade u e este uma funcdo de x. A derivada
de f(u)=u" com relagdo a x é dada por

f'(u) = ([u(x)]n) = n[u(x)]n_1 U'(x)
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Exemplo
Calcule implicitamente a derivada de y =+/3x—1.

Reescrevendo...

y>—3x+1=0, agora derivamos ambos os lados (a derivada de
zero é zero!):

(y*=23x+1)=0" — (2y)-y'-(3:1)+0=0 — 2yy'-3=0 — y’=%

-3 — Confira este resultado aplicando outro método.

y= 23x -1

4. DERIVADAS DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS

As fungdes trigonométricas tém grande aplicacdo na Fisica e nas
Engenharias. Por isso, saber descrever as varia¢des instantaneas de
grandezas descritas por essas fun¢des tem muita relevancia para
estes profissionais.

A Tabela B.1 apresenta as derivadas das principais funcdes
trigonométricas. Para aplicar estes resultados, geralmente precisa-
mos fazer uso da regra da cadeia. E recomendado que o estudante
memorize 30 menos as trés primeiras derivadas da lista.

f(u) f'(u)
sen(u) cos(u)
cos(u) —sen(u)
tan(u) sec?(u)
cotg(u) —cosec?(u)
sec(u) sec(u)-tg(u)
cosec(u) —cosec(u)-cotg(u)

Tabela B.1

Vamos demonstrar alguns desses resultados, aproveitando
para melhorar nossas habilidades ao aplicar a defini¢do. Para isso,
precisamos de identidades trigonométricas bastante conhecidas:

sen(a)

tan(@)= cos(a)

sen®(a)+cos?(a)=1;

sen(@axb) =sen(a)cos(b) =sen(b)cos(a)
Muita aten¢do com os sinais!
cos(a+b) = cos(a)cos(b) ¥ sen(a)sen(b)
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Demonstracdo 1: (sen(x)) =cos(x)
Da defini¢do, fazendo y =sen(x), temos:
sen(x + Ax) —sen(x) sen(x)cos(Ax) +sen(Ax)cos(x) —sen(x)

y' = lim = lim =
Ax—0 AX Ax—0 AX

sen(Ax)cos(x)+sen(x)[ cos(Ax)—1]

" sen(Ax)cos(x) . sen(x)[ cos(Ax)-1]

y' = lim =i + i =

Ax—0 AX Ax—0 AX AX—0 AX

. . sen(Ax . . cos(Ax)-1

y'= lim cos(x)- lim #‘f‘ lim sen(x)- lim cos(Ax)-1 =cos(x)-(1) +sen(x)-(0) = cos(x)

Ax—0 Ax—0  AX Ax—0 AX—0 AX

1 0
. . s . sen(Ax)
Onde usamos o limite trigonométrico fundamental lim ~ 1
Ax—0 X
cos(Ax) -1

e a consequéncia direta lim =0.

Ax—0 AX

’
A demonstracdo de (cos(x)) =-sen(x) fica como exercicio.
Basta seguir os mesmos passos que acabamos de realizar.

’

Demonstracdo 2: (tg(x)) =sec’(x)

senx o
Nesse caso, lembramos que y = tg(x) = e usamos os dois pri-

COsX

meiros resultados para aplicar a regra da derivada do quociente.

. (sen(x)j B [sen(x)]/ cos(x)—[cos(s)], sen(x) cos(x)cos(x)—[ —sen(x) ]sen(x)

cos(x) cos?(x) cos2(x)
nZ 2
,_se (x)+sen?(x) 1 sec2(x)
cos2(x) cos2(x)

Novamente, ~vamos  deixar ~a demonstracio  de
(cotg(x)) =—cosec’(x) como exercicio, esta também é bastante
semelhante a que fizemos.

’

Demonstracdo 3: (sec(x)) =sec(x)-tg(x)

1 R
Como y =sec(x)=———, esta sera facil de resolver! Vamos usar a

0s(x)

regra da cadeia:

!

y'= ([Cos(x)]il) = (-:I.)-I:COS(X):'i2 -(COS()()) = L .(—sen(x)) =

y' =sec(x)-tan(x)
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Convidamos vocé a demonstrar a Ultima. Agora vamos aplicar!
Exemplo: encontre a derivada das seguintes fun¢des:
a. y=sen(5x)

Solugdo (lembre-se, usaremos diretamente a regra da cadeia!):

’

y' =(sen(5x)) =(cos(5x))-(5-1) = 5cos(5x)
b. y=cos(x®)

Solugdo

’ ’

y’:(cos(x5)) :(—sen(xs))-(xs) =(—sen(x5))~(5~x“)=—5x“sen(x5)
c. y=sec(3x*+1)

Solugdo

y' = (sec(.’>x2 +1)) = [sec(sz +1)-tan(3x? +1)]-(3~2x1) =6x-sec(3x> +1)-tan(3x* +1)

d. y=sen’(2x’)
Solugdo

’

y' = (sen5(2x3)) = [5-5en“(2x3)](2-_7>x2 ) =30sen”(2x*)
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5. DERIVADAS DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS
INVERSAS

Assim como as fungdes trigonométricas ja trabalhadas, suas inver-
sas também tém grande aplicacdo. Novamente, apresentaremos
uma tabela com as seis principais.

f(u) f'(u)
1
arcsen(u) —
—u
-1
arccos(u) 0
—-u
arctg(u) ﬁ
arccotg(u) 1 L .
+u
1
arcsec(u) WM >1
-1
arccosec(u) WM >1

Tabela B.2

N&o provaremos a maioria dos resultados acima. Faremos ape-
nas dois exemplos para exemplificar o método.

Demonstracdo 1: y = arcsen(x)
Essas funcdes devem ser derivadas implicitamente. Para isso, usa-
remos

y =arcsen(x) — sen(y)=sen(arcsen(x))=x (O sen do arcsen éo
préprio argumento!)

’ ’ 1

(sen(y)) =(x) — cos(y)ly)y=1 — y'=cos(y)

Mas sen’(a)+cos’*(a)=1 e sen(y)=x

_ 1 _ 1
\/1—sen2(y) J1-x2

’

Yy

Demonstracao 2: y =arctg(x).
Calculando a tangente em ambos os lados temos tg(y) =x. Agora,
derivamos os dois lados com relagdo a x:

’ ’ !’

(tgly)) =(x) — sec’(y)(y) =1 — y’=?2(y),mas sec’(a)=1+tan’(a)

Y= 1 1
1+tan’(y) 1+x°
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As outras demonstracoes ficam como exercicio.

Exemplo: calcule a derivada da seguinte funcdo inversa:
a. y=arccos(3x’)

Solugdo
Basta aplicar a regra da cadeia, fazendo y =arccos(u), com u=3x>:
— _ 4 _ 4
':d_y.ﬂ:[ 12)(3‘5)(4): 15x - 15x10
dU dy \ll—U \/1_(3)(5) \/1—9)(

6. DERIVADAS DE FUNCOES EXPONENCIAIS E
LOGARITMICAS

6.1. DERIVADA DA FUNQKO EXPONENCIAL

A derivada da funcdo exponencial depende do resultado

=In(a) que é uma consequéncia direta do limite fun-
damental que resulta no nimero e.

Seja y=f(x)=a“, com a>0 e a=1.Aderivada f(x) com rela-

¢do a x é dada por
y'=3"In(a).

Note que a derivada da func¢do exponencial natural y=e” é a
propria funcao:
y'=e*ln(e)=e

—
1

Demonstracdo .
Vamos usar a defini¢cdo para encontrar (ax) =a"In(a):

’ X+AX X X AX AX
. - . a - . . (@™ -1
(ax) = lim ———— = lim ( ): lim a* - lim u:a"ln(a).
AX—0 AX Ax—0 AX AX—0 Ax—0 AX

3" In(a)

Exemplo: calcule a derivada da fun¢do y =f(x) = e,

Solugdo ,
y'= (e“z*z) = (e”Z”)(z-x) = 2%
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6.2. DERIVADA DA FUNgZ\O LOGARITMICA

Uma fungdo logaritmica de base a é justamente a fung¢do inversa
da respectiva exponencial de mesma base. Desse modo, usaremos
técnica semelhante aquela utilizada no calculo das derivadas das
fungdes inversas trigonométricas.

Seja y =f(x)=log,(x), com a>0 e a=1. Aplicando a expo-
nencial de base a em ambos os lados, obtemos:

3’ =3 a¥ =x. Derivando implicitamente com relacdo a x,

4 ’

(ay) =(x) — @ :Infa)-y'=1.Mas, a’ =x, logo

;1
y ~ xIn(a)

Observe que a derivada do logaritmo natural é apenas:

y ==
X
Exemplo
Calcular a derivada de y =f(x) = x* In(3x)..

Solugdo '
Vamos aplicar a regra do produto (uv) =u'v+v'u:

’

’ ’ (3

y'= (xz) In(3x)+(In(3x)) x* =2x-In(3x)+ % =2xIn(3xX) +x
3X
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UNIDADE C

APLICACOES DAS DERIVADAS

1. EXTREMOS DE FUNCOES

No calculo, dedica-se muito tempo e esforco para determinar o
comportamento de uma fun¢do em um intervalo I. Sera que f tem
um valor maximo em 1? Sera que tem um valor minimo? Onde a
funcdo é crescente? Onde é decrescente? Neste capitulo, vocé
aprendera como usar derivadas para responder a estas perguntas.
Vocé vera também por que essas questoes sdao importantes nas
aplicagdes do nosso cotidiano.

1.1. DEFINIgI\O DE EXTREMOS
Seja f uma fun¢do definida num intervalo | que contenha o ponto X, .

* f(x,) € o minimo de f em | se f(x,)<f(x) para todo x perten-
centeal.

* f(x,) € o méximo de f em | se f(x,)>f(x) paratodo x perten-
centeal.

Dizemos que o minimo e 0 maximo de uma fun¢do em um in-
tervalo sdo os valores extremos da fungdo neste intervalo.

Uma fungdo pode conter mais de um minimo ou maximo defini-
dos em subintervalos de um outro intervalo maior. Nesse caso, um ex-
tremo qualquer sera chamado minimo ou maximo local e um extremo
que satisfaca uma das condigdes listadas para todo o intervalo maior
€ chamado de minimo absoluto e maximo absoluto neste intervalo.

Uma fungdo ndo precisa apresentar valores extremos em um
intervalo. Veja como exemplo a Figura C.1, onde apresentamos trés
situagdes envolvendo a funcdo f(x) =4 —x*, com varia¢des em seu
dominio. Na Figura C.1a, vemos que f(x) possui tanto maximos
quanto minimos. Note que o ponto (1,3) é um minimo local, en-
quanto que os pontos (-2,0) e (0,4) sd3o extremos absolutos (o pri-
meiro € um minimo absoluto e o segundo é um maximo absoluto).
J4 a funcdo da curva b ndo possui minimo, apenas maximo. Final-
mente, observe que uma descontinuidade como aquela apresen-
tada na Figura C.1c faz com que f(x) ndo tenha um valor maximo.
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Figura C.1: Exemplo de extremos de funcoes.

1.2. TEOREMA DO VALOR EXTREMO

O Teorema do Valor Extremo garante a existéncia de um maximo e
um minimo de uma func¢ado f num intervalo fechado. Vejamos:

Se f é continua no intervalo fechado [a, b], entdo f tem tanto
mdximo quanto minimo nesse intervalo.

Esse é o teorema que garante a existéncia de valores minimo e
maximo, mas N3o mostra como encontrar esses valores. Use 0s recursos
referentes a valores extremos de uma ferramenta grafica para encontrar
os valores minimo e maximo de cada uma das seguintes fung¢des.

f(x) =x* —4x+5, no intervalo fechado [-1,3].
f(x) =x*> —2x* =3x -2, no intervalo fechado[-1,3].

1.2.1. Extremos relativos e nimeros criticos

Na Figura C.2, o grafico de f(x)=x>-3x* tem um maximo relativo
em (0,0) e um minimo relativo em (2,-4). Informalmente, podemos
pensar em um maximo relativo como a ocorréncia de uma "monta-
nha" no grafico e em um minimo relativo como a ocorréncia de um
"vale” no grafico. Tais montanhas e vales podem ocorrer de duas
formas. Se a montanha (ou vale) for suave e arredondada, o grafico
tem uma linha tangente horizontal no ponto mais alto (ou no ponto
mais baixo). Se a montanha (ou vale) for aguda (um "bico”), o grafi-
co representa uma fung¢do que ndo é diferencidvel no ponto mais
alto (ou no ponto mais baixo).
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montanha y f(x)=x3-2x2
(0,0) . X , X ,

-1 4 X
1.
.2.
-3.

___vale
41 (21-4)

Figura C.2: Exemplos de extremos relativos de fungdes.

1.2.2. Defini¢oes formais dos extremos relativos:

Se existe um intervalo aberto contendo x, no qual f(x,) é um md-
ximo, entdo f(x,) é chamado de mdximo relativo de f, ou podemos
ainda dizer que f tem um mdximo relativo em (x, ., f(x,)).

Se existe um intervalo aberto contendo x, no qual f(x,) é um
minimo, entdo f(x,) é chamado de minimo relativo de f, ou pode-
mos ainda dizer que f tem um minimo relativo em (x,, f(x,)).

Observe que a derivada no maximo relativo ou é nula ou ndo
existe. Os valores de x nesses pontos especiais sao chamados de
numeros criticos. A Figura C.3 mostra dois tipos distintos de nime-
ros criticos, um onde a derivada de f ndo existe (b) e outro onde
f'(x,) é nula (a), representada pela reta horizontal em azul.

a) b)
y v

X

Figura C.3: Dois tipos distintos de ndmeros criticos. A reta em azul representa a

derivada de f no ponto Xo -
TEOREMA

Seja f uma funcdo definida em x, . Se f'(x,)=0 ou se f n3o é dife-
rencidvel em x,, entdo x, € um ndmero critico de f.
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1.2.3. Encontrando extremos em um intervalo fechado

O Teorema acima afirma que os extremos relativos de uma funcdo
f podem ocorrer apenas nos nimeros criticos da funcdo. Sabendo
disso, vamos listar uma sequéncia de procedimentos usados para
encontrar os extremos de f em um intervalo fechado [a,b]. S3o eles:

Ache os ndmeros criticos de f em[a,b];

Calcule f em cada nimero critico em [a,b];

Calcule f nas extremidades de [a,b];

O menor desses valores é o minimo absoluto de f em[a,b]e o

a N o o

maior valor € o maximo absoluto.

da funcdo f(x)=2x> -5x* definida no intervalo :

1

Exemplo: encontre o valor maximo absoluto e rr%in; 0 absoluto
E‘E er

Solugdo

Observe o grafico de f(x) representado na Figura C.4. Perceba que f

estd definida em um intervalo fechado e que ha 5 nimeros criticos.

Figura C.4: Grafico da funcdo f(x)=2x* -5x*, definida no intervalo [732}

Os nGmeros criticos sdo os pontos em que f'(x)=0 ou em que f'(x)
nao existe. Vamos calcular f'(x):

f(x)=2x>-5x*> > f'(x) =10x* —15x*

Observe que f'(x) é um polindmio e, portanto, existe em todo

intervalo {—%%} . Agora, encontramos os pontos em que f'(x)=0:
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f'(x)=10x* -15x* =0 — 5x°(2x* -3)=0

5x2 =0 ou 2% -3=0
x=0 xzzé SoX=4% 3
2 2

Agora, calculamos f em cada namero critico em {—g%] 0
resultado é mostrado na Tabela C.1.

X f(x) COMENTARIO
2
_3 —7: 1,6875 Minimo local
2 16
—\/g 3,674.. Maximo local
0 0 Ponto de inflexao
El -3,674... Minimo absoluto de f em [—EZ}
2 2 4
7 i 37
— 6.029... Méaximo absoluto de f em | —=,—
4 K { 2 4}

Tabela C.1

2. TEOREMA DE ROLLE E TEOREMA DO VALOR MEDIO

2.1. TEOREMA DE ROLLE

Vimos, na se¢do anterior, que o Teorema do Valor Extremo garante que
uma funcdo continua em um intervalo fechado [a, b] tem tanto um mi-
nimo quanto um maximo neste intervalo. Entretanto, ndo é garantida
a existéncia de maximos e minimos além daqueles que ocorrem nas
extremidades. O Teorema de Rolle nos da condicdes de garantir a exis-
téncia de valores extremos mesmo em um INTERVALO ABERTO.

TEOREMA

Seja f uma fung¢do continua em um intervalo fechado [a,b] e dife-
rencidvel no intervalo aberto (a,b). Se f(a)=f(b) entdo existe pelo
menos um nimero x, em (a,b) tal que f'(x,)=0.

51

ATENQRO

Como podemos ver na Figura C.4,

o ponto (0,0) ndo é um extremo

da fungdo f . Esse ponto recebe
uma denominacdo especial (ponto
de inflexdo), porque nele a fun¢do
muda sua concavidade. No decorrer
do curso de célculo, veremos uma
forma totalmente algébrica de
encontra-lo, usando derivadas.

ATENQRO

Aqui, por defini¢do, os extremos
estdo excluidos.
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DEMONSTRACAO
Seja f(a) =K =f(b). Observamos trés casos:

Casol
Se f(x)=K paratodo xe[ab], f é constante nesse intervalo e, as-
sim, f(x)=0 paratodo x<(a,b).

Casoll

Suponha f(x) >K para algum x e(a,b). Pelo Teorema do Valor Extre-
mo, sabemos que f tem um maximo em algum ponto x=x, desse
intervalo. Além disso, como f(x)>K, este maximo ndo ocorre em
nenhuma das extremidades. Portanto, f tem maximo no intervalo
aberto (a,b), o que implica que f(x,) é um maximo relativo e x, é
um numero critico de f. Finalmente, jd que f é diferencidvel em
(a,b), podemos concluir que f'(x,)=0.

Caso lll
Se f(x) <K para algum x e(a,b), a demonstracdo é analoga ao Caso
[, porém envolve um valor minimo ao invés de maximo.

Pelo Teorema de Rolle, podemos ver que, se uma funcao f é
continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b), e se f(a)=f(b), existe
pelo menos um valor de x entre a e b no qual o grafico de f tem
uma tangente horizontal, conforme é mostrado na Figura C.5a. J&
a Figura C.5b mostra que a hipétese de diferenciabilidade é uma
condicdo necesséria, pois em b) hd um maximo relativo e a fun¢do
ilustrada ndo possui nenhum ponto com f'(x)=0 em (3, b).

a) b)
y y

a X b x a % b X

Figura C.5: Na parte b, o Teorema de Rolle ndo é valido.

Exemplo: encontre os pontos de interseccdao entre a fungao
f(x)=x*-5x+5 e areta y=-1 e verifique que realmente ha um
ponto entre eles com f'(x).

Solugdo

Na interseccdo, f(x)=x*—5x+5=—1.Assim:
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X2 —5x+6=0 — X, =2 e X, =3.Agora vamos procurar pontos
criticos:

f'(x)z(x2 —5x+5) =2x-5. Assim, a f'(x) existe em todos os pon-
tos entre x, =2 e x, =3. Vamos verificar se f'(x)=0 para algum
ponto no intervalo [a,b]:

f'(x)=2x-5=0

2.2. TEOREMA DO VALOR MEDIO

O Teorema de Rolle é um caso especial do Teorema do Valor Médio
e serd usado para demonstra-lo. Vamos ver o enunciado.

TEOREMA
Seja f uma funcdo continua em um intervalo fechado [a,b] e dife-
rencidvel no intervalo aberto (3,b). Existe um ponto x, (a,b) tal que

f(b) - f(a)
f'(x,)=———.
0) b-a
DEMONSTRACAO
Para fazer a demonstracao, vamos nos apoiar na Figura C.6 e no
Teorema de Rolle. Veja (encontre esta equagdo!) que a equagdo da
reta secante que passa pelos pontos (a,f(a)) e (b,f(b)) é

_ {f(b)—f(a)

o }(x—a)Jrf(a).

Agora, vamos definir uma funcdo g(x) dada pela diferenca en-
tre a fungdo f(x) eareta y:

f(b) —f(a)

g(x):f(x){ -t

}(x —a)+f(a)

Note que, da maneira com que g foi definida, g(a)=g(b)=0
e como f e y sdo continuas e diferencidveis em (a,b), g também
tem essas propriedades em (a,b). Assim, o Teorema de Rolle garan-
te que existe x, e(a,b) tal que g'(x,)=0. Dai,

!

g'x) = [f(x) - {w} (x—a)+ f(a)] =f(x)— {@} ,

53

ATENgZ\o

Dependendo da fungdo e do inter-
valo, podem existir mais pontos com
derivada nula.
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Figura C.6: Esquema ilustrativo usado para a demonstra¢do do Teorema do Valor

Médio.

Embora o Teorema do Valor Médio possa ser usado diretamen-
te na solugdo de problemas, ele é mais frequentemente usado para
demonstrar outros teoremas. Na realidade, algumas pessoas consi-
deram que este seja o teorema mais importante do calculo.

O Teorema do Valor Médio tem implica¢des para as duas in-
terpretagdes bdsicas da derivada. Geometricamente, o teorema
garante a existéncia de uma reta tangente paralela a reta secante
pelos pontos (a,f(a)) e (b,f(b)), como mostra a Figura C.6. O pro-
ximo exemplo ilustra a interpretacao geométrica do Teorema do
Valor Médio em termos de taxa de variacdo. Este teorema implica
que deve existir um ponto no intervalo aberto (3, b) no qual a taxa
de variagdo instantanea é igual a taxa de variagao média sobre o
intervalo fechado [a,b].

Exemplo: descubra a abscissa do ponto em que a reta tangente

- 1 N
a fungdo f(x)=1-— ¢é paralela a reta que a corta nos pontos de
X

. 1
abscissas x; =5 €% =3.
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Solugdo
Chamando de m a abscissa do ponto procurado e lembrando o
teorema do valor médio, temos que esse ponto é tal que

. (3)-f( 2

"

. Assim, vamos calcular essas quantidades:

8/ _(—
2 f,(m):@ (-3) 14

9 