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RESUMO

PROBLEMAS DE AUTOVALORES PARA O
P-LAPLACIANO COM DISTINTAS CONDICOES DE
FRONTEIRA

AUTOR: Rodrigo dos Santos Pacheco
ORIENTADORA: Celene Buriol

O objetivo deste trabalho é, através do principio de Ljusternik-Schnirelman, ob-
ter uma sequéncia de autovalores para o p-Laplaciano com as condigoes de contorno de
Dirichlet, Neumann e Robin-Steklov, este ultimo sendo uma combinacao das condigoes
de contorno de Robin com as condigoes de Steklov. Além disso, apresentamos uma ca-
racterizacao para a regularidade das autofuncoes associadas e analisamos o espectro dos
problemas em questao, em especial, exploraremos o primeiro autovalor dos mesmos.
Palavras-Chave: Equagoes Elipticas Nao Lineares, Espectro do p-Laplaciano, p-Laplaciano,

Principio de Ljusternik-Schnirelman, Métodos Variacionais.



ABSTRACT

EIGENVALUES PROBLEMS FOR THE P-LAPLACIAN
WITH DIFFERENT BOUNDARY CONDITIONS

AUTHOR: Rodrigo dos Santos Pacheco
ADVISOR: Celene Buriol

The goal of this work is to obtain, through the Ljusternik-Schnirelman principle,
a sequence of eigenvalues for p-Laplacian with Dirichlet, Neumann and Robin-Steklov
boundary conditions, the last one which is a combination of the Robin boundary con-
ditions with Steklov boundary conditions. Moreover, we present a characterization for
the regularity of the eigenfunctions and make an analysis of the spectrum of problems
considered, especially, we will explore the first eigenvalue of them.
Keywords: Nonlinear Elliptic Equations, p-Laplacian Spectrum, p-Laplacian, Ljusternik-

Schnirelman Principle, Variational Methods.



LISTA DE SIMBOLOS

o Ayu = div(|VulP~2Vu);

o Vu= Qe 2u ) V=Y
=1
e () é o fecho de ©;

Y

aiL’i

e 00 é a fronteira de ;

e u # 0 indica que existe um conjunto A, de medida positiva, com u(z) # 0, para todo
x € A,

o supp(u) = {u € &; u(z) # 0};

e |A| é a medida de Lebesgue do conjunto A C R™;

o ut(z) = max{u(x),0} e u (z) = min{u(z),0};

olal f n
e Df(x) = s—5—(x), onde a = (ay,...,0y), o € NU{0} e |a| = Zai, para todo
Ox{" ... 0zon —
ie{l,2,...,n};
0
. 8_:; =1-Vu;

o lluf = [ / (Vup + |u|p>dx] "V ue W),

o ||ull, = [/ |VulPdz + / a(:v)|u|pdx] ’ , VueWhr(Q);
Q Q

o llulls = [ [ 1vulras+ /8 Qﬂ(s)\urpds} " Ve W),

bl = [ [ 1] e o = [ [ ]

o [ull = inf{a > 0; {z € Q; |u(z)| > a}| =0}
[ fllerm —rnfgfllD”‘fHoo,
|f(z) = f(y)]

o [flce) = sup =, Yz #y;
x yeQ r—y
* ||f||claa(§z ||f||cl +m‘ax[D flea@;
o [T]]" = sup{[T'(x); [lz]| = 1};
e X* é 0 espago dual de (X, || -|), munido da norma || - ||*;
e CH(Q) ={f:Q — R; [ écontinuamente k vezes diferenciavel};
e C*(Q) ={f:Q—R; f¢écontinuamente infinitamente diferencidvel};
o C5°(02) = {u € C*(Q); supp(u) é compacto};
o [P(Q) = {u:Q — R; ué mensuravel e |ju||, < co};
o [P(0Q) = {u: 00 — R; u é o-mensuravel e ||u|,s < co};

o L) ={u:Q — R; ué mensurdvel e ||ull, < oo};
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o L2°(00) ={u: 00 — R; u é o-mensuravel e ||ul|o, < co};

o WHP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q), V |a] < 1};

e WP(Q) = {u € WP(Q); uxx € W'P(Q), para cada compacto K C Q};
o WyP(Q) = {u e W'(Q); u=0em I no sentido do traco};

¢ Q) ={f € C'(Q); D'feCQ), ¥ |y <1}

e (.t.p. significa quase todo ponto, s.p.g. significa sem perda de generalidade;

eu, w»uem (X,||-|) < nhjEO ||un — u|| = 0 < u, converge fortemente para u em X;
eu, —uem (X,||) < nh_}r{)lo |f(un)—f(u)| =0, Vf € X* < u, converge fracamente para

u em X.
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1 Introducao

Problemas de otimizagao aparecem de forma extensiva na histéria da Matematica
e um dos mais famosos foi resolvido no final do século XVII, por Newton e Leibniz: o
problema da Braquistocrona, isto é, dada uma particula e dois pontos, qual é a curva
ligada por tais pontos sobre a qual tal particula desliza, considerando apenas a gravidade
como forga atuante, livre de atrito, em tempo minimo.

Tais problemas ganharam rigor a partir do século XVIII, sobre o estudo das
equagoes diferenciais. Desde entao, surgiram alguns problemas, hoje classicos, como as
equacoes da onda e do calor.

Um operador comum a tais equacgoes é o Laplaciano. Este operador nao é sé
de interesse fisico, como aparece em outras areas da matemadtica, como por exemplo,
na Geometria Diferencial. Uma extensao natural do Laplaciano é o p-Laplaciano. Este
possui também varias aplicagdes fisicas, como na glaciologia, quando p € (1, %], em meios
porosos, para p = %, ou na dinamica dos fluidos, onde a tensao de cisalhamento 7 é dada

pela formula:

T =r(z) Apu(x).

Neste caso, se p = 2, o fluido é dito Newtoniano. Se p < 2, tal fluido é pseudoplastico e
se p > 2, o fluido é dilatante. Para mais detalhes, recomendamos [4].

Um caminho natural para o entendimento do p-Laplaciano é englobar os resulta-
dos classicos da teoria eliptica do Laplaciano. O objetivo desta dissertagao é garantir a
existéncia de uma sequéncia de autovalores para o p-Laplaciano para distintas condigoes
de fronteira. Para isto, utilizaremos a teoria de Ljusternik-Schnirelman, que pode ser
encontrada com maiores detalhes em [9], [19], [41], [42] e referéncias correspondentes.

No trabalho desenvolvido, consideramos os seguintes problemas de autovalor:

e Problema de Dirichlet:

—Apu = ANulP?u, em Q,
D(Q) :
u =0, em 0f2.
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e Problema de Neumann:

N — Apu = MulP?u,  em Q,
e 0, em Of).

e Problema de Robin-Steklov:

— Aju = MulP 2, em ),

RS(Q) :
\Vu\”‘2§—Z + BlulP~2u = Mu|P~%u, em 99.

Nos trés problemas acima, 2 C R” é um dominio limitado de classe C%! (veja Definicao
6.1.3), a% denota a derivada normal exterior com respeito a 99, Ayu = div(|Vul[P~2Vu)
é o operador p-Laplaciano, com p > 1, e o parametro 3, em RS(2), pertence a L>(952),
com [ = Sle%fgﬁ(s) > 0.

Denotaremos o principio de Ljusternik-Schnirelman como principio L-S. A vanta-
gem de trabalhar com este é a possibilidade de englobar esses problemas em um unico
problema de autovalor.

A bibliografia basica deste trabalho é [26] para os problemas de Dirichlet e Neu-
mann e [11] para o problema de Robin-Steklov, que combina os problemas com condigao
de fronteira de Robin com as condigoes de fronteira de Steklov, estudados em [26]. Esta
dissertacao foi estruturada da seguinte forma: Inicialmente, damos condi¢oes para aplicar
o principio L-S em funcionais adequados, onde englobamos a existéncia das sequéncias
L-S de autovalores para os trés problemas acima em casos particulares desses funcionais.

Apos isto, apresentamos uma caracterizacao para a solucao fraca dos trés proble-
mas de fronteira. Em seguida, mostramos que as autofuncoes associadas aos autovalores
desse problema sdo essencialmente limitadas, de classe C1*(€), e sob certas hipdteses, as
autofungoes serdo de classe C1(Q).

Prosseguindo, caracterizamos o primeiro autovalor desses problemas, provando
que eles sao simples (isto é, quaisquer duas autofungoes associadas ao primeiro autovalor
sao linearmente dependentes), suas autofungoes associadas nao mudam de sinal em (2
e quaisquer autofuncoes associadas a autovalores distintos do primeiro devem mudar de
sinal no dominio.

Logo apds, mostramos que o espectro de D(Q2), N(2) e RS(Q) é fechado. Utili-
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zando este fato, provamos que o primeiro autovalor para esses problemas ¢é isolado. Este
roteiro é seguido no capitulo 3, para os problemas D(£2) e N(2), e no capitulo 4, que é
destinado ao problema RS(f2).

Por fim, listamos resultados que foram utilizados ao longo da dissertacao, como
algumas desigualdades e teoremas de imersao, bem como a regra da cadeia no espaco
WP(Q) e resultados sobre dominios nodais, que foram essenciais na demonstragao de

que o espectro dos problemas D(£2), N(Q2) e RS(Q2) ¢ isolado.
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2 O principio de Ljusternik-Schnirelman

Observamos aqui que mais detalhes sobre a teoria de Ljusternik-Schnirelman sao
encontrados em Browder [9] ou Zeidler [42] (segao 44.5 e observacao 44.23). Tal principio,
que nos garantird a existéncia de uma sequéncia de autovalores para os problemas de
Dirichlet, Neumann e Robin-Steklov, se baseia em resultados classicos da teoria dos pontos
criticos, como a condigao de Palais-Smale e o Teorema do Passo da Montanha.

Para iniciarmos, sejam X um espaco de Banach real, reflexivo e F,G : X — R.

Consideremos o problema de autovalor:
F'(u) = pG'(u), (1)

onde u € Sg = {u € X;G(u) =1} e p € R. Em Zeidler [42], temos que (u, 1) é solucao
de (1) se, e somente se, u é ponto critico de F' com respeito a Sg. Assumimos que:
(H1) F,G € C'(X,R) sao funcionais pares, com F(0) = 0 = G(0);

(H2) F’ ¢ fortemente continua, isto &,
u, = uwem X = F'(u,) = F'(u) em X*,

e se u € E(Sg), que representa a envoltéria convexa de Sg, entao F(u) = 0;

(H3) G’ ¢ limitada e satisfaz:
(U, = u, G'(u,) = ve (G'(un), un) — (v,u)) = u, — uem X;
(H4) O conjunto de nivel Sg é limitado. Além disso, se u # 0 em X, entao
(G'(u),u) >0, tEeroo G(tu) = +o0 e uigrgfg(G’(u), u) > 0.

Defina, para cada n € N, A,, como a classe de todos subconjuntos compactos e
simétricos K de S¢, de modo que F(u) >0 em K e y(K) > n, onde v(K) é o Género de

Krasnosel’skii, dado por

Y(K)=inf{j €N; 3 h: K — R\ {0}, com h continua e fmpar}.

16



Consideremos

sup inf F(u), se A, #0,

a, = HcA, veH (2)
0, se A, =0,
e
sup{n € N; a, >0}, sea; >0,
X = (3)
0, se a; = 0.

Nessas hipdteses, enunciamos o principio L-S.
Teorema 1: Sejam X um espago de Banach reflexivo e F,G : X — R cumprindo as
hipdteses (H1)-(H4). Entao valem as seguintes afirmagoes:
(i) Se a, > 0, entao (1) possui um par —u,, u, de autovetores associados ao autovalor
tn # 0, de modo que F(u,) = ay;
(ii) Se x = oo, entdo (1) tem infinitos pares —u,u, cada par associado a autovalores
diferentes de zero;
(iii) co > a3 > ay > --- >0 e a, — 0 quando n — oc;
(iv) Seja x = oco. Assim também que se u € E(Sg) e F(u) = 0, entdao (F'(u),u) = 0.
Com isso, existe uma sequéncia (u,)nen de distintos autovalores de (1), tal que p, — 0
quando n — oo;
(v) Se, para u € E(Sg), F(u) = 0, temos que u = 0, entdo y = 0o e existe uma
sequéncia de autopares ((n, fin))nen de (1) tais que u, — 0, u, — 0 quando n — oo e
iy # 0, para todo n € N.
Prova: Veja em Browder [9] ou Zeidler [42]. =

A ideia central desta primeira parte é utilizar o Teorema 1 em funcionais F e
G adequados, tais que a existéncia de autovalores para os problemas D(2), N(Q) e
RS(Q2) sejam casos particulares da existéncia da sequéncia de autovalores obtida para
esses funcionais mais gerais.

Para darmos continuidade ao trabalho, sejam 2 um dominio limitado de R™ de
classe C%', X um subespaco fechado de W'?(Q), com W,?(Q) € X C W'»(Q). Esta
escolha do espaco X é de forma que inclua todos os espacos que buscamos autofungoes,

ou seja, espacos atrelados aos trés problemas de fronteira anteriormente citados. A norma

17



em X é a induzida pela norma usual de WP((Q):

ull = Ug(yvuyp + ]u\p)dx] ’

Definimos, em X, os funcionais

F(u):/a\u]pdx—i—/ blulPds, (4)
Q B

Glu) = /Q (IVul? + [uf’)dz + /6 clulds. (5)

onde a € L>®(Q) e byc € L®(0N) com a > 0 e b,c > 0 q.t.p. em 2. Para facilitar a

notagao, definimos

Azlﬁeled,
p p
onde, para u,v € X,
(Au,v) = / alulP*uvdz +/ blulP~*uvds (6)
Q o0
(Bu,v) = /(]Vu]pQVu Vo + [uP?uv)dz +/ clulP~*uvds. (7)
Q o9

Notamos que

F'(u) = pG'(u) & Au = pBu, com G(u) =

Assumindo a validade da tltima igualdade, observamos que, para cada v € X,
/a|u|p_2uvd:x—l—/ blu[Puvds = pL, (8)
Q o9

onde L = (/(|Vu\p *Vu - Vo + [ulP"*uv)dx —l—/ c|u|p_2uvds>. No que segue, mostra-
remos que I, G cumprem as condigoes (H1)- (H4a)

Proposigao 1: Se F,G : X — R sao os funcionais definidos como em (4) e (5). Entao
F,G cumprem as condicoes (H1)-(H4).

Prova: (H1) E imediato que F, G sio funcionais pares, com F(0) = 0 = G(0). Para

18



provarmos que F, G sao de classe C'*, mostraremos inicialmente que ¢ : X — R, dada por
plw) = [ [Vupds
Q

Iyl
também o é. Para isto, definimos F; : Q x R" — R, dada por Fi(z,y) = p/ sPds,
0

para todo (x,y) € Q x R™. Assim, para 0 < h < 1leu,v € X,

o(u+ hv) — p(u) / |\Vu + hVoP — |Vul?
dz
h Q h
/ Fi(x,Vu+ hVv) — Fi(z,Vu)
Q

. dz.

Ainda, dado z € 2, pelo Teorema do Valor Médio, existe a € (0,1) tal que

|Fy(x,Vu+ hVv) — Fi(x, Vu)|
1]

IN

p|Vu + ahVoP~ Vo)
< p(IVu| +|Vo)P~ V.

Disto, da desigualdade de Holder, do expoente conjugado de p ser :z% e do Lema 6.1.3,

dx

IN

/ |Fy(z, Vu+ hVv) — Fi(x, Vu)]
0

p / (V] + [Vl | Volde
0 .

pllIVul + Vol [ Vol

IA

< K@p(lul”" + [lol”~Hllv]-

Com isto,
|Fi(z, Vu+ hVv) — Fi(x, Vu) e LY(Q).
Al
Do Teorema 6.2.1, segue que
I Fy(z,Vu+ hVv) — Fy(z, Vu) = p|VulP2Vu - Vo,

h—0t+ h

19



pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema 6.1.9), obtemos

Y o(u+ hv) — go(u)} — im / Fi(z,Vu+ hVv) — Fi(x,Vu) s
h—0+ h h—=0+ Jo h
_ / lim {Fl(x,Vu + hVv) — Fy(z, Vu) e
Qh—)()‘L h

= p/|Vu|p_2Vu-Vd:v.
0

De forma andloga, com —1 < h < 0, temos

 [elu+ hv) — p(u)
hlgg— [ h

} :p/ |Vu[P~2Vu - Vodz.
Q

Portanto,

i {m ) w(u)} ., / I ——

Consideremos agora, para cada u € X fixado, o funcional 7, : X — R, dado por T,,(v) =
p/ |VulP~*Vu - Vodz, para todo v € X. Afirmamos que T, é linear e limitado.

COQm efeito, a linearidade é consequéncia da linearidade do operador V. Da desigualdade

de Hoélder, segue que, para todo v € X,

T (v)]

IN

p/ |VulP~! | Volde
0
pllIVal = Vol

IN

< pllulP ol

Desta forma, T, é limitado. Logo, ¢ é diferencidavel a Gateaux, com derivada de Gateaux
neste ponto dada por ¢'(u) = T,. Por fim, mostremos que ¢’ : X — X* dado por
¢'(u) = Ty, é um operador continuo. Para isso, sejam (ux) C X e u € X, com up, — u

em (X, |[.]|). Consideremos, agora, ¢ : X — [L¥'(Q)]", definido por
Y(u) = |[VulP*Vu, Vue X, (9)

onde p’ é o expoente conjugado de p, e Y = [Lp'(Q)]n ¢ munido da norma

J=

P

7vf:<f17"'7fn)ey

£y = [Z £l
=1

20



Por u € X, temos que v esta bem definido, pois |Vu|”_2§—; € L”(Q), parai € {1,2,---
(wl’ e

sl = |

Notamos agora que v =

Assim sendo,

[ (u

,¥n) € limitado, pois, para cada i = 1,2, ...

p/
2 Ou dz
< /|Vu\p VP o
< ul”.
I —-EE:\M% e < nlulP.

7n7

,n}.

Ainda, v é continuo, pois, do Lema 6.1.3 e da equivaléncia das normas em R", segue que

4 ()

— ()l

IN

(fj-vor)

/ [Dwi(uk)—wi(un] da

K 1’{ /!wzuk — il >!pd:c}

Z ”wz Uk

>up]p
Culllom) — vy,

7/

Por outro lado, pela equivaléncia das normas em R”,

1[4 (us)

— Y()llly

> [ it —wi<u>|p’dx>

A\

/ <i|¢,~<uk>—¢<u ’
o fsi-sars)

Collvo(ur) —

()],
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para alguma constante positiva C’z € R. Disto, existem constantes @, b > 0 tais que

AL < IFIE < allfIb. (10)

Consideremos, agora, os seguintes casos:
Caso 1: 2 < p < 0.
Por u,v € X, pelo Lema 6.1.5 (i), pela desigualdade de Holder e por (10), observando

que o expoente conjugado de p — 1 e temos portanto,

/ () — (o) da

aAy / Vu— Vol (|Vul + [Vl =2
Q

14 (w) = ()]I15

IN

IN

= Ki [(Vu= VoP)7 (9] + Vol da
Q

IN

K1[|Vu — Vo2 [|[Vu| + [Vol|[5 @2

IA

K |[Vu = Vol (| Vull, + [|Vol],)" 2

IN

Kalu — ol ([| V]| + || Vo] 072
Por conseguinte,
19 (u) = w(@)llly < Ksllu = v]|([Vull + Vo[ E2, (11)

onde a constante K3 > 0 ¢ independende de u e v.
Caso 2: 1 <p<2.

Neste caso, se u,v € X, pelo Lema 6.1.5 (ii), temos

() — s < / () — () d

< aA@/qu—vmp’(pl)dx
Q

= K4/|Vu—Vvlpd:z:
Q

< Kyllu— "

Portanto,
e (u) = )]y < Ks|lu—ofP, (12)
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onde K5 > 0 é uma constante independente de u e v. De (11) e (12) temos que ¢ é

continuo. Por fim, considerando a desigualdade de Holder e (10),

(@) =Tl < p [ [0m) = 0@ Velda
< pllvtus) - vl Vol
< p|[[6(u) = 0wl [Vl
< p|[(u) = W)l o]

Consequentemente,

¢ (ur) = @' (@)I" = sup{[¢'(ux)(v) = ' (u)(v)]; v € X e o] =1}

= sup{[Ty, (v) = Tu(v)]; ve X e v]| =1}

pE|[l¢(ur) = (u)llly-

IN

Por 1 ser continuo, temos que ¥ (ux) — ¥(u) quando k — oo, e assim, ¢'(ug) — ¢'(u)
quando k — oo, em (X* || - ||*). Com isto, ¢’ é continuo, e assim, ¢ é de classe C'. Seja
agora ¢(u) = / alu|Pdz. Provemos que ¢ é de classe C', com derivada de Gateaux dada
por ’

/

¢ (u)(v) = p/ alulP"*uvdz, ¥ u,v € X.
Q

De fato, para 0 < h <1 e u,v € X, temos que

dx.

¢(u+hv) — ¢(u) / alu + hvlP — alul?
h Ja h

Por outro lado, pelo Teorema do Valor Médio e do Lema 6.1.3, existe o € (0, 1) tal que

|al {lu + hof” = ul”]
1]

IN

plallu+ ahvP~H ||

AN

pllallo(ful + [v[)P~*|v|

K(p)pllalloo(ful” + [vf?).

IA

Como
la| [[u + hvl? — |ul?]
Al

< / K (p)pllalloe(luf + [v?) < o0

temos que w € L'(Q). Disto, e do Teorema da Convergéncia Dominada de
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Lebesgue (Teorema 6.1.9), obtemos

lim o(u+ hv) — qﬁ(u)} — lim [/ alu + hv|P — a|u|pd4
Q

h—0+ h h—0+ h

/ . alu 4+ holP — alulP ”
= im
Qh—}(ﬁ’ h
= p/a|u|p_2uvdx.
0

De forma andloga, com —1 < h < 0, temos

nm[mu+m”_ww]=p4ﬂm%%wx

h—0— h

Portanto,

h—0 h

IM{dU+MO_Mw}:pAMMP%Mm

Ainda, para u € X fixado, o funcional S(u), definido por S,(v) = p/ aluP~?uvda,
Q
para todo v € X, é linear e limitado. De fato, a linearidade de .S, é imediata e, pela

desigualdade de Holder,

%
S
A

mwm/hm*mm
Q

pllallsollully~ V1l

IN

< pllafsolfulP ol

Logo, S, ¢é limitado, e assim, ¢ ¢é diferenciavel a Gateaux em v € X, com sua derivada de
Gateaux em u dada por ¢ (u) = S,. Provemos que ¢ : X — X*, definida por ¢ (u) = S,,

para todo u € X, é continuo. Para tal, sejam (u,) uma sequéncia em X e u € X tal que
up = wem (X, |+ [la),

onde

nmu:(lﬁvmp+MMﬂw);

Como a : 2 — R é tal que a € L*(Q2), podemos mostrar que, definidos por || - ||, define
uma norma em X. Mostraremos, a seguir, alguns lemas que serao tteis para provar que

/ /7 e
¢ ¢ continuo.
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Lema 1: O funcional [ : (X, | - ||) = R, dado por I(u) = ||u||a, é continuo e convexo.

Prova: Seja u € X. Como a € L*(1),

I(uw)" = lullg

— IVl + | a@lua)Pds

< max{l, [Jafloo }[|ul[*.
1
Denotando A = max{1, ||a||~}?, que é uma constante positiva, segue que
lulla < Alfull, ¥ u € WH(€), (13)

o que prova a continuidade de I. Por || - ||, ser uma norma em X, logo, I é convexo. m
Do lema acima, vimos que I é continuo e convexo, consequentemente, I é fraca-
mente sequencialmente continuo em (W'?(Q), || - ||). Logo, toda sequéncia (u,,) tal que

Uy, — uw em (WHP(Q), || - ||) satisfaz

liminf 7 (w,,) > I(u).

meN

Lema 2: Existe 0 > 0 tal que |[u|? > 6]|u|[?, para todo u € W'?(Q).

Prova: Sejam S = {u € W'P(Q); ||u, =1} e d = ing ||lul|P. Afirmamos que existe u € S,
ue

tal que |2 = . Com efeito, da definicdo de infimo, existe uma sequéncia (u,,) em S,

de modo que

[umlle = 0 e [Jumllz <0+ 1. (14)

Ainda, por |[up|[? = ||Vt ||} 4 [um]5 € por tm, € S, |Jum||P = [V, |5 + 1. Portanto, por

a >0,

lamlP =1 = [V
< IVunll+ / aluldz

= |lunll?-
Consequentemente, por (14),
[t < [Jum|? +1 < 8 + 2.
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Com isto, a sequéncia (u,,) é limitada em (X, ||-]|), que por sua vez é um espago reflexivo,

logo, do Lema 6.1.6, existem uma subsequéncia (u,,, ) de (u,,) e & € WHP(Q) tais que
Uy, = @ em (X | - []). (15)
Por isto e por (14), temos da observagao feita anteriormente ao lema em questao que
N o 1
il < timinf [, [l = 57.

Ainda, de (15), concluimos do Teorema 6.1.7 que u,,, — @ em (LP(Q2),] - |,). Por
conseguinte, em razao de u,,, € S e da continuidade da norma || - ||,, @ € S. Disto e de
|t < (5%, temos que § = ||@]|2, o que prova a afirmacao. Ainda, temos que § > 0, pois
caso 0 = 0, pela afirmacao anterior, ||a|[? = 0. Consequentemente, & = 0 em X, o que

é um absurdo, pois @ € S. Por fim, se u = 0, nao ha nada a se fazer. Caso u € X for

tal que u # 0, entao considere v = € X. Assim, v € S, logo, ||v]|2 > 4. Portanto,

[l
|ul[f > d||ul[P, o que encerra a demonstracio. =
Proposigao 2: As normas || - ||, e || - || sdo equivalentes em W'P(Q).

Prova: Seja u € W?(Q). Entao, por a > 0,

lll” < el + Nl

Pelo Lema 2,
1
e < (15 )
assim,
1
<(1+5) Il
- ullq-
full < (14
Disto e de (13) temos a equivaléncia das normas || - || e || - ||, em X.

Por fim, por v € X e por [ ser um funcional continuo, da desigualdade de Holder e das

normas || - || e || - ||. serem equivalentes em X, existe uma constante D, tal que

IN

[, (0) = Su(v)] < Pl (un) = I(u)]l, [|v]],

< pDul[(un) = I(w)| [|v]la-

N
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Consequentemente,

’

16 (wa) = &' (@)l = sup{le (un)(v) — &
— sup{|S., (v) — Suv)]; v E X e [|ofla = 1}

(w()|; ve Xe|vla=1}

< pDyI(un) — 1wl

Assim, por [ ser continuo, temos que |[I(u,) — I(u)|[, — 0, quando n — oo, e assim,
¢ (un) — ¢ (w) em (X*,||-||I¥), o que prova a continuidade de ¢', e assim, que ¢ € C'(X,R).
De forma inteiramente andloga a que utilizamos para mostrar que ¢ é de classe C*,

blulPds e k(1) / clulrds

podemos mostrar que @, £ : X — R, definidos por w(u) = /
o9

09
também o sao, utilizando ao invés da norma || - ||,, a norma || - ||3.

Para provarmos (H2), basta mostrarmos que A é fortemente continuo, isto é, se u,, — u
em X, entao Au, — Au em X*. Para cada v € X, pela desigualdade de Hdélder em

LP(09) e pelos teoremas 6.1.1 e 6.1.2, segue que

IN

[(Au,, — Au,v)| ‘/ a|un P2, — |ulP2u)vdz| + ‘/ b(|wn [P, — |ulP2u)vds
Q 00

llalloo o P22 — Jul”™*ull 2 [J0]l,

IN

+ bllsoll a2 un = JulP"ull 2, olv]lpo
<

Cullalloo | unl*un — Jul""ul| _e_||v]

+

Colbll ool [P~ 2t — [l *ul| 2, o]0l

Mostremos agora que wy, = |un|?2u, — w = |u/P~2u em L71(Q). Ora, por u, — u em
X, u, — uwem LP(Q). Logo, w,(z) = w(x) q.t.p. em Q. Por isto e pelo Lema 6.1.1,
temos que w, — w em LP%(Q) De forma analoga, mostra-se que w, — w em L%@Q).

Consequentemente,

|Au, — Aul|* = sup{|Au,(v) — Au(v)|; v € X e ||v]| =1}
< Cillalloollunl"*up — ul?~?ul|

+ CollblloclTnl”*un — [ul"*ull 2, o.

Como w, — w em Lﬁ(Q) e em L#(@Q), quando n — oo, segue do Lema 6.1.1, que

Au,, — Au em X*. Para provarmos a validade de (H3), necessitaremos do préximo lema.
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Lema 3: Se B é o funcional definido em (7), entao, para quaisquer u,v € X, tem-se
(Bu— Buv,u—v) = ([ull”~" = [l["~)(full = [|v])-
Além disso, vale a seguinte equivaléncia:
(Bu— Bv,u —v) =0< u=wv q.t.p. em .
Prova: Ora,

(Bu— Bv,u —v) = [[VulP + Vol = [VuP*Vu - Vo — [Vo[P7*Vo - Vu] do

[ulP + [v]P = [ulP~?uww — [vP"?vu] da

_l_
S—~— 55—

c(s) [Jul? + [olP — [ulP~uv — [v]Pvu] ds.
Q

+
s

Por outro lado,

/ c(s) [ul” + [ol” = [ul"2uv — [o]"~*vu] ds > cs) [lul” + [of” — |ul~ o] — [v["~ ul] ds
o0N

Q

|
S—

= /) (™" = ol"™") (ul = [v]) ds

Vv
o

Consequentemente,

(Bu— Bu,u—v) > [ulf’+ vl - / (IVuP>Vu- Vo + [ufuv) d
Q

- / (|Vu]P2Vu - Vu + [v[P?ou) dz. ¢
0

Ainda, da desigualdade de Hélder, temos que

p—1

/|Vu\p2Vu-Vvdx < (/|Vu\pdx) ’ (/ |Vv|pdx)p, (16)
Q Q Q

[ < ([ M)”"( [ |v|pdx)? )
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De (16), (17) e do Lema 6.1.4, com o = 22 € (0,1) e

alz/ Vul"dz, by Z/\UIpd:a c1=/ VolPde, d; :/\v[”dm,
Q Q Q Q

obtemos,

/(|Vu|p2Vu'Vv+|u]p2uv) dr < </ ]Vu|pdx> ’ (/ |Vv]pdx)p
Q Q Q
+ (/ |u|pd:v) ’ (/ |v|pdx)p
Q 0

N

= Jul” ], ()

p=1 1
com N = (/ |Vu\p—i—/ |u|pdx> ’ (/ \Vv|pdx+/ \v|pda;)p. Analogamente, ao tro-
Q 0 Q Q

carmos u por v na desigualdade acima, segue que
/ (IVu]P*Vu - Vu + [v]P?ou) do < [Jo]]P~H|ul]. (18)
Q

Portanto, combinando (x) e (18) em 4, concluimos que

(Bu—Bv,u—v) > [[ul”+ ol = [ful" ol = o]~ u]
= (Il = 1wl (hull = [lv])
> 0.
Finalmente,
(Bu—Bv,u—v)=0 < ([Jull"" o) (Jull = [lv]) =0
& lull = [lvfl.
Como |lul]| = ||v|, temos a igualdade em (16) ¢ em (17). Como hé a igualdade na

desigualdade de Holder (Teorema 6.1.5), temos que u = kv q.t.p. em (2, para alguma
constante k£ > 0. Ainda por ||u|| = ||v||, temos que k = 1, e assim, u = v q.t.p. em Q, o

que encerra a demonstracao do lema em questao. m
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Agora estamos aptos a provar (H3). Fazendo contas andlogas para as que fizemos para
Au na demonstracao de (H2), concluimos que B é limitado, logo, G’ também o é. Sejam,

ainda, (u,) C X, u € X e v € X*, de modo que
Up — U, Bu, — v e (Buy,,u,) — (v,u).

Visto que a imersao WhP(Q) < LP(Q) é compacta, u,, — u em LP(Q)). Por X ser reflexivo,
pelo Teorema de Lindenstrauss-Asplund-Troyanski (veja [37]), que existe uma norma em
X, equivalente a norma usual em X, de modo que este espaco seja localmente unifor-
memente convexo. Com isto, resta-nos apenas mostrar que ||u,| — |lu||, pois, em tais
espagos, convergéncia fraca e convergéncia em norma implicam em convergéncia forte.
Observamos que
nh_{go<Bu” — Bu,u, —u)y = n11_{{)10((Bun, Up) — (Bup, u) — (Buy,, u, — u))
= (v,u) — (v,u) — 0

= 0.
Por outro lado, do Lema 3, temos
(Buy — Bu,un — u) > (JualP™ = [JulP7) (]l = [lu]))

Das duas estimativas acima e do Teorema do Sanduiche, temos que ||u,| — ||u|| quando

n — 00, o que prova a validade da condicao (H3).

Finalmente, para provarmos (H4), é imediato que tlim G(tu) = oo, pela caracterizacao
—00

de G. Ainda, o conjunto de nivel Sg é limitado, pois, se u € Sg,
1 =G(u) = [ul]’ +/ c(s)|u(s)[Pds = [[ull".
o0

Por fim, temos que ir}gf (G'(u),u) = ir}gf G(u)-p=p >0, pois G(u) = 1 em Sg, e, se
uedSG ueS G
u # 0,

(G(w),u) = pllulP+p /a cllulds
0.

v
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Com isto, temos a validade de (H4), consequentemente, a validade da proposicao em
questao. m

Provaremos, no que segue, o principal resultado deste capitulo, que garante a
existéncia da sequéncia L-S para os funcionais definidos em (4) e (5).
Teorema 2 (Existéncia da sequéncia L-S): Seja X um subespaco fechado de W1?(Q),
onde W, () C X, e F,G os funcionais definidos como em (4) e (5). Entdo existe uma
sequéncia nao crescente de autovalores nao negativos (u,), tais que p, — 0 quando
n — oo, onde

iy, = sup inf F'(u) (19)

HeA, weH
e cada p, ¢ um autovalor de (1).
Prova: Pela Proposi¢ao 1, podemos aplicar o Teorema 1 aos funcionais F,G definidos
em (4) e (5). A existéncia da sequéncia de autovalores (u,,) é consequéncia da parte (v)

do Teorema 1. Ainda,

pn = paG(uy)

pois, para cada n € N, temos que u, € Sg, G(u,) = 1 e da parte (i) do Teorema 1,

F(u,) = a,. Da caracterizacao de a,, dada em (2), temos a validade do Teorema 2. =
Em posse do Teorema 2, utilizaremos os funcionais F,G definidos em (4) e (5),

com a,b e ¢ adequados para garantir a existéncia de uma sequéncia de autovalores nao

negativos para os problemas D(2), N(Q2) e RS(12).
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3 Os problemas de Dirichlet e Neumann

Neste capitulo garantiremos a existéncia de uma sequéncia de autovalores para
os problemas D(Q2) e N({2), utilizando o principio L-S, bem como assegurar, a partir
de resultados vistos em [14], [27] e [36], regularidade para as autofungoes associadas a
tais autovalores e, para finalizar o capitulo, discorreremos sobre o espectro dos problemas
em questao, em especial, sobre o primeiro autovalor dos mesmos. Antes de utilizarmos
os funcionais F' e G definidos em (4) e (5) e o Teorema 2 para garantir a existéncia
de uma sequéncia de autovalores para os problemas D(2) e N(£2), precisamos tanto de
uma caracterizacao das solugoes fracas dos problemas de fronteira quanto espacos X
apropriados. As préoximas segoes serao dedicadas a determinacgao desses espacos e dos

funcionais especificos.

3.1 Solucoes Fracas

Solugoes fracas de uma equagao diferencial sao solugoes mais gerais, pois é sabido
que uma solucao classica de uma equagao diferencial é uma solucao fraca da mesma, ja a
reciproca nao é sempre verdadeira. O objetivo desta se¢ao ¢ definir quando um par (u, A)
é uma solucgao fraca dos problemas de Dirichlet e Neumann.
Definigao 1: Seja X = W,”(Q) para o problema de Dirichlet ou X = W'?(Q) para o
problema de Neumann. Um par (u, A) € X x R é uma solugao fraca dos problemas D(f2)

e N(92) quando,

/ |VulP*Vu - Vodr = )\/ |u|P~2uvdr, Vv € X. (20)
0 0

Quando u # 0, o par (u, A) é dito um autopar, A um autovalor e u uma autofungao
associada a A. Se escolhermos v = u em (20), concluimos que os autovalores sdo nao
negativos. Solucoes fracas sao solugoes mais gerais para os problemas de contorno e,

ainda neste capitulo, veremos quando uma solucao fraca serd uma solucao classica de

D(Q) e N(9).
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3.2 Resultados de existéncia para D(Q2) e N(Q2)

Esta secao ¢ destinada a garantir a existéncia de uma sequéncia de autovalores

para os problemas D(2) e N(£2). Para isto, utilizaremos casos particulares dos funcionais
F e G definidos em (4) e (5), além da sequéncia L-S, obtida para esses funcionais no
Teorema 2.
Teorema 3 (Existéncia da sequéncia de autovalores para os problemas D({)
e N(Q)): Sejam X = W,”(Q) para o problema de Dirichlet ou X = W'?(Q) para o
problema de Neumann, e F, G definidos em (4) e (5), coma =1, b =0 e ¢ = 0. Entao
existe uma sequéncia nao decrescente de autovalores nao negativos (A,) de (20), obtidos
utilizando o principio L-S, tal que A\, = /Jan —1 — 00, quando n — o0, onde cada u,, é um
autovalor da correspondente equagao F'(u) = pG’(u), definida em (1).

Prova: Sea=1,b=0e ¢c=0, entao

F(u):/Q]u|pd:ceG(u):/Q(|Vu|p—|—|u]p)da:.

Disto e de (1),

/ |ulP"Puvdr = (/(|Vu\p2vu -Vou + \u|p2uv)dx> ., VoeX.
Q Q

Consequentemente,

1
/ |VulP2Vu - Vo = (— — 1) / |ulP2uvdz, ¥V v e X.
Q H Q

Comparando isto com (20), temos, pelo Teorema 2, que existe uma sequéncia nao de-
crescente A\, = Hln — 1 de autovalores nao negativos, onde cada p, é um autovalor de
F'(u) = pG'(u). Como p, — 0 quando n — 0o, segue que A\, — oo quando n — co. m

Como Syir ) C Swir(), onde Sx = {u € X; G(u) = 1}, do Teorema 3 e de
(19), temos que A < AP para todo n € N, onde (A\)),.cn € (AP),en 530 as sequéncias de
autovalores dos problemas de Dirichlet e de Neumann, respectivamente.

Encerrando esta secao, veremos quando uma solucao fraca dos problemas de Diri-
chlet e Neumann é uma solucao classica desses problemas, a partir de uma regularizagao

adequada das autofungoes.

Proposigao 3: Se (u, ) é um autopar de (20) tal que u € W?P(Q), entao (u, \) resolve
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os problemas de Dirichlet e Neumann no sentido classico.
Prova: Faremos aqui a demonstracao para o problema N (), pois a demonstragao para
D(Q) é andloga. Para isto, sejam X = W'P(Q) e (u,\) € X x R um autopar de (20),

com u € W?P(Q). Pelo Teorema 6.1.6, devemos mostrar que vale

/(— Apu)vdr = / NMulP2uvdz, ¥ v € C5°(RQ). (21)
0

Q

Pelo Teorema de Green (veja [35]), que vale para u € W?P(Q), v € W'P(Q) e Q de classe
C%! em (20), obtemos

/(— Apu)vdx —i—/ ]Vu|p’2%vds = )\/ |u|P~2uvdr, ¥ v € WHP(Q).
Q o0 on Q
Utilizando v € C§°(Q2) na igualdade acima segue a validade de (21). Logo,

— Apu = NulP"?u em Q.

Disto, decorre que

/ |Vu|p_2g—:;vds =0, VveWQ).
20

Do Teorema 6.1.2, temos que a igualdade acima vale para todo v € LP(92). Como o
operador traco é compacto, temos que |Vu\p_2g—z = 0 em 012, e assim, g—z = 0 em 012,
como desejavamos. m

Com a Proposigao 3, temos que solugoes fracas dos problemas D(2) e N((Q),
com regularidade W2P(Q), sdo solugoes cléassicas dos problemas de Dirichlet e Neumann.
No préximo capitulo, buscaremos resultados de regularidade para as autofuncoes dos

problemas de fronteira.

3.3 Regularidade das autofuncoes de D(f2) e N(Q)

Esta sec¢ao tem por proposta mostrar que as autofuncoes da forma fraca de D((2)
e N(Q) sao de classe C1%(Q), com a € (0,1), e quando 99 for de classe C'7 (Definicao
6.1.4), com 0 < v < 1, as autofuncoes fracas estardo em CY*(Q2). Ambos resultados
dependem das solugoes fracas dos problemas aqui tratados sejam essencialmente limitadas.
Para isto, provaremos o proximo resultado.

Teorema 4 (Limitagio das solugdes fracas de D(Q2) e N(Q)): Sejam X = W, ?(Q)
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para o problema de Dirichlet ou X = W'?(Q) para o problema de Neumann e (u, \) €
X X R um autopar da forma fraca (20). Entao u € L*(Q).

Prova: Seja Q C R" um dominio limitado de classe C%!. Devido a W?(Q) — L>(Q),
quando p > n, resta-nos considerar o caso 1 < p < n. Suponha que u seja uma auto-
fungao de (20), que ndo mude de sinal em €2, digamos u > 0 (o caso u < 0 é andlogo).
Utilizaremos, a seguir a técnica de iteracao de Moser (veja [15]). Para M > 0, defina

var(x) = min{u(x), M}. Definindo f: R — R, por

x, sex < M,
f(x) =
M, sex> M,

segue que vy (x) = (f ou)(z) e, do Teorema 6.2.1, temos que vy, € X N L>®(2). Pondo,

karl

para cada k£ > 0 real, ¢, = do Teorema 6.2.1 segue que ¢ € X N L>®(Q) e

Vor = (kp + 1)vi?Vuy,. Utilizando o), como uma funcio teste em (20), obtemos

(kp+1 /|Vu\p 2Vu - vV = A /\u|p 2uvk”+1dx<)\/ (k1P
Q

ou, por [Voli™]" = (k + 108 [Vou”

Ekp"‘ /’V k+1’pd$ < )\/ (k+1)pd.’lf
Q

Das duas ultimas estimativas,

k 1 k 1
Q

o que implica em
(k+1)P k+1
I P < (Mt + 1) Tl (22)

Agora, pelo Teorema 6.1.1, WP(Q) — LP"(Q), onde p* = "2 sep < n e p* = 2p, se

n—p’

p = n. Logo, existe C7 > 0, tal que

loaf o < Cilloa -
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Disto e de (22) segue que

1
x (k+1)p*
losllwsny = | [ Il ds
Q

k+1

= T
- M

p*

1
< OFFT ||kt e

A (k1p N\

1
1)P VEk+1 .
(kt1) 1) ? , existe uma constante

Visto que existe o limite, quando £ — oo, de (/\(ka)

1
Cs > 0 tal que (A% 1) PR < (s, para todo k > 0. Portanto,

I U
o] k1 < et CQM [[ull h+1)p-

Ainda, A}im vyr = u. Disto e do Lema de Fatou (Teorema 6.1.4), obtemos
— 00

1

_1
[ull gy < CFH O™ | - (23)

Como (23) vale para todo k > 0, escolhendo, para cada n € N, k = k,,, com (k, + 1)p =
(kn—1 + 1)p*, ko = 0, temos

1 1
[l ey < CT O ]y

Pela recursividade de (k,), temos que k, + 1 = <%> , para todo n € N. Consequente-

mente, . )
TV

n 1
i=1 k;+1
C,

[ull grt1ype < C1 e

n 1 n 1 .
=1 k;+1 = k;+1
7 e 02 0

Por 1% < 1, existe o limite, quando n — oo, de C] . Assim, existe

C > 0, tal que, para cadan € N,

el 1y < Cllullp- (24)

Denote, para cada n € N, r,, = (k, + 1)p*. Temos que r, — 0o quando n — oo. Caso

u ¢ L*®°(Q), existem € > 0 e A subconjunto de medida positiva em €, tal que, para todo
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r €A, |u(z)| > Cllu

p+ + € = K. Portanto,

1

liminf ||ul|,, > liminf (/ KT"dx> "
n—oo n—oo A
= liminf K|A] o
n—oo

= K
> Cllu

p*»

o que é um absurdo, pois contraria (24). Deste modo, u € L*(2). Caso u seja uma
autofuncao de (20) que muda de sinal em (2, efetuando contas similares as que fizemos
neste teorema, com ut e u~, concluimos que u™,u~ € L>*(2). Como L>(2) é um espago
vetorial, u = ut —u~ € L*(Q), o que encerra a demonstragao em questao. m

Seja, agora, €2 um dominio limitado do R". Consideremos a equacao eliptica
— Agule) = f(au(x)) em 2, (25)

coml<p<ooe f: xR — R uma funcao de Carathéodory, isto é,
(i) F(-,s) é mensuravel, em (2, para cada s € R fixado;
(ii) F(z,-) é continua, em R, para q.t.p. = € .

Uma funcao u € W,oP(Q2) é dita uma solucio fraca de (25) quando

loc
/|Vu\p2Vu-Vgodx= / [z, u)edr, ¥ ¢ € Cg°(€2).
Q Q

Teorema 5: Seja u € W,'P(Q) uma solucio fraca de (25) e g(z) = f(z,u(z)) q.t.p.

loc

x € Q. Se g€ LYQ), com ¢ > Py, entdo u € C1(Q), para algum a € (0,1). Em
particular, o resultado segue, se g € L>(12).

Prova: Veja DiBenedetto [14] (Teorema 2, pagina 829 e Corolario 1, pdgina 830) ou
Tolksdorf [36]. =

Utilizando o teorema anterior, estamos aptos a provar o proximo resultado:

Corolario 1: Se u é uma autofuncao no sentido fraco (20), entao u € C*(Q), para
algum o € (0,1).

Prova: Pelo Teorema 4, temos que qualquer autofuncao da forma fraca (20) pertence a
L>(Q). Definindo g : © — R, por g(z) = |u(x)[P"?u(z), temos que g é uma funcao de
Carathéodory e g € L>(Q). Disto e do Teorema 5, segue que v € CH%(Q), para todo
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u € X solugao fraca de (20) e algum o € (0,1). =

O proximo resultado serd 1til tanto para demonstrar a veracidade do Corolario 2,
quanto para provar que as autofungoes associadas ao primeiro autovalor nao mudam de
sinal em (2.
Teorema 6 (Desigualdade de Harnack): Seja u € W!?(Q) uma solugao fraca de

(25). Suponha ainda que, para quaisquer M € R e (z,s) € Q x (=M, M), vale a condi¢ao
|f (2, 8)] < bu(a)|s|P~" + ba(),

onde by e by sdo fungdes nao negativas em L>(2), dependentes apenas de M. Caso
0 < wu(xz) < M no cubo K(3r) := K,,(3r) C €, de centro em z; € 2 e raio 3r, paralelo
aos eixos coordenados, entao existe uma constante C' tal que

max u(z) < C'minu(z).
K(r) K(r)

Prova: Veja Trudinger [38] (Teorema 1.1, pagina 724 e Coroldrio 1.1, pagina 725). =
Coroldrio 2: Se u é uma autofunc¢ao nao negativa da forma fraca (20), entao u é positiva
em todo dominio €.

Prova: Seja u uma autofungdo nao negativa de (20). Do Teorema 4 e do Corolario 1,
temos que u € CH*(Q) N L*>®(Q), para algum « € (0,1), isto é, existe M > 0 tal que
0 <u(z) < M qtp. z € comue CH(Q). Suponhamos u(zg) = 0, para algum

zg € Q. Como g(z,s) = [s[P~2s é tal que
lg(z,8)| < [s[P7,
temos, pelo Teorema 6, que existe uma constante C' tal que

max u(x) < Cminu(z) = 0.
K(r) K(r)

Desta forma, u = 0 em K(r), que por sua vez é compacto. Ainda, dado z; € €2, como 2
é conexo, em particular, conexo por caminhos, existe um caminho ligando x; a xg, que
pode ser coberto por tais cubos K(r), e tal cobertura é finita. Utilizando novamente o
Teorema 6, concluimos que u(z1) = 0, e assim, u = 0 em €2, o que é um absurdo, pois as

autofuncgoes aqui consideradas sao nao nulas. Portanto, v > 0 em 2. m
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Provamos que as solugoes fracas u de (20) estao em L>®(Q), e disto, u € Ch*(Q).
O préximo resultado garante uma melhor regularidade das solucoes fracas dos problemas
de Dirichlet e Neumann, quando houver uma regularidade melhor para a fronteira de €2.
Teorema 7: Sejam 2 C R, com 952 € CY (veja Definigao 6.1.4), 0 < v < 1 e v uma

solucao fraca limitada do problema

— Npu(z) = g(x), qt.p. xz €, (26)

U= q, em 0f),

com |[ulls < M. Se g € L™(Q) e ¢ € CH7(09Q), com ||gle < K € ||¢]|crv00) < L, entdo

existe uma constante positiva a = a(vy,n,p, M, K) tal que u € C+*(Q) e
HUHCLD‘(Q) < 0(77 n,p, M, K, L, Q)

Prova: Veja Lieberman [27] (Teorema 1, pagina 1203). =

Observamos que uma solugao fraca u € WHP(Q) de (26) é da forma

/Q!Vu!MVu - Vepdr = /ngdar, V€ WyT(9),

comu = ¢ € WyP(Q). Se ¢ = 0, entdo ¢ satisfaz as hipéteses do Teorema 7. Portanto,
se 00 for de classe C'7, para algum v € (0, 1], entao as autofungoes da forma fraca (20)
estardo em C%(Q), para algum «a € (0,1). Constatamos que o autor de [26] observa que
até o momento nio ha regularidade maior que C1*(€2) para as autofuncoes da forma fraca

dos problemas de Dirichlet e Neumann.

3.4 Uma andlise do espectro de D(f2) e N(12)

Findando este capitulo, analisaremos o espectro dos dois problemas em questao,
em especial, sobre o primeiro autovalor dos mesmos. Salientamos que a prova de que o
espectro de cada um dos problemas acima ser fechado é fundamental para a demonstragao
de que o primeiro autovalor associado aos problemas de Dirichlet e Neumann é isolado.

Faremos, agora, uma analise sobre o primeiro autovalor associado aos problemas
D(€) ou N(2). No que segue, assumimos que 92 é de classe C17, com 0 < v < 1 <

p < oo. Pela caracterizagdo dada em (20), dividindo ambos os lados de (1) por p,, o
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primeiro autovalor dos problemas de Dirichlet e Neumann, obtidos no Teorema 3, podem

ser descritos, via quocientes de Rayleigh (veja [21]), por

M\ = inf {/(|Vu|p+ P da /|u|pd:c _ 1},
ueX Q Q

onde X = W,”(Q) para o problema de Dirichlet ou X = W'P(Q) para o problema de
Neumann. Da prépria definigao, A\; é o menor autovalor atrelado aos problemas D(€)
e N(Q). Mostraremos a seguir que as autofungdes associadas ao primeiro autovalor nao
mudam de sinal em ).
Lema 4: Seja u uma autofuncao associada a A, entao u > 0 ou u < 0 em €2.
Prova: Se |u(zg)| = 0, para algum z, € €2, entdo, pela desigualdade de Harnack, temos
que u = 0 no cubo K(r), de centro em xy e raio r > 0. Em particular, u = 0 na bola
B(zg; ). Utilizando o mesmo argumento do Corolario 2, para qualquer = € €, podemos
cobrir o caminho que liga z¢ a x por finitas bolas, que por sua vez é um conjunto compacto
e, utilizando novamente a desigualdade de Harnack, concluimos que u(z) = 0 em 2, e
assim, u = 0 em (2, o que é um absurdo, pois u é uma autofuncao associada a A;. Disto,
|u| deve ser positiva em todo dominio €2, e assim, u >0 ouu <0 em Q. =

Provaremos, a seguir, a simplicidade do autovalor \;, isto é, quaisquer autofuncoes
associadas a \; sao linearmente dependentes.
Teorema 8: Sejam X = W,?(Q) ou X = W'P(Q) para os problemas de Dirichlet e
Neumann, respectivamente. Se u,v € X sao autofungoes associadas a Ay, entao u = cv,
para alguma constante c.
Prova: Pelo Lema 4, podemos assumir s.p.g. que u,v > 0 em €. Defina, para qualquer

e >0,
)= (u+e)P — (v+e)P ol — (v+6)p—(u+5)p.

(u+ e)pt (v+e)pt

Pelo Teorema 6.2.1, temos que

Vn:{l—l—(p—l) {%r}vu—pcﬂ)plw. (27)

Como u,v € L>*(Q) N X,

v+ €
u-+e

< v +_€H°° < oo e / |VulPdr < oo,
M Q
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pois ||u + €lleo > |u+e| > |u| > M, para algum M > 0. Disto e de (27), segue que

Vn € LP(Q), e assim, n € X. Pela simetria de 1 e 0, temos uma express
Vn para V6, logo, 6 € X. Para facilitarmos a escrita, definimos u. = u +

Utilizando as mesmas como fungoes teste em (20), obtemos

a0 similar a de

ECU: =V T E.

wb~t ppl
/\1/ [ T ﬁ] (uf —P)dx = / |VulP~2Vu - Vndz +/ |Vo[P~2Vu - Vlda
o Lue Q Q

o\ P
= / {1 +(p-1) (—E) } |Vu|Pdx
Q Ue
w\?
+ / {1 +(p—1) (—a) } |V |Pdx
Q Ve
v \P !
- /p (_E) |vua|p—2vu£ : Vvadx
Q Ue

u \?
N /p (_6) |VUE|p72VU€ - Vuedz.
Q Ve

3

u
Agora, por VInu = —, segue que
u

uP—1 Pl
)‘1/ { P __p—1:| (u? —vf)de = /(UE—UE)(IVIH%I”— |V Inv.|?)
O [ Ue Ve Q

- ]0/1)5]V1H7,L5|pQVlnuE-(VlnvE
Q

- p/1,L7€’|Vlnvg|p_2V1nve-(Vlnu6
Q

Observamos, ainda, que

p—1 p—1
lim )\1/ [u_l - U—l} (uf —vP)dx = 0.
Q

e—0 ugi 'Ug
Consideremos o caso p > 2. Ora,

1 1
0 < C’(p)/ (—p + —p) |v-Vu, — u.Vo.|Pdx
Q /Ug Uu

p
= C(p)/ das+C’(p)/ EVUE—V"UE
Q €

Qlu
. . . 7 . . . uE
Fazendo, na primeira integral da ultima estimativa, + = —Vuv. e y =
UE

p

Ue
Vu, — —Vu,
Ve

dx
—Vinu.)dz

—Vinv.)dz.

dx

Vu., e para a

segunda integral da ultima estimativa z = EVUE e y = Vv, da desigualdade (a) do
u

€
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Lema 6.1.2, temos que

vl

1 1
0 < C(p)/ ( + —p) |veVue — u Vo, |Pdx
Q

u P v P
< C(p)/ Vue — —Vo, d:c+C(p)/ —~Vu, — V.| dr
Q Ve Q| Ue
< /(uﬁ7 — ) (|VInu.|? — |VIno|P)dx
Q

— p/vf|V1nu5|p_2Vlnu€~(Vlnvs—Vlnue)dx
Q

— p/ uP|VInv[P?Vinv, - (VInu, — Vinv,)dz
Q

—1 p—1
u? v
— _ P __ P
= /\1/ l P} p_l} (u? — vP)dx.
Q LUe Ve

Disto, de (28) e do Teorema do Sanduiche, concluimos que

1 1
lim inf/ C(p) (—p + —p> |v-Vu, — uVo|Pdx = 0.
Q (Y u

e—0t e £

Consequentemente, pelo Teorema 6.1.4, temos

lim [v.Vu. —u.Vv.] =0, q.t.p. em Q.

e—0t

Portanto,

vVu = uVv, q.t.p. em €.

Por conseguinte, V (%) =0 q.t.p. em €2, e assim, existe uma constante c tal que u = cv

q.t.p. em €, quando p > 2. Agora, se 1 < p < 2, aplicando a desigualdade (b) do Lema

6.1.2, com x = v.-Vu. e y = u-Vu., obtemos

0.V, — u.Vu,|?

0o < C 0 )P(u? » d
< O) [ ey (2 + o) o

< /(ug—vf)(\VlnueV’— IV Inv.|P)dz
Q

- p/v§|V1nu€|p_2V1nu5-(Vlnvg—VhluE)dx
Q

— p/ uP|VInv[P>Vinv, - (VInu, — Vinwv,)dz
Q

p—1 p—1
= )\1/ {U T %} (u? — vf)dz.
Q

ul” vE
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E, por (28) e pelo Teorema do Sanduiche, temos que

|v.Vu, — u.Vo|?

|veVue + u-Vu |>7P

lim inf/ C(p)(uev:)P(u? + v?) dx =0,
Q

e—0t+

e assim,

lim [v.Vu. —u.Vve] =0, q.t.p. em Q.

e—0t

Repetindo os argumentos utilizados no caso p > 2, concluimos que existe uma constante
¢ tal que u = cv q.t.p. em §2, quando 1 < p < 2, garantindo a validade do teorema em
questao. m

Com isto, provamos que o primeiro autovalor dos problemas de Dirichlet e Neu-
mann é simples. Provaremos agora que quaisquer autofuncoes associadas a outros auto-
valores que nao o primeiro devem mudar de sinal em ().
Teorema 9: Seja v € X uma autofuncao associada a A # A;. Entao v muda de sinal em
Q.
Prova: Suponhamos que v nao mude de sinal em €2. Pelo Corolario 2, podemos assumir
v > 0 em €. Consideremos, ainda, u uma autofuncao associada a \;. Efetuando contas

similares as feitas no Teorema 8, concluimos que

up—l ,Up—l
/ {)\1 -7 — )\—p_l] (u? —l)dx = /(u’g — ) (|VInu|P — |VInv|P)dx
Q Q

UE UE

- p/ P|VInu P *Vinu, - (VInv, — VInu,)de
Q

— p/ uP|VInv.[P>Vinv, - (Vinu, — Vinv,)dz.
Q

v

0,

onde, na ultima estimativa, utilizamos a desigualdade (c¢) do Lema 6.1.2, com = = V Inu,

e y = VInuw, e vice-versa. Tomando € — 0T, obtemos

(A1 —A) /(up —ovP)dx > 0. (29)
Q
Considerando, em (29), ku ao invés de u, para todo k > 0, segue que

(A1 —A) /Q(kpup —vP)dx > 0.
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Jq vPdx

s temos

Desta forma, escolhendo kP <

0 < (Al—A)/(kpup—vp)da:
Q

Pd
< ()\1—)\)/<L{vadxup—vp) dx
Q QU X

= 0,

o que é uma contradicao. Portanto, v deve mudar de sinal em ). =

A partir de agora, provemos agora que o espectro de D(Q2) e N(Q) é fechado.
Teorema 10: Os conjuntos de autovalores de Dirichlet e Neumann sao fechados.
Prova: Sejam X igual a W,”(Q) ou W'?(Q) para os problemas D(Q2) e N(Q), respecti-
vamente, e ((u,, Tn))neny uma sequéncia de autopares de (20) tal que v, — ~, para algum
v > 0, pois todos os autovalores sdo nao negativos. Assumimos, s.p.g., ||u,|| = 1. Disto,
e de X ser um espago reflexivo, do Lema 6.1.6, (u,,) possui uma subsequéncia fracamente

convergente em X, que ainda denotaremos por u,. Pelo Lema 1,
(Buy — Bu,uy — ) > ([l P71 = ([P (Juall = ul)-

Ainda, por (uy,,,) ser um autopar de (20), para todo n € N, e da caracterizacao de 7,

dada no Teorema 3, o lado esquerdo da desigualdade acima ¢ tal que
(Bu,, — Bu,u, —u) = (i, + 1){(Auy, up, — u) — (Bu, u,, — u),

que tende a zero, quando n — oo. Disto, ||u,|| — ||lu|| quando n — oo e, do Teorema de
Lindenstrauss-Asplund-Troyanski (veja [37]), podemos utilizar em W'?(Q) uma norma,
que é equivalente & norma usual, tal que W1?(Q)) com tal norma seja localmente uni-
formemente convexo, e assim, u,, — u em X. Finalmente, para provarmos que v é um
autovalor de (20) e u uma autofungao associada, devemos mostrar que, quando n — oo,

temos

/ |V, |2V, - Vodr — / |VulP~*Vu - Vodr, Vv € X, (30)
Q Q

/ | P 2u,vde — / lulP?uvdx, ¥ v e X. (31)
Q Q
Sejam w,, = |Vu,|P?Vu, e w = |Vu[P"2Vu. Por u,, — u em X, temos que w,(z) — w(x)
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qt.p. z€Q e

/\wn|1°fldx—>/]wlpfld:c.
0 Q

Pelo Lema 6.1.1, w,, — w em L#-1(€2). Ainda, da desigualdade de Hélder,

< [/ |w,, — w|P—T ldx} ’ [/ ]Vv\pdx]p
Q

= Nlwn — w2 [Voll,.

‘/ [V, [PV, — [VulP~*Vu] - Voda
Q

Disto e do Teorema do Sanduiche, segue a validade de (30). Analogamente, mostra-se a
validade de (31). m

Provaremos, no que segue, que o primeiro autovalor dos problemas de Dirichlet e
Neumann ¢ isolado. Para tal, utilizaremos o fato de que o espectro desses problemas é
fechado e que as autofuncoes estdo em C1%(Q), para algum « € (0,1). Relembramos que
se u é uma func¢ao continua em 2, entao o conjunto Z(u) = {z € Q; u(z) = 0} é dito
conjunto zero de u, e cada componente conexa w de 2\ Z(u) é dito um dominio nodal de
u. (Para mais detalhes, veja []).

Dado um autovalor A de (20) e u uma autofuncao associada a A, definimos N (u)
como o nimero de componentes de Q\ Z(u) e N(\) como o supremo de N(u). O préximo
teorema garantird que N () é finito.

Teorema 11: Seja (u, A) um autopar de (20) e w um dominio nodal de u. Entao existem

duas constantes ¢ e r, independentes de w, u e A, de modo que
lw| > [N+ 1) > 0.

Além disso, ao considerarmos C' = |w| > [(A + 1)c?]", temos N () < %
Prova: Seja X = W,"(Q) ou X = W'(Q) para os problemas de Dirichlet e Neumann,
respectivamente. Como u € CH*(Q), em particular, u € C(Q). Seja @ = ux,. Pelo

Teorema 6.3.1, w € X e Vu = Vuy,. Tomando v = u em (20), temos, pelo Teorema 6.3.1

/ VaPds = A / Pz = A / ufPdz.
Q Q w

e pelo Corolario 6.3.1,
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Consequentemente,

/Q (VTP + [a)dz = (A +1) / lufPdz. (32)

se p<nep"=2sep>n, temos

S

)\+1/|u\pd:v<()\+1\w\ (

)

Por isto e por (32),

Javar +iapyas < o el # ([ o

» < c|[@]|, o que implica em

@l < A+ Dol 5 7

Como u # 0, concluimos que |w| > ((A+1)cP)", onde r = —Fsep<ner=-2sep>n.
u
Coroldrio 3: Seja (u,A) € X x R um autopar de (20) e seja QT = {x € Q; u(z) > 0},

com |QF] > 0. Entao existem duas constantes ¢ e r, independentes de u e A, tais que
QT > [(A+1)P]" =: D > 0.

E o resultado também continua valido para Q= = {u € Q; u(z) < 0}, se |27| > 0.
Prova: Pelo Lema 6.2.2, u™ € X. Utilizando os mesmos argumentos da prova do Teorema
11, com u* ao invés de U, obtemos a validade do coroldrio em questdo. m
Estamos em condic¢oes de provar que o primeiro autovalor \; ¢ isolado.

Teorema 12: O primeiro autovalor \; dos problemas de Dirichlet e Neumann é isolado.
Prova: Sejam X = W,”(Q) para o problema de Dirichlet ou X = W'?(Q) para o
problema de Neumann. Suponhamos que A; nao seja isolado. Entao, pelo Teorema 10,
existe uma sequéncia ((u,,7,)) de distintos autovalores e distintas autofungoes tais que

u, — u em X, v, — A1, sendo v uma autofuncao associada a A;. Suponhamos, s.p.g.,
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que ||u,|| = ||u|| = 1, para todo n € N, e u > 0 em €. Definimos, para cada n € N,
Q. ={r e uy(z) <0} e ={zreQ; u,(z) >0}

Pelo Corolario 3, existe D > 0 tal que |€2,/| > D > 0, para todo n € N. Com isso, |2, |
¢ uniformemente limitada inferiormente. Como u é continua e positiva em todo {2, existe
e > 0 tal que

ol > o] - 2, (33)

onde Q. = {z € Q; u(x) > e}. Ainda, pelo Teorema 6.1.8, existe E C (). tal que
.\ E| <2 isto é
D
B> 0 - 2. (34)
e u, — u uniformemente em £. Disto, existe n. € N tal que, se n > n., |u,(v)—u(z)| < 3,

para todo x € E. Ainda, por £ C €2, u(x) > €. Disto, temos que E C Q . Por isso, por
(33) e por (34),

D< | < |9 -|E|
D
< Q] =19 +—
20— 1] + 5
D
< lal -1 +5
D
= o

o que é um absurdo. Portanto, A € isolado. =
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4 O problema de Robin-Steklov

Neste capitulo, estudaremos o problema de Robin-Steklov

— Npu = MulP 2, em €2,
RS(Q) :
Vulr=28% 4 Blufr~2u = Aju["2u, em 09,

que é uma combinagao dos problemas de Robin e de Steklov que foram estudados em
An Lé [26]. Para este problema, nos baseamos nas ideias desenvolvidos em [11]. Um dos
diferenciais desse problema é que o autovalor aparece tanto em {2 quando na fronteira
de 2. Aqui, faremos a mesma construcao para os problemas de Dirichlet e Neumann:
caracterizamos as solucoes fracas do problema RS(2) e, a partir destas, obteremos uma
sequéncia de autovalores pelo principio L-S. Apéds isso, buscaremos resultados de regula-
ridade para as autofuncgoes associadas a tais autovalores e, por fim, faremos uma analise

do espectro do problema em questao, em especial, sobre o primeiro autovalor A;.

4.1 Solucoes Fracas

Faremos, agora, a caracterizacao das solugoes fracas do problema RS(f2). Lembra-
mos que tal definicao é importante para garantir a existéncia de uma sequéncia de autova-
lores, obtidos a partir da sequéncia L-S, de forma similar a que fizemos para os problemas
D(Q) e N(Q2). Neste sentido, utilizaremos o Teorema 2 para garantir a existéncia de uma
sequéncia de autovalores para o problema RS(2), a partir dos funcionais definidos em (4)
e (5).

Definigao 2: Um par (u, \) € WP(Q) x R é dito uma solucao fraca do problema RS(2)
quando, para todo v € W1P(Q),

/ |VulP2VuVudr + [ BlulP?uvds = A (/ |ulP~uvdx +/ |u|p_2uvds> . (3H)
Q o9 Q o)

Como antes, tal par (u,\), com u # 0, é dito um autopar, A um autovalor e u
sua autofungao associada. Ao tomarmos v = u em (35), temos que todos os autovalores
sao nao negativos. Provaremos, a seguir, a existéncia da sequéncia L-S para o problema

RS().
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4.2 Resultados de existéncia para RS({)

Utilizaremos a caracterizagao das solugoes fracas do problema RS(2), obtida em
(35), em conjunto com o Teorema 2, para mostrarmos que existe uma sequéncia de auto-
valores para o problema RS(f)), a partir do principio L-S, aplicado aos funcionais dados
em (4) e (5), com a,b e ¢ especificos.
Teorema 13 (Existéncia da sequéncia de autovalores para o problema RS(Q)):
Sejam X = W' (Q) e F,G : X — R definidos em (4) e (5),coma=1,b=1lec=1+p.
Entao existe uma sequéncia nao decrescente de autovalores nao negativos (\,) de (35),
obtidos a partir do principio L-S, tal que A\, = uin — 1 — oo quando n — oo, onde cada
i, € um autovalor da equagao F'(u) = uG’(u), definida em (1).

Prova: Paraa=1,b=1ec=1+ (3, temos

F(u) = /Q lu|Pdx + /aQ lulPds, G(u) = /Q(]Vu|p + |u|P)dx + /69(1 + B)|ulPds.

Como F'(u) = puG'(u),

[t twde s [ s = [ 19l r9uTode+ [ s
Q o0 Q Q

+ / ]u|p_2uvds+/ BluP~2uvds), ¥ v € WH(Q).
20 20

Consequentemente, para todo v € WhP(Q),

1
ulP"*VuVudr + ulP " "uvds = | — — 1 u|" “uvdx + ul” “uvds | .
VulP~2VuVud BlulP2uvd P=2yud P=2y0d
Q o0 2 Q o0

(36)
Ao compararmos (36) com (35), pelo Teorema 2, garantimos a existéncia de uma sequéncia
nao decrescente de autovalores nao negativos, \, = t — 1, onde cada pu, ¢ um autovalor
de F'(u) = pG'(u), definido em (1). Como p, — 0, quando n — oo, A, — 00, quando
n—oo. m
Veremos, a seguir, quando uma solucao fraca do problema RS(2) é uma solugao
classica do problema de Robin-Steklov.
Proposigao 4: Seja (u, \) € W?(Q) x R um autopar de (35), com u € W*P(Q). Entao

(u, \) resolve o problema RS(£2), no sentido classico.
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Prova: Seja (u,\) € W'P(Q), com u € W??(Q). Pelo Teorema de Green (veja [35]),

VulP~2VuVuds = — A u)vdx + Vu p_Q@vds.
D
Q Q GlY) on

Disto e de (35), temos, para todo v € W1?(Q),

/(— Apu)vdr+ ]Vu]p_Q%vds—i— BlulPuvds = A (/ |lulP~?uvdz +/ ]u|p_2uvds> :
Q 0 on Clg) Q o0
(37)

Considerando em (37), v € C§°(Q2), concluimos que
/(Apu + AulP2u)vdr = 0,
Q
e, pelo Teorema 6.1.6, — A,u = Aul|P~?u em 2. Por conseguinte,
_p0u -2 -2 1
[VulP~*—uwds + | BlulP""uvds =X [ |u|P"uvds, Vv e WP(Q).
o9 In i9) o)

Agora, do Teorema 6.1.2, a imagem do operador trago W'?(Q) < LP(9) é compacta.

Com isso,

/ |Vu|p_2@vds+/ BlulP~2uvds = )\/ lu|P~2uvds, ¥ v € LP(09).
0 on Gl 0

Portanto, |Vu|p_2g—:; + BluP2u = AMu|P~?u em 99, o que encerra a demonstragao. m

Para o que segue, seja WP(Q), munido da norma

= [ 1var+ | QB(S)!UV’ds);.

Devido a f : 92 — R ser um elemento de L*>(0f2), com § > 0, podemos mostrar que
| - ||g, de fato, é uma norma em W'P(Q). Veremos, a seguir, a equivalencia entre || - ||5 e
a norma usual de Wh?(Q) em Wr(Q).

Lema 5: As normas || - [|s e || - || sao equivalentes em W'?(Q), onde

lully = [IVully + llullyo-
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Prova: Seja u € WH?(Q). Pelo Teorema 6.2.2, existe uma constante Cy > 1 tal que

[ullyo < (Co = D)Jull”

Consequentemente,

lullyo < Collull” — llull”.

Com isso,

lulls < Colfull”. (38)
Provemos agora que existe uma constante Cy > 0 tal que

lully < Collullh, ¥ ue W (Q). (39)

Caso (39) valha, podemos tomar C; > 1, tal que [[ul]b < (C1 — 1)||ul[}, e assim, [lul|? <
Ct||lul|b. Suponhamos o contrério, isto é, para todo k € N, existe uy € W'P(Q2) de modo
que

[kl > Ellux]l5- (40)

Assumimos, s.p.g., ||uk||, = 1. Por (40),
|luklls — 0 quando k — oc.

Por isso,

||uk|lpo — 0 e HVung — 0, quando k — oo. (41)

Como |lug|| é limitado e WP(2) é um espago reflexivo, existem uma subsequéncia, ainda

denotada por (uy), e ug € WH(Q), tal que
up — ug, quando k — oo, em (WP(Q), || - |,
e assim, pelo Teorema 6.1.1,

Uk — Ug em (LP(Q), H ’ Hp)-
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Por outro lado, devido a u, — uy em W1P(Q),

Vup — Vug em (LP(Q))".
Deste modo, por u — ug em LP(2),

liminf [V > Vo,

Disto e de (41), |[Vugl[5 = 0, e assim, ug é constante. Agora, pelo Teorema 6.2.2, o

operador trago de WP(Q) em LP(9Q) é compacto. Consequentemente,
0 = lim inf [jug[|,0 > [luollp.o,
k—o0

ou seja, |[ugllpe = 0. Logo, up — 0 em LP(Q2) com |lug|b = 1, o que é um absurdo. Por
isto, vale (39), e com (38), a proposi¢do em questao. m
Proposigao 5: As normas || - || e || - || sdo equivalentes em W'P(Q).

Prova: Ora, dado u € W?(Q), temos que

fully = [ (vupde [ s
Q o0

< / VulPde + 18] / [ulds
Q o0
< max{L, |8} ull]

Denotando A = max{1, ||6Hoo}% > 0, temos que ||ul|g < A||ulls, para todo u € WP(Q).

Por outro lado, por = 816%%6(3) > 0,

Jull, = / uPda + / B(s)|ulds
Q o0

/]u\pdx—i—/ BlulPds
Q o9

> min{1, B}|ul5.

v

Definindo B = min{l,B}% > 0, temos ||ul|g > B||ul|o, e assim, ||| € ||-||s s@o equivalentes
em W'P(Q). Por isto e pelo Lema 5, || - || e || - || também sdo normas equivalentes em
Whr(Q). =

Tendo em maos a equivalencia da norma || - || 5, com a norma usual de WP (Q) em
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WhP(Q), podemos mostrar que as autofungoes associadas a qualquer autovalor de (35)

pertencem a L>(£2).

4.3 Regularidade das autofungoes de RS((2)

Nesta se¢ao, mostraremos que as autofungoes de (35) estao em CH*(02), e quando
0N for de classe C7, para algum v € (0, 1], as autofuncdes sdo de classe C*(QQ), para
algum o € (0,1), de forma similar ao processo utilizado no capitulo anterior para os
problemas D(2) e N(£2), bem como usar os mesmos resultados que foram citados anteri-
ormente na secio 3.3. No que segue e 1 < p < oo e 2 C R" é de classe C*1.

Teorema 14 (Limitagao das solugoes fracas de RS(Q)): Se (u,\) € W'P(Q) xR ¢
uma solugao fraca de (35), entao u € L>(1).

Prova: Por WhP(Q) — L>(Q), quando p > n, basta considerarmos o caso 1 < p < n.
Suponhamos, inicialmente, v > 0. Utilizaremos, novamente, a técnica de iteracao de
Moser. Para isso, para cada M > 0, sejam vy (z) = min{u(z), M} e ¢ = vﬁ’“ com k > 0.
Do Teorema 6.2.1, ¢ € W'P(Q)NL®(Q), Vo = (kp+1)viPVuys e var |so= min{u |po.ar}-

Utilizando ¢ como funcao teste em (35), segue que

(k?p+1)/|vu|P—2vuvaU§5dx+ BlulP~uvit T ds = /|U|p 200 dy
Q a0

+ / |ulP™ qukpﬂds,
o0

ou

(k 1)
L/ |V k“\pdx—l—/ BlulP2uvids < A </ |ul "”“”’d:v—l—/ \u](k“)pds).
k+1)p 90

Disto, de hm vy = u e do Teorema 6.1.4,
M—o0

k 1)
(kp—:‘l / ‘Vulwlypdac—k/ B’ul (k+1) pds < A (/ ’u‘ k+1)pd:€+/ |u| (k+1) pds)

(kp+1)
(k+1)P

1
(kp+ ) (/ |Vuk+1|pdx+/ B|u|(k+1)pd8) < )\(/ |u|(k+1)pdx+/ ]u|(k+1)pds),
(/{5 + 1)p Q 90 Q N

Ainda, por < 1, para todo k£ > 0,

23



ou seja,
(kp +1)

Ger o A U + ) (42)

Em [31], pagina 265, temos a seguinte desigualdade
lullyo < ellull” + Cle)lully, ¥ e > 0.
Disto e das normas || - || e || - || serem equivalentes em W'(Q), segue que
lully.p < eC'llulll + Ce)ullp, ¥ € > 0.
Utilizando u**1 ao invés de u na desigualdade acima, temos, de (42)

kp +1 /
(g _ )\eC) [ < AL+ C(e)) 2.

(k+ 1)
Como € — 0, podemos assumir que Elgﬁj)lz —XeC' > 0, e assim,
1
1 (k+1)p
[ulls < ()\(1 + C@))m) [l 1y, (43)
(R
Ainda, por W1P(Q) — L' (Q),se p < n, e p* = n”—_";) oup>nep* = 2p, existe C; > 0
tal que
[ < Crlla s,

e disto,

_1
el erype < CFF lulls- (44)

Por existir o limite, quando k — oo, de <)\(1 +C (6))+C,>, existe uma constante

(D)
(P e

Cy > 0 tal que

1 pVEk+1
( Eklﬁl)r)f — Al

Disto, de (43) e de (44), segue que
IR
ull geaype < CYF O™ | esryp, ¥ K> 0. (45)

Como (45) vale para todo k > 0, obtemos uma sequéncia recursiva (k,), de modo que
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(kn+1)p = (k1 +1)p*, ko = 0. Da recursividade da mesma, decorre que k, +1 = (%) )

Consequentemente,

n 1 noo 1
i=1 k41 =1/l +1
LSO NG, Sl

e/l knt1)p P

E, por 1% < 1, existe uma constante C' > 0 tal que, para cada n € N,

[l 1y < Cllflpe- (46)

Definindo r,, = (k, + 1)p*, temos, de z% < 1, que r, — oo quando n — oco. Se u ¢ L>®(Q),

entao existem £; > 0 e um conjunto de medida positiva A C Q, tal que |u(z)| > C||u

pr

g1 := K, para todo = € A. Por conseguinte,

liminf ||ul|,, > liminf (/ Krlndx) "
n—oo n—oo A
= liminf K|A|™
n—oo

= K
> COlu

j2)

o que contraria (46). Portanto, v € L*(€2). Caso u mude de sinal em (Q, basta consi-
derarmos u™ e u~ e, analogamente, mostra-se que ut € L*®(Q), u~ € L>®(Q), e assim,
u=ut—u" €L>®(). =

Consideremos agora a equagcao eliptica definida em (25). Nas mesmas condigoes
do Teorema 5, garantiremos que as autofuncoes de (35) sdo de classe C1*(QQ), para algum
a > 0.
Corolério 4: Se u ¢ uma autofungao no sentido fraco (35), entao u € C**(f2), para
algum « € (0,1).
Prova: Demonstracao analoga a feita no Corolario 1. =
Corolario 5: Se u é uma autofungao nao negativa da forma fraca (35), entao u é positiva
em todo dominio.
Prova: Demonstracao andloga a do Corolario 2.

Teorema 15: Sejam € um dominio limitado do R”, com 99 de classe C17, 0 < v < 1.
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e u uma solucao fraca da forma

— ANpu(z) = g(x), q.t.p. em €,

|Vu]p_2‘g—z = ¢(z,u), em 0,

com ||ulloc < M. Ainda, se g € L>®(Q2), com ||g|loc < K e
‘¢($,Z) - (b(y;w)’ S L HI - y|7 + |Z - w|7]7 |¢($,Z)| S L7

para todo (z, 2), (y, w) € 0Qx[—M, M], entao existe uma constante a = a(vy,n,p, M, K) >
0 tal que u € CH(Q) e

HuHCl,a(ﬁ) < C(’% n,p, M: K7 L7 Q)

Prova: Veja Lieberman [27] (Teorema 2, pagina 1204). =

Como uma solugao fraca u € WHP(Q) de (47) satisfaz

/ |VulP2VuV pdr = / gedr + [ ¢(z,u)eds, Yo € WHP(Q).
0 0 o9

Observamos que se ¢(z,s) = (A — (3)|s[P~2s, entdo ¢ satisfaz as hipéteses do Teo-
rema 15, para 0 < v < min{p — 1,1}. Como, neste caso, a solugao fraca de (47) e de (35)
serdo as mesmas, se S for de classe C7, para algum v € (0, 1], entdo as autofungoes da

forma fraca (35) estdo em C1*(Q), para algum a € (0,1).

4.4 Uma andlise do espectro de RS((?)

Nesta segao, faremos uma andlise do primeiro autovalor do problema RS(£2), bem
como, provaremos que o espectro do problema de Robin-Steklov é fechado. No que segue,
Q) 6 um dominio limitado de R", com fronteira de classe C'7, para algum v € (0,1] e

1 < p < 0. De (35), via teoria dos quocientes de Rayleigh (veja [21]), temos que

A = inf {/ \VulPdx + [ B(s)|ulPds; / |u|pd3:+/ |u|Pds = 1}, (48)
ueWhtr(@\{0} | Jo Gi) Q oQ

e assim, A; é o menor dentre todos os autovalor do problema RS(2). Veremos, a seguir,

que as autofuncoes associadas a A\; nao devem mudar de sinal em ().
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Proposicao 6: As autofuncdes associadas a A\; sdo positivas ou negativas em €.
Prova: Seja u uma autofungao associada a ;. De (48) e do Lema 6.2.2, temos que |u|
¢ também uma autofuncao associada a A;. Da desigualdade de Harnack, obtemos que
lu| > 0 em Q. Se existir xy € 09 tal que u(zy) = 0, do Lema de Hopf (veja [40]), segue
que 8‘“'( 0) < 0. Porém

ou

[Vl == oy~ A= Bl :

8':;' (xg) = 0, o que gera

Consequentemente, |V |u|(zo)|P~ 28‘“' o (z0) = 0, concluindo que
uma contradi¢do. Portanto, |u| > 0 em Q. =
Lema 6 (Identidade de Picone): Sejam u > 0, v > 0 duas funcoes continuas e

diferenciaveis q.t.p. em 2. Denotemos

P20V,

p
L(u,v) = [Vup + (p = 1) Vol

R(u,v) = |Vulf — |Vv|P72V ( ) V.

Logo, L(u,v) = R(u,v). Ainda, L(u,v) > 0 q.t.p. em Q x Q e L(u,v) = 0 q.t.p. em 2
se, e somente se, u = kv, para algum k € R.

Prova: Ora, a igualdade entre L e R segue de que

|p_2pup_1vp_1Vu —uP(p — 1)vP2Vu
U2p72

R(u,v) = |Vul’ —|Vv Vo

p—1

_ P _ p—2, U
= [Vul = [Vops

u? »
VoVu + (p — 1)—UP|VU|
= L(u,v).

-1
Ainda, pela desigualdade de Young (Teorema 6.1.3), fazendo a = |[Vu| e b = (@)p :

observando que ¢ = z%’ obtemos

p—1 p p—1 % -1
Y Gulivept < YU +[(u|w) ] (1)
(%

p v p

Vulp ~1
_ WVl G (p_>
p vP p
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Contudo, da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

p—1 uP—1
o V[P 2VuVe < = |VolP~2|VuVo|
up™? .
S Vol V.

Logo,
p—1 P
Liw.v) = [Vul? = p Vol 2|Vl Vul + (p = 1) [Vol?
p—1
+ P Vol V0|Vl - VoV
uP~1 1 uP~t ) ub~t —2
> po Vol Vul — pi Vel 2Vl [ Vel + p Vo= [ Vel [Vl — VoV
p—1
= pzpil Vo2 [|Vo||Vu| — VoV
> 0.
Agora,
b1 B uP uP—1 3
L(u,v) = [VulP—pos [Vol? 2 Vel [V +(p—1) [ Tol+p Vol 2 Vel Vul - VoVu].

Caso L(u,v) = 0, decorre que, da igualdade acima, que

0 = Liwo)
uP~!
> p p (Vol[P~2 [|Vo]|[Vu| — VoV
v
> 0.
Disto, tiramos que
P u? » uP~! b2
[Vul + (0 = 1) Vol = p Vol V| Vel ()

Da definicao de L e da estimativa obtida pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

—1

up
-[VolP7[Vu| <0 q.t.p. em Q.

up
p _ p_
0. |Vul? + (p— 1) Vel - p

Ao considerarmos K = {z € Q; %|Vv| = 0} temos, de (x), que |Vu| = 0 q.t.p. em K.
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Portanto,

|\Vu| = %|Vv| =0 q.t.p. em K. (*)

Seja n = De (%),
|VulP ub uP |V
e —0
|Vl i )vp P |V ’
por isto,
VP |VulP v|Vu|
1 — 0.
uP|Vol|p T pu|Vv\
Disto,

" +p—1-pn=0.

Do Lema 6.1.8, segue que n = 1, e assim,
|Vu| = %]Vv\ q.t.p. em Q\ K. (xxx)
Por isso, e por L(u,v) =0,
|Vul? + (p—1)|VulP — p%|Vu|p_2Vqu =0 q.t.p. em Q\ K.
Consequentemente,
|Vul? + (p — 1)|Vul* - p%Vqu =0 q.t.p. em Q\ K.
De (x % ), segue que

p|Vul* — p%Vqu =0qtp. em Q\ K & |Vuf> - %Vqu =0qtp. em Q\ K
& Vu (Vu — %Vv) =0qtp. em Q\ K

o Vu= 2wy q.t.p. em Q\ K.
v

Por fim, disto e de (x), Vu = “Vv em €. Logo, V (%) =0 q.t.p. em §, e assim, u = kv,
para alguma constante £ € R, encerrando esta demonstragao. m
Teorema 16: O primeiro autovalor \; de (35) é simples.

Prova: Suponha que u, v sejam autofuncoes associadas a Ay, s.p.g., v > 0, v > 0 em 2.
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Para € > 0, pela identidade de Picone no par u,v., com v, = v + €, obtemos

0 < /L(u,”ug)d;ﬂ

Q
= R(u,v.)dx
Q

Y4
_ / [\vu\P—qu\“wgv( ”_1)] dz.
Q 4

Disto, de Vv = V. e de (35), com v = u, segue que

P

(S)UPds—i-)\l/UpdlE-i-)\l/ Upds—/ \Vv|p_2VvV< u—1) dx.
Q a0 Q vF

(49)

0< / L(u,v.)dr < —
Q a0

Como U;fl e WP(Q), temos em (49) que, por v > 0,

0 < — ﬁ(s)upds—i-)\l/upda:—i—)\l/ uPds
B! Q o9

v \*! v\t v\*!
+ / B(s) (—> uPds — )\1/ (—) uPdx — )\1/ (—) uPds.
90 Ve O \Ue a0 \Ve

Fazendo ¢ — 0, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema 6.1.9),

/ lim L(u,v.)dz = 0.
Q&0

Portanto, L(u,v) = 0 q.t.p. em Q. Do Lema 6, existe k € R tal que u = kv. =
Teorema 17: Se v é uma autofungao associada a A # A;, entao v muda de sinal em (2.
Prova: Suponha que v nao muda de sinal em 2, s.p.g., v > 0. Seja v um autovalor

associado a A;. Fazendo contas similares as feitas em (49), temos que

0 < — 6(5)upd3+)\1/updx+)\1/ uPds
o9 ) B

v \*! v\t v\t
+ / B(s) (—) uPds — )\/ <—) uPdr — )\/ (—) uPds.
o0 Ve o \Ve o0 \ Ve

Fazendo ¢ — 0,
0< (A=) (/ updx+/ upds> :
Q o0
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o que é um absurdo, pois A > A\; e </ uPdx +/ u”ds) > (. Portanto, v muda de sinal
em (). m ? "

Com o Teorema 17, garantimos que as autofuncgoes que estejam associadas a au-
tovalores que sejam distintos de A\; devem mudar de sinal em €. Provemos, a seguir, que
este resultado vale também para €.

Teorema 18: Seja u uma autofuncao correspondente a A > A{, entao u muda de sinal

em €. Mais ainda, existe uma constante C' > 0 tal que

P _ 1 1
0 F o | 2 (50)
(§]
P _1 1
Q'+ 10T > o, (51)

ondep*:%epa:%se1<p<nep*:2p:pasep2n.
Prova: Seja u uma autofuncao correspondente a A > \;. Entao, do Teorema 17, u muda
de sinal em €2. Suponha que v nao muda de sinal em 0€2. Assim, podemos supor, s.p.g.,
que u < 0 em 9. Usando u™ como uma funcao teste em (35), temos que ut é também
uma autofuncao associada a A. Desde que u' nao muda de sinal em €2, usando o Teorema

17 e a Proposigao 6, obtemos que A = Ay, o que é um absurdo. Para a demonstracao de

(50), usaremos v~ como uma fun¢ao teste na forma fraca (35). Ora,
™[5 = Alllu™ I + 1w~ [15.0)-
Agora, da desigualdade de Holder,

p % p* _ P Pa
| < Ao (/ P dm) o[ (/ |u_|padx> |
Q o0

Por W?(Q) < LP" (Q) e WP(Q) — L’ (8Q) (Teoremas 6.1.1 ¢ 6.1.2), existem constantes

positivas C1, Cy tais que

lu” [l < Cullu™[l5 e [lu [ 5 < Callu |-

Logo,

_ =z -
[l [l < ACLIQ™ 75 [fu [[ + AC2|0Q7 [ [lu” |5

61



o
Consequentemente, |Q~ |[*77 +]9Q~ | 777 > com C' = max{C, Cy}. De forma anéloga

pret
mostra-se a validade de (51).

Teorema 19: O espectro do problema RS(f2) é fechado.

Prova: Sejam X = W1'?(Q) e ((tn, Vn))nen uma sequéncia de autopares de (35) tais que
Yn — 7, para algum v > 0. Assumimos, s.p.g., ||u,]| = 1. Disto e de X ser um espaco

reflexivo, do Lema 6.1.6, (u,) possui uma subsequéncia fracamente convergente em X,

que ainda serd denotada por wu,. Como (u,,,) satisfaz (35), temos, para todo n € N,

/ \Vu, [P 2Vu, Vodz+ [ Blun [P *u,vds = v, </ |, [P 2 upvde +/ |un]p2unvds) ,VoeX.
0 Q a0

o0

Como,

(Buy,v) = / |V, [P *Vu, Vodr +/ (14 B)|un P 2u,vds, Vv € X,
Q 090

temos que

(Bu, — Bu,u, —u) = 7, (/ |t [P 210 (1, — w)d + /
0

|, [P (U — u)ds)
G

+ / |t [P 2 (0, — v)ds — (Bu, u, — u),
B

que tende a 0, quando n — oo. O restante da prova é inteiramente analogo ao que foi
feito na prova do Teorema 10. Logo, (u,) é um autopar de (35). =

Por fim, provemos que o primeiro autovalor A\; do problema RS(2) é isolado.
Teorema 20: O principal autovalor A\; de (35) ¢é isolado.
Prova: Assuma que existe uma sequéncia de distintos autovalores A,, de (35), com

An — A1. Seja u, uma autofuncao associada a A,. De (35), com u, = u = v,

0< / Vi Pdz + / B(s) un|ds = A, ( / upPdz + / |un|pds). (52)
Q o0 Q [2)9]

Definindo

Unp,
(fsz |un [Pz + fag |Un’pd3)5

por v, ser limitado em W1P(Q), existem, do Lema 6.1.6, uma subsequéncia, ainda deno-

Up 1=

tada por v, e v € W'P(Q), tais que v, — v em W'?(Q) e v, — v em LP(Q). Ainda mais,
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para todo n € N,

/ o |Pdz _|_/ (o |Pds = Jo lunlPdz + [, [un|Pds . (53)
Q o0 fQ |un|pd:L‘ + faQ |un|pd3

Por outro lado, do Teorema 6.1.4,
/ \VoulPdx +/ B(s)vPds < liminf/ |V, |Pdx +/ B(s)|v,|Pds.
Q a0 nee Jo o0
Disto, de (52) e de (53), segue que
/ ]Vv|pd$+/ B(s)|v|Pds < Ay.
Q o9
Da definigao de A\; em (48), obtemos

/\Vv]pdar—i-/ B(s)|v|Pds = Ay.
0 o0

Da Proposigao 6, temos que |v] > 0. Se v > 0 (0 outro caso é andlogo), concluimos da

convergéncia em medida da sequéncia v,, com respeito a v (Lema 6.1.7) que
12| = 0e|00Q,| — 0,

o que contradiz (50). Logo, vale a afirmacao inicial. m

63



5 Conclusao

O principio L-S mostrou-se 1til para obter uma sequéncia de autovalores para o p-
Laplaciano, justamente por que diversas condigoes de fronteira podem ser englobadas em
um unico problema de autovalor. Observamos que nao nos aprofundamos sobre tal teoria
e sobre a demonstracao dos resultados de regularidade das autofungoes, pois o estudo
destes é suficiente para a confeccao de uma outra dissertacao.

Observamos que o principio L-S pode também ser tanto utilizado com condigoes
mistas de fronteira quanto com dominios em variedades. O principio L-S com condic¢oes
de fronteira mista requer certos cuidados, pois necessita de uma adaptacao na norma do
espaco que serd utilizado.

Ainda, conforme An Lé observa em [26], algumas questoes ficam para trabalhos

futuros:
e Os autovalores obtidos a partir da sequéncia L-S sao unicos?
e O espectro desses problemas é discreto?
e Que tipo de alternativa de Fredholm pode ser derivado de tais autovalores?

e (Quais sao os resultados de ressonancia?
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6 Apéndice

Elencaremos aqui os resultados que nos auxiliaram na elaboracao deste trabalho,

bem como referéncias das suas demonstragoes.

6.1 Resultados auxiliares e algumas desigualdades

Nesta segao separamos algumas desigualdades utilizadas ao decorrer da dissertacao,
bem como resultados de Andlise Funcional e Teoria da Medida.
Lema 6.1.1: Sejam  um dominio limitado em R™ e ¢ : RT™ — R™ uma funcao de Young,
isto é, existe ¢ > 0 tal que ¢(2t) < c¢(t), para todo t > 0. Se (u,) é uma sequéncia de

fungoes integraveis em (2 tal que

uw(z) = lim u,(x) q.t.p. emx € Qe /¢(|u!)dm = lim /(b(]un])da:,

entao

lim [ é(|u, —u|)dz = 0.

n—o0 QO

Prova: Veja Rao e Ren [33]. =
Lema 6.1.2: (a) Se p > 2, entao, para todo z,y € R",

ly|P > [z]P + plzP Pz - (y — z) + C(p)|z — y|". (54)

(b) Se 1 < p < 2, entdo, para todo x,y € R",

. |z —y[®
P> xP 4+ plz|P2z - (y — z) + C(p) ———F—. 55
[yl > |z[" + plz| (y — ) (p)(le T (55)
(c) Para cada = # y, p > 1, temos que
yl? > |2f? + plafP 2 - (y — ). (56)

Prova: Veja Lingdvist [29]. =
Lema 6.1.3: Se 0 < p < oo, a>0eb >0, entdao existe uma constante positiva K (p),
onde K(p) =1,se 0 <p<leK(p)=2""1 sel <p< oo, tal que (a+b)? < K(p)(aP+0bP).

Prova: Veja Adams, Fournier [1]. =
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Lema 6.1.4: Sejam A, B,C, D nimeros reais positivos e a, 8 > 0 tais que a + = 1,
entdo A*B® + C*D? < (A+ C)¥(B + D)".

Prova: Veja Hardy, Littlewood, Pélya [22]. =

Lema 6.1.5: Valem os seguintes itens:

(i) Se 2 < p < o0, entdo existe uma constante positiva A; tal que
2P~ — [yPy| < Avla — yl(|a] + |y} 2, Y,y € R
(ii) Se 1 < p < 2, entao existe uma constante positiva A, tal que
|z|P~22 — |y[P2y| < Aglw — y[P!, Yo,y € R™

Prova: Veja Kavian [24]. =
Teorema 6.1.1 (Rellich-Kondrachov): Seja Q um dominio limitado de classe C%! em

R". Se p € [1,00), entao o mergulho W*(Q2) < L(Q2) é continuo, desde que

(i)l<p<nel<g< (ﬁ’p),ou

(ii) p>neqel,0).

Além disso, casop <nel < g < n"—f; oup >neq e [1,00), o mergulho WH?(Q) — LI(Q)
é compacto.

Prova: Veja Fucik, John, Kufner [18]. =

Teorema 6.1.2 (Operador trago): Seja 2 C R" um dominio limitado de classe C%!,

n>2ep¢€[0,00). Entao existe um tinico operador, denominado operador trago,
[:Wh(Q) — LI(09),

continuo, desde que:
(n=1)p.
(1)p<nel<qg< =%

(2)p>neqe(l,0).

oup >neq € [l,00), entao o operador I é

Alémdisso,sep<n61§q<@
P

compacto.
Prova: Veja Fucik, John, Kufner [18]. m.
Lema 6.1.6: Se (X, ||-||) é um espago de Banach reflexivo, entao toda sequéncia limitada

possui uma subsequéncia fracamente convergente.
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Prova: Veja Brézis [8]. =

Lema 6.1.7: Seja (ug) C LP(QQ). Se up — u em LP(Q)), entdo uy converge para u em
medida.

Prova: Veja Kavian [24]. =

Lema 6.1.8: Seja f: R — R, dada por f(x) =2 —pxr +p—1, com 1 < p < co. Entao
x =1 é a Unica raiz positiva de f.

Prova: Ora, temos que f é coerciva, com f(0) =p+1, f(1) = 0. Ainda,

flw)=p(a " =1).

Como f'(z) < 0 parax € (0,1) e f'(z) > 0 para x € (1,00), e f é continua, logo, z =1 ¢
a Unica raiz positiva de f. =

Definigao 6.1.1: Sejam X um espaco de Banach e U C X um conjunto aberto, F' : U —

R. Entao o funcional F' é derivavel a Gateaux no ponto v € U se, para todo h € X,

lim F(x +th) — F(x) — (F',th)

t—0 t

=0,

e dizemos que sua derivada de Gateaux no ponto = é F' (). Agora, um funcional F é

derivavel a Fréchet no ponto x € U se

. F(z+h) — F(z) — (F',h)

=0
h—0 | Rl ’

onde F' é a derivada de Fréchet de F.
Observamos que um funcional F € C'(U,R) quando sua derivada de Fréchet de F
existe e é continua em U. Ainda, toda derivada de Fréchet é uma derivada de Gateaux.

Teorema 6.1.3 (Desigualdade de Young): Se 1 < p,q < oo, onde p e ¢ sdo expoentes

b4

conjugados e a,b > 0, entao ab < %p + 5

Prova: Veja Folland [17]. =
Teorema 6.1.4 (Lema de Fatou): Se (f,) é uma sequéncia de fun¢oes mensurdveis e

nio negativas definidas em R = R U {400}, entdo

/lim inf f,dp < lim inf/fnd,u.

Prova: Veja Folland [17]. =
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Teorema 6.1.5 (Desigualdade de Holder): Sejam 1 < p, ¢ < oo expoentes conjugados
e f,g fungdes mensurdveis em Q C X, entao fg € LY(Q), |fglli < Ifl»llgll, e vale a
igualdade se, e somente se, u = kv q.t.p. em £, para algum k£ > 0.

Prova: Veja Folland [17]. =

Defini¢ao 6.1.2: Uma sequéncia de fungoes (¢, ),en de fungoes em C§°(£2) converge para

@ em C§°(§2) quando forem satisfeitas as seguintes condigoes:

(i) Existe um conjunto compacto K C {2 tal que
supp(p) C K e supp(p,) C K, Yv € N;

(ii) D*p, — D%p uniformemente em {2 para cada multi-indice « quando v — oc.
Quando C§°(Q2) for munido da nogao de convergéncia definida em (i) e (ii), tal espago
serd denotado por D(2).

Definicao 6.1.3: Dado x € R", escrevemos

' = (xla s 7xn—1)7

n—1 %
| = (z ) |
=1

R} = {z = (2, z,); z, > 0},

= (2,1,), coma € R" z

com

Definimos

Q={r=(2",2,); 2] <1lelx,| <1},
Q-i— :QQRT-;J
Qo = {z = (2/,0); |2'| < 1}.

Dizemos que um conjunto aberto Q é de classe C%! se, para cada x € ), existe uma
vizinhanca U de x € R" e uma aplicacao bijetiva H : Q — U tal que

(i) H € C'(Q);

(ii) H~' € CY(U);

(i) H(Q)) = UNQ;

(iv) H(Qo) = U N oA
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A aplicacao H é dito um grafico local.

Definicao 6.1.4: Seja Q C R” um dominio limitado. Dizemos que 9 ¢é de classe C17,
com 7y € (0, 1] se, para todo x € 02, existe uma bola B C R™ de centro em x, um aberto
W C R™ e uma aplicacao bijetora ¢ : B — W tal que

(i) ¥(2N B) C RI;

(ii) ¥ (02N B) C ORY;

(iii) v € CY(B), ¥t € CY(W).

Quando 99 for de classe C'7, dizemos que o dominio 2 é de classe C'**.

Teorema 6.1.6 (Teorema de Du Bois Raymond): Sejam u € L] (Q) e T, um

operador linear, definido em D({2) por

(Ty, @) :/wpdx,
Q

para todo ¢ € D(2). Entao T,, = 0 se, e somente se, u = 0 q¢.t.p. em €.

Prova: Veja Cavalcanti [10]. =

Teorema 6.1.7: Seja (X, ||-||) um espaco de Banach uniformemente convexo e (u,,) uma
sequéncia em X tal que u, — u em (X, | - ), que satisfaz limsup ||u,| < ||u|, entdo

Prova: Veja Brézis [8]. =

Teorema 6.1.8 (Teorema de Egoroff): Sejam u(X) < oo, f, e f fungao complexas
mensuraveis em X tal que f,, — f em q.t.p.. Entao, para cada € > 0, entao existe £ C X
tal que u(X \ £) < ¢ e f, — f uniformemente em F.

Prova: Veja Folland [17]. =

Teorema 6.1.9 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue): Seja (f,,)nen
uma sequéncia em L' tal que f, — f em q.t.p. e existe ¢ € L' nao negativa tal que
|fnl < g, para todo n € N. Entao f € L' e /fdu = nli_)rgo/fndu.

Prova: Veja Folland [17]. =

6.2 A regra da cadeia em W!?(Q)) e seus subespacos

Nesse apéndice relembraremos alguns resultados importantes que foram utilizados
nas segoes 3.3 e 4.3, que também valem para W1P(Q) e seus subespagos, onde Q é um

dominio limitado em R" e p > 1. Tais resultado sdo encontrados em Brézis [§].
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Se © é um dominio de classe C%!, podemos estudar o traco de uma dada funcao
u € WHP(Q), que serd denotado por u |gq.
Lema 6.2.1: Seja f € C'(R), com f € L=(R). Entdo, valem os itens a seguir:
(i) Se u € W'P(Q), entao fou € WHP(Q).
(ii) Se u € WyP(Q) e f(0) =0, entdo fou € WP (Q).
Em todos os casos, temos V(f ou) = f (u)Vu. Mais ainda, os tracos de u e f(u) em 0

satisfazem

fulaa) = f(u) |aa -

Lema 6.2.2: Sejam X = W'(Q) ou X = W, P(Q). Se u € X, entdo ut,u™,|u| € X e

Vu, sewu >0,
Vu™ =
kO, se u < 0.
(
0, se u <0,
Vu~ = <
KVu, se u < 0.
p
Vu, se u > 0,
Viu| = 0, se u =0,
—Vu, sewu<D0.
(
Ainda mais, (u |go)T = u™ |aq € (u |gn)” = u™ |aq-

Relembramos que uma funcao é suave por partes se esta é continua e tem suas
primeiras derivadas continuas por partes. O conjunto dos pontos de f que nao sao dife-
renciaveis é dito conjunto dos pontos de canto de f. A seguinte regra da cadeia generaliza
os dois lemas anteriores.

Teorema 6.2.1: Seja f € C(R) uma fungao suave por partes, com f € L*(R). Entao
valem os seguintes itens:

(i) Se u € W'P(Q), entao fou € WHP(Q).

(ii) Se u € WyP() e f(0) =0, entdo fou € WyP(Q).
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Em todos os casos, temos que

"(u)Vu ué¢ L
N AT

0, seu € L,

onde L denota o conjunto dos pontos de canto de f. Ainda mais, f(u |sq) = f(u) |aq -

6.3 Restricao de funcoes a dominios nodais

Seja u uma funcao continua em um dominio limitado €2 em R"™. Definimos o

conjunto zero de u como

Z(u) ={z € @ u(z) =0},

e dizemos que 7 ¢ um dominio nodal de u se ; é uma componente conexa de Q\ Z(u).
Lema 6.3.1: Seja 2 um dominio limitado em R™ de classe C%!. Dadou € W'?(Q)NC(Q),
1 < p < o0, entao os seguintes itens sao equivalentes:
(i) v =0 em 0Q;
(i) u € W, P(Q).
Prova: Veja Brezis [8, Teorema I1X.17]. =

Enunciaremos o principal resultado desta secao.
Teorema 6.3.1: Sejam 2 um dominio limitado em R" de classe C%! e X = WH?(Q) ou
X = W,*(€). Suponha que u é uma funcio em X N C(Q). Dado ©; um dominio nodal

de u, entao a fungao u; = uyxg, € X, onde

u(z), sex €y,
ui(z) =

0, se x € Q\ Q.

Ainda mais, temos que Vuy(z) = Vu(x)xg, (z) q.t.p. = € Q.
Prova: Veja An Lé [26]. =
Temos um resultado similar para o traco das fungoes restricao.
Corolério 6.3.1: Sejam € um dominio limitado em R", com fronteira de classe C! e
u € CHQ) N WP(Q) tal que u tem finitos dominios nodais. Entdo, para cada dominio

nodal €2y de u, a funcao ug definida por uy = uxq; estd em WLP(Q) e seu trago ug |aq, de
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ug, satisfaz

u(x), sex € QN o,
up o () =
0, se x € 002\ 0.

Prova: Veja An Lé [26]. =
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