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RESUMO

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO SOB A OTICA DOS REGISTROS DE
REPRESENTACAO SEMIOTICA: UM ESTUDO COM LICENCIANDOS EM
MATEMATICA

AUTORA: Dienifer da Luz Ferner
ORIENTADORA: Rita de Céssia Pist6ia Mariani

Esta pesquisa tem por objetivo analisar tratamentos figurais mobilizados por licenciandos em
Matematica ao estudar conceitos/conteudos de Geometria Espacial de Posicdo. Para tal,
adotou-se 0s pressupostos tedricos dos registros de representacdo semidtica. O estudo é de
cunho qualitativo, seguindo principios da Analise de Conteudo. A produgdo de dados
considerou quatro obras que se destacam em bibliografias de componentes curriculares
relacionados ao ensino e aprendizagem de Geometria que compdem a matriz curricular de
cursos de Matematica Licenciatura, ofertados por institui¢cbes federais do Brasil. Além disso,
conta com o desenvolvimento de trés tarefas estruturadas a partir da reorganizagdo de
atividades apresentadas nas obras analisadas, tendo em vista a discussdo sobre
conceitos/conteldos de Geometria Espacial de Posi¢do. Diante das andlises realizadas,
constatou-se que as atividades propostas nas obras enfatizaram o registro em lingua natural
para comunicar seus enunciados e, na maioria das vezes, permanece nessa representacao,
evidenciando uma atividade de tratamento. Em contrapartida, o registro figural e a
desconstrucdo dimensional sdo pouco explorados. Quanto as apreensdes figurais, as
atividades analisadas pode possibilitar a mobilizacdo da perceptiva e discursiva. Apds uma
readequacdo de algumas dessas atividades as ideias de Raymond Duval, estas foram
desenvolvidas com sete licenciandos em Matematica. A realizacdo e analise do bloco de
tarefas permitiu constatar que os académicos foram retirados da sua zona de conforto em
diferentes momentos, ora por representacdes distintas do cubo, ora por descricdes que
exigiam recorrer a resultados da Geometria Espacial de Posicdo. Este movimento fez com que
0s sujeitos mobilizassem diferentes tipos de transformacgdes cognitivas e distintas apreensoes
figurais o que contribuiu para 0 movimento de desconstrucdo dimensional e para o
funcionamento espontaneo da visualizagdo. Além disso, observou-se que os participantes
demonstraram conhecimentos sobre conceitos/contetdos de Geometria Espacial de Posicdo e
que estimularam a acdo de ver em Geometria ao desenvolver as atividades organizadas. Pode-
se dizer que os tratamentos figurais contribuiram de forma integra para a visualizacdo em
Geometria, considerando as soluces pertinentes apresentadas pelos académicos. A vista deste
resultado pode-se afirmar que os tratamentos figurais sdo um meio que contribui na
aprendizagem da visualizacdo em Geometria, considerando as solucdes apresentadas pelos
académicos na realizagdo das atividades propostas. Diante do exposto, enfatiza-se a
importancia de se explorar esse tipo de atividade durante qualquer nivel de ensino.

Palavras-chave: Ensino de Geometria. Tratamentos figurais. Apreensdes. Visualizacao.
Ensino Superior.



ABSTRACT

SPACE GEOMETRY OF POSITION UNDER THE VIEW OF SEMIOTIC
REPRESENTATION RECORDS: ASTUDY WITH MATH LICENSORS

AUTHOR: Dienifer da Luz Ferner
ADVISOR: Rita de Céassia Pistoia Mariani

This research aims to analyze figurative treatments mobilized by undergraduates in
Mathematics when studying concepts/contents of Position Spatial Geometry. For this, the
theoretical assumptions of the semiotic representation registers were adopted. The study is
qualitative, following the principles of Content Analysis. The data production considered four
works that stand out in bibliographies of curricular components related to the teaching and
learning of Geometry that make up the curricular matrix of Mathematics Degree courses,
offered by federal institutions in Brazil. In addition, it has the development of three structured
tasks from the reorganization of activities presented in the analyzed works, in view of the
discussion about concepts / contents of Position Spatial Geometry. Given the analyzes
performed, it was found that the activities proposed in the works emphasized the registration
in natural language to communicate their statements and, in most cases, remains in this
representation, evidencing a treatment activity. In contrast, the figural record and the
dimensional deconstruction are little explored. As for the figurative apprehensions, the
analyzed activities can enable the mobilization of the perceptive and discursive. Following a
readjustment of some of these activities to the ideas of Raymond Duval, they were developed
with seven undergraduates in Mathematics. The accomplishment and analysis of the task
block showed that the students were removed from their comfort zone at different times,
sometimes by different representations of the cube, sometimes by descriptions that required
the use of results from Position Spatial Geometry. This movement caused the subjects to
mobilize different types of cognitive transformations and distinct figurative apprehensions,
which contributed to the movement of dimensional deconstruction and the spontaneous
functioning of visualization. In addition, it was observed that participants demonstrated
knowledge about concepts / contents of Position Spatial Geometry and that stimulated the
action of seeing in Geometry when developing organized activities. It can be said that the
figurative treatments contributed in an integral way to the visualization in Geometry,
considering the pertinent solutions presented by the academics. In view of this result it can be
stated that the figurative treatments are a means that contributes to the learning of
visualization in geometry, considering the solutions presented by the academics in carrying
out the proposed activities. Given the above, the importance of exploring this type of activity
during any level of education is emphasized.

Keywords: Geometry Teaching. Figurative Treatments. Seizures. Visualization. University
Education.
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1 INTRODUCAO

Neste capitulo, sdo apresentados aspectos sobre a trajetoria académica da
pesquisadora. Em seguida, s&o expostos 0s objetivos estabelecidos para a pesquisa, bem como
o caminho metodoldgico percorrido. Finalizando, apresenta-se uma breve descrigdo sobre a

composicao desta dissertacéo.

1.1 TRAJETORIA ACADEMICA DA PESQUISADORA

A presente pesquisa emerge de experiéncias vivenciadas no periodo da graduacdo no
curso de Matematica Licenciatura, concluido ao final do ano de 2016 e realizado na
Universidade Federal do Pampa (UNIPAMPA), campus Itaqui/RS, em especial, durante a
participacdo no Programa Institucional de Bolsas de Iniciagdo a Docéncia (Pibid), nos grupos
de pesquisa matE? (Educacdo e Educacdo Matematica) e EMgep (Educacdo Matematica:
grupo de estudos e pesquisas).

Na graduacdo, o contato com o componente curricular, especifico e obrigatério, de
Geometria Espacial (GE) ocorreu no 2° semestre do curso de Matematica Licenciatura, apos
ter cursado o componente curricular de Geometria Plana. Ambos foram abordados de maneira
axiomatica, com énfase na realizacdo de demonstraces matematicas e na mobilizacdo de
representacdes algébricas e numéricas, para fins de mensurar areas e volumes de objetos
geométricos, sem discussfes relacionadas a abordagem desses conceitos/contedidos na
Educacdo Basica.

Quando havia a necessidade de representar objetos tridimensionais, estes, geralmente,
eram disponibilizados de forma impressa ou “esbogados” no quadro, isto é, ao se tratar tais
objetos, estes foram representados em perspectiva com apenas um ponto de vista e de forma
“estatica”. Esta era uma dificuldade enfrentada pela turma, a qual estd relacionada com a
habilidade de visualizacdo em Geometria, que exige analisar o objeto por meio de suas
propriedades.

Durante participacdo no Pibid, do 3° ao 8° semestre do curso, foram desenvolvidas
atividades como: leituras sobre Educacdo Matematica, elaboracdo de planejamentos,
monitorias e interaulas’. Nestas Gltimas, destaca-se que foi possivel acompanhar, durante um

ano letivo, uma turma de 3° ano do Ensino Médio, sobretudo, no estudo de GE. Constatou-se

! Espaco-tempo de producdo do conhecimento no contraturno escolar, o qual estabelece intermediacBes
conceituais dos conteidos trabalhados na escola e universidade.
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que esses conceitos foram tratados com énfase na utilizacdo de formulas em detrimento as
demonstragdes, o0s tratamentos figurais e a mobilizagdo de diferentes representacoes
matematicas. Ressalta-se que outras pesquisas (LEIVAS, 2009; KLUPPEL, 2012;
CARVALHO, 2013; OLIVEIRA, 2016) reafirmam esta pratica.

No grupo de pesquisa matE?, no qual participo desde o ano de 2015, foram realizadas
problematizacdes acerca das tematicas: curriculo, politicas publicas e formacgéo de professores
de Matematica. Dentre estas atividades, sublinha-se os estudos da teoria dos registros de
representacdo semiotica (RRS), desenvolvida por Raymond Duval, e analises de livros
didaticos. Entende-se que essa teoria permite (re)pensar sobre saberes ensinados na escola,
pois possibilita refletir sobre os fundamentos da Matematica e de sua aprendizagem
(SOARES, 2016). As investigacOes de livros didaticos foram realizadas com o propdsito de
auxiliar professores a formular critérios para analisar este recurso quanto aos limites/lacunas e
potencialidades no processo de ensino e aprendizagem de Matematica.

E importante registrar, também, que as experiéncias vivenciadas nesses espagos-tempo
contribuiram para definir a probleméatica de meu Trabalho de Concluséo de Curso® (TCC). A
referente pesquisa teve por objetivo analisar se e como sdo abordados os elementos
fundamentais ao desenvolvimento do pensamento geométrico nas propostas de colecbes de
livros didaticos de Matematica do Ensino Médio aprovadas pelo Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD) de 2015, adotadas pelas escolas Estaduais do Municipio de Itaqui/RS. As
analises foram baseadas na fundamentacdo tedrica do modelo de Van Hiele, o qual expde
interpretacdes sobre a ruptura entre o ensino da Geometria e sua compreensao, e na teoria dos
RRS, destacando as especificidades da aprendizagem matemaética, em particular, no que tange
a importancia das representacdes semiéticas nas atividades deste campo do conhecimento.

A anélise das colecGes de livros didaticos realizada no TCC permitiu concluir que a
maioria das atividades propostas nas unidades/capitulos especificas de GE aborda questfes
relacionadas as grandezas area e volume, em detrimento ao estudo das propriedades de figuras
geomeétricas espaciais e dos tratamentos figurais.

Em relacdo a teoria dos RRS, percebeu-se que a conversdo é a transformag&o cognitiva
mais explorada. Esta transformacdo é fundamental para a aprendizagem matematica, desde
que seja abordada em diferentes sentidos. Estas ideias serdo aprofundadas no Capitulo 3.
Contudo, nas colecdes analisadas, mais de 90% das atividades partem de uma representacdo

2 FERNER, D. L. Desenvolvimento do Pensamento Geométrico: analise de livros didaticos de Matematica do
Ensino Médio. Trabalho de Conclusdo de Cursos (Graduagdo em Matematica Licenciatura) - Universidade
Federal do Pampa, Itaqui, 2016.
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em lingua natural para uma representacdo algébrica e sdo concluidas com a mobilizagdo desta
representacéo.

Salienta-se que o registro figural é utilizado, na maioria das vezes, nas cole¢@es, como
um registro intermediario, pois o foco das atividades refere-se a determinacdo de area ou de
volume de figuras espaciais. Entende-se que, por se tratar de conteudos/conceitos
relacionados a GE, este deveria ser abordado, também, como registro de chegada em
atividades envolvendo construgdes geométricas, pois estas “formam imagens passiveis de
comunicar uma ideia, um conceito ou um pensamento” (MORAN; FRANCO, 2015, p. 65),
essenciais a argumentacao e realizacdo de demonstragdes.

A partir do ingresso no Programa de Pés-Graduacdo em Educacdo Matematica e
Ensino de Fisica - PPGEMEF e da insercdo no EMgep, passei a me apropriar de alguns
estudos desenvolvidos neste ambiente no campo da Geometria, tais como, Arcego (2017),
Collet (2017), Kiefer (2017) e Mumbach (2018) ao mesmo tempo em que buscava
singularidade e sentido para este estudo.

Arcego (2017) explorou o campo da Geometria Plana por meio da area do circulo,
enfatizando a discussdo sobre apreensdes figurais mobilizadas em uma sequéncia de
atividades desenvolvidas com estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental. Esta investigagédo
contribuiu na organizacdo e analise das tarefas propostas nesta dissertacdo ao considerar que
as atividades devem partir de enunciados que ndo envolvam exclusivamente o registro em
lingua natural e a0 mesmo tempo proporcionem a mobilizacdo de mais de uma apreensao
figural®.

Collet (2017) e Kiefer (2017) abordaram questdes da Olimpiada Brasileira de
Matemética das Escolas Publicas (OBMEP) relacionadas a area de figuras planas com,
respectivamente, estudantes que participavam do programa de iniciacdo cientifica da OBMEP
de nivel 2 e académicos de um curso de formacdo inicial de professores de Matematica. Estes
estudos, assim como, Arcego (2017), apresentam a possibilidade e a importancia de se tomar
uma teoria de aprendizagem, como 0s RRS, para a compreensdo de conhecimentos
matematicos. E estas destacam que é a mobilizacdo de diferentes representacdes para um
mesmo objeto matematico que auxilia no entendimento destes.

Além disso, Kiefer (2017) elabora uma discussdo sobre software’ de Geometria

Dinamica associados a teoria dos RRS. Ressalta-se que este recurso ndo foi utilizado

¥ Este termo seré discutido no Capitulo 3 desta dissertagao.
* Este é um termo estrangeiro que néo é pluralizado, ou seja, ndo sofre flexido em nimero. Logo este serd
utilizado para se referir a um ou mais, a depender do sentido em que é empregado na frase.
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mediante uma sequéncia de comandos, mas para complementar e mobilizar com mais
facilidade algumas representacdes realizadas nos protocolos dos académicos, bem como para
testar hipoteses evidenciadas nas analises parciais e a mobilizacdo de diferentes apreensdes.
Mumbach (2018) investigou o campo geométrico tendo como colaboradores
licenciados em Matematica, com intuito de identificar limites e potencialidades de
componentes curriculares de praticas de ensino. Os resultados deste estudo evidenciaram ao
analisar os planejamentos relacionados a Geometria dos professores em formacéo inicial que
um software de Geometria Dindmica, neste caso o GeoGebra, foi empregado, praticamente,
em todas organizacgdes realizadas. As possiveis apreensdes figurais a serem mobilizadas pelas
organizagOes dos planejamentos dos académicos foram, com mais frequéncia, perceptiva e
sequencial, pois as atividades em sua maioria fazia referéncia a construcdo de objetos
matematicos. Foi destacado pela pesquisadora que 0s conceitos geométricos ndo foram
detalhados, ou seja, ndo foram exploradas propriedades das construcdes realizadas,
conduzindo a perceber a inseguranca destes sujeitos ao abordar essa area da Matematica.
Diante dos estudos ja produzidos no ambito do grupo de pesquisa e das experiéncias
académicas da pesquisadora, esta investigacdo enfatizara a discussdo no contexto do Ensino
Superior referente a questdes do campo da Geometria Espacial ainda ndo exploradas nos
estudos deste grupo. Porém, propde a continuidade dos entendimentos e contribuicBes da
teoria dos RRS, principalmente, tratamentos figurais, os quais foram analisados, em parte, por
meio da apreensdo operatdria destacada nas pesquisas citadas. Bem como, a teoria dos RRS
aliada a recursos didaticos, como software de Geometria Dinamica, dos quais ja obteve-se
alguns resultados, e a utilizacdo de materiais manipulaveis, para auxiliar no desenvolvimento

da habilidade de ver no espago.

1.2 PROBLEMATIZACAO DO TEMA

O estudo da Geometria ¢ fundamental “a descri¢do, a representagdo, a medida e ao
dimensionamento de uma infinidade de objetos e espacos na vida diaria e nos sistemas
produtivos e de servigos” (BRASIL, 2002, p. 123), bem como a resolugdo de problemas de
diferentes areas do conhecimento. Pavanello (2004, p. 4) reafirma essas ideias a0 mencionar
que, “a geometria apresenta-Se COmo um campo proficuo para o desenvolvimento da
capacidade de abstrair, generalizar, projetar, transcender o que ¢ imediatamente sensivel”.

Assim, pode-se anunciar que esse campo da Matematica propicia a construcdo de um

pensamento especifico. O pensamento geométrico potencializa o
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[...] desenvolvimento de abstracdes e representacdes do espago, € uma poderosa via
de generalizacdo da propria algebra e, ainda, estd em estreita ligagdo com o
desenvolvimento do pensamento combinatorio, estatistico-probabilistico, na medida
em que esquemas, tabelas e gréaficos de diferentes tipos séo representagdes, tanto do
tratamento da informacdo, como das func¢Bes que expressam relacGes especiais, que
modelam fendmenos da ciéncia, da tecnologia e da sociedade. (RIO GRANDE DO
SUL, 2009, p. 38).

Nesta perspectiva, a Geometria origina duas maneiras diferentes de se pensar, a
primeira refere-se a questdes associadas a posicdo relativa das formas e a segunda trata de
questBes tocantes as medidas. Estas duas formas devem ser exploradas de modo articulado
para que os estudantes possam “usar as formas geométricas para representar ou visualizar
partes do mundo real [bem como] para a compreensdo e construcdo de modelos para
resolugdo de questdes da Matematica e de outras disciplinas” (BRASIL, 2002, p. 123). No
entanto, conforme os Parametros Curriculares Nacionais — PCN, direcionados ao Ensino
Médio (BRASIL, 2002), os conceitos/contetdos deste campo da Matematica se restringem,
geralmente, a métrica (calculo de areas e volumes), ou seja, enfatizam apenas uma das
maneiras de se pensar, referindo-se a esta como uma “abordagem tradicional” que ocorre no
ensino de Geometria.

A relevéncia dada no trabalho com as medidas em detrimento ao estudo das
propriedades de objetos geométricos pode estar relacionada as dificuldades demonstradas por
professores em conceitos/contetdos de Geometria. Estes obstaculos sdo apontados em
diferentes pesquisas da éarea de Educacdo Matematica (LOVIS; FRANCO, 2015;
LORENZATO, 1995; PAVANELLO, 1993; SCHEIFER, 2017).

Os resultados da pesquisa de Lovis e Franco (2015, p. 86), desenvolvida com um
grupo de professores de Matematica atuantes em escolas sobre o ensino de conceitos
geométricos na Educacdo Baésica, apontam indicios das causas dessas dificuldades. Os
investigadores constataram que nem todos os professores participantes tiveram a oportunidade
de cursar um componente curricular de Geometria Euclidiana durante a graduacdo, ou de
participar de discussbes sobre metodologias e/ou materiais especificos para o0 ensino e
aprendizagem desta area.

Uma situacdo preocupante sobre o ensino de Geometria € mencionada na investigacao
de Almouloud, Manrique, Silva e Campos (2004). Os pesquisadores constataram uma
contradicdo entre o discurso e a pratica de um grupo de professores. Apesar desses

profissionais evidenciarem a importancia do ensino de Geometria, ao analisar 0s
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conceitos/conteidos matematicos por eles selecionados, observa-se poucos ou nenhum topico
relacionado a este campo da Matematica.

Geralmente, 0s conceitos geométricos estdo organizados, nos curriculos, em:
Geometria Plana, Geometria Espacial, Geometria Analitica e Geometrias Ndo-Euclidianas. A
GE, foco desta investigacéo, analisa o espago. Sendo assim, investiga objetos que possuem
mais de duas dimensdes, estes sdo nomeados como sdlidos geométricos ou figuras
geométricas espaciais. Conforme as Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio - OCEM
(BRASIL, 2006), o estudo da GE é fundamental para o desenvolvimento da capacidade de
abstracdo do estudante, bem como reconhecer propriedades das formas geométricas, resolver
problemas praticos do cotidiano, estimar e comparar resultados.

Entende-se que, o trabalho com conceitos/conteldos da Geometria na escola deveria
ser introduzido por meio da GE, visto que os objetos do mundo “real” sdo tridimensionais e
por intermédio desta pode-se trabalhar conceitos da Geometria Plana, em razdo de que esta
requer procedimentos de abstracdo e generalizacdo. Essa organizacdo vem sendo ressaltada
desde a criacdo dos PCN (1997), destinados ao 1° e 2° ciclo do Ensino Fundamental, e,
também, esta presente na Base Nacional Comum Curricular — BNCC (BRASIL, 2018) e em
outros referenciais curriculares, por exemplo, o Referencial Curricular do Rio Grande do Sul,
orientado para o Ensino Fundamental (RIO GRANDE DO SUL, 2009).

A BNCC (2018) enfatiza que conceitos/conteudos desse campo da Matematica devem
ser explorados desde os anos iniciais do Ensino Fundamental, por exemplo, iniciando pelo
reconhecimento de pontos de referéncia para localizacdo; representacdo de espacos
conhecidos; identificacdo de caracteristicas de formas geométricas espaciais. No entanto, a
pratica escolar raramente implementa essa proposta. Estes podem ser um dos motivos para as
dificuldades apresentadas por estudantes e professores no trabalho com a Geometria,
apontadas em diferentes estudos (LEIVAS, 2009; KLUPPEL, 2012; CARVALHO, 2013;
VIANA, 2015).

Apesar da GE ser essencial a problematizacdo e modelagem do espaco em que
vivemos, 0 que vem se destacando no seu ensino, assim como na Geometria Plana, é a
“valorizacdo da aplicacdo de férmulas e ndo no estudo dos elementos e propriedades dos
objetos tridimensionais” (BORSOI, 2016, p. 15). Sublinha-se que esta situacdo pode ser
influenciada por diferentes fatores ja citados anteriormente.

No entanto, a “abordagem tradicional” de se ensinar Geometria ndo contribui para o
desenvolvimento do pensamento especifico deste campo, o qual os estudantes necessitam para

“investigar propriedades, fazer conjecturas e produzir argumentos geométricos convincentes”,
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para favorecer o “estudo da posi¢do e deslocamentos no espaco e o das formas e relagdes
entre elementos de figuras planas e espaciais”. (BRASIL, 2018, p. 271).

A BNCC, referente ao Ensino Medio (BRASIL, 2018), enfatiza que para uma
aprendizagem em Matematica é fundamental a compreensdo dos objetos matematicos. Para
tanto, salienta a “importancia das representacdes para a compreensao de fatos, de ideias e de
conceitos, uma vez que o0 acesso aos objetos matematicos se da por meio delas” (BRASIL,
2018, p. 529). Dentre as competéncias especificas de Matematica para o Ensino Médio
destacadas neste documento, tem-se: “Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo,
diferentes registros de representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solugdo e comunica¢do de resultados de problemas”
(BRASIL, 2018, p. 531).

As habilidades apontadas para essa competéncia enfatizam o uso de diferentes
representacfes para um mesmo objeto matemaético, pois conforme este documento, esta
mobilizagdo contribui na ampliacdo da capacidade do estudante de pensar matematicamente.
Salienta-se que essas ideias, também, sdo manifestadas na teoria elaborada por Duval (2004,
2009, 2011, 2012a, 2012b, 2013, 2016).

Ao tratar da teoria dos RRS, conforme Duval (2011), para aprender a ver em
Geometria, € necessario que sejam propostas atividades em que ndo se recorra apenas a
medidas e célculo, ou seja, atividades apresentadas em uma “abordagem tradicional” como
mencionada nos PPC (BRASIL, 2002). Ao estudar a GE, o aprendiz é “convidado a ampliar
sua capacidade de abstracdo e surge mais fortemente a necessidade de mobilizar as
habilidades de visualizagdo espacial” (BORSOI, 2016 p. 15), pois nem sempre identifica-Se a
primeira vista o que se busca na analise de uma figura.

O desenvolvimento de habilidades “de visualiza¢do, de desenho, de argumentagdo
logica e de aplicacdo na busca de solugdo para problemas” (BRASIL, 2002, p. 123) ¢é parte
integrante da aprendizagem de conceitos/contetdos geométricos. Documentos curriculares, a
saber, BNCC (2018) e PCN (1998, 2002), também, destacam a importancia do
desenvolvimento da habilidade de percepcao espacial, ou seja, “ver” no espago.

Dada a importancia da visualizacdo na aprendizagem de Geometria, Flores, Wagner e
Buratto (2012) analisaram pesquisas realizadas no Ensino Superior e na formacéo inicial de
professores, publicadas no Encontro Nacional de Educacdo Matematica (ENEM), no periodo
de 1998 a 2010, que abordaram esta questdo. Neste estudo foram identificadas

aproximadamente 2000 produgdes no evento, destas 66 abordaram a visualizacdo, sendo que
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em 32 o entendimento de visualizagdo aproxima-se da definicdo dada por Duval. Esta
definicdo sera discutida no proximo capitulo.

Geralmente, nas aulas que tratam de conceitos/conteidos de GE, os objetos
tridimensionais sdo apresentados aos estudantes em representacdes planas, ou seja, as figuras
tridimensionais desenhadas em uma superficie plana (em perspectiva). Salienta-se que estas
representag0es em perspectiva sob diferentes pontos de vista de objetos 3D sdo evidenciadas
como objetivos/habilidades para o 3° ciclo do Ensino Fundamental e Ensino Médio (BRASIL,
1998, 2002, 2018).

As representacOes de objetos tridimensionais em perspectiva sdo discutidas por
Rommevaux (1998, p. 31, tradugdo nossa), a qual propde que € necessario “distinguir o
bidimensional representando o tridimensional, que concebe a foliacdo do espaco
tridimensional em planos de diferentes dire¢cdes” que € a capacidade de discerni-los que gera
uma representacdo tridimensional. Em outros termos, ver no espago, para Rommevaux
(1998), esta diretamente relacionado a identificacdo de unidades figurais, neste caso, o
reconhecimento de planos em uma representacdo ndo tridimensional.

Cabe destacar que, a identificacdo do objeto matematico tridimensional, assim como
suas unidades figurais, ficam mais ou menos visiveis em certas representacbes em
perspectiva. Por exemplo, as representagfes figurais em duas dimensdes de um cubo,

apresentadas na Figura 1, evidenciam este fato.

Figura 1 — Representacdes figurais em perspectiva de um cubo

N

(a) (b) (©)

Fonte: Adaptado de Scheifer (2017, p. 59).

A forma de representacdo (a) do cubo é a mais usual, na qual tem-se uma melhor
percepcdo de todas as faces do objeto. Na representagdo (b) um par de vértices estad
sobreposto, pode-se evidenciar que, sem a presenca de um discurso/enunciado, a imagem, ao

menos em um primeiro momento, pode ser identificada como um hexagono (figura plana). Na
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representacdo (c), na qual os vértices do cubo estdo sobrepostos, dois a dois, a figura
apresenta apenas uma face do cubo. Sendo assim, da mesma forma que a representacdo (b), o
discurso/enunciado se faz necessario para a identificagdo de um objeto tridimensional.
Destaca-se que essas mudancas de ponto de vista, sdo denominadas por Rommevaux (1998)
com base na teoria dos RRS, como uma “fun¢do de tratamento”.

Os software de Geometria Dindmica podem vir a contribuir na aprendizagem de
conceitos/contetidos referentes a GE, pois estes possibilitam a modificacdo de posicao
(diferentes vistas) de figuras geométricas, ou seja, proporcionam a “fun¢do de tratamento”,
mantendo suas propriedades e fornecendo uma “confiabilidade e uma objetividade que
permitem efetuar verificagdes e observagdes” (DUVAL, 2011, p. 84), que lapis, papel, régua,
compasso, por exemplo, propiciam apenas de forma limitada.

Este pensamento também € apresentado por Pereira (2012, p. 35, traducdo nossa) que
interpreta que “as condigdes de um desenho escapam do controle conceitual”, isto ¢, as
interpretagdes do ponto de vista do desenho s&o coerentes, mas ndo sdo condigdes
generalizadas de forma conceitual. Tendo em vista esse entendimento sobre o desenho,
Gravina (1996) defende que ao se trabalhar com software de Geometria Dindmica o0s
conceitos geométricos sdo elaborados com equilibrio figural e conceitual, pois desenvolve a
habilidade de reconhecer representacdes diferentes de uma mesma configuracdo pela
possibilidade de “manipular” a figura no monitor verificando suas diferentes versdes de ponto
de vista. Este recurso pode facilitar o desenvolvimento de niveis mais abstratos de
conhecimento na Geometria, pelo fato da possibilidade de manipulacdo dos objetos
geomeétricos e generalizacdo de conceitos (PEREIRA, 2012).

As OCEM (BRASIL, 2006, p. 89) destacam que, a atividade que envolve os software
de Geometria Dinadmica “coloca em funcionamento diferentes habilidades cognitivas — 0
pensar geométrico, o pensar estratégico, o pensar hierarquico”. A BNCC (2018, p. 276),
também, propde a utilizacdo desses recursos, entendendo que eles “tém um papel essencial
para a compreensdo e utilizagdo das nocdes matematicas”, desta forma 0 apresenta nos
objetivos de conhecimento na unidade de Geometria ao longo do Ensino Fundamental — anos
finais.

Além das vantagens mencionadas sobre o uso de software, Borba e Penteado (2003)
em sua obra Informéatica e Educacdo Matematica, ja mencionavam que 0s computadores
estavam cada vez mais presentes na atividade humana, independente da area que estivéssemos

nos referindo. Sendo assim, passados mais de 15 anos desta publica¢do, e com 0 maior avango
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das tecnologias, ainda é fundamental que os computadores e outros recursos digitais “também
estejam presentes nas atividades escolares” atuais.

Para ver no espaco, de acordo com Rommevaux (1998), é necessario primeiramente
conhecer 0 que buscamos, o que devemos ver. Desta forma, se evidencia a importancia do
registro em lingua natural para a identificacdo, bem como a utilizacdo de materiais
manipulaveis para o reconhecimento do objeto tridimensional. Para a pesquisadora, tendo em
vista dificuldades apresentadas por estudantes em imaginar o objeto 3D e seus respectivos
planos de formacdo, tem-se a necessidade de utilizar materiais manipulaveis como um
intermediario para dar as representacdes planas a possibilidade de um reconhecimento
tridimensional. Logo este recurso possibilita uma base para a atividade de abstracao.

Ponte e Serrazina (2000), também, evidenciam que a manipulacdo de materiais tem
um papel importante na construcdo de conceitos geométricos. Conforme os pesquisadores, é
essencial utilizar representacbes e modelos que contribuam com a construcdo de conceitos
matematicos pelo simples fato destes serem abstratos.

Moran (2015) afirma que € possivel representar objetos geométricos 3D, mantendo sua
dimenséo, proporcionando dessa forma a identificacdo de seus elementos figurais e também
propiciando a manipulacdo do objeto que oportuniza a visualizagdo por diferentes angulos.

Outro fator contribuinte para a utilizacdo deste recurso, conforme Lorenzato (2006), é
que estes favorecem a realizacdo de descobertas e permitem um trabalho menos formal, pois
despertam a curiosidade nos estudantes, levando-os a execug¢do de “tentativas e erros” na
resolucdo de um problema proposto. No entanto, o autor admite que o trabalho do professor,
neste sentido, é fundamental, uma vez que ele precisa pensar na utilizacdo correta desses
materiais, considerando que estes ndo garantem a aprendizagem de nenhum
conceito/conteudo matematico se ndo houver um encaminhamento organizado pelo professor.

Assim, conforme Matos e Serrazina (1996), os conceitos matematicos que 0S
estudantes devem construir ndo estdo diretamente em nenhum material manipulavel para se
abstrair de forma empirica. Os investigadores mencionam que é necessario que o professor
organize de forma adequada o ambiente de aprendizagem, oriente 0s estudantes a atribuir
significado as suas agdes com o material e os estimulem a realizar exploracGes, formulagdes e
verificacOes sobre, no caso da Geometria, as figuras e as suas propriedades.

Desta forma, os software de Geometria Dindmica e os materiais manipulaveis podem
ser utilizados de forma conjunta, um complementando o outro, de modo a contribuir com o

processo de ensino e aprendizagem de Geometria. Sem esquecer que ndo é apenas a utilizacdo
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desses recursos que ira garantir a aprendizagem dos estudantes, pois o que auxilia alguns

sujeitos pode nédo contribuir para a aprendizagem de outros.

1.3 OBJETIVOS DA PESQUISA

Considerando a relevancia da GE, mas tendo em vista dificuldades apresentadas em
seu ensino e aprendizagem, tem-se como questdo norteadora: Quais contribuicfes de um
estudo de conceitos da Geometria Espacial de Posi¢do, apoiado em tratamentos figurais, de
acordo com Duval, na formacdao inicial de professores de Matematica?

Para tanto, o objetivo geral € analisar tratamentos figurais mobilizados por
licenciandos em Matematica ao estudar Geometria Espacial de Posi¢éo.

Assim, alguns objetivos especificos sdo elencados:

a) analisar quatro referéncias bibliograficas mais indicadas dentre os Projetos
Pedagdgicos de Cursos de Matematica Licenciatura em suas ementas de
componentes curriculares que tratam de Geometria, em especial, GE, no que tange
aos aspectos da teoria dos RRS;

b) (re)organizar, desenvolver e analisar alternativas de atividades para se revisitar
conceitos/conteidos de Geometria Espacial de Posicdo que foram propostas nas
obras analisadas de modo que envolvam articulagbes de representacbes e
tratamentos figurais agregados a materiais manipulaveis e/ou software de

Geometria Dindmica como recursos didaticos com licenciandos em Matematica.

1.4 CAMINHO METODOLOGICO

A pesquisa possui uma abordagem qualitativa, conforme propéem Lidke e André
(1986, p. 12), pois nesta a “preocupacdo com o processo ¢ muito maior do que com o
produto”, pois os dados sdo analisados sob um ponto de vista cognitivo em fungédo da teoria
escolhida. Estes estdo apresentados de forma predominantemente descritiva, mas isto nao
exclui a possibilidade de subsidiar algumas andlises a partir de dados quantitativos. Quanto
aos procedimentos, a investigacdo tem inspiragdes na técnica de Andlise de Contetdo. Para
Bardin (2011, p. 48), esta é

Um conjunto de técnicas de analise das comunicagBes visando obter, por
procedimentos, sistematicos e objetivos de descricdo do contelido das mensagens,
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indicadores [...] que permitam a inferéncia de conhecimentos relativos as condigdes
de producéo/recepgdo [...] destas mensagens.

O desenvolvimento desta técnica consiste em trés etapas, sendo elas: a) Pré-anélise: é
basicamente a organizagdo da pesquisa, etapa que compreende a formulagdo dos objetivos,
leitura “flutuante”, escolha dos documentos a serem analisados e elaboracéo das categorias de
analise, ndo necessariamente nesta ordem; b) Exploracdo do material: baseia-se na analise e
producdo de dados; ¢) Tratamento dos resultados e interpretacfes: consiste em tratar dados
obtidos de modo a se tornarem significativos e validos.

Com o intuito de atender aos objetivos elencados para o desenvolvimento desta
investigacdo®, foram necessarios dois momentos organizados pela técnica de Anélise de
Conteudo.

O primeiro momento da pesquisa refere-se a0 mapeamento de ementas de cursos de
Matematica Licenciatura, que tem como propdsito identificar componentes curriculares que
tratam de GE e, posteriormente, verificar e analisar bibliografias que sdo comuns aos cursos.
Nesta fase, busca-se observar se as atividades propostas nessas obras abordam a mobilizacéo
e articulacdo de diferentes registros de representacdo semiotica, bem como os tratamentos
figurais. Para isso, segue-se as trés etapas da técnica adotada.

Na pré-analise foram definidas as obras a serem exploradas e, ap6s a realizacdo de
uma leitura flutuante, elaborou-se critérios de analise. Ressalta-se que alguns destes ja haviam
sido definidos a priori, pois envolvem conceitos da teoria dos RRS, tais como: a)
representacdes mobilizadas para enunciacdo e resolucdo da questdo; b) apreensbes
mobilizadas; c¢) desconstrucdo dimensional. Apos a delimitacdo dos critérios, foi realizada a
segunda etapa da Anélise de Conteudo, exploracdo do material. Nesta as questdes propostas
pelas obras mapeadas em ementas de cursos de Matemaética Licenciatura foram descritas e
analisadas quanto aos critérios definidos. Para a realizacdo da Ultima etapa da técnica
escolhida, organizaram-se quadros que envolveram as atividades investigadas quanto aos
aspectos da teoria do RRS. Assim, ocorreu entdo a interpretacdo dos dados obtidos com o
intuito de elencar semelhancas e diferencas evidenciadas nas obras.

O segundo momento da pesquisa conta com a producdo de dados por meio de um
questionario semi-estruturado (Apéndice A) (LUDKE; ANDRE, 1986) que buscou identificar
o perfil dos participantes (Secdo 1.4.1) e um bloco de tarefas (Apéndices B, C e D), ambos

desenvolvidos com académicos de um curso de Matematica Licenciatura. Salienta-se que este

® Ressalta-se que o projeto desta pesquisa foi aprovado no primeiro semestre de 2018 pelo Comité de Etica em
Pesquisa com Seres Humanos (CEP) da UFSM (Anexo A) (CAAE: 89496118.1.0000.5346).
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grupo foi selecionado tendo em vista as poucas pesquisas desenvolvidas com este nivel de
escolaridade em relacdo aos outros niveis (NOVAK, 2018) ainda mais a se tratar de
conceitos/contetidos de Geometria Espacial de Posi¢do (GEP).

A pesquisa se desenvolveu no ambiente do componente curricular MTM1062 —
Educacdo Matematica I1° no segundo semestre de 2018, ofertado no curso de Matematica
Licenciatura Noturno da Universidade Federal de Santa Maria (UFSM) com académicos que
estavam cursando. Dentre os objetivos deste componente, destaca-se: “ldentificar diferentes
formas de organizacdo e apresentacdo curricular de conteddos de Matematica do Ensino
Medio; [...]; Estudar ideias essenciais da Matemaética para o Ensino Médio” (UFSM, 2013,
n.p).

Para evidenciar a importancia da abordagem da GEP, aos licenciandos em
Matematica, o bloco de tarefas elaborado, contendo 10 atividades, tem como foco a discusséo
formal de conceitos/contetidos deste campo da Geometria. Estas foram elaboradas buscando
contribuir com o processo de desenvolvimento do pensamento geométrico com base na teoria
dos RRS, visando explorar, em especial, tratamentos figurais.

A pesquisadora entrou em contato com 0s académicos matriculados no componente
curricular MTM1062 — Educacdo Matemaética Il para expor o projeto e verificar a
disponibilidade de participarem voluntariamente deste estudo. Apds a disposicdo destes
sujeitos a participarem da pesquisa, deu-se inicio aos encontros. As intervencGes foram
realizadas em sete horas aula consecutivas, durante a primeira quinzena do més de novembro
de 2018, as quais uma hora aula foi destinada ao preenchimento do termo de consentimento e
aplicacdo do questiondrio semi-estruturado; e seis horas aula foram reservadas ao
desenvolvimento e discusséo das tarefas.

A pré-andlise, neste segundo momento, consistiu na organizacao de tarefas com base
na fundamentacdo tedrica produzida, nos mapeamentos realizados e obras analisadas. Na
etapa da exploracdo do material, realizou-se o desenvolvimento das atividades, nas quais
obteve-se 0s protocolos escritos para que, posteriormente, fossem analisados segundo os
pressupostos tedricos dos RRS referentes aos conceitos/contetudos de GEP.

Na Gltima etapa, tratamento dos resultados e interpretaces, os dados produzidos
foram compilados por meio de quadros-resumo, evidenciando interpretacGes a respeito do

objetivo desta pesquisa.

® Ofertada para o 7° semestre do curso.
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1.4.1 Perfil dos participantes da pesquisa

O questionario semi-estruturado (Apéndice A) preenchido pelos participantes da
pesquisa tinha como objetivo compreender o perfil dos académicos a partir de aspectos
pessoais, formacdo escolar, trajetdéria no curso de Matemética Licenciatura e alguns
componentes curriculares especificos.

Os integrantes da turma na qual se desenvolveu a pesquisa disponibilizaram-se a
participar, assim, sete académicos foram envolvidos nas agdes. Estes, de modo a ndo expo-
los, foram denominados como Al, A2, B1, B2, C1, C2 e C3, conforme a organizacdo das
equipes para o desenvolvimento das tarefas.

A faixa etaria dos académicos estd entre 22 a 38 anos. O grupo é formado por trés
pessoas do género feminino e o restante masculino. Dentre os participantes tém-se trés
solteiros, um divorciado, um demarcou a alternativa “outro” e um casado que é o Unico que
informou ter filhos.

Os dados dispostos no Gréafico 1 se referem a formacéo escolar dos licenciandos a
partir de uma legenda na qual inicio e término do Ensino Fundamental — EF esta representado
por retdngulo e Ensino Médio — EM por um segmento de reta. Todos realizaram o EF na
modalidade regular e frequentaram este nivel de ensino durante a faixa etaria estabelecida (até
15 anos), variando entre escolas estaduais (Al; B1l; B2; C1), municipais (Al; C2; C3) e
particulares (A2). Dentre os académicos apenas o0 C1 concluiu o EF em sete anos e 0 C2 em

nove anos, o restantes demandou o tempo regular’, oito anos.

Gréfico 1 — Periodo de formacéo escolar dos participantes da pesquisa

Al A2 Bl B2 C1 C2 C3

Fonte: Dados da pesquisa.

" Até 2010 duracéo do ciclo educacional poderia ser de oito anos.
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Dois dos participantes, B1 e B2, concluiram o EM por meio do Exame Nacional do
Ensino Médio — ENEM e por Exame Supletivo, respectivamente. Os demais concluiram de
forma regular em escolas estaduais (Al; C1; C2; C3) e particulares (A2) durante trés anos,
apenas um destes demandou cinco anos para finalizar esta etapa. Sublinha-se que os dois
niveis de ensino citados foram realizados pelos participantes em cidades distintas, sendo elas:
Dom Pedrito/RS (B1), Jaguari/RS (C3), Paraiso do Sul/RS (Al), Santa Maria/RS (A2; B2;
C1; C2).

Dentre os participantes da pesquisa, mesmo esta sendo desenvolvida em um
componente curricular do curso de Matematica Licenciatura Noturno, ha um académico do
curso de Matematica Licenciatura Diurno® matriculado neste e participando desta
investigacdo (Al). No Gréfico 2 esta distribuido o ano de ingresso de cada participante, bem
como o possivel ano de conclusdo informado pelo proprio. Salienta-se que 0 ingresso no

curso de periodo noturno ocorre no segundo semestre do ano.

Gréfico 2 — Periodo de ingresso e possivel conclusdo do curso de Matematica Licenciatura
dos participantes da pesquisa

2021 —
2020 —
2019 +— —
2018 +— —
2017 —
2016 —
2015 —
2014
2013
2012
2011

Al A2 Bl B2 C1 Cc2 C3

Fonte: Dados da pesquisa.

Destaca-se que o numero idealizado de semestres para a conclusdo do curso de
Matematica Licenciatura Noturno, na instituicdo que foi desenvolvida a pesquisa, € de 10
semestres e no curso com periodo diurno € de oito semestres, tendo 0 periodo maximo para a
concluséo estipulado em 15 e 12 semestres, respectivamente. Conforme os dados apontados

no Gréafico 2, apenas 0 A2 mencionou estar apto a concluir o curso em nove semestres, que €

& A Universidade Federal de Santa Maria oferta dois cursos de Matematica Licenciatura com turnos distintos,
diurno e noturno.
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um periodo menor do que o estabelecido. No entanto, salienta-se que nédo se pode afirmar que
0s demais académicos irdo exceder o tempo maximo estipulado, pois ndo se tem informacGes
quanto a realizacao de trancamento por um periodo determinado do curso.

Os Graficos 1 e 2 indicam informacgdes sobre a transicdo do Ensino Médio para o
Ensino Superior. Apenas o participante B1 concluiu um nivel de ensino e ingressou no
proximo com a diferenca menor que um ano, porém este académico realizou o0 ENEM como
forma de conclusdo do EM. O caso que ha mais distanciamento de tempo, aproximadamente
13 anos, entre término e inicio de estudos é o do académico C1. Os outros participantes, Al,
A2, B2, C2, C3, obtiveram um afastamento entre o0s niveis mencionados de,
aproximadamente, trés, quatro, cinco, cinco e um ano, respectivamente.

Os licenciandos foram questionados quanto a forma que estudam para 0s componentes
curriculares  cursados na  graduacdo. Estes indicaram  que  resolvem  as
atividades/listas/exercicios disponibilizados pelos professores (Al; A2; B1; B2; C1; C2; C3),
fazem outras atividades além das contidas nas listas (B1; C2), assistem videos sobre
conceitos/conteddos na internet (B1; C2), buscam os monitores e/ou professores para solucédo
de eventuais davidas (Al; A2), bem como realizam leitura de obras da area (A2).

O Al (curso diurno) mencionou que estuda com colegas, ja os participantes do curso
noturno informaram que estudam, na maior parte do tempo, de forma individual. Este fato,
provavelmente, ocorre pela falta de tempo disponivel e compativel entre esses académicos,
tendo em vista que a maioria atua em outras profissées ndo relacionadas a educacdo durante o
turno diurno.

Ao questionar os participantes quanto a alguns componentes curriculares ja cursados.
Salienta-se que o0s componentes curriculares questionados ndo sdo pré-requisitos para a
resolucdo do bloco de tarefas desta pesquisa, mas 0s conceitos/conteddos ministrados durante
0 desenvolvimento dos mesmos podem facilitar em alguns questionamentos ou a¢fes das
atividades. O Quadro 1 expde as informacOes citadas pelos académicos quanto a terem

cursado ou ndo 0s componentes mencionados.

Quadro 1 — Componentes curriculares cursados pelos participantes da pesquisa

(continua)

) Participantes | 1 | a2 | B1 | B2 | c1| c2 | c3
Componentes Curriculares
Recursos Tecnoldgicos no Ensino de Matematica | X X X - X X X

Recursos Tecnoldgicos no Ensino de Matematica 11 X X X - X X X

® Simbolo que representa a ndo realizagdo do componente curricular.
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Quadro 1 — Componentes curriculares cursados pelos participantes da pesquisa

(concluséo)

: Participantes | 9 | a2 [ B1 | B2 | c1| c2 | c3
Componentes Curriculares
Geometria Plana X X X X X X X

Geometria Espacial X X X - X X

Fonte: Dados da pesquisa.

Os componentes apontados no quadro acima foram indicados tendo em vista que esta
investigacdo trata de assuntos da GEP, esta estd vinculada ao componente de Geometria
Espacial (5° semestre), bem como a necessidade de alguns conceitos da Geometria Plana (4°
semestre); os componentes de Recursos Tecnoldgicos no Ensino de Matematica | (1°
semestre) e Il (6° semestre) foram questionados pretendendo verificar se os participantes ja
teriam realizado alguma manipulacdo ou conhecimento sobre software de Geometria
Dinamica. Dentre os dados obtidos, apenas 0 B2 ndo realizou 0os componentes curriculares
que tratam especificamente de recursos tecnoldgicos, mas este fato ndo indica que o
participante ndo tenha realizado o contato/manipulacdo destas ferramentas em outros
momentos.

Quanto ao componente de Geometria Espacial, este tem como objetivo “Compreender
0s principais resultados da geometria espacial, dando énfase ao processo l6gico-dedutivo e
aos aspectos de aplicabilidade destes na resolucdo de problemas tedricos e praticos; intuir e
visualizar figuras no espago” (UFSM, 2013, n.p), assim estando diretamente relacionado a
pesquisa. Cinco sujeitos haviam sido aprovados e dois, B2 e C3, at¢ o momento da
intervencdo, ndo haviam cursado. O Al mencionou 0 aproveitamento do componente
curricular de outra universidade e os participantes A2, B1, C1, C2 realizaram este no
ano/semestre de, respectivamente, 2018/02, 2017/02, 2012/02, 2017/02. Estes académicos
ainda informaram que estudavam para o componente de Geometria Espacial por meio de suas
anotacOes de aula, videos e obras de conceito/contetdo da area.

A partir das informacdes descritas nesta se¢do foi possivel obter um delineamento da

turma e dos participantes desta pesquisa.

1.5 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO
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Para o desenvolvimento desta dissertacdo adota-se uma organizacao de seis capitulos.
Tendo como capitulo introdutério a discussdo j& apresentada sobre a trajetoria académica
percorrida pela autora, assim como a problematizacdo do tema, 0s objetivos, o caminho
metodoldgico adotado para esta investigacdo e o perfil dos participantes da pesquisa.

O Capitulo 2 apresenta na Se¢do 2.1 uma revisdo bibliografica sobre o tema
pesquisado. Esta busca a partir de pesquisas na area evidenciar a importancia do ensino e
aprendizagem de Geometria, bem como verificar 0 que vem sendo investigado neste campo
sob o aporte tedrico dos RRS, no que se refere a Geometria Espacial de Posi¢cdo. No préximo
capitulo, apresenta-se o referencial tedrico que fundamenta esta pesquisa, buscando aproxima-
lo do contexto da GE e expondo a importancia do registro figural na aprendizagem de
Geometria.

O Capitulo 4 descreve a Andlise de Contetdo realizada de obras identificadas em
projetos pedagdgicos de cursos de Matematica Licenciatura. No Capitulo 5 estdo organizadas
as etapas percorridas para a elaboragdo, desenvolvimento e as andlises do bloco de tarefas
elaborado com o intuito de contribuir com questdes sobre a visualizacdo em GE por meio de
tratamentos figurais.

E por fim apresenta-se o ultimo capitulo desta dissertacdo, o qual expde algumas
ponderacOes obtidas durante o desenvolvimento da pesquisa, seguido pelos apéndices e

anexos empregados.
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2 ENSINO E APRENDIZAGEM DE GEOMETRIA: ALGUNS INDICIOS
IDENTIFICADOS POR MEIO DE UMA REVISAO BIBLIOGRAFICA

S&o apresentadas duas sec¢des durante o capitulo, uma delas busca identificar o que
estd sendo produzido em termos de pesquisas referentes a Geometria, principalmente, sobre
GE. Para tanto, sdo expostos os dados de dois mapeamentos que versam sobre este campo da
Matematica e sobre o aporte tedrico dos RRS, bem como sobre Geometria Espacial de
Posicdo. A terceira sec¢do, “Geometria Espacial de Posicdo: alguns resultados”, aborda a

questdo epistemoldgica do conceito discutido durante a dissertacao.
2.1 MAPEAMENTO DE PESQUISAS SOBRE GEOMETRIA

Para a composicdo da revisdo bibliografica deste estudo foram elaborados dois
mapeamentos. O primeiro considerando pesquisas em Geometria que utilizam como aporte
teorico a teoria dos RRS. A partir dos resultados obtidos e do fato de ndo encontrar estudos
especificos sobre Geometria Espacial de Posicdo, optou-se por investigar este campo da
Matematica sem restri¢do tedrica na tentativa de identificar o que se destaca em termos de
conceitos/conteudos, objetivos, metodologias de pesquisa e ensino, nivel de ensino ao qual a
pesquisa é destinada e utilizacdo de recursos didaticos.

2.1.1 Registros de Representacdo Semidtica em pesquisas sobre Geometria

Tendo em vista a importancia das representacbes em Geometria, esta subsecdo
apresenta um mapeamento de pesquisas académicas brasileiras, tomando como fonte o banco
de teses da Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior—-CAPES™,
referentes a conceitos/contetidos de Geometria Plana e Espacial que se apropriaram de ideias
da teoria dos RRS. A escolha de mapear estes campos da Geometria justifica-se pelo fato de
gue ambos estdo muito proximos em termos de discussdes sobre tratamentos figurais e
visualizacao.

As fontes de producéo de dados foram teses e dissertacGes disponibilizadas no portal
da CAPES, no qual, durante 0 més de maio do ano de 2018, realizou-se a pesquisa a partir da

combinacdo dos descritores “representagdo(s) semiotica(s)” e “geometria”. Na tentativa de

19| ink de acesso: <http://catalogodeteses.capes.gov.br/catalogo-teses/#!/>
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refinar os resultados, a pesquisa foi efetuada nas grandes areas do conhecimento das ciéncias
humanas e multidisciplinar, que desenvolvem pesquisas referentes a area da Educacdo
Matematica e afins.

Apds esta primeira investigacdo, obteve-se um total de 88 pesquisas que dispunham
dos descritores utilizados, das quais 79 estavam disponiveis para a realizacdo de download.
Destas foi realizada a leitura dos resumos e da ficha catalografica no intuito de organiza-las
quanto as seguintes informacdes: titulo, autor(a), orientador(a), ano de publicacéo, instituicao
e programa de poés-graduacdo na qual foi realizada, tipo de pesquisa, conceito/conteddo
mobilizado, objetivo, nivel de abrangéncia, metodologia, recursos didaticos e resultados
obtidos, e investigou-se também aspectos abordados da teoria dos RRS e se obteve auxilio de
outra teoria.

Dentre as 79 pesquisas identificadas (13 teses; 66 dissertacbes), 57 abordam
conceitos/conteudos da Geometria (Plana, Espacial, Analitica e N&o-euclidiana) e 22 estdo
relacionadas a outros campos da Matematica, como, por exemplo, fungdes, sistemas lineares,
nimeros racionais, nimeros complexos, entre outros. Localizaram-se 31'! estudos que
exploram exclusivamente a Geometria Plana e/ou Espacial (Apéndice E). A partir desse
recorte organizou-se o Quadro 2 que contém a distribuicdo das sete teses e 24 dissertacdes nos
programas de pds-graduacao, bem como suas respectivas instituicdes de ensino.

Quadro 2 — Distribuicdo das pesquisas por programa de p6s-graduacdo e instituicdo de ensino

Programa de P6s-Graduacao Instituicdo de Ensino D|T
Educacdo Universidade Federal do Mato Grosso do Sul 0|1

Educacdo Universidade Estadual de Ceara 1|0

Educacdo Universidade Estadual de Ponta Grossa 210

Educacdo Universidade de Brasilia 0|1

Educacdo Cientifica e Tecnoldgica Universidade Federal de Santa Catarina 1|0
Educacdo em Ciéncias e Matematica Universidade Federal de Mato Grosso 0|1
Educacdo Matematica Pontificia Universidade Catolica de Séo Paulo 7|3

Educacdo Matematica Universidade Estadual de Santa Cruz 1 ]|-2
Educacdo Matematica e Ensino de Fisica Universidade Federal de Santa Maria 2 -
Educacdo Matematica e Tecnoldgica Universidade Federal de Pernambuco 1 -
Educacdo para a Ciéncia e a Matematica Universidade Estadual de Maringa 0|1
Ensino de Ciéncias e Educagdo Matematica Universidade Estadual da Paraiba 1 -
Ensino de Ciéncias e Matematica Pontificia Universidade Catolica de Minas Gerais | 1 -
Ensino de Ciéncias e Matematica Universidade Federal de Uberlandia 1 -
Ensino de Ciéncias e Matematica Universidade Franciscana 210
Ensino de Matematica Universidade Federal do Rio de Janeiro 1 -

Ensino de Matematica Universidade Federal do Rio Grande do Sul 3 -

! Estas pesquisas foram identificadas pela letra P e numeradas de 1 a 31.
12 Simbolo utilizado para os programas que n4o possuem curso de Doutorado.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Destaca-se que, diante a analise do Quadro 2, o programa de pos-graduacdo em
Educacdo Matematica da Pontificia Universidade Catolica de Sdo Paulo (PUC/SP) € o que
apresentou o maior numero de producdes, dez ao total, sobre o aporte tedrico da teoria dos
RRS em pesquisas que exploram conceitos/contetdos de Geometria Plana e/ou Espacial.

Este fato pode ter sido influenciado por este ser um dos mais antigos programas de
pos-graduacao do Brasil referente a rea de Educacdo Matematica, tendo iniciado o seu curso
de mestrado no ano de 1994 e seu curso de doutorado no ano de 2002, possuir uma linha de
pesquisa seguindo, principalmente, a perspectiva da didatica da matematica francesa e que
possui a0 menos dois docentes que tem como tema de pesquisa o0 ensino e aprendizagem de
Geometria. Além disso, sublinha-se que dentre as dez pesquisas produzidas neste programa de
pos-graduacdo, sete delas (duas teses e cinco dissertagdes) foram orientadas pelo mesmo
docente, Dr. Saddo Ag Almouloud™.

O Rio Grande do Sul, apresentou-se com sete dissertacdes, sendo assim o segundo
estado brasileiro com maior nimero de pesquisa relacionadas a Geometria Plana e/ou
Espacial aliadas a teoria dos RRS. Estas pesquisas foram localizadas em trés diferentes
programas de pds-graduacdo oferecidos pelas seguintes instituicGes de ensino: Universidade
Federal de Santa Maria (UFSM); Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS) e
Universidade Franciscana (UFN). Destaca-se que dentre as dissertacfes identificadas cinco
foram orientadas por diferentes pesquisadores.

O periodo das defesas dos estudos identificados encontrou-se entre 0s anos de 2007 e

2017, como exposto no Quadro 3.

Quadro 3 - Distribuicao das pesquisas por periodo de conclusédo

Periodo Quant. de pesquisas
2007 — 2009 4
2010 — 2013 11
2014 — 2017 16

Fonte: Dados da pesquisa.

Ao tratar do ensino e aprendizagem em Geometria € recorrente, em estudos atuais, o

destaque de questBes sobre seu abandono influenciadas por meio de pesquisas do século

Bink de acesso curriculo lattes: <http:/lattes.cnpq.br/9168215683139657>.
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passado (PAVANELLO, 1993; LORENZATO, 1995). No entanto, os dados do Quadro 3,
evidenciam que mesmo restringindo o referencial tedrico, no periodo do ano de 2014 a 2017
ocorreu um aumento consideravel na quantidade de investigacGes que exploram este campo.
Este acréscimo sobre estudos referentes a Geometria ja vinha sendo constatado por outras
investigagBes, independentemente da perspectiva tedrica (ANDRADE; NACARATO, 2004;
CLEMENTE et al., 2015).

Sublinha-se que no ano de 2016 ocorreu a conclusdo do maior nimero de pesquisas
sobre conceitos/conteudos de Geometria Plana e/ou Espacial aliados a teoria dos RRS, com
um total de sete producdes, tendo pesquisas desenvolvidas nos estados do Mato Grosso,
Paraiba, Rio Grande do Sul, Santa Catarina e Sdo Paulo. Esse dado revela que este tema nao
estd sendo influenciado apenas por uma linha de pesquisa ou por algum docente, pertencente a
um programa de pos-graduacéo especifico.

No Quadro 4 esta disposta a organizacdo das investigacdes por nivel de abrangéncia e
o campo da Geometria, Plana e/ou Espacial, que foi explorado. E evidente o maior interesse
por conceitos/contetdos da Geometria Plana e o nivel da Educacdo Basica. Os dados
permitiram verificar que, com um total de, aproximadamente, 64% das pesquisas mapeadas
destinam-se a Educacdo Basica, em que os conteldos abordados foram: perimetro; area;

volume; transformacdes geométricas; figuras planas e sélidos geométricos e suas construcoes.

Quadro 4 - Distribuicao das pesquisas por nivel de abrangéncia e campo da Geometria

Quant. de pesquisas
Nivel de abrangéncia Geometria Plana Geometria Espacial Geometria _Plana e
Espacial
Educacdo Basica 10 7 2
Ensino Superior 6 0 1
Formagdo Continuada 4 0 1

Fonte: Dados da pesquisa.

Destaca-se que ha um total de sete pesquisas direcionadas ao nivel da Educacdo
Basica que exploraram, de forma objetiva, os conceitos/contedos de area e volume de
objetos matematicos. Dentre essas, quatro, ou seja, mais da metade, abrangem o campo
especifico da GE.

As pesquisas direcionadas ao Ensino Superior e Formagdo Continuada estéo
relacionadas a conceitos/contetidos como: figuras planas (construcfes); area e congruéncia;

lugares geométricos; transformagdes geométricas no plano; demonstracgdes.
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Evidencia-se que a GE, mesmo quando aliada a pesquisas que discutem
conceitos/conteudos de Geometria Plana, possui menor representatividade dentre os estudos
identificados. Este dado manifesta a necessidade de mais pesquisas neste campo do
conhecimento. Bem como, investigacOes aliadas ao Ensino Superior e formacdo continuada
de professores, tendo em vista que se observou apenas duas investigacdes nestas areas de
ensino, isso quando abordadas juntamente com outros conceitos/conteddos.

Outro fato constatado nas pesquisas mapeadas foi quanto a escolha das fontes de
producdo/coleta de dados. Verificou-se que, aproximadamente, 72% dos estudos utilizaram
sequéncia de atividades e os demais exploraram livros didaticos, artigos cientificos e questdes
de provas de larga escala. Estes resultados estdo de acordo com a metodologia de ensino e
pesquisa mais utilizada pelas producdes, a Engenharia Didatica, proposta por Michéle
Artigue, e aplicada em, aproximadamente, 41% das pesquisas. Os outros 59% das
investigacGes explicitaram apenas procedimentos metodoldgicos orientados a partir de:
pesquisas bibliogréficas; estudo de caso; Anélise de Conteldo.

Ao investigar quais aspectos da teoria dos RRS (Quadro 5) foram explorados na
analise e resultados das pesquisas mapeadas, constatou-se que as transformacfes cognitivas,
ou seja, tratamentos e conversdes entre representacdes, foram abordadas em 30 investigacdes.
Em outras palavras, apenas uma pesquisa relacionada a Geometria Plana ndo analisou esse
aspecto. Ressalta-se que, dentre esses 30 estudos, dez verificaram exclusivamente esse ponto

da teoria.

Quadro 5 - Distribuicdo das pesquisas por aspectos da teoria dos RRS

. Pesquisas
Aspectos da teoria dos RRS Geometria Plana | Geometria Espacial | Geometria Plana e Espacial
Apreensdes figurais 11 5 3
Desconstrugdo dimensional 4 2 3
Olhares em geometria 2 0 1
Transformagdes cognitivas 19 7 4

Fonte: Dados da pesquisa.

As apreensdes figurais foram identificadas nas analises e resultados de 19 estudos,
sendo o segundo aspecto mais enfatizado. Estas sdo analisadas concomitantemente com a
desconstrucdo dimensional de uma figura geomeétrica, isto é, abordam tratamentos figurais,

em nove pesquisas. Conforme Duval (2011), é a compreensdo desse tipo de tratamento que
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permite que os estudantes entrem na maneira de ver em Geometria, desta forma, destaca-se a
necessidade de mais estudos sobre este aspecto.

Dentre as pesquisas que abordam de forma especifica conceitos/contetdos de
Geometria Espacial, apenas duas analisam tratamentos figurais (BETTIN, 2017; PALLES,
2013). Recorrendo aos trabalhos publicados de Duval (1999, 2004, 2005, 2009, 2011, 2012a,
2012b, 2013, 2016), encontra-se poucas discussdes sobre GE, sendo assim, destaca-se a
dissertacdo de Palles (2013), pois esta apresenta reflexGes sobre a teoria dos RRS e este
campo da Geometria. Na pesquisa, a autora reorganiza exemplos e esquemas para o ensino de
Geometria, j& publicados pelo autor da teoria para duas dimenses, para a terceira dimensao,
ou seja, para a GE.

Ressalta-se que 0s quatro aspectos apontados no Quadro 5, foram estudados em
apenas trés investigacbes de forma simultanea (ASSUMPCAO, 2015; SCHEIFER, 2017;
TREVISAN, 2016), sendo que apenas a pesquisa de Scheifer (2017) apresentou
conceitos/contetudos de GE e de forma conjunta com a Geometria Plana. A pesquisa citada
analisou, conforme a teoria dos RRS, 51 questdes da Prova Brasil para o Ensino Fundamental
e Médio que envolvem Geometria. Desta forma, as observacbes realizadas pela autora
auxiliaram nesta pesquisa no que diz respeito a elaboracéo das tarefas (Segéo 5.1).

Ao investigar sobre a utilizacdo ou a sugestdo para 0 uso de materiais manipulaveis
e/ou software de Geometria Dindmica nas pesquisas mapeadas, constatou-se que,
aproximadamente, 65% dos estudos, isto é, 20 investigacdes referem-se a estes recursos em
suas analises. Segue no Quadro 6 a organizacdo destas por campo da Geometria, Plana e/ou

Espacial.

Quadro 6 - Distribuicdo das pesquisas por recursos utilizados e campo da Geometria

Recursos - - Pesquigas - -
Geometria Plana | Geometria Espacial | Geometria Plana e Espacial
Materiais Manipulaveis 1 0 1
Software de Geometria
L 6 7 0
Dinamica
Materiais Manipulaveis e
Software de Geometria 4 0 1
Dindmica

Fonte: Dados da pesquisa.

Os software de Geometria Dindmica obtiveram énfase nas pesquisas destinadas a

conceitos/contetdos de GE, sendo que seis utilizaram o Cabri e uma o0 GeoGebra, ambos 3D.
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Uma interpretacdo para esta diferenca ¢ o fato, mencionado em Soares, Ferner e Mariani
(2018), de que a janela de visualizacdo 3D do GeoGebra foi disponibilizada a partir do ano de
2013, e dos estudos que empregaram o Cabri 3D, apenas dois sdo posteriores a esta data.

Os materiais manipulaveis foram pouco destacados quando abordados de forma
isolada dos software de Geometria Dindmica. Estes foram identificados apenas em uma
pesquisa referente a Geometria Plana e um estudo que aborda conceitos/conte(idos de
Geometria Plana e Espacial de forma simultanea. Os recursos mencionados quando dispostos
em um mesmo estudo recebem énfase no campo especifico da Geometria Plana.

Evidencia-se que apenas uma investigacdo fez uso de materiais manipulaveis e
software de Geometria Dindmica que envolvesse o campo da GE. Esta foi a pesquisa
realizada por Moran (2015), na qual foi desenvolvida uma sequéncia de atividades com
professores da Educacdo Basica, referente a conceitos/conteudos de Geometria Plana e
Espacial. Para a resolugdo das atividades foi disponibilizado diferentes registros de
representacdo (materiais manipulaveis, expressdes graficas e software GeoGebra).

Conforme a autora supracitada, a utilizacdo do software de Geometria Dindmica foi
destacada pelo auxilio na movimentacgéo das figuras e dos elementos figurais, contribuindo no
raciocinio utilizado para a resolucdo da atividade. Mas, ndo se pode afirmar que este tipo de
representacdo € o mais adequado ao se tratar de conceitos geométricos, pois as analises
realizadas revelaram que nao hd uma “melhor” representagdo figural, esta depende do que ¢
exigido pela atividade proposta.

Sendo assim, outro destaque na pesquisa foi o de que os materiais manipulaveis
possibilitaram “tentativas empiricas - como recortes, uso de régua, dobraduras - que pudessem
resultar na solu¢do para o problema” (MORAN, 2015, p. 232-233). Deste modo, a
investigacdo exposta, assim como Rommevaux (1998), fez com que esta pesquisa se
propusesse a elaborar e explorar atividades por meio destes dois recursos mencionados.

A partir dos resultados apresentados € necessario destacar o fato de ndo obter-se
pesquisas que contemplassem a formacgéo de futuros professores de Matematica explorando,
especificamente, conceitos/conteudos de Geometria Espacial de Posi¢do tendo como aporte
tedrico os RRS. Desta maneira, optou-se por realizar outro mapeamento mais especifico para

este campo do conhecimento apresentado na proxima subsecéo.

2.1.2 Geometria Espacial de Posicdo em pesquisas na Matematica
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No mapeamento anterior, identificou-se estudos que propdem construcdes de objetos
geomeétricos, logo de alguma forma conceitos/contelidos de Geometria Espacial de Posicdo
sdo abordados, no entanto, tais investigacbes ndo tomam esta area do conhecimento como
foco central. Por este motivo, optou-se por realizar outro mapeamento no mesmo banco de
dados, desconsiderando o referencial tedrico e buscando por este assunto em especifico.

Os descritores selecionados, no primeiro momento, foram “geometria espacial”, “de
posi¢dao” ou “posicional”. Porém, 0 menor nimero de pesquisas localizadas a partir das
combinacgdes dos descritores mencionados foi de 94330 (noventa e quatro mil, trezentos e
trinta) estudos. Esta busca foi realizada com o termo and** entre os descritores, desta maneira
estes estavam presentes nas pesquisas mapeadas, mas ndo garantia que estavam em sequéncia,
ou seja, um seguido imediatamente do outro. Por essa razdo preferiu-se recorrer a descritores
mais especificos, a saber: “geometria espacial de posi¢ao” e “geometria espacial posicional”.
Com estes localizou-se seis investigacdes, 0 que evidencia, mais uma vez, 0 nimero restrito
de estudos sobre esses conceitos/contetidos e a importancia de se analisar sobre o tema.

Ao utilizar o descritor “geometria espacial de posi¢do” identificou-se cinco
dissertacdes classificadas quanto a grande area do conhecimento em Multidisciplinar e
Ciéncias Exatas e da Terra, respectivamente, uma e quatro pesquisas. Estas foram concluidas
entre os anos de 2011 a 2017, e serdo descritas brevemente em ordem cronoldgica, apontando
alguns resultados que possam contribuir de alguma forma em termos de organizagdo e anélise
das tarefas desta investigacéao.

O estudo de Muraca (2011) foi defendido junto ao Programa de Mestrado em
Educacdo Matemaética da Universidade Anhanguera de Sdo Paulo/SP. Este apresenta questdes
sobre a Geometria Espacial de Posicdo, em especial, retas paralelas, retas reversas, posi¢oes
de reta e plano, figuras espaciais e 0 conceito de quadrilatero reverso. A investigacdo foi
realizada com professores da Educacdo Basica, ou seja, visou a formacdo continuada,
explorando o0s conceitos/conteudos mencionados por meio de atividades exploratério-
investigativas.

Ao realizar este estudo com professores, o pesquisador verificou que as definicbes em
Geometria apresentadas por estes sujeitos eram restritas. Muraca (2011, p. 113) exemplificou
este fato a partir da definicdo dada pelos participantes da pesquisa para retas paralelas da

seguinte forma:

1 Termo em inglés utilizado pela plataforma de busca para pesquisar dois ou mais descritores simultaneamente
em um mesmo estudo.
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Eles diziam que retas paralelas sdo retas que ndo se cruzam. Porém durante as
atividades, ao representarem duas retas no paralelepipedo e verificar sua posi¢cdo
relativa eles perceberam que elas ndo se cruzavam, mas eles mesmos diziam néo ser
paralelas. Eles ficaram bastante perturbados e ndo sabiam explicar o motivo disso.

Esse fato evidencia que os professores determinavam retas paralelas considerando
apenas a Geometria Plana, pois se referiam apenas a necessidade de n&o possuir ponto em
comum entre as retas. Mas em GE ndo ter pontos em comum é uma condi¢do necessaria para
que retas distintas sejam paralelas, mas nao é condicao suficiente para que isso ocorra. Dado
isto, Muraca (2011) sugere que essa situacdo se deve a pouca exploracdo de posi¢des relativas
entre retas no espaco.

Ressalta-se que as outras quatro pesquisas identificadas com o descritor “geometria
espacial de posigdo” fazem parte de programas de mestrados profissionais em Matematica em
Rede Nacional — PROFMAT em diferentes instituicdes de ensino. Sublinha-se que a
investigacdo mais antiga identificada obteve-se acesso apenas ao seu “produto”.

Resende (2013), em sua pesquisa realizada na Universidade Federal de S&o Jodo del-
Rei/MG, organizou uma sequéncia de 10 atividades desenvolvidas utilizando planificacdes de
solidos geomeétricos. Sua elaboracdo foi prevista de modo a auxiliar estudantes do 2° ano do
Ensino Médio da modalidade de Educacdo de Jovens e Adultos — EJA, abordando em suas
atividades conceitos/conteidos como reconhecimento de sélidos geométricos, nocles
primitivas e axiomas, posicoes relativas, perpendicularismo, projec@es, distancias e angulos.

A pesquisa de Arruda (2014) propds a manipulacdo de recursos oferecidos pelo
software GeoGebra em sua versdo 3D, explorando conceitos/contelidos como reta, plano,
plano perpendicular, prisma, pirdmide, cilindro, cone, esfera, tetraedro, cubo, octaedro,
dodecaedro e icosaedro. Durante o estudo foram apresentadas discussdes sobre “conceitos
basicos™™ da Geometria Plana e Espacial, 0 histérico do GeoGebra e a tecnologia 3D, seguido
dos comandos deste software e ao final foi exposto algumas possiveis aplicacdes deste
recurso a partir de problemas matematicos.

As atividades elaboradas ndo foram aplicadas, mas séo direcionadas aos anos finais da
Educagdo Baésica, explorando tanto a Geometria Espacial de Posicdo como a Métrica. A
pesquisadora afirmou que seu estudo foi organizado de forma a contribuir com a capacitacao
de professores que queiram utilizar essa tecnologia em suas aulas para ofertar “melhores

oportunidades de compreensdo ao seu aluno, ja que o recurso da visualizagdo € de extrema

15 Termos utilizados por Arruda (2014).
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importancia para o desenvolvimento de habilidade no que se refere ao bloco de conteudos de
Espacgo e Forma” (ARRUDA, 2014, p. 119).

Oliveira (2016) apresentou em seu trabalho intitulado “Geometria Espacial de Posi¢éo:
do concreto ao raciocinio dedutivo com uma passagem pela tecnologia” a organizacdo de uma
sequéncia de atividades, desenvolvidas com estudantes do 2° ano do Ensino Médio. O
pesquisador, também, realizou uma investigacdo em livros didaticos utilizados pelos
participantes, constatando que a énfase ao se tratar de conceitos/contetidos de GE ndo é a
posicional ou axiomatica, e sim o célculo de areas e volumes de solidos geométricos.

Dentre as atividades propostas no estudo citado, haviam construgcdes de figuras
tridimensionais, as quais o investigador evidenciou um problema se realizadas sem o uso de
software de Geometria Dinamica, a saber: “Distor¢des, falta de visibilidade e até mesmo a
falta de criatividade seria um empecilho para o cumprimento destas atividades” (OLIVEIRA,
2016, p. 118). Dessa forma, o recurso tecnoldgico foi utilizado no intuito de viabilizar as
construcdes mantendo suas propriedades.

A mais recente pesquisa referente a conceitos/contetdos de Geometria Espacial de
Posicdo identificada foi a investigacdo de Barbosa (2017) que também propde o uso de
software de Geometria Dindmica para a abordagem deste campo do conhecimento, bem
como, a Geometria Esférica. O estudo evidencia que este recurso proporciona

[...] a construcdo de figuras por meio de propriedades estabelecidas, e, usando o
recurso de arrastar, verificar diferentes representagtes de uma mesma situagdo. Ao
fazer isso, podem ser notados padrdes e regularidades, estimulando a investigacéo e
0 desenvolvimento da cognicéo para demonstracéo. (BARBOSA, 2017, p. 118)

Ao tratar da GEP uma sequéncia de atividades foi desenvolvida com uma turma de 3°
ano do Ensino Médio, na qual a pesquisadora constatou a dificuldade dos estudantes quanto a
escrita, destacando que esta “ndo atingiu o nivel de formalidade habitual da matematica,
invocando muitas vezes verbos de acdo para descrever propriedades e acrescentando
condi¢des desnecessarias em definicdes” (BARBOSA, 2017, p. 119).

Com o descritor “geometria espacial posicional” identificou-se apenas uma pesquisa.
Esta foi elaborada por Brito (2013) no Programa de Mestrado Profissional em Matematica da
Universidade Federal de Lavras/MG, tendo como proposito central o desenvolvimento da
capacidade de visualizacdo e orientagdo espacial do estudante. A investigacdo contém uma

sequéncia de atividades proposta para os anos finais do Ensino Médio, a qual explora
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conceitos/conteudos de posicOes relativas entre retas, pontos e retas, retas e planos, pontos e
planos e entre planos.

As atividades sdo abordadas, inicialmente, pela manipulacdo de materiais concretos,
posteriormente, pela utilizacio do software Wingeom e para “consolidagdo da

18 ¢ sugerido o software de jogo Gemp. Sendo assim, salienta-se que o

aprendizagem
pesquisador compreende que 0s recursos tecnoldgicos sdo uma ferramenta de interesse dos
estudantes, pois “tornam o aprendizado mais dinamico, atrativo e de facil compreensdo como
também leva a visualizacdo dos elementos a serem estudados, transcendendo a forma
tradicional de ensino” (BRITO, 2013, p. 57).

As pesquisas mapeadas, em sua maioria, destinaram-se ao Ensino Médio e evidenciam
a utilizacdo de recursos tecnoldgicos ao se tratar de conceitos/contetdos de GEP. Durante a
analise das pesquisas mapeadas, alguns fatos chamaram a atencdo, como a afirmacdo da
énfase dada pelos livros didaticos sobre o calculo de areas e volumes de sélidos geométricos,
a importancia e necessidade do desenvolvimento de estudos sobre GEP com professores e a
falta de formalidade utilizada por estudantes e professores do Ensino Médio.

Perante estas informacdes, reforcou-se o proposito de pesquisar sobre a visualizacao
de representacOes figurais, analisando como isto se apresenta em bibliografias destinadas ao
ensino e aprendizagem de conceitos/contetidos de GEP e como se posicionam e agem futuros
professores diante de questdes que exploram conceitos/contetidos desta area abordando o uso
de materiais manipulaveis e software de Geometria Dindmica de forma conjunta. Para tanto se
faz necessario apresentar os entendimentos de conceitos deste campo da Geometria que serdo

utilizados para organizar o bloco de tarefas desta pesquisa.

2.2 GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO: ALGUNS RESULTADOS

Esta secdo visa embasar de forma tedrica alguns conceitos/contelidos de Geometria
Espacial de Posic¢éo a serem recorridos durante a organizagdo, desenvolvimento e analise das
tarefas. Ndo se trata de uma sequéncia de conceitos, isto é, ndo se tem por objetivo, neste
momento, manter uma ordem no que se esta apresentando, pois o0 encadeamento organizado a
seqguir pretende apenas expor a forma como se compreende alguns topicos deste campo.

Ao tratar da GEP, durante as atividades, sera evidenciado o solido geométrico cubo.

Esta escolha foi tomada tendo em vista, como apontam as pesquisas de Rommevaux (1988) e

16 Termo utilizado por Brito (2013).
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Novak (2018), as dificuldades apresentadas por estudantes na visualiza¢do de figuras/solidos
geomeétricos, em especial, na GE, assim como, na elaboragdo de representacGes mentais destes
objetos. Optou-se por priorizar 0 cubo, na maioria das atividades, por este ser uma forma
utilizada em objetos cotidianos e também ser uma condi¢do “especial” de outro poliedro
muito estudado na matematica escolar que sdo os prismas retangulares.

Este solido é definido como um paralelepipedo retdngulo cujas arestas séo
congruentes, assim entende-se que este é formado pela reunido de seis paralelogramos que
possuem a caracteristica mencionada, ou seja, organizado por seis quadrados congruentes.
Sendo que a figura geométrica quadrado é organizada por quatro segmentos de reta
congruentes e por angulos também congruentes. Assim, esta pesquisa tem a intencdo de
explorar por meio do cubo conceitos/contetidos de GEP, por exemplo, colinearidade e
coplanaridade de pontos; posicao relativa entre planos, reta e plano e entre retas.

Considerando que o cubo é organizado por pontos no espago, assim como, por retas e
planos, se faz necessario expor 0s entendimentos sobre estes entes geométricos. Bem como,
discutir sobre paralelismo e perpendicularismo entre os elementos pertencentes ao cubo que
mantém suas caracteristicas e propriedades.

Primeiramente, é fundamental mencionar as noc¢Ges primitivas da Geometria que sdo a
base para a constru¢do dos entendimentos geométricos, sendo estes: ponto, reta, plano e
espaco. Para tanto, é possivel apenas indicar suas propriedades e caracteristicas, pois ndo ha
uma definicdo estabelecida para estes elementos.

Entende-se que um ponto ndo possui dimensao, assim classifica-se como dimenséo 0.
Para nomear um ponto utilizamos uma letra mailscula, por exemplo, ponto A. Sua
representacdo figural é feita por meio de um circulo, mas deve ficar claro que esta é apenas
uma forma de representa-lo, tendo em vista que este elemento ndo possui qualquer tipo de
medida.

Partindo do entendimento de ponto, as retas sdo formadas por esses elementos
organizados em linhas infinitas que ndo possuem curvas. Com base nesta informacéo, pode-se
concluir gque reta ndo possui largura, mas compreende-se que entre dois pontos pertencentes a
este ente geométrico existe uma distancia, logo pode-se concluir que este elemento possuli
comprimento. Assim a reta € unidimensional, ou seja, possui dimensao 1. Parte de uma reta
pode ser denominada como semirreta ou segmento de reta. Suas caracteristicas diferem da
reta apenas no fato da semirreta possuir apenas uma de suas extremidades definida por um
ponto e a outra sendo infinita e 0 segmento de reta possui extremidades definidas por pontos,

logo é finito.
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Considerando que uma reta possui 0s pontos A e B, para fazer referéncia a ela pode-se
utilizar algumas nomenclaturas, como: reta r (utiliza-se uma letra minuscula), reta AB ou AB.
Para mencionar a semirreta que possui os pontos A e B, sendo, por exemplo, A uma das
extremidades, utiliza-se a nomenclatura 4B, ja a nomenclatura empregada para um segmento
de reta com extremidade A e B, é da forma AB. Em termos de representagao figural, uma reta
é caracterizada apenas por uma parte da reta, pois este elemento € infinito, logo impossivel de
representa-lo de forma integra. Desta maneira, as representacdes de reta, semirreta e segmento
de reta sdo estabelecidas da mesma forma (Figura 2), o que difere é apenas a demarcacédo de

Seus pontos.

Figura 2 — RepresentacOes figurais de reta, semirreta e segmento de reta

A A"
Reta AB  Semirreta A'B'" Segmento de Reta A"B"

Fonte: Organizado pela autora.

Um conjunto de retas justapostas formam um plano, assim organiza-se uma superficie
plana infinita, sem ondulacbes. Desta maneira, pode-se afirmar que este ente primitivo é
bidimensional, ou seja, obtém dimensdo 2. Um plano pode ser nomeado por uma letra do
alfabeto grego ou por meio de trés pontos pertencentes a ele, por exemplo, plano 7 ou plano
ABC, sendo que A, B e C estdo contidos no plano. Ja sua representacédo figural, geralmente, é
estabelecida pelo desenho de um paralelogramo.

Figuras planas sdo formadas por pontos pertencentes a um mesmo plano (DOLCE;
POMPEO, 2005, p.9), por exemplo, um quadrado que é limitado por segmentos de reta, esta
forma geométrica é a que compde as faces de um cubo. No entanto, 0 cubo € um objeto
tridimensional, sendo assim, é necessario definir o que se entende por espaco. Pode-se pensar

no espago como uma sobreposicdo de planos, assim este torna-se infinito em todas direcoes,



44

obtendo comprimento, largura e altura, sendo classificado como tridimensional, ou seja,
dimensdo 3. Posto isto, 0 espaco é onde os sélidos geométricos podem ser estruturados.

A seguir algumas defini¢des, postulados e teoremas serdo apresentados relacionando o
cubo e seus elementos. Evidencia-se que os resultados apresentados na sequéncia foram
reproduzidos da obra “Introdugdo a Geometria Espacial” organizada por Carvalho (2005).

Sublinha-se que postulados séo fatos tomados como verdade e utilizados como ponto
de partida para se obter algum resultado; que definicdo é a descricdo das caracteristica de
algo; e que teoremas sao proposicdes provadas por meio de demonstracdes que utilizam-se de
postulados, defini¢bes ou até mesmo de outros teoremas ja provados. Adotando a Geometria
Plana como ponto de partida, no Quadro 7 s&o apresentadas algumas propriedades iniciais

validas para o espaco e exemplificadas pelo objeto cubo.

Quadro 7 — Resultados sobre propriedades iniciais em relagdo ao espaco

(continua)
Descricdo Exemplo
!H N
il
Postulado 1 e |
Por dois pontos do espaco : Pelos pontos A e B passa somente a reta r.
passa uma e somente uma o
reta. D
—_
r B
» H _
Postulado 2 a te
g I i Dentre os Vvértices do cubo, apenas os pontos
Dada uma reta do espago, ; ; B e F pertencem a reta r demarcada. Sendo
existem pontos que | P assim, tem-se que os pontos A, C, D, E, G e
pertencem a reta e pontos S H ndo pertencem aretar.
que ndo pertencem a reta. .
B

Postulado 3

Dados os pontos A, D e B, sendo que o
ponto B ndo pertence a mesma reta r que
passa por A e D. Logo, tem-se o plano ADB.

Por trés pontos do espaco
nao situados na mesma reta
passa um e somente um
plano.

Postulado 4 i
g | Dado o plano ABC demarcado na figura,

' ‘ tem-se que os pontos A, B, C e D pertencem
ao plano e que os pontos E, F, G e H ndo
pertencem ao plano.

Dado um plano no espago,
existem pontos que g
pertencem ao plano e pontos
que ndo pertencem ao plano.
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Quadro 7 — Resultados sobre propriedades iniciais em relagcdo ao espago

(concluséo)

Descricao

Exemplo

Postulado 5

Se dois planos possuem um
ponto em comum entdo eles
possuem pelo menos mais
um ponto em comum (e
portanto, pelo menos uma
reta em comum).

Dado o plano ABC que contém o ponto A e
o plano ADH que também contém A, tem-se
que estes possuem pelo menos mais um
ponto em comum, neste caso, 0 ponto D.
Sabendo que dois pontos determinam uma
reta, tem-se que a reta r estd contida em
ambos o0s planos.

Postulado 6

Se uma reta tem dois de seus
pontos em um plano, entao
ela esta contida no plano.

Tem-se um plano ABC que contém os
pontos A e B, e a reta r formada por esse
pontos. Logo, pode-se concluir que a reta r
esta contida no plano mencionado.

Fonte: Adaptado de Carvalho (2005, p. 4-7).

Os resultados evidenciados por meio dos postulados expostos no Quadro 7 estdo
relacionados a propriedades béasicas de ponto, reta e plano, mais precisamente, a respeito de
colinearidade e coplanaridade. Estas sdo informacGes tomadas como verdades para a
Geometria Espacial.

Os teoremas apresentados no Quadro 8 também sdo tocantes a casos de coplanaridade.
Estes necessitam de uma prova para se tornarem validos, mas acentua-se que serdo tomados
como verdades, nesta pesquisa, pois as demonstracdes ndo sdo o foco principal da

investigacao.

Quadro 8 — Resultados sobre coplanaridade

(continua)

Descricao Exemplo

Teorema 1

Dado o ponto A e a reta r, tem-se apenas o0

Por uma reta r e um ponto A .
P plano ADC que contém esses elementos.

exterior a reta passa um
Gnico plano.
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Quadro 8 — Resultados sobre coplanaridade

(concluséo)

Descricdo Exemplo

Teorema 2
Sendo as retas r e s concorrentes, tem-se que
apenas o plano ABD as contém.

Por duas retas concorrentes

s e t passa um Gnico plano. .AE-B""‘* ——=d__C
%' 2 S B
- —
E |G
Teorema 3 e :

Por duas retas paralelas e
distintas s e t passa um
nico plano.

Pelas retas r e s passa somente o plano ABC.

Fonte: Adaptado de Carvalho (2005, p. 5-6).

Logo, as informagdes apresentadas nos Quadro 7 e 8 séo essenciais para se determinar
uma reta e um plano. Assim como, identificar e justificar se pontos dados pertencem, ou nao,
a uma mesma reta ou plano.

As retas podem ser classificadas, quanto suas posicdes relativas, como: concorrentes,
paralelas (distintas ou coincidentes) ou reversas. No primeiro caso mencionado, duas retas séo
ditas coincidentes caso tenham todos seus pontos iguais. Retas concorrentes sdo aquelas que
possuem apenas um ponto em comum e podem ser classificadas como perpendiculares, caso o
angulo formado entre elas seja reto. Ao pensar na ocorréncia de paralelismo entre retas
quando se estd em uma dimensao 2, é necessario apenas verificar se ndo ha algum ponto em
comum, isto ja garante o fato do paralelismo entre estes entes geométricos. Na GE este fato se
mantém, mas ainda é preciso verificar o caso de coplanaridade entre as retas. Retas reversas
ocorrem apenas na dimensdo 3, pois sdo aquelas que ndo possuem ponto em comum e se
localizam em planos distinto. Sendo assim, no Quadro 9 seguem alguns argumentos que

podem ser utilizados para verificar a situacdo posicao entre retas.




Quadro 9 — Resultados sobre paralelismo entre retas
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Descricao Exemplo
Definicédo 1 .
Sabendo que as retas r e s ndo possuem
Duas retas do espago ponto em comum e que estdo contidas no
chamam-se paralelas plano ABC, pode-se concluir que estas séo

quando ndo possuem ponto
em comum mas estdo
contidas em um mesmo
plano. Quando duas retas do
espaco ndo estdo contidas
no mesmo plano (0 que
necessariamente implica em
que elas ndo possuam ponto
comum) elas sdo chamadas
de retas reversas.

paralelas.

Sabendo que as retas r e s ndo possuem
ponto em comum e que estdo contidas,
respectivamente, nos planos ADH e ABC,
pode-se concluir que estas sdo reversas.

Teorema 4

Por um ponto fora de uma
reta se pode tracar uma
Unica reta paralela a ela.

Pelos pontos B e E ndo pertencentes a reta r,
passa uma Unica reta paralela a ela que os
contém, respectivamente, retas s e t.

Teorema5

Sejam (r, s) e (r’, s’) dois
pares de retas concorrentes
tais que r e v’ sdo paralelas
entre si e s e s’ também sdo
paralelas entre si. O angulo
formado por r e s é igual ao
angulo formado porr’es’.

Sejam as retas r e s paralelas entre si, e as
retas t e w também paralelas entre si. Tem-se
gue o angulo formado entre r e t é igual ao
formado entre s e w.

Fonte: Adaptado de Carvalho (2005, p. 14-17).

Ha trés possiveis posicdes relativas entre reta e plano. Seja r uma reta e o um plano,

caso dois ou mais pontos pertencentes a r também pertengam a a, diz-Se que a reta esta

contida no plano. Se r e a possuirem apenas um ponto em comum, sua classificagdo ¢ dita

como secante. E ainda tem-se a possibilidade de ndo haver pontos em comum entre aretar e

o plano a, sendo assim, estes entes geométricos sdo ditos paralelos. Para justificar essas

posicdes de forma mais rigorosa, um dos argumentos que pode ser utilizado é o primeiro

teorema apresentado no Quadro 10.
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Quadro 10 — Resultados sobre paralelismo e perpendicularismo entre reta e plano

Descricdo

Exemplo

Teorema 6

Um plano o e uma reta r ndo
contida em o sdo paralelos
se e somente se existe uma
reta s paralela a r e contida
em o.

Sabendo que as retas r e s sdo paralelas e
que a reta r estd contida no plano ABC,
pode-se concluir que a reta s é paralela ao
plano ABC.

Definigéo 2

Diz-se que uma reta €
perpendicular a um plano
guando ela é ortogonal a
toda reta contida no plano.

Sabendo que as retas r, s, j, h, f e t estdo
contidas no plano ABC, e, tendo em vista as
propriedades do cubo, estas sdo ortogonais a
reta w. Logo, tem-se que a reta w e o plano
ABC sdo perpendiculares entre si.

Teorema 7

Se r é ortogonal a um par de
retas concorrentes de a
entdo r é perpendicular a o.

Sabendo que as retas t e s pertencentes ao
plano ABC séo concorrentes em B, e que a
reta HD é ortogonal as retas AD e DC, tem-
se que a reta w é perpendicular ao plano
ABC.

Teorema 8

Por um ponto dado, se pode
tragar um Unico plano
perpendicular a uma reta
dada. Por um ponto dado, se
pode tracar uma Unica reta
perpendicular a um plano
dado.

Dado o ponto C e a reta t, tem-se que apenas
o plano ABC é perpendicular a esta reta.
Dado o ponto E e o plano ABC, tem-se que
apenas a reta t é perpendicular ao plano
ABC.

Fonte: Adaptado de Carvalho (2005, p. 19, 42-46).

Se houver a classificacdo de reta e plano secantes, pode ser que estes também sejam

ditos perpendiculares, caso ocorra um angulo reto entre os elementos em questdo. Alguns

teoremas que auxiliam nesta verificacao estdo apresentados também no Quadro 10.

Quanto as posicdes relativas entre planos, estes podem ser classificados como:

coincidentes, secantes ou paralelos, respectivamente, possuem todos seus pontos em comum,

possuem uma reta em comum, nédo possuem pontos em comum. Os teoremas expostos no

Quadro 11 auxiliam na justificativa da ocorréncia das posi¢cdes destacadas.
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Descricéo Exemplo
Sabendo que os planos ABC e EFG sdo
paralelos entre si, tem-se que o plano EFG é
Teorema 9 paralelo a todas as retas contidas no plano

Se a e f§ sdo paralelos, entao
a ¢ paralelo a cada reta de
p.  Reciprocamente, se 0
plano o é paralelo a duas
retas concorrentes contidas
ao plano f, entdo o e f sdo
paralelos.

ABC. Logo, as retas r, s, t, u, w e j séo
paralelas ao plano EFG.

As retas u e t contidas no plano ABC sédo
concorrentes entre si e paralelas ao plano
EFG. Logo os planos ABC e EFG também
séo paralelos.

Teorema 10

Por todo ponto A exterior a
um plano dado o passa
exatamente um plano
paralelo a a.

Dado o ponto E ndo pertencente ao plano
ABC, existe apenas o plano EFG que
contém o ponto E e é paralelo ao plano
ABC.

Teorema 11

Se uma reta corta um plano,
corta também qualquer
plano paralelo a este. Se um
plano corta uma reta, corta
também  qualquer  reta
paralela a ela.

Sabendo que a reta r corta o plano ABC e
que os planos ABC e EFG sdo paralelos,
tem-se que a reta r também corta o plano
EFG.

Sabendo que o plano ABC corta a reta AE e
que esta é paralela as retas BF, CG e DH,
tem-se que o plano ABC também corta as
retas mencionadas.

Teorema 12

Se um plano a corta um
plano f segundo uma reta r,
ele corta um plano paralelo
a p segundo uma reta
paralelaar.

Sabendo que o plano ADH é secante ao
plano ABC pela reta r, que os planos ABC e
EFG sdo paralelos e que as retas r e s sdo
paralelas, tem-se que o plano ADH é secante
ao plano EFG pela reta s.

Fonte: Adaptado de Carvalho (2005, p. 23-28).




50

No caso dos planos serem classificados, em relagdo as suas posi¢des, como secantes,
ainda pode haver a possibilidade desta interse¢cdo formar um angulo reto entre estes entes
geométricos. Se este fato ocorrer estes elementos sdo chamados de planos perpendiculares
entre si. Os teoremas referentes a esta posicdo relativa entre planos sdo mencionados no
Quadro 12.

Quadro 12 — Resultados sobre planos perpendiculares

Descri¢cdo

Exemplo

Teorema 13

Dois planos a e p sdo
perpendiculares se e
somente se um deles contém
uma reta perpendicular ao
outro.

Sabendo que a reta r esti contida no plano
ADH e que a reta s estd contida no plano
ABC, e que as retas mencionadas sdo
perpendiculares em relacdo aos planos
citados em que ndo estdo contidas, tem-se
que os planos ADH e ABC sdo
perpendiculares entre si.

Teorema 14

Se um plano a ¢é
perpendicular a um plano
e a reta r de o ¢é
perpendicular & reta de
intersegdo de a. e f5, entdo r é
perpendicular a f.

Tendo que os planos ABC e ADH séo
perpendiculares entre si e que a reta AE
contida no plano ADH é perpendicular a reta
s contida nos dois plano mencionados, pode-
se concluir que a reta r é perpendicular ao
plano ABC.

Teorema 15

Por uma reta nao
perpendicular a um plano
passa um Unico plano
perpendicular a este plano.

Sabendo que a reta r ndo é perpendicular ao
plano ABC, logo tem-se que apenas o plano
ADH que contém a reta r é perpendicular ao
plano ABC.

Fonte: Adaptado de Carvalho (2005, p. 54-58).

Como ja mencionado anteriormente, os resultados apresentados foram utilizados nas
discussoes tedricas quanto as resolucdes dos académicos no desenvolvimento das tarefas.

Apos apresentar essas definicGes, postulados e teoremas a partir de exemplos do
objeto cubo, verifica-se que uma representacdo figural de forma estatica ndo permite mostrar
todas as informacgdes necessarias. Neste caso, em alguns momentos, no desenvolvimento das
atividades ira se recorrer ao uso de um software de Geometria Dindmica, tendo em vista que
este auxiliard, por meio de sua possibilidade de rotacdo do objeto na visdo dos elementos a

serem analisados.
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O proximo capitulo apresenta a discussdo sobre a importancia do registro figural em
Geometria Espacial sob o ponto de vista da teoria dos registros de representacao semidtica.



52

3 O REGISTRO FIGURAL NA APRENDIZAGEM DE GEOMETRIA

Ao tratar de ensino e aprendizagem de Matematica é necessario mencionar que este
campo do conhecimento é estudado, exclusivamente, por meio de representacfes semioticas,
pois esta € a via exclusiva de acesso aos objetos matematicos (DUVAL, 2016). O ponto, por
exemplo, € um objeto geométrico que ndo possui dimensdo, mas representamos este ente
primitivo por intermédio de sua notacdo simbolica ou até mesmo por uma representacao
figural bidimensional, ou seja, uma marca no papel/monitor, interseccao entre duas retas, que,
por menor que seja, possui largura e comprimento.

Desta forma, recorre-se a teoria dos registros de representagdo semiotica, organizada
pelo filésofo e psicdlogo, Raymond Duval, para subsidiar a discussdo sobre a necessidade das
representacdes em Matematica, bem como a argumentacdo sobre o processo de ensino e
aprendizagem, aquisi¢do do conhecimento e visualizagdo em Geometria.

E necessario, primeiramente, sublinhar o que se entende por registro e representagdes
semidticas. Conforme Duval (2012a, p. 269), as representagdes semidticas sdo “produgdes
constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representacGes que tem
[restri¢bes proprias] [...] de significacdo e de funcionamento” e registro ¢ “um campo de
variacdo de representagdo semidtica em fungdo de fatores cognitivos que lhe sdo proprios”
(DUVAL, 2011, p. 97), estes podem ser categorizados em lingua natural, simbdlico,
configuracdo geométrica e grafico. Destaca-se que, nesta pesquisa, a classificacdo do registro
em lingua natural inclui a linguagem formal da Matematica, assim como, alguma simbologia
que possa estar associada a mesma.

Segundo Duval (2012a), semiésis refere-se a producdo ou apreensdo de uma
representacdo semiotica e noésis significa a compreensao conceitual do objeto matematico. O
autor destaca que uma ndo existe sem a outra, ou seja, € necessario semidsis para que haja
noesis. Mas, chama atencdo para o fato de que sO h& noésis se 0 objeto matematico se
distingue de suas diferentes representacdes, pois se este fato ndo ocorrer, 0os conhecimentos
adquiridos s6 poderdo ser utilizados em um mesmo contexto matematico, desta forma nao se
obtera a compreensao total do objeto.

As dificuldades apresentadas na aprendizagem da Matematica, de acordo com Duval
(2013), ndo estdo exclusivamente associadas aos conceitos/conteidos abordados, mas tambeém
a pluralidade de representacGes semiéticas empregadas e 0 uso “confuso” que fazem delas.
Em outras palavras, a diversidade de representacbes semiodticas e seus modos de

funcionamento proprio que sdo questdes importantes para a compreensao desse campo do
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conhecimento. Sendo assim, torna-se indispensavel a abordagem de um mesmo
conceito/contetdo matematico por meio de diferentes representacfes semidticas.

Dado este fato, compreende-se que 0 mais pertinente matematicamente em uma
representacdo semidtica sdo as possiveis transformacdes que podem ser realizadas. Assim,
torna-se fundamental versar sobre as duas transformacgfes cognitivas da atividade matematica,
séo elas (DUVAL, 2009):

a) Tratamento: quando a transformacéo gera outra representacdo semidtica no mesmo

registro em qual foi formada, ou seja, € uma transformacéo interna ao registro;

b) Conversdo: quando a transformacdo gera uma representacdo semiotica que pertence

a outro registro, isto é, uma transformac&o externa ao registro de partida.

O exemplo exposto no Quadro 13 apresenta para 0 mesmo objeto matematico, o cubo,
em dois tipos de registros, lingua natural e figural, as possiveis transformacdes cognitivas,
tratamento e conversdo, que podem ser realizadas entre as representacdes destacadas de cada

um dos registro.

Quadro 13 — Transformacdes cognitivas de tratamento e conversao para representacfes de um
cubo

Registroem lingua natural RegistroFigural

Poliedro com seis faces quadradas

congruentes.
Al
: ,;, _—
: —
Paralelepipedo reto com suas arestas
congruentes.
A —
: v/ <«

Solido geométrico formado por todos os
segmentos de reta paralelos a retar que
partem de um quadrado contidoema e

findam em B, sendo que o e P séo planos

paralelos, ¥ uma reta perpendiculara v e

os segmentos de reta possuem
comprimento de acordo com o lado do
quadrado.

Fonte: Organizado pela autora.
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No Quadro 13 os tratamentos sugeridos estdo indicados por setas pontilhadas e as
conversdes apontadas por setas continuas. Destaca-se que estas setas estdo posiconadas em
diferentes sentidos, pois, a titulo de exemplo, é possivel partir de um das descri¢cdes do cubo e
ir para uma de suas representacdes figurais, assim como, ver a figura do cubo e o descrevé-lo.
Essa coordenacdo entre as representagdes de diferentes registros é “a manifestacdo da
capacidade do individuo em reconhecer a representacdo de um mesmo objeto, em dois ou
mais registros distintos” (HENRIQUES; ALMOULOUD, 2016, p. 470).

A aquisicdo do conhecimento matematico estd condicionada a mobilizacdo e
coordenacdo de, ao menos dois, registros de representacdo semiotica. Neste sentido, a
“conversdo das representagdes ¢ o primeiro limiar da compreensdo em matematica”
(DUVAL, 2011, p. 100). No entanto, nao basta explorar atividades que envolvam a conversado
de representacfes em apenas um sentido, por exemplo, partir de um enunciado em lingua
natural e obter a resposta final em uma representacao figural, ou seja, é necessario explorar
também o sentido inverso. Conforme Duval (2004, p. 182, traducdo nossa), a conversao
inversa em Geometria “[...] é necessaria para que os estudantes entrem nas restri¢des do
discurso matematico e favorecam a articulagdo com o registro das figuras”.

Entretanto, a atividade de converter uma representacdo em outra € menos imediata e
simples do que se parece. Um estudante ao realizar uma conversdo entre duas representacdes
ndo garante que este saiba realizar a mesma operacdo de forma inversa. No caso da
Geometria, esse fato se impde em fungdo das mudancas de dimensdes que sdo realizadas em
termos de registros, desta forma se constata a necessidade de aprender a ver neste campo da
Matematica.

Os problemas em Geometria, conforme Duval (2012b, p. 119), possuem grande
originalidade comparados a outros propostos em Matematica, pois exigem “uma forma de
expressao que ndo repousa na oposicdo geralmente feita entre a lingua natural e as linguas
formalizadas”, entendendo que nesta area do conhecimento a visualizagcdo é um intermedio
natural entre essas duas linguas.

Sendo assim, este campo do conhecimento requer essencialmente harmonia entre dois
registros semiéticos: o registro figural, para visualizaco de formas do espaco, e o discurso®’
por meio do registro em lingua natural, para indicar propriedades e estabelecer muitas outras
(DUVAL, 2004). O pesquisador enfatiza que, em Geometria, 0o desenvolvimento e a

coordenagdo das representagdes associadas a estes registros precisam ser postas como

7 Producéo intencional de alguém (DUVAL, 2011).
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objetivos de ensino, visto que sdo tdo fundamentais quanto os proprios conceitos/contedidos
matematicos, pois “essas condigdes cognitivas sdo, de certo modo, condigdes para aprender a
aprender em geometria” (DUVAL, 2005, p. 8, traducao nossa).

As figuras geométricas apresentam trés caracteristicas que confirmam seu poder
cognitivo (DUVAL, 2011): possuem valor intuitivo; proporcionam o reconhecimento quase
imediato do objeto representado; e sdo construidas de forma instrumental (régua, compasso,
software, entre outros). As duas primeiras estdo relacionadas diretamente com a visualizacdo
e a terceira com as propriedades geométricas.

De acordo com o autor, a visdo é o que proporciona acesso direto ao objeto, ja a
visualizacdo esta relacionada a identificacdo de unidades figurais de representacdo que sdo
classificadas visualmente do tipo dimensional e qualitativa (Figura 3). De acordo com Duval
(1999, p. 10, traducdo nossa) a “[...] visualizagdo é baseada na produ¢do de uma representagao
semiodtica” em que esta “mostra relagdes, ou melhor, organizacdo de relagdes entre unidades
representativas”. Portanto, “Ver uma figura ¢ reconhecer imediatamente as formas, isto ¢, os
contornos fechados justapostos, superpostos, separados.” (DUVAL, 2011, p. 85). Desta

maneira, a mudanca de dimensao esta no interior do olhar geomeétrico.

Figura 3 - Classificagdo das unidades figurais

Objeto visivel
Dimens3o 0 Dimensdo 1 Dimensio 2 Dimens3o 3
Forma Forma Forma Forma Forma Forma
retilinea curva retilinea curva retilinea curva

SN SN SN SN

Aberta Fechada Aberta Fechada Aberta Fechada Aberta  Fechada

% E6% 3= \BC

Curva Poliedros
Reta ou 2 Tridgngulo, com / \
Ponto parte de il:v‘; Angulo, quadrado, ponto rec;zz]éo
mna reta retangule  duplo, Convexos Nio Convexos

clispide Ny
Rl
L

Fonte: Adaptado de Duval (2004, p. 159) e Palles (2013, p. 41).
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Pode-se dizer que sé € uma figura, em Matematica, aquela que consiga ser configurada
atraves de unidades figurais de uma dimensdo menor que a sua. Por exemplo, um cubo possuli
trés dimensdes, mas esta figura geométrica € formada por faces quadradas de dimensao 2,
estas faces contém segmentos de reta de dimensdo 1 e 0s pontos que unem 0s segmentos de
reta das faces possuem dimenséo 0.

Aprender a ver em Geometria ndo € uma acdo tdo bem sucedida como para objetos
concretos, logo requer um treinamento especifico. Segundo Duval (2005), a maioria dos
estudantes possui uma deficiéncia heuristica de interpretacdo geomeétrica, isto €, uma
incapacidade de ir além do primeiro olhar direcionado a figura. Arrisca-se mencionar duas
hipbteses para a causa dessa deficiéncia. Uma delas é a de que “N&o existe, por exemplo,
nenhuma aprendizagem de regras de tratamento proprias do registro das figuras geométricas”
(DUVAL, 2009, p. 62). Como ja mencionado em secdes anteriores, geralmente, 0s
conceitos/conteidos matematicos sdo explorados com uma forte influéncia da mobilizacao de
regras, tornando a resolucédo de atividades apenas uma mera reproducao de etapas.

A outra hipétese é que 0 “Vai e vem entre visualizagdo e linguagem envolve um salto
no nimero de dimensBes para conhecer 0s objetos matematicos que sao representados dentro
de cada registro” (DUVAL, 2005, p. 5, traducdo nossa). Ao optar pelo registro em lingua
natural é evidente o predominio das unidades figurais de dimensdo 1 e 0 (reta, segmento de
reta, ponto) utilizadas para fins de definicdo e descricdo de figuras. Em contra partida, ao
tratar de representacGes no registro figural, é notério a influéncia que as unidades figurais com
maior dimensdo causam. Destaca-se que na visualizacdo de um objeto tridimensional, nem
sempre as unidades figurais de trés dimensdes se sobressaem as demais, pois essa percepcao
depende da forma que a figura € apresentada, a qual, geralmente, € realizada por meio de uma
representacdo em perspectiva.

O Quadro 14 expde uma organizagéo realizada por Duval (2005) para problematizar as
relacbes dimensionais entre o objeto matematico em sua representacdo figural e em lingua
natural, tendo em vista a variacio das dimensdes'®. As setas continuas apresentam a
articulacdo entre as duas representagOes estabelecidas e as setas pontilhadas representam,

conforme o pesquisador, o “hiato dimensional”.

18 O numerador ¢ a dimenséo real do objeto e o denominador corresponde a dimens&o em que esta representacao
é produzida.
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Quadro 14 - Contradicdo cognitiva do conhecimento geométrico

Niimero de dimensdes Visualizacio Discurso
iD /2D Um poliedro.
: A
i u

Um poligone que seja uma face de um
2D /2D poliedro ou figura obtida por um plano de
intersecgio de outro poliedro.

o \ A
x
= =
-
Retas com relacio entre elas
(perpendiculares, paralelas, concorrentes,
etc.) permitindo distinguir as

propriedades do poligono e as retas sendo
reduzidas aos segmentos.

A
- Y -

. - Pontos que podem ser a intersegio de
retas ou vertices de um poligono. Os
0D /2D quais nio sdo pontos arbitrarios que
marcamos em linha reta ou em um plano
. e que aparecem independentes.

1D /2D

O e

Fonte: Adaptado de Duval (2005, p. 47).

Evidencia-se que nas conversdes realizadas entre as representacdes figurais e em
lingua natural (setas continuas) é necessaria a capacidade de mobilizar a desconstrucdo
dimensional das formas. De acordo com Duval (2005, p. 45, tradugdo nossa), “ha um
fendmeno cognitivo fundamental: a ruptura entre 0 nimero de dimensdes consideradas para
identificar uma unidade figural no que é visualizado e o numero de dimensdes consideradas
para nomear os objetos e as relagdes que se identifica”. Em outras palavras, a conversdo no
sentido representacdo figural para lingua natural ha uma reducdo no numero de dimensdes,
mas se a conversao for inversa ha um aumento de dimensdes.

Quanto ao “hiato dimensional”, este leva, no ensino de Geometria, a duas formas
inversas: o ‘“hiato dimensional que € intrinseco as abordagens geométricas e o hiato
dimensional didatico resultante da organizacdo da aquisi¢do do conhecimento” (DUVAL,
2005, p. 48, traducdo nossa) Por exemplo, na maioria dos livros didaticos é necessario

determinar de forma conceitual, primeiramente, ponto, retas, poligonos, nesta sequéncia, para
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entdo definir um poliedro, ou seja, partir da menor para a maior dimenséo. Este tipo de agéo,
segundo Duval (2005, p. 47, tradug@o nossa), “é contrario ao longo e necessario trabalho de
desconstrug¢ao dimensional para entrar na compreensdo do conhecimento geométrico”, pois na
visualizacdo, como ja mencionado, € necessario identificar as unidades figurais, processo que
é realizado partindo da maior para a menor dimensao.

As figuras geométricas podem ter diferentes compreensdes dependendo de cada
sujeito, ou seja, interpretacdes autbnomas que sao classificadas por Duval (2012b) em quatro
tipos de apreensdes, a saber, perceptiva, discursiva, sequencial e operatoria. Sublinha-se que
ndo hd apenas a mobilizacdo de uma apreensdo para a resolucdo de uma atividade,
geralmente, estas sdo promovidas de forma conjunta em um mesmo problema.

A apreensdo perceptiva refere-se a organizacdo de elementos de uma figura. Ou seja,
explora a interpretacdo das formas de uma representacdo geométrica impondo uma maneira
comum de ver. Em GE, tem-se o obstaculo das representacdes em perspectiva, como
mostrado na Figura 1 da secdo 1.2, em que nem sempre é possivel identificar a primeira vista
um objeto tridimensional.

A “organizacdo perceptiva de uma figura privilegia o reconhecimento de certas
unidades figurais e tende a esconder outras” (DUVAL, 2004, p. 169, traducdo nossa). No
entanto, ocasionalmente, as unidades figurais reconhecidas ndo sdo as necessarias para a
resolugédo da atividade proposta, sendo assim, as “figuras podem ter um papel facilitador ou
inibidor sobre a compreensido do problema colocado” (DUVAL, 2012a, p. 136).

Para Duval (2004, p. 168, traducdo nossa), a apreensdo perspectiva subordina-se a
apreensdo discursiva, pois ¢ “necessaria uma indicagdo verbal para ancorar a figura como uma
representacdo de tal objeto matematico”. Assim, “uma figura geométrica ndo Se mostra a
primeira vista a partir de seu tragado e de suas formas, mas a partir do que ¢ dito” (DUVAL,
2012b, p. 133).

Desta maneira, a apreensdo discursiva esta relacionada a articulacdo entre registro
figural e lingua natural, ou seja, figura e enunciado das atividades em Geometria. Como
afirma Duval (2012b, p. 135), esta apreensao “equivale a mergulhar, segundo as indicacdes de
um enunciado, uma figura geométrica particular em uma rede semantica, que €, a0 mesmo
tempo, mais complexa e mais estavel”, dito de outro modo, refere-se a compreensdo das
unidades figurais apresentadas no enunciado do problema a respeito da figura.

A Figura 4 expde uma atividade em que, ao menos, é indispensavel a mobilizacédo de
duas apreensoes, a saber, discursiva e perceptiva. A apreensdo discursiva é explorada quando

em seu enunciado a figura exibida é definida como um cubo, desta forma € necessario que se
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saiba as caracteristicas/propriedades desse solido geométrico para que seja possivel solucionar
os itens a, b e c da atividade. Ja a identificacdo da apreensdo perceptiva é explicita, visto que
ao verificar, por exemplo, apenas o enunciado ndo € possivel compreender onde estdo
localizadas as retas a e b, assim como, o reconhecimento dos planos fundamentais para a

resolucéo da questéo.

Figura 4 — Atividade que propGe apreensao discursiva e perceptiva

Responda e justifique as questdes abaixo,
considerando as retas @ ¢ b que contém as
arestas do cubo ABCDEFGH conforme figura.

a) Existe um unico plano paralelo a ambas
retas ae b?

b) Existe um plano que contémarctaae é
paralelo a reta b?

¢) Existem retas que passam por H e que se
apoiam nas retas a e b? |

Fonte: Adaptado de Muraca (2011, p. 149-150).

Sublinha-se que as apreensdes destacadas ndo sdo as Unicas que podem ser
mobilizadas para a resolucdo da atividade, estas foram evidenciadas visto que ja estdo
definidas no texto. Mas a apreensdo operatoria, definida posteriormente, também pode ser
utilizadas em termos da rotacdo mental do objeto matematico para uma melhor visao.

A apreensdo sequencial esta relacionada a atividade de descrigdo ou constru¢do com o
objetivo de reproduzir uma figura. Dessa maneira, para descrever um objeto matematico é
necessario utilizar as unidades figurais de menor dimensdo, como foi apresentado no Quadro
13 dessa secdo ao tratar das representacfes em lingua natural. Esta apreensdo, também, é
observada em atividades que propdem a construcdo de figuras geométricas em que € essencial
seguir uma sequéncia de passos de modo que as propriedades estejam evidentes para definir o
objeto.

Por exemplo, suponhamos que o enunciado de uma atividade seja: “Construa um cubo
no software GeoGebra”, essa organizacdo por meio do recurso tecnoldgico esta apresentada
no Quadro 15. Na realizacéo da etapa 1 da construgédo do cubo, foi estruturada uma das faces
do solido tendo em vista suas propriedades, ou seja, construiu-se um quadrado por meio de
retas paralelas e perpendiculares e uma circunferéncia utilizada para manter as arestas
congruentes. A etapa 2 se deteve na construcdo de quatro retas distintas perpendiculares ao

plano da face em que estas interceptam cada um dos vértices do quadrado.
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Quadro 15 - Exemplo que propde apreensédo sequencial

Etapa 1 Etapa 2

Etapa 4

Fonte: Organizado pela autora.

Na etapa 3 da construcdo, criou-se um plano paralelo ao da face inicial, em que a
distancia entre os planos foi determinada por meio de um segmento com comprimento igual
ao lado do quadrado. Este segmento esta contido em uma das retas perpendiculares criada na
etapa anterior, em que uma de suas extremidades € um dos vértice do quadrado. Dessa forma,
a outra extremidade do segmento pertence a um plano paralelo ao quadrado. Nesta etapa ainda
foi realizada a demarcacdo dos pontos de intersecdo entre o plano criado e as retas
perpendiculares a ele. Na etapa 4 utilizou-se a ferramenta poligono disponibilizada pelo
software para evidenciar o objeto criado.

Salienta-se que, as etapas apresentadas para a constru¢do do cubo foram organizadas
para exemplificar de forma breve como pode ser mobilizada a apreenséo sequencial, visto que
omitiu-se algumas especificacdes e que esta é apenas uma das diversas maneiras possiveis de
estruturar este objeto matematico. Destaca-se ainda que, o software utilizado dispde de
ferramentas como poligonos regulares, prisma e o “préprio cubo”, as quais proporcionam uma
construgdo imediata do objeto, porém optou-se pela ndo utilizacdo destas para ressaltar as

unidades figurais mobilizadas.
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A construcdo das figuras de forma instrumental ou por meio de um software
proporciona a elaboragdo de observagdes, bem como verificagbes sobre suas propriedades.
Entretanto, Duval (2005) aponta que é equivocado acreditar que construir figuras geomeétricas
¢ suficiente para aprender a visualizar em Geometria. O pesquisador destaca que essas
atividades requerem apenas uma sucessdo de processos, tendo em vista 0 que pretende-se
obter.

Conforme Duval (2009, p. 72), o poder heuristico das figuras em Geometria “se
explica pelo fato que os tratamentos figurais que elas permitem efetuar ndo séo
computacionalmente equivalentes aos raciocinios dedutivos que estabelecem um teorema no
registro de uma escrita simboélica ou na lingua natural”. Na busca por solucionar alguns
problemas em Geometria, podem ser feitas diferentes modificacdes e reorganizacGes nas
figuras, estas entendidas como tratamentos figurais que constituem a apreensao operatoria,
cujas modificacBes sdo classificadas como oOticas, posicionais e mereoldgicas (DUVAL,
2012Db).

A modificacdo ética concerne na relacdo de tamanho da figura geométrica, ou seja, ela
transforma uma figura em outra sem que nada mude em sua forma ou orientacdo no plano.
Por exemplo, no Quadro 16, por meio da transformacdo geométrica homotetia pode-se

transformar o cubo em outro semelhante.

Quadro 16 - Exemplo que propde apreensdo operatoria otica

Etapa 1 Etapa 2

E

Fonte: Adaptado de Salazar (2009, p. 85).

No Quadro 16 na etapa 1, a figura inicial é o cubo ABCDEFGH, em que a face ABCD

e 0 ponto P pertencem a um mesmo plano. A etapa 2 consiste na transformagdo geomeétrica do
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plano, homotetia, definida por seu centro P e pela razéo trés. Nesta etapa, tem-se a ampliagdo
da figura inicial, criando assim uma nova figura, o cubo A’B’C’D’E’F’G’H’.

A modificacdo posicional esta diretamente vinculada as transformac@es de rotacédo e
translacdo de um objeto matematico, pois corresponde a atividade de deslocar uma figura em
relacdo a um referencial. O Quadro 17 exp6e um exemplo desse tratamento figural por meio
da rotagdo de um cubo, tendo como objeto de referéncia uma reta.

Quadro 17 - Exemplo que propde apreensdo operatoria posicional

Etapa 1 Etapa 2

Fonte: Adaptado de Salazar (2009, p. 86).

Na etapa 1 do Quadro 17, tem-se a figura inicial do cubo ABCDEFGH e a reta r em
que seu ponto O pertence ao mesmo plano que a face ABCD do cubo. Na etapa 2, a figura
inicial é deslocada, utilizando a transformacéo geométrica do plano, rotacdo, em torno da reta
r, eixo de rotagdo, conforme a abertura do angulo XQY, desta forma estabelecendo um novo
posicionamento do cubo.

A modificacdo mereoldgica, ou simplesmente, reconfiguracdo, esta relacionada a
divisdo e/ou organizacdo de uma figura em outras de mesma dimensdo (nD**>nD). Esta
modificacdo pode ser classificada de trés formas, apresentadas e exemplificadas no Quadro
18. Uma das possiveis modificacdes que podem ser realizadas por meio da apreensdo
operatoria mereoldgica é a heterogénea. Esta consiste em subdividir uma figura em diferentes
partes, sendo que estas sdo distintas do formato inicial da figura e também distintas entre si, e
é por este motivo que Duval (2005) as classifica como decomposi¢es nao visualmente
reversiveis (setas somente em um sentido na exemplificacdo apresentada no Quadro 18), isto

é, apos a realizagdo das parti¢des, ndo é tdo simples retornar a figura inicial.

19 Nimero de dimensdes.
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Quadro 18 — Exemplo que propde apreensao operatoria mereoldgica

Modificacdo estritamente

Modificacdo heterogénea Modificacdo homogénea h N
omogénea
Decomposta em figuras diferentes da | Decomposta em figuras diferentes Decomposta em figuras de
forma inicial. da forma inicial, mas iguais entre si. mesma forma inicial.

Fonte: Adaptado de Duval (2005, p. 21).

Existem também as modificagdes homogéneas, nas quais as subfiguras formadas por
essa decomposicdo sao distintas apenas da figura inicial, mas iguais entre si. Ja a modificacao
estritamente homogénea, possui a caracteristica de obter suas subfiguras iguais a forma da
figura inicial. Salienta-se que as decomposi¢des homogéneas sdo classificadas como
transformacgdes visualmente reversiveis, visto que, conforme Duval (2005), podem ser
reorganizadas a forma inicial a mera visdo da figura, por este fato as setas contidas em seus
exemplos possuem duplo sentido.

Duval (2005, p. 22, grifo do autor, traducdo nossa) afirma que as modificacdes
mereologicas podem ser realizadas “fisicamente (cortando e remontando as pecas obtidas
como para um quebra-cabeca), graficamente (adicionando o que chamamos de linhas
reorganizadoras acima da figura) ou mesmo simplesmente olhando (e ndo ‘mentalmente’)”. A

Figura 5 propbe um exemplo de atividade que pode propiciar a apreensdao operatoria
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mereoldgica com decomposicdo estritamente homogénea e heterogénea, assim como também

pode mobilizar a apreensao perceptiva e discursiva.

Figura 5 - Exemplo que propde apreensdo operatdria mereoldgica com decomposicdo
estritamente homogénea e heterogénea, apreensdo perceptiva e discursiva

Quantos cubos ha na
figura ao lado?

Fonte: Adaptado de Duval (2004, p. 169).

A atividade proposta na Figura 5 pode ser solucionada, considerando que a
representacdo configura um objeto tridimensional, “simplesmente olhando” e recorrendo as
caracteristicas do cubo. A percepc¢do que se impde € a de um cubo formado por outros cubos
menores, desta forma a resposta, a primeira vista, poderia ser a de 28 cubos, ou seja, a figura
inicial do cubo mais os 27 cubos menores que a compde. Sendo assim, pode-se mobilizar a
apreensdo operatéria mereoldgica com decomposicdo estritamente homogénea, pois as
particOes realizadas sdo iguais a figura inicial.

No entanto, temos também outras possibilidades de cubos, como, por exemplo, a
combinagdo exposta na Figura 6, na qual foi considerado um cubo de dimensdo 2x2. Desse
modo, se realizarmos as outras combinacdes existentes de cubos 2x2, obtemos um total de

oito cubos desta dimensao.

Figura 6 — Exemplo que prople apreensdo operatoria mereoldgica com decomposicdo
heterogénea

Fonte: Organizado pela autora.
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De acordo com Duval (2004, p. 165, traducdo nossa) cada uma das modificacdes que
podem ser realizadas por meio da mobilizacdo da apreensdo operatoria “promovem operagdes
especificas e constituem a produtividade heuristica das figuras”. Para o autor, a decomposi¢éo
mereoldgica € assumida como uma das opera¢des fundamentais para se obter a compreensédo
matematica das figuras, mas menciona que “[...] quando as hipoteses incluem niimeros como
medidas de lados ou segmentos, a apreensdo operatoria € [na maioria das vezes] neutralizada
e a figura cumpre apenas uma funcao ilustrativa ou de suporte” (DUVAL, 1999, p. 12,
traducéo nossa).

A outra operagdo dita como fundamental é a desconstrugdo dimensional (hD->(n-1)D)
de figuras geométricas, que conforme Duval (2004), constitui 0 mecanismo cognitivo da
visualizacdo em Matematica, pois a mudanca de dimensGes esta no centro do olhar
geométrico. Para o pesquisador essas operagdes puramente figurais sdo as que “permitem
transformar qualquer figura em outra com a finalidade de fazer aparecer uma solucdo ou de
produzir um contraexemplo ou ainda de modelar uma situagdo” (DUVAL, 2011, p.85). A
tomada de consciéncia desses tratamentos figurais possibilita “entrar na maneira matematica
de ver em geometria”.

Enquanto as modificacdes mereoldgicas estdo estreitamente relacionadas a percepcao
visual, a desconstrucdo dimensional esta inteiramente subordinada ao discurso. Desta forma,
Duval (2005, p. 23-24, traducdo nossa) afirma que, “essa desconstru¢do dimensional das
formas é o pré-requesito para uma compreensdo efetiva de qualquer enunciado de

propriedades geométricas”. A relevancia dada a essa operacdo € justificada posto que

[...] uma figura aparentemente reduzida a uma Unica unidade de dimensdo 2 (um
quadrado, por exemplo), s6 € uma figura, em matematica, a condicdo de que seja
considerada como uma configuracdo de unidades figurais de dimensdo 1 (os
segmentos que formam os lados). Isso porque sao as relacdes (paralelismo, simetria,
tangéncia, ...) entre as unidades figurais elementares que constituem o contelido
pertinente de uma figura geométrica. (DUVAL, 2004, p. 159, tradugdo nossa)

Assim, para Duval (2016), os estudantes além de construir figuras geometricas devem
também apreender a desconstrui-las, mesmo que utilizem como recurso um programa
computacional. Sendo assim, evidencia-se que a desconstru¢do dimensional ndo pode ser
materializada visto a necessidade de representacdo de diferentes dimensdes, desta forma, os

software de Geometria Dinamica podem ser um recurso aliado neste sentido.
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Ao referir-se a software, mesmo apresentando pouquissimas discussées, Duval (2011)
menciona que, este recurso ndo proporciona um “novo” registro de representagdo, pois exibe
as mesmas representacdes realizadas no papel para uma apreensdo visual. Pois, por exemplo,
ver uma figura no papel ou no monitor exigira que sejam realizados 0s mesmos tratamentos
figurais. Mas, nesta pesquisa, entende-se que se pode utilizar o dinamismo da representagéo
produzida por um software para auxiliar na visualizagdo do objeto, baseando-se no estudo de
Salazar (2009), sera utilizado o termo “registro figural dindmico” ao se tratar desse tipo de
representacgéo.

A utilizacdo de software de Geometria Dinamica possibilita a aceleracdo dos
tratamentos figurais por meio das funcbes arrastamento e manipulacdo direta que
proporcionam o movimento, a mudanca de posicdo, de forma e de medidas da figura, sdo
assumidas como ponto positivo a ser considerado no processo de ensino e aprendizagem,
especialmente, ao trabalhar com GE. Visto que as representacGes em perspectiva dos objetos
tridimensionais, conforme Duval (2004), causam duas limitagcdes, uma relacionada a néo
variacdo de ponto de vista e a outra devido a auséncia da terceira dimenséo, pois pode levar a
uma visdo ambigua da figura. O autor, ainda, destaca que as figuras geométricas, bem como
os graficos, quando utilizado esse recurso, “tornam-se manipulaveis como objetos reais”
(DUVAL, 2011, p. 137).

Ao mencionar objetos reais, torna-se necessario evidenciar o entendimento desse
recurso sob o olhar da teoria dos RRS. Duval (2016, p. 32) compreende que, objetos
concretos “sao aqueles cujo acesso ¢ multissensorial”, isto é, aqueles que possibilitam ver e
tocar, mas afirma que “ndo se pode falar em invariancia para esses objetos”. Sendo assim,
consegue-se apenas realizar uma descri¢cdo do objeto, jamais defini-lo.

Desta forma, os materiais manipulaveis, que serdo utilizados, nesta pesquisa, a saber,
solidos geométricos construidos com papel ou canudos, ndo séo interpretados como um tipo
de registro figural, pois estes nao possibilitam “operacdes especificas que permitem
transformar as representacdes produzidas em novas representacdes” (DUVAL, 2011, p. 97).
Entende-se entdo que materiais manipuldveis ndo sdo representagdes semioticas, mas podem
desencadear representacdes figurais. Sendo assim, sera adotado o termo registro material para
tratar deste tipo de recurso.

Considerando a necessidade do desenvolvimento do pensamento geometrico para o
ensino e aprendizagem em GE, no intuito de contribuir neste processo, esta pesquisa de
mestrado utilizara em suas analises 0s entendimentos apresentados sobre a teoria dos RRS,

sendo mais especifico, transformacdes cognitivas, apreensdes e tratamentos figurais.



67

4 ANALISE DE CONTEUDO DE OBRAS REFERENTES A GEOMETRIA
ESPACIAL

Neste capitulo sdo apresentados os dados produzidos a partir da Anélise de Conteudo
de bibliografias mencionadas em projetos pedagogicos de cursos presenciais de Matematica
Licenciatura, cadastrados na péagina digital do e-MEC, mapeados no final do primeiro

semestre de 2018.

4.1 PRE-ANALISE DAS OBRAS

Nesta etapa, buscou-se investigar projetos pedagdgicos de cursos presenciais de
Matematica Licenciatura em instituicbes publicas brasileiras que estivessem em atividade.
Esta parte da pesquisa destina-se a identificagdo das obras mais evidenciadas em ementas de
componentes curriculares referentes ao ensino e aprendizagem de conceitos/contetdos de
Geometria Espacial. A partir desta verificacdo, buscou-se analisar como sao apresentadas as
atividades deste assunto levando em consideracdo os entendimentos baseados na teoria dos
RRS. Para (re)organizar algumas das atividades identificadas para a elaboragéo do bloco de
tarefas a ser desenvolvido com licenciandos em Matematica.

Na pégina digital do e-MEC?, a qual contém o cadastro das instituicdes de Ensino

21 am cada uma das

Superior e seus respectivos cursos foi realizada uma “consulta interativa
unidades federativas (estados e distrito federal) brasileiras. A pesquisa buscou por cursos
presenciais de Matematica Licenciatura em atividade e gratuitos, ocorrendo entre os dias 28
de junho a 09 de julho do ano de 2018.

Identificou-se 329 cursos vinculados a 127 instituicbes de Ensino Superior,
distribuidas em todas unidades federativas brasileiras. O curso ofertado pela Universidade
Federal do Rio de Janeiro (UFRJ) é o mais antigo em atividade, tendo seu inicio no ano de
1931. Salienta-se que a criacdo dos cursos de formacdo de professores de Matematica foi
identificada até o ano consultado, ou seja, 2018. O apice de abertura destes cursos foi entre 0s
anos de 2009 a 2011, com o inicio de 85 cursos, 0s quais representam aproximadamente
25,8% do total mapeado, sendo em sua maioria (63 cursos) ofertados por instituicdes federais

de ensino.

20 pggina organizada pelo ministério da Educacfo, na qual instituicdes de educacdo superior realizam o
credenciamento, buscam autorizacao, reconhecimento e renovagéo de reconhecimento de cursos.
2! Opcao disponibilizada pelo site.
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O resultado apresentado pode ter sido influenciado pelo decreto n°® 6.096, de 24 de
abril de 2007, o qual instituiu o Programa de Apoio a Planos de Reestruturacdo e Expansao
das Universidades Federais (REUNI), na busca pela ampliacdo do acesso e a permanéncia na
Educacdo Superior, ou seja, 0 aumento de vagas e a criacdo de novos cursos deste nivel de
ensino. A Figura 7 apresenta a distribuicdo por regides brasileiras das instituicbes e cursos
mapeados.

Figura 7 — Instituicdes e cursos mapeados em regides brasileiras
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22 instituigdes
47 cursos

Fonte: Dados da pesquisa.

A regido sudeste, apesar de ser a regido do pais com a maior quantidade de habitantes,
com cerca de 41,9% da populacdo brasileira??, apresenta, aproximadamente, 23,7% dos cursos
mapeados. A regido nordeste é a que oferta a maioria dos cursos de Matematica Licenciatura
gratuitamente de forma presencial, mesmo esta ndo sendo a maior em area territorial e com
uma populagéo de 27,6% dos habitantes do Brasil, oferta 35,9% destes cursos.

Cabe destacar que, a metade dos cursos localizados na regido nordeste sdo oferecidos

por instituicdes federais de ensino. Diante desse resultado, destaca-se que dentre 329 cursos

%2 Dados estimados pelo site do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica — IBGE, acessado pelo link:
<https://www.ibge.gov.br/estatisticas-novoportal/por-cidade-estado-estatisticas.html?t=destaques&c=Brasil> em
agosto de 2018.
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mapeados, 205 séo ofertados por instituices federais, 121 por instituicdes estaduais e trés por
instituicdes municipais.

Na busca por refinar os dados apresentados, optou-se por investigar os cursos de
Matematica Licenciatura presenciais oferecidos por instituicbes federais, visto que estes
representam, aproximadamente, 62,3% dos cursos desta area no Brasil, sio mantidos pelo
mesmo drgéo publico, e estdo localizados, ao menos um, em cada unidade federativa.

Prosseguindo na pesquisa, acessou-se 0s sites dos cursos selecionados, na busca de
seus projetos pedagadgicos de curso (PPC), visto que estes sdo documentos publicos e devem
estar disponiveis para acesso. Constatou-se, dentre os 205 cursos mapeados anteriormente, um
total de 113 PPC disponiveis de forma online no site dos cursos, estes dados estdo

organizados no Quadro 19, segundo suas respectivas unidades federativas.

Quadro 19 — Organizacao por unidades federativas dos cursos de Matematica Licenciatura
presenciais em atividade ofertados por instituicOes federais

Quantidade de Quantidade de

Regido
brasileira

Unidade federativa

instituicdes de
Ensino Superior

Quantidade de
cursos ofertados
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que dispdem seu
PPC online
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Nordeste
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Piaui

Rio Grande do Norte

Sergipe

Norte

Acre

Amazonas

Amapa

Para

Rond6nia

Roraima

Tocantins

Sudeste

Espirito Santo
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Fonte: Dados da pesquisa.
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As regides centro-oeste, sul e norte possuem, respectivamente, 15,6%, 15,12% e
13,65% dos cursos ofertados por instituicdes federais. No entanto, mais uma vez, as regies
brasileiras que se destacam sdo a sudeste e nordeste, com, respectivamente, a maior
quantidade de instituicOes federais, 27 ao total, e a maioria dos cursos de formacao inicial de
professores de Matemaética, 59 na totalidade.

Dentre 0s 59 cursos mapeados na regido nordeste, nove sdo oferecidos por Institutos
Federais de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia (IF) que estdo localizados com uma unidade em
cada estado pertencente a esta regido®. Tendo em vista que, identificou-se 81 instituicdes
federais que ofertam cursos de formacdo inicial de professores de Matematica no Brasil,
destaca-se que cerca de 39,5% destas instituicdes sdo IF, 32 ao total. Sendo assim, estados
como: Goias, Minas Gerais, Rio de Janeiro e Rio Grande do Sul, possuem mais de uma
instituicdo como esta.

Evidencia-se que apenas os estados do Parana e Mato Grosso do Sul ndo possuem IF
que ofertam curso de Matematica Licenciatura. Uma hipdtese a ser estabelecida para a ndo
existéncia de um curso de formacdo inicial de professores de Matematica no IF de Mato
Grosso do Sul, é que a Universidade Estadual e Federal deste estado, juntas oferecem nove
cursos, dentre os quais sete sdo ofertados nas mesmas cidades em que 0s institutos possuem
sede. Destaca-se, ainda, que o curso mais recente?* ofertado dentre os citados, foi criado em
2009 no mesmo ano em que o IF em questéo.

O estado de Minas Gerais, pertencente a regido sudeste, abrange 16 instituicbes
federais que ofertam cursos de formacéo inicial de professores de Matematica de forma
presencial. Este fato resulta no maior nimero de cursos oferecidos em uma unidade federativa
brasileira, 25 cursos ao total, distribuidos em 11 universidades e cinco IF.

Salienta-se que 16 dos cursos mapeados no estado de Minas Gerais possuem seus PPC
disponiveis para acesso de forma online em seus sites. Este dado, juntamente com os 14
cursos do estado de Sdo Paulo, contribuiram para que a regido sudeste seja a que apresentou a
maior quantidade de cursos Matematica Licenciatura, ofertados presencialmente por
instituicdes federais, com seus PPC disponiveis em seus sites, com a representatividade de
35,7%.

O estado do Rio Grande do Sul encontra-se apds o estado de Minas Gerais em

quantidade de instituicGes federais mapeadas e de cursos de Licenciatura em Matematica,

2 Alagoas; Bahia; Cear4; Maranh#o; Paraiba; Pernambuco; Piauf; Rio Grande do Norte; Sergipe.
2 Ofertado pela Universidade Federal de Mato Grosso do Sul, campus Ponta Pora.
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ofertados de forma presencial. Desta forma, é o segundo estado brasileiro a proporcionar a
formacdo de novos professores nesta area de ensino.

Dentre os cursos de formacdo inicial de professores de Matematica ofertados em
instituicGes federais, foi identificado um total de 55,1% dos PPC destes. Estes documentos
objetivam apresentar 0 curso e sua organizacao, expondo, em sua maioria, itens como: dados
de identificacdo do curso; objetivos; perfil do egresso; campo de atuacdo profissional; corpo
docente; organizacdo curricular, entre outros.

Tendo como objetivo desta etapa da Andlise de Conteddo identificar e selecionar
bibliografias em comum entre os componentes curriculares especificos da Matematica e os de
ensino e aprendizagem, ambos relacionadas a Geometria Espacial, recorreu-se aos PPC que
apresentam ementa/objetivos e bibliografia(s) para cada um dos componentes curriculares
ofertados durante o curso. Desta forma, a analise prosseguiu com os dados de 95 PPC, pois 18
dos cursos mapeados anteriormente ndo cumpriram com o requisito estabelecido, ou seja, ndo
apresentaram ementa/objetivos e bibliografia(s).

Na busca por identificar os componentes especificos da Matematica e os de ensino e
aprendizagem que apresentassem algum conceito/conteddo relacionado a Geometria Espacial,
optou-se por utilizar a ferramenta de pesquisa disponibilizada por programas leitores de
arquivos em formato pdf. Nesta ferramenta aplicou-se os descritores: “geometri”, o qual
associou termos como geometria € geométrico(s); “espago e forma” e “grandezas e medidas”,
por se tratarem de eixos/blocos de contetidos empregados pelos PCN e BNCC que envolvem
conceitos/contetdos relacionados ao campo da Geometria. Cabe destacar que, a busca com os
descritores foi realizada no nome, ementa e objetivos dos componentes curriculares contidos
nos PPC.

Localizou-se 645 componentes curriculares especificos da Matematica (Quadro 20), 0s
quais foram categorizados conforme 0s conceitos/contelidos que estavam propostos em sua
ementa, como: Desenho Geométrico; Desenho Geométrico e Geometria Descritiva; Desenho
Geométrico e Geometria Plana; Geometria Analitica; Geometria Descritiva; Geometria
Diferencial; Geometria Espacial; Geometria Fractal; Geometrias Nao-Euclidianas; Geometria
Plana; Geometria Plana e Espacial; Outros. Destaca-se que esta Ultima categoria, “Outros”,
abrange componentes curriculares que possuem como objetivo explorar distintos
conceitos/contetidos especificos da Matemética®, os quais complementam a formag&o inicial

de professores desta area.

% Matemética Basica; Variaveis Complexas; Fisica; Algebra Linear; Matematica Discreta; Célculo Diferencial e
Integral; Libras; Probabilidade e Estatistica; Trigonometria; entre outras.
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Quadro 20 — Organizacdo dos componentes curriculares mapeados com a utilizacdo dos

descritores

Componentes Curriculares Obrigatérios Optativos Total
Desenho Geométrico 42 9 51
Desenho Geométrico e 6 1 7
Geometria Descritiva
Desenho Gepmetnco e 10 0 10
Geometria Plana
Geometria Analitica 120 0 120
Especificos Geometria Descritiva 4 1 5
da Geometria Diferencial 4 15 19
Matematica Geometria Dindmica 2 0 2
Geometria Espacial 72 0 72
Geometria Fractal 0 1 1
Geometrias Nao-Euclidianas 16 4 20
Geometria Plana 80 1 81
Geometria Plana e Espacial 19 0 19
Outros 202 36 238
Ensino e Aprendizagem 90 8 98

Fonte: Dados da pesquisa.

Os componentes curriculares classificados como “Outros”, foram mapeados por, na
maioria dos casos, apresentar em sua ementa o descritor “geometri”, por exemplo, em
“Célculo Diferencial e Integral” ha em sua ementa a interpretacdo geométrica de
conceitos/conteudos como: limite, derivada e integral; “Matematica Discreta” que propde 0
estudo de Progressdes Geométricas; “Libras” apresenta o ensino de sinais béasicos e a
expansao do vocabulario, dentre os quais estdo 0s conceitos geométricos.

O campo especifico da Geometria que obteve maior énfase nos PPC mapeados foi a
Geometria Analitica. Nesta as representacbes mais utilizadas sdo as algébricas e graficas,
tendo em vista os conceitos/conteidos a serem explorados®, essa constatagdo foi realizada
diante do exposto em suas ementas e/ou objetivos. Sdo 120 componentes curriculares
obrigatdrios referentes a Geometria Analitica, distribuidos entre os 95 PPC mapeados. Em
outras palavras, 24 cursos ofertam dois componentes curriculares com conceitos/conteddos
especificos de Geometria Analitica e o curso oferecido pelo Instituto Federal de Educagéo,
Ciéncia e Tecnologia Fluminense/RJ, oferta trés componentes curriculares obrigatorios
referentes a esse campo da Geometria, a saber: Geometria Analitica | (Vetores no Plano, reta

no R?, circunferéncia no R?); Geometria Analitica Il (elipse, hipérbole, parabola, equagdes de

% Geralmente, coordenadas cartesianas, vetores no plano e no espaco, posicoes relativas entre retas e planos,
lugares geométricos, entre outros.
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retas e conicas em coordenadas polares); Geometria Analitica 111 (vetores no espago, plano,
reta no R3, superficies quadricas).

O componente curricular referente a conceitos/contetidos da Geometria Fractal foi
identificado na Universidade Federal do Pampa, Campus Itaqui/RS, de forma optativa. O
qual, além de propor o estudo de conceitos/conteddos deste campo, apresenta a proposta de
elaboracdo de atividades para a inser¢do desta Geometria na Educacdo Basica. A Geometria
Dindmica como componente curricular foi identificada na Universidade Federal do Rio
Grande/RS, esta é proposta com carga horaria de 90h, distribuidas em dois componentes
curriculares obrigatérios que visam explorar conceitos/conteidos de Geometria Plana e
Espacial por meio de ferramentas que tornem a Geometria dinamica.

A Geometria Diferencial, apesar de apresentar 19 componentes curriculares, 15 destes
séo ofertados de forma optativa, ou seja, apenas quatro cursos mapeados exploram de forma
exclusiva e obrigatéria conceitos/conteidos deste campo da Geometria. Os cursos
mencionados sdo ofertados pelas seguintes instituicbes de ensino: Instituto Federal de
Educacdo, Ciéncia e Tecnologia Goiano/GO; Universidade Federal de Goias/GO;
Universidade da Integracdo Internacional da Lusofonia Afro-Brasileira/CE; Universidade
Federal de Roraima/RR.

A Geometria Descritiva, campo que se destina ao estudo de figuras espaciais sobre o
plano, ou seja, figuras 3D representadas em 2D, mesmo quando aliada ao Desenho
Geométrico, foi a menos enfatizada, ap6s a Geometria Fractal e a Geometria Dinamica,
apresentando apenas 12 componentes curriculares distribuidos em 11 instituicdes federais.
Sublinha-se que a discussdo realizada em aulas referentes a Geometria Descritiva pode estar
diretamente relacionada a uma secdo de componentes curriculares de Desenho Geométrico,
Sendo assim, ndo se pode concluir que esta ndo é abordada ao longo do curso de formacgédo
guando ndo mapeada em um componente especifico a ela.

Obteve-se 68 componentes curriculares de Desenho Geométrico, reunindo 0s
ofertados juntamente com conceitos/contetidos de Geometria Descritiva ou Geometria Plana,
0 que permite concluir que este componente curricular ndo é oferecido em todos 0s cursos
mapeados. Outro fato que precisa ser evidenciado é o de que, mesmo diante desta informacao,
ndo pode-se afirmar que os conceitos/conteudos referentes a este campo da Geometria ndo séo
trabalhados durante o decorrer do curso, pois podem estar distribuidos em diferentes
componentes curriculares, como, por exemplo, Geometria Plana e/ou Espacial na construgédo

de objetos matematicos por meio de suas propriedades.
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Assuntos especificos da Geometria Plana, os quais localizam-se nas categorias
“Desenho Geométrico e Geometria Plana”, “Geometria Plana”, “Geometria Plana e Espacial”,
séo discutidos em 110 componentes curriculares, distribuidos em 94 instituicdes federais, isto
é, apenas uma instituicdo da regido centro-oeste do Brasil ndo aborda esse campo da
Geometria de forma especifica. Salienta-se que esta instituicdo, em relagdo a componentes
curriculares especificos de conceitos/conteudos da Geometria, oferta apenas um referentes a
Geometria Analitica e um a Desenho Geométrico.

Os conceitos/contetdos relacionados a GE foram explorados, de forma especifica, em
91 componentes curriculares, nestes foram contabilizados, também, os que estudam
conceitos/contetidos de Geometria Plana de forma conjunta. Estes estdo distribuidos em 85
cursos de formacéo inicial de professores, isto €, a GE ndo é explorada de forma especifica
em oito dos cursos mapeados, nesta parte da pesquisa. No entanto, ha quatro cursos®’ que
oferecem dois componentes curriculares especificos de Geometria Espacial.

Constatou-se que, aproximadamente, 70,3% dos componentes mapeados séo ofertados
no inicio do curso, ou seja, entre 1° e 3° semestres. Também, foi possivel verificar que, cerca
de 49% dos dados mapeados, apresentam o pré-requisito de um componente curricular de
Geometria Plana, cabe destacar que, nesta apuracdo percentual, foram desconsiderados os
componentes curriculares ofertados no 1° semestre e 0s que estdo relacionados a
conceitos/contetdos de Geometria Plana.

Diante das ementas verificadas, p6de-se observar que 0s componentes curriculares
referentes a GE abordam, geralmente, assuntos relacionados a posi¢des relativas entre retas,
planos e reta e plano, areas e volumes de sélidos geométricos, usualmente nesta sequéncia. Os
objetivos, expostos nos PPC referentes a esta area da Geometria, foram identificados em 41
componentes curriculares, entre esses apenas oito destacam o desenvolvimento da habilidade
de visualizacdo de figuras no espaco e/ou em perspectiva, em outras palavras, buscam
explorar aspectos visuais da Geometria Espacial. Ressalta-se que essa habilidade é
evidenciada em documentos curriculares da Educacao Basica, como destacado no Capitulo 1
desta pesquisa, dada a importancia de seu desenvolvimento. Sendo assim, torna-se relevante
explorar o desenvolvimento desta competéncia na formacdo inicial de professores de

Matematica.

27 Estes cursos sdo ofertados pelas seguintes instituicées: Instituto Federal de Educacfo, Ciéncia e Tecnologia
Fluminense/RJ; Instituto Federal de Educacgdo, Ciéncia e Tecnologia do Espirito Santo, campus Cachoeiro de
Itapemirim/ES; Universidade Federal de Vigosa, campus Vigosa/MG; Universidade Federal de Mato Grosso,
campus Rondonopolis/MT.
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Constatou-se que apenas seis componentes curriculares que exploram
conceitos/conteudos de Geometria Espacial propdem em seus objetivos a discussdo sobre a
abordagem deste campo da Geometria na Educacdo Baésica. Por se tratar de cursos de
Matematica Licenciatura, pode-se pensar que ocorra em componentes curriculares referentes
ao ensino e aprendizagem de conceitos/conteidos de Geometria. No entanto, entre os 95 PPC
analisados, apenas 44,2% apresentaram algum componente curricular referente a este assunto
por meio dos descritores utilizados. Esta informacdo € um fato preocupante, considerando as
inimeras constatacOes de dificuldades apresentadas tanto por professores como por estudantes
de qualquer nivel de ensino (BARBOSA, 2017; KUMMER, 2018).

No intuito de verificar quais séo as obras referentes a GE mais utilizadas nos cursos,
organizou-se uma tabela com as obras mencionadas nas bibliografias basicas e
complementares dos componentes curriculares relacionados as classificacdes: “Desenho
Geométrico”, “Desenho Geométrico ¢ Geometria Descritiva”, “Geometria Descritiva”,
“Geometria Dinamica”, “Geometria Espacial” ¢ “Geometria Plana e Espacial”, visto que estes
encontram-se relacionados ao tema da pesquisa. Nesta busca localizou-se um total de 266
obras distintas, desconsiderando a discriminacdo entre diferentes edicdes de um mesmo livro
que possui titulo e autores idénticos.

Posteriormente, de posse dos 98 componentes curriculares relacionados ao ensino e
aprendizagem de Geometria mapeados por meio dos descritores, realizou-se uma
“comparacao” entre as bibliografias basicas e complementares mencionadas nestes € as obras
ja identificadas na etapa anterior, com o intuito de verificar os titulos em comum.

Desta forma, apontou-se 50 obras (Apéndice F) em comum aos componentes
curriculares especificos da Matematica e os de ensino e aprendizagem, ambos relacionados a
Geometria. E necessario destacar que, entre essas obras em comum haviam revistas da area da
Educacdo e Educacdo Matematica e alguns titulos relacionados a outros conceitos/contetidos
da Geometria, pois a pesquisa foi realizada em componentes curriculares que abrangiam, por
exemplo, a Geometria Plana e Espacial, concomitantemente, estas obras foram
desconsideradas (Apéndice G).

O Quadro 21 expde as 11 referéncias mapeadas que obtiveram cinco ou mais mengdes
nos componentes curriculares de ensino e aprendizagem referentes a Geometria, tendo em
vista que o foco deste capitulo é explorar obras que receberam mais énfase no intuito de
verificar o que é evidenciado nestas acerca de conceitos/contetidos de Geometria Espacial,

bem como, apresentar suas aproximacodes e distanciamentos da teoria dos RRS.
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Quadro 21 — Mencdes das obras nos componentes curriculares de ensino e aprendizagem

mapeados
Bibliografia
| .
S
S s
Obra 8 g | 5
Nz < =
o
=
o
@)
BALDIN, Y. Y.; VILLAGRA, G. A. L. Atividades com cabri-géométre 1. Séo Carlos: 5 0 5
EDUFSCAR, 2002.
CARVALHO, P. C. P. Introducao & Geometria Espacial. 4% ed. Rio de Janeiro: SBM, 3 5 5
2002.
D'AMBROSIO, U. Educacado matemaética: da teoria a pratica. 142 ed. Campinas: Papirus, 3 6 9
2007.
FIORENTINI, D.; MIORIM, M. A. (Org.); MARCHESI, A. et al. Por tras da porta, que 0 5 5
Matematica acontece? Campinas, SP: Editora Graf. FE/Unicamp, 2001.
LIMA, E. L. etal. A Matematica do Ensino Médio. Rio de Janeiro: Solgraf, 1999. 5 5 10
LIMA, E. L. Medida e Forma em Geometria: comprimento, area, volume e semelhanga. 2 3 5
Rio de Janeiro: Graftex, 1991
LINDQUIST, M. M. & SHULTE, A. P. (Orgs.). Aprendendo e ensinando a geometria. 8 6 14
Traducdo de Hygino H. Domingues. S&o Paulo: Atual, 1994.
LORENZATO, S. Para aprender matematica. 32 ed. Campinas, SP: Autores Associados, 4 7 11
2010.
POLYA, G. A arte de resolver problemas: um novo enfoque do método matematico. Rio
o L 8 6 14
de Janeiro: Interciéncia, 2006.
REGO, R. G.; REGO, R. M. Matematicativa. 32 ed. Jodo Pessoa: EDUFP, 2004. 2 5 7
WAGNER, E. Constru¢des Geométricas. Rio de Janeiro: SBM, 1993. 4 1 5

Fonte: Dados da pesquisa.

Para concluir a primeira etapa da Analise de Conteudo, selecionou-se quatro obras que

obtiveram o maior nimero de mengdes dentre as expostas no Quadro 21, a saber:

a) 01%: Aprendendo e ensinando geometria;
b) O2: A arte de resolver problemas;

c) O3: Para aprender Matematica;

d) O4: A Matematica do Ensino Médio.

Salienta-se que a ultima obra selecionada “A Matematica do Ensino Médio” trata-se

de uma colecdo de livros de conteudos especificos da Matematica. Portanto, para esta analise,

riorizou-se 0 volume 2, em razdo de apresentar capitulos como: “Ponto, reta e plano”;
p

“Perpendicularismo”; “Poliedros”, e 0 volume 4, que une as atividades ja apresentadas nos

volumes anteriores da colecao e suas solucgdes de forma mais detalhada.

% Essa nomenclatura sera utilizada para identificagdo das obras selecionadas durante as anélises, referindo-se a

Obra 1, Obra 2, e assim por diante.
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Apos a realizacdo de uma leitura flutuante foi necessario organizar as obras em dois
blocos. Um bloco destinado a referéncias que estdo relacionadas as discussdes da area da
Educacdo Matematica, as quais sdo organizadas a partir de capitulos tedricos escritos por um
OU mais autores que argumentam e apresentam aspectos teoOricos sobre o ensino e a
aprendizagem de Geometria, sendo estas O1, O2 e O3. E outro bloco refere-se aos livros
didaticos que possuem uma estrutura de conceitos/conteldos e atividades da &rea da
Matematica, que é o caso do O4.

Compreendendo a diversidade do que consta nas obras selecionadas, procurou-se
estabelecer critérios de analise que permitissem a realizacdo de uma andlise Unica para os dois
blocos designados. Desta forma, considerou-se quatro critérios:

a) Indicios de abordagens sobre o ensino e aprendizagem de GE propostas nas obras;

b) Conceitos/contetidos de GE identificados nas obras;

c) Transformacdes cognitivas, apreensdes e desconstrucdo dimensional das figuras que

podem ser mobilizadas em atividades relacionadas a conceitos/contetdos de GE;

d) IndicacGes sobre o uso de recursos didaticos manipulaveis e digitais ao discutir

conceitos/conteudos de GE.

Finalizada a pré-anélise, apresenta-se na proxima se¢do a segunda etapa da Anélise de
Conteudo, exploracdo do material, na qual é organizada o encadeamento das verificacdes dos
critérios estabelecidos nas obras selecionadas.

4.2 EXPLORACAO DAS OBRAS

Esta etapa da Anélise de Contetdo tem por objetivo avaliar e produzir dados para a
pesquisa. Logo, destacam-se algumas informacdes gerais das quatro obras selecionadas, por
exemplo, como estdo sistematizadas, sobre o que versam o0s capitulos e quais destes
evidenciam entendimentos sobre GE, para assim investigar aspectos da teoria dos RRS. Ao
realizar a analise do bloco de obras destinado aquelas relacionadas a discussfes da area da
Educacdo Matematica, manteve-se a ordem disposta na secdo anterior de acordo com o
namero de mencBes as referéncias nos componentes curriculares relativos ao ensino e
aprendizagem de Geometria.

A obra Aprendendo e ensinando geometria (O1) pertencente a area da Educacdo
Matematica, obteve um total de 21 mencbes entre todos os componentes curriculares
mapeados, sendo identificada em 16 PPC distintos. Salienta-se que, seis das citagfes foram

apontadas em componentes curriculares especificos da Matematica, sendo estes 0s que
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abordam conceitos/contetidos de GE. Torna-se relevante destacar o fato de que quatro PPC
apresentam essa referéncia apenas nesta situacdo, ou seja, ndo possuem componentes
curriculares relacionados ao ensino e aprendizagem de Geometria que apontem essa obra em
suas bibliografias.

O1 apresenta discuss@es especificas sobre ensino e aprendizagem da area investigada.
Foi organizada pelos autores Mary Montgomery Lindquist e Albert P. Shulte e publicada no
ano de 1987, nos Estados Unidos da América, tendo sua primeira traducdo em lingua
portuguesa no ano de 1994. Esta obra € constituida por cinco partes, a saber: “Perspectivas”;
“Resolucao de problemas e aplicagdes”; “Atividades em foco™; “A geometria e outras partes
da Matematica: uma visdo”; “Formacao de professores”, nas quais estdo distribuidos um total
de 20 capitulos, elaborados por diferentes autores.

Os artigos que compdem a obra versam sobre a resolucdo de problemas de Geometria
por meio de suas aplicaces, bem como relaciona-los com outras ciéncias. Estes promovem a
discussdo sobre como os estudantes aprendem conceitos geométricos, quais dificuldades sdo
apresentadas por estes sujeitos e o0 que poderia ser realizado para modificar esse quadro. Na
apresentacdo desta obra um fato interessante a ser destacado € que “[...] ndo sdo sé os
professores de Matematica de paises subdesenvolvidos, por exemplo, que fogem da
geometria; que o temor da geometria também aflige o aluno dos paises ricos...”
(LINDQUIST; SHULTE, 2011, n.p), ou seja, os problemas no ensino e aprendizagem desta
area do conhecimento podem ser identificados em diferentes localidades.

Ao realizar a busca por conceitos/conteddos de GE na O1, verificou-se que ha apenas
dois, dentre os 20 capitulos, que apresentam alguma discussdo sobre essa area da Geometria.
Salienta-se que a procura, tanto nesta como nas outras obras deste bloco, foi efetuada por
meio da leitura flutuante de modo a identificar tanto capitulos especificos deste campo da
Geometria, bem como subsecdes dos capitulos, atividades, tudo que fizesse referéncia a GE
de alguma forma.

O capitulo “Problemas de geometria criativos podem levar a resolucdo criativa de

problemas criativos™??

aborda a necessidade de resolver problemas para o desenvolvimento do
raciocinio dos estudantes, a vista disso aponta algumas classificag6e33° destes, a saber,
problemas de reconhecimento; treinamento basico e pratica de algoritmos; aplicacdes abertas;

aplicacOes reais; algebra; extensdes; pesquisas abertas. Na sequéncia expde uma coletanea de

2 Capitulo elaborado por George A. Milauskas.
%0 N#o serdo detalhadas, pois néo é o foco desta pesquisa.
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38 problemas e sugestdes para suas resolucdes, dentre eles, identificou-se trés que envolvem
conceitos/conteudos de GE.

Ao realizar a resolucdo dos problemas identificados, neste capitulo, verifica-se a
necessidade da conversao da representacdo em lingua natural para a numeérica, sendo assim
estdo relacionados & Geometria Espacial Métrica. Cabe destacar que as resolugdes foram
baseadas nas solugdes fornecidas pela obra.

Nos dois primeiros problemas identificados ressalta-se que ha uma representacdo
figural do objeto envolvido, utilizada apenas de forma intermediéria, pois ha a possibilidade
de resolvé-los sem recorrer a figura, tendo em vista que os dados necessarios para soluciona-
lo estdo especificados em seu enunciado. Desta forma, pode-se afirmar que a mobilizacdo da
apreensdo discursiva € necessaria € a apreensdo perceptiva, de ambos 0s problemas
mencionados, pode ser mobilizada de modo a auxiliar na interpretacdo do enunciado por meio
do reconhecimento das formas da figura apresentada na situacdo descrita. O Quadro 22
apresenta um desses exemplos, este requer a identificacdo de uma distancia que é relatada no

enunciado, bem como apresentada na representacao figural.

Quadro 22 — Problema 1 da O1 que possui a representacdo figural como intermediaria

Cada aresta do cubo da ilustragio mede 6 cm. ‘, Tra”Sfof”_"a‘?éo Lingua n,aFuraI )
Ache a distancia do ponto médio de uma das Cognitiva DNumeItlca
diagonais das faces ao vértice mais distante do 5 ISCUrsiva €
-y Apreensoes perceptiva
Desconstrugao 3D-2D-1D-0D
Dimensional

Fonte: (MILAUSKAS, 2011, p. 93).

Destaca-se ainda que o estudante para compreender o problema pode realizar uma
desconstrucéo dimensional da figura, pois é necessario o reconhecimento de uma das faces do
cubo (2D), sua diagonal (1D), ponto médio (OD) e vértice do cubo (OD) para identificar a
distancia que deve ser calculada.

No terceiro problema identificado no capitulo (Quadro 23), existe uma relacdo direta
que deve ser feita entre o enunciado em lingua natural e a representacao figural da piramide,
pois para interpretar a atividade é preciso localizar na figura os segmentos mencionados no
enunciado. Desta forma, a resolucdo do problema promove a mobilizacdo da apreensdo

discursiva e perceptiva, assim como a apreensdo operatdria de posicdo realizando
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mentalmente uma rotacdo, visto que € necessario visualizar as faces por onde o inseto tragou

seu caminho.

Quadro 23 — Problema 3 da O1 que promove a apreensdo discursiva, operatoria de posicao e
perceptiva

Lingua natural e
figural -
Numérica

Um inseto caminha do cume de uma pirdmide
regular, contornando a figura, pelo trajeto de
segmentos iguais AB = BC = CD = DE =EF.

A x
Transformacéo
B - -
Ache a medida do 4ngulo do vértice superior Dlscu,rs_lva,
de cada um dos trés tridingulos isdsceles con- Apreensdes operatoria de
F

Cognitiva

gruentes que sdo suas faces. (Se precisar de =\ D posicao e

uma pista, retorne ao problema 7.) o perceptiva

Desconstrugéo

; . 3D-2D-1D-0D
Dimensional

Fonte: (MILAUSKAS, 2011, p. 98).

Para a resolucdo do problema, tendo em vista que os segmentos descritos por meio de
pontos estdo localizados sobre as faces congruentes, nas sugestdes fornecidas pela obra, é
aconselhado que “dobre” a piramide, fazendo com que os segmentos de reta figuem apenas
sobre uma figura plana, ou seja, todos sobre um triangulo isésceles. A partir disso, €
necessario utilizar propriedades da figura geométrica em questdo, bem como complementacéo
de angulos, para assim determinar a medida do angulo do vértice superior da figura. Logo, a
desconstrucdo dimensional é evidenciada pela necessidade de identificacdo das unidades
figurais 2D, 1D e OD.

Outro capitulo desta obra que expde uma discussdo especifica sobre GE denomina-se
“Visualizando o espaco tridimensional pela construgdo de poliedros”gl. Este capitulo propde a
construcdo de sélidos geométricos por meio de canudos e linha, pois afirma que essa acao
contribui para o reconhecimento de relagdes espaciais.

S&o apresentadas seis atividades de construcdo® de materiais manipulaveis com suas
devidas instrucdes. O Quadro 24 expbe a proposta para construir, utilizando canudos como
material, um cubo com um tetraedro no seu interior, as instrugdes dadas na sequéncia séo para
que se organize um tetraedro (poliedro ja construido em atividades anteriores) e em suas faces
construa-se piramides, para entdo concluir o objeto desejado. Salienta-se que € indicado o

comprimento de cada canudo a ser utilizado durante a construcao.

%1 Capitulo elaborado por Victoria Pohl.
32 Tetraedro, octaedro, tetraedro inscrito no tetraedro, cubo inscrito no octaedro, octaedro inscrito no tetraedro e
cubo inscrito tetraedro.



81

Quadro 24 — Atividade da O1 que propde a construcao de material manipulével

Atividade 6. &
e Cubo sobre - Transformagao 33
Cognitiva
’
Para esta atividade niio se recomen- o
dam canudos de coquetel, porque a agulha 1 5
com a linha deverd ser introduzida por ,/' Apreensoes )
alguns canudos seis vezes; se os canudos N b
forem muito estreitos, a agulha ficar4 pre- o =
sa dentro deles. - Desconstrugao -
Dimensional

Fonte: (POHL, 2011, p. 186).

Na continuacdo, deste capitulo, foram identificadas 12 questBes que deverdo ser
resolvidas com o auxilio dos objetos construidos anteriormente. Estas envolvem a atividade
de tratamento em lingua natural, ou seja, ndo sofrem mudanca em sua representacdo inicial.
Sdo frases a serem completadas com quantidades de elementos contidos nos objetos
matematicos descritos, em sua maioria, relacionados a conceitos/contelidos de Geometria
Espacial de Posicdo, visto que é necessario entendimentos de paralelismo e reconhecimento
das unidades figurais dos poliedros construidos. Desta forma, os materiais manipulaveis
produzidos podem auxiliar neste reconhecimento por meio da facilidade de seu manuseio e
visualizacdo® de vértices e arestas evidenciados por meio dos canudos, assim como, as
representacdes figurais desencadeadas pelo registro material.

A segunda obra, O2, A arte de resolver problemas, foi mencionada em diferentes PPC,
11 ao total, e identificada 15 vezes nos componentes curriculares mapeados. Dentre estes,
constatou-se que uma refere-se a conceitos/contedidos especificos de GE e as outras 14
mencdes foram indicadas em componentes curriculares relativos ao ensino e aprendizagem de
Geometria. Esta obra apresenta uma discussdo sobre resolucédo de problemas, versando sobre
diferentes campos da Matematica. Ressalta-se que oito componentes curriculares apresentam
essa questdo em sua ementa, sendo que um® destes é organizado apenas com este objetivo, ou
seja, visa discutir exclusivamente sobre a resolugéo de problemas.

A 02 foi elaborada por George Polya em 1977, tendo sua versdo em portugués

publicada no ano de 2006. A obra tem o intuito de promover o interesse sobre resolver

% Simbolo utilizado para denotar a nio identificagdo do critério de anélise.

% Termo utilizado pelos autores da O1.

% Componente curricular de “Técnicas de Resolugdo de Problemas”, ofertado pelo Instituto Federal de
Educacédo, Ciéncia e Tecnologia do Rio de Janeiro, campus Nilopolis/RJ.
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problemas em Matematica, destinado a professores que buscam desenvolver em seus alunos
essa capacidade, a estudantes que queiram mobilizar essa habilidade ou a qualquer pessoa que
tenha interesse em maneiras de “invencdo” e “descoberta”. A O2 é organizada em quatro
partes, a saber: “Em Aula”; “Como Resolver um Problema”; e “Pequeno Dicionario de
Heuristica”, que discutem principios particulares da resolugdo de problemas; e ‘“Problemas,
Indicagdes, Solugdes”, que apresenta questdes para serem desenvolvidas com estudantes.
Dentre os 20 problemas expostos em sua Ultima parte, trés envolvem GE. No Quadro
25 é reproduzida umas das questdes, a qual aborda os possiveis eixos de rotacdo de um cubo e

seus angulos, bem como a média aritmética destes.

Quadro 25 — Problema 1 da O2 que aborda eixos de rota¢do de um cubo

8. Chama-se “eix0” de um sélido uma reta que liga dois pontos da sua TranSfOrmaan LIngua qa’_[ural )
superficie e tal que o sélido, girando em torno dessa linha, em um 4ngulo Cognitiva Numérica
superior a 0° e inferior a 360°, coincida com ele mesmo.

Determinar os eixos de um cubo. Descrever claramente a localizagio A x }

: & e preensdes
desses eixos e calcular o 4ngulo de rotacio de cada um deles. Admitindo
que a aresta do cubo tem comprimento unitdrio, calcular a média aritmé-
tica dos comprimentos dos eixos. Desconstrugéo
Dimensional

Fonte: (POLYA, 2006, p. 186).

Destaca-se que o problema parte de uma representacdo em lingua natural, exigindo
uma conversao para a representacdo numérica. Entretanto, é necessario ao menos imaginar o
objeto e seus eixos de rotacdo para obter as possiveis solucdes, ou seja, a representacao figural
torna-se essencial.

Na Figura 8 sdo apresentados exemplos das possiveis combinacGes de pontos para a
composicao da reta como eixo de rotacdo. Estas combinagdes, a saber, sdo: (a) eixo passando
por dois vertices opostos, com 120° e 240° como angulo de rotagéo; (b) eixo tocando pontos
médios de arestas opostas, obtendo uma rotacdo de 180°; (c) eixo interceptando o centro de
faces opostas, com 90°, 180° e 270°, sendo os angulos de rotagdo necessarios para que 0O

objeto coincida com ele mesmo.
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Figura 8 — Possiveis combinacdes para a resolucdo do Problema 1 da O2 com o auxilio do
software de Geometria Dindmica

(b) ©

Fonte: Organizado pela autora.

A resolucdo do problema por meio da utilizacdo de um software de Geometria
Dinamica possibilita que se manipule a representacdo do solido geométrico, realizando as
rotacOes e verificando a pertinéncia da solucdo obtida. Salienta-se que esta, assim como as
outras duas questdes identificadas, ndo propde representagcdo figural para a resolugdo do
problema, dessa forma ndo h& mobilizacdo das apreensdes figurais, bem como de uma
desconstrucdo dimensional. Por conseguinte, tendo em vista a importancia da visualizacdo dos
objetos para a resolucdo dos problemas analisados, ressalta-se a ndo valorizacdo da
representacédo figural por parte do autor desta obra.

Outro problema identificado na O2 ¢é apresentado no Quadro 26, o qual mobiliza uma
atividade de conversdo de uma representacdo em lingua natural para uma representacdo
algébrica. Na atividade apresentada o registro figural ndo é exposto, as informacgdes sdo
apenas descritas em seu enunciado, sendo assim ndo haverd a mobilizacdo de apreensbes

figurais ou desconstrucdo dimensional do objeto.

Quadro 26 — Problema 2 da O2 que aborda o volume de um tetraedro

9. Num tetraedro (ndo necessariamente regular), duas arestas opos- Transformagéo | Lingua natural -

tas tém o mesmo comprimento 4 e sdo perpendiculares entre si. Além dis- Cont'Ya Algébrica
$0, cada uma delas é perpendicular a uma linha de comprimento b que liga Apreensoes -

os seus pontos médios. Exprimir o volume do tetraedro em fun¢aodaael | D€SCONStrucao
e demonstrar a resposta. Dimensional

Fonte: (POLYA, 2006, p. 187).
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Destaca-se que a resolucdo da questdo apresentada pela obra propde que se crie um
plano que contenha uma aresta de comprimento a e uma aresta de comprimento b que seja
perpendicular a criada anteriormente, dividindo o objeto matemético em outros dois tetraedros
(Figura 9). Apos esta identificacdo, pode-se calcular o volume do objeto. E notdria, visto a
complexidade desta atividade, a necessidade da visualizacdo, considerando que para essa
resolucdo deve-se recorrer a apreensdo mereoldgica, que conforme Duval (2005), esta ndo é

realizada mentalmente, e sim, fisicamente, graficamente ou simplesmente olhando o objeto.

Figura 9 — Representacdo figural para Problema 2 da O2

A A

Representacéo figural descrita no
enunciado da atividade

Representacéo figural sugerida para solucionar a atividade

Fonte: Organizado pela autora.

A O3, Para aprender matematica, foi selecionada por obter 12 mencdes ao total,
sendo que 11 foram em componentes curriculares relacionados ao ensino e aprendizagem de
Geometria, localizados em sete PPC distintos. Apenas uma citacdo foi mapeada em um*®
componente curricular que aborda conceitos/contetdos especificos da Matematica, neste caso,
da GE.

Esta obra, publicada no ano de 2006, foi escrita por Sérgio Lorenzato e faz parte de
uma colecéo de livros dedicados a formacgéo de professores. Os 25 capitulos que estruturam a
O3 apresentam principios de uma metodologia proposta pelo autor, que devem ser
interpretados como recomendacdes e que ndo seguem uma ordem, pois por vezes podem ser
integrados. As discussdes vao de reflexdes pedagdgicas a organizagdo das aulas, por exemplo,
“Ensinar com conhecimento”; “Investir em sua formag¢ao”; “Pensar no que faltou”; “Valorizar

os erros dos alunos”; “Enfatizar os porqués matematicos”, ndo, necessariamente, nesta ordem.

% Ofertado pela Universidade Federal de Itajubd/MG.
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Por se tratar de uma obra constituida de textos que discutem o ensino e a
aprendizagem apresenta apenas algumas atividades a titulo de exemplificagdo. Em termos de
Geometria, a Plana é a mais valorizada em relacdo as outras. Contudo, identificou-se uma
questdo envolvendo a GE. Esta foi localizada no capitulo denominado “Ensinar
integradamente aritmética, geometria, ¢ algebra” (Quadro 27), a qual envolve juntamente
representacbes numéricas, bem como representacdo em perspectiva de objetos

tridimensionais.

Quadro 27 — Atividade 1 da O3 que mobiliza o registro figural

f) Se 1 corresponde a @, entdo , 2°-1
r .
compspondei Transformacgéo Numérica -
Cognitiva Figural
Fig. 27
A figura 27 também pode ser perce- Aoreensies Discursiva e
bida sendo composta por trés partes 2 P perceptiva
que valem 4, 2 e 1, como mostra a ——%1
figura 28. e
Fig. 28
Desconstrugao )
Dimensional
Portanto, 2°—1 deve ser equivalente a 2>+2+1.

Fonte: (LORENZATO, 2010, p. 66).

A atividade apresentada no Quadro 27 promove uma conversdo da representagdo
numeérica para a figural. Em termos de apreensdes, tem-se a perceptiva, visto que é necessario
0 reconhecimento da representacdo figural de um cubo, assim como a apreensdo discursiva,
que conduz o enunciado da atividade para sua resolucdo. A desconstrucdo dimensional ndo é
mobilizada em virtude de que a figura se mantém em uma representacao tridimensional.

No que tange ao segundo bloco de obras, ou seja, o concernente a livros didaticos que
apresenta uma estrutura de conceitos/conteddos e atividades da &rea especifica da
Matematica, selecionou-se, como ja mencionado anteriormente, a obra O4, A Matematica do
Ensino Médio, volume 2 e 4, pois obteve 65 citagdes, nas bibliografias mapeadas, em 54 PPC.

Dentre estas, 10 sdo respectivas a componentes curriculares que abordam discussdes sobre o
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ensino e aprendizagem de Geometria, as demais foram identificadas em componentes
curriculares especificos da Matematica, a saber: Geometria Espacial, Desenho Geométrico,
Geometria Dinamica, Geometria Plana e Espacial, com respectivamente, 44, dois, um, oito
menc¢des. Compreende-se o fato da énfase nesses componentes, tendo em vista a organizacao
da estrutura desta obra.

A O4 foi organizada por Elon Lages Lima, Paulo Cezar Pinto Carvalho, Eduardo
Wagner e Augusto César Morgado, tendo sua primeira publicacdo em 1988, sendo destinada a
professores do Ensino Médio e estudantes de Licenciatura em Matematica. Destaca-se que ao
longo desta dissertacdo ao se tratar de conceitos/contetdos explorados na O4, a referéncia
sera 0 volume 2 desta colecdo, e ao se abordar as resolucBes das atividades analisadas, a
referéncia buscada foi o volume 4, tendo em vista seu maior detalnamento quanto as solu¢6es
exibidas.

Os autores ja destacam no prefacio do livro-texto que a GE “envolve um esfor¢o de
imaginacgdo bastante superior ao da Geometria Plana, principalmente devido as limitagdes
causadas pela representacdo bidimensional das figuras” (LIMA et al., 2006, n.p.), tendo em
vista esse comentario, uma das preocupagfes postas na obra é a de propor atividades que

facilitem o desenvolvimento de sua “visdo™*’

e intuicdo espacial.

Esta obra, em seu volume 2, apresenta dois temas centrais: Matematica Discreta e
Introducdo a Geometria Espacial, distribuidos em 12 capitulos. Sdo seis capitulos que
envolvem conceitos/contetdos de GE, organizados em 138 péaginas que representam 46,15%
da O4 em seu segundo volume. O capitulo “Ponto, Retas e Planos™ aborda discussoes iniciais
sobre esta area, a partir de no¢des primitivas e alguns axiomas, para entdo abordar posicdes de
reta em relagcdo a outra reta e a um ou dois planos. Com base nestas ideias, 0s autores
propdem a construcdo de alguns sélidos (piramides, cones, prismas e cilindros), para ap6s
discutir relacbes de paralelismo e proporcionalidade, tendo em vista 0s objetos
tridimensionais.

Sdo propostas, ao final do capitulo citado, 26 atividades relacionadas aos assuntos
desenvolvidos, dentre as quais, mesmo o0s autores apontando a importancia da “visdo”, apenas
duas atividades possuem ilustracGes, e quanto as resolugdes, menos da metade das atividades
apresentam figuras como uma representacao intermediaria para auxiliar em sua compreenséo.
Constatou-se que a maioria das questdes evidencia seu enunciado por meio da representacao

em lingua natural e que ha predominio da transformagdo cognitiva de tratamento. H& oito

370 entendimento sob esse termo n3o esta definido na obra.
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questdes que possuem indicagdes como: mostre, demonstre, prove. Somente seis questoes
mobilizam a atividade de conversdo, tendo como representagdo de partida a lingua natural e
apos a transformacéo semiotica obtém representacGes algébricas ou numéricas.

Destaca-se que nenhuma atividade solicita a representacdo figural em sua resolucéo,
mas a grande maioria pode ser auxiliada por esse tipo registro. Por exemplo, a questdo
apresentada no Quadro 28 mobiliza uma atividade de tratamento no registro em lingua natural
que exige a compreensdo da simbologia matematica. Entende-se que se faz necessaria a
representacdo figural, ao menos como intermedidria, pois a questao requer que o estudante em

sua resolucdo enuncie a figura formada por meio da sec¢éo realizada.

Quadro 28 — Atividade 17 do cap. 7 da O4 que mobiliza tratamento matematico em lingua
natural

Transformacéo

17. Seja ABCDEFGH um paralelepipedo tal que AB = AD = Cognitiva
AE = 6. Estude as se¢des determinadas neste paralelepipedo pelos
planos definidos pelos ternos de pontos (M, N, P) abaixo:
a) M = A, N = ponto médio de CG e P = ponto médio de DH Apreensdes -
b) M =A,N = C,P = ponto médio de FG
¢) M =A,N = ponto médio de CG e P = ponto médio de FG .
d) M = ponto médio de AE,N = ponto médio de BC,P = ponto De.SCOHSt.ruQaO -
coq Dimensional
médio de GH

Lingua natural

Fonte: (LIMA et al., 2006, p. 185-186).

Sublinha-se que a resolucdo apresentada no volume 4 da O4 para a atividade exibida
no Quadro 28, expde a representacdo figural do objeto tridimensional indicado no enunciado e
a seccdo formada em cada item. No entanto, para uma melhor compreensdo por parte do
estudante, essa questdo pode ser abordada com o recurso de um software de Geometria
Dindmica. Este possibilita a construcdo do paralelepipedo indicado, com seus especificos
comprimentos, o que permite verificar que este € um cubo, bem como permite a criacdo dos
pontos meédios e planos estabelecidos. Para, entdo, realizar a verificagdo das figuras obtidas
por meio das sec¢des. A Figura 10 apresenta a resolugdo do item ¢ que € um tanto complexo

para apenas se imaginar.
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Figura 10 — Possivel resolucdo para o item (c) da atividade 17 do cap. 7 da O4 com o auxilio
do software de Geometria Dinamica

Fonte: Organizado pela autora.

Como ja dito, apenas duas atividades possuem representacdo figural em seu
enunciado, quanto as apreensoes, estas mobilizam a perceptiva e discursiva, assim como
promovem uma desconstrucdo dimensional dos objetos tridimensionais apresentados. O
Quadro 29 expde uma destas atividades, a qual contém a descricdo de uma camera
fotografica, sua ilustracdo e dois questionamentos. O primeiro relacionado as dimensdes de
uma fotografia retirada de uma janela em que seu tamanho é enunciado; e o segundo refere-se
a distancia entre uma pessoa e a camera para que esta fotografe o corpo inteiro do sujeito,

tendo em vista sua altura e dimensoes do filme utilizado.

Quadro 29 — Atividade 24 do cap. 7 da O4 que promove a apreensao perceptiva e discursiva

24. Uma camera fotografica rudimentar pode ser construida
fazendo um pequeno furo em uma caixa, de modo que imagens
de objetos sejam formadas na parede oposta e registradas em um
filme, como ilustrado na figura 7.22.
Suponha que a cdmara da figura tenha 10 cm de profundidade
a) Que dimensdes tera a fotografia de uma janela de 3 m de com-
primento e 1,5 m de largura, paralela ao plano do filme e si-
tuada a 6 m da cAmera?

b) Se uma pessoa tem 1,75 m de altura e o filme usado é de 35 Discursiva e

Lingua natural e
figural -
Numérica

Transformacéo
Cognitiva

mm x 25 mm, a que distdncia minima da cAmera a pessoa Apreensbes perceptiva
devera ficar para que possa ser fotografada de corpo inteiro?
> \ D =
nstr
eSCONSruca0 | ap o 1y
Dimensional
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Fonte: (LIMA et al., 2006, p. 186-187).

Nesta atividade a apreensdo perceptiva € mobilizada juntamente com a discursiva,
visto que é essencial a descricdo dada a camera, assim como, sua imagem. Em virtude da
necessidade de se calcular as dimensdes da fotografia e distancias solicitadas, a desconstrucéo
dimensional é realizada do tridimensional para o unidimensional.

O capitulo “Perpendicularismo” aborda assuntos como retas e planos, assim como,
construcdes baseadas nestes entes geométricos em relagdo a perpendicularidade, por exemplo,
prismas retos, piramides e octaedro regulares. Nesta secdo, também, é discutido sobre
projecdes ortogonais, simetria e reflexdo. Sdo 17 exercicios indicados, sendo que 14 destes
mobilizam a transformacdo cognitiva de tratamento, 12 em representacdes em lingua natural e
dois em representagdes figurais.

Tém-se ainda atividades que apresentam a transformacdo cognitiva de converséo,
sendo estas da representacdo figural para lingua natural, da representacdo em lingua natural
para a algébrica, e da representacdo em lingua natural e figural para a numérica. Um exemplo
das atividades que propdem a conversao € a que apresenta a figura da planta de um quarto, no
qual pretende-se colocar um fio para conectar a ldmpada localizada no centro do teto, deste
cdmodo, ao interruptor que esta junto a porta. Nesta atividade pede-se que determine o
comprimento de fio necessario em diferentes casos. Desta forma, tendo em vista que a planta
apresentada é bidimensional, é imprescindivel a desconstrugdo dimensional para o
reconhecimento dos segmentos em que o fio conector ira passar.

Dentre as 17 atividades, salienta-se que apenas quatro apresentam uma representacao
figural em seu enunciado, seja ela fundamental ou auxiliar a interpretacdo da questdo.
Recorrendo as solugbes apresentadas para as atividades analisadas, observou-se que seis
exploraram a representacdo figural como um registro intermediario de modo a contribuir com
a compreensdo do estudante. Dentre estas, trés foram identificadas em questfes que possuem
0 intuito de demonstrar ou mostrar algo por meio de propriedades matematicas e relaces
entre 0s objetos.

Duas das atividades que envolvem figuras sdo as mesmas que promovem tratamentos
matematicos, logo, um tratamento figural. O Quadro 30 apresenta uma destas, na qual pode-se
dizer que a apreensdo perceptiva e operatoria de posi¢do sdo necessarias para a resolucéo,
pois, respectivamente, ha a necessidade de reconhecer os contornos e formas das figuras e
rotacionar de forma mental os objetos representados de modo a identificar as vistas

solicitadas.
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Quadro 30 — Atividade 12 do cap. 8 da O4 que promove tratamento matematico em uma
representacéo figural

12. Desenhe as vistas frontal, superior e de perfil dos sélidos Tra”SfofrT‘a‘?ao Figural
s Cognitiva
Perceptiva e
Apreensdes operatoria de
posicédo
Desconstrucao 3D-2D
Dimensional

Fonte: (LIMA et al., 2006, p. 204).

Na atividade acima, a desconstrucdo dimensional ocorre pela necessidade de
representacdo de uma figura plana (2D), isto é, das vistas solicitadas dos solidos (frontal,
superior e de perfil). A outra questdo que envolve esse tipo de representacdo esta relacionada
a projecOes, abordando de forma inversa a atividade apresentada, ou seja, exp0e as vistas de
um sélido e solicita que este seja desenhado. Desta forma, também, proporciona mobilizacao
da apreensdo perceptiva e operatéria de posicdo, mas nao a desconstrucdo dimensional pelo
motivo do aumento de dimensdo ao passar da projecdo (2D) para o sélido originario desta
(3D).

Considerando as questdes que proporcionam tratamento na representacdo em lingua
natural, entende-se que o registro figural deve ser mobilizado, a0 menos mentalmente, em
termos de verificacbes das propriedades necessarias para garantir a resolucdo do problema.
Um exemplo que pode ser exposto é o da atividade reproduzida no Quadro 31, a qual propde
investigar o solido geométrico que tém seus vértices nos centros das faces dos objetos
indicados.

Quadro 31 - Atividade 5 do cap. 8 da O4 que mobiliza tratamento em lingua natural

Transfon_'magao Lingua natural
5. Que poliedro tem por vértices os centros das faces de um Cognitiva
tetraedro regular? de um cubo? de um octaedro regular? Apreensoesi -
Desconstrugéo )
Dimensional

Fonte: (LIMA et al., 2006, p. 203).
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A Figura 11 apresenta a solucéo para quando o solido indicado é o cubo, dessa forma
pode-se ver que a figura formada induz a um octaedro regular, mas para garantir este fato é
necessario ter em vista algumas propriedades, como, por exemplo, a congruéncia das faces do
cubo e de seus pontos médios, desta forma realizando uma desconstrugdo dimensional do

objeto.

Figura 11 — Possivel resolucgdo para atividade 5 do cap. 8 da O4 com o auxilio do software de
Geometria Dinamica

Fonte: Organizado pela autora.

O capitulo intitulado “Medindo Distancias e Angulos” aborda estas relacbes métricas
entre pontos, retas e planos, apresenta, também, um item especifico para esfera. Este capitulo
propGe em nove de suas questdes a mobilizacdo da atividade de tratamento na representacao
em lingua natural e em seis destas é necessario a utilizacdo de propriedades e teoremas de
forma explicita. O restante das atividades, 13 ao total, promovem a transformacao cognitiva
de conversdo. Isto é, 13 destas atividades partem da representacdo em lingua natural para
numérica e algebrica, respectivamente, quatro e nove atividades.

Somente duas atividades apresentam a representacao figural, ambas de modo auxiliar,
ou seja, é possivel resolver a questdo sem recorrer a figura. No entanto, dentre as 22
atividades expostas neste capitulo, 13 utilizam em suas resolugdes a representacao figural do
objeto foco da atividade. Este fato mostra indicios da importancia deste tipo de representagédo
para 0s autores ao se tratar de questdes geométricas.

O Quadro 32 apresenta uma das questfes que promove a atividade de converséo, que
parte da representacdo em lingua natural para a numérica e exibi uma representacao figural,

de modo a contribuir para sua interpretacdo. Em vista disso, pode-se compreender que as
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apreensdes perceptiva e discursiva podem ser mobilizadas, pois deve-se recorrer a figura e ao
enunciado para solucionar a atividade. A desconstru¢do dimensional ocorre da dimenséo 3
para a dimensdo O por meio do reconhecimento do angulo a ser calculado (2D), da diagonal

demarcada (1D) e dos pontos citados (0D).

Quadro 32 — Atividade 5 do cap. 9 da O4 que mobiliza conversdo da representacdo em lingua
natural e figural para numérica

5. Um pedago de papel em forma de um quadrado ABCD ¢ do- Li tural
prado ao longo da diagonal AC de modo que os lados AB e AD | Transformacéo 'n%}_‘a nalura €
passem a formar um &ngulo de 60°. A seguir, ele é colocado sobre Cognitiva 'gurat -
2 o Numérica
uma mesa, apoiado sobre esses lados. Nessas condigdes, calcule o
angulo que areta ACe o plano ABC formam com o plano horizon-
tal.
Abreensdes Discursiva e
P perceptiva
De_sconst_rugao 3D-2D-1D-0D
Dimensional

Fonte: (LIMA et al., 2006, p. 227).

Na sequéncia, ¢ apresentado o capitulo “Poliedros”, o qual propde as primeiras
relacdes a respeito do nimero de faces, arestas e vértices, para introduzir poliedros regulares,
bem como o teorema de Euler. Ao fim, propde 13 atividades, dentre as quais ha sete e seis
transformacgdes cognitivas de tratamentos e conversoes, respectivamente. As conversdes
mobilizadas partem da lingua natural e transformam-se em representagBes numéricas e
algébricas. Os tratamentos utilizam representacdes como: lingua natural e figural. Destaca-se
que apenas duas atividades possuem a representacdo figural em seu enunciado e ndo ha
atividade que apresente figura em sua resolucdo, nem ao menos para auxiliar em sua
compreenséo.

O Quadro 33 apresenta a atividade que mobiliza o tratamento na representacgéo figural.
Em termos de apreensdes, a perceptiva é mobilizada, pois a figura é essencial para a resolugdo
da questdo, assim como a apreensdo operatdria mereoldgica, tendo em vista que o estudante
devera reproduzir a figura para verificar se é possivel desenha-la sem tirar o lapis do papel e
ndo passar novamente em uma das linhas ja tracadas, serd necessario que este va criando

figuras pertencentes a figura inicial, como: retangulos e triangulos.
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Quadro 33 — Atividade 12 do cap. 9 da O4 que mobiliza tratamento matematico na
representacéo figural

12. i - : i 1api «
2 Vetil ;ﬁsliue seo desenhc{ aba(llxo podel.se;; fe}FotSeeln;:fil:ar o lap1s Transformac&o Figural
pap Il passar por cima de uma linha ja trac¢ . Cognitiva
Operatoria
Apreensdes mereoldgica e
perceptiva
De_sconst_rugao 3D-2D-1D
Dimensional

Fonte: (LIMA et al., 2006, p. 250).

Nesta questdo também é possivel verificar a necessidade da desconstrucéo
dimensional na figura inicial. A primeira vista leva a pensar em uma “casa” em que ¢ possivel
ver apenas duas de suas paredes e seu telhado, assim tem-se a representacdo de um objeto
tridimensional. Para resolver a atividade, deve-se recorrer as “linhas”, isto é, aos segmentos
de reta, para entdo verificar o que a questéo busca solucionar.

No pentltimo capitulo da obra, “Volumes e Areas”, sio explorados os
conceitos/contetidos, geralmente, mais enfatizados em Geometria. Em outras palavras,
apresenta, primeiramente, como calcular area e volume de um paralelepipedo retangulo, para
entdo introduzir o principio de Cavalieri. A partir dessa ideia, introduz como realizar esses
calculos para prismas, piramides, cilindros e cones. Dentre as atividades sugeridas, nenhuma
possui a representacao figural, apenas apresentam em seus enunciados, em lingua natural, 0s
elementos para a resolucdo do problema. Desta forma, ndo foram analisadas atividades quanto
as apreensoes figurais e desconstrucdo dimensional. Mas € importante destacar que em seis
atividades a representacéo figural é utilizada como auxiliar para a resolucéo da questao.

Ha trés atividades que mobilizam apenas tratamento em lingua natural e 16 que
promovem a conversdo de seu enunciado para a representacdo numérica (oito questdes) ou
algébrica (oito questdes). O Quadro 34 apresenta uma dessas conversées que buscam um

valor numérico.
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Quadro 34 — Atividade 2 do cap. 11 da O4 que mobiliza conversdo da representacdo em
lingua natural para numérica

2. Um tablete de doce de leite medindo 12cm por 9cm por 6¢cm, B i
esté inteiramente coberto com papel laminado. Esse tablete é di- | 1ransformacdo | Lingua natural -
vidido em cubos com lcm de aresta. Cognitiva Numerica
a) Quantos desses cubos néo possuem nenhuma face coberta com
o papel laminado?
b) Quantos desses cubos possuem apenas uma face coberta com Apreensdes -
papel?
¢) Quantos desses cubos possuem exatamente duas faces cober-
tas com papel? Desconstrugéo
d) Quantos desses cubos possuem trés faces cobertas com papel? Dimensional )

Fonte: (LIMA et al., 2006, p. 271-272).

Na atividade exposta pode-se constatar que, se houvesse a representacdo figural em
seu enunciado, esta mobilizaria a apreensdo mereoldgica, tendo em vista as particdes feitas no
tablete mencionado. A Figura 12 apresenta uma representacdo que poderia ter sido utilizada
juntamente com o enunciado da atividade, bem como a marcacdo sobre os cubos solicitados
no item d. Salienta-se que s&o oito cubos que possuem trés de suas faces cobertas com o papel
laminado, apenas sete desses podem ser visualizados, sendo assim é necessario imagina-lo ou
desenha-lo em uma posicdo diferente da oferecida para concluir a atividade, realizando desta

forma a apreensao posicional.

Figura 12 — Representacdo figural para a Atividade 2 do cap. 11 da O4

Fonte: Organizado pela autora.

A Figura 12 foi construida por meio do software de Geometria Dindmica, GeoGebra

3D. Este pode auxiliar o estudante na resolugéo da atividade, visto que possibilita a rotagdo do
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objeto construido, como também, a troca de cor/marcacdo nos cubos contabilizados nos
diferentes itens da quest&o.

O capitulo denominado “Superficies ¢ Solidos de Revolugdo” versa sobre como se
formam esses objetos, seus centros de gravidade, os teoremas de Pappus e por meio deste o
calculo da area e volume da esfera. Sdo sete atividades propostas apenas em lingua natural,
estas promovem atividades de tratamento e conversdo para a representacdo algébrica e
numérica, respectivamente, uma, duas, quatro questdes.

Ressalta-se que mesmo o capitulo e as atividades versando sobre figuras
tridimensionais, nenhuma representacdo figural é apresentada junto ao enunciado das
atividades, mas todas possuem essa representagdo em suas resolucées, mesmo que a figura
ndo seja a representacdo de chegada da questdo. O Quadro 35 expde uma das atividades que
mobiliza a transformacdo cognitiva de conversdo entre a representacdo em lingua natural e

numeérica, bem como a sugestdo de resolugdo oferecida pelos autores.

Quadro 35 — Atividade 2 do cap. 12 da O4 e sua resolucédo

2. Calcule a drea e o volume de um toro sabendo que as circun-
feréneias interna e externa tém didmetros 10cm e 16cm.

- Transformacédo | Lingua natural -
Resolugio:

Cognitiva Numérica
2. O toro é formado pela rotagio de win cirenlo de raio 1,5cm em torno de
um eixo <distante Scm dele.

3
. Apreensdes -
: >
1l

TcmoﬁL=2:%=3:r,5z=x[§}2=’:—*cz=5+%——-l.}. Logo,

[

- 13 _ 2 2 ~
A =12 o dn = 30n'em?, Desconstrucao

Vg 18 0T 11T, 4 Dimensional
- 3 4 - 4 T .

Fonte: (LIMA et al., 2006, p. 298; LIMA et al., 2007, p. 268).

Tendo em vista a resolucdo oferecida, a representacdo figural auxilia na compreensao
da atividade, para que se entenda quais sdo as medidas enunciadas, para entdo calcular a area
e 0 volume do toro solicitado.

Concluida a exploracdo dos dados, a proxima secdo exple a Ultima etapa da

Anélise de Contetido, em que séo realizadas as interpretagcdes dos elementos evidenciados.
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4.3 INTERPRETACAO DOS RESULTADOS DAS OBRAS

Nesta Ultima etapa da Analise de Conteudo foi realizado o tratamento e a sintese de
dados significativos para a pesquisa. Para isto, sistematizaram-se quadros que classificam as
atividades identificadas quanto aos aspectos da teoria dos RRS, a saber, transformacées
cognitivas, apreensoes figurais e desconstrucdo dimensional.

O Quadro 36 expde a organizacdo da analise produzida a partir das atividades das
obras que compdem o bloco destinado a referéncias que abordam discussfes da area da
Educacdo Matematica. A O1 é a que apresenta 0 maior nimero de atividades, isto €, 84% do

total de questdes deste bloco.

Quadro 36 — Sintese da analise do bloco destinado as referéncias relacionadas a discussfes da
area da Educacdo Matematica

Transformagoes A ~ 39 Desconstrucéo

n . %g preensdes ; .

X cognitivas Dimensional

s (@]
] S =z —_
— > (9]

o |z |2 |2 |22 P|D]S 3D |2D|1D|0D| F

° - z z prd M P (0]

o o - —

Z |

12 - X - - - - - - - - - - - - -

1 - - - X - X X - - - - X X X X
o1 1 - - X - X X - - - - X X X - 21

1 1 - - - - X X - - X - X X X X

6 - - - - - - - - - - - - - - -
02 1 - X - - - - - - - - - - - - 3
03 1 - - - X X X - - - - - - - - 1
Total | 25 1 13 1 3 1 4 4 0 0 1 0 3 3 3 2 | 25

Fonte: Dados da pesquisa.

Dentre as atividades que promovem transformacdes cognitivas, 19 ao total, tem-se que
a maioria viabiliza o tratamento matematico em lingua natural. Porém, Duval (2011) afirma
que as conversdes entre representacdes semidticas sdo as que contribuem de uma melhor

forma para a compreensdo dos objetos desta area do conhecimento. Desta forma, destaca-se a

% Algébrica (A); Figural (F); Lingua Natural (LN); Numérica (N). ] ]
% perceptiva (P); Discursiva (D); Sequencial (S); Operatéria (O) Mereolégica (M), Posicional (P) e Otica (O).
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necessidade de se propor mais atividades que favorecam a conversdo de representagdes
semioticas, dado que apenas seis foram constatadas durante a analise deste bloco.

E ainda que existam questdes que possibilitem a conversdo de representacGes, a
maioria destas, cinco atividades, parte do registro em lingua natural, ou seja, ha apenas uma
atividade que apresenta outro tipo de representacdo de partida, no caso, a numérica. Duval
(2011) destaca que, para que haja coordenagdo simultdnea entre varias representagdes é
essencial realizar a conversdo nos dois sentidos e ndo apenas em um unico, isto &, a
representacdo semidtica de partida de uma atividade deve ser abordada como uma
representacdo de chegada em outra atividade. No entanto, este fato ndo ocorre neste bloco de
obras.

Apenas quatro atividades exploram a representacdo figural, sendo que uma foi
abordada na atividade de conversdao da O3. Enquanto que as outras identificadas na O1 ndo
foram requisitadas como representacao de partida ou de chegada da atividade, servem apenas
de auxilio para a resolucdo, mas ocasionaram a mobilizacdo dos outros aspectos da teoria que
foram investigados, tais como a desconstrucdo dimensional e algumas diferentes apreensdes
figurais.

Quanto as apreensfes, trés delas foram constatadas. A apreensdo perceptiva foi
observada nas quatro atividades em que a representacdo figural foi apresentada junto ao
enunciado. Esta apreenséo relaciona o reconhecimento visual da forma, no entanto, como
revela Duval (2012a, p. 124), “os objetos que aparecem podem [...] ser diferentes dos tipos de
objetos que a situacdo exige ver”, desta forma, é necessario uma descri¢do discursiva do
objeto. Sendo assim, a apreensdo perceptiva deve estar acompanhada da apreensao discursiva
da figura, que é o que ocorreu na analise das atividades deste bloco, pois nas questdes ndo era
possivel resolvé-las apenas baseando-se em suas representacdes figurais. Ainda em termos de
apreensdes, a operatoria de posicao foi constada em apenas uma das atividades.

A desconstrucdo dimensional das formas, assim como as apreensdes, ocorre
unicamente por meio de uma figura, jA& que estd relacionada as maneiras de ver em
Matematica. Portanto, somente trés problemas mobilizaram este aspecto da teoria dos RRS.
Por se tratar da area de GE, todas partem do 3D, sendo que em duas atividades ha a
necessidade do reconhecimento de objetos em 2D e 1D, como faces e segmentos/arestas de
um objeto tridimensional, e uma exige a identificacdo de vertices e ponto medio de um
segmento, desta forma exige a dimensao 0.

A andlise do bloco referente aos livros didaticos que apresentam uma estrutura de

conceitos/contetidos e atividades da area da Matematica, no caso, O4, estd organizada no
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Quadro 37 de acordo com a sequéncia de capitulos apresentada na secdo anterior. No que
concerne as transformacgdes cognitivas, verificou-se que, aproximadamente, 51% das
atividades evidenciam o tratamento matematico e que a maioria destas questdes o realiza por
meio da representacdo em lingua natural. Salienta-se que quatro atividades mobilizam a
representacdo figural para esta transformacdo cognitiva. Torna-se relevante destacar esse
dado, pois ao se tratar de conceitos/contetidos geométricos, identifica-se a discrepancia entre

0s tratamentos matematicos em que a total énfase esta no discurso.

Quadro 37 — Sintese da analise do bloco destinado a referéncia relacionada a discussfes da
area da Matematica

N . ~ Desconstrucéo

¢ | Transformagoes cognitivas Apreensoes Di .

R imensional
< ©
o .'g > @] -
2 | % 2121515 :
o zZ pd [ o I S I
O () w5 _ P D|S m | 8| 4| O

s ti215]3 M| PO

z L

18 - x| -] - -l -1 -1 -] -] - - - - - - -

1 - | X | - - - - X | x| -] - - - | X | X - -
Cap. 2 - |- - | - X | -1-1-1- - - - - - -
7 1 - - - | X | - - X | x| -] - - - | X | X | x| - 26

12 - x| -] - -l -1 -1 -]-]- - - - - - -

1 X | - - - - - x| - -|-1X - | X | X - -
Cap. 1 X | - - | - -l - x| -] x] - - - - -
8 1 - - x| - -l -1 -1 -]-]- - - - - - - 17

1 - - - | X | - - | X | x| -] - - - - | X | x| -
Cgp. 1 - |- - - x - x x| -]- - - - - - - 22

1 - - - | X | - - | X | x| -] - - - | X | X | X | X
Cfg’ 2 |- [ - -1 -1-1-1-T-1-1T-1T-1T-1T-7] 13

1 X | - - |- - - x| x| -]- - - - - - -

1 X | - - - - - x| -] - | x| - - | X | X | X | X
Cap. 8 - | - - | - - x| -1 -1-1- - - - - - - 19
11
Cap. T - T - . - x| - - - - - T - - - -T-1T-17
12 1 T x - —T T - - - -
Total | 104 | 4 |50 1 | 3 |25]|21| 9|6 |0 |1 |2 |0]|5|6|4] 2] 104

Fonte: Dados da pesquisa.
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Nas conversBes realizadas tém-se o predominio daquelas que mobilizam a lingua
natural em seu enunciado e propdem como registro de chegada a representacdo numérica ou
algébrica, estas representam, cerca de, 45% e 49% cada uma, respectivamente.

Dentre as 104 atividades analisadas, apenas nove apresentam juntamente ao seu
enunciado uma representacgéo figural. Sendo assim, sdo apenas estas que proporcionam algum
tipo de apreenséo figural e podem mobilizar uma desconstrucdo dimensional da figura. Este é
um dado muito inferior ao desejado se tratando do campo da GE, pois Duval (2005) sinaliza
que o entendimento em Geometria também esta relacionado as operacdes puramente figurais,
isto é, nas modificacOes realizadas em uma figura e a reducdo de dimensdes por meio da
visualizacdo. No entanto, o dado constatado, quanto a representacdo figural, ndo abrange nem
9% das questdes analisadas neste bloco de referéncias.

Considerando as informac@es expostas, ha um distanciamento entre as propostas das
obras e os pressupostos tedricos dos RRS, no que tange a aprendizagem em Geometria, em
particular, a Espacial. Salienta-se a caréncia das representacdes figurais nas obras analisadas,
pois estas sdo indispensaveis se tratando de transformacgdes cognitivas, principalmente, em
questdes que envolvem a conversdo, tendo em vista que € a mobilizacdo desta atividade que
auxilia na compreensdo do objeto mateméatico. Bem como, o desenvolvimento das apreensfes
figurais que evidenciam diferentes maneiras de ver em Geometria analisando desta forma a
atividade geométrica realizada pelo estudante e as dificuldades apresentadas por eles.
Destaca-se, também, pelo mesmo fato mencionado sobre as representacdes figurais, a falta da
desconstrucdo dimensional, a qual é vista como necessaria para 0 reconhecimento de um

objeto geométrico e um meio de desenvolver a habilidade de visualizacao.
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5 ANALISE DE CONTEUDO DO BLOCO DE TAREFAS REFERENTES A
GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO

Conforme Duval (2011, p. 92), “Para aprender a ver, os alunos devem aprender a
trabalhar sem recorrer primeiro aos aspectos métricos”. Desta maneira, com o objetivo de
explorar a visualizacio em Geometria, organizou-se trés tarefas*® compostas por 10 atividades
que envolvem articulacbes de representacbes e tratamentos figurais, bem como

conceitos/conteddos referentes a Geometria Espacial de Posicéo.
5.1 PRE-ANALISE DO BLOCO DE TAREFAS

As atividades que compdem as tarefas foram elaboradas a partir de questdes analisadas
nas obras, descritas no capitulo anterior, assim como, nos estudos identificados durante o0s
mapeamentos apresentados no Capitulo 2. Destaca-se que trés das quatro obras analisadas
fazem parte da bibliografia de componentes curriculares do curso de Matematica Licenciatura
Noturno da Universidade Federal de Santa Maria. No entanto, isto ndo implica que os
participantes da pesquisa ja tenham tido acesso a tais discuss@es, pois as atividades foram
reestruturadas de modo a explorar conceitos/conteidos da GEP, considerando aspectos da
teoria dos RRS, visto que raras questfes verificadas nas obras exploradas utilizam desta
combinacéo.

A Tarefa | foi estruturada de modo a investigar a mudanca de dimensdo, isto é, partir
do plano para o espago. Bem como, verificar entendimentos dos licenciandos sobre o objeto
matematico cubo.

Na atividade 1 desta tarefa (Quadro 38), primeiramente, deve-se construir, utilizando
12 canudos de mesmo tamanho e uma linha para interliga-los, diferentes quantidades de
quadrados solicitados. Em seguida, € pedido para que se esboce uma representacéo figural das
construcdes realizadas com o material concreto no quadro disposto, isto &, trés, quatro e cinco
quadrados estruturados. No item 1-a, € questionada a possibilidade de se construir utilizando
0 mesmo material, 12 canudos e linha, mais de cinco quadrados. Essa resolugéo requer que se
modifique a dimensdo explorada, pois as construcfes a serem realizadas anteriormente séo
dispostas em um mesmo plano, mas para construir mais de cinco quadrados é necessario

abandonar o bidimensional e recorrer ao tridimensional.

“0 Entende-se o termo “tarefa” esta relacionado a um grupo de atividades que versam sobre a mesma tematica e
que estdo relacionadas entre si, com intuito de sistematizar alguns resultados.
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Quadro 38 — Organizacdo da atividade 1 da Tarefa |

1) Configuracoes de figuras com canudos: Utilize uma linha e 12 canudos de mesmo tamanho para construir a
guantidade de quadrados indicada abaixo. A seguir, eshoce as construcfes no espaco indicado:
TRES QUATRO CINCO

1-a) Pode-se afirmar que é possivel construir mais de cinco quadrados com o mesmo material. Quantos
quadrados vocé consegue construir? Justifique sua resposta.

1-b) Escolha trés perspectivas da construcdo anterior e fotografe-a.

Fonte: Adaptado de Pohl (2011, p 186-188).

A figura geométrica quadrado possui angulos internos de 90°, considerando a
dimensdo 2, apenas quatro lados podem incidir em um mesmo Vvértice para manter essa
caracteristica. A troca de dimensao para realizar a constru¢cdo com mais de cinco quadrados é
necessaria, pois ao buscar manter-se em duas dimensdes, tem-se que quatro canudos ja serdo
utilizados na organizacdo da primeira forma, restando oito destes. Tendo em vista a
informacdo dada inicialmente, que em um dos Vvértices do quadrado ja organizado pode-se
incidir mais duas arestas formando angulos de 90°, restando apenas seis canudos que devem
ser utilizados para completar os quadrados. Logo, na dimensdo 2 é possivel construir no
maximo quatro quadrados de mesma unidade, utilizando 12 canudos de mesmo tamanho.
Desta forma, para solucionar o item 1-a, € necessaria a construcdo de um cubo, sélido que
possui seis faces quadradas e 12 arestas, assim correspondendo a solicitacdo da questao.

A realizacdo do item 1-b esta relacionada ao modo de ver o s6lido geométrico, isto ¢,
as diferentes perspectivas em que este pode ser apresentado. A questdo solicita que o
participante fotografe em trés diferentes perspectivas o cubo criado no item anterior da
atividade. Os licenciandos terdo um local apropriado que contard com contraste de cor entre 0
canudo e o fundo, além de um recurso fotografico que ira repassar as imagens para um
computador. Tendo em vista que a fotografia do objeto gera uma imagem, neste item da
atividade, a possivel transformacgdo cognitiva a ser realizada é a de tratamento no registro
figural.

A atividade 2 da Tarefa | (Quadro 39) tem o intuito de explorar a apreensdo sequencial

e discursiva, a partir da descricdo do objeto matematico, mas como se solicita a representacdo
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figural do cubo, a apreensdo perceptiva também podera ser mobilizada durante a descrigdo do
solido. Nesta € solicitada a nomeag&o dos Vértices e descrigdo do cubo em relacdo aos planos
que o compBem. Sendo assim, sera necessario o entendimento da organizacdo deste objeto
quanto aos planos que o formam e suas posicOes relativas. A representacdo figural foi
requerida com a intengdo de compara-la com as fotografias realizadas na atividade 1, de modo
a verificar se ocorre alguma mudanga de perspectiva referente ao cubo, se ira prevalecer a

representacdo usual ou as fotografias irdo influenciar de alguma forma.

Quadro 39 — Organizacdo da atividade 2 da Tarefa |

2) Desenhe um cubo utilizando a malha quadriculada, nomeie os vértices e descreva-o em relagdo aos planos
que o compdem.

2-a) E possivel desenhar um cubo\gtlllzando/aanﬂalha g)(metrlca? J)u\stlflque )
CO G \\ /l <
00000 %% KK

SRR /)(\>\ \>«{”\,< >
,\\‘>/ ~ l/ ~, ‘/\.\ . \/|, ~k

Fonte: Organizado pela autora.

No item 2-a é questionada a possibilidade de se representar um cubo em uma malhada
isométrica, isto €, em uma malha de triangulos equilateros organizada por retas paralelas a
representacdo dos eixos X, y e z. Desta vez, a representacdo em perspectiva do cubo que
contem duas faces paralelas ao plano da folha de protocolo fornecida ndo € possivel de ser
esbocada neste tipo de malha, ou seja, o participante deverd buscar outra maneira de
representd-lo. Quanto a justificativa, esta deverd recorrer também a posicdes relativas de
planos e/ou retas que compdem o objeto. A malha isométrica foi disposta caso o participante
queira utiliza-la para representar o cubo, ndo é de uso obrigatdrio da questéo.
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A atividade 3 da Tarefa | (Quadro 40), assim como a proposta de construir figuras
geométricas com canudos (atividade 1), foi adaptada da O1. Essa propGe que se realize uma
desconstrucdo dimensional do 3D até 0D, com o auxilio da construgdo com canudos ou das
representacdes figurais realizadas na atividade 2, para completar as descri¢cdes sobre o0 objeto

matematico solicitado.

Quadro 40 — Organizacdo da atividade 3 da Tarefa |

3) Complete as descricdes a partir da anélise de um cubo e enumere em ordem decrescente de prioridade (1
mais importante e 4 menos importante) os itens que vocé considera relevante.

( )Umcubotem _ vértices,  arestase __ faces.

() Nesse cubo, __ arestas incidem em cada vérticee ___ faces incidem em cada Vértice.

() Cadaarestaé paralelaa ___ arestas, intercepta ___ arestas e é reversa com outras _____ arestas.
() Cada face é paralela a de suas faces e intercepta o plano de outras faces.

Fonte: Adaptado de Pohl (2011, p. 186-188).

Para a realizacdo da atividade 3 é necessario que o0 participante tenha conhecimento
dos elementos do cubo, assim como, compreensdo sobre retas paralelas, perpendiculares e
reversas, e também sobre planos paralelos e perpendiculares. Tendo em vista que 0s
estudantes podem recorrer ao material manipulavel produzido e/ou as representagdes figurais
do cubo, ha a possibilidade das apreensdes perceptiva, discursiva e operatoria de posicao
serem mobilizadas, considerando a visdo, a descri¢do das frases e a rotacdo mental do objeto.
Ainda, pede-se gue apresente o que se considera mais importante ao descrever um cubo diante
das frases completadas. Salienta-se que esta atividade possibilita o tratamento na
representacdo da lingua natural, tendo como auxilio a representacdo figural e/ou representacéo
material.

A atividade 4 (Quadro 41) busca identificar a relevancia de possiveis representacdes e
materiais didaticos mobilizados nas atividades 2 e 3. Compreende-se que materiais
manipulaveis contribuem, em um primeiro momento, para percepcdo visual dos objetos
matematicos, porém, “para termos acesso a esses objetos, precisamos de uma atividade de
produgdo semidtica” (DUVAL, 2013, p. 16). Neste caso, esta atividade é resolvida por meio
da representacédo figural auxiliada pelo discurso, pois entende-se que a visualizacdo depende
do reconhecimento das unidades figurais que sdo identificadas por meio destes dois tipos de

registros.
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Quadro 41 — Organizacdo da atividade 4 da Tarefa |

4) Considere as opcles a seguir e atribua um percentual para cada elemento que contribui na resolucdo da
atividade 3. (Lembre-se de totalizar 100% em cada coluna)

Elemento Atividade 2 Atividade 3
Representacao figural
Objeto manipulavel
Imagem mental
Outro

Fonte: Organizado pela autora.

Na atividade apresentada no Quadro 41 é solicitado que se considere um total de 100%
e o distribua entre os elementos dispostos conforme a contribuicdo de cada um para a
resolucdo das atividades indicadas. Desta forma, provoca-se uma reflexdo por parte dos
académicos, Vvisto gque estes necessitam repensar sobre 0s encadeamentos realizados para a
resolugéo e argumentacdo apresentadas nas atividades 2 e 3.

A Tarefa Il foi organizada com o objetivo de investigar conhecimentos dos
licenciandos quanto a propriedades do objeto matematico cubo com énfase nas posicdes
relativas entre retas e planos. As atividades elaboradas exploram diferentes representacdes
figurais em perspectiva do cubo que visam evidenciar a importancia da variagcdo do ponto de
vista na identificagdo de relagOes entre elementos. Ainda, nestas atividades, recorre-se ao uso
do software de Geometria Dinamica para construir o objeto cubo, buscando, desta forma,
identificar o entendimento dos participantes quanto ao processo de organizacédo a ser seguido.

A atividade 1 da Tarefa 1l (Quadro 42), aborda o compreensdo de colinearidade e
coplanaridade de pontos. Nesta atividade é exposta a representacao figural do cubo em que ha
pontos que nomeiam seus Vértices, assim como, pontos nomeados que pertencem a suas
arestas e faces. Estes elementos sdo combinados nos itens da atividade que questiona se 0s
mesmos sdo colineares e/ou coplanares, e solicita justificativa junto a uma representacao

figural.
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Quadro 42 — Organizacdo da atividade 1 da Tarefa Il

1) Observe os pontos de A a K nos vértices, arestas e faces do cubo. Verifique
se 0s pontos indicados em cada item s&o colineares e/ou coplanares.

Esboce uma representacdo figural e uma justificativa de acordo com o(s)
item(s) que vocé marcou, identificando intersecgdes, caso necessario.

l-a) AeG 1-b)G, Fel

() colineares ( ) coplanares ( ) colineares () coplanares
1-c)H, I,Kel 1-d)H,D,leC

() colineares ( ) coplanares ( ) colineares () coplanares

Fonte: Adaptado de Pohl (2011, p 186-188).

Para obter a resolugdo dos itens indicados na atividade 1 é necessario o entendimento
de como pode ser definida a formacdo de uma reta e um plano, para entdo estabelecer se 0s
pontos serdo colineares e/ou coplanares. Esta atividade mobiliza dois tipos de registros de
representacdo, a lingua natural e o figural, estes em duas dimensbes distintas,
respectivamente, 0D (pontos) e 3D (cubo) e para solucionar a questdo ainda é necessario
mobilizar elementos nas dimensdes 1D (reta) e 2D (plano). Em termos de apreensdes, a
perceptiva e discursiva devem ser mobilizadas visto que o enunciado e a representacédo figural
do cubo inicial sdo essenciais para a resolucdo da questao.

Na atividade 2, desta tarefa (Quadro 43), pretende-se investigar se o0s estudantes
reconhecem as possiveis posicdes relativas entre os entes geométricos, considerando uma
representacdo do cubo que néo é tdo recorrente ao se estudar este objeto matematico, mas que
foi apresentada aos participantes na tarefa anterior ao se construir a representacéo figural do
cubo na malha isométrica. Salienta-se que na representacao figural exposta no enunciado dois
vértices do cubo estdo sobrepostos e nenhuma de suas arestas esta pontilhada, assim ndo
retratando a profundidade existente na figura, levando quem olha a primeira vista a imagem

de um hexagono.
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Quadro 43 — Organizacdo da atividade 2 da Tarefa Il

2) Analise a representacdo do cubo e identifique posicGes relativas entre os entes
geométricos, justificando suas respostas com notagcdo matematica pertinente:

Posicoes relativas entre duas retas: paralelas, concorrentes (perpendiculares) e reversas
(ortogonais).
2-a) Retas EF e DC: 2-b) Retas AE e AD:

2-c) Retas HD e FG: 2-d) Retas AE e DF:

Posi¢des relativas entre reta e plano: reta contida no plano, reta secante ao plano e reta paralela

ao plano.

2-e) Reta HD e plano formado pelos 2-f) Reta BG e plano formado pelos pontos
pontos E, F, G: C,G,F:

Posi¢des relativas entre dois planos: coincidentes, secantes e paralelos.
2-g)Planos formados pelos pontos A, B, F 2-h)Planos formados pelos pontos A, B, E
eB, C, D: eC,D,H:

Fonte: Adaptado de Lima et al. (2006, p 185-186).

As possiveis posicdes relativas entre os entes geomeétricos sdo elencadas, mas ndo sdo
fornecidas suas defini¢Bes, assim como, ndo sdo mencionadas as notacbes matematicas. Nesta
atividade, a transformacdo cognitiva € de conversao entre a representacdo figural e lingua
natural, visto que é necessaria a figura e a descri¢do que informa qual é o objeto matematico,
para entdo realizar a classificacao das posi¢des relativas solicitadas.

Logo, as apreensdes perceptiva e discursiva deverdo ser mobilizadas durante a
resolugéo da atividade 2, visto que estas sdo essenciais para a concluir a questao. A apreensao
operatdria de posicdo possivelmente sera empregada em virtude da representacdo figural
selecionada, pois a rotacdo do objeto de forma mental, ou até mesmo a realizagdo de outra
representacdo figural, facilitara a visualizagdo das posi¢Ges solicitadas. A desconstrugdo
dimensional € exigida para que se possa solucionar a atividade, posto que a representacao
figural de partida € um objeto tridimensional (3D), as posi¢Oes relativas questionadas
envolvem planos (2D) e retas (1D) que séo indicados por meio de seus pontos (0D).

A atividade 3 (Quadro 44) propGe a constru¢do de um cubo com o uso do software
GeoGebra 3D, tendo em vista que esta ferramenta “permite manipular a figura para ter a

percepcao do que estd acontecendo e para poder levantar hipdteses, fazer consideracdes de
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elementos pertinentes a situagdo e até verificar propriedades invariantes na situagdo”
(VIEIRA, 2007, p. 63), pois entende-se que a construgdo de solidos geométricos requer a

mobilizacdo de suas propriedades.

Quadro 44 — Organizacdo da atividade 3 da Tarefa Il

3) Construa um cubo no GeoGebra usando apenas as ferramentas: ponto, reta, plano, compasso.

Descreva 0s passos adotados na construgdo, mencionando relacfes entre 0os entes geométricos a partir da
denominacéo disponibilizada pelo software.

Salve o arquivo na &rea de trabalho do notebook renomeando-o como “Tarefa2 Q3 Cubo”.

Acéo Objetivo

Passo 1)
Passo 2)

Passo 3)

Fonte: Organizado pela autora.

Para a resolucdo da atividade apresentada no Quadro 44 é solicitado que o participante
utilize apenas as ferramentas ponto e compasso além daquelas que permitem criar retas e
planos. O software GeoGebra 3D possui ferramentas como poligono regular, prisma e até o
préprio cubo, mas como o objetivo da atividade é explorar as propriedades do solido, por este
motivo foi solicitado 0 ndo uso dessas ferramentas.

A apreensdo que pode ser mobilizada na atividade 3 da Tarefa Il é a sequencial, dado
que a questdo solicita a construcdo do cubo e sua descricdo. Entretanto, as apreensoes
perceptiva e operatéria posicional e/ou 6tica podem ser mobilizadas, pelo fato do académico
construir o cubo antes mesmo de descrevé-lo, gerando entdo a possibilidade de visualiza-lo e
manipulé-lo de forma dindmica.

A atividade 4 (Quadro 45) esta diretamente relacionada com o desenvolvimento da
atividade 3. Esta busca possibilitar uma reflexdo do participante quanto a sua construgdo na
atividade anterior, isto é, que o académico aponte quais propriedades/caracteristicas do cubo

foram mantidas e priorizadas durante sua solucéo.

Quadro 45 — Organizacao da atividade 4 da Tarefa Il

4) Interprete seu roteiro de construcdo do cubo no GeoGebra e exponha o0 que vocé levou em consideracao para
compor esse solido.

Fonte: Organizado pela autora.
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A Tarefa Il foi elaborada com o intuito de abordar a construcdo e desconstrucdo de
um cubo por meio de suas partes. Estas acOes buscam explorar propriedades deste objeto
matematico, ora por materiais concretos, ora por representacées figurais.

A atividade 1 da Tarefa Il deve ser realizada com o auxilio do material manipulavel
fornecido. Neste caso, serdo quatro prismas retos congruentes (Figura 13, item (a)), em que
suas bases sdo quadrilateros que possuem dois angulos opostos retos e formam um cubo,
quando dispostos conforme a vista superior exposta na Figura 13 no item (b). As pecas serdo
entregues aos participantes sem informacGes sobre suas caracteristicas, isto €, ndo sera

comentado sobre a congruéncia das pecas e a medida dos angulos das faces.

Figura 13 — Material manipulavel utilizado para atividade 1 da Tarefa Ill

(b)

Fonte: Organizado pela autora.

Nesta atividade (Quadro 46) deve-se, primeiramente, agrupar as quatro pecas de modo
a formar um cubo. Este processo de agrupamento das representacfes de prismas é semelhante
ao realizado na mobilizacdo da apreensdo operatoria mereoldgica, pois € a organizacdo de
pecas que formam um objeto sem alterar a dimenséo. Considerando que o registro material
desencadeia representacdes semiotica, neste caso, representacées figurais, compreende-se que
a apreensdo operatoria mereoldgica pode ser mobilizada, assim como, a apreensao perceptiva,

mobilizada ao visualizar o objeto final.

Quadro 46 — Organizacdo da atividade 1 da Tarefa 11

(continua)

1) Organize as quatro pecas de modo a formar um cubo.
1-a) Quais estratégias foram utilizadas para montar o cubo?

1-b) Enumere em ordem decrescente de prioridade (1 mais importante e 4 menos importante) os itens que vocé
considerou relevante ao organizar as pecas.
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Quadro 46 — Organizacdo da atividade 1 da Tarefa Il
(concluséo)

() Medida dos angulos.
() Medida das arestas.
() Simetria das pecas.
() Outro(s). Qual(is)?

Fonte: Organizado pela autora.

No item 1-a é solicitado que se indique quais estratégias foram utilizadas durante a
organizacdo das pecas para estruturar um cubo. No item 1-b é requerido que se aponte a
relevancia considerada em cada processo realizado para a composicdo do cubo, a partir da
organizacdo das quatro pecas. Ao realizar esta atividade, os académicos estéo refletindo sobre
suas acOes, revisitando procedimentos e conceitos/conteddos, bem como organizando seus
argumentos ao trabalhar com este material manipulavel.

A atividade 2 (Quadro 47) foi adaptada de O4 de modo que seja explorada a
Geometria Espacial de Posicdo. Para que se possa resolvé-la é necesséria a realizacdo de
“cortes” no solido descrito, para tanto, € preciso reconhecer qual a posicao relativa entre 0s
planos que cortam suas faces. Bem como, a identificacdo da organizacdo das partes obtidas
por meio dos “cortes” no objeto inicial. Nesta atividade, o objeto mencionado é um
paralelepipedo, mas é apresentada a caracteristica que este possui seus lados com medida a,
logo um cubo, esta é a primeira percepg¢do que o estudante deve ter.

Quadro 47 — Organizacao da atividade 2 da Tarefa Il

2) Um paralelepipedo reto que possui a medida dos seus lados a esta inteiramente coberto com papel. Para
realizar uma divisdo deste objeto, duas a duas faces perpendiculares entre si foram cortadas, cada uma, por trés
planos distintos que possuem a mesma distancia entre si e as faces do sélido. Justifique suas respostas para as
questbes abaixo.

2-a) Desenhe este sélido, identificando os planos que contém as faces e os planos das sec¢des.

2-b) Identifique e classifique os planos das seccdes em relagdo as suas posicGes relativas?

2-c) O sdlido ficou dividido em quantas partes? Cite, pelo menos, trés caracteristicas de cada parte.

2-d) Quantas partes ndo possuem nenhuma face coberta com o papel? Por qué?

2-e) Quantas dessas partes possuem apenas uma face coberta com o papel? Por qué?

2-f) Quantas dessas partes possuem exatamente duas faces cobertas? Por qué?

2-g) Quantas dessas partes possuem trés faces cobertas com o papel? Por qué?

Fonte: Adaptado de Pohl (2011, p 186-188).
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O item 2-a solicita a representacdo figural do objeto descrito, isto é, o cubo inicial e 0s
planos que realizam as seccbes neste objeto. Desta forma, pode-se classificar como uma
atividade de conversdo da representacdo em lingua natural para a figural. Salienta-se que a
representacdo requerida tem o intuito de dar suporte na resolucéo dos itens seguintes.

No item 2-b é proposta a identificacdo e classificacdo quanto as posi¢des dos planos
das seccdes realizadas. Esta atividade requer que os estudantes visualizem, a partir da
representacdo figural realizada anteriormente, as relacGes entre os planos que efetuam os
“cortes” no solido descrito. Neste item, as apreensdes perceptiva e discursiva devem ser
mobilizadas, visto a necessidade de identificacdo dos planos por meio do visual e de suas
descricdes relacionadas aos seus posicionamentos. Salienta-se que a apreensdo operatoria de
posicao pode ser utilizada, de forma mental, no intuito de verificar a posicao dos planos por
outros angulos. Assim como, a apreensdo operatoria mereoldgica, que mesmo neste item nao
sendo solicitada de forma explicita a reparticdo do cubo em objetos de mesma dimenséo, estes
a partir de suas caracteristicas podem contribuir para compreensao das posi¢des dos planos.

E solicitado, entre os itens 2-c ao 2-g da atividade 2, a quantidade de partes que o
objeto inicial ficou dividido, as caracteristicas destas e o reconhecimento das partes que
ficaram com alguma parcela de papel em suas faces. Ao mencionar particdes e se manter em
uma mesma dimens&o, neste caso, a dimensao 3, pode-se afirmar a mobilizacdo da apreensao
operatoria mereolOgica, pois esta é necessaria para o desenvolvimento da resolucdo do
problema. Assim como, as apreensdes operatoria posicional, perceptiva e discursiva, tendo em
vista a possibilidade de realizar mentalmente a rotagdo da figura e sua visualizacdo (imagem e
propriedades).

A proxima secdo apresenta a exploracdo das atividades desenvolvidas, isto €, as
resolucdes realizadas pelos licenciandos. A organizacdo desta secdo estd disposta em

subsecdes especificas para as tarefa executada.

5.2 EXPLORACAO DO BLOCO DE TAREFAS

Cada tarefa foi realizada em um encontro, estes ocorreram no més de novembro de
2018, em um total de trés encontros. Sete académicos participaram do desenvolvimento das
atividades, optou-se por organizar a turma em duas duplas e um trio de escolha dos préprios

sujeitos, tendo em vista que estes no decorrer das aulas do componente curricular de
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Educacdo Matematica Il tinham o habito de realizar as atividades em conjunto. Assim
estabeleceram-se trés equipes, estas foram denominadas como A*!, B* e C*,

As tarefas foram disponibilizadas aos participantes de forma impressa durante 0s
encontros e também expostas com o auxilio de um projetor multimidia para que, ap6s a
realizacdo das atividades, discussdes sobre as resolugdes estabelecidas pelos académicos
fossem feitas. Para o desenvolvimento da atividade 3 da Tarefa Il, utilizou-se notebook para
operar o software de Geometria Dinamica, neste caso, o GeoGebra. A escolha por este
programa se deu por ser um software gratuito e compativel aos sistemas operacionais
Windows e Linux e ja instalados nas maquinas disponiveis para a realizacdo da pesquisa.
Assim como, conforme Novak (2018), por este favorecer a exploragdo de figuras e solidos
geométricos, bem como a organizacdo de conjecturas, apreensdes figurais e desconstrucao

dimensional.
5.2.1 Tarefa |

No primeiro encontro, realizou-se uma breve apresentacdo da pesquisadora com a
turma e de como iriam decorrer 0s proximos encontros. Ressalta-se que o conceito/conteudo a
ser abordado durante a investigacdo ndo foi mencionado aos académicos, tendo em vista que
esta informacdo poderia influenciar na resolucdo da primeira atividade a ser desenvolvida
com o grupo.

Na atividade 1 da Tarefa I, foi entregue a cada participante 12 canudos de mesmo
tamanho e uma linha para que construissem os quadrados solicitados. N&o foi mencionado em
momento algum que as construcdes deveriam se manter em um mesmo plano.

As possiveis construcdes pensadas para a realizacdo desta atividade em seu item 1,
estdo apresentadas no Quadro 48. Na primeira construcdo é necessario utilizar 12 canudos
para formar trés quadrados, assim criam-se figuras que ndo possuem lados adjacentes. Na
segunda construcdo, para organizar quatro quadrados, utilizou-se da conexao dos mesmos por
meio de seus lados e vertices. Até 0 momento, os lados dos quadrados estdo sendo formados
pela mesma unidade de medida, mas para visualizar cinco quadrados construidos com 0s
canudos é indispensdvel mudar o modo de ver. Nesta nova composicdo, manteve-se a

construcdo anterior e considerou-se 0 quadrado que possui como unidade de medida dois

*! Composta por Al e A2.
*2 Composta por B1 e B2.
*8 Composta por C1, C2 e C3.
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canudos. Logo, a organizacgdo de cinco quadrados por meio de 12 canudos é formada por um
quadrado de unidade dois que esta subdividido em quatro quadrados que possuem como

unidade de medida apenas um canudo.

Quadro 48 — Possivel solucédo para atividade 1 da Tarefa |

TRES QUATRO CINCO

Fonte: Organizado pela autora.

Destaca-se que nenhuma das construcdes realizadas pelos participantes (Quadro 49)
para a organizacdo de trés quadrados foi igual a idealizada para a resolucdo da questdo. A
Equipe A organizou trés quadrados e 0s uniu por meio de seus Vértices, tanto na construcéo
realizada com o material concreto quanto na representacdo figural, concluindo desta forma o
solicitado pela atividade. As Equipes B e C ao estruturar 0os quadrados com 0s canudos e a
linha, obtiveram a mesma solucdo, uniram as formas através de suas arestas utilizando todo o
material disponivel. No entanto, as representacdes figurais realizadas foram distintas, ambas
produziram trés quadrados, mas ao observar a figura apresentada pela Equipe B e tentar
reproduzi-la utilizando o material, seria necessario apenas o uso de 10 canudos, ja a
representacdo da Equipe C demarca o uso de todos canudos disponibilizados para a

construcao.

Quadro 49 — Resolucéo das equipes para atividade 1 da Tarefa |

Equipe A Equipe B Equipe C

TRES TRES TRES

S g I8

L i
{
t

—y

Fonte: Dados da pesquisa.
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Como j& dito no Capitulo 3, materiais manipulaveis podem desencadear
representacdes no registro figural, posto isto e analisando a resolucdo dos académicos,
percebe-se dificuldades de alguns deles na transformacdo da visdo de um registro material
para o registro figural, ja que nesta transicdo algumas caracteristicas ndo foram preservadas.
Sendo assim, todas as equipes conseguiram realizar a conversdo da representacdo em lingua
natural para a figural tendo com auxilio o registro material, sendo que apenas uma equipe a
executou de forma equivocada.

A realizacdo das construgdes que solicitavam quatro e cinco quadrados tinham a
mesma organizacdo, sendo necessario apenas mudar o ponto de vista. Destaca-se que todos 0s
participantes chegaram na mesma representacdo material e figural estabelecida pela
pesquisadora na elaboracdo das atividades. No entanto um fato chamou atencédo, a Equipe A
construiu as representacOes, figural e material, para solucionar o questionamento sobre os
quatro quadrados sem conseguir obter uma resposta para a outra construgdo. Enquanto as
Equipes B e C conseguiram elaborar e representar apenas os cinco quadrados. Duval (2003,
p.45, traducdo nossa) afirma o qudo dificil, “se ndo quase impossivel, ver algo diferente do
que identificamos a primeira vista em um desenho” e perante este acontecimento, confirma-se
0 quanto a primeira visao de algo nos limita ao reconhecimento de outras possibilidades.

O item 1-a afirmava a possibilidade da construcdo de mais de cinco quadrados
utilizando todo o material fornecido e questionava sobre a quantidade de quadrados que o
participante conseguiria construir tomando as mesmas condi¢Ges. Um dos integrantes da
Equipe A identificou de imediato o que deveria ser construido e comentou com seu colega:
“S6 fazer um cubo!”. Partindo deste comentario, na resposta e justificativa solicitada,
escreveram: “Conseguimos construir com 6. Um cubo possui 6 faces e todas as faces sdo
quadrados” (Excerto Equipe A), apo0s isto, iniciaram a construgdo do cubo com o material
manipulavel disponivel.

Ja as Equipes B e C buscaram diferentes maneiras de reorganizar os canudos, mas
sempre permanecendo em um mesmo plano. Depois de diversas tentativas destes
participantes, a pesquisadora realizou uma intervencdo na qual informou que seria necessario
sair da segunda dimensao. Apos este aviso, os participantes logo identificaram que deveria ser
realizada a construgdo de um cubo.

As justificativas apresentadas foram “Fazendo um cubo podemos ter 6 quadrados”
(Excerto Equipe B) e “06, com a constru¢ao de um cubo” (Excerto Equipe C). Ambas

respostas, assim como a exposta pela Equipe A, mostram que 0s participantes compreendem
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que o solido cubo é formado por seis quadrados. Destaca-se, porém que nenhuma equipe
mencionou que este sdo congruentes, tendo em vista que a construcdo anterior possuia
quadrados com lados de medidas diferentes, ou que o cubo € formado por 12 arestas, que € a
mesma quantidade de canudos fornecidos. Logo, pode-se dizer que estes mobilizaram um
tratamento na lingua natural obtendo o auxilio do registro material.

Para realizacdo do item 1-b, o qual solicitava fotos que mostrassem o cubo em
diferentes perspectivas, foi disponibilizado aos participantes, uma placa de isopor, palitos para
fixar o objeto construido e folhas brancas para utilizar como fundo para as imagens. Salienta-
se que todos os académicos se engajaram nesta atividade, isto é, cada um fotografou, por meio
de seu smartphone, a0 menos uma perspectiva de seu cubo e enviou por meio de um
aplicativo para a pesquisadora.

De posse das imagens fornecidas pelos licenciandos, percebeu-se que, a0 menos, uma
das perspectivas escolhidas por eles se semelha a vista usual do cubo (Quadro 50), em outras
palavras, aquela vista presente na maioria das representagdes figurais que busca ilustrar o

cubo, em especial, em livros didaticos destinados a Educacédo Basica.

Quadro 50 — Resolucéo das equipes para o item 1-b da Tarefa | com vista usual do cubo

Equipe A Equipe B Equipe C

Fonte: Dados da pesquisa.

Obtiveram-se também perspectivas do cubo diferentes das usuais, como, por exemplo,
as expostas no Quadro 51. As Equipes A e C mostraram vistas bem semelhantes, que
evidenciam as quatro arestas paralelas entre si contidas no cubo, organizando-as de forma

paralela as bordas da fotografia.

Quadro 51 — Resolucéo das equipes para o item 1-b da Tarefa | com vistas diferentes do cubo



115

Equipe A Equipe B Equipe C

Fonte: Dados da pesquisa.

Ja a Equipe B capturou a vista frontal ou vista superior do cubo, a qual expde apenas
uma das faces do objeto na fotografia, se aproximando da imagem de um quadrado, ou seja,
apenas quatro arestas ficam visiveis. Diante das imagens apresentadas pelas equipes, pode-se
constatar que a perspectiva usual do cubo influencia na visdo dos académicos, tendo em vista
que esta foi a primeira opcdo de angulo das equipes. Percebeu-se que os demais pontos de
vista foram apresentados por exigéncia da atividade, caso contrario, teriam exposto apenas 0
ponto de vista usual.

A atividade 2 da Tarefa | que solicitava, em um primeiro momento, o desenho de um
cubo em uma malha quadriculada juntamente com a nomeacao de seus Vértices e a descricao
do sélido em relacdo aos seus planos, induzia os académicos a desenhar o cubo similar a sua
representacdo usual, tendo em vista que desta forma os vértices a serem nomeados ficam
visiveis. Os desenhos e descri¢des realizadas pelos participantes estdo apresentados no
Quadro 52.

Quadro 52 — Resolucdo das equipes para a atividade 2 Tarefa |

(continua)

Participantes Representacdo figural Descricao
Nomenclatura:

s a: plano a partir do ponto H e da reta FG

G

L3}

fB: plano a partir do ponto H e da reta BC
F | v: plano a partir do ponto H e da reta DC
Equipe A ¢: plano a partir do ponto F e da reta AD
- d: plano a partir do ponto F e da reta AB
0: plano a partir do ponto A e da reta DC

A

A B O plano a é perpendicular aos planos B, y, ¢ € &
Esses, por sua vez sdo perpendiculares ao plano 6.
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Quadro 52 — Resolugéo das equipes para a atividade 2 Tarefa |
(concluséo)

Participantes Representacdo figural Descricdo
£ r
A\ % Z O plano ABCD ¢ paralelo ao plano EFGH, assim
Equipe B ‘- como, o plano EHAD é paralelo ao FGCB e 0
N - AMGB // EFCD.
N
i )
| 15

Equine C ’ O cubo ¢é formado por 6 planos onde (ABCD //
quip 1€ e EFGH) 1 (BFGC; CDHG; ADHE; ABFC).

Fonte: Dados da pesquisa.

Os académicos representaram o0 cubo utilizando as demarcagbes da malha
quadriculada por meio de tracos continuos e pontilhados, que retratam, respectivamente,
arestas que estdo a frente e que estdo por detrds do objeto do ponto de vista organizado. Este
fato demonstra a preocupacdo dos participantes em expressar a profundidade existente no
solido.

Quanto a nomeacao dos vértices do cubo, a forma usual encontrada em livros didaticos
da Educacdo Baésica e nas bibliografias analisadas é a mesma apresenta pela Equipe C. Esta
descreve uma das faces pela sequéncia de pontos A, B, C e D, em que o préximo ponto, E, é 0
extremo da aresta que contém o ponto A como sua outra extremidade, assim a aresta AE e é
perpendicular as arestas AB e AC, por exemplo. Os pontos F, G e H sdo nomeados
respeitando o mesmo sentido utilizado na formacao da primeira face.

As Equipes A e B nomearam o ponto E como sendo o extremo da aresta que contém o
ponto D como sua extremidade, assim a aresta DE é perpendicular as arestas AD e CD.
Quanto a ordem de nomeac&o do restante dos vértices, a Equipe A adotou 0 mesmo sentido
utilizado para a primeira face. A Equipe B utilizou o sentido oposto. Salienta-se que ndo ha
uma forma correta para nomear os vertices, ha apenas uma forma usual.

Entende-se por descricdo de um objeto matematico, quando, por exemplo, a

informacgdo dada permite compreender de que objeto se trata ou até mesmo reproduzi-lo.
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Desta forma, pode-se afirmar que os académicos ndo atingiram o objetivo desta parte da
tarefa, pois ao representar de forma figural as descri¢cGes expostas no Quadro 52, obtém-se
apenas algumas organizacGes necessarias para constituicdo do cubo (Quadro 53). Posto isso,
evidencia-se que as equipes demonstraram dificuldades na representacdo em lingua natural

para apontar as caracteristicas necessarias do objeto em questao.

Quadro 53 — Representacgdo figural a partir das descrigdes apresentadas pelas equipes para a
atividade 2 Tarefa |

Equipe A Equipe B Equipe C

Fonte: Dados da pesquisa.

A Equipe A informou que haviam dois planos distintos que eram perpendiculares a
outros quatro planos, mas ndo mencionou as posi¢oes relativas entre os planos B, v, ¢ e 9,
possibilitando, por exemplo, que estes fossem paralelos entre si, desta forma nao
determinando um cubo. A Equipe B, ao contrario da Equipe A, mencionou apenas 0s planos
paralelos e nédo as situacOes de perpendicularidade, assim essa descri¢do pode ser interpretada
como uma sequéncia de planos paralelos. Ja a Equipe C utilizou uma forma de escrita ndo
usual em Matematica, mas citou as situacGes de perpendicularidade e paralelismo existente
entre os planos, no entanto, ndo mencionou a distancia contida entre os elementos,
viabilizando que este seja um paralelepipedo e ndo especificamente um cubo.

Nesta atividade, pode-se afirmar que as apreensdes perceptiva e discursiva foram
mobilizadas, pois as equipes realizaram a representacdo figural do cubo na malha
quadriculada para entdo utiliza-la como auxilio na descri¢do do objeto a partir de seus planos,
mobilizando assim a apreensao sequencial. Com esta informacdo, também, se pode perceber
que, em termos de transformacdes cognitivas, 0s participantes realizaram em um primeiro
momento a conversao da representacdo em lingua natural para a figural ao representarem o
objeto e apds realizaram a conversdo da representagdo figural para a lingua natural para

designar o cubo.



118

O item 2-a questiona sobre a possibilidade de representar o cubo em uma malha
isométrica, as ilustracdes e justificativas fornecidas pelos participantes estdo apresentadas no
Quadro 54.

Quadro 54 — Resolugéo das equipes para o item 2-a da Tarefa |

Participantes Desenh Justificativa
Sl TS AT L
P
. E possivel, pois as linhas diagonais s&o paralelas
Equipe A . - : :
entre si, assim como, as linhas na vertical.
Equipe B Anélogo ao cubo acima.
Equipe C Sim, pois é possivel estabelecer 6 planos com as
quip caracteristicas de um cubo na malha isométrica.

Fonte: Dados da pesquisa.

Quanto as justificativas apresentadas, a Equipe A afirmou a possibilidade de
construcdo do cubo se fundamentando no paralelismo das retas que formam a malha
isométrica, fato que ndo foi mencionado (paralelismo) na descrigdo anterior dada por estes
participantes. A Equipe B apenas relatou que seria andlogo ao caso anterior, porém as malhas
sdo distintas. Quanto a abertura dos angulos, a malha quadriculada tem a medida de 90° e a
malha isométrica 60°, desta forma, cada uma possui suas peculiaridades ao representar o
cubo. A Equipe C mencionou que por meio da malha isométrica foi possivel estabelecer seis
planos que mantém as caracteristicas de um cubo. No entanto, os académicos demarcaram

apenas trés planos e com relagédo as caracteristica ndo pode-se afirmar que estas sdo mantidas
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como um todo, pois o perpendicularismo existente entre as arestas do cubo n&o fica evidente
por meio desta representacéo.

A Equipe C, diferente das outras equipes, demarcou apenas as faces visiveis em
perspectiva do cubo e ndo concordou com a afirmacdo sobre a facilidade de visualizar a
representacdo do sélido na malha formada por tridngulos equilateros. Uma possibilidade para
a causa desta complexidade, pode ser entdo a falta das arestas pontilhadas que haviam nas
construcdes dos participantes que fizeram a afirmacgdo. Pois olhar a primeira vista a
representacdo realizada pela Equipe C, sem que seja fornecida uma descri¢do, esta se
assemelha a um hexéagono dividido em trés partes congruentes.

Assim como na atividade anterior (item 2), os licenciandos realizaram primeiro a
representacdo figural, mesmo que esta nao fosse solicitada de forma direta pelo enunciado da
atividade, para entdo buscar a justificativa da possibilidade de construcdo do objeto na malha
isométrica. Esta informacdo, também, permite considerar que os académicos ainda ndo
haviam realizado a representacdo de um cubo neste tipo de malha. Sendo assim, compreende-
se que ao resolver a questdo, houve primeiramente uma conversao da representacao em lingua
natural para a figural e ap6s uma conversdo da representacdo figural para a lingua natural. Em
termos de apreensdes, pode-se constatar que a perceptiva, discursiva e operatdria de posicédo
foram mobilizadas apos a realizacdo da representacdo figural, sendo ambas utilizadas para
responder ao questionamento do item 2-a.

Aproveita-se para relatar a parte da atividade 4 que faz referéncia a atividade 2, a qual
buscou indagar sobre a contribuicdo de elementos, como: representacdo figural; objeto
manipuldvel; imagem mental, que influenciaram na resolugdo das atividades. O Quadro 55
expbe os percentuais indicados pelos académicos a respeito da influéncia de cada elemento

citado.

Quadro 55 — Resolucéo das equipes para a atividade 4 em relacdo a atividade 2 da Tarefa |

Elemento Representacao . L Imagem

Participantes pFiguraIg Objeto manipulavel mer?tal
Equipe A 20% 0% 80%
Equipe B 0% 100% 0%
Equipe C 30% 40% 30%

Fonte: Dados da pesquisa.

Mesmao percebendo influéncia da representacéo figural na resolucéo da atividade 2, os

participantes, ao serem questionados sobre a intervencdo dos elementos, ndo mencionaram
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com tanta énfase esse tipo de representagdo. A Equipe A apontou que a imagem mental do
cubo foi o elemento que mais influenciou na resolugdo. Ja as Equipe B e C evidenciaram o
objeto manipulavel, neste caso, o cubo produzido com canudos, sendo que a Equipe B
atribuiu 100% da influéncia sob a resolucdo para este elemento.

A atividade 3 da Tarefa I, demandava entendimentos sobre vértices, arestas, faces, isto
é, elementos de um sélido e sobre posicGes relativas a arestas e faces. Os participantes ao
completarem as descri¢cGes estabelecidas ndo apresentaram nenhum equivoco nas respostas
finais. No entanto, durante essa realizacdo surgiram alguns questionamentos expostos pelas
Equipes A e B. A Equipe A questionou sobre 0 que seriam arestas reversas, tal informagéo foi
exposta somente para estes licenciandos e dada sequéncia a atividade.

A Equipe B, em uma discussdo interna, comentou que arestas ortogonais Sao
diferentes de arestas reversas e que desta forma haveriam apenas arestas ortogonais na
organizacdo do cubo. No entanto, ao explicar isto a pesquisadora e recorrer ao registro
material manipulavel para exemplificar, a equipe identificou o equivoco, ao verificar a
existéncia de arestas reversas que formam um éangulo reto em faces distintas do cubo,
compreendendo assim que quaisquer arestas ortogonais sdo reversas, tendo em vista a
Definigdo 1%,

A partir desta atividade evidenciou-se que, na maioria dos itens, os participantes
reconheceram de forma plena os elementos do cubo e compreenderam as posicOes relativas
entre seus elementos de forma a manter as propriedades do objeto. Ainda ressalta-se que,
mesmo a atividade solicitando sua resolu¢do como um complemento de uma representacao
em lingua natural, os licenciandos se apoiaram na representacdo material para soluciona-Ia.
Este fato é evidenciado pelos participantes na descri¢do da proxima atividade.

Na atividade 4 da Tarefa I, a parte referente a analise da execucdo da atividade 3
(Quadro 56) revelou que os académicos destinaram no minimo 50% do percentual ao objeto
manipulavel. Desta forma, verifica-se a notavel influéncia deste material para a resolucdo da
atividade. O cubo organizado com canudos pode ter sido o mais recorrido pelo fato de ter suas
arestas e vértices mais evidentes, assim como a possibilidade de realizar a rotagcdo que

proporciona ver por diferentes angulos.

* Localizada na p. 45.
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Quadro 56 — Resolugéo das equipes para a atividade 4 em relacdo a atividade 3 da Tarefa |

— Elemento Repn_esenta(;ao Objeto manipulavel Imagem
Participantes Figural mental
Equipe A 20% 60% 20%
Equipe B 50% 50% 0%
Equipe C 25% 50% 25%

Fonte: Dados da pesquisa.

A representacdo figural também foi utilizada pelas Equipes A, B e C, que atribuiram
as porcentagens 20%, 50% e 25%, respectivamente. J& a imagem mental foi mencionada
apenas pelas Equipes A e C. Vale destacar que ao realizar comentarios ao final desta
atividade, as Equipes A e C mencionaram que talvez a utilizacdo do software GeoGebra

auxiliasse tanto quanto o objeto manipulavel na resolucdo da atividade 3.

5.2.2 Tarefa Il

O segundo encontro contou com a presenca de seis académicos, pois um dos
integrantes da Equipe C ndo compareceu a aula. Neste encontro, deu-se o desenvolvimento
das atividades que compdem a Tarefa II.

A atividade 1 explora entendimentos sobre colinearidade e coplanaridade de pontos
por meio de representacdes figurais e justificativas em lingua natural. Destaca-se que, no
decorrer desta atividade, além das representacdes solicitadas, os académicos realizaram gestos
com as maos para representar posi¢des de retas e planos e “rabiscaram” sobre a representagdo
figural fornecida. O Quadro 57 expde o0s esbocos e justificativas dos participantes para o item

1-a em que foram indicados os pontos A e G.

Quadro 57 — Resolugéo das equipes para o item 1-a da Tarefa Il

(continua)
Pontos Ae G
Participantes Representacao figural Justificativa
. (X) colineares () coplanares
74 //}R o S
/ ‘ 1 7 !
o 4 s
) il *;,‘ '/ 1
Equipe A : L s g A e G sdo colineares, pois por A e G passa um
P e segmento.
:‘_; o :f/ '
n
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Quadro 57 — Resolucgéo das equipes para o item 1-a da Tarefa Il

PontosAe G
Participantes Representacédo figural Justificativa
b (X) colineares (X) coplanares
F j\"’.
. Por dois pontos distintos sempre passa uma reta,
Equipe B . .
reta essa que esta contida no plano que passa por
ACG.
G (X) colineares (X) coplanares
Equipe C :

A e G estdo no mesmo plano

Fonte: Dados da pesquisa.

A Equipe A, a respeito da colinearidade dos pontos indicados, justificou apenas que
estes sdo colineares pelo motivo de pertencerem a um mesmo segmento. A afirmacéo feita
esta correta, porém poderia ser mencionado o Postulado 1*°, 0 qual estabelece que: “Por dois
pontos do espacgo passa uma e somente uma reta”. Ja a coplanaridade de dois pontos ndo foi
reconhecida, nem justificada pela dupla. Quanto a representacdo figural, esta evidenciou o
cubo por segmentos pontilhados e 0 segmento AG de forma continua. Pode-se verificar que a
perspectiva do cubo foi mantida conforme a figura fornecida no enunciado. Talvez essa nao
alteracdo de perspectiva tenha prejudicado a visualiza¢do do plano mais evidente que contém,
no caso da representacio realizada, o segmento AG, o plano ACG, que divide o cubo em dois
prismas congruentes.

A Equipe B foi a que mais se aproximou de uma linguagem formal e generalizada ao
justificar a colinearidade dos pontos, evidenciando que por dois pontos distintos sempre
existird uma reta que passa por ambos. Ao explicar a coplanaridade, os estudantes afirmaram
haver um plano que contem os dois pontos, mas apresentaram apenas um dos possiveis planos
que a reta AG estd contida, o plano denominado ACG. Assim por meio desta explanacéo,

pode-se cogitar que a dupla ndo reconhece a infinidade de planos que passa por uma unica

** Localizada na p. 42.



123

reta. A representacdo figural realizada buscou evidenciar o plano ACG, no entanto, este foi
limitado pelos segmentos GC, CA e AG.

A Equipe C ndo realizou uma justificativa para o fato de os pontos A e G serem
colineares e apenas afirmou que estes pertencem a um mesmo plano sem esclarecer o porqué
deste fato. Quanto a representacao figural elaborada pela equipe, esta evidencia o plano ACG,
porém, apenas os pontos A e G foram nomeados. O fato de ter dois segmentos pontilhados e
dois com traco continuo chamou atencdo, pois este pode, talvez, ser explicado pela
representacdo figural fornecida do cubo no enunciado da atividade. Nesta tem-se o0s
segmentos GC e CA de forma pontilhada e o segmento AE de forma continua, como EG faz
parte da face superior do cubo, este também foi esbocado de forma continua na representacao
da equipe.

O item 1-b da Tarefa Il determina trés pontos (G, F e 1) e solicita esboco e
justificativas para os fatos de colinearidade e coplanaridade (Quadro 58). Os participantes
afirmaram que os trés pontos estabelecidos no item 1-b sdo coplanares, no entanto, para o fato

da ndo colinearidade, nenhum dos grupos apresentou argumento.

Quadro 58 — Resolucéo das equipes para o item 1-b da Tarefa Il

Pontos G, Fe l
Participantes Representacéo figural Justificativa
() colineares (X) coplanares

S&o coplanares pois conseguimos tragar um
plano passando pela reta que conttm Ge Fe o
ponto I.

Equipe A

() colineares (X) coplanares

Equipe B
auip Pois passa um plano por GFI.

() colineares (X) coplanares

Equipe C Por definicdo trés pontos quaisquer determinam

um plano.
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Fonte: Dados da pesquisa.

A Equipe A, como no item anterior, elaborou sua justificativa de forma singular, isto
é, apenas para 0s pontos determinados, afirmando que é possivel tracar um plano que
contenha a reta GF e 0 ponto |, sendo este o resultado do Teorema 1. Quanto & representacéo
figural exposta, esta apresenta o segmento de reta GF e o ponto I no plano denominado a
(alfa). Repara-se que, assim como a representacdo figural no item 1-a destes académicos, 0s
segmentos continuos sdo os que fazem referéncia com o que se quer mostrar, neste caso 0
plano a, e os segmentos pontilhados os elementos que servem para complementar a figura.

A Equipe B apenas afirmou que existe um plano formado pelos pontos G, F e I, esta
certeza pode ter sido provocada pelo conhecimento do Postulado 3*’, o qual menciona que
“Por trés pontos do espaco nao situados na mesma reta passa um e somente um plano”.
Porém, a forma de escrita leva a entender que passa um unico plano pelo plano GFI, logo a
um equivoco na nomenclatura utilizada para citar os pontos, pois estes deveriam estar
separados por virgulas.

A representacdo figural utilizada para expor o plano GFI pela Equipe B esta confusa
considerando o posicionamento dos pontos e segmentos demarcados. Pois buscando
compreender a representacdo como uma sec¢do do cubo que passa pelos pontos G, F e I, 0
ponto G estd como um vértice e o ponto F ndo, assim como também néo se compreende qual é
0 segmento que o ponto | pertence. Percebeu-se que essa equipe procurou manter o segmento
GF com a mesma angulacio da representacdo do cubo em relacdo & borda da folha de
registros, mas mesmo recorrendo a este artificio, verificou-se a dificuldade em representar o
plano que contém uma das arestas do cubo e um ponto pertencente ao centro de uma das faces
ndo formada pela aresta em questao.

A Equipe C realizou sua justificativa por meio do Postulado 3*® que afirma que trés
pontos ndo colineares determinam um Unico plano que passa por eles. No entanto, na escrita
apresentada pelos académicos, faltou apenas mencionar a ndo colinearidade destes pontos.
Neste caso, a representacdo figural realizada por estes participantes espde um cubo na mesma
perspectiva utilizada na figura apresentada no enunciado. Os académicos organizaram o cubo
com arestas continuas e pontilhadas, mas o fato inesperado é que as arestas pontilhadas nédo

indicam que estas pertencem a parte detrds do cubo. Desta forma, causando incompreensao

“® Localizada na p. 43.
*" Localizada na p. 42.
*® Localizada na p. 42.
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sobre o porqué de diferencid-las em termos de tracado. Também, salienta-se que o plano

exposto ndo é o que contém os pontos G,F e I, mas o plano formado pelos pontos F, I, C e A.
Na atividade 1, em seu item 1-c, € mencionado quatro pontos pertencentes ao cubo

indicado no enunciado, a questdo solicita a avaliacdo sobre estes serem colineares e/ou

coplanares. As representacdes e justificacfes dadas pelos académicos sdo expostas no Quadro
59.

Quadro 59 — Resolucéo das equipes para o item 1-c da Tarefa Il

Pontos H, I, KeJ
Participantes Representacdo figural Justificativa

() colineares (X) coplanares

Equipe A S&o coplanares pois conseguimos tragar um plano

passando pela reta que contém H, K, J e o ponto 1.

() colineares (X) coplanares

Equipe B
auip Analogo a 1-b.

() colineares (X) coplanares

Py, ) X H, J, K séo colineares e conseguimos um plano
l i S que passa por |.
Equipe C l A\ (H,K,J) = reta
{ . ‘ I = ponto qualquer
7 L Por definicdo uma reta e um ponto determinam um
1] plano.

Fonte: Dados da pesquisa.

As equipes reconhecem que 0s pontos mencionados no item 1-c sdo coplanares e néo
colineares, mas assim como no item anterior, buscam justificar somente o caso que ocorre.
Diante dos argumentos apresentados pelas Equipes A e C, compreende-se que estas
identificam que os pontos H, K e J pertencem a uma mesma reta. Tendo em vista estas

afirmacdes, estes licenciandos apontam que a partir de uma reta e um ponto pode-se
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determinar um plano, utilizando assim o resultado do Teorema 1*

, mas ndo indicam que o
ponto | ndo deve pertencer a reta, para entdo gerar o plano. A Equipe B apenas mencionou
que a justificativa para a coplanaridade dos quatro pontos mencionados na questéo é analoga a
expressa para o item 1-b desta atividade. Entretanto, a justificativa dada a situacdo anterior, 0s
participantes expressaram somente que “passa” um plano pelos pontos citados.

Quanto as representacdes figurais expostas para o item 1-c, as Equipes A e B criaram
representacdes corretas que evidenciam os pontos H, I, J e K mantendo a perspectiva da figura
apresentada no enunciado da atividade e bastante semelhantes entre si quanto a demarcacgéo
do plano que contém os pontos mencionados. Destaca-se que mesmo a Equipe B néo
apresentando uma justificativa satisfatdria para este item, identifica-se que esta reconheceu o
plano formado pelos pontos citados.

Ao contrario da Equipe B, a Equipe C apresentou uma justificativa a coplanaridade do
conjunto de pontos, mas ndo conseguiu realizar a representacédo figural de forma correta. Esta
equipe, em sua representacdo figural, manteve a mesma perspectiva do cubo apresentado no
enunciado da atividade, o plano demarcado contém os pontos H, I, J, K e D. No entanto, a
partir destes pontos ndo é possivel estabelecer um plano. Tendo em vista as caracteristicas do
cubo, identifica-se que o segmento HJ é perpendicular ao segmento HD, logo, pelo Teorema
2 estes segmentos formam um plano que, neste caso, contém uma das faces do cubo (face
AEHD). Sabendo que o ponto | pertence ao centro da face ABCD e que esta é diferente da
face AEHD, pode-se concluir que ndo existe nenhum plano que contenha os pontos H, I, J, K
eD.

Ainda sobre a atividade 1, agora em seu item 1-d, o questionamento de colinearidade e
coplanaridade € sobre os pontos H, D, | e C. No Quadro 60 aponta-se as justificativas e

representacdes figurais elaboradas pelos académicos para este item.

* Localizada na p. 43.
%0 Localizada na p. 44.
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Quadro 60 — Resolugéo das equipes para o item 1-d da Tarefa Il

PontosH, D, 1eC
Participantes Representacdo figural Justificativa
() colineares ( ) coplanares

E possivel ter os seguintes planos: plano
formado pela face DHGC; plano formado
pela reta que contém HD e o ponto I; plano
formado pela reta que contém ClI e o ponto
D; plano formado pela reta Cl e o ponto H.

Equipe A

P () colineares () coplanares

Né&o existe um plano que contém os pontos
C HDIC.
No caso, a interseccdo da reta que passa por
5 DH com a reta que passa por IC é vazia.

\ 4 N&o da pra fazer um plano pois HD N CA =
' ?

Equipe B

(X) colineares () coplanares

Equipe C H, D, C estdo no mesmo plano ou H, D, |

estdo no mesmo plano.

Fonte: Dados da pesquisa.

A Equipe A na busca por justificar a ndo coplanaridade dos pontos citados, mencionou
as diferentes combinacdes de trés elementos, dentre os pontos H, D, | e C, que formam um
plano. Verificando a nomenclatura utilizada pela equipe ao definir o plano formado pelos
pontos C, | e D, os participantes escreveram: “plano formado pela reta que contém CI e o
ponto D (Excerto Equipe A), interpreta-se, neste momento, que “CI” infere-se a notacdo de
segmento de reta e, neste caso, falta a representacédo do trago na horizontal acima das letras do
alfabeto latino em maiusculo, para entdo nomear o elemento de forma correta (7). Porém, na
definicdo do plano formado pelos pontos C, | e H, os licenciandos mencionaram: “plano
formado pela reta CI e o ponto H” (Excerto Equipe A), assim evidencia-se que a escrita de um
segmento e de uma reta sdo reportados da mesma maneira por estes participantes.

Foram quatro representacdes figurais apresentadas pela Equipe A, uma para cada

plano citado. Trés delas foram expostas na mesma perspectiva do cubo evidenciado no
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enunciado da atividade demarcando os pontos e planos requeridos. Mas 0 que chamou mais
atengdo foi a representacdo figural desenvolvida para exemplificar o plano que contém os
pontos C, | e H. Nesta a equipe mencionou que “virou o cubo” para facilitar a visualizacdo do
plano, isto €, rotacionou o cubo por um angulo de 180° tendo como eixo de rotacdo a aresta
AE, por exemplo. Evidencia-se que mesmo a Equipe A expressando e representando de forma
figural os possiveis planos a serem gerados com a combinacgéo entre trés de quatro diferentes
pontos, isto ndo explica o fato dos pontos H, D, | e C ndo gerarem um plano. A ocorréncia
disso pode ter sido consequéncia da falta de interpretacdo ou incompreensdo do enunciado da
questao.

Para justificar a ndo existéncia de um plano que contenha os pontos H, D, 1 e C, a
Equipe B se baseou no Teorema 2°! em que “Por duas retas concorrentes s e t passa um Gnico
plano”. Os participantes afirmaram: “Nao da pra fazer um plano pois HD N CA = @” (Excerto
Equipe B). No entanto, o teorema ndo garante este resultado, apenas assegura que se ha
intersecdo entre as retas, entdo estas sdo coplanares. Pois hd a possibilidade de duas retas
serem paralelas e formar um plano, ou seja, ndo ha intersecBes entre as retas mas estas sdo
coplanares (Definicéo 1°2).

Quanto a representacdo figural, os participantes da Equipe B tracaram 0s segmentos
HB e CA, mas ndo eshocaram uma representacdo para o cubo. A partir da representacio
apresentada ndo h& como verificar se estes segmentos ndo se interceptam, pois se
prolongarmos cada um deles encontraremos um ponto de interse¢do, pois ndo ha informacdes
de que estes elementos pertencem a planos distintos. Logo, é necessaria a realizacdo da
representacdo do cubo para que se possa identificar que as retas que contém o0s segmentos
mencionados s&o reversas (Definicdo 1°%), isto &, estdo localizadas em planos distintos e n&o
possuem ponto em comum.

A Equipe C afirma que os pontos H, D, | e C séo colineares, mas ndo justifica sua
conclusdo. Os participantes também ndo manifestaram que estes sdo coplanares, fato que
deveria ser trivial, tendo em vista que reconheceram que 0s pontos estariam em uma mesma
reta e esta pertence a um plano (Postulado 3°*). Quanto & justificativa da néo coplanaridade,
assim como a Equipe A, a Equipe C apenas mencionou a existéncia de planos formados por
trés dos quatro pontos citados no item 1-d. Na representacdo figural realizada pela equipe, 0s

planos HDC e HDI estdo destacados, mas observa-se que os pontos citados ndo fazem parte

%! Localizada na p. 44.
52 Localizada na p. 45.
%% Localizada na p. 45.
% Localizada na p. 42.
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de uma mesma reta como constaram os licenciandos. Assim a justificativa apresentada, bem
como, a representacdo construida, ndo explicam o fato de os pontos H, D, | e C néo
pertencerem a um mesmo plano ou a uma mesma reta.

Ao finalizar a atividade 1, percebe-se que as equipes mobilizaram apreensdes
perceptiva e discursiva ao realizar representagdes figurais e em lingua natural em todos os
itens. Evidencia-se que a Equipe A no item 1-d mobilizou a apreensdo operatoria de posi¢do
ao realizar em uma das representacdes figurais a mudanca de ponto de vista do objeto cubo.
Este fato ocorreu, provavelmente, pela necessidade de rotacdo mental do objeto para o
reconhecimento de alguma reta e/ou plano, tendo em vista a identificacdo de coplanaridade
e/ou colinearidade dos pontos.

Cabe destacar que houveram dois tipos de transformacBes cognitivas, ambas tendo
como representacdo de partida o figural e a lingua natural, uma tendo como representacéo de
chegada o figural e a outra em lingua natural, respectivamente, o desenho e a justificativa
solicitados no enunciado da atividade.

Quanto a desconstrucdo dimensional da atividade 1, esta foi realizada uma vez que o
objeto inicial é tridimensional e o questionamento da atividade estd relacionado com os
pontos pertencentes ao mesmo. Uma observacdo pertinente a ser feita € que as unidades
figurais 1D e 2D, retas e planos, ndo s&o mencionadas ou solicitadas durante o enunciado da
atividade, mas estas foram fundamentais para resolucdo dos itens propostos. Desta forma, a
desconstrucdo dimensional ocorreu do 3D a OD.

A atividade 2 da Tarefa Il explora posicGes relativas entre duas retas; uma reta e um
plano; e entre dois planos por meio de uma representacdo ndo usual do cubo, na qual os
participantes utilizaram justificativas com representacfes em lingua natural buscando uma
notacdo matematica pertinente. Nos quadros, a seguir, destaca-se que estes, além de
apresentarem 0s argumentos expostos pelos participantes, buscam exemplificar o que ocorre
entre 0s entes geometricos por meio da demarcacdo destes sobre a representacdo figural
fornecida pelo enunciado da atividade e também em uma representagédo figural que facilite a
visualizagdo dos posicionamentos entre 0s elementos indicados.

O Quadro 61 exp0e as relagOes apontas pelas equipes entre as retas EF e DC.



130

Quadro 61 — Resolugéo das equipes para o item 2-a da Tarefa Il

Posicdes relativas entre as retas EF e DC

Representacao figural fornecida Representacao figural (re)organizada

Justificativas das equipes

Equipe A Equipe B Equipe C

EF//DC, pois EF e DC ndo se
tocam, mas existe um plano que as
contém.

Paralelas, estdo contidas em planos
paralelos.

EF//DC, pois estdo em faces
opostas e na mesma direcéo.

Fonte: Dados da pesquisa.

Os participantes identificaram que as retas citadas no item 2-a sdo paralelas.
Verificando as representacfes apresentadas no Quadro 61, compreende-se que 0s académicos
n&do se apoiaram apenas na representacao fornecida pelo enunciado, pois por meio desta, iriam
identificar que as retas seriam coincidentes, fato que ndo ocorreu. Logo, pode-se constatar que
houve a mobilizacdo da apreensdo perceptiva, discursiva e operatoria de posicdo, pois foi
necessario compreender a figura e sua organizacdo, bem como rotacionar a representacdo do
cubo, para entéo identificar corretamente a posi¢do assumida pelas retas.

Em relagdo a notacdo matematica, apenas a Equipe C ndo utilizou da simbologia de
paralelismo “//” para informar a relagdo entre as retas, optando por escrever 0 termo
“Paralelas”. Na busca por justificar a posi¢do entre as retas, as Equipes A e B, de certa forma,
recorreram a Definigdo 1>°, que menciona o fato de que retas paralelas n&o possuem ponto em
comum mas estdo contidas em um mesmo plano. A Equipe A ao mencionar que as retas
pertencem a faces opostas garante que estas ndo possuem ponto em comum. E ao referir-se
que estas tém a mesma direcdo (termo mais utilizado na Geometria Analitica) garante o fato
de que ao tracar um segmento perpendicular entre as duas retas tendo como extremidades um
ponto de cada uma delas, este sempre tera 0 mesmo comprimento.

A Equipe C mencionou que as retas “estdo contidas em planos paralelos” (Excerto
Equipe C), mas somente este argumento ndo garante o paralelismo entre as retas. Pois, por

exemplo, as retas EF e CH também pertencem a planos paralelos, no entanto, ndo sdo

% Localizada na p. 45.
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paralelas entre si, e sim, reversas. A justificativa utilizada pela equipe evidencia apenas que
ndo ha ponto em comum entre as retas, assim, pela Definicdo 1°°, ainda é necesséario mostrar
que as retas estdo contidas em um mesmo plano. Este caso também ocorreu com 0s
participantes do estudo de Muraca (2011) comentada na Sec¢édo 2.2.2 desta pesquisa.

No Quadro 62 apresenta-se as justificativas elaboradas pelas equipes referente a
posicao relativa entre as retas AE e AD.

Quadro 62 — Resolucéo das equipes para o item 2-b da Tarefa Il

PosicOes relativas entre as retas AE e AD

Representacao figural fornecida Representacao figural (re)organizada

Justificativas das equipes

Equipe A Equipe B Equipe C
— e . . AE 1 AD, perpendiculares, pois Concorrentes, estdo no mesmo
AE L AD, pois a INtersecao entre as | oo olas forma-se um angulo reto, | plano e se interceptam formando
duas retas forma 90°. 3 um plano que 0s contém. angulo de 90°.

Fonte: Dados da pesquisa.

Os participantes da pesquisa constataram o fato de haver a intersecéo entre as retas AE
e AD e o angulo de 90° formado entre elas. As duas representaces figurais exibidas no
Quadro 62 levam a concluir que as retas citadas possuem um ponto em comum, assim como a
nomenclatura utilizada para identificar as retas, pois ambas contém o ponto A. Mas pode-se
ainda definir que estas séo retas perpendiculares por meio da interpretacdo das representacdes,
compreendendo que os elementos mencionados contém, cada um, uma arestas do cubo e/ou
rotacionando o objeto de modo a identificar o angulo reto formado entre retas. Logo,
mobiliza-se as apreensdes perceptiva, discursiva e operatoria de posicao.

As Equipes A e B optaram por utilizar a simbologia de perpendicularidade “1”, ja a
Equipe C mencionou que as retas sdo concorrentes e apenas em sua justificativa comentou

sobre o éangulo reto formado pelos elementos mencionados. Quanto aos argumentos

% Localizada na p. 45.
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apresentados, todas as equipes indicaram o angulo de 90° e a intersecdo e/ou a coplanaridade
das retas, 0 que garante que estas sdo concorrentes e perpendiculares.
Apresenta-se a seguir (Quadro 63) as justificativas fornecidas pelos licenciandos

referentes a posicdo entre as retas HD e FG.

Quadro 63 — Resolugéo das equipes para o item 2-c da Tarefa Il

Posices relativas entre as retas HD e FG

Representacao figural fornecida

Representacao figural (re)organizada

1
- 2H

Ty,

ey
”"'q, N
gy

- A

5)

Justificativas das equipes

Equipe A

Equipe B

Equipe C

HD | FG, pois estdo em faces
opostas, mas em diregdes
diferentes.

Reversas (ortogonais), pois ndo
existe um plano que as contém.

Reversas (ortogonais), sdo retas
paralelas que ndo se interceptam
mas forma um angulo de 90°.

Fonte: Dados da pesquisa.

As equipes observaram que as retas HD e FG sdo ortogonais, o que leva a identificar
que, assim como nos itens anteriores desta atividade, foi necessario utilizar outra perspectiva
da representacdo figural além da apresentada pelo enunciado da questdo. Pois recorrendo a
figura inicial, verifica-se que as retas seriam concorrentes, fato que nao ocorre, pois 0s pontos
D e F néo s&o coincidentes.

Apenas a Equipe A utilizou o simbolo para ortogonalidade “ | ”, mas cabe destacar
que estes participantes discutiram essa ideia com a pesquisadora. Ja as outras equipes apenas
mencionaram que as retas sdo reversas/ortogonais. Na tentativa por justificar a posigéo entre
as retas, a Equipe A mencionou que estas estdo em faces opostas, logo ndo possuem pontos
em comum e que HD e FG possuem direcOes diferentes, o que ndo garante que as retas
formam um angulo reto, pode-se afirmar apenas que elas ndo sdo paralelas entre si. A Equipe
B somente apontou que as retas ndo sdo coplanares, logo sdo reversas, mas, como a Equipe A,

0 caso da ortogonalidade também néo foi argumentado.
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A Equipe C indicou em sua justificativa que as retas HD e FG sdo paralelas pelo
motivo de ndo se interceptarem, mas que estas formam um angulo reto. Destaca-se que ndo ha
como ocorrer 0 caso mencionado. A equipe na busca por fundamentar que as retas ndo
possuem ponto em comum apresentou apenas o resultado de quando se esta na dimenséo 2,
pois ao se abordar o tridimensional ha a possibilidade destas serem reversas, caso que foi
afirmado pela equipe.

No Quadro 64 estdo apresentados os argumentos mobilizados pelos participantes para

justificar a posicao entre as retas AE e DF.

Quadro 64 — Resolucéo das equipes para o item 2-d da Tarefa Il

Posicdes relativas entre as retas AE e DF

Representacao figural fornecida Representacéo figural (re)organizada

E

Justificativas das equipes

Equipe A Equipe B Equipe C
ACLDt F, pois estao erp(}‘aces Reversas. andloqo a 2-c Paralelas, estdo em plano distintos
0pos asa?e{’lrzggssen 1d0s ' 9 ' e ndo formam angulo de 90°.

Fonte: Dados da pesquisa.

A partir da representacdo figural fornecida pelo enunciado da atividade os pontos D e
F estdo sobrepostos, podendo levar ao entendimento de que sdo pontos coincidentes. Esta
representacdo pode ter influenciado a Equipe C a pensar que as retas mencionadas fossem
paralelas, assim como, motivar a argumentacdo da Equipe A, que classificou estas como
ortogonais, tendo em vista a simbologia utilizada.

A Equipe B identificou de forma correta a posicdo entre as retas AE e DF, reversas.
No entanto, para se obter esta compreensdo a partir de uma representagdo figural, era
necessario realizar a mudanca de perspectiva da figura apresentada no enunciado. Assim,
pode-se determinar que as apreensdes perceptiva e discursiva foram mobilizadas por todas as

equipes, mas como somente a Equipe B reconheceu a posi¢do correta, pode-se afirmar que




134

esta utilizou da apreensao operatdria de posicao, rotacionando o objeto de modo a verificar a
relagéo entre as retas.

Analisando a justificativa da Equipe A verifica-se que esta obteve dificuldade em
visualizar as retas AE e DF, pois além da classificacdo da posicdo entre as retas estar
equivocada, mencionou que estas estdo em face opostas do cubo, sendo que a reta DF ndo
pertencem a nenhuma face do objeto. J& a Equipe C informou que as retas citadas seriam
paralelas, porém, argumentou que estas estariam em planos distintos, sendo que pela
Definicdo 1°’, retas paralelas estdo contidas em um mesmo plano.

O Quadro 65 expde os argumentos dos licenciandos quanto a posicao relativa entre a
reta HD e o plano EFG.

Quadro 65 — Resolucéo das equipes para o item 2-e da Tarefa Il

Posices relativas entre a reta HD e o plano formado pelos pontos E, F e G

Representacao figural fornecida Representacao figural (re)organizada

Justificativas das equipes

Equipe A Equipe B Equipe C

HD ] «, secante, pois apenas um Secante a0 plano. Reta secante ao plano, intercepta o
ponto da reta intercepta o plano. plano.

Fonte: Dados da pesquisa.

A partir do item 2-e, 0s académicos comegam a Se questionar sobre a posicdo dos
pontos D e F, em relacdo a qual viria primeiro na representacdo dada no enunciado. A partir
deste caso, pode-se afirmar que os participantes ndo reconhecem uma ordem para a nomeagao
dos vértices do cubo. Apos deixar que estes discutissem sobre a organizagdo dos pontos foi
exposto pela pesquisadora a ordem adotada, que é a mesma utilizada pelas obras de nivel

superior e livros didaticos.

%" Localizada na p. 45.
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A representacdo figural exposta no enunciado da atividade gera a possibilidade de
apontar que a reta HD esta contida no plano EFG. Sendo assim, para classificar de forma
correta 0 posicionamento dos elementos, € necessario mudar a perspectiva da representacdo
figural e entdo identificar que apenas um ponto da reta HD pertence ao plano EFG.

A Equipe A ainda foi além na classificagdo, indicando que os elementos mencionados
sdo perpendiculares entre sim, por meio da simbologia matematica “]”. No entanto, apenas
argumentou sobre o fato da reta e o plano serem secantes pelo motivo da reta interceptar o
plano em apenas um ponto. A Equipe B somente expds que a reta e plano sdo secante e a
Equipe C explanou que a reta intercepta o plano, sem informar o elemento no qual ocorre tal
interseccdo.

As justificativas elaboradas pelas equipes quanto a posicao relativa entre a reta BG e 0
plano CGF estdo descritas no Quadro 66.

Quadro 66 — Resolucéo das equipes para o item 2-f da Tarefa Il

Posicdes relativas entre a reta BG e o plano formado pelos pontos C, Ge F

Representacio figural fornecida Representacéo figural (re)organizada
H :

£
L

fl

E "G

A C

J/B

Justificativas das equipes

Equipe A

Equipe B

Equipe C

BG c a, pois todos os pontos de
BG estdo contidos no plano.

BG c CGP, pois os pontos Be G
que estdo na reta estdo no plano
também.

Secante ao plano, a reta intercepta
o plano.

Fonte: Dados da pesquisa.

Na tentativa de classificar a posicdo da reta BG e o plano CGF, por meio da
representacéo figural expressa no enunciado da atividade, pode surgir a ideia de que somente
uma parte da reta esta contida no plano, caso este seja limitado pelos segmentos que
determinam a face BCGF. Entretanto, um plano € infinito, bem como uma reta, sendo assim,
ou a reta esta totalmente contida no plano ou estes possuem apenas um, ou nenhum, ponto em

comum.
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Para uma melhor compreensdo da posicdo entre a reta e o plano é necessario mudar a
perspectiva do cubo para que se possa reconhecer que a reta BG esta contida no plano CGF,
assim como classificaram as Equipes A e B com o0 auxilio da simbologia de contido “c”. A
Equipe A mencionou que todos os pontos da reta estdo contidos no plano. Ja a Equipe B
utilizou o resultado do Postulado 6 que se dois pontos da reta fazem parte do plano ent&o a
reta esta contida no plano.

A Equipe C se equivocou ao classificar a reta e o plano como secantes. Este caso pode
ter sido influenciado pela representacdo figural exposta no enunciado, por aspectos
conceituais e/ou pela forma de nomear a reta e o plano, pois ambos fazem referéncia a letra G,
tendo assim um ponto em comum que pode ter sido a intersecdo avaliada pela equipe.

No Quadro 67 estdo dispostos os argumentos utilizados pelos participantes ao buscar
definir a posigéo relativa entre os planos ABF e BCD.

Quadro 67 — Resolucéo das equipes para o item 2-g da Tarefa Il

Posicao relativa entre os planos formados pelos pontos A, B, Fe B, C, D

Representacao figural fornecida Representacao figural (re)organizada

H

Justificativas das equipes

Equipe A Equipe B Equipe C
Secantes, pois 0s planos se Secantes, pois forma um angulo
interceptam em uma Unica reta. reto, e sua intersecdo € uma reta Secantes, 0s planos se interceptam.
AB.

Fonte: Dados da pesquisa.

Utilizando a representacdo figural apresentada no enunciado da atividade 2 para
classificar a posicao relativas entre os planos ABF e BCD estes se sobrepdem, logo seriam
coincidentes. Mas, ao mudar a perspectiva do objeto verifica-se que cada plano contém faces

distintas do cubo. Assim, ja determina-se que estes ndo sdo coincidentes. Restando apenas a

%8 Localizada na p. 43.
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possibilidade de serem paralelos, secantes e/ou perpendiculares. As equipes o classificaram
como secantes, o0 que leva a pensar que estas mobilizaram a apreensdo operatdria de posicao.

Os participantes justificaram sua classificacdo afirmando que ha intersecdo entre os
planos e as Equipes A e B ainda apontaram que esta gera uma reta. Destaca-se que a descricdo
realizada pela Equipe B, que ao argumentar sobre a posi¢do dos planos, informou que estes
sdo secantes pelo fato de gerar um angulo reto. Ressalta-se que para dois planos sejam
secantes € necessario e suficiente haver intersecdo entre eles, sem nenhuma restricdo ao
angulo formado entre esses elementos.

Quanto a posicdo relativa entre os planos ABE e CDH, as justificativas apresentadas

pelas equipes estdo expostas no Quadro 68.

Quadro 68 — Resolucdo das equipes para o item 2-h da Tarefa Il

Posicao relativa entre os planos formados pelos pontos A,B,Ee C,D, H

Representacao figural fornecida Representacao figural (re)organizada

Justificativas das equipes

Equipe A Equipe B Equipe C

a//B, pois ndo ha pontos em Paralelos, s&o planos paralelos, ndo
comum entre os planos. se interceptam.

Paralelos, pois a intersecao é vazia.

Fonte: Dados da pesquisa.

Questionados sobre a posic¢do existente entre os planos ABE e CDH os participantes os
classificaram como paralelos entre si. Logo, identifica-se que houve uma mudanca de
perspectiva para que houvesse este reconhecimento, pois se os planos fossem demarcados na
representacédo figural apresentada no enunciado da atividade, estes seriam coincidente, ou, se
demarcadas apenas as faces contidas nos planos, estes teriam um ponto em comum (caso
impossivel de ocorrer entre planos). Apenas a Equipe A utilizou a simbologia de paralelismo

“//”. As justificativas expostas foram semelhantes, baseando-se na ideia de ndo haver pontos
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em comum entre os planos citados. Assim, pode-se compreender que o resultado do Teorema
10* foi mobilizado.

Apos finalizar a atividade 2, a pesquisadora questionou 0s participantes sobre a
facilidade/dificuldade em visualizar os entes geométricos solicitados durante a atividade na
representacdo figural fornecida. As equipes mencionaram que ndo era mais dificil de
visualizar do que em uma representagdo usual do cubo, mas que era mais “chato”, pois 0
reconhecimento das posicdes obtidas ndo era tdo explicito e este requeria uma analise mais
rigorosa. Ao verificar os protocolos dos participantes, percebeu-se alguns erros de
classificagdo quanto as posicdes solicitadas, isto pode ter sido ocasionado pela representagéo
figural dada.

Na atividade 3 os participantes realizaram a construcdo de um cubo no software
GeoGebra 3D e a descri¢do dos passos adotados para a mesma no protocolo de registro. As
equipes optaram por comegar a construcdo definindo o comprimento da aresta do cubo a
partir de uma de suas faces. Para isto, ao se tratar de uma figura plana, na Janela de
Visualizacdo 2D disponibilizada pelo GeoGebra, as Equipes A e B construiram primeiro um
triangulo equilatero por meio segmentos, circunferéncias e intersecdes e estabeleceram que a
altura deste tridngulo seria o lado da face do cubo. No Quadro 69 apresenta-se a construgédo

realizada pelas equipes.

Quadro 69 — Construcéo das equipes referente ao lado do quadrado

Equipe A Equipe B Equipe C

Fonte: Dados da pesquisa.

A Equipe C, em um primeiro momento, buscou iniciar a construcéo da face do cubo na

janela de visualizagdo 3D, encontrando algumas dificuldades optou por recorrer ao 2D. Os

% Localizada na p. 47.
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participantes desta equipe utilizaram dos mesmos recursos que as Equipes A e B, mas
definiram o comprimento da aresta do cubo como sendo o raio da circunferéncia utilizada.
Assim, a partir da definicdo do comprimento do lado os académicos finalizaram a
construcdo de uma das faces do objeto (Quadro 70), por meio de circunferéncias tendo como
raio o comprimento definido anteriormente para o lado. Desta forma, a partir das construgdes
apresentadas para uma das faces do cubo, entende-se que os participantes compreendem que
ao menos uma das faces é um quadrado e que este possui lados congruentes, paralelos dois a

dois e por consequéncia angulos retos.

Quadro 70 — Construcdo das equipes referente ao quadrado®

Equipe A Equipe B Equipe C

\
(N,
A

Fonte: Dados da pesquisa.

7S
Vi

Construida a primeira face do cubo, os licenciandos partiram para a janela de
visualizacdo 3D. Cabe destacar que todos os elementos contido na janela de visualizagdo 2D
sdo representados de forma automatica na outra janela. A proxima etapa realizada pelos
participantes teve o intuito de organizar as outras faces do cubo. Assim, estes construiram
retas perpendiculares a face ja existente, em que estas interceptassem os vértices do quadrado.
Todas as equipes realizaram este procedimento com o0 auxilio da ferramenta “Reta
perpendicular”, selecionando cada um dos vértices e o plano xOy, plano em que foi
construida a primeira face.

As Equipes A e B ainda criaram os planos perpendiculares a face do cubo ja
organizada, em que a intersecdo entre o plano e a face era o lado do quadrado. A Equipe A
também determinou a reta que passa por uma das diagonais do quadrado. Sublinha-se que

estas construcdes ndo foram determinantes para a organizacao final do cubo.

%0 Os quadrados foram demarcados pela pesquisadora.
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Na sequéncia, os participantes se preocuparam em definir a “altura” do cubo de modo
que esta tivesse 0 mesmo comprimento da aresta da face j& criada e que, posteriormente, ao
movimentar o objeto, este preservasse suas caracteristicas. Esta foi a etapa da atividade que
demandou mais tempo e dialogo entre os licenciandos.

As Equipes A e C utilizaram uma ideia anéloga a construgdo da primeira face, ou seja,
mobilizaram circunferéncias com raio de medida igual ao lado do quadrado ja formado e suas
intersecbes com as retas perpendiculares a face. Para tanto, a Equipe C empregou a
ferramenta “Circulo dados eixo ¢ um de seus pontos” disponibilizada pelo software ao se
trabalhar na janela de visualizagdo 3D, assim selecionando cada uma das retas/segmentos
pertencentes aos lados do quadrado e um de seus vértices. Sublinha-se que para realizacdo
desta etapa a equipe precisou do auxilio da pesquisadora na manipulacdo da ferramenta
selecionada.

A Equipe A néo conseguiu fazer o uso da mesma ferramenta utilizada pela Equipe C
de forma correta. Entretanto, ndo solicitou ajuda a pesquisadora e optou por construir as
circunferéncias por meio do campo de entrada, no qual inseriu o comando “Circulo( <Ponto>,
<Raio>, <Dire¢ao> )”. Sendo assim, as Equipes A e C definiram que a “altura” do cubo séo
0S segmentos em que um de seus extremos é o vértice da primeira face criada e o outro é o
ponto de intersecdo entre a circunferéncia e a reta perpendicular ao quadrado contido no plano
xOy. No Quadro 71 estdo apresentadas as construcdes que visam determinar o lado das

arestas laterais do cubo.

Quadro 71 — Construcéo das equipes referente a altura do quadrado

Equipe A Equipe B Equipe C

\

@
\
\

\

VA /
__--____’},:___

Fonte: Dados da pesquisa.

A Equipe B utilizou a ferramenta “Esfera dados centro e um de seus pontos” para
determinar o lado das faces perpendiculares ao quadrado ja organizado. Os participantes

construiram uma esfera, tendo como centro e um de seus pontos dois vértices da face inicial.
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Desta forma, estabeleceram que um dos pontos de intersecdo entre a esfera e a reta
perpendicular ao quadrado que contém o centro da esfera é uma das extremidades do
segmento que determina o comprimento da aresta do cubo juntamente com o ponto central do
objeto criado.

A partir da estruturacdo das arestas que determinam a “altura” do cubo, as equipes
construiram retas paralelas e/ou perpendiculares de modo a elaborar a face superior do objeto.
Destaca-se que a organizacao final realizada pelas equipes respeitou as propriedades do cubo,
isto é, a0 manipular a representacédo figural dindmica do solido construido, este ndo perde suas
caracteristicas.

A representacdo elaborada pelas equipes esta disposta no Quadro 72. Evidencia-se que
a Equipe A e C destacaram arestas e vértices contidos no cubo, ja a Equipe C destacou 0s
planos que contém cada uma das faces do sélido, assim como, as retas que contém cada uma
das arestas do objeto. E necessario mencionar que faltou a demarcacéo dos poligonos, ou seja,
as faces do cubo, compreendendo que estas ndo sdo formadas apenas por segmentos de reta,

pois também possuem uma area interna.

Quadro 72 — Construcédo das equipes referente ao cubo

Equipe A Equipe B Equipe C

Fonte: Dados da pesquisa.

Quanto a descricdo da construgdo realizada pelas equipes, esta foi verificada
juntamente com a descri¢do de construcdo fornecida pelo software GeoGebra (Apéndice H).
Sublinha-se que nenhuma das equipes recorreu ao “Protocolo de Construgdo”, ferramenta
disponibilizada pelo software, para elaborar sua descri¢do. A Equipe A foi a que apresentou
de maneira mais coesa sua construcdo, elencando elementos de forma nomeada, ferramentas e
processos utilizados. As Equipes B e C, provavelmente, na tentativa de descrever de modo

mais sucinto a construcdo do objeto, apontaram apenas, em parte, as acOes realizadas sem
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citar a denominacdo dos elementos, o que dificulta a compreensdo dos procedimentos
adotados.

Como ja mencionado na analise da atividade 2 da Tarefa I, a descricdo de um objeto
deve possibilitar seu entendimento apenas por meio da representacdo em lingua natural
fornecida. No entanto, caso fosse adotada alguma das descri¢cfes apresentadas pelos
participantes de modo a reproduzi-la, dificilmente se conseguiria representar um cubo
seguindo apenas as instruces relatadas. A vista disso, tem-se que o objetivo da atividade foi
atingido em parte, pois a representacdo figural dindmica foi executada de forma correta
mantendo as propriedades do cubo, ja a representacdo em lingua natural requerida ndo foi
realizada de forma adequada.

Na atividade 4, os participantes deveriam interpretar seus roteiros de construcao
referentes ao cubo da atividade anterior, evidenciando o que haviam priorizado no momento
de definir a acdo, isto é, com o que se preocuparam para manter as propriedades do sélido. As

explicacOes apresentadas pelas equipes estdo dispostas no Quadro 73.

Quadro 73 — Resolucéo das equipes para a atividade 3 da Tarefa Il

Participantes Interpretacdo da construcdo
Levamos em conta, inicialmente, as retas perpendiculares para em seguida marcar 0s
Equipe A pontos e definir o tamanho da aresta do cubo. Isso foi levado em conta tanto no 2D quanto
no 3D.

Criar dois pontos no plano, tracar uma reta pelos dois pontos. Utilizar o compasso para
criar um tridngulo equilatero. A partir dos pontos iniciais, utilizando a reta tracamos o
ponto médio dos pontos e o terceiro vértice ao triangulo equilatero.

Repetindo o processo obtemos o quadrado no 3D.

Usando a esfera com centro em um ponto do quadrado e o raio vai ser o lado do quadrado.
Tragamos retas paralelas ao plano, fazemos o plano fechar o cubo.

Primeiro tentamos fazer no espaco e depois com dicas vimos que primeiramente tinhamos
Equipe C que formar um segmento e depois teriamos que usar o compasso. Logo depois com dicas
de novo levamos ele ao 3D.

Equipe B

Fonte: Dados da pesquisa.

A Equipe A, ao interpretar seu roteiro, mencionou somente a preocupagdo com as retas
perpendiculares e com o comprimento da aresta do cubo. Se as retas perpendiculares criadas
forem organizadas de trés a trés, de modo a conter todas as arestas do cubo, ndo é necessario
verificar o paralelismo que ocorre entre algumas arestas especificas. Como a equipe relatou o
cuidado para manter as arestas do cubo com 0 mesmo comprimento esta agdo também garante
que as faces sdo congruentes. Assim, e possivel perceber que priorizando de forma correta

apenas duas caracteristicas € viavel organizar um cubo.
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Os académicos da Equipe B em suas interpretacdes reorganizaram a escrita referente a
descricdo do cubo da atividade 3. A Equipe C mencionou sua dificuldade inicial, em que
buscou comecar a construcdo do cubo na janela de visualizacdo 3D do software, e citou

algumas das ferramentas utilizadas (segmento e compasso) sem identificar qual a finalidade.

5.2.3 Tarefa lll

No terceiro encontro ocorreu 0 desenvolvimento das atividades organizadas para a
Tarefa 111. Estas foram realizadas por cinco académicos, isto é, as Equipes B e C ficaram
desfalcadas, cada uma com um integrante a menos.

A atividade 1 esta relacionada com a exploracdo do material manipulavel (Figura 13,
Secdo 5.1), o qual cada participante da pesquisa recebeu as quatro pecas do objeto e a cada
equipe foi entregue a primeira parte da atividade (item 1-a). Nesta etapa, 0os académicos
manipularam as pecas com o objetivo de organizar o cubo. Um dos integrantes da Equipe A
realizou a organizacdo do objeto de forma bastante rapida e ao finalizar a disposi¢édo do cubo
mencionou que ja havia tido contato com este material em eventos da area. Os outros
participantes demandaram um pouco mais de tempo para finalizar a disposi¢do das pegas.
Primeiramente, utilizaram o método de tentativa e erro, apos estes buscaram relacGes para
obter a composi¢éao do cubo.

No item 1-a foi solicitado a mencdo das estratégias utilizadas para a estruturacdo do

objeto. As respostas dos participantes estdo dispostas no Quadro 74.

Quadro 74 — Resolucéo das equipes para o item 1-a da Tarefa Ill

Participantes Descricdo das estratégias realizadas para montar o cubo

Inicialmente encaixamos duas pecas a fim de formar um lado do cubo. E depois viramos as
pecas para ter o outro lado, ou seja, refletimos.

Equipe B Primeiro fiz um lado do quadrado com duas pegas depois andlogo para o outro.
Observamos a posi¢do de duas pegas que seria possivel encaixa-las, entdo formou-se o
primeiro lado do cubo. E consequentemente a metade do cubo. Logo apds por tentativas
rotacionou-se as peg¢as a fim de que elas se encaixassem para formar a outra metade do
cubo.

Equipe A

Equipe C

Fonte: Dados da pesquisa.

A Equipe A ao mencionar “lado do cubo” refere-se a aresta deste objeto, tendo em
vista as agdes realizadas por estes académicos, em que definiram uma das arestas e apds

tentaram buscar por outra congruente. A acdo de refletir foi utilizada apo6s os participantes
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encaixarem duas pegas de forma correta. Estes utilizaram as outras duas com 0 mesmo
encaixe sendo que estas sofreram uma rotagéo de 180° em relacdo ao plano base, neste caso, a
mesa utilizada para apoiar as pecas.

A Equipe B optou por determinar qual seria a face do cubo, isto foi observado durante
a execucdo da organizacdo do objeto. Nesta equipe ocorreu um equivoco na nomenclatura dos
elementos do cubo, isto €, utilizou-se o termo “lado” para se referir & face do cubo. Apesar de
ndo mencionar a reflexdo ou rotacao das pecas foi este o passo realizado para compor o sélido
solicitado.

Identificando que as pegas eram prismas, a Equipe C, procurou estruturar o cubo a
partir do comprimento de suas arestas, que foram tomadas a partir da altura do prisma. Ap6s
unir duas pecas que formaram outras duas arestas deste sdlido geométrico, reconheceram que
aquelas também formavam a metade do cubo. Por meio de tentativas e erros buscaram 0s
encaixes das outras duas pecas.

No segundo momento da atividade, o item 1-a foi recolhido dos participantes e ap6s
entregue o item 1-b. Neste menciona-se algumas relacGes que poderiam ter sido utilizadas
para a composicao do cubo por meio das pecas e solicitado aos licenciados que os ordenassem
por prioridade, sendo (1) mais importante e (4) menos importante (Quadro 75), isto é,
posteriormente ao contato com o material, deveriam identificar qual era a melhor estratégia ao

se organizar as pegas.

Quadro 75 — Resolucéo das equipes para o item 1-b da Tarefa Ill

Participantes Equipe A Equipe B Equipe C
Medidas dos &ngulos 4 1 3
Medida das arestas 3 3 1
Simetria das pecas 1 2 2
Reflex&o 2 - -

Fonte: Dados da pesquisa.

Considerando os dados apresentados no Quadro 75, a Equipe A mencionou que a
simetria existente entre as pecas e a atividade de reflex&o (citada pelos integrantes da equipe
na categoria “Outros”) S0 as mais importantes para a concluséo da organizagéo do cubo.
Destaca-se que esta equipe ndo considerou como prioridade a primeira composicéo realizada,
a aresta do objeto.

A Equipe B demarcou que a medida dos angulos seria 0 mais relevante ao se elaborar

0 cubo, ndo condizendo com a sua estratégia, na qual construiu primeiramente a face do
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solido. Ou esta informac&o apenas foi omitida na descri¢do do uso das estratégicas no item 1-
a, pois para organizar as faces é necessario se deter aos angulos e/ou arestas. A Equipe C
referiu-se a medida das arestas, bem como a simetria das pecas, estratégias mencionadas por
estes participantes no item anterior.

O movimento realizado na atividade 1 desta tarefa foi 0 de compor o cubo a partir de
objetos 3D. Logo, foi necessario a partir de dados objetos buscar nestes perceber as possiveis
caracteristicas/propriedades para se organizar um cubo. A atividade 2 apresenta este mesmo
movimento, apenas de forma inversa, isto é, parte-se de um cubo e secciona-o em diferentes
partes de mesmo tamanho. O enunciado da atividade descreve no registro em lingua natural
um paralelepipedo reto que possui a medida de suas arestas iguais, logo este é um cubo, e
informa as posic¢des dos planos que dividem este objeto em diferentes partes que resultam em
cubos menores. Estes dois movimentos estdo relacionados a apreensdo operatoria
mereoldgica, que aborda uma figura inicial que sofre um processo de divisdo em partes de
mesma dimens&o.

O item 2-a da atividade solicita a representacdo figural do cubo demarcado pelas
seccOes existentes, bem como a nomeacdo dos planos das faces e das seccdes. Neste
momento, os licenciandos reconheceram que o objeto inicial seria o cubo, porém néo
conseguiram identificar onde iriam ocorrer os “cortes” realizados pelos planos mencionados.
Assim, pode-se dizer que os académicos apresentaram dificuldades na organizacdo mental do
objeto que foi descrito.

Prevendo este obstaculo, optou-se em recorrer a0 Material Dourado®, considerando
que este possibilita uma organizacgdo concreta do cubo e suas parti¢des, tendo em vista que as
divisbes realizadas no objeto inicial sdo cubos de menor unidade. Assim, foram
disponibilizadas aos participantes as pecas do material que representam uma unidade, no
intuito que as equipes 0s organizassem e reconhecessem as subdivisdes do objeto descrito.

Destaca-se que as equipes construiram o cubo com o registro material e o utilizaram
para a resolucdo dos outros itens da atividade. A partir desta organizacdo, os licenciandos
verificaram as relagOes entre os planos e o cubo de modo a elaborarem sua representagéo
figural exposta no Quadro 76. Salienta-se estas foram representadas semelhante a forma usual
do cubo e que os sujeitos demarcaram as reparticdes mencionadas no enunciado, mas nédo

nomearam 0s planos que realizam esta acdo. A necessidade do uso do material manipulavel

81 Material manipulavel geralmente utilizado para relagdes aritméticas, composto por pegas que representam
unidade, centena, dezena e milhar, em que a unidade é representada por um cubo.
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revelou a complexidade na descricdo em lingua natural das secgdes realizadas no objeto a
partir de posicoes relativas entre planos e o cubo.

Quadro 76 — Resolucéo das equipes para o item 2-a da Tarefa Ill

Equipe A Equipe B Equipe C
D S - ¥ ——

&

| o.

! L o g

Fonte: Dados da pesquisa.

O item 2-b solicita a descricdo das relacdes existentes entre os planos que seccionam o
objeto inicial (Quadro 77). A Equipe A mencionou nove planos paralelos trés a trés e ao
mesmo tempo perpendiculares trés a trés, estas duas condic¢des sdo suficientes para descrever
o fato ocorrido entre estes elementos. Caso citassem apenas a primeira condi¢do, a disposicédo
dos planos poderia ser realizada na dimensdo 2D, é a segunda condicdo que impde o

tridimensional na organizacdo da posicéo entre os planos.

Quadro 77 — Resolucéo das equipes para o item 2-b da Tarefa Ill

Participantes Identificacdo e descri¢do dos planos das se¢des do cubo
Equipe A 9 plano paralelos 3 a 3 e perpendiculares 3 a 3.
Equipe B N4o realizou a atividade.
Cortou-se a primeira face com 3 cortes originando 3 planos paralelos entre si. Ap6s foram
Equipe C feitos mais 3 cortes paralelos entre si na face perpendicular a primeira cortada, originando
mais 3 planos. Finalmente foram feitos mais 3 cortes na terceira face.

Fonte: Dados da pesquisa.

J& a Equipe C relatou esta atividade a partir do processo de organizacdo dos recortes
do objeto, mencionando-o0s por meio dos planos das secgdes e as faces do cubo. Os “cortes”
realizados nas faces sdo indicados como paralelos entre si, mas ndo é citado que estes sdo
paralelos ao lado do quadrado que forma a face mencionada a cada momento. Logo, a
descricdo realizada gera outros recortes no objeto, diferentes dos que foram estabelecidos no

enunciado. Como o item 1-b solicita a posicao relativa entre os planos que formam as seccdes,
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esta descricdo ndo esta equivocada. Se atendo apenas aos planos indicados, a equipe deveria
mencionar que a “terceira face” ¢ paralela a primeira e perpendicular a segunda descrita
gerando os nove planos evidenciados. A Equipe B ndo realizou este item da atividade 2. Esta
situacdo, assim como em outros momentos, pode ter sido ocasionada pelo participante estar
sozinho na realizagéo da Tarefa Il1.

Tendo em vista que houveram particdes no cubo, no item 1-c, 0s participantes
mencionaram a quantidade de pecas que compdem o objeto inicial e suas caracteristicas
(Quadro 78). As equipes identificaram o nimero correto de partes que o solido geométrico
descrito foi dividido. Como estas organizaram a representacdo do cubo e suas particdes com o
auxilio do material manipulavel, foi possivel obter esta informacdo contabilizando as
unidades cubicas que utilizaram para construir o cubo. Ou, bem como, sabendo gque haviam
trés particGes por aresta e que estas tinham a mesma distancia entre si e entre as extremidades,
gerando, assim, quatro unidades congruentes, e tendo que as arestas possuem 0 Mesmo
comprimento, empregando a ideia de volume (4-4-4), resultaria nas 64 pecas que compdem 0

cubo inicial.

Quadro 78 — Resolucdo das equipes para o item 2-c da Tarefa Ill

Participantes Quantidade de partes do sélido Caracteristicas das partes do so6lido
- medida da aresta é igual para todas as partes
Equipe A Ficou dividido em 64 partes - todos os angulos sdo 90°
-todas as partes possuem faces paralelas 2 a 2
Equipe B 64 partes ficou dividido o sélido N&o respondeu ao questionamento.
Equipe C 64 partes Areas iguais, volumes iguais

Fonte: Dados da pesquisa.

Quanto as caracteristicas mencionadas para as partes do sélido, a Equipe A referiu-se
as arestas congruentes, aos angulos retos e as faces paralelas combinadas duas a duas e a
Equipe C citou aspectos metricos, isto é, area e volume. Ambas informagdes estdo corretas,
porém percebe-se que a Equipe A descreveu propriedades de um cubo, logo constata-se que
os participantes identificaram o formato das pecas.

O enunciado da atividade 2 informa que o objeto esta coberto com papel, nos itens de
1-d a 1-g, questiona-se quanto as faces cobertas das pe¢as que compdem o cubo. O Quadro 79
expde a caracteristica das pecas, as quantidades informadas pelos licenciados, bem como os

argumentos mobilizados para tal ocorréncia.
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Quadro 79 — Resolucgéo das equipes para o item 2-d, 2-e, 2-f e 2-g da Tarefa Ill

Pecas do C?Jlt’)tlmpantes Equipe A Equipe B Equipe C
8, retiramos 2 faces
N&0 possuem paralelas, depois as 2 _
colunas restantes 8, pois encontram-se no
nenhuma face . 4 partes
coberta perpengjlgulares a elas e centro.
por dltimo as faces
restantes da base.
24, os cubos centrais de
Possuem apenas uma | cada face, pois somente N&o respondeu ao 24, as Unicas do centro de
face coberta uma das faces esta fora do guestionamento. cada face.
cubo.
12, as pecas centrais de
Possuem exatamente cad~a aresta, pois como ~ x x
apenas duas faces estdo no centro da Nao rgspondeu ao 22, sao as que estdo nas
cobertas coluna/llrlha 4_ de_ suas guestionamento. laterais.
faces estdo no interior do
cubo.
8, as pecas da
extremidades das
Possuem trés faces linhas/colunas, pois Né&o rgspondeu ao 8, pois s30 0s cantos.
cobertas somente 3 faces estdo questionamento.
voltadas para o centro do
cubo.

Fonte: Dados da pesquisa.

Em relacdo as pecas que ndo possuem nenhuma de suas faces cobertas com o papel, os
participantes das Equipes A e C mencionaram a quantidade oito. E possivel notar que a
Equipe C, diante da resposta fornecida, interpretou de forma correta o posicionamento das
pecas. No entanto, na justificativa apresentada apenas mencionou que estas estdo dispostas no
centro do solido, o que ndo explica de uma forma direta a quantidade de pecas que possuem
tal caracteristica.

A justificativa dada pela Equipe A foi elaborada conforme as acbes realizadas com o
material dourado como indica a organizacdo apresentada no Quadro 80. Neste foram
realizadas algumas alteragfes quanto a escrita dos participantes de modo a ficar claro os
processos realizados. A Equipe B citou a quantidade quatro e ndo argumentou sobre este fato.
Sendo assim, ndo foi possivel verificar de que forma foi pensada esta quantidade, bem como o

processo utilizado.
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Quadro 80 — Representacéo figural do item 2-d para a resolucdo apresentada pela Equipe A

Depois as 2 colunas
Retiramos 2 faces paralelas restantes “paralelas” a
elas (de cada face)

Por Gltimo as faces

restantes das “bases” 8 pecas

Fonte: Dados da pesquisa.

Quanto as pecas que possuem apenas uma de suas faces cobertas, a Equipe A explicou
que estas fazem parte do centro da face do objeto descrito no enunciado da atividade, isto é,
ndo pertencem as bordas do cubo inicial. Este argumento tambem foi utilizado pela Equipe C.
A Equipe A, ainda, mencionou que sdo estas pegas, pois possuem somente uma de suas faces
“fora do cubo” inicial.

Para as pecas que possuem apenas duas faces cobertas com o papel, os participantes da
Equipe A mencionaram que seriam 12 ao total com essa caracteristica. O raciocinio é
pertinente, a ideia transmitida é de que estas sdo pecas em que uma de suas arestas esta sobre
0 centro da aresta do objeto inicial. A Equipe B nédo respondeu a este questionamento. A
Equipe C indicou 22 pecas, esta mencionou que as pecas estdo contidas nas laterais, contudo,
ndo apresentou outros argumentos, deixando em davida se as laterais seriam algumas faces
especificas ou as arestas do cubo descrito inicialmente.

A Equipe C mencionou que os “cantos” do objeto inicial sdo as peg¢as que possuem
trés de suas faces cobertas com papel, contabilizando oito destas. A Equipe A também obteve
esta quantidade. Porém durante sua argumentagdo indicou que estas seriam as “[...]
extremidades das linhas/colunas [...]” (Excerto Equipe A). Para que esta informacgéo seja
correta é necessario compreender que o termo “linhas/colunas” refere-se a organizagdo das
pecas que possuem, a0 menos, uma aresta sobre a aresta do cubo inicial.

Durante a atividade 2 nédo explora-se diretamente a desconstru¢do dimensional pois as
acOes realizadas sé&o a partir de objetos 3D. Entretanto, durante as justificagdes das

ocorréncias de tais situacoes, percebeu-se a mobilizacao de diferentes dimensdes, 0D a 3D.

5.3 INTERPRETACOES DOS RESULTADOS DO BLOCO DE TAREFAS
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Esta etapa da Analise de Conteldo é destinada a realizagdo de sinteses que envolvem
os elementos da teoria dos RRS. Mais do que a realizagdo correta da atividade, busca-se
evidenciar representacdes, apreensdes figurais e desconstrucbes dimensionais mobilizadas
pelos académicos ao recorrer as solugdes das tarefas.

Deste modo, optou-se pela organizacdo de quadros especificos para cada elemento da
teoria, no qual se demarcou o que foi mobilizado em cada uma das atividades® desenvolvidas
com os licenciandos. Salienta-se que os movimentos realizados foram comuns as equipes,
sendo assim, ndo se aplica a distingdo destes nos quadros.

Como destacado no inicio deste capitulo as tarefas tem o intuito maior de explorar a
visualizacdo em Geometria, em detrimento de aspectos métricos. Conforme Duval (1999,
p.12, traducdo nossa), “[...] a visualizagdo consiste em entender diretamente toda a
configuracdo das relagdes e discriminar o que ¢ relevante [...]” na figura para se solucionar
um determinado problema. Desta maneira, enfatizou-se as representagcdes figurais e
discursivas que as caracterizam.

Logo, ao investigar as representacdes e transformacdes cognitivas mobilizadas e/ou

produzidas pelos participantes (Quadro 81), a maioria destas sdo representac@es figurais e em
lingua natural.

Quadro 81 — RepresentacGes mobilizadas pelas equipes nas tarefas

. Tarefa | Tarefa Il Tarefa lll —
Representacao(s) 8
mobilizada (s) || G| &|ov|Fleo| 5 5 5T G| Q|| || 0 = | F 5] & < < L &S| T B
F X 1

LN X X X X 4
F-LN X[ X X[ X| X| X| X| X| X| X X| X| x| X| x| x| 16
F-N X| X| X| X| X| 5
FD-LN X 1
LN e F->F X| X| X| X 4
LNeF-LN X| X| X| X 4
LN-F X X| X X 4
LN—-FD X 1
M X| X| X| X| x| x x| X| x| X| x| x| x| x| X| x| 16

Fonte: Dados da pesquisa.

82 Apenas a atividade 4 da Tarefa | ndo foi elencada nos quadros-resumo pois trata de um questionamento
pessoal, o qual ndo ocorre atividade matematica.
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Desta forma, de acordo com os dados expostos no Quadro 81, ocorreram tratamentos
na representacdo em lingua natural e figural, distribuidos entre as atividades 1 e 3 da Tarefa I,
atividade 4 da Tarefa Il e atividade 1 da Tarefa Ill. Nestas a transformacdo cognitiva se
manteve em um mesmo registro, nas quais se abordavam justificativas e/ou interpretacGes de
acoes e/ou objetos, bem como diferentes pontos de vista sobre o cubo.

Quanto as conversGes, apenas uma das transformacBes cognitivas envolve a
representacdo numerica, a qual é recorrida para informar a quantidade de pecas em que um
solido geométrico foi seccionado. Ressalta-se que algumas atividades possibilitaram explorar
esse tipo de transformacéo cognitiva, a partir da coordenacdo de diferentes representacfes em
sentidos distintos, isto &, a realizacdo de conversdes inversas. Duval (2011) afirma que é este
tipo de atividade que contribui para a compreensdo do objeto matematico em suas diferentes
formas. Estas ocorrem entre duas combinac6es de representacGes, a lingua natural ora com o
figural, ora com o figural dindmico, por exemplo, nas atividades 1 e 2 da Tarefa I; 1, 2 e 3 da
Tarefa Il; 2 da Tarefa Ill. Nestas verificou-se que os participantes, na maioria das acdes,
conseguiram solucionar as questfes de forma correta, evidenciando sua compreensdo e
conhecimento sobre o tema explorado.

Em conformidade com Duval (2005, p. 30, traducdo nossa), o qual menciona que “A
geometria requer o uso de um vocabuldrio técnico relativamente pesado”, constatou-se que 0S
participantes encontraram dificuldades em alguns momentos ao explorar a representacdo em
lingua natural. Ao descrever um objeto solicitado ou ao elaborar uma justificativa, os
académicos, na maior parte das vezes, o realizavam de forma sucinta. Assim, a falta de
elementos na argumentacdo gera apenas parte das resolugdes, ndo suprindo todas as condic¢oes
necessarias e suficientes, como a realizacdo da atividade 2 da Tarefa | e atividade 3 da Tarefa
I, em que as descri¢des fornecidas ndo geram um cubo.

Ainda, sobre esta representacdo, destaca-se que 0S participantes recorreram em
diferentes momentos a resultados da GEP para argumentar questionamentos realizados, por
exemplo, sobre a colinearidade, coplanaridade e posicéo relativa entre elementos geométricos
nas atividades 1 e 2 da Tarefa Il. Este fato demonstra que os licenciandos reconhecem e séo
capazes de aplicar estes em distintas situacdes. Quanto a simbologia matematica, esta nao foi
tdo utilizada nas resolugdes das atividades, mas quando mobilizada, ndo ocorreram equivocos
quanto a seus significados.

Rommevaux (1988) declara que a habilidade de ver no espaco estd relacionada ao
discernimento de planos em uma representacdo nao tridimensional, isto €, tratar de figuras 3D

a partir de representacdes 2D. Desse modo, tendo em vista 0 desempenho dos participantes
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nas atividades que exploram este tipo de situacéo (atividade 2 da Tarefa I; atividade 1 e 2 da
Tarefa Il; atividade 2 da Tarefa Ill), constatou-se que estes mobilizaram esta habilidade
quando necessario. Tendo como exemplo a atividade 2 da Tarefa Il, na qual a representacéo
figural fornecida ndo era usual, e mesmo assim o0s licenciandos apresentaram um bom
desempenho em suas resolucdes.

No entanto, em certos momentos, os académicos demonstraram dificuldades nessa
mobilizacao, mais especificamente quando a reta ou plano em questdo nao estava explicito na
representacdo fornecida e a atividade solicitava uma representacao de forma figural. Destaca-
se que as atividades em que mais ocorreram estas situacfes foram nas quais os académicos
ndo tinham acesso a nenhum tipo de registro material (atividade 1 e 2 da Tarefa Il). Logo,
pode-se declarar que o obstaculo percebido foi o da realizacdo da rotacdo do objeto de forma
mental, buscando obter uma perspectiva diferente da apresentada pela representacéo figural
inicial da atividade. Assim, uma estratégia para isto, em outros momentos, foi 0 uso de
diferentes materiais didaticos, como os materiais manipulaveis e o software de Geometria
Dinémica.

Desta maneira, evidencia-se, mais uma vez, a contribuicdo do registro material
(denominado como M) no desenvolvimento das atividades. Os académicos recorreram
diferentes vezes aos objetos disponibilizados (quando possivel), ou seja, cubo organizado com
canudos, material dourado e as pecas em formatos de prisma.

O registro figural dindmico apesar de ter sido disponibilizado em apenas na atividade
3 da Tarefa Il, mesmo ndo sendo objetivo da pesquisa verificar se 0s participantes
conseguiriam manipular este recurso, estes demonstraram seguranca e conhecimento sobre o
manuseio do software e de suas ferramentas. Gravina (2015, p. 243) entende que uma figura
dindmica é “[...] uma colegdo de ‘desenhos em movimento’ que respeita um certo
procedimento de construgdo”. Posto isto, e verificando que a construgdo realizada pelos
académicos ao serem manipuladas ndo se deformam, é possivel constatar que estes
compreendem as relacdes existentes entre os elementos do cubo, bem como as propriedades
que devem ser mantidas no objeto.

Porém ao serem questionados sobre os passos realizados para construir o objeto, mais
uma vez, por buscarem ser sucintos em suas descricdes, faltaram descrever algumas
especificacdes. Novak (2018, p.122), evidenciou este mesmo resultado, ao constatar que ha
“[...] uma grande dificuldade significativa dos alunos em descrever instru¢Ges de construcdo

para a figura geométrica que tinham acabado de obter no GeoGebra”.
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Destaca-se que as apreensOes figurais sdo mobilizadas em atividades que possuem
alguma representagéo figural, construgéo e/ou descricdo de um objeto. Assim, as atividades
privilegiaram a ocorréncia destes elementos, tendo em vista que, de acordo com Duval (2004,
p. 164, tradugdo nossa), “Nao pode haver ensino de geometria que ndo leve em consideracédo

as diferentes apreensdes as quais uma figura da lugar”. No Quadro 68, apresenta-se as
apreensdes figurais promovidas durante a realizacao das tarefas.

Quadro 82 — Apreensdes figurais mobilizadas pelas equipes nas tarefas

o8 Tarefa | Tarefa Il Tarefa Il
v © —
C N ©
L = "5
Q =
s Q TR © TR PP FIR| P PP TR S L2PNP| PN T
g-g A LAY A 8 P e LY (R LAY Y A P P P PN EN T P P R R A A A P P N P NI N T
P X| X x| X| x| x| x| x| x| x| x| x| x| x| x| x| x| x| X| x| x| x x| x| x| x| x| x| 27
D X| X x| X| x| x| x| x| x| x| x| x| x| x| x| x| x| x| X| x| X| x x| x| x| x| x| x| 28
P X X| X X| X| X| X| X| X| X| X| X| X X| X| X X| X| X| X| x| X| 22
O | M X X| X| X| X| Xx| 6
O 0
S X| X X X X 5

Fonte: Dados da pesquisa.

Como ja dito anteriormente, as representacdes em lingua natural e figural foram as
mais enfatizadas, assim, as apreensdes discursiva e perceptiva, de certa forma, foram as que
receberam maior destaque. Esta situacdo ocorre pois a apreensdo discursiva é mobilizada
quando héa a articulacdo entre as representacfes em lingua natural e figural. E a apreensdo
perceptiva é o primeiro reconhecimento das formas sobre uma representacéo figural, podendo
esta “[...] ter um papel facilitador ou inbidor sobre a compreensdo do problema colocado”
(DUVAL, 2012a, p. 136). Como houve a solicitagdo de construgao e descri¢cdo de um cubo no
desenvolvimento das tarefas foi neste momento que a apreensdo sequencial foi identificada
(atividades 1 e 2 da Tarefa I; 3 da Tarefa Il; 2 da Tarefa Ill).

Os dados expostos no Quadro 82 revelam que apenas a apreensdo operatoria ética nao
foi requerida de forma evidente. Isto se justifica pelo fato de que ndo houve a necessidade
explicita em aumentar/reduzir um dado objeto.

Quanto a apreensdo operatoria posicional, esta se deu em diferentes momentos. Visto
que as representagcdes figurais 3D sdo apresentadas em perspectiva, diante de alguns
questionamentos, se fez necessario rotacionar estas de modo a visualizar por outro angulo de

melhor visdo o elemento solicitado pela atividade. Como mencionado em uma situacéo
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anterior, os licenciandos demonstraram dificuldades em mobilizar esta apreensdo de forma
mental. Nestes casos 0s recursos didaticos, como materiais manipulaveis e software de
Geometria Dindmica, sdo sugeridos.

Duval compreende que, “As opera¢des mereoldgicas de reconfiguragdo se apoiam
sobre a percep¢do” (DUVAL, 2011, p. 92), logo é necessario perceber primeiro as relaces
existentes, para entdo realizar as parti¢cdes ou juncdes solicitadas. Desta forma, esta apreensédo
estd sempre acompanhada de outra(s). Como é o caso das atividades da Tarefa Ill, em que
ocorrem situacdes de modificacbes homogéneas e estritamente homogéneas, nas quais as
divisdes foram realizadas fisicamente por meio de pecas manipuléveis. Em um dos casos, 0s
académicos, mesmo com o auxilio do material dourado que representava o objeto da
atividade, apresentaram problemas na conclusao de alguns questionamentos.

Percebe-se que a apreensdo perceptiva estd presente na maioria das atividades que
possuem representacdo figural como ponto de partida. Esta gera o primeiro contato com o
objeto, ou seja, provoca uma Vvisdo comum ao objeto. Conforme Duval (2011, p. 93), “A
desconstrucdo dimensional se faz contra a percepcdo, isto é, contra o reconhecimento
imediato de unidades figurais 2D ou 3D que se imp&em a primeira vista e que blogueiam o
reconhecimento de outra unidades figurais”. Por este motivo o autor declara a complexidade
de se organizar e solucionar tarefas que exigem a desconstrucdo dimensional. O Quadro 83
exp0e as atividades que possibilitam esta acéo.

Quadro 83 — Desconstrucdes dimensionais mobilizadas pelas equipes nas tarefas

< Tarefa | Tarefa Il Tarefa I11

= O

n © —
c N 8
2= 4 FR | Bl TR PR TR 2R 2T P m| < || TR TR PIT| P o
Eg || | X NN NI U NI SN ] P N RN T ESN T ENT I VT K3 =
Ay

3D X| X| X| X| x| X| X| X| X| x| X| X| X| X| X X[ x| X| X| x| x| x| x| x| 24
2D X| X| X| X| x| X| X| X| X| X| X| X| X| X| X X[ x| X| X| x| x| x| x| x| 24
1D X[ x| X| x| x| x| x| X| x| X| x| X| x| X| X X[ x| X| X| x| x| x| x| x| 24
0D X| X| X| X| X| X| X| X| X| X| X| X| X| X| X X| X| x| X| x| x| x| 22

Fonte: Dados da pesquisa.

Dentre os dados apresentados, destaca-se que apenas seis questionamentos néo
proporcionam uma desconstrucdo dimensional (nD—>(n-1)D), pois estes estdo relacionados a

construcao de figura/objeto, assim as unidades figurais sdo exploradas de forma inversa, do
0D a 3D.
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Considerando que este tratamento figural esta diretamente relacionado a atividade
discursiva, pois é esta que apresenta as propriedades do objeto, Duval (2005,p. 20, tradugdo
nossa) afirma que, é a acdo de “reconhecer as unidades figurativas de menor dimensao que se
manifesta a ‘maneira matematica de ver’ uma figura geométrica”. Desta forma, pode-se
mencionar que, nas atividades que expdem uma representacdo figural, este tipo de operagédo
foi mobilizada pelos académicos, independente da resolugéo final da questdo. Por exemplo, a
atividade 1 da Tarefa Il, a qual necessitava da desconstrucdo dimensional do 3D a 0D por
meio de conceitos/contetdos de colinearidade e coplanaridade entre pontos.

Ao tratar da terceira dimensdo, Duval (2003, p.45) menciona que “[...] ir de 3D a 2D
(por exemplo, considerar planos de sec¢do de um solido) [...] representa ndo apenas uma
ginastica mental, mas visual, que as vezes pode levar anos e requer, em qualquer caso,
aprendizado especifico”. Assim, enfatiza-se a importancia de se explorar esse tipo de
atividade durante qualquer nivel de ensino. Por fim, compreende-se que os licenciandos

estimularam a acdo de ver em Geometria.
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6 PONDERACOES FINAIS

Esta pesquisa esta ancorada na importancia do desenvolvimento da Geometria, em
especial, a Geometria Espacial de Posi¢cdo, em seus diferentes niveis de ensino, tendo como
auxilio o aporte tedrico dos registros de representacdo semidtica. Desta forma, a investigacdo
teve como questdo norteadora: Quais contribui¢es de um estudo de conceitos da Geometria
Espacial de Posicdo, apoiado em tratamentos figurais, de acordo com Duval, na formacéo
inicial de professores de Matematica?

Este questionamento influenciou o decorrer deste estudo. Mesmo se referindo a
tratamentos figurais que estdo relacionados a apreensdo operatéria e a desconstrucao
dimensional se fez necessario investigar outros elementos da teoria, como as transformacoes
cognitivas e as demais apreensdes, pelo simples fato destes elementos estarem interligados.
Pois, por exemplo, ndo ha desconstrucdo dimensional sem a representacdo figural que deve
ser apresentada por meio de uma legenda (registro em lingua natural). Assim, justifica-se a
essencialidade de investigar-se sobre estes elementos.

Na busca por solucionar a questdo estabelecida pensou-se na realizacdo de atividades
referentes a conceitos/contedidos que delimitam a pesquisa no campo da Geometria com
licenciandos em Matematica, no intuito de observar a mobilizacdo de aspectos da teoria dos
RRS. Diante deste pensamento, investigou-se, primeiramente, as obras que obtiveram maior
énfase em PCC de cursos de Matematica Licenciatura a respeito de componentes curriculares
que abordassem a Geometria Espacial.

A partir das andlises destas obras constatou-se a necessidade de uma reorganizagdo e
construcdo das atividades apresentadas com a finalidade de explorar conceitos/conteiidos da
Geometria Espacial de Posicdo, que pouco se mostravam presentes. Bem como, inserir a
possibilidade de mobilizacdo dos principais tipos de registro em Geometria, figural e lingua
natural, diferentes tipo de apreensdes figurais e a desconstrucdo dimensional, pois da forma
com que as questdes estavam dispostas nas obras, na maioria das vezes, ndo era possivel.
Com isso, optou-se por acrescentar mais itens as questbes e adotar diferentes recursos
didaticos.

Evidencia-se que as representacfes figurais de objetos tridimensionais nas obras
analisadas eram raras. Este dado é preocupante visto que, conforme Duval (2005), os
estudantes precisam mobilizar a desconstrucdo dimensional, pois esta € um pré-requisito para

a compreensdo das propriedades de um objeto geométrico. Esta informacdo reafirma a ideia
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do pesquisador, o qual menciona que a “[...] fratura na forma de dizer e ver [...] ndo é
realmente considerada no ensino de matematica” (DUVAL, 2011, p. 99).

Tendo em vista que “[...] as figuras sdo permeadas de elementos tedricos ¢ a
desconstrucdo dimensional ndo se mostra como algo intrinseco ou natural aos aprendizes e
sim, uma operacdo cognitiva a ser desenvolvida” (SOUZA; MORETTI; ALMOULOUD,
2019, p.326), as atividades foram organizadas de modo que os académicos obtivessem
diferentes representacGes figurais, assim como, distintas descricdes de um mesmo objeto.
Considerando que “[...] aprender a visualizar em matematica ndo ¢ tao facil e bem sucedido
como é para objetos fisicos e ambiente real” (DUVAL, 1999, p.13, tradugéo nossa) optou por
também explorar materiais didaticos e o registro figural dindmico.

Evidencia-se que o grupo de participantes desta pesquisa, licenciandos em
Matematica, demonstraram envolvimento nas atividades propostas e que a organizacdo da
turma em duplas e trio gerou a discussdo entre 0s sujeitos como esperado. Destaca-se que
estes manifestaram maior interesse pelas questdes que envolveram o registro material
(construgdo do cubo com canudos, organizacdo do cubo com material dourado e com 0s
prismas), registro figural dindmico e a representacdo ndo usual do cubo (atividade 2 da Tarefa
I). Isto é, por atividades que, na maioria das vezes, ndo é abordada em salas de aula da
Educacdo Basica. Estes comentaram que o software de Geometria Dindmica poderia ser
mobilizado em mais atividades além da disponibilizada (atividade 3 da Tarefa Ill). Desta
maneira, expde-se, mais uma vez, a contribuicdo deste recurso, agora pela observacdo dos
estudantes.

A realizacdo das atividades organizadas permitiu constatar que os académicos foram
retirados da sua zona de conforto em diferentes momentos, ora por representagdes distintas do
cubo, ora por descri¢cdes que exigiam recorrer a resultados da GEP. Este movimento fez com
que os licenciandos mobilizassem diferentes tipos de transformacgdes cognitivas e as distintas
apreensdes figurais. Estes aspectos da teoria dos RRS contribuiram para o movimento de
desconstrucdo dimensional, isto &, observar as diferentes unidades figurais contidas em um
objeto com a intencdo de solucionar o problema proposto. O qual esta diretamente
relacionado a “[...] evolug@o cognitiva para o funcionamento espontineo da visualiza¢ao”
(DUVAL, 2005, p. 23, traducéo nossa).

A vista deste resultado pode-se afirmar que os tratamentos figurais s&0 um meio que
contribui na aprendizagem da visualizagdo em Geometria, considerando as solugdes
apresentadas pelos académicos na realizagdo das atividades propostas. No entanto,

compreendendo que um mesmo objeto matematico pode ser representado de diferentes formas
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e unidades figurais (DUVAL, 2004). Destaca-se que este bloco de tarefas ndo abrange todas
as possibilidades de representacdo do cubo. Logo, diferentes atividades podem ser
organizadas para complementar o bloco de estudos sobre este solido e campo da Geometria.

Espera-se que estd pesquisa contribua com a area da Educacdo Matematica,
principalmente, nas discussoes acerca da Geometria Espacial de Posi¢do. Bem como, sobre
mapeamento de pesquisas na area, que para este trabalho auxiliou na delimitagdo do tema e
organizacdo dos procedimentos da pesquisa; dados relevantes sobre cursos de Matematica
Licenciatura no Brasil, que fez refletir sobre a pouca da discussdo referente a GEP e a
Educacdo Basica; andlise de obras referentes a Geometria Espacial sob o olhar da teoria dos
RRS, a qual mostrou a falta das representacdes figurais e por consequéncia a necessidade de
visualizar em Geometria; e atividades que possibilitam o desenvolvimento da visualiza¢éo dos
estudantes, as quais, a partir de seu desenvolvimento, confirmaram que os tratamentos figurais
contribuem na visualizagcdo no campo do Matematica estudado.

Este estudo apresenta a possibilidade de ampliar esta pesquisa para solidos distintos
explorando a GEP, assim como mobilizar a visualizacgdo em Geometria para outros
conceitos/conteddos deste campo da Matematica. Como estudos futuros cogita-se em realizar
uma investigacdo, também no campo da GEP, agora aprofundando-se na linguagem
matematica utilizada por alunos e professores da Educacdo Basica e licenciandos em
Matematica se apropriando da teoria dos registros de representacdo semiética aliando a
visualizacdo e a linguagem formal auxiliadas por softwares de Geometria Dinamica.

O presente trabalho foi realizado com o apoio da Coordenacdo de Aperfeicoamento de

Pessoal de Nivel Superior — Brasil (CAPES) — Codigo de Financiamento 001.
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APENDICE A - QUESTIONARIO

2 €
L2 )2 Universidade Federal de Santa Maria
g > Centro de Ciéncias Naturais e Exatas
i &

2 X

Programa de P6s-Graduacao em Educacdo Matematica e Ensino de Fisica

UM POUCO SOBRE VOCE]| Idade:

Género: Masculino [ Femining  Estado civil: [~ Solteiro [ Casado T Divorciado [ Outro|

Tem filhos? Quantos?| |

UM POUCO DA SUA FORMACAO ESCOLAR|

Ensino Médio: Maior parte do tempo realizado em escola: \D Publica [l Particular{

Se vocé estudou em escola publica, identifique o tipo de escola:

\D Federal(] Estadual ] Municipal\

Ano de inicio: Ano de concluséo:
Cidade:

Modalidade:\D Regular [ Exames Supletivos [ E.J.A.[1 Magistério/Normal[] Técnico em:\
| "1 Outro. Qual? |

Ensino Fundamental: Maior parte do tempo realizado em escola: \D Publica [ Particulaﬂ

Se vocé estudou em escola publica, identifique o tipo de escola:

\D Federal] Estadual’] Municipal\

Ano de inicio: Ano de concluséo:
Cidade:

Modalidade: \] Regular [1 Exames Supletivos(] E.J.A.[1 Outro. Qual?\

UM POUCO SOBRE VOCE NO CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA|

NA UFSM

Turno: \H Diurno [ Noturno\

Ingressou no ano de: no [11° Semestre (] 2° Semestre]

Tem previséo de concluir o curso no ano de: no |1 1° Semestre 1] 29
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UM POUCO SOBRE AS DISCIPLINAS QUE VOCE JA CURSOU NO CURSO DE|
MATEMATICA

Vocé ja cursou ou recebeu aproveitamento nas disciplinas:
-Recursos Tecnol. no Ens. de Mat.. | (MTM1046)?
N30 [ISim. Noanode _ no __ semestre

-Recursos Tecnol. no Ens. de Mat. 11 (MTM1060)?
[N&o [ISim. Noanode _ no __ semestre

-Geometria Plana (MTM1053)?

[IN3o [ISim|. Noanode __ no__ semestre

-Geometria Espacial (MTM1055)?

[IN&o [ISim|. Noanode  no__ semestre

-Educacédo Matemética | (MTM 1061)?

1 N&o [ISim|. No ano de no __ semestre

Na maior parte do tempo, com quem vocé estuda para as disciplinas que vocé cursa na

graduacao em Matematica:

[CIndividualmente ' Em grupo. Com quem?

Na maior parte do tempo, como voceé estuda para as disciplinas que vocé cursa na

graduacdo em Matematica:

( ) Resolvendo somente as atividades/listas/exercicios disponibilizados pelos
professores.

( ) Resolvendo listas dadas pelo professor e outras atividades além das contidas nas
listas.

( ) Assistindo videos na internet.

( ) Sanando dividas com monitores e professores.

( ) De outro modo.

Qual?

UM POUCO SOBRE SUA EXPERIENCIA NA DISCIPLINA GEOMETRIA|
ESPACIAL(MTM 1055)|

Vocé foi aprovado em Geometria Espacial? ( ) N&do ( ) Sim. Em que

ano/semestre?
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Caso voceé tenha cursado Geometria Espacial e tenha sido reprovado informe o ano e o
periodo em que iSSo ocorreu:

Ano/periodo Ano/periodo Ano/periodo

Ano/periodo Ano/periodo Ano/periodo

Qual o material que vocé usou para estudar Geometria Espacial (OBS: se necessario marque
mais de uma alternativa)?

( ) Livros.Qual(is)? \DCarvthoDLimaDLima; Carvalho; WagnerDOutro(s).\
Qual(is): |

) Caderno com as anotagdes da aula.

) Apostilas e materiais didaticos que obteve na internet.
) Videos publicados na internet?
) Outros. Quais?

) Combinacéo dos itens anteriores. Quais itens?

AN AN N N/




APENDICE B — TAREFA |
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1) Configuracdes de figuras com canudos: Utilize uma linha e 12 canudos de mesmo tamanho

para construir a quantidade de quadrados indicada abaixo. A seguir, esboce as construgdes no

espaco indicado:

TRES

QUATRO

CINCO

1-a) Pode-se afirmar que é possivel construir mais de cinco quadrados com 0 mesmo material.

Quantos quadrados vocé consegue construir? Justifique sua resposta.

1-b) Escolha trés perspectivas da construcao anterior e fotografe-a.

2) Desenhe um cubo utilizando a malha quadriculada, nomeie os vértices e descreva-o em

relacdo aos planos que o compdem.

2-a) E possivel desenhar um cubo utilizando a malha isométrica? Justifique.
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3) Complete as descricdes a partir da anélise de um cubo e enumere em ordem decrescente de

prioridade (1 mais importante e 4 menos importante) os itens que vocé considera relevante.

( )Umcubotem _ wvertices,  arestase __ faces.

() Nesse cubo,  arestas incidem em cada vérticee ___ faces incidem em cada vértice.
() Cadaaresta € paralelaa __ arestas, intercepta ____ arestas e é reversa com outras
arestas.

() Cada face € paralela a de suas faces e intercepta o plano de outras faces.

4) Considere as opgdes a seguir e atribua um percentual para cada elemento que contribui na
resolucéo da atividade 3. (Lembre-se de totalizar 100% em cada coluna)

Elemento Atividade 2 Atividade 3

Representacao figural

Objeto manipulavel

Imagem mental

Outro




APENDICE C - TAREFAII

1) Observe os pontos de A a K nos vértices, arestas e faces do

cubo. Verifique se os pontos indicados em cada item sédo

colineares e/ou coplanares.

Esboce uma representacdo figural e uma justificativa de acordo

com o(s) item(s) que vocé marcou, identificando interseccoes,

€aso necessario.
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l-a)AeG

( ) colineares

( ) coplanares

1-b)G,Fel

( ) colineares

( ) coplanares

1c)H, I,Kel

( ) colineares

( ) coplanares

1-d)H,D,leC

( ) colineares

( ) coplanares

2) Analise a representagdo do cubo e identifique posicOes

relativas entre 0s entes geométricos, justificando suas respostas

com nota¢do matemaética pertinente:

E

B

(ortogonais).

Posicdes relativas entre duas retas: paralelas, concorrentes (perpendiculares) e reversas

2-a) Retas EF e DC:

2-b) Retas AE e AD:
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2-C) Retas HD e FG:

2-d) Retas AE e DF:

Posicdes relativas entre reta e plano: reta contida no plano, reta secante ao plano e reta
paralela ao plano.

2-e) Reta HD e plano formado pelos pontos
E F, G:

2-f) Reta BG e plano formado pelos pontos
C,G,F:

Posicdes relativas entre dois planos:

coincidentes, secantes e paralelos.

2-g)Planos formados pelos pontos A, B, F e
B, C, D:

2-h)Planos formados pelos pontos A, B, E e
C,D, H:

3) Construa um cubo no GeoGebra usando

compasso.

apenas as ferramentas: ponto, reta, plano,

Descreva 0s passos adotados na constru¢do, mencionando relacdes entre 0s entes geométricos

a partir da denominacao disponibilizada pelo software.

Salve o0 arquivo na area de trabalho do notebook renomeando-o como “Tarefa2 Q3 Cubo”.

Acéo

Objetivo

Passo 1)

Passo 2)

Passo 3)
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4) Interprete seu roteiro de construgéo do cubo no GeoGebra e exponha o que vocé levou em
consideracao para compor esse sélido.
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APENDICE D - TAREFA III

1) Organize as quatro pecas de modo a formar um cubo.

1-a) Quais estratégias foram utilizadas para montar o cubo?

1-b) Enumere em ordem decrescente de prioridade (1 mais importante e 4 menos importante)
0s itens que vocé considerou relevante ao organizar as pecas.

() Medida dos angulos.

() Medida das arestas.

() Simetria das pecas.
() Outro(s). Qual(is)?

2) Um paralelepipedo reto que possui a medida dos seus lados a esta inteiramente coberto
com papel. Para realizar uma divisdo deste objeto, duas a duas faces perpendiculares entre si
foram cortadas, cada uma, por trés planos distintos que possuem a mesma distancia entre si e
as faces do sélido. Justifique suas respostas para as questdes abaixo.

2-a) Desenhe este sélido, identificando os planos que contém as faces e os planos das seccdes.

2-b) Identifique e classifique os planos das sec¢des em relacdo as suas posicdes relativas?

2-c) O solido ficou dividido em quantas partes? Cite, pelo menos, trés caracteristicas de cada
parte.

2-d) Quantas partes ndo possuem nenhuma face coberta com o papel? Por qué?
2-e) Quantas dessas partes possuem apenas uma face coberta com o papel? Por qué?
2-f) Quantas dessas partes possuem exatamente duas faces cobertas? Por qué?

2-g) Quantas dessas partes possuem trés faces cobertas com o papel? Por qué?
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APENDICE E - DISSERTACOES E TESES MAPEADAS

Quadro 84 - Organizacéo das dissertacOes e teses mapeadas

Titulo da pesquisa

Autor

O GeoGebra 3D na construgdo da pirdmide a partir de seu tronco: registros

Anne Desconsi

P1 de representagdo semidtica Hasselmann Bettin
Conhecimento de professores polivalentes em geometria: contribuigdes da . .
P2 teoria dos registros de representacdo semiética Silvana Holanda Da Silva
P3 Reconfiguracdo e matemagica: um ca_mmho para a aprendizagem de Liza Santos De Oliveira
geometria
P4 Design metodolo_glco para_anallse de at|V|dade§ de gegm_etna segundo a Carine Scheifer
teoria dos registros de representacdo semidtica
AS APREENSOES EM GEOMETRIA: um estudo com professores da .
P5 o . . . Mariana Moran
Educacdo Basica acerca de Registros Figurais
P6 Registros de representagéo semictica e geometria dindmica para o ensino de Leticia Dos Santos Fogaga
congruéncias de figuras geométricas planas
Construgdes com régua e compasso envolvendo lugares geométricos: uma .
P7 N - . . x L Roberta Lied
proposta dindmica aliada a teoria de registros de representacdo semidtica
pg Perimetro e area: uma engenharia didatica utilizando o GeoGebra sob o Paula Gabrieli Santos De
olhar das representacdes semidticas Assumpcao
P9 Geometria dll’]?ml-ca no ensino de transforma@oszs no plano: uma Margarete Farias Medeiros
experiéncia com professores da educacgao bésica
P10 Possibilidades na conversao entre registros de Geometria Plana Platdo Golg(e:fgves Terra
P11 Area de figuras planas: uma proposta de ensino com modelagem Carlos Eduardo Petronilho
matematica Boiago
P12 Demonstracdes em geometria euclidiana: o uso da sequéncia didatica como Fernanda Aparecida
recurso metodoldgico em um curso de licenciatura de matematica Ferreira
P13 Uma sequéncia didatica para a arlgéir;:rlzagem do volume do icosaedro José Fernando Possani
P14 Um sistema baseado em conhecimento com interface em lingua natural para Gina Magali Horvath
0 ensino de transformagdes geométricas Miranda
P15 Construcfes geométricas: uma aJternatlva para desgnvolve_r conhecimentos Gilson Bispo De Jesus
acerca da demonstracdo em uma formacéo continuada
P16 Uma organizagéo c_ildatlca em quadrllatgro que aproxime o aluno de Maridete Brito Cunha
licenciatura das demostragdes geometricas
Triangulos nos livros didaticos de matematica dos anos iniciais do ensino
P17 | fundamental: um estudo sob a luz da teoria dos registros de representacdo Amanda Barbosa Da Silva
semidtica
P18 Dificuldades de alunos do 1° ano de um curso de licenciatura em Edileni Garcia Juventino
matematica na disciplina de constru¢des geométricas De Campos
P19 Uma proposta para o Ensino e,Aprendlzagem dospopceltos de Area de Gilberto Pereira Paulo
Circulo e Perimetro de Circunferéncia
P20 Um estudo do icosaedro a partir da visualizagdo em geometria dindmica Camila Molina Palles
P21 Um estudo s_obre a artlculagao entre validacdes empiricas e tedricas no Eberson Paulo Trevisan
ensino de geometria com professores da rede publica
P22 So6lidos Arquimedianos e Cabri 3D: um estudo por meio de truncaduras Talita Carvalho Silva De
baseadas no renascimento Almeida
P23 Génese instrumental na interacdo com Cabri 3D: um estudo de Jesus Victoria Flores
transformacdes geométricas no espacgo Salazar
Construcdo e medida de volume dos poliedros regulares convexos com o Amarildo Aparecido Dos
P24 iy p S UOET S
Cabri 3D: uma possivel transposicao didatica Santos
P25 Estudo de sdlidos geométricos e sua;Dmetrlcas utilizando o software Cabri Joselito Da Silva Bispo
P26 Reflexbes sobre o Ensino da Geometria em livros didaticos a luz da Teoria Gabriela Teixeira Kluppel

das Representacfes Semioticas segundo Raymond Duval
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GGBOOK: uma plataforma que integra o software de geometria dindmica

P27 | GeoGebra com editor de texto e equagdes a fim de permitir a construcéo de Jorge Cass_lo Costa
narrativas matematicas dinamicas Nobriga

P28 Geometrias Esp_acial e Plgna: uma analise dosNSignific_a,dQs revelados por Zuleide Eerreira De Sousa

meio dos registros de representa¢des semidticas
P29 Instrumentos virtuais de desenho e a argumentacdo em geometria Fabio Luiz Fontes Martins
P30 Revisitando Euclides para o !Estud_o de Areas: uma Proposta para as Marli Duffle_s Donato
Licenciaturas Moreira
P31 Prova e demonstracdo em geometria: uma busca da organizacdo matematica

e didatica em livros didaticos de 62 a 82 séries de Mogcambique.

Jacinto Ordem

Fonte: Dados da pesquisa.
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APENDICE F - OBRAS MAPEADAS REFERENTE A AREA ESPECIFICA DA

Quadro 85 — Obras comum aos componentes curriculares especificos da Matematica e os de

ensino e aprendizagem relacionados a Geometria

0 N° de citacbes
N Obras E663 EeA54
01 BARBOSA, R. M. Conexdes e educacdo matematica: brincadeiras, exploracdes e 1 1

acOes. Belo Horizonte: Auténtica, 2009.
02 BALDIN, Y. Y.; VILLAGRA, G. A. L. Atividades com cabri-géometre Il. S&o 7 5
Carlos: EDUFSCAR, 2002.
03 BIANCHINI, E. Matemética. 72 ed. S&o Paulo: Moderna, 2011. 2 1
04 BICUDQO, I. Os Elementos. Sdo Paulo: Ed. UNESP, 2009. 1 1
05 BOYER, C. B. Histéria da matematica. Sdo Paulo: Edgard Blucher, 1996. 2 1
06 | CARVALHO, B. A. Desenho Geométrico. Rio de Janeiro: Ao Livro Técnico, 1969. 31 1
07 CARVALHO, P. C. P. Introducéo a Geometria Espacial. 4% ed. Rio de Janeiro: 67 5
SBM, 2002.
08 D'AMBROSIO, U. Educacao matemaética: da teoria a pratica. 142 ed. Campinas: 1 9
Papirus, 2007.
09 DANTE, L. R. Matemética: contexto e aplicagdes. Sio Paulo: Atica, 1999. 16 1
10 DINIZ, M. I.; SMOLE, K. S. O conceito de angulo e o ensino de Geometria. Sdo 5 1
Paulo: CAEM/IME-USP, 2008.
11 DOLCE, O.; POMPEOQ, J. N. Fundamentos de Mateméatica Elementar, 10: 85 4
Geometria Espacial, posi¢do e métrica. 5% ed. Sdo Paulo: Atual, 2004.

DOWNES, M. Geometria Moderna, Parte | e 1. S&o Paulo: Edgard Blicher Ltda.,
12 1971. 6 1
13 EVES, H.; DOMINGUES, Hygino. Introducéao & Histéria da Matematica. 5 1

Campinas Ed. UNICAMP, 2004.
14 FAINGUELERNT, E. K. Educacdo matemaética: representacéo e constru¢éo em 2 1
geometria. Porto Alegre: Artes Médicas Sul, 1999.
15 FERREIRA, E. B. et al. Geometria Dindmica: contribui¢c6es do Geogebra para a 2 1
Matemética na educacéo béasica. Curitiba: Editora Appris, 2013.
16 FETISSOV, A. A demonstracdo em geometria. Sdo Paulo: Atual, 1994. 2 1
17 FIORENTINI, D.; MIORIM, M. A. (Org.); MARCHESI, A. et al. Por tras da porta, 1 5
que Matematica acontece? Campinas, SP: Editora Graf. FE/Unicamp, 2001.

FONSECA, M. da C. F. R. O Ensino de Geometria na Escola Fundamental: trés

18 questdes para a formacéo do professor dos ciclos iniciais. 32 ed. Belo Horizonte: 1 3
Auténtica, 2011.
19 GARBI, G.G. A Rainha das Ciéncias. Sao Paulo: Livraria da Fisica, 2007. 1 1
20 GARBI, G. G. C.Q.D.: explicagdes e demonstracdes sobre conceitos, teoremas e 3 5
férmulas essenciais da geometria. Sdo Paulo: Livraria da Fisica, 2010.
21 GIONGO, A. R. Curso de Desenho Geométrico. Sdo Paulo: Nobel, 1984. 9 1
29 GONCALVES JUNIOR, O. Matematica por assunto: Geometria plana e espacial. 7 1
Sé&o Paulo: Scipione, 1995.

HOHENWARTER, M.; HOHENWARTER, J. Ajuda GeoGebra, Manual Oficial da

23 . . . i 2 2
Versdo 3.2, disponivel em <http://www.geogebra.org>.
24 IEZZI, G. et al. Matemética: ciéncia e aplicagBes. Sdo Paulo: Saraiva, 2010. 6 1
25 IMENES, L. M. Geometria das dobraduras. 72 ed., So Paulo: Scipione, 2002. 1 4
26 IMENES, L. M.; LELLIS, M. Matematica para todos. Sdo Paulo: Scipione, 2005. 1 3
97 ITACARAMBI, R. R.; BERTON, I. da C. B. Geometria, brincadeiras e jogos: 1°. 5 1
Ciclo do ensino fundamental. Sdo Paulo: Livraria de Fisica, 2008.

28 KALEFF, A. M. Vendo e entendendo poliedros. Niteréi: EDUFF, 1998. 3 2

63 Componentes curriculares de ensino e aprendizagem localizados.

% Componentes curriculares especificos da Matematica referente a conceitos/contetidos de GE.
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29 LIMA, E. L. et al. A Matematica do Ensino Médio. Rio de Janeiro: Solgraf, 1999. 55 10
30 LIMA, E. L. Coordenadas no Plano. Rio de Janeiro: SBM, 1993. 1 2
31 LIMA, E. L. Medida e Forma em Geometria: comprimento, area, volume e 53 5
semelhanga. Rio de Janeiro: Graftex, 1991
LIMA, E. L. Meu professor de matematica e outras historias. Rio de Janeiro: SBM,
32 1991, § 2
LIMA, E. L. et. al. Temas e Problemas Elementares. 42 ed. Rio de Janeiro: SBM,
33 2016. 3 3
34 LIMA NETTO, S. Construcdes geométricas: exercicios e solucdes. Rio de Janeiro: 14 1
SBM, 20009.
35 LINDQUIST, M. M. & SHULTE, A. P. (Orgs.). Aprendendo e ensinando a 6 15
geometria. Traducdo de Hygino H. Domingues. Sdo Paulo: Atual, 1994,
36 LOPES, M. L. M. L.; NASSER, L. Geometria: na era da imagem e do movimento. 3 2
Rio de Janeiro: Editora UFRJ, 1996.
LORENZATO, S. Para aprender matematica. 32 ed. Campinas, SP: Autores
37 ) 1 11
Associados, 2010.
38 MACHADO, N. J. Matematica e lingua materna: anélise de uma impregnacéo 1 1
mutua. 5% ed. S&o Paulo: Cortez, 2001.
39 MACHADO, S. D. A. (Org.). Aprendizagem em Matematica: registros de 1 5
representacdo semiética. Campinas, SP: Papirus,2003.
40 | MUNIZ NETO, A. C. Geometria. Cole¢do PROFMAT, Rio de Janeiro: SBM, 2013. 5 1
41 POLYA, G. A arte de resolver problemas: um novo enfoque do método matematico. 1 14
Rio de Janeiro: Interciéncia, 1994.
42 REGO, R. G.; REGO, R. M. Matematicativa. 32 ed. Jodo Pessoa: EDUSP, 2004. 1 7
43 REGO, R. G. do; REGO R. M. do; VIEIRA, K. M. Laboratério de Ensino De ’ 3
Geometria. Campinas, SP: Editores Associados, 2012.
44 SMOLE, K. S. Cadernos do Mathema: Jogos de matematica de 6° a 9° ano. Porto 1 2
Alegre: Artmed, 2007.
45 SMOLE, K. S. Ler e resolver problemas. Porto Alegre: Art. Med, 2001. 1 3
TAHAN, M.; Matemética Divertida e Curiosa. 252 edi¢do. Rio de Janeiro: Editora
46 2 1
Record, 2008.
47 TINOCO, L. Geometria euclidiana por meio da resolucdo de problemas. Rio de 7 2
Janeiro: Instituto de Matematica/UFRJ, Projeto Funddo, 1999.
UNESCO. Educagao para um futuro sustentavel: uma visdo transdisciplinar para
48 acOes compartilhadas. Brasilia: Ed. IBAMA, 1999. Disponivel em: 3 1
<http://unesdoc.unesco.org/images/0011/001106/110686porb.pdf>.
49 UFF — Universidade Federal Fluminense. Contetdos Digitais. Disponivel em:< 2 2
http://www.uff.br/cdme/>.
50 WAGNER, E. Construgdes Geométricas. Rio de Janeiro: SBM, 1993. 39 5

Fonte: Dados da pesquisa.
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APENDICE G — OBRAS MAPEADAS REFERENTES A OUTROS
CONCEITOS/CONTEUDOS

Quadro 86 — Revistas e obras referentes a outros conceitos/contetidos

Obras

BARBOSA, J. L. M. Geometria euclidiana plana. Fortaleza: SBM, 1997.

BARBOSA, R. M. Descobrindo a geometria fractal: para a sala de aula. 3% ed. Belo Horizonte: Auténtica,
2005.

BARBOSA, R. M. Descobrindo Padrdes em Mosaicos. 12 ed. Sdo Paulo: Atual, 1993.

CARMO, M. P. do; MORGADO, A. C; WAGNER, E. Trigonometria: nimeros complexos. 3% ed. Rio de
Janeiro: SBM, 2005.

DOLCE, O.; POMPEOQ, J. N. Fundamentos de matematica elementar: Geometria Plana. Sdo Paulo: Atual,
2005.

HAZZAN, S. Fundamentos de Matematica Elementar, 5: Combinatéria, Probabilidade. 82 ed. Sdo Paulo:
Atual, 2013.

IEZZI, G. Fundamentos de Matematica Elementar, 3: Trigonometria. 9a ed. Sdo Paulo: Atual, 2013.

IEZZI, G. Fundamentos de matematica elementar, 7: Geometria Analitica. 5% ed. Sdo Paulo: Atual, 2005.

IEZZI, G.; DOLCE, O.; MURAKAMI, C. Fundamentos de Matematica Elementar, 2: Logaritmos. 92 ed. Sdo
Paulo: Atual, 2013.

IEZZI, G. MURAKAMI, C. Fundamentos de Matematica Elementar, 1: Conjuntos, Funcdes. 8% ed. S&o
Paulo:Atual, 2013.

JANOS, M. Geometria fractal. Rio de Janeiro: Ciéncia Moderna, 2008.

REZENDE, E. Q. F.; BONTORIM, M. L. Q. Geometria euclidiana plana e construgdes geométricas. 22 ed.
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APENDICE H - ROTEIRO DE CONSTRUCAO DO CUBO ORGANIZADO PELAS
EQUIPES NO SOFTWARE GEOGEBRA

Quadro 87 — Roteiro de construgdo do cubo organizado no software GeoGebra pela Equipe A

Equipe A

Acdes

Descricdo GeoGebra

Passo 1: Indicar os pontos A e B e tragcar uma
reta.

Passo 2: Tracar uma circunferéncia de centro A
e raio AB.

Pass3: Tracar uma circunferéncia de centro B e
raio AB e marcar o ponto C de intersecdo com a
reta AB.

Passo 4: Marcar os pontos D e E na intersecdo
das circunferéncias.

Passo 5: Tracar a reta contendo os pontos D e
E.

Passo 6: Tragar uma circunferéncia de centro C
e raio AB.

Passo 7: Marcar os pontos F e G interse¢do com
a circunferéncia de centro B.

Passo 8: Tragar a reta RG e marcar o ponto H
de intersecéo com a reta AB.

Passo 9: Marque o ponto | de intersecdo de DE
e 4B.

Passo 10: Trace os segmentos DF, FH, Hl e DI
Na janela de visualizagdo 3D:

Passo 11: Com a ferramenta ‘reta
perpendicular” clique no plano que contém o
quadrado e nos pontos D, F, H e I.

Passo 12: Com a ferramenta “plano
perpendicular” clique no ponto D e DC, ponto F
e DC, ponto F e FH, ponto H e HF.

Passo 13: Coloque na caixa de entrada o
comando “circulo (F, FD, 0)” sendo “0” o plano
perpendicular a reta i. Marque o ponto K como
mnNc

Passo 14: “Circulo (D, FD, 0)” e marque o
ponto M como s N d;

Passo 15: “Circulo (I, TH, t)” e marque o ponto
Ocomorne;

Passo 16: “Circulo (H, IH, t)” € marque o ponto
Qcomognfy

Passo 17: Crie os segmentos: 10, DM, FK, HQ,
0Q, OM, MK e KQ.

Passo 1: Reta AB

Passo 2: Circunferéncia ¢ com centro A e raio AB.

Passo 3: Circunferéncia d com centro B e raio 4B.

Passo 4: IntersecBes entre ¢ e d nomeadas como pontos D e
E

Passo 5: Reta DE

Passo 6: Circunferéncia e com centro C e raio AB

Passo 7: IntersecOes entre d e e nomeadas como pontos F e
G

Passo 8: Reta FG

Passo 9: Intersecéo entre AB e FG nomeada como ponto H
Passo 10: Intersecdo entre AB e DE nomeada como ponto |
Passo 11: Reta DF

Passo 12: Segmento DF, FH, HI, ID.

Passo 13: Circunferéncia p com centro D e raio DF.

Passo 14: Intersecéo entre p e HI nomeada como ponto J
Passo 15: Retas que contém o ponto F, ponto H, Passo ponto
I e ponto D e sdo perpendicular ao plano XOY

Passo 16: Plano que contém o ponto D e plano que contém o
ponto F e perpendiculares a reta DF

Passo 17: Plano que contém o ponto F e plano que contém o
ponto H e perpendiculares a reta FG

Passo 18: Circunferéncia d, com centro D e raio DF.

Passo 19: IntersecGes entre d, e reta perpendicular ao plano
XOY que contém o ponto F, nomeadas como ponto K e
ponto L.

Passo 20: Circunferéncia e; com centro | e raio TH.

Passo 21: IntersegBes entre e, e reta perpendicular ao plano
XOY que contém o ponto |, nomeadas como ponto O e
ponto P.

Passo 22: Circunferéncia f; com centro H e raio TH.

Passo 23: Interse¢des entre f; e reta perpendicular ao plano
XOY que contém o ponto H, nomeadas como ponto Q e
ponto R.

Fonte: Dados da pesquisa.
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Quadro 88 — Roteiro de construgdo do cubo organizado no software GeoGebra pela Equipe B

Equipe B

Agdes

Descricdo GeoGebra

Passo 1: Criar 2 pontos no plano xy, tracar uma
reta pelos 2 pontos criados.

Passo 2: Utilizando o compasso criamos um
tridngulo equilatero a partir dos pontos iniciais.
Passo 3: Utilizando ainda o compasso tragamos
0 ponto médio dos pontos iniciais, utilizando a
reta tragamos uma do ponto médio e o terceiro
vértice do triangulo equilatero.

Passo 4: Repetindo o processo, conseguimos
um guadrado.

Passo 5: No 3D clicamos na ferramenta esfera
com centro em um ponto do quadrado e o raio
vai ser o0 lado do quadrado.

Passo 6: Dai tracamos retas paralelas ao plano,
fizemos os planos até fechar o cubo.

Passo 1: Reta AB

Passo 2: Circunferéncia ¢ com centro A e raio AB

Passo 3: Circunferéncia d com centro A e raio BA

Passo 4: Circunferéncia e com centro B e raio BA

Passo 5: Ponto C sobre a circunferéncia e

Passo 6: Segmento AC e CB

Passo 7: Reta i que contém o ponto C e é perpendicular a re
AB

Passo 8: Intersecdo entre f e i nomeada como ponto D

Passo 9: Circunferéncia k com centro D e raio DC

Passo 10: Intersecdo entre k e AB nomeada como ponto E
Passo 11: Reta j que contém o ponto C e € paralela a AB
Passo 12: Reta | que contém o ponto E e é paralela a AB
Passo 13: Intersecéo entre j e | nomeada como ponto F

Passo 14: Reta m que contém o ponto C e € perpendicular ao
plano xOy

Passo 15: Reta n que contém o ponto F e é perpendicular ao
plano xOy

Passo 16: Reta p que contém o ponto E e é perpendicular ag
plano xOy

Passo 17: Reta g que contém o ponto D e é perpendicular ag
plano xOy

Passo 18: Reta CE

Passo 19: Plano a que contém as retas p e n

Passo 20: Plano b que contém as retas p e q

Passo 21: Plano o que contém as retas g e m

Passo 22: Plano s que contém as retasn e m

Passo 23: Esfera que contém o ponto D e possui como centrg
o ponto C

Passo 24: Intersecdo entre m e u nomeada como ponto G
Passo 25: Plano v que contém o ponto G e é paralelo ao plang
xOy

Passo 26: Intersecdo entre 0 e v nomeada como reta t

Passo 27: Intersecdo entre o e b nomeada como reta f;

Passo 28: Intersecdo entre 0 e o plano xOy nomeada como
reta g,

Passo 29: Intersecdo entre s e 0 nomeada como reta h,

Passo 30: Intersecéo entre 0 e v nomeada como reta i,

Passo 31: Intersecdo entre b e a nomeada como reta j;

Passo 32: Intersecdo entre v e a nomeada como reta k;

Passo 33: Intersecdo entre b e o plano xOy nomeada como
reta [,

Passo 34: Intersecdo entre 0 e b nomeada como reta m,

Passo 35: Intersecdo entre a e 0 plano xOy nomeada como
reta n,

Passo 36: Intersecdo entre s e 0 plano xOy nomeada como
reta p;

Passo 37: Intersecdo entre b e v nomeada como reta q,

Passo 38: Intersecdo entre 0 e v nomeada como reta ry

Fonte: Dados da pesquisa.
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Quadro 89 — Roteiro de construcao do cubo organizado no software GeoGebra pela Equipe C

Equipe C

Acdes

Descricdo GeoGebra

Passo 1: Foi criado o segmento AB, depois

criamos dois circulos com a ferramenta
compasso.
Passo 2: Depois tracamos duas retas

perpendiculares ao ponto A e B.

Passo 3: Dai passamos par 0 3D e criamos um
ponto e depois retas paralelas, logo depois
criamos um plano e wusamos a ferramenta
compasso para achar um circulo e
consequentemente o raio.

Passo 4. Posteriormente foi criado um plano
perpendicular ao plano ja existente, entdo foi
construido uma circunferéncia para poder
determinar a altura do segmento perpendicular ao
primeiro plano criado

Passo 5: E finalmente com a existéncia de dois
planos foi possivel ir determinando os outros
segmentos paralelos dois a dois.

Passo 1: Segmento AB

Passo 2: Circunferéncia c com centro B e raio AB.
Passo 3: Circunferéncia d com centro A e raio AB e
paralela ao plano xOy

Passo 4: Reta g que contém o ponto A e é perpendicular a
AB e paralela ao plano xOy

Passo 5: Reta h que contém o ponto B e é perpendicular a
AB e paralela ao plano xOy

Passo 6: IntersecGes entre d e g nomeadas como pontos C
eD

Passo 7: Interseces entre ¢ e h nomeadas como pontos E e
F

Passo 8: Segmentos DF, AB, AD, DF, BA, AD, DF, BF,
BF

Passo 9: Reta s que contém o ponto B e é perpendicular ao

plano xOy

Passo 10: Reta t que contém o ponto A e é perpendicular
ao plano xOy

Passo 11: Ponto G sobre areta t

Passo 12: Reta a que contém o ponto F e é paralela a reta t
Passo 13: Reta b que contém o ponto F e é paralela a reta s
Passo 14: Ponto | sobre a reta t

Passo 15: Reta e que contém o ponto | e é paralela a reta t
Passo 17: Reta f; que contém o ponto D e é paralela a reta

S
Passo 18: Ponto J sobre o segmento BA

Passo 19: Circunferéncia c; que contem o ponto B e tem
como eixo DF

Passo 20: IntersecOes entre c; e b nomeadas como pontos
LeM
Passo 21:
Passo 22:
Passo 23:
Passo 24:
Passo 25:
Passo 26:
Passo 27:
Passo 28:
Passo 29:
Passo 30:
Passo 31.:
Passo 32:
Passo 33:
Passo 34:
Passo 35:
Passo 36:
Passo 37:
Passo 38:

Reta h, que contém o ponto D e é paralelaa b
Reta i; que contém o ponto F e é paralelaa b
Reta j; que contém o ponto D e é paralelaa h,
Reta k, que contém o ponto F e é paralela a i;
Reta [, que contém o ponto F e é paralela a k,
Reta m, que contém o ponto D e é paralelaa p
Reta n, que contém o ponto L e é paralela a k;
Reta p; que contém o ponto L e é paralela a m,
Reta g, que contém o ponto L e é paralelaar
Intersecdo entre s e g, nomeada como ponto H
Reta g, que contém o ponto H e é paralela a m,
Intersecéo entre e e g; nomeada como ponto K
Reta r; que contém o ponto K e é paralelaan
Segmento AK

Ponto N sobre e, Pontos O e P sobre t
Segmentos OP e HK

Intersecdo entre r; e f; nomeado como ponto Q

Fonte: Dados da pesquisa.
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