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RESUMO

EXISTENCIA DE SOLUCAO PARA UM PROBLEMA
ENVOLVENDO UMA EQUACAO DIFERENCIAL
FRACIONARIA

AUTORA: Fabiola Cristiane Forsch
ORIENTADORA: Taisa Junges Miotto
COORIENTADOR: Marcio Luis Miotto

Este trabalho tem por objetivo apresentar resultados que garantem a existéncia de solu-
¢do para um problema envolvendo uma equagao diferencial fracionaria com condigoes de
contorno antiperiodicas. A equacao diferencial fracionaria considerada em tal problema,
¢ dada em termos da derivada fracionaria de Caputo. Para garantirmos a validade dos
resultados, fazemos uso da teoria do grau topolégico de Leray-Schauder, e de teoremas
do ponto fixo, a saber, o Teorema do ponto fixo de Altman e o Teorema do ponto fixo de
Schauder, que sdo também demonstrados, com o auxilio de propriedades provenientes do

grau topologico de Leray-Schauder.

Palavras-chave: Equagao diferencial fracionaria. Derivada fracionaria de Caputo. Grau

topologico de Leray-Schauder. Teorema do ponto fixo de Altman. Teorema do ponto fixo

de Schauder.



ABSTRACT

EXISTENCE OF SOLUTION FOR A PROBLEM
INVOLVING A FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATION

AUTHOR: Fabiola Cristiane Forsch
ADVISOR: Taisa Junges Miotto
CO-ADVISOR: Mércio Luis Miotto

This paper aims to present results that guarantee the existence of solution to a problem
involving a fractional differential equation with antiperiodic boundary conditions. The
fractional differential equation considered in such a problem is given in terms of the Ca-
puto fractional derivative. To ensure the validity of the results, we make use of the theory
of Leray-Schauder topological degree, and fixed point theorems, namely Altman’s fixed
point theorem and Schauder’s fixed point theorem, which are also demonstrated with the

aid of properties from the Leray-Schauder topological degree.

Keywords: Fractional differential equation. Caputo fractional derivative. Leray-Schauder

topological degree. Altman’s fixed point theorem. Schauder’s fixed point theorem.



Lista de simbolos

No decorrer desta dissertagdo usaremos as seguintes notacoes:

N = {1,2,3,...} representa o conjuntos dos nimeros naturais;
—={...,—3,—2,—1} representa o conjuntos do niimeros inteiros negativos;
R representa o conjunto dos niimeros reais;
R™ representa o conjunto dos ntimeros reais positivos;
R~ representa o conjunto dos niimeros reais negativos;
R™ = {(x1,29,...,2,);x; € R, para cada i = 1,2,...,n} representa o espago euclidiano
n dimensional;
| - | denota 0 médulo de um nimero real;
|| - ||e denota a norma euclidiana em R";
| - ||z denota a norma em um espago de Banach F;

|u|| = max |u(t)|, onde v € C[0,T];

te[0,T
int(A) representa o interior do conjunto A;
A representa o fecho do conjunto A:;
O0A representa a fronteira do conjunto A;
B(xg;r) representa a bola aberta centrada em z( e raio r > 0;
Blxg;r] = B(zo;7);
B(0; B) = {u € C10,T}; max Ju(t)] < R};

B0; R] = B(0; R);

[21, 22, ..., zk] denota o subespago gerado por z1, 29, . . ., 2k;
px(x, A) = inf{||z —allx;a € A};
AY)={f: A=Y, f éfungao}
AY)={f: A=Y, fécontinua}
(AY)={f:A—=Y; fék—vezes continuamente diferencidvel em A};
(A)Y)=CHA,Y)NC(AY);
C(4) = C(A, R);
CH(4) = CH(A, R);

F(
C(

c"



—1,sex <0
sgn(z) =4 0, sex =0  representa a fungao sinal;

1, sex >0

d(f,Q,y) significa grau topolédgico de Brouwer de uma terna (f, €2, y);
D(f,Q,y) significa grau topolégico de Leray-Schauder de uma terna (f,Q,y);

sup ||h(x)||g representa o supremo do nimero ||h(x)||g no conjunto A;
€A

[x] denota a parte inteira do ntimero real x;

L' (a,b) = {f :(a,b) — R;afb|f(t)|dt < oo};

f o g representa a composi¢ao entre f e g;

dk
J9(0%) = 22 0)

t=0"+
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1 Introducao

O célculo de ordem arbitraria, popularmente conhecido como calculo fracionario,
teve sua origem, segundo (CAMARGO, 2009), em 30 de setembro de 1695, por meio
de uma troca de correspondéncias entre L’Hospital e Leibniz, na qual L’Hospital ques-
tionou qual seria o significado de uma derivada de ordem meio. Leibniz assegurou que
Dix = xv/dx : x e afirmou que isto é aparentemente um paradoxo do qual um dia seriam
obtidas consequéncias importantes. A partir disto, outros brilhantes matematicos como
Euler, Lagrange, Laplace, Fourier, Abel, Heaviside, Liouville, entre outros, se interessa-
ram pelo estudo do calculo fracionario.

Apesar do célculo fracionario, ter surgido praticamente na mesma época que o
calculo classico, inicialmente seu desenvolvimento nao foi tao intenso. Mas o estudo na
area, foi aumentando gradativamente e a partir do século XX, surgiram diversas publi-
cagoes sobre o assunto. Além disso, por um longo tempo, o desenvolvimento do célculo
fracionério deu-se estritamente no campo da matematica pura, sem grandes aplicagoes em
outras areas. Mas, ainda segundo (CAMARGO], 2009)), “[...] nas ultimas décadas diversos
autores mostraram que a modelagem feita por meio do calculo fracionédrio oferece uma
descrigdo mais precisa dos fenémenos naturais do que o célculo usual [...]"”. Destacamos
ainda (OLIVEIRA| 2010) e (OLIVEIRA, [2018)) os quais fazem um apanhado histérico
bastante detalhado e completo sobre o assunto, e ainda, o tdltimo, apresenta uma pes-
quisa detalhada sobre o que se tem no Brasil, e no mundo, sobre o calculo fracionario,
incluindo eventos e materias sobre o assunto. Ainda, vale ressatar que em (OLIVEIRA]
2019)) é possivel encontrar uma cronologia do célculo fracionario desde seu surgimento em
1695, até o ano de 2015.

O calculo fracionario tem sido utilizado na discussao de problemas de diversas
4reas da ciéncia. E possivel encontrar aplicacdes desta teoria na matemética, fisica, enge-
nharia, quimica, biologia, acorodinamica, e em muitas outras areas. Segundo (AHMAD;
NIETO, 2010), isto se deve principalmente ao fato de que as derivadas fracionarias for-
necem uma excelente ferramenta para a descricdo de propriedades hereditarias de varios
materiais e processos, e que esta ¢ a principal vantagem do uso de equacoes diferencias

fracionédrias quando comparadas a modelos de ordem inteira. Podemos destacar alguns
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trabalhos, como (PODLUBNY] 1999), que em seu livro, traz um capitulo sé com aplica-
¢oes do calculo fracionario, em areas como biologia, circuitos elétricos, teoria de controle
e viscoelasticidade. Este ultimo elemento de estudo ¢ muito comum em aplicagoes do
célculo fraciondrio, e pode ser ainda encontrado em trabalhos como (DEBNATH] 2003]),
(OLIVEIRA] 2018) e (RODRIGUES; OLIVEIRA| [2015). (DEBNATH]| 2003), além de
algumas linhas de estudo ja citadas, traz aplicacbes também em eletroquimica e ele-
tromagnetismo. Destacamos também, o artigo de (WANG; XU; LI, 2009) que fala de
aplicagoes em mecanica quantica, e (DAVID; LINARES; PALLONE, 2011)), que trazem
algumas aplicagdes na equacao de difusdo, engenharia de alimentos, robdtica e teoria de
controle. Citamos ainda, (CAMARGO, [2009), que estuda modelos bem conhecidos do
calculo classico, mas com a abordagem fracionaria, a saber, a equagao do Telégrafo Fracio-
naria, Sistema de Lotka-Volterra Fracionario e Equacao de Langevin Fracionaria e outros
trabalhos que abordam o estudo do oscilador harmonico fracionario, como por exemplo,
(OLIVEIRA] [2018), (OLIVEIRA| 2014)) e (TEODORO, 2014).

Devido a grande variedade de aplicacoes existentes no campo do calculo fraciona-
rio, as equagoes diferenciais fraciondrias tém aparecido cada vez mais em diversas areas
de pesquisa, e métodos para resolvé-las ou ao menos resultados para garantir a existén-
cia de solugoes das mesmas, vem sendo estudados e desenvolvidos. No entanto, segundo
(AHMAD:; NIETO) 2010)), quando se trata de problemas de valor de contorno envolvendo
equagoes diferenciais fracionarias nao lineares, ha ainda muitos aspectos para serem ex-
plorados.

Neste sentido, o objetivo deste trabalho é apresentar condi¢es sobre a funcgao
f, que garantem a existéncia de solucdo para o seguinte problema, o qual envolve uma

equacgao diferencial fracionaria com condigoes de contorno anti-periddicas

Du(t) = f(t,u(t)), parat € (0,T)
u(0) = —u(T), /(0) = —u/(T),

(1.1)

onde T' > 0, g € (1,2] e D? denota a derivada fracionaria de ordem ¢, na defingao de
Caputo.

Para apresentarmos resultados que garantem a existéncia de solugao para tal pro-
blema, faremos uso da teoria do grau topologico em espacos de dimensao infinita, mais
conhecido por grau topoldgico de Leray-Schauder e de teoremas do ponto fixo, a saber,

o Teorema do ponto fixo de Altman e o Teorema do ponto fixo de Schauder. Tal teoria,
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para completude de nosso trabalho sera apresentada, ao menos no que se refere aos seus
resultados principais, e os teoremas do ponto fixo mencionados serao justificados com o
auxilio de propriedades do grau topolégico de Leray-Schauder.

Para atingirmos o objetivo desejado, nosso trabalho esta dividido em trés capitu-
los, organizados da seguinte maneira:

No Capitulo 2, falaremos da teoria do grau topolégico de Leray-Schauder. Este
por sua vez, esta dividido em trés se¢oes, as quais abordam a construgao do grau topold-
gico, as suas propriedades e dois teoremas do ponto fixo, j4 mencionados anteriormente.

No Capitulo 3, descreveremos um pouco da teoria do célculo fracionario, tal ca-
pitulo é dividido em seis se¢oes. Nas trés primeiras, falaremos de fungoes consideradas
especiais dentro da teoria do célculo fracionario, a saber a fun¢do gama, a funcao beta,
e a funcao de Mittag-Leffler, de um e dois parametros. As duas se¢Oes seguintes sao
dedicadas ao estudo de operadores integrais e diferenciais fracionarios. Vale destacar que
nao existe uma definicdo tnica para estes operadores, pois existem na realidade diversas
abordagens. Mencionamos que em (TEODORO, [2019), é possivel encontrar um estudo,
relativo aos critérios que um operador deve satisfazer para ser considerado uma derivada
fracionaria e diversas formulac¢oes para este conceito. No entanto, vale destacar que para
atender nossos propésitos, nos restringimos ao estudo da integral fracionaria de Riemann-
Liouville e as derivadas fracionarias, nas formulagoes de Riemann-Liouville e Caputo. Por
fim, na ultima secao deste capitulo, falaremos brevemente sobre as equacoes diferenciais
fracionarias, e utilizaremos o método da transformada de Laplace, para resolver algumas
equacoes diferenciais ordinarias fracionarias lineares com coeficientes constantes.

O Capitulo 4 é baseado no artigo de (AHMAD; NIETO, 2010) e apresenta trés
condig¢oes sobre f que garantem a existéncia de solucao para o problema . Apresen-
tamos ainda exemplos que satisfazem tais condigoes.

Por fim, apresentamos a conclusao deste trabalho, as referéncias utilizadas e trés
apéndices. O primeiro relativo ao grau topolégico em dimensao finita, mais conhecido
por grau topologico de Brouwer, com o intuito de auxiliar o estudo do Capitulo 2. No
segundo apéndice, veremos o conceito de transformada de Laplace e alguns de seus prin-
cipais resultados, visto que é a metodologia que utilizamos para resolvermos algumas
equagoes diferenciais fracionarias no Capitulo 3. E por tltimo, trazemos alguns resulta-
dos auxiliares, que foram de fundamental importancia no desenvolvimento do Capitulo

4.
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2 Grau topoldgico de Leray-Schauder

O grau topoldgico é uma ferramenta muito 1til quando queremos investigar equa-
¢oes da forma f(x) = y, afim de obtermos respostas significativas quanto a existéncia
de solugoes para tal equacao, onde f : X — X é uma aplicagao dada e X é um espago
vetorial normado, que pode ser de dimensao finita ou infinita, e y € X é um ponto dado.
Além disso, é considerado um subconjunto 2 C X, onde as solugoes de tal equacgao sao
procuradas. A partir disto, formamos ternas da forma (f,€2,y) e consideramos o grau
topoldgico como sendo uma fungdo que associa a cada uma destas ternas um nimero in-
teiro, e entao, utilizando as propriedades desta funcgao, é possivel garantirmos se existem
solugdes para a equacao da forma f(z) = y.

O grau topologico, considerado para funcgoes definidas em espagos vetoriais de
dimensao finita, é chamado de grau topolégico de Brouwer. No Apéndice A, sdo apre-
sentadas a defini¢ao e algumas propriedades do mesmo, que servirdo de base para, neste
capitulo, definirmos o grau topoldgico considerado para fungoes em espacos vetoriais de
dimensao infinita, em particular espacos de Banach, conhecido como grau topoldgico de
Leray-Schauder.

Inicialmente, faremos a construgao do grau, abordando conceitos e resultados ne-
cessarios para obtermos sua definicao. Posteriormente, vamos apresentar e demonstrar
suas principais propriedades, e por fim, vamos enunciar e provar dois teoremas de ponto
fixo, a saber o Teorema do ponto fixo de Schauder e o Teorema do ponto fixo de Altman,
utilizando a teoria do grau topoldgico de Leray-Schauder.

Ressaltamos que (GABERT) [2015), (PEIXOTO, 2014) e (FONSECA; GANGBO|

1995)), foram referéncias de extrema relevancia para o desenvolvimento deste capitulo.

2.1 Construcao do grau

Ressaltamos que nao é possivel definirmos o grau em dimensao infinita para apli-
cagoes que sejam somente continuas como € feito para o grau topologico de Brouwer, veja
Apéndice A. Indicamos (GABERT] 2015)), onde é possivel encontrar um exemplo que jus-

tifica tal afirmacao. Desta forma, com o intuito de contornar este problema, de modo a
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estendermos o grau topologico, que ja esta definido em um primeiro momento em dimen-
sdo finita, para dimensao infinita, consideramos perturbagoes compactas da identidade,
isto é, aplicagoes da forma I — T, onde T' ¢ uma aplicagdo compacta, conceito este, bem
como outros que se fazem necessario formalizar.

Nas defini¢oes a seguir, consideremos F e F' espacos de Banach, ou seja, espacos
vetoriais normados completos.

Dizemos que T : M C E — F é uma aplicagdo compacta [[| se
i) T é continua;

ii) T(A) é compacto para todo A C M, limitado.

Dizemos que f : F — F ¢ uma aplicagdo prépria em N C E se f~'(K)N N ¢
compacto em F, para todo K, subconjunto compacto de F.

Além disso, a aplicacdo f : E — F é dita fechada, se f(G) é um conjunto fechado
em F para todo G fechado em F.

E ainda, a aplicacao T': M C E — F' ¢é uma aplicacao de posto finito, se T ¢é
continua e T'(M) estd contido em um subespago de F' de dimensao finita.

Para construirmos o grau topologico de Leray Schauder, precisamos impor al-
gumas condicdes sobre as ternas que mencionamos na introdugao deste capitulo. Neste
sentido, se 2 é um subconjunto aberto e limitado de um espago de Banach E e a funcao
f:Q — E édaforma f(z) = 2 —T(x), sendo T : Q — FE uma aplicacdo compacta e
y € E\f(09), entdo dizemos que (f,2,y) é uma terna admissivel para o grau topolo-
gico de Leray-Schauder.

Dada uma terna admissivel, para garantirmos que pg(y, f(02)) > 0, precisamos

do seguinte resultado.

Lema 2.1. Sejam E um espaco de Banach, 2 C F um conjunto aberto e limitado e
T : Q — F uma aplicacio compacta. Entdo a funcdo f : Q@ — E definida por
f(z) = x — T(x), possui as seguintes propriedades:

i) f é uma aplicacdo prépria em ;

i1) f é uma aplicagao fechada.

Demonstragio. i) Seja K C E um conjunto compacto. Mostremos que

fFUK)NQ = f~1(K) é compacto. Suponhamos que f~1(K) # () e consideremos uma

1

Autores europeus denominam esta aplicagdo de completamente continua. Se T(M) for compacto em
F, esses autores chamam T de compacta. Se M for limitado, as denominagées coincidem.
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sequéncia (z,) C f~'(K). Portanto, (f(z,)) C K e como K é compacto, existe uma

subsequéncia (z,,) C (x,) tal que lim f (xn,,) = z € K. Além disso, como T é uma

aplicagdo compacta, segue que T'(Q) é compacto.

Notemos agora que (T'(x,,)) C T(Q). Consequentemente, existe uma subsequéncia

(Tn,) C (¥n,,) tal que Jim T(y,, ) =weT(Q) C E. Sendo f=1-T,istoé, [ = f+T,
00

segue que
lim z,, = lim f(z,, )+ lim T(z,, )=2z+w.
l—o0 ! l—o0 ! l—00 ™

Como f é continua, obtemos que

flz4+w) = f(llggloxnml) = lliglof(x"mz) =z€eK.

Logo, z +w € f~}(K). Assim, concluimos que f~!(K) é compacto.

ii) Seja F' C Q fechado, mostremos que f(F) é fechado. Para isso, seja y € f(F), entdo,
existe uma sequéncia (y,) C f(F) tal que lim y, =y, vamos mostrar que y € f(F).
Consideremos K = {y,;n € N} U{y} que é um conjunto compacto em E, mas pelo item
i), temos que f é uma aplicacio prépria em 2, entdo, segue que f~(K) é compacto,
e como F é fechado, obtemos que f~!(K) N F ¢é compacto. Além disso, y, € f(F),
para cada n € N, entdo, segue que y, = f(z,) com z, € F, para cada n € N. Ainda,
2, € f7HK), para todo n € N. Logo, (z,) C f~}(K)N F. Disto e pela compacidade de
J7HK) N F, segue que existe uma subsequéncia (z,, ) C (2,) que converge para algum
z € f[TYK)NF. Como f é continua, lim f(zn,,) = f(2). Mas f(zy,,,) ¢ uma subsequéncia
de (yn), portanto, nli_r}noof(znm) = y. Logo, pela unicidade do limite, f(z) = y, e como

z € F, temos que y € f(F) e assim, concluimos que f(F) é fechado. ]

Observagao 2.1. Por meio do item i) do lema anterior, temos que f(0€2) é um conjunto
fechado. Portanto, se (f,€2,y) é uma terna admissivel para o grau topoldgico de Leray-

Schauder, entao pg(y, f(0N2)) = R, onde R é uma constante positiva, visto que y ¢ f(99).

Os resultados a seguir garantem que dada uma terna admissivel (f, (2, y), para o
grau topologico de Leray-Schauder, onde f = [ — T, é possivel aproximar 7' por uma
aplicagao de posto finito, de modo que o grau de Leray-Schauder de (f,€2,y) possa ser

dado por meio do grau topolégico de Brouwer.

Lema 2.2. Sejam E, F espacos de Banach munidos, respectivamente, das normas || - ||g

e | - ||p. Suponha que M C FE é um conjunto limitado e T : M — F é um aplicagao
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compacta. Entao, para cada £ > 0, existe uma aplicacao T, : M — F' de posto finito tal

que ||T(x) — T(x)||F < e, para todo x € M.

Demonstracio. Como T é uma aplicacdo compacta e M é limitado, temos que W é
compacto. Assim, fixado € > 0 e considerando {B(z;¢);z € T(M)} uma cobertura por
abertos de T(M), segue que existem zy,...,2, € T(M) tais que {B(z;¢);1 < i < k}
ainda seja cobertura de T(M). Para cada 1 < i < k, seja m;(-,¢) : M — R, dada por

m;(z,e) = max{0,e — ||T'(z) — zi||r} e consideremos

m;(x, e
0@(1‘78) = kZ(i)
> mj(z,¢€)
7j=1
Mostremos que 6;(-,¢) : M — R estd bem definida e é continua para cada i =1, ..., k.

Com efeito, dado x € M, temos que T(x) € B(zj;¢) para algum j = 1,... k.
Logo, [|[T(x) — zjllr < € para algum j = 1,...,k, isto é, ¢ — [|[T(x) — zj||lp > 0, e
portanto, m;(z,e) > 0, para algum j = 1,...,k. Assim, Ekj m;(z,e) > 0 e entdo, §; estd
bem definida para cadat=1,... k. -

Além disso, como

mi(z,e) = max{0,e — ||T(z) — z[r}
_ e—|T(@) = zllr N e = [|T(x) — zil|F|
2 2 ’
temos que m; é continua, e portanto, 6; é continua, para cada i € {1,...,k}.

k
Agora, consideremos T.(z) = 3 6;(x,¢€)z;, para cada x € M. Notemos que independente
i=1

de x € M,

k Zml(x)
> 6;(x, Z - = &l = 1. (2.1)
‘ i=1 gmm gmm

Além disso, T, é continua, pois #; é continua, para cada i = 1,...,k. E ainda, para
cada € M, temos que T.(r) é uma combinagdo linear convexa dos z;. Portanto,
T.(z) € [z1,29,...,2k], para todo © € M. Logo, T.(M) C |z, 22,...,2k], ou seja, T;
é uma aplicacao de posto finito.

Notemos que, por ([2.1)),
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e com isso, obtemos que
k
1T (z) = Te(2)||r < D Oi2,e) [ T(@) = zillr <e.
i=1

[]

Proposigao 2.1. Sejam (f, 2, y) uma terna admissivel, com f = I—-T e R = pg(y, f(02)).
Para cada ¢ € (0, R), existe uma aplicacdo T, : Q@ — FE de posto finito, satisfazendo
|T(x) —T.(z)||r < &, para todo z € €. Se considerarmos S, = [T.(Q) U{y}], % = QN S.
e f. a restricdo de I — T, a €., entdo d(f.,Q.,y) estd bem definido e independe de
e € (0,R).

Demonstragio. A primeira parte deste resultado segue diretamente do Lema [2.2] Resta-
nos mostrar que d(fe, 2, y) estd bem definido e independe de ¢ € (0, R). Primeiramente,
destacamos que f. é continua em ., pois 7. é continua. Notemos que €2, é um subconjunto
aberto e limitado de S. e além disso, f.(€2.) C S.. De fato,se x € Q. =QNS. Cc QN S,
entdo, v € Qex € S. = S.. Logo, fo(x) = (I —T.)(x) = z — T.(x) € S.. Afirmamos
que se 0.€). denota a fronteira de 2. em S, entao 0.0, C 0f2. Com efeito, se z € 0.(2.,
entao toda bola aberta B(z;d) contém pontos de 2. e pontos de fora de €).. Por existir
xg € B(z;9) tal que g € Q. e Q. = QN S,, segue que g € Q. Além disso, existe
x1 € B(x;0) tal que 1 € S\, assim concluimos que x; ¢ €. Portanto, B(x;d) possui
pontos que estao em €2 e pontos que nao estao em €. Consequentemente, x € 0f). Logo,
0. C 0N

Finalmente, y ¢ f.(0-).), pois caso contrario, existiria z € 0. tal que f.(x) = y, e

ainda, como f.(z) =x —T.(z) e f(x) = x — T'(x), obteriamos que

ly = f(@)lle = lfe() = f(@)][e = [T(x) = T(z)[[e < e < R.

Assim, terfamos exibido z € 9 tal que ||y — f(2)||lg < pe(y, f(0R2)), mas isto é um
absurdo, ja que pr(y, f(0)) = inf{|ly — f(x)||g;x € 02}. Logo, d(f., 2, y) estd bem
definido, para todo € € (0, R).

Por fim, mostremos que d(f.,€).,y) ndo depende da escolha de ¢ € (0, R). Para isso,
consideremos ¢ € (0,R) e T.» : Q — E uma aplicagio de posto finito que satisfaz
|T(x) — To(z)||p < €, para todo x € Q. Ainda, sejam S. = [T./(Q) U{y}], Qo = QN S
e f. arestricdo de I — T, a Q.. Agora, vamos considerar S = S. + S./, O=0QnSe fj a
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restricio de I — T a 6, para j € {e,€'}.
Devido a Proposicao do Apéndice A, temos que

A A

d(fsaQay) = d(f67Qs7y) € d(f&’vay> = d(fa’vQEHy)' (22)

Agora se considerarmos h : [0, 1] x Q — S definida por h(t,z) = tf.(z) + (1 — ) fur(z),

temos para qualquer z € Qete [0, 1], que

Ih(t,2) = f(@)le < tlfo@) = f@)le+ 1= O folz) = f(2)l|.

A

Mas como f(z) =z —T(x) e f;(x) =z —T;(z), para j € {e,€'}, e ¢,¢’ € (0, R), obtemos
que

[n(t, z) = (o)l < UT(x) = Te(x)||le + (1 =T (z) = Te(2)||e < R.

Agora, para qualquer (¢, ) € [0,1] x 9, temos || f(z)—y||g > Re ||h(t,z)— f(z)|z < R,

e entao,
[h(t,z) = ylle = [If(2) —ylle = A, 2) = f(2)][e > R— R =0.

Assim, obtemos que h(t,z) # y, independente de (¢,2) € [0,1] x 9. Decorre da Pro-
priedade (d6) do Apéndice A que d(h(t,-), Q, y) independe de ¢t € [0,1]. Em particular,

d(h(0,-),Q,y) = d(h(1,-),Q,y), isto ¢, d(fo,Qy) = d(f.,Q,y). Disto e de (2.2), segue
que d(fe, Qe,y) = d(for, Qer,y) e assim, concluimos que d( f, (2., y) independe da escolha

de ¢ € (0, R). O

A partir do resultado obtido na Proposicao [2.1], podemos definir o grau topoldgico

de Leray-Schauder da seguinte forma:

Definicdo 2.1. Sejam (f,Q,y) uma terna admissivel com f =T —T e T : Q — E uma

aplicacdo de posto finito, tal que para todo = € Q,

I1T(z) = T(2)||e < prly, F(2)).

Seja S um subespaco de dimensao finita de F, contendo T(ﬁ) e y. Entao definimos o

grau topolégico de Leray-Schauder de (f, (2, y) por

D(f,Q,y) =d(f,Q.y),

ondefz([—fﬂﬁ e 0=QnS.
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2.2 Propriedades do grau

Agora, serao apresentadas e demonstradas algumas propriedades do grau topolé-

gico de Leray-Schauder.

Proposigao 2.2. As seguintes propriedades sao validas:
(D1) (Normalizagao): Sejam E um espago de Banach, [ : F — FE a aplicacao identi-

dade e 2 um subconjunto aberto e limitado de E. Entao, para todo y € €2,
D(I,Q,y) = 1.

(D2) (Translagao): Se (f,€,y) é uma terna admissivel, entao (f —vy,2,0) é admissivel
e

D(f,8sy) = D(f —y,9,0).
(D3) (Aditividade): Seja (f, €2, y) uma terna admissivel. Se 21,y C Q sao abertos e
disjuntos com y & f(Q\(Q1 UQy)), entdo (f,Q,y) e (f,Q,y) sdo admissiveis e

D(f,Q,y) :D(fJQI;y>+D(f792ay)

(D4) (Excisao): Seja (f,€2,y) uma terna admissivel e considere um conjunto compacto

K CQtal quey ¢ f(K). Entao, (f,Q\K,y) é admissivel e

D(f,Q,y) = D(f,Q\K,y).

(D5) (Continuidade em relacao a aplicagao T): Seja (f, (2, y) uma terna admissivel.
Entdo, sendo f = I — T, existe ¢ > 0 tal que para toda aplicacio compacta P : Q) — F

com sup ||P(x) — T(z)||g < €, a terna (I — P,Q,y) é admissivel e
z€Q

(D6) (Invaridncia homotdpica): Sejam E um espago de Banach e 2 C E um conjunto
aberto e limitado. Considere y € E e uma aplicacdo compacta H : [0,1] x Q — E tais
que z — H(t,x) # y para todo t € [0,1] e para todo z € 99, isto é, y ¢ (I — H(t,-))(09)
para todo t € [0, 1]. Entao, D(I — H(t,-),,y) independe de ¢ € [0, 1].

(D7) (Invariancia local): Se T é uma aplicacdo compacta e f = I —T, entdao D(f, (2, ")

é constante em cada componente conexa de E\ f(052).

(D8) (Existéncia de Solugao): Seja (f, (2, y) uma terna admissivel. Se D(f, 2, y) # 0,
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entdo existe z € Q tal que f(x) =y, isto é, f~1(y) # 0.

(D9) (Propriedade do bordo): Sejam (f,Q,y) e (g,€,y) duas ternas admissiveis tais
que flao = glsq. Entao,

D(f,Q,y) = D(g,9Q,y).

Demonstragao. | (D1) Suponhamos que y # 0 e consideremos S = [y], O=0nS,T=0
ef = Il5. Comoy € Qey € S, segue que y € (). Pela Deﬁnigéoe por (d1), temos que
D(I,Q,y) =d(f,Q,y) = 1. Se y = 0, consideremos S = {0}, assim Q = QNS ={0}ea
terna (I|§’ Q, 0) é admissivel, pois o0 = 0{0} = (), onde a fronteira é relativa ao espago
nulo. Daf, podemos similarmente concluir que D(/,,0) = d(I|g, Q,0) = 1.

(D2) Como f(xr) = a — T(x) com T uma aplicagho compacta, segue que
f(x) —y = & — T(x), com T compacta. De fato, como T(z) = z — f(z) é compacta,
obtemos que T(z) = = — f(z) 4+ y também é compacta. Além disso, se z € 9, temos
por hipétese que f(z) # y, ou seja, f(z) —y # 0, para todo z € 9. Logo, (f —y,Q,0)
é uma terna admissivel. Agora consideremos T7:Q — F uma aplicacao de posto finito
tal que para todo z € Q, |T(x) — T(z)|| g < pe(y, f(Q)). Tomemos S = [T(Q) U {y}] e
Q=0nS§S. Pela Definigao , temos que

D(f,Q,y) =d((I = T)[5,2,y). (2.3)
Agora notemos que para todo = € Q,

(T +y)(2) = (T +y)(@)ll& < puly, F(O92)) = pu(0, (f — y)(92))

¢ a imagem da aplicacdo T+ tem dimensao finita. Assim, usando novamente a Definicao

[2.1], temos que
D(f —y,9,0) =d((I =T - y)|5,,0).

Mas pela propriedade (d2), segue que

d((I =T)[5 Qy) = d((I = T = y)[5, 2, 0).

QJ

Logo, comparando as igualdades acima e (2.3)), obtemos D(f,Q,y) = D(f — y,,0).
(D3) Notemos que 9§2; C Q\(Q; U Q). Logo, se z € 98, temos, por hipitese que
f(x) # y e assim, y ¢ f(0;). Além disso, como T é compacta em (2, temos que T é

2 Quando utilizarmos na demonstracio alguma propriedade denotada por (d-), estamos nos referindo

as propriedades do grau topoldogico de Brouwer, encontradas no Apéndice A.
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compacta em ;. E ainda, €, ¢ limitado, pois est4 contido em €2 que é limitado e é aberto,
por hipétese. Portanto, a terna (f,{1,y) é admissivel. Afirmacoes andlogas valem para
)y, assim podemos concluir que a terna (f, s, y) é também admissivel.

Consideremos uma aplicacao de posto finito 7:0— F tal que para todo = € Q,

IT(x) = T(2)lle < puly, F(02)) e |T(x)=T(@)|p < puly, f(OR)), i=1.2,

onde T = I — f. Considerando S = [T(Q)U{y}], 0 =2n85 Q=0 nNSe =005

e usando a Definigao [2.1] temos que
D(f,Qy)=d((I D)5, Qy) e D(f,y)=dI -D)g Qy), i=12.
Além disso, por meio da propriedade (d3), obtemos que
d((I =T[5 Qy) = d((I =T[5, Q) + d((I = Tl Q2. ),

donde segue que D(f,Q,y) = D(f,,y) + D(f,Qs,y).

(D4) Notemos que J(Q\K) C 00 U K. E por hipétese, temos que
y & f(0OQ) ey ¢ f(K). Logo, y ¢ f(ON) U f(K), isto é, y ¢ f(0Q U K). Portanto,
y ¢ f(O(Q\K)), e consequentemente, (f, Q\K,y) é uma terna admissivel. Consideremos
T : Q — E uma aplicacao de posto finito tal que ||T(z) — T'(z)||p < pely, f(OQ)), para
todo z € Q, em que T =TI — f. Sejam S = [T(QD) U {y}], Q=QnSeQx = (NK)NS.
Assim, pela Definicao temos que

D(f,Qy) =d((I = T)5.%y) o D(FNK,y) =d(I = T)|g— Q).

Agora devido a propriedade (d4), segue que d((I—T1)|=,Q,y) = d((]—T)|5, O\(KNS),y).

Mas pelo fato que Qx = (Q\K) NS = (QN S\ (K NS) =Q\(KNS), temos que

/\

d((I = T)lg— 2k, y) = d((I = T)l5, Q\(K 1 S).y).
Assim, comparando as igualdades obtidas, temos que D(f, €, y) = D(f, Q\K,y).

(D5) Consideremos ¢ = pg(y, f(99Q)) e fixemos P : Q — E uma aplicagdo compacta tal

que
£
sup || P(z) = T'(z)||lp < 5.
el 2

Mostremos que (g,€,y) é uma terna admissivel, onde ¢ = I — P. Para isso, basta

provarmos que y ¢ g(92). Seja x € 052, e entao, como f(x) =z —T(z) e g(x) = v— P(x),



Capitulo 2. Grau topoldgico de Leray-Schauder 23

temos que

ly—g()lle = lly—f@)le—If(x) —g(@)le
=y = F@lle - [I1P(x) = T(x)le.

Como ||P(z) —T(z)||g < sup ||P(z) — T'(2)|| g, segue que
€I

g g
ly —g(@)lle = ly = f(@)|e — sup |[P(z) = T(z)|[[p >e—5 =5 >0.
€N 2 2

Logo, y # g(x), para todo = € 9. Assim, concluimos que y ¢ g(0).
Consideremos 77, P, : Q — E duas aplicacdes de posto finito tais que, para todo z € €,

€
IT(2) = Th(@)lle <e,  [1P(2) = P2)lle <3
esejam f1 =1 —Ty, 1 =1 — P, S =[T(Q) UPQ)U{y}, @ =QnS&. Utilizando a

Definigao [2.1], temos que

D(f,Q,y) :d<f1|6>Q>y> e D(9797y> :d(g1|5,Q,y)

Consideremos a aplicagdo h : [0, 1] x O — § dada por h(t,x) = tfilg(x) + (1 — t)gi[5(x)
ey :[0,1] = S dada por y(t) = y. Temos que y & h(t,8Q) para todo ¢ € [0,1]. De fato,
seja (t,2) € [0,1] x 9, entdo

[h(t, ) — f(2)lle < tlAlgE) = @)+ A =Dlalgl@) - f(2)le
< tlfilg@) = f@)ls + (1= 1) [l91l5(2) = 9@) |5 + llg(z) = f(2)]n).

Como f=I1-T,g=1—P, fy = [-Ty e gy = I— Py, obtemos para todo (¢, z) € [0,1] x <
que

In(t,x) = f(2)|l < te + (1 —1) [; + j -

Mas como € = xienanHy — f(2)||g, temos que ||y — f(z)||g > &, para todo x € I, e
como 002 C 09, devemos ter h(t,z) # y, para todo (t,x) € [0,1] x 9. Portanto,
y ¢ h([0,1] x 9Q). Logo, por (d6), temos que d(h(0,-),Q,y) = d(h(1,-),€,y), isto é,
d(fil5, Q) = d(gilg, Qy), e assim, D(f,Q,y) = D(g,Q,y).

(D6) Vamos definir uma fungao ¢ : [0,1] — Z dada por g(t) = D(I — H(t,-),Q,y).
Sendo H compacta em [0,1] x Q, temos pelo propriedade (D5), que sempre existe uma
vizinhanca de H, tal que para toda aplicagao compacta P em [0, 1] x €, desta vizinhanca,

D(I—H(t,-),Q,y) = D(I—P(t,-),Q,y), ou seja, o grau é localmente constante, isto é, g é
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localmente constante. Mas toda funcao f : I — R localmente constante em um intervalo
I, é constante. Em particular, g é constante, e portanto, ¢ é continua. Além disso, [0, 1]
é conexo, portanto ¢([0,1]) também é conexo, mas ¢([0,1]) C Z. Logo, g([0, 1]) deve se
constituir de um tnico valor. Assim, concluimos que D(I — H(t,-),€),y) independe de
t €0,1].

(D7) Seja f(z) = x — T(x), onde T é uma aplicacdo compacta em 2. Consideremos C
uma componente conexa de E\f(92) e g : C — Z dada por g(y) = D(f,Q,y). Assim,
precisamos mostrar que g é continua no conexo C', pois entao, teremos que g(C') é conexo,
e como ¢(C') C Z, obteremos que ¢g(C') seré constituido de um tnico valor, isto é, g serd
constante no conjunto conexo C.

Seja y € C qualquer e R = pg(y, f(022)) > 0. Para cada w € C, consideremos a aplicagao
fuw:Q — Epor fu(x) = f(x)—(w—y). Notemos que f,, pode ser escrita como f,, = I —T,
em que T, = T+ (w —y) é uma aplicacdo compacta em (2. Pela Propriedade (D2), temos
que

D(f,Q,U)) :D<f_(w_y)797y) :D(fw,Q,y)-

Assim, se w € C e ||y — w||g < R, entdo, para todo = € Q,

IT(2) = Tw(@)lle = lly —wlle < B = pe(y, £(09)),

e assim sup ||T(z) — T (2) || < pr(y, f(0R2)). Portanto, pela Propriedade (D5), segue que
zeQ

D(fuw, ,y) = D(f,2,y),

e consequentemente, temos que D(f,Q,y) = D(f,Q,w). Assim, dadoe > 0ey € C
qualquer, temos que existe d = R = pg(y, f(02)) > 0 tal que se w € C com ||y —w||g < 6,
entdo |g(y) — g(w)| = |D(f,Q,y) — D(f,Q,w)| = 0 < e. Consequentemente, g : C' — Z
é continua. Assim, podemos concluir que g é constante em C, e com isto, D(f,2,-) é

constante em cada componente de E\ f(0€2).

1 .
D8) SejaT'=1 — f. Para cada n > —————— existe, pelo Lema T, :Q—F
(%) ey 100)

de posto finito, tal que para todo x € €2,
. 1
)~ T(@)lp < -
Consideremos S, = [T,,(Q) U{y}] e Q, = QN S, segue pela Definicao ﬂ que
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Entéo, pela hipétese, temos que d((I — Tn) a Qo y) # 0, para cada n. Logo, pela pro-

priedade (d8), para cada n, existe z,, € Q,, tal que (I—=T},)(xn) = v, isto &, z,—Th(x,) = .
Como T é uma aplicacdo compacta, T(€2) é compacto e pelo fato que (x,) C €,
(T'(xy,)) C T(S2), e portanto, T'(z,) possui subsequéncia (T'(x,,)) que converge para um

z € T(£2). Notemos que
N A 1
1T (2n,) = 2lle < | Ta(zn,) = T(@a)lle + 1T (20,) = 2 <~ + L,

onde L > 0. Logo, (T},(x,,)) converge para z, quando k — co. Portanto, z,, = T}, (z,, )+y

converge para z + vy € , quando k — co. Pela continuidade de f, temos que

fz+y) = f(lim z,,) = lm f(z,,) = im (2, —T(z,,)) =2 +y —2=y.

Como y ¢ f(09), segue que z + y € Q. Portanto, existe x = z +y € Q tal que f(z) = y.
(D9) Sejam T : Q@ — E e S : Q — FE aplicacdes compactas tais que f = [ — T
e g = 1-S. Consideremos a aplicacio compacta H : [0,1] x Q@ — E dada por
H(t,x) = tT(z) + (1 — t)S(z). Por hipdtese, para (t,x) € [0,1] x 0, temos que
H(t,z) = tT(x) + (1 — t)T(z) = T(z). Portanto, para todo (t,z) € [0,1] x 0%,
x — H(t,x) = f(x) # y. Consequentemente, pela propriedade (D6), temos que
D(I — H(t,-),Q,y) independe de t € [0,1]. Em particular, concluimos que

D(I —H(0,),Q,y) =D — H(1,-),Q,y), isto é, D(f,Q,y) = D(g,Q,y). O

2.3 Teoremas do ponto fixo

Nesta secao, vamos apresentar os teoremas do ponto fixo de Altman e Schauder,
visto que estes serao elementos fundamentais para demonstrarmos resultados que garan-
tem a existéncia de solugao para o problema mencionado na introducao deste trabalho.
Para demonstrarmos os teoremas de ponto fixo em questao, utilizaremos como ferramenta

o grau topologico de Leray-Schauder, definido anteriormente.

Teorema 2.1. (Teorema do ponto fixo de Schauder) Sejam X um espago de Banach
e G C X um conjunto fechado, limitado e convexo contendo a origem em seu interior e

seja ¥ : G — G uma aplicagdo compacta. Entao W possui um ponto fixo.

Demonstragao. Seja Q) = int(G). Primeiramente, mostremos que se x € G e 0 <t < 1,

entao tx € Q. Por hipdtese, 0 € 2, entao existe € > 0 tal que B(0;¢) C G. Notemos que
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B(tz; (1 — t)e) C G. De fato, seja y € B(tz; (1 —t)e). Entdo, y = tx + (1 — t)e - u para
algum u € X tal que |lulx < 1, ecomot € [0,1), eu € G e x € G, segue que y € G, ja
que G é convexo. Logo, tx € int(G) = .
Agora, ressaltamos que se ¥(z) = x, para algum z € 0f), entdo a demonstracio estd
concluida. Assim, podemos assumir que V(x) # z para todo z € 0.
Consideremos H : [0,1]xQ — X dada por H(t,z) = t¥(z). Temos que H é uma aplicacio
compacta, pois ¥ ¢é compacta. Além disso, =z — H(t,z) # 0, para todo
(t,z) € [0,1] x 9. De fato, se x — H(t,x) = 0 para algum (t,x) € [0, 1] x 09, en-
tao x = t¥(z), e como assumimos que ¥ nao possui pontos fixos em 02, devemos ter
t#1,istoé, t € [0,1). Como ¥(x) € G, segue pela afirmacao demonstrada anteriormente,
que x € e assim, x € 92 N (), mas isto é uma contradicao, pois €2 é aberto. Assim,
utilizando a propriedade (D6), segue que D(H (t,-),$2,0), independe de ¢t € [0, 1], entao
em particular, D(H(0,-),Q,0) = D(H(1,-),9,0), ou seja, D(I — ¥,0,0) = D(I,9,0).
Ainda, como 0 € Q, por (D1), temos que D(I,9Q,0) = 1. Logo, D(I — ¥,Q,0) # 0, e
portanto, pela Propriedade (D8), temos que existe x € €2 tal que (I — V)(x) = 0, ou seja,
U(x) = .

O

A seguir, apresentamos um outro resultado que garante a existéncia de ponto fixo.

Para justificarmos tal resultado, nos baseamos em (GRANAS| 1962).

Teorema 2.2. (Teorema do ponto fixo de Altman) Seja € um conjunto aberto e
limitado de um espaco de Banach E com 0 € Qe ¥ : Q — F uma aplicacdo compacta. Se

10 (u) —ul% > [[¥(uw)]|% — ||ul|%, para todo u € 09, entdo ¥ tem um ponto fixo em 2.

Demonstracao. Caso ¥ possua algum ponto fixo na fronteira de €2, a demonstragao esta
concluida. Desta forma, vamos supor que ¥ nao possui nenhum ponto fixo em 0€2. Se
considerarmos H : [0, 1] x Q — E dada por H(t,u) = t¥(u), temos que H é uma aplicacio
compacta, pois ¥ o é. Mostremos que para cada (t,u) € [0,1] x 9Q, I(u) — H(t,u) # 0,
o que equivale a mostrar que u # tW(u).

Suponhamos que uy = toW(ug) para algum (o, ug) € [0,1] x 9. Entao, se tal igualdade
vale para ty = 0, entao temos ug = 0, o que é um absurdo, pois ug € 92, e por hipotese,
0 € Qe éaberto. Se a igualdade é valida para t; = 1, entdo obtemos ug = ¥(ug), 0

que significa que ug é um ponto fixo de ¥, mas isto é uma contradi¢ao, pois ug € 02 e
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estamos supondo que ¥ nao possui pontos fixos na 0€2. Finalmente, se a igualdade vale

1

para algum ty € (0,1), entdo ||V (uo)||p = ;
0

= t—||u0||E Logo,
E 0

1
19 (o) — ol = [1(1 — t0) ¥ (uo) |z = (1 —t0)* - ?HUOH%

Mas por outro lado,

to?

2 2 1_7502 2
19 (uo) |z — lluoll = o[-

Assim, utilizando a hipdtese, temos,

1 1 —to?
T e

de onde por uy € 92 e 0 € , obtemos que ty> > ty, o que ¢ uma contradicio, pois
to € (0,1). Logo, u # t¥(u), para todo (t,u) € [0,1] x 02 e consequentemente,
0 ¢ (I — H(t,-)(02) para todo t € [0,1]. Assim, por (D6), concluimos que
D(I — H(t,-),$,0) independe de t € [0,1], em particular, D(I,$,0) = D(I — ¥, Q,0).
Mas como 0 € €2, segue por (D1) que D(I,,0) = 1, logo, D(I —W¥,Q,0) # 0, e portanto,
por (D8), existe u € Q tal que (I — ¥)(u) = 0, de onde concluimos que ¥(u) = u. O
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3 Calculo fracionario

Neste capitulo, exploraremos alguns tépicos referentes a teoria do calculo de ordem
nao inteira, conhecido popularmente por calculo fracionario. Nosso objetivo consiste em
formular os conceitos necessarios para compreendermos e analisarmos o problema citado
na introdugao deste trabalho, e construirmos ferramentas que nos auxiliem na realizacao
desta tarefa.

Iniciamos com o estudo de algumas fungoes, que sao consideradas por muitos au-
tores como funcoes “especiais”, devido ao fato de aparecerem constantemente na teoria
do calculo fracionario. A primeira delas é a funcao gama, também conhecida como funcao
de Euler de segunda espécie, a qual é uma funcao que além de generalizar o conceito
de fatorial, é fundamental na teoria do cédlculo fracionario, pois alguns dos conceitos e
propriedades desta teoria, sao explicitados em termos desta funcao. Veremos também, a
funcao beta, a qual é ainda denominada de funcao de Euler de primeira espécie. Esta,
pode ser relacionada com a func¢do gama por meio de um expressao, que por sua vez,
sera util para justificarmos algumas propriedades da integral fracionaria. Apresentamos
ainda, a funcao de Mittag-Leffler, de um e dois parametros, a qual tem relevancia, haja
visto que aparece naturalmente como solugao de equacoes diferenciais fracionarias.

Posteriormente, teremos por objetivo um estudo preliminar dos operadores in-
tegrais e diferenciais fracionarios. Apresentaremos o conceito da integral fracionaria de
Riemann-Liouville, o qual se faz necessario, para definirmos as derivadas fracionarias de
Riemann-Liouville e de Caputo. Abordaremos a derivada de Riemann-Liouville, devido
ao fato desta ser a abordagem mais consolidada dentro da teoria do calculo fracionario.
Ja a derivada de Caputo, serd estudada por ser mais conveniente para abordar certos pro-
blemas envolvendo equagoes diferenciais fracionarias. Além disso, veremos que ha uma
expressao que relaciona estas derivadas fracionarias, e que a derivada de Caputo possui
algumas vantagens em relacao a de Riemann-Liouville, o que faz com que muitos autores
prefiram utilizar a derivada de Caputo em problemas aplicados.

Por fim, trataremos brevemente sobre as equacoes diferencias fracionarias envol-
vendo a derivada de Caputo, em particular, equagoes diferencias fracionarias com coefi-

cientes constantes, a fim de exemplificar que o método da transformada de Laplace, em
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alguns casos, pode ser eficaz para explicitar uma solugdo para estas equagoes.

Vale ressaltar que além de algumas das referéncias relacionadas ao calculo fraci-
onario, ja mencionadas na introducao deste trabalho, e outras que serao citadas no de-
correr deste presente capitulo, (BONI| 2017), (GRIGOLETTO, 2014}, (ISHTEVA, 2005,
(MAINARDI; GORENFLO, [2000), (NETO, [1996) e (SIMONARIO, [2011), foram tam-

bém importantes para desenvolvé-lo.

3.1 A funcdo gama

A funcao gama é uma ferramenta essencial na teoria do calculo fracionario. Esta
funcao é utilizada para exibir conceitos e algumas propriedades de tal teoria. Neste
sentido, dedicamos esta se¢ao, para apresentarmos a sua definicao e alguns fatos relevantes
sobre a mesma.

A funcao gama é definida como

[e.9]

['(z) = /tzfle’tdt, (3.1)

0
para z € R,

Mostremos que a funcao gama estd bem definida para todo z € R*, isto é, a
integral imprépria que a define, converge. De fato, como tlggo tlems = 0, independente
do valor de z, existe um ntmero 5 > 0, tal que se t > (3, entao t7lem3 < 1.

Logo,
/tz’le’tdt < /e’%dt — 97,
3 ;

Mas, pelo fato que et < 1, segue que para todo z € RT, que

B 8 5
/tz_le_tdt < /t“dt ==,
0 0 &
0 que juntamente com a estimativa anterior, justifica que I'(z) é um valor real.

Notemos que, pela defini¢do da fungao gama, temos que I'(1) = 1.

A seguir, apresentamos uma propriedade importante da funcao gama que é a

formula de redugao.

Observagao 3.1. I'(z + 1) = z - I'(2), para todo z € R*.
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De fato, para cada z € RT, pelo método de integracao por partes, temos

00 b
z+1) = /tze_tdt = lim {bz(—e_b) + z/e_ttz_ldt] =z-I'(2).
0

b—o0
0

Decorre da Observacao que I'(z + 1) = 2!, para cada z € N, pois aplicando-a

repetidas vezes, temos
Fz+1)=2-T(z)=2-(z—=1)- T(z=1)=2z-(z—1)-(2—2)...1-T(1) = 2!,

onde na ultima igualdade, utilizamos o fato que I'(1) = 1.
Utilizando a Observagao [3.1], podemos estender o dominio da fun¢ao gama para o

conjunto R\ (Z~ U {0}), a saber, para cada z > —n e n € N, consideramos

['(z+n)
(2)n 7

onde (z), é dado por (2), = z(z+ 1)(z+2)...(z+ (n — 1)).

D(z) = (3.2)

Por meio da expressao (3.2), notamos que a fungdo gama esta definida em toda a
reta real, exceto no zero e nos inteiros negativos, que sao pélos simples da fungao gama.

Vale destacar, que nestes pontos, a funcao gama é representada pela férmula assintética:
(—1)F
I'(z) = EIEED) 1+ O(z+ k)], quando z — —k, com k € NU {0},

f(z)
9(2)

onde a igualdade f(z) = O(g(2)), z — a, significa que < M < oo quando |z—al < €.

Observagao 3.2. Considerando n = 1 em (3.2)), concluimos que I'(z + 1) = z-T'(2), para
todo z € R\(Z~ U {0}).

Decorre da Observacio [3.2, que se z € R7\(Z~ U {0}), entdo
sgn(I'(2)) = (=D De fato, se z € (—1,0), entdo pela Observacao e o fato
que I'(z + 1) > 0 e z < 0, segue que I'(2) < 0. Similarmente, se z € (—2,—1), entao
I'(z) > 0. Indutivamente, concluimos que se z € (—n — 1, —n), para n € NU {0}, entdao
sgn(T(2)) = (— DI+,

A fim de determinar o valor da fungdo gama em outros valores reais, vamos ve-
rificar agora que I' (%) = /m. Com efeito, pela defini¢ao, segue que T’ (%) = ;folte_tdt.

Fazendo u = /£, obtemos
(1) =2]e"du. (3.3)
0
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oo
Denotando I = [ e**du, segue que
0

I’ = ?e‘qﬁdu- Ofoe_”de =
0 0

o3

[ e+ dudy.
0

O —uwa

Fazendo uma mudanca de varidvel para coordenadas polares, temos que I? = ( J eTzrdr> do.
0

Considerando w = —r2, obtemos

0
—r? _ 1 w _
e rdr =35 [ eYdw =

—00

1
5

°o—g

Logo, I? = _0[2’ df = 7, e portanto, I = ? Substituindo esta informacao em ,
obtemos I' (%) = /7.

Com esta informacao, e utilizando a expressao (3.2]), podemos calcular o valor da
funcao gama para qualquer valor fracionario positivo de denominador igual a 2, como por
exemplo,

() =1 (1) = (), T () - £
(=1 (e2) = (), () -2

e assim, sucessivamente. De um modo geral, temos que

r (% + n) = 512732!! VT,

para todo n € NU {0}.
Similarmente, é possivel calcularmos o valor da fun¢ao gama para qualquer valor

fracionario negativo de denominador igual a 2, como por exemplo,

5 F(_%+3) 8 1 8
r(-5) = e —50(3) = %V

e assim, sucessivamente. De um modo geral, temos que

L(3—n) =GV

para todo n € N.

Graficamente, a fun¢ao gama é representada conforme a Figura 1.
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Figura 1 - Fungao gama

Fonte: Elaborada pela autora.

3.2 A funcio beta

A fungao beta é definida por uma integral que depende de dois parametros. Neste
sentido, definimos a fungdo beta de m e n como sendo uma funcio B : (0,00)* — R

dada por
1

B(m,n) = /:vm_l(l — )" . (3.4)
0
A funcao beta satisfaz a propriedade simétrica, isto é,

B(m,n) = B(n,m). (3.5)

De fato, fazendo uma mudanga de variavel em (3.4) com 1 — x = u, obtemos
0 1
B(m,n) = — /(1 — )™ " du = /u”’l(l —u)" 'du = B(n,m).
1 0

A funcao beta e a funcdo gama estao relacionadas através da seguinte expressao:

L'(m)C(n)

B(m,n) = Tmin)

(3.6)

Para demonstrarmos a expressao (3.6)), vamos considerar a fungao auxiliar i : (0, 00)? — R

dada por

t
h(m,n,t) = /Tm_l(t — )"l =t s
0
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onde a segunda igualdade é dada pela relagao (B.2)).

Em particular, para t = 1, obtemos

1
h(m,n,1) = /Tm_l(l — )" Ydr = B(m,n).
0

Além disso, pela Proposicao e pelo fato que L{tP} = Fiﬂf), para p > —1, temos

LU s =1y = £ 1) L{n1Y = L(m) T'(n)

sm sn

Com isto, obtemos

m—1_ -1 _ p—1 I'(m) T'(n) _ -1 1 _ 1 m+n—1
"Mkt =L {sm T } =I(m)I'(n)L {Sm+n } = F(m)F(n)mt :
Logo, h(m,n,t) = F(mﬁ(l“n(lnj_tz;"_ e portanto, B(m,n) = h(m,n,1) = 11:((7;)_1;(2))

3.3 A funcado de Mittag-Leffler

Segundo (TEODORO, [2014), em 1903, Mittag-Leffler introduziu uma fungao, como
sendo uma possivel generalizagao da fungdo exponencial, que ficou conhecida por funcao
de Mittag-Leffler, em homenagem a ele. Tal funcao, depende de apenas um parametro,
conforme vemos a seguir.

A fungao de Mittag-Leffler de um parametro é dada por

E)= tan sy a7)

onde o >0e z € C.

Ainda, de acordo com (TEODORO, 2014), em 1905, Wiman propos e estudou
uma generalizacao da funcao de Mittag Leffler de um pardmetro, introduzindo o que
chamamos de fun¢ao de Mittag-Lefller de dois parametros, conforme é dado a seguir.

A funcao de Mittag-Lefller de dois pardmetros ¢ dada por

[e.9] n

Bas(5) =3 mro

= T(an+p)’ (38)

com a,3>0eze€C.

Observacgao 3.3. A funcao de Mittag-Lefler é uma generalizagdo da fungao exponencial,

pois quando tomamos o = 1 em (3.7]), temos

[e.e] n oo n

El(z):nZ:Ol"Oj_Fl):ZZ = e~

n!
n=0 n:
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Observagao 3.4. Se tomarmos § =1 em (3.8]), obtemos (3.7)), isto é, E,1(2) = Ea(2).

Uma forma bastante util da funcdo de Mittag-Leffler no contexto das equagoes
diferenciais fraciondrias, é quando consideramos z = —At* em (3.7) e em (3.8), onde

teR,comt>0e\eC. Assim, temos

e’} (_1)n)\ntcm

Ea(—A®) = Z‘o Ten T 1) (3.9)
Bap(—no) = 3 D (3.10)

= I'(an+p)’

Observacgao 3.5. E,(0) = 1. De fato, por (3.9)), temos que

B )\ta N )\2t2a B )\3t3a N
Fla+1) TI'(2a+1) TI'(3a+1)

B~ =1

Assim, se considerarmos t = 0 nesta expressao, temos que E,(0) = 1.

E possivel obtermos uma relagdo das fungoes cosseno e seno com a funcao de
Mittag-Leffler de um e dois parametros, respectivamente, conforme podemos ver na ob-

servacao a seguir.

Observagao 3.6. Considerando a« =2 e A =1 em (3.9), temos que

o] )nth 00 (_1)nt2n _
Z T(2n+ 1) nZ:O omr -~ s

n=0
Logo, Ey(—t?) = cos(t).
Além disso, considerando o = f=2e A =1 em (3.10)), obtemos

[e%s) nth 1 [e%e) _1 nt2n+1 t
Fra(r) = $ LU 1L (O sentt)
= T(2n+2) tZ= (2n+1)! t

Logo, tEyo(—t*) = sen(t).

Agora, vamos relacionar a funcao de Mittag-Leffler com a transformada de La-
place inversa de determinadas fungoes, uma vez que as expressoes obtidas, serao uteis
quando trabalharmos com as equacgoes diferenciais fracionarias. Para isso, vamos utilizar

basicamente a linearidade da transformada de Laplace (veja Apéndice B) e o fato que

£} = 22D para p> 1.
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a—1
i) L{E.(=XtY)} = X isto é
L Sa—l
L~ = E,(—At%). 3.11
(= A} (—x7) (3.11)
De fato,
n 0 ()"
L{E(—At*)} = Z )L{ta"} => (Som+)1
n=0
Mas %_O:O % ¢ uma série geométrica de razao (g—j‘) Neste caso, se < 1, entao
[e) (_)\)n B Sa—l S

tal série converge e sua soma ¢ Z

. Logo, L{E,(—\t")} = -

— San+1 _Sa+)\ +/\7
para 5% < 1.
s
ii) L{t"1E,3(—\t?)} = .y isto é
{0 g (=A%) (3.12)
s+ N[ o ' '
De fato,
3 [e'e} /\) 0 (_/\)n
L{tP B, g(— M)} = N ey :
(7 B M) = 3 o S el = Y
Notemos que novamente temos uma série geométrica de razao (;—;\) Neste caso,
d i " 5" o (B (M) =
a soma da série é = . Logo wp(— = , para
San+6 8a+)\ &0, B Sa—|—)\ p

A<,

s«

3.4 A integral fracionaria

Nesta secao, iremos definir e apresentar algumas propriedades da integral fracio-

naria de Riemann-Liouville. Tal construcao, serd essencial para o estudo posterior das

derivadas fracionarias, visto que a definicdo e algumas propriedades justificadas aqui,

serao utilizadas para apresentar defini¢oes e propriedades de derivadas fracionérias poste-

riormente. Antes de darmos a definicao de integral fracionaria, iniciamos com uma breve

discussao, conforme é feito em (MILLER; ROOS| [1993)), a respeito da existéncia de uma

determinada integral de Riemann do céalculo classico, a qual nos auxiliard na identificagao

da classe de fungoes para a qual a integral fracionaria de Riemann-Liouville pode ser

definida.
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Seja b um nimero positivo. Por resultados do calculo classico, sabemos que se f

for continua em [0,b] e @ > 1, entdo a integral de Riemann

j(t — 1) (r)dr

existe para todo t € [0,b]. Ainda, hd condigoes mais gerais para que tal integral convirja,
como por exemplo que f seja continua em (0,b] e tenha um comportamento similar a
t*, quando A € (—1,0) em uma vizinhanca da origem e/ou se a € (0,1), pois nestas
situagoes, tal integral existe como uma integral impropria. Vale ressaltar, que ainda por
resultados do célculo classico, de um modo mais geral, para garantirmos a convergéncia
da integral em [0, b] quando o > 1, podemos exigir apenas que f seja continua por partes
neste intervalo.

Com base nestes argumentos e considerando a classe C como sendo a classe das
fungdes que sdo continuas por partes em (0,00) e integraveis em [0, 7], para todo T' > 0,
temos que a integral fracionaria de Riemann-Liouville, de ordem «, em ¢t > 0 é

definida como
1

T F(a

/t )L f(r)dr, (3.13)

onde o € R*,

Em relagao a esta definigdo, como ja haviamos mencionado, se a € (0, 1),
¢ uma integral improépria. Logo, a hipdtese de que f é continua por partes em (0, 00) é
considerada para que a integral fraciondria esteja definida quando considerarmos f como
sendo uma fungao que tenha comportamento similar a In(t) ou t*, com u € (—1,0), em
uma vizinhanca da origem.

A expressao é uma generalizacao da féormula de Cauchy para determinar a
n—ésima primitiva de uma fungao, veja o Teorema de Cauchy para Integrais Repetidas

m (OLIVEIRA]| 2014). A férmula de Cauchy, com n € N, é dada por

70 = gy = (3.14)

Ainda, definimos a integral fracionaria de ordem 0 como sendo Jf(t) = f(t).

Observacgao 3.7. Alguns autores, como (SAMKO; KILBAS; MARICHEV,|1993) definem
a integral fracionaria de um modo mais geral, considerando a definicao de integral fraci-

onaria a esquerda e a direita e exigem condigOes mais gerais sobre f para que a integral
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fracionéria esteja bem definida, a saber que f € L'(a,b), ou seja, que a integral exista no
sentido de Lebesgue. No entanto, para atender nossos propoésitos a versao dada em
é suficiente. Tal versdo é também utilizada por autores como (MILLER; ROOS| 1993)) e
(GORENFLO; MAINARDI, [2000). Além disso, nosso intuito é trabalhar com integrais
de Riemann, por isso precisamos somente que o produto (t — 7)1 f(7) seja integravel a

Riemann no intervalo [0, 00), entdo considerarmos fungoes de classe C' ¢ suficiente.

A integral fracionaria de Riemann-Liouville satisfaz a seguinte propriedade, conhe-

cida como propriedade de semigrupo: se «, 5 > 0, entao
Jo JP = Joth, (3.15)

De fato, utilizando (3.13]), temos que

(0 )f(E) = Fl/t—T [F(lﬁ/ &' (6) ds]dT

0

/ ) — &P f(€)dgdr

c>\N o\@

r( (¢ ! )2l (7 — )5 1drde. (3.16)

Considerando ¢ e t fixos e uma mudanca de varidvel com 7 = & + s(t — &), temos que
t 1
/ (t—7) N7 =& dr = (t — )81 /(1 — 5)*71sf s,
3 0

Assim, pela expressao acima e pela relacao (3.16)), obtemos

t

(0 IO = Fpgg ]9 s [ s

0

0
t
= J‘”B f(t ),
onde na penultima igualdade, foram utilizadas as relagdes e . Logo,
J%o J? = JotB para quaisquer o, 8 € R com a, 8 > 0.

A propriedade que acabamos de justificar implica na propriedade comutativa, isto

é, J*o JP = JP o J* De fato, para cada o, 3 > 0,

(J*o JO)f(t) = TP f(t) = TP f (1) = (J7 0 T f(2).
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Temos por objetivo agora determinar uma regra de integracao fracionaria para um
monoémio. Seja f,(t) =t*, com u > —1 et > 0. Utilizando a relacao (3.13) e considerando

.
u = n obtemos que

t

1

Jfut) = o) / ) trtdr
0

1
ta+u 1

= K 1— o d
F(@)O/u (1 —u) u

ta'HLB 1
= m (n+1,a)

o F(M + 1) ta—l—,u

Ila+p+1) ’

onde na peniltima e na ultima igualdade, foram utilizadas as relagoes (3.4) e (3.6)), res-
pectivamente. Logo, para cada > —1,¢t >0 e a € R", temos

I'(p+1)

JUfu(t) = Tlatputl)

foz-i—,u(t)- (317)

A integral fraciondria J*f(t), para cada funcdo f na classe C, também pode
ser expressa como a convolucao (vide [B.2)) de uma funcao especifica com f. Tal fungao
especifica é a funcao de Gel’fand-Shilov, ¢, : R — R a qual é definida para cada o > 0,

como
a—1

da(t) = { T(a)’
0, set < 0.

set >0

De fato, para t > 0, temos

(6o * f)(¢ / t_T (r)dr = J°f (D).

0

Com a possibilidade de escrever J*f(t) deste modo, fica mais facil de determinar
a transformada de Laplace da integral de ordem fracionaria de uma fungao f, onde f é
uma funcao de classe C'; e também, uma funcdo de ordem exponencial. De fato, pela

Proposicao , obtemos para a € Rt et > 0 que

£ f ) = £lo L) =, (3.18)

onde L{f(t)} = F(s).
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3.5 A derivada fracionaria

Como ja mencionamos na introducao deste capitulo, abordaremos aqui as derivadas
fracionarias de Riemann-Liouville e a de Caputo. No entanto, antes de apresentarmos tais
defini¢oes e algumas de suas propriedades, vamos justificar que o operador de derivacao
de ordem n € N ¢ inverso a esquerda do operador de integragdo de ordem n € N, mas
nao ¢ inverso a direita. Esta observagao sera importante, pois as expressoes obtidas serao
utilizadas no decorrer desta secao.

Consideremos, para cada n € N, o operador J", definido em , e o operador
D™, como sendo a n—ésima derivada de uma funcao, e entao, verifiquemos primeiramente
que D™ é inverso & esquerda de J", isto é, (D™ o J")f(t) = f(t), para f € C(0,00). Para
isso, notemos que devido ao Teorema de Leibniz para diferenciacao de uma integral, veja

(OLIVEIRA, [2014)), temos que

h(t) h(t)
jt/k(t 7)dr = k(t, h(t ))‘ZL() k(t,g(t))fg(tH / ?Z(t,r)dr (3.19)

g(t) g(t)

Derivando n vezes a integral (3.14)) e utilizando a relagao acima, temos

(D" Jf(t) = n[n_l,/ Ty (r)d ]

onde na tltima igualdade utilizamos o Teorema Fundamental do Calculo.

Desta forma, temos que
(D" o J")f(t) = f(1). (3.20)

Entretanto, como mencionamos anteriormente, D™ nao ¢é o inverso a direita de J", isto é,

(J"o D™)f(t) # f(t), para f € C™(0,00). De fato, como
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segue por integracao por partes que

(e D) = o, . o [ =) [
= _Lf(n—l)((yr) + 1 /t(t _ T)n—Zf(n—l)(T)dT
(n—1)! (n—2)! / '

Similarmente, utilizando integracao por partes, temos

[ =20 m)ar = 2 D0 + (- 2) [ - 1) D rar,
0 0

e apds (n — 1) integragoes, concluimos que

t

g O e [ e

tnfl tTL*Q

("0 D")f(t) = = S0 (0F) -

(n—1)

Agora, escrevendo a expressao acima de uma forma mais simplificada, obtemos,
para todo t > 0,
n—1 4k
("o DY) = 10 = 3 1y 90%) (3.21)
e entdo, com esta expressao, garantimos que, em geral, (J™ o D") f(t) # f(¢).

Neste momento, iremos definir e apresentar algumas propriedades basicas da de-
rivada fraciondria de Riemann-Liouville. Apesar desta abordagem ser bastante conhecida
na teoria do calculo fracionério, veremos que ela apresenta algumas desvantagens, como,
por exemplo, o fato de que a derivada de Riemann-Liouville de uma fun¢ao constante nao
¢é zero e que a sua transformada de Laplace envolve condi¢oes iniciais fracionérias. Isto
faz com que esta abordagem nao seja muito eficaz para ser utilizada em aplicagoes.

Conforme (MILLER; ROOS| 1993)), podemos considerar C como sendo uma sub-
classe de C, definido na se¢do anterior, de modo que se f € C, entdo f possui a integral

fracionaria e a derivada fracionaria, de qualquer ordem.

Definigdo 3.1. [] A derivada fracionéria de ordem o € R*, conforme Riemann-

Liouville, para f € C e t > 0, é definida como sendo
D f(t) = (D™ o J™%) f(1), (3.22)

onde m € N é escolhido, de modo que, o € (m — 1, m)].

L Alguns autores, como (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO)} 2006) trazem uma abordagem mais
geral para a derivada fracionaria de Riemann-Liouville, considerando as defini¢des de tal derivada
fraciondria, & esquerda e a direita, e também, apresentam uma condi¢ao mais geral sobre f, para que
as mesmas estejam definidas.
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Observacgao 3.8. Por (3.22), no caso em que o = m, a derivada fracionéria de Riemann-
Liouville coincide com a derivada classica. Por outro lado, se o é um nimero real positivo

nao inteiro com o € (m — 1, m), obtemos que

t
dm 1
D f(t) = /t— meeslf(n)dr| . 2
f) = [wm—a)o (t = )" () ] (323)
Para o caso em que a = 0, consideramos que D° = I, onde I é o operador

identidade.

Observacao 3.9. Assim como ocorre para derivadas e integrais de ordem inteira, a de-
rivada fracionaria de Riemann-Liouville é inversa a esquerda da integral fracionaria de
Riemann-Liouville. De fato, utilizando a defini¢ao de derivada fracionaria dada em ({3.22]),

temos:
(D% J*)f(t) = [(D™ o J"™%) 0 J|f(t) = (D™ o J"™*T) f(t) = (D™ o J") f(t) = f (1),
onde na segunda e na tltima igualdade, utilizamos respectivamente, (3.15)) e (3.20)).

De forma analoga a integral fracionaria, ¢ possivel encontrarmos uma regra para
a derivada fracionaria de um mondmio. Para verificarmos isso, consideremos f,(t) = t#,

onde pp > —1 et > 0. Por (3.22)), temos que D*f,(t) = (D™ o J™ ) f,(t), e assim por
BT0). temos

a [ I'(p+1) o
Diuy) = b (r(u+1+m—a)t )

I'(p+1) am
Cim+p—a+1)dtm

m—+pu—ao

I V7 O B
Mp—a+1) ’
sea—pué&Nep>—1. Logo, para a € RT, ¢t >0, u > —1, se « — p ¢ N, obtemos
I(p+1)
DEf (1) = —H T2 gy, 3.24
Folt) = F e faealt) (3.24)

Observagao 3.10. Diferentemente da derivada de ordem inteira, a derivada fraciondria
de uma funcao constante, na definicao de Riemann-Liouville, nao é nula.
De fato, consideremos o« € RT\N e C' uma constante arbitraria nao nula, por (3.24), para

t > 0, temos
D"C = D(CH(B) = CD" (D) = Cpr—o-

o que mostra que D*C' # 0, para todo « € RT\N.
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Assim como para a derivada usual de uma funcao, também é possivel calcular
a transformada de Laplace da derivada fracionaria de uma funcio, na representacao de
Riemann-Liouville. Pela Proposicao B.2] segue que

dk

0]

L{Df(t)} = s™L{J™ (1)} — Z s ’“(

t=0*t

Ja por (3.18)), se F'(s) = L{f(t)}, temos que L{J™*f(t)} = 571(_826, e assim

dk

LD} = () = 5 4l so) (3.29

t=0"*

Agora pretendemos apresentar a definicio da derivada fracionaria de Caputo e
também algumas propriedades provenientes desta abordagem.

De acordo com (OLIVEIRA| 2010), para evitar os inconvenientes da derivada
fracionaria de Riemann-Liouville, em 1969, Michele Caputo, em seu livro Elasticita e
Dissipazione, propds uma nova definicdo para a derivada de ordem arbitraria, bastante
semelhante a definicdo de Riemann-Liouville, porém com uma inversao na ordem dos

operadores de integracao e derivagao, conforme podemos ver na definicao a seguir.

Definigdo 3.2. ] A derivada fracionaria de ordem o, com a € R*, de uma fungio

f € C, conforme Caputo, é definida para a € (m — 1,m], com m € N et > 0, por
DI f(t) = (J" "o D) f(1), (3.26)

onde C é uma subclasse de C, de modo que para as fungoes f desta subclasse, D" f(t) € C.
Quando o = m € N, a derivada fracionaria de Caputo coincide com a derivada

classica. Ja quando o € RT\N, temos para o € (m — 1,m) que

Do F(t) = F(ml_a) /t (t — 7)ot ( d” f(7)> ar. (3.27)

drm
0
Observagao 3.11. A expressao (3.27) é mais restrita que (3.23)), pois exige que f seja

uma funcao de classe C" e ainda, que a sua derivada de ordem m seja integravel.

Observagao 3.12. Conforme (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006), temos que

se f € C™(0,00), entdo a derivada fracionaria de Caputo, D¢ f(t), é continua em (0, 00).

2 Destacamos novamente, que em (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006), ¢ possivel encontrar
uma definicdo mais geral para a derivada fracionaria segundo Caputo, considerando as derivadas a
direita e a esquerda, e uma condicdo geral que garante a existéncia destas derivadas.
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Observacao 3.13. Para a definicao de Caputo, assim como para derivadas de ordem
inteira, a derivada de ordem «, com « € (m — 1, m|, de uma fun¢éo constante, é nula.

De fato, seja f(t) = C, para todo t € (0,00), onde C' é uma constante qualquer.
Entao utilizando , temos que

D) = gy [
O

Comparando a observagao anterior e a Observacao|3.10, vemos que, apesar da deri-
vada fracionaria de Caputo ter certa semelhanca com a derivada fracionaria de Riemann-
Liouville, de maneira geral, para @ € RT\N| elas ndo coincidem. No entanto, conforme
veremos na sequéncia, ha uma expressao que relaciona essas derivadas, e por meio desta,
é possivel ver que ha uma situacdo em que tais derivadas podem coincidir.

Para obtermos a expressao mencionada, primeiramente aplicamos J¢ em (|3.26]),

e sendo o € (m — 1,m), obtemos
(J* o DE)f(t) = [J% o (J™% 0 D™)[f(t) = (J™ o D™) f(t),

onde na segunda igualdade, utilizamos (3.15)). Ja& por (3.21)) e pela expressdao anterior,

segue que
m—

(J¥o DY) f(t) = Z

Aplicando D® na expressao acima, utilizando a Observacao eque I'(k+1) = k!, temos

m—1

> o).

k=0

D (1) = D2F() + (

Utilizando ([3.24)) na expressao acima, temos para o € (m — 1,m) e t > 0 que

D$10) = D250) + (X ey P00 (3.29

Assim, obtemos que, (3.28)) é a relacdo de conexao entre as derivadas fracionarias

de Caputo e Riemann-Liouville.

Observagao 3.14. Analisando a relacao (3.28)), vemos que as derivadas fracionarias de
Caputo e Riemann-Liouville coincidem, para « € RT\N, onde o« € (m — 1,m), se, e

somente se, f)(0%) = 0, para cada k € {0,1,...,m — 1}.
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Vamos determinar agora, a derivada fracionaria de Caputo de um monomio. Seja

fu(t) =t", com p € NU{0}. Pela relacao (3.28), temos que para o € (m — 1,m),

m—1 tk:—a dkz
0 p L T L
kz:%] I'(k—a+1) (dtk gt
Notemos que se € {0,1,...,m — 1}, entao
m—1 tkfa (dk o
S 7] S —
;F(k—a—i-l) dtt | _ov T(u—a+1) ( )

pois no segundo membro do somatério, o tinico termo nao nulo ocorre quando p =

Assim pelas igualdades acima e a relacao (3.24)), temos que

C(p+1) _ Za
Dt = —————th* — ———————T'(u+1)=0.
T(h—a+1) Ti—atn wtl
Por outro lado, se ;1 > m — 1, temos que
m—1 k—a k
t d
PR r—— (J“ =0,
i Tk —a+1)\dtk | _ .,
e com isso, obtemos que
r 1
thu = D** = Ltﬂ—a.
IM'p—a+1)
Consequentemente, podemos concluir que
0, para p € {0,1,...,m— 1}

DS fult) = I'(p+1)
—_— ara (b >m — 1.
T(n—a+1) bata 1

k.

Por fim, vamos obter a transformada de Laplace da derivada fracionaria na defi-

ni¢do de Caputo. Fixado o € Rt e m € N, onde o € (m — 1, m], pela relagio (3.26]) e

denotando D™ f(t) = h(t), temos que
LLDZf()} = LLT™ o D™) f(1)} = LLT™h(1)}-
Entao, usando (3.18)), obtemos que

ey = 21,

onde H(s) = L{h(t)}.
Mas se considerarmos F(s) = L{f(t)}, pela Proposi¢ao [B.2] temos que

L{D™f(t)} = s"F(s) = Y s FB(0%),

Substituindo esta tltima expressao em ([3.29)), concluimos que

m—1

LD f(1)} = s*F(s) = >_ s* 1 f0(07).

k=0

(3.29)

(3.30)
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Observagao 3.15. Comparando o resultado obtido em (3.30)) com a transformada de
Laplace de D*f(t) obtida em ([3.25]), é possivel notar que na forma de Caputo a expres-
sdo é mais simples, j4 que nao é preciso calcular a k—ésima derivada de J™*f(t) para

ke{0,1,...,m—1} como em (3.25)).

3.6 Equacoes diferenciais fracionarias

Nesta secao, discutiremos brevemente sobre equacoes diferenciais fracionarias. Aqui,
utilizaremos o método da transformada de Laplace para resolvé-las. Consideraremos equa-
¢oes diferenciais em termos da derivada de Caputo, uma vez que como mencionado na
Observagao [3.15] a mesma apresenta uma expressao mais simples para a sua transformada
de Laplace. Além disso, segundo (COSTA, [2011), j& que a transformada de Laplace é
uma técnica bastante utilizada em problemas aplicados, muitos autores preferem utili-
zar a derivada de Caputo, pois a transformada de Laplace da derivada fracionaria de
Riemann-Liouville, por exemplo, depende de condigoes iniciais fracionéarias, enquanto que
por outro lado, as condig¢Oes iniciais envolvidas na transformada de Laplace da derivada
de Caputo sao as de ordem inteira, o que faz com que esta ultima seja mais conveniente.

Vale destacar ainda que aqui nos restringiremos a casos mais particulares de equa-
¢oes diferenciais fracionarias envolvendo a derivada fracionaria de Caputo, a saber, equa-
¢oes diferenciais ordinarias fraciondrias lineares com coeficientes constantes, pois nosso
objetivo é apenas familiarizar o leitor com este contexto e explicitar um método para
resolvé-las, o qual sera utilizado mais adiante para justificar um resultado que sera essen-
cial para demonstrarmos resultados de existéncia de solu¢ao para o problema citado na
introdugao deste trabalho. Mas, ressaltamos que referéncias como (DIETHELM] 2010))
e (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, [2006)) apresentam um estudo bastante amplo
sobre as equagoes diferenciais fracionarias, trazendo uma abordagem tedrica com resulta-
dos de existéncia e unicidade de solucgoes destas. Além disso, (KILBAS; SRIVASTAVA;
TRUJILLO, 2006) apresentam outros métodos de resolucao de equagoes diferenciais fraci-
onarias, e abordam equacoes com outras derivadas fracionarias, além de Caputo, inclusive,
apresentam ainda um estudo sobre as equacgoes diferenciais parciais fracionarias.

Consideremos a seguinte equacao diferencial fracionaria linear ndo homogénea

Dou(t) — Mult) = f(#), (3.31)
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onde A € R e a € (m— 1,m|, para algum m € N. Aplicando a transformada de Laplace

em e considerando u™ (0F) = by, L{u(t)} = U(s) e L{f(t)} = F(s), obtemos

—_

s*U(s) — mi s F1p — AU(s) = F(s).

k=0

Assim, isolando U(s) obtemos que

ult) = S et {if;} s {ng} |

Utilizando (3.12) e (B.3]), segue da relagao acima que
m—1

u(t) = > bt g g1 (M) + f() * [t By 0 (AY)],
k=0

e assim, pela relacao (B.2)), obtemos que a solugao da equacao (3.31)), com a € (m—1,m)|,
meN, ANeEReb, =uP(0%), é
m—1 t
ult) = 3 Bt g (M) 4+ [ 797 Baa(AT) f(t = 7)dr.
k=0 0
Em particular, se considerarmos em (3.31]) a equacao diferencial fracionaria linear

homogénea

Du(t) — Au(t) =0, (3.32)

onde a € (m —1,m|] com m € N e A € R, entdo, de maneira similar, obtemos que a

solucao de (3.32)) é dada por
m—1
u(t) = > bt By g (M),
k=0
onde b, = u®(0F), com k € {0,1,--- ,m — 1}.

Agora, apresentamos um exemplo particular de uma equacao diferencial fraciona-

ria linear ndo homogénea envolvendo duas derivadas de ordem fracionaria. Consideremos

Du(t) + DPu(t) = f(1), (3.33)

onde 0 < <1< a < 2. Aplicando a transformada de Laplace em (3.33) e denotando
u(07) = bo, w'(07) = by, L{u(t)} = U(s) e L{f(t)} = F(s), temos que

s?U(s) — s* by — 52720 + s°U(s) — 8771y = F(s),
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e assim isolando U(s), obtemos que

Sa—l 85—1 sa—2 F(S)

+ b +b )
s + s Oga 1 gf Tsa 1 oB ' sa 4 g8

U(S) = b(_)

Multiplicando e dividindo a expressdo anterior por s?, resulta que

Safﬁfl g1 SafoQ 876

—b (Y W A— P P R—
Us) Ty e T (5) sef 41

Oga=B 4+ 1

aplicando a transformada de Laplace inversa e utilizando (B.3)), obtemos que

RN D ) G SR G
u(t) = b s B 4+ 1 0 s B 41 o s*=B 4+ 1

s B
+LHF(s)} x L7 {Saﬁ—l—l} :

Assim por (3.11)), (3.12) e (B.2)), concluimos que a solugao de (3.33) é dada por

u(t) = bo[Ba—g(—t*") +t* P Ea_pa—pir(—t*77)] + b1t Bq_po(—t*7)

¢
+ / Ta_lEa_/B,a(—Ta_’B)f(t — 7)drT,
0

a qual envolve as fungoes de Mittag-Leffler de um e dois parametros.

Destacamos que em casos mais gerais, por exemplo
Du(t) + pDlu(t) + Au(t) = f(t),

com pu, A€ R el < f <1< a<?2, asolucao é obtida seguindo os mesmos passos, mas é
um pouco mais complexa, pois envolve uma funcdo de Mittag-Leffler de trés parametros,
conforme justificado em (OLIVEIRA| 2014)), ou ainda em (ZAKARIYA et al.,[2018). Este
ultimo, descreve ainda tal solucdo em termos de uma outra fungao especial, a saber, da
funcao Wright generalizada.

Mencionamos ainda que na Se¢ao 5.3 de (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO|
2006)), os autores obtiveram, além de solugdes como as obtidas nesta segdo para casos
mais particulares envolvendo a funcao de Mittag-Leffler de um e dois parametros, outras
solugdes para casos mais gerais. Por exemplo, eles consideraram equacoes envolvendo
mais de duas derivadas fracionarias e a propria funcao, tanto para o caso homogéneo,
como para o nao homogéneo, e nestes casos, as solugoes sao explicitadas em termos da

funcao Wright generalizada.
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4 Existéncia de solucao para o problema

Nesta secao, apresentamos resultados relacionados a existéncia de solugao da se-
guinte equacao diferencial ordinaria de ordem fracionaria, com condi¢des de contorno
anti-periddicas,

Du(t) = f(t,u(t)), parat € (0,T)
u(0) = —u(T), u'(0) = —u/(T),
ondege (1,2, T>0e f:[0,T] x R—R.

(4.1)

O problema em questao e os resultados apresentados neste capitulo sao baseados
no artigo de (AHMAD; NIETO| 2010)), e teremos por objetivo determinar condigoes sobre
f e F(0,T] x R,R), de modo que o problema (4.1)) possua ao menos uma solugao.

Com este intuito, consideremos para cada T'> 0 e ¢ € (1,2], a fun¢ao de Green

dada por
(T—s)'  (T-2t) s
- 2U(g) +4F(q—1)(T_S> ) se 0<t<s<T
G(t,s) =
(t—s)" (T—s)' (T—2t), e )
T(q) g g n L) s 0ss<t<T

(4.2)

O resultado a seguir, garante que existe uma solucdo para um problema envol-

vendo uma equacao diferencial fraciondria ndo homogénea, a qual pode ser expressa em
termos da fungdo de Green dada por (4.2)). Para encontrarmos tal solugdo, utilizaremos

a metodologia da transformada de Laplace.
Lema 4.1. Seja T' > 0, ¢ € (1,2] e h € C[0,T] qualquer. Entao o problema

Diu(t) = h(t), parat € (0,71)

(4.3)
u(0) = —u(T), v'(0) = —u/(T),

possui uma solugdao u € C[0,T]. Além disso, a solugao u pode ser expressa em termos da

fungao de Green dada por (4.2)), isto é,

uw:/G@gmg@



Capitulo 4. FEzisténcia de solug¢do para o problema 49

Demonstragio. Aplicando a transformada de Laplace na equagdo em (4.3) e denotando
L{u(t)} =U(s) e L{h(t)} = H(s), obtemos para cada s > 0 que

U(s) = u(0M)s™ +/(0M)s™2 + H(s)s™*

Aplicando a transformada de Laplace inversa e utilizando as condi¢oes de contorno anti-

periddicas dadas em (4.3)), obtemos que

u(t) = —u(T) =/ (T)t+ L7 {H(s)} x L7 {577},

r 1
e ainda usando que L{t’} = <pp++1), para p > —1 e a relacao (B.2]), concluimos para
s
cada t € [0, 7] que
;¢
ult) = i / (t — )7 h(s)ds — u(T) — u'(T)t. (4.4)
q)
0

Derivando a expressao acima, obtemos que

W) = Flj(/t—sqlh ) o (T)
_ F(lq) / gt (¢ — 5 (s)] ds — /(7).

onde na segunda igualdade utilizamos a expressao (3.19)). Assim,

o (t) = F(ql—l) 0/ (t — 5)72h(s)ds — o (T). (4.5)

Vamos determinar o valor das constantes u(7") e '(T"). Notemos que por (4.4)), temos que

9

w(T) = ; [I‘(lq) 0/(T — 5)1 h(s)ds — o' (T)T

e devido a relagao (4.5)), obtemos que

T
"(T) = / — §)2h(s)ds
u'(T) q_lo s) :

donde segue que
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Assim, pela relagao (4.4) e as igualdades acima, temos que a solu¢ado do problema (|4.3])
satisfaz, para cada t € [0, 7]

t T
u(t) = P(lq/t—sqlh( )ds — / T —s)" 'h(s)ds
0 0
T
— 2t)
q2
4Fq—1/ hls)ds

0

G(t, s)h(s)ds.

I
O t—

T
Portanto, u(t) = [ G(t, s)h(s)ds, para cada t € [0,7], onde G(t,s) é dada por 1' O
0

Agora, vamos considerar uma aplicacao ¥ : C[0,7] — F([0,7],R) dada por
U(u) = W,, onde para todo t € [0, T,

- / G(t,s)f(s,u(s))ds (4.6)

e G(t,s) é definida por (4.2)).
Decorre do Lema [C.1] que se f é continua, entdo ¥ : C[0,T] — C[0,T]. Ainda, pelo Lema
, temos que u ¢ uma solugao do problema se, e somente se, u = W(u). Assim,
para provarmos a existéncia de ao menos uma soluc¢ao u € C0, T, para o problema ,
precisamos determinar condigoes sobre a funcao f, de modo que a aplicacao ¥ admita
ponto fixo.

Neste sentido, apresentamos trés condigoes sobre tal funcao f. O primeiro resul-

tado exige certa restricao do crescimento com relacao a segunda variavel, a saber:

(1) ) < ol + M.
AI'(g+ 1)

para cada (t,y) € [0,T] X R e certas constantes M >0 e 0 < k < 6+
q
Teorema 4.1. Suponha que f : [0,7] x R — R é continua e satisfaz a hipétese (H1).

Entao o problema de valor de contorno anti-periédico (4.1]) possui ao menos uma solugao.

Demonstragio. Precisamos provar a existéncia de pelo menos uma fungao u € C[0,T]
que seja ponto fixo da aplicacao ¥ definida em . Faremos isso através da teoria do
grau topologico de Leray-Schauder. Para tanto, notemos inicialmente que por , a
expressao é equivalente a
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W, (t :—/t—sql sds—i/T—sqlfs,us ds
0 = 75 (oD = gy [0 =15 u(9)
T
T —2t
4F(q 0/ — 8)972 f(s,u(s))ds (4.7)
Agora consideremos a constante
MTI(6 + q)
R, = 4.8
T AR(g+ 1) — k(64 q) (48
a qual é positiva, devido as hipdteses sobre ke M.
Primeiramente, mostremos que ¥ : B[0; R] — C0, T satisfaz a seguinte propriedade,
u # A\V¥(u), para toda u € 9B(0; R) e para todo A € [0, 1], (4.9)

independente de R > R;.

Suponhamos o contrério, isto ¢, que u = A¥(u) para algum A € [0,1] e para alguma

u € C[0,T] com ||u|| = R, para algum R > R;. Assim temos que para todo t € 0,77,

u(®)] = [(AD)(?)]
1

IA

['(q)

T [T =it las

Agora, se s € [0,T], segue pela hip6tese que

K

Fs,u(s)] < 7

T4q

u(s)] + M < 2~ R+ M,

o [ 10— s sl + s [ 1T = 5 sl s

pois ||u|| = R e assim, pelas desigualdades acima, segue para todo t € [0,7] que

()] < <7’qu+M> Hq/t (t — 5)7 'ds + Fl@ /T(T—s)q—lds

T
T—-2t
—i—u /(T — s)q_2dsl
0

Al(g — 1)
1 K qlt 1 T
- gty (o) o=t
1

K T ¢ _
= —— (—R+ M) [t74+ — + 2T — 2t|T? 1]
T(g+ 1) (Tq - )[ Ty gt

—\T—Qt\(

— )

T
s=0
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Agora se t € [0,T], entao |T'— 2t| < T e assim obtemos, para cada t € [0,7] que

K 16 + q)
|MM§<WR+M>M@+D.

Pelo fato da desigualdade acima ser vélida para todo t € [0, T], segue que

K 7(6 + q)
< (Lpym) 29
HW_(WR+ )@@+n

Mas ||u|| = R, donde pela desigualdade anterior, obtemos que

T(6 + q)

KR
< (= i S V)
R_<WR+AO4Nq+D’

e consequentemente, pela relagao , R < #% = Ri, o que contradiz o fato
que R > R, e portanto, a propriedade é valida.

Fixemos R > R; qualquer e consideremos H : [0,1] x B[0; R] — C0;T], dada por
H(X\ u) = A¥(u), a qual é compacta, pois ¥ é compacta (vide Lema [C.2). Além disso,
pela propriedade , segue que u — H(\ u) # 0, para todo A € [0,1] e para toda
u € 0B(0;R).  Consequentemente, 0 ¢ (I — H(\,-))(0B(0;R)) para todo
A € [0,1]. Logo, decorre da propriedade (D6) do grau topolégico de Leray-Schauder

que D(I — H(\,-), B(0; R),0) independe de A € [0,1]. Em particular,
D(I — W, B(0; R),0) = D(I, B(0; R), 0).

Entretanto, devido a propriedade (D1) da teoria do grau, temos que D(I, B(0; R),0) = 1,
e consequentemente D(I — W, B(0; R),0) = 1. Assim, segue pela propriedade (D8) da
teoria do grau que existe pelo menos uma u € B(0; R), tal que (I — ¥)(u) = 0, isto é, u é
ponto fixo da aplicagdo W. Portanto, tal u € B(0; R) é solu¢do do problema (4.1), o que
conclui a justificativa do Teorema [4.1] O

Na sequéncia, apresentamos um exemplo de func¢ao f que satisfaz a hipdtese (H1).

Exemplo 4.1. Consideremos a fungao f : [0,7] x R — R, de modo que para cada

t€]0,7] ey € R, temos

1 2my ]
ty) = — i

Notemos que pelo fato que |sen(z)| < |z|, para todo = € R, entdo considerando k = = e

1
2
M =1, obtemos

K
£ 9] < lyl + M,
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1 4T 1
Basta mostrarmos que 3= Kk < 6(q++)’ independente de ¢ € (1,2]. Como ¢ € (1,2],
6
segue que 1 <TI'(¢g+1) e b6+ ¢ <8< 8'(q+1). Logo, —qu < 4I'(g + 1), e portanto,
1 _ Al'(g+1) (4.10)
— = K _—, .
2 6+ q

Assim, pelo Teorema , podemos concluir que o problema (4.1)) com tal funcao f, possui

a0 menos uma solucao.

Agora, temos por objetivo, apresentar outras condigoes sobre a funcao f que ga-

rantam que o problema (4.1) admita ao menos uma solu¢ao. Para tanto, consideremos:

AT(g+ 1)M
(H2) |f(t,y)] < m7

para alguma constante M > 0, independente de (t,y) € [0,T] x [—M, M].
E importante destacar que hd uma relacio entre as hipéteses (H1) e (H2). Temos

que a hip6tese (H2) é menos restritiva, devido a seguinte constatagao.

Observagao 4.1. Suponha que f : [0,7] x R — R satisfaz a condi¢do (H1). Entao, se
considerarmos 0 < M; = M#jﬁém, segue que |f(t,y)| < %, para todo
(t,y) € [0,T] x [— My, M), ou seja, a hipdtese (H2) é valida.

De fato, para cada (t,y) € [0,T] x [—My, M|, temos pela validade de (H1) que

K
f(t,y)| < ﬁ!yl + M

K (Al (g+1) — k(6 +q))
< ﬁM1+M1 T9(6+ q)
- Ti6+q)

Apresentamos a seguir um exemplo de fungao que satisfaz a condigao (H2), mas

que nao satisfaz (H1).

Exemplo 4.2. Considere f : [0,7] x R — R a funcdo ndo linear f(t,y) = ?’y%sen (%)

Devido ao fato da fungao |f| ndo ser menor que uma poténcia linear em y, a condi¢do
(H1) nao é satisfeita. Por outro lado, se (t,y) € [0,7] x [—1,1], pela estimativa (4.10)

segue que
11 AT(g+1)

L) < o < — < .

DS 570 < 570 < Tao 1 q)

Ou seja, (H2) é valida com M = 1.
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Através da hipdtese (H2) imposta sobre f, fazendo uso do Teorema do ponto fixo

de Altman, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.2. Suponha que f : [0,7] x R — R é continua e satisfaz a hipétese (H2).

Entao o problema de valor de contorno anti-periédico (4.1]) possui ao menos uma solugao.

Demonstragio. Consideremos M > 0 a constante definida em (H2) e

Q= {u e C[0,T7; max lu(t)| < M} e ¥ :Q — C[0,T], onde para cada u € €, te-
tel0,

mos V(u) = ¥, e para todo t € [0,7], ¥, é dada por (4.7). Mostremos que a seguinte

propriedade é satisfeita,
|1V (u)|| < |jul|, para todo u € Of. (4.11)

Notemos que por (H2), se u € €2, pela relacio (4.7), temos para cada t € [0, 7] que

A+ DM [y L e
0, (1)] §T(J(6+ML/(15 ds + 20/ — §)ids

( giT -2 / )i~ st]

_ AD(¢+ 1)M ltq Tq

T+ () g 20

Agora se t € [0,7], entao |T'— 2t| < T e assim obtemos para cada t € [0,T] que

AT(q+ )M TU6 + q)
716+ q)'(q)  4q

Portanto, obtemos que ||[¥(u)|| < M, para todo u € €. Mas, em particular, caso

\T — 2T 1]

()] < s

u € 09, entdo ||u|| = M, e pela desigualdade anterior, temos que para todo u € 02,
[P (u)]|? < ||ul|? donde segue que ||W(u) — ul* — [[¥(u)||* + ||u]|* > 0. Portanto, por esta
estimativa, temos que se u € 99, entao ||¥(u) — ul* > ||V (u)||* — ||ul|*

Assim, concluimos pelo Teorema do ponto fixo de Altman que ¥ tem um ponto fixo em

Q, isto é, existe u € Q) tal que ¥(u) = u e consequentemente, u € €2 é solugao do problema

ED). =

Ainda com a intencdo de apresentarmos condi¢oes que garantam que o problema

(4.1) possui ao menos uma solugao, apresentamos a seguir, uma condi¢ao sobre f,,.

(H3) fy 110, 7] x R — R satisfaz | f,(t,y)] < M,

A (g + 1)

para todo (t,y) € [0,T] x R, onde 0 < M < Ti6+q)
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Observagao 4.2. Caso tivermos y = y(t), para t € [0, 7] e que |f,(t,y)| < M, para todo
(t,y) € [0,T] xR, devido ao Teorema Fundamental do Célculo, temos para todo t € [0, T
que |f(t,y(t))] < Mly(t)| + |f(t,0)]. Além disso, se f :[0,7] x R — R é continua, segue
que existe v > 0, onde |f(¢,0)| < v, para todo t € [0,7]. Assim, caso u € C[0,T] e vale a

hipétese (H3), segue que para cada t € [0, 7],

[f(tu(®))] < Mlull + v. (4.12)

Vejamos entao, outro resultado a respeito da existéncia de solucao para o problema

).

Teorema 4.3. Suponha que f : [0,7] x R — R é continua e satisfaz a hipétese (H3).

Entao o problema de valor de contorno anti-periédico (4.1]) possui ao menos uma solugao.

Demonstragio. Basta mostrarmos que a aplicagao ¥ : C[0,T] — C[0,T], definida por
(4.7) possui um ponto fixo. Para tanto, vamos utilizar o Teorema do ponto fixo de
Schauder. Consideremos

V16 + q)

R > :
AT(q+ 1) — MT9(6 + q)

(4.13)

Temos que a aplicacdo ¥ : B[0, R] — C10,7T] é compacta (vide Lema [C.2)). Mostremos

que W(B[0, R]) C BJ0, R]. Devido a validade de (H3), decorre da Observacao [4.2| que

4T (q+1)
T9(6+q)’

existem constantes v >0e 0 < M < tais que para cada t € [0,7] e u € B[0, R],

t T
1
< _ 41 - _ ql
W, (1) < () (MR +v) O/t s)1 ds + 20/ s)4 ds
T
F(Q) q—2
Ty 2t|/(T §)12ds
76+ q)
< -~ -7
< (ME+v)re )
< R,

onde na tultima desigualdade foi utilizada a estimativa . Portanto, para cada
u € BJ0, R], temos que ¥(u) € B[0; R]. Logo, temos a aplicagio ¥ : B[0; R] — BI0; R]
compacta, com B[0; R] C C[0,T] sendo um fechado, limitado e convexo, portanto, pelo
Teorema do ponto fixo de Schauder, ¥ tem um ponto fixo, isto é, existe u € B[0; R] de

modo que ¥(u) = u e consequentemente, v é uma solu¢ao do problema (4.1)). H
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Para finalizarmos esta secdo, apresentamos um exemplo, no qual a hipétese (H3)

¢é satisfeita.

Exemplo 4.3. Consideremos f : [0,7] x R — R, onde f(t,y) =
16v/3 ()

1—19%4V3 <27rt).

1+ 221" e

Notemos que f,(t,y) = — 577 56" \ g A+ 22 para todo (t,y) € [0,7] x R. As-
16v/3
sim, |fy,(t,y)] < 27%;(1 _j_yglz)z’ para todo (t,y) € [0,7] x R. Pelo fato que a funcao
3 1
g(y) = uj_%, y € R, assume o maximo se |y| = \é_’ segue que | f,(t,y)| < 3 Para
todo (t,y) € [0,T] x R. Entao, por (4.10), segue que a hipdtese (H3) é satisfeita com
24T(g+ 1)

T 3T9(6+q)
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5 Conclusao

Neste trabalho, estudamos resultados eficazes para garantir a existéncia de solu-
¢ao para um problema envolvendo uma equagao diferencial fracionaria com condigoes de
contorno anti-peridédicas. Assim, como esse estudo, diversos outros, com propositos simi-
lares, vem sendo constantemente desenvolvidos, e assim, modelos que utilizam o célculo
fracionario vem ganhando importancia e destaque.

Ressaltamos que o desenvolvimento de resultados que garantem a existéncia de
solugoes para equagoes diferencias fracionarias ¢ um elemento de grande relevancia para a
ciéncia, ja que, conforme mencionado na introducao deste trabalho, uma ampla classe de
aplicagoes pode ser explorada por meio da teoria do céalculo fracionario e que as equacoes
diferenciais fracionarias, vem sendo cada vez mais utilizadas para descrever fendmenos
em muitas disciplinas cientificas.

Destacamos ainda, que para desenvolvermos este trabalho, em particular, além de
um conhecimento sobre a teoria do calculo fracionario, foi relevante o estudo da teoria do
grau topolégico de Leray-Schauder, que diretamente ou indiretamente, foi um elemento
fundamental para garantirmos a validade dos resultados que asseguraram a existéncia de
a0 menos uma solugdo para o nosso problema, mostrando que esta ferramenta além de
ser eficaz no estudo de equacgoes diferenciais de ordem inteira, pode também ser til para

desenvolvermos resultados relativos a equacoes diferencias fracionarias.
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APENDICE A - GRAU TOPOLOGICO DE
BROUWER

O objetivo deste Apéndice é apresentar brevemente o grau topoldgico de Brouwer,
isto é, o grau em dimensao finita, com a intencao de trazer um resultado e algumas pro-
priedades que sao essenciais no desenvolvimento da teoria do grau topologico de Leray-
Schauder.

Para chegarmos em tal resultado e nas propriedades em questao, iniciamos com
algumas defini¢oes para o grau topoldgico de Brouwer, para uma func¢do definida em um
subconjunto do R", e para isso, utilizamos a abordagem apresentada em (DEIMLING]|
2010). Em tal referéncia é possivel encontrar os resultados utilizados para chegar nestas
defini¢oes. Depois, apresentamos algumas propriedades, ainda em R™, com base naquelas
que se encontram em (GABERT] [2015)) ou em (PEIXOTO, [2014)). Por fim, indicamos os
resultados que tornam possivel a generalizacdo do grau topologico de Brouwer para um
espago vetorial real de dimensao finita.

Para definirmos o grau topolégico de Brouwer em ternas (f, 2, y), precisamos im-
por algumas restrigoes. Consideramos 2 C R"™ um conjunto aberto e limitado, uma funcao
feC(Q,R") ey € R\ f(09Q). Entao (f,,y) ¢ dita uma terna admissivel para o grau
topologico de Brouwer.

Neste momento, apresentamos a definicao do grau topolégico de Brouwer, que
por sua vez, sera feita em trés etapas. Na primeira, o grau serd definido para valores
regulares de f € UI(Q, R™), ou seja, valores que nao sao imagem de nenhum ponto critico
de f. Ja na segunda etapa, a definicdo sera dada para qualquer valor de f € @2(9, R™).
Finalmente, na terceira etapa, o conceito de grau serd considerado para qualquer valor de
f € C(Q,R"), vejamos.

Caso (f,Q,y) seja uma terna admissivel, tal que f € él(Q,R”) e y um valor
regular de f, entao consideramos

o sgn (Jp(x), se fTHy)NQFAD
d(f, Q, y) = z€f~1(y)NQ

0, se [T (y)nQ =10,
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em que Jy¢(x) é o determinante da matriz jacobiana de f em z. Ja no caso em que y seja um
valor qualquer de R"\f(02), mas com f € 62(9, R™),  consideramos
d(f,Q,y) =d(f,Q,y"), onde y* é um valor regular de f, tal que ||y' —y|l. < pe(y, f(00Q)).

Apresentamos a seguir, a definicdo do grau topoldgico de Brouwer para 2 C R”

um conjunto aberto e limitado, f uma funcao continua em € e y um valor qualquer de

R™\f(09).

Definicado A.1. Se (f,Q,y) é uma terna admissivel, entdo definimos
aif,Qy) = dg,Qy), sendo g € UZ(Q,]R”) uma funcao tal que
max [lg(z) — f(z)lle < pe(y, F(0)).

A seguir, apresentamos propriedades cldssicas do grau topoldgico de Brouwer, cujas
justificativas podem ser encontradas em (DEIMLING, 2010), (GABERT), 2015) ou em
(PEIXOTO, 2014).

Proposicao A.1. As seguintes propriedades sao validas:
(d1) (Normalizacado:) Se I : R" — R" ¢é a aplicagdo identidade e Q2 C R™ aberto e
limitado, entao para todo y € €2,

d(1,Q,y) = 1.

(d2) (Translagao:) Caso (f,2,y) é uma terna admissivel, entdo (f — y,2,0) é uma

terna admissivel e

(d3) (Aditividade:) Se (f,€,y) é uma terna admissivel e 5,0y C Q sdo abertos e
disjuntos com y ¢ f(Q\(2; Uy)), entdo

d(f797y> - d(f,th) + d(fa QZ;y)‘

(d4) (Excisao:) Caso (f,Q,y) é uma terna admissivel e K C © é um conjunto compacto,

onde y ¢ f(K). Entéo,
d(f,,y) = d(f, K, y).

(d5) (Continuidade em relagao a fungao f:) Para cada (f,,y) terna admissivel,

existe £ > 0 tal que, para toda funcio continua g : Q — R™ com sup ||g(z) — f(2)]. < &,
zeQ
a terna (g, <, y) é admissivel e

d(f,Q,y) = d(ga Qay)
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(d6) (Invaridncia Homotdpica:) Sejam {2 um subconjunto aberto e limitado do R”,
h:[0,1] x Q = R"ey:[0,1] — R” funcdes continuas tais que y(t) & h(t, dQ), para todo
t € [0,1]. Entao, d(h(t,-),,y(t)) ndo depende de t.

(d7) (Invariancia local:) Se f € C(Q), entdo d(f,(,-) é constante em cada compo-
nente conexa de R™\ f(09).

(d8) (Existéncia de Solugao:) Se (f,€,y) é uma terna admissivel e d(f,,y) # 0,
entao f~1(y) # 0.

(d9) (Propriedade do bordo:) Se (f,Q,y) e (g,9,y) sdo ternas admissiveis, entao se

f|aQ = g|aQ>
d(f,Q,y) =d(g,Q,y).

Para generalizarmos o grau topoldgico de Brouwer, inicialmente definido em R",
para espacos vetorias reais normados de dimensao finita, necessitamos estender o conceito
de terna admissivel e de grau topoldgico de Brouwer para aplicacoes de classe C!, em um
subconjunto de um espaco vetorial V.

Se V' é um espaco vetorial real normado de dimensao finita e 2 C V' um conjunto
aberto e limitado, dizemos que (f,(2,y) é uma terna admissivel para o grau topolégico
de Brouwer, se f : @ — V é uma aplicacdo continua e y € V\f(9Q). Ja se (f,Q,y) é
uma terna admissivel com f € 61(9, V) e y um valor regular de f, o grau topologico de
Brouwer de (f,€2,y) é dado por

d(f,Qy) = > sgn (Jp(@)),

z € f=H(y)NQ
se f7Hy)NQ #Ded(f,Q,y) =0, caso contrario. Onde J¢(z) é o determinante da matriz
que representa f(x) em qualquer base de V fixada.
A proposicao a seguir, mostra a invariancia do grau topoldgico por isomorfismos

de um espaco vetorial V' em R".

Proposicdao A.2. Sejam (f,(,y) uma terna admissivel com f € 61(9), y um valor
regular de f em Qe ¢ : V — R™ um isomorfismo. Se ' = ¢(Q), § = ¢(y) e ) = po fop™,
entao

d(f,Q,y) = d(y, ¥, §).
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O resultado anterior permite generalizar a defini¢ao de grau topologico de Brouwer
para uma terna admissivel (f,,y) em um espago vetorial real normado de dimensao
finita. A mesma construcgao feita para obter a definicao do grau topoldgico de Brouwer
para fungoes continuas definidas em R”, pode ser estendida para espagos vetoriais reais
de dimensao finita.

O resultado a seguir, serd importante na construgao do grau topolégico de Leray-
Schauder, haja visto que tal resultado garante que podemos associar o grau das ternas
(f,Q,y), com o grau de ternas que possuem restrigdes de f a um subespago W de V. Sua

justificativa pode ser obtida em (GABERT) 2015).

Proposicao A.3. Sejam V um espago vetorial real de dimensao finita e W um subespaco
de V. Sejam € C V um conjunto aberto e limitado, uma aplicacdo continua 7' : Q — W

e consideremos f : Q — V dada por f(x) = x — T(z). Caso y € W\ f(09), entdo
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APENDICE B - TRANSFORMADA DE
LAPLACE

Neste Apéndice, trazemos alguns resultados sobre a transformada de Laplace, visto
que tal técnica por vezes foi utilizada em nosso trabalho. Os resultados aqui apresentados

foram baseados em (BOYCE; DIPRIMA| [2010)).

Para cada funcdo f definida em (0, 00), consideramos

e ¢}

L{f0) = [ e by, (B.1)

0
a qual é chamada de transformada de Laplace de f, desde que a integral convirja.

Ressaltamos que é comum usar a notagao L{f(t)} = F(s). Destacamos ainda, pela line-
aridade do operador integragao, que a transformada de Laplace ¢ um operador linear.

Indicamos que nem toda fungao possui transformada de Laplace e assim, é comum
nos perguntarmos quais condi¢oes uma funcao f deve satisfazer para que tenha transfor-
mada de Laplace. A seguir, veremos certas condigdes sobre a funcao f que sao suficientes
para garantir a existéncia da transformada de Laplace.

Dizemos que uma funcdo f é continua por partes em [a,f], se f é con-
tinua em [a, 3], exceto possivelmente em uma quantidade finita de pontos, digamos
{to,t1,...,t,} C [a, 5], de modo que exista tlir{{ f(t) e tllg}r f(t), para cada 0 < 7 < n.
J4, dizemos que uma funcao f é de ordem expé)nencial, sje existem constantes reais K,

ae M com K, M > 0 tais que |f(t)] < Ke™, quando t > M. De posse destes conceitos,

pode-se justificar o seguinte resultado a cerca da existéncia da L{f(t)}.

Proposicao B.1. Se f é uma fungao continua por partes em (0, A), para qualquer A
positivo, e de ordem exponencial para t > M, entdo sua transformada de Laplace existe

para todo s > a.

Agora, veremos como determinar a transformada de Laplace da n—ésima derivada

de uma funcao.

Proposicdo B.2. Suponha que as funcées f, f/,..., f™ Y sao continuas, f™ é conti-

nua por partes em qualquer intervalo (0, A) e existem constantes K, a e M tais que
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|f™(t)] < Ke®, para t > M, entdo L£{f™(t)} existe para s > a e
L) = LU} — 57 F(07) = = 5502 (0%) — (0%,

Dadas duas fungoes f e g, definidas em (0, c0), consideramos a convolugao entre

elas, denotada por f * g, por

(f+9)®) = [ Ft = 7)g(r)dr. (B.2)

Destacamos que (f * g)(t) = (g * f)(t). Além disso, para calcularmos a transformada de
Laplace da convolugao entre duas fungoes, podemos calcular o produto entre as transfor-

madas de Laplace de cada uma delas, pois vale o seguinte resultado

Proposicao B.3. Se L{f(t)} e L{g(t)} existem, entdo
L{UF+g) )} = L{f(1)} - L{g(1)}-

Vale destacar que é possivel realizar o processo inverso da transformada de Laplace,
ou seja, dada uma F'(s) é possivel encontrar f(t) tal que L{f(¢)} = F(s), o que significa
encontrar a transformada de Laplace inversa da funcao F(s), e essa transformada

inversa é denotada por
f(t) = L7HF(s)}.

Segue da Proposicao quese L{f(t)} = F(s) e L{g(t)} = G(s), a transformada
inversa de Laplace do produto de fungoes F(s) - G(s) é a convolucao entre f(t) e g(t), ou
seja,

LTYE(s) - Gls)} = (f  g)(8). (B.3)
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APENDICE C - RESULTADOS
AUXILIARES

Neste Apéndice, trazemos alguns resultados auxiliares que foram usados no Capi-

tulo 4. O lema a seguir foi essencial para a demonstracao de resultados de tal capitulo.

Lema C.1. Suponha que f : [0,7] x R — R é continua. Entdo a aplicagio
U C0,7] — F([0,T],R) definida por ¥(u) = ¥,,, onde para cada t € [0, 7],

T
:/G@gﬂ&mm@ (C.1)
0
e G(t, s) é dada por ([£.2), ¢ tal que ¥(u) € C[0,T].

Demonstragio. Decorre da relagao (4.2)) que para cada u € C[0,T] e t € [0,T], temos que

U, (t) = F(lq/ Y f (s, u(s))ds — / Y f (s, u(s))ds
(T—2t) 1
4F G=1 0/ (s,u(s))ds.

Fixada u € C[0,T] e ty € [0,T] qualquer, basta mostrarmos que para cada ¢ > 0, existe
d > 0, onde para t € [0,7] com [t — ty| < 0, tem-se que |V, (t) — U, (to)] < €.
Segue que para cada t, ty € [0, 7], temos

to

/ (t = )" fls,uls))ds = [ (to = )" f (s, uls))ds

0

D Wu(t) — Pulto)| =

T
t—to / Y2 f (s, u(s))ds
0

/ t —5)17 — (tg — 9)? 1} f(s,u(s))ds

+/m_$y4ﬂ&mgms

T

t—to / V2 f (s, u(s))ds

0
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T
= C/I(t— s)171 = (to — )" |ds + C|t — to|"
0
+(;Tq1\t — tol, (C.2)

onde C é de modo que |f(s,u(s))| < C, para todo s € [0,7]. Assim, fixado ¢ > 0

I ser uniformemente

qualquer, independente de t,ty € [0,7], pelo fato de h(z) = 29~
continua em [0,7], existe 6 > 0 de modo que se [t — to| < 0, entdo
|h(t — s) — h(to — s)| < el'(¢)(3CT)~!, para todo s € [0,T]. Sem perda de genera-
lidade, podemos supor que 0 < & < min{[l(q)(3C) 17, 2eT(q)T 9(3C)~1}. Assim,
pela estimativa (C.2)), segue que independente de t,ty € [0,T], se |t — to| < J, entdo

W, (t) — U,(to)| < €, ou seja, ¥(u) € C[0,T]. O

Acabamos de justificar que sob certas hipéteses a aplicagdo ¥ definida por (C.1]) é
um operador sobre C[0,T]. A seguir, justificamos que tal aplicagdo restrita sobre B[0; R]
é compacta. No entanto, para isso, vamos precisar do seguinte resultado, cuja justificativa

pode ser encontrada em (ALIPRANTIS; BURKINSHAW, [1990).

Teorema C.1. (Ascoli-Arzeld) Sejam X um espago topoldgico compacto e S um sub-
conjunto de C'(X). Entdo, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
i) S é um subconjunto compacto de C'(X);

ii) S é fechado, limitado e equicontinuo.

Lema C.2. Sejam 7' > 0, f : [0,7] xR — R continua e ¥ : C[0, 7] — C|0,T], onde para
cada t € [0,

W(u)(t) = Wa(t) = [ Glt, ) (s, u(s))ds,

onde G(t,s) é dada por (4.2)). Entdo, para cada R > 0, ¥ : B[0; R] — C]0,T] é uma

aplicacao compacta.

Demonstracao. Fixado R > 0 qualquer, temos que ¥ é uma aplicacao continua, pois caso
tivermos u € B[0; R] C C[0,T] qualquer e se (u,) C B[0; R] ¢ tal que lim [[u, — ul[ =0,
segue pelo fato de f ser continua, que nh_g)lo |V (u,) — ¥ (u)|| = 0, ou seja, ¥ é continua em
u € B[0; R].

Agora, basta mostrarmos que W(A) C C[0,T] é compacto, para todo A C B|0; R], que

devido ao Teorema de Ascoli-Arzeld é equivalente a garantir que o conjunto W(A) é fe-

chado, limitado e equicontinuo. Mas claramente W(A) é fechado, por definigao.
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Mostremos agora que W(A) é limitado. Como A é limitado, existe K > 0 tal que
lu(t)] < K, para cada t € [0,7], independente de u € A, e pelo fato que f é conti-
nua, existe C' > 0 de modo que |f(t,y)| < C, para todo (t,y) € [0,T] x [-K, K]. Assim,
| f(s,u(s))] < C, independente de s € [0,7] e u € A. Ainda, através da relagio (4.2),
obtemos a seguinte estimativa

T

/|G(t,s)]ds < (F(2q) + 4F(q1— 1)> T4,

0

independente de ¢t € [0,7]. Assim, pelas estimativas anteriores, temos que

W (8)] =

/ G(t, s) (s, uls))ds

=¢ <r<2q> o= 1>> Tq’

independente de t € [0,T] e u € A, donde segue que W(A) é limitado e consequentemente,
W(A) é limitado.

Para concluirmos o nosso resultado, basta mostrarmos que W(A) é equicontinuo, pois
neste caso, W(A) serd equicontinuo. Recordemos que existe K > 0 onde |lu| < K,
independente de u € A, e por f :[0,7] x R — R ser continua, existe C' > 0 de modo que
|f(t,y)| < C, para cada (t,y) € [0,T] x [-K, K] e assim para qualquer u € Ae s € [0,7],
temos que |f(s,u(s))] < C. Como na relagao da demonstra¢ao do Lema [C.1] dado
e>0,tty€[0,T]ese|t—tyg| < 0, independente de u € A, temos que |V, (t)—V,(ty)] < &,

ou seja, W(A) é equicontinuo. O
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