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RESUMO

EXISTENCIA DE SOLUCAO PARA UM PROBLEMA ELIPTICO ENVOLVENDO O
EXPOENTE CRITICO DE SOBOLEV

AUTORA: Lisiane Daniela Bock
ORIENTADOR: Juliano Damiao Bittencourt de Godoi

Este trabalho apresenta um estudo sobre a existéncia ou ndo de solucdo para o seguinte problema

eliptico com expoente critico de Sobolev

—Au=u>"1 + f(z,u) em ()

u>0 em (2
u=20 sobre 0f2,
e .. 2n
sendo {2 um dominio limitado em R", n > 3, 2* = 5 e f adequada.
n J—

Palavras-chave: Expoente critico de Sobolev. Problema eliptico linear. Problema eliptico

ndo linear.



ABSTRACT

EXISTENCE OF SOLUTION FOR AN ELLIPTICAL PROBLEM INVOLVING THE
CRITICAL EXPOENT OF SOBOLEV

AUTHOR: Lisiane Daniela Bock
ADVISOR: Juliano Damiio Bittencourt de Godoi

This work presents a study on the existence or not of a solution for the following elliptical

problem with Sobolev’s critical exponent

—Au=u¥"1 + f(z,u) in {2

u>0 in
u=0 on 0f),
) .. .. 2n
where €2 is a limited domain in R", n > 3, 2* = 5 and f adequate.

Key words: Critical exponent of Sobolev. Linear elliptical problem. Nonlinear elliptical pro-

blem.



LISTA DE SIMBOLOS

N denota o conjunto dos nimeros naturais;
R denota o conjunto dos niimeros reais;
R™ denota o espaco euclideano n-dimensional;
|| - || denota a norma euclideana em R™;
|| - ||z denota a norma em um espago de Banach F;
LP(Q) = {u : Q — R mensurdvel; ||ul|, < co};
1

|ull, = (/ |u|pda:) p, norma no espago L?(€);

Q
0f) denota a fronteira do conjunto 2;
Q\{0} ={z e z # 0}
B¢, para B C X, indicard o conjunto complementar de B em relagcdo a X;
B(a;r) denota a bola aberta de centro a e raio 7;
B, = B(0;r);
S, denota a esfera de centro na origem e raio r;
g.t.p. significa "em quase todo ponto";
E*={f: E — R; f éfuncional linear continuo} ;
CH Q) ={f:Q — R; féuma vez continuamente diferenciavel };

C>*(Q2) ={f:Q— R; f¢éinfinitamente continuamente diferencidvel};

ou . ) . .
3 denota a derivada parcial de v em relacdo a —ésima variavel;
T
ou ou )
Vu=|—=—,...,=— ], o gradiente de u;
0xy ox,,

n 2

0
Au = Z 8_;; o laplaciano de u;
i=1 i



— denota convergéncia fraca;

— denota convergéncia forte;

o suppf = {z € R"; f(z) #0};

e C.()={f:Q—R,; fécontinuae suppf C 2 é compacto};

o C(Q) =C=(Q)NCN);

o W'P(Q) ={ue LP(Q);3f € LP(Q) tal que [, up'de = — [, fedz, Vo € C(Q)};
o s = (£ [ 1oar)s

o WiP(Q) = {u € W'(Q); u = 0 sobre 9Q};

o Hy(2) = Wy™(Q);

o P = np ,para 1 < p < n, o expoente critico de Sobolev;
n—p
e f=o0(g) quando x — x, se lim M =0;
=0 g(x)
_ . f(z) ,
e f=0(g) quando x — x, se lim —— < (| para algum C > 0;
=0 g(z)

e );; denota o delta de Kronecker;

e v = max{u,0} e u” = max{—u,0}.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho tem por objetivo apresentar resultados que garantam a existéncia de

solugdo para o seguinte problema eliptico

—Au=u*""1+ f(z,u) em )
u>0 em {2

u=>0 sobre OS2,

onde 2 C R"™ é um dominio limitado, n > 3 e f : Q x [0,00) — R satisfaz as condi¢des de
Carathéodory e tem ordem inferior a t>" =%, isto &, f = o(t* 1), quando t — oo. Um caso
particular desse problema é quando f(x,u) = Au, onde A\ é um pardmetro real. As solugdes

desse problema correspondem a pontos criticos do funcional ¥ : HJ(Q2) — R, definido por

U(u) = /Q B]VUP - %\u > — F(x,u) |dz,
onde F(x,u) = /u f(z,t)dt, paraz € Qeu € R.

De acordg com Brezis (2011), a imersdo HZ(Q) C L* () ndo € compacta. Logo,
o funcional ¥ ndo satisfaz a condicao (PS), assim a procura de pontos criticos por métodos
variacionais padrdes se torna invidvel. Além disso, se f é identicamente nula e {2 € um dominio
estrelado, entdo Pohozaev (1965) garante que esse problema nio possui solucao. Dessa forma,
algumas condi¢des devem ser colocadas sobre a perturbacdo f para que o problema possua
solugdo.

O problema em questao foi inicialmente proposto por Brezis e Nirenberg (1983). Eles
tiveram como motiva¢cdo o fato de que ele se assemelha a alguns problemas variacionais da
Geometria e da Fisica, onde ocorre falta de compacidade. Um exemplo que teve destaque é
o Problema de Yamabe, proposto por Yamabe (1960), mas existem muitos outros exemplos
(JACOBS, 1970, UHLENBECK, 1982).

No capitulo 2, trabalharemos os casos de existéncia e ndo existéncia de solucio para o

seguinte problema eliptico linear

—Au=u>"1+ em ()
u>0 em (2 (Pr)
u=>0 sobre OS2,
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onde A € Re (2 C R" é um subconjunto aberto, limitado, com 0 € €2 e 02 de classe C'*°.
Na secdo 2.1, trataremos os casos de ndo existéncia de solucdo para (P;) se n > 3, quando
A > Aou ) <0eQéestrelado em relagdo a origem de R™, e se n = 3, quando Q2 = B(0; 1)
ed< A< %, onde \; denota o primeiro autovalor do operador —A. E, na se¢do 2.2, os casos
de existéncia de solugdo se n > 4, quando 0 < A < Aj, esen = 3, quando 2 = B(0;1) e
% < A < A;. Vale ressaltar que para a prova desses resultados os argumentos utilizados por
Brezis e Nirenberg (1983) foram inspirados no trabalho de Aubin (1976b).

No capitulo 3, buscaremos a existéncia de solu¢do para o caso em que o problema

apresenta uma perturbagao nao linear,

—Au=u?"1+ f(z,u) em ()
u>0 em 2 (Py)
u=>0 sobre 02,

onde 2 C R" é um dominio limitado e f : Q2 x [0,00) — R satisfaz as condi¢des de Carathéo-
dory e tem ordem inferior a t* ~!. Na secdo 3.1, abordaremos os casos de existéncia de solucdo
para o problema (), para isso utilizaremos um resultado que é uma varia¢do do Teorema do
Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz sem a condic¢ao (PS). Na subsecdo 3.1.1, mos-
traremos uma condicao suficiente para a validade do Teorema de existéncia de solucdo. J4, nas
demais subsecoes, apresentaremos separadamente os casos n > 5,n =4en = 3.

Salientamos que este trabalho tem como base o artigo de Brezis e Nirenberg (1983),
onde os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em sua maioria. Por se tratar de
uma aplicagdo relevante para o estudo dos metddos variacionais, esse artigo inspirou trabalhos
interessantes na drea de EquacOes Diferenciais Parciais tais como Colorado e Ortega (2019).
Para tornar o trabalho mais compreensivel, utilizamos uma série de resultados que estdo lista-

dos no Apéndice.
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2 PROBLEMA ELIPTICO LINEAR

Neste capitulo, estudaremos o seguinte problema

—Au=u>"1+ em §)
u>0 em (2 (P)
u=>0 sobre OS2,

onde A € R, n > 3 e C R" ¢ aberto, limitado, com 0 € 2 e 9€) é de classe C*°. Estamos
interessados em saber para quais valores de A o problema (P;) possui ou néo solugdo. Inicia-
remos o estudo dos casos em que (P;) ndo possui solucdo e, posteriormente, 0s casos em que

(P;) admite solugdo.

2.1 NAO EXISTENCIA DE SOLUCAO PARA (P))

A andlise de existéncia ou nao de solugdo do problema (P;) necessitard de um melhor
entendimento sobre o primeiro autovalor do laplaciano. Dessa forma, iniciamos nosso estudo

garantindo a sua existéncia através do seguinte lema.

Lema 2.1.1. Sejan > 3. Entdo exite u € H}(Q) tal que
A= uegléf(m{!\vitllg; lull = 1} = [[Va])3. 2.1
Além disso, u é de classe C'! e satisfaz
— Au = \u. (2.2)
Demonstragdo. Consideremos os funcionais J, G : H}(€) — R dados por
J(u) = /Q |Vul’dr e G(u) = /QUde,

e o conjunto H = {u € H}(Q); |lul], = 1}.
Utilizando ideias similares as do exemplo 0.0.1 do Apéndice, vé-se que J e G estdo bem defi-

nidos e sdo de classe C''. Com isso, passamos 2 prova de (2.1).
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Em virtude de J(u) > 0, para todo u € H, J é limitado inferiomente. Logo, existe

A1 = inf J(u).

ueH

Por isso e pela defini¢do de infimo, garantimos a existéncia de uma sequéncia (u;) C H tal que
J(u;) = A e J(uj) > Ay, paratodo j € N.

Pela Proposi¢do 0.0.11, as normas || - ||z € ||V - [|2 sdo equivalentes. Neste caso, podemos
considerar esta tltima norma como uma norma do espago H}(2). Sem perda de generalidade,

a denotaremos por || - || 3. Assim,
I (ug) = [|Vuyllz = [l -

Disso e do fato de J(u;) — A1, segue que ||u;]|3 — 1. Logo, (u;) C Hj(Q) é limitada.
0
Combinando isso ao fato de H;(2) ser um espago reflexivo temos, pela Proposi¢do 0.0.8, que

existe w € Hj () de modo que, ao longo de uma subsequéncia,
u; — wem Hy(Q).

Agora, pela Proposi¢do 0.0.12, H}(Q2) cc L*(Q). Consequentemente, existe u € L*((Q) tal

que, ao longo de uma subsequéncia,
~ 2
u; — uwem L*(§2).

Afirmagdo 1. u(x) = u(z) q.t.p. € Q.
Com efeito, consideremos ¢ € (L?(f2))*. Devido a continuidade de ¢, a Proposi¢ao 0.0.10

(Desigualdade de Poincaré) e a Proposi¢do 0.0.11 temos que

lo(w)] < cllull: <2l Vullz < ellullyy, ¥u € Hy(Q).

*

Assim, ¢ € continua em H}(2), ou seja, ¢ € (H(2))*. Dessa forma, pela defini¢do de
convergéncia fraca,

uj = dem Hy(Q) = o(u;) = o(a).
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Ja, da continuidade de ¢,
uj — uem L*(Q) = p(u;) — ().
Por conseguinte, ¢(u) = ¢(u). E como ¢ € (L?(Q))* é arbitrdria,
p(@) = p(@), ¥ ¢ € (L*(Q))".
Como consequéncia do Teorema de Hahn-Banach obtemos

[@—ala = sup |p(@—1u)| =0.
pE(L2(2))*
llell=1

Portanto, u(z) = u(x) q.t.p. x € §2, o que garante a validade da afirmacdo em questdo.

Voltando a prova do lema, notemos que a validade da Afirmagdo 1 nos garante que u; — U

em L?(Q), o que implica em |u;|l2 — ||ull2. Mas,

u;ll2 = 1, para todo n € N. Logo,

||l = 1 eassimu € H. Ainda, pela Proposi¢do 0.0.7, como u; — u em H;(€2), temos que
[l g < limin ] .
Disso, da defini¢do de infimo e da definicao de limite, decorre que
M < J@) = ||ﬂ||?15 < (liminf ||uj||H3)2 = (liminf J(uj)%)2 = A1 (2.3)
Assim, \; < J(u) < A e daf segue que J(u) = Ay, isto é,
IVal3 = llallz; = A,

o que garante a validade de (2.1).

Agora, em virtude de H{(§2) ser um espago de Banach, J e G serem de classe C'! e u ser um
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ponto critico de J restrito a H, onde

H = {ue Hy(Q);]lull. =1}
= {u € Hy(Q); [|ull = |72}

- &emmméﬁmzﬁﬁm}

= {u€ Hy(Q);G(u) = G(w)}
= G(Gm),

podemos utilizar a Proposi¢cdo 0.0.16 (Multiplicador de Lagrange). Notemos que ao tomarmos

v="u € H}), temos
G@yu:24u%x:mmg:2¢o
Consequentemente, existe £ € R tal que
J@)-v=kG @) v, Vv Hy(Q).

De outro modo,

/ Vu - Vudr =k / wvdxr, Vv € HY(Q). (2.4)
Q Q

Considerando v = T na equagio acima, encontramos k = || V(|2 = );. Dessa forma, resolve-

mos no sentido fraco o seguinte problema

—Au = \u em (2
u=0 sobre 0f).

Seja f = \u temos que f € H} (), pois w € H{(2). Devido a 952 ser de classe C°° temos,
pela Proposicdo 0.0.19, que 7 € H3(2) e assim f € H3(Q). Utilizando o mesmo argumento,
podemos provar que T € H®(£2). Prosseguindo deste modo, concluimos que 7 € H'(12), para
todo | € N. Disso e da Desigualdade geral de Sobolev garantimos que # € H>((2).

Por outro lado, observamos que

V(Vau) = Vv - Vi + oV (Va) = Vo - Vi + vAu, Vo € Hy(Q).
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Equivalentemente, Vi - Vv = div(vVu) — vAu. Integrando sobre 2 ambos os membros dessa

igualdade, obtemos

/Vﬂ‘Vvdx:/div(vVﬂ)dm—/vAUd:c.
0 Q 0

Por isso e por (2.4), segue que

/div(vVﬂ)d:c = / vAudr + A\ / avdz, Vv € Hy (),
0 0

Q

Disso e da Proposi¢ao 0.0.15 (Teorema da Divergéncia), vemos que

—/vAﬂda: = Al/ﬂvd:c, Vv e Hy(Q),
0 Q

isto é,

/Q(—Aa ~ Mavdz = 0, Vo € H(Q).
Portanto, —Aw = \jw em €.
Finalmente, observamos que a fungdo w pode ser considerada positiva. De fato, devido a (2.3)
e ao fato de V|u| = £V, temos que J(|u|) = A;. Logo, podemos utilizar |u| ao invés de w
na prova do lema em questdo, ou seja, podemos supor u > 0. Ainda, pela Proposi¢ao 0.0.22

(Principio do Maximo Forte), decorre que z > 0 em (2, o que finaliza a prova do lema. [l

O préximo lema serd utilizado para provarmos os resultados de ndo existéncia de solu-

¢do para (P).

Lema 2.1.2. (Identidade de Pohozaev). Sejam n > 3 e u € C?(Q) N C*(Q) uma solugio de

(Py). Entdo, sendo v(z) o vetor normal a 02 em z, a fungdo u satisfaz a igualdade

1
—/ IVul*z - v(x)ds = )x/ u?dz.
2 Joo Q

Demonstragdo. Por hipétese, u satisfaz —Awu = Au+u* ~1. Multiplicando ambos os membros

dessa igualdade por Vu - z e integrando sobre (2, obtemos

— / Au(Vu - x)dr = / u? "N (Vu - x)dx + )\/ u(Vu - x)dx. (2.5)
0 0

Q

Mas, Au(Vu - ) = div[(Vu - 2)Vu| — V(Vu - x) - Vu. Por isso e pela Proposi¢do 0.0.15
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(Teorema da Divergéncia), concluimos que

/QAU(VU cx)dx = /aQ(Vu -x)(Vu - v(x))ds — /QV(VU -x) - Vudz. (2.6)

Combinando essa equacdo com (2.5), obtemos

/QV(VU~33)-Vudx—/m(Vu-x)(Vu-v(a:))ds :/

u” "N (Vu- :E)d:z:+)\/ u(Vu-x)dz.
0

Q

2.7)
Agora, considerando v : [—1,1] — 99 de classe C*, com v(0) = x. Devido a u = 0 sobre
052, temos que (u o y)(t) = 0, para todo t € [—1, 1]. Deste modo, (u o y)'(t) = 0, para todo
t € [—1,1]. Em particular,

0= (uo0v)'(0) = Vu(v(0)) - 7'(0) = Vu(x) - ¥(0).

Consequentemente, Vu(z) é ortogonal ao espago tangente 7, 0€2. Disso e da defini¢do de v(z),

garantimos a existéncia de o € R tal que
Vu(x) = av(zx), ¥V x € 0N.
Como |v(z)| = 1, Vu(z) = £|Vu(x)|v(x). Logo,

/m(Vu ) (Vu-v(@))ds = /m IVl (0(z) - 2)(0() - v(x))ds

= |Vul?(v(z) - x)ds.
o9
(2.8)
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Ainda,
V(Vu-z)-Vu = V ix% Vu
- i=1 ‘or,
= ou 0%u = ou 0%u
B (;{5“0 83310331] e {5"2'%*%%03;})%
ou  O*u ou  0*u
_ 2
= [vul +x1(zaxl8:p 8:}61) (Zamiﬁxi&m)
2 2
= \Vu\z—l—xl(w 4 ) +---—|—xn(’vu| )

2 2
2 |VU|2
= |Vu|* + Z

= |Vu* + 5V(|vu| ).z

J

Dessa forma,
1
/ V(Vu-x)-Vudr = / \Vul*dz + = / V(|Vul?) - zdx.

Q Q 2 Jo

Por isso e por div(|Vul*z) = V(|Vu|?) - z + |Vul? - n, obtemos
2 1 . 2 1 2
V(Vu-z)-Vudr = [ |Vul*de + = | div(|Vu|*z)de — = [ |Vu|* - ndx
Q Q 2 Ja 2 Ja

Da Proposi¢do 0.0.15 (Teorema da Divergéncia), decorre que

/ V(Vu-x)-Vudr = <1 - E) / |Vul*dz + 1/ IVul*(z - v(z))ds. (2.9)
Q 2/ Ja 2 Joo

Substituindo (2.9) e (2.8) em (2.7), vemos que

(1—%)/Q|Vu|2dm—%/€)Q|Vu|2($-v(m))ds:/S2u2*_1(Vu-x)dx+

V(u*) - xdr +

u(Vu - z)dx

A
A 2
= o B V(u) - zde.

S~ S5—

(2.10)
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No entanto, div(u? z) = V(u*") -  + nu® . Assim,

/V(u2*) cxdr = / div(u? 2)dx — n/ u® da.
0 0 0

Utilizando a Proposicao 0.0.15 (Teorema da Divergéncia), garantimos que

/ V() - xdr = —n/ u? da. 2.11)
Q Q

Agora, notando que div(u? - z) = V(u?) -  + nu?, segue, da Proposi¢io 0.0.15 (Teorema da
Divergéncia), que

/ V(u?) - xdr = —n/ u?dz. (2.12)
Q Q

Substituindo (2.11) e (2.12) em (2.10), temos

]_ * A
(1—@> / ]Vu|2dac——/ Vul (- v(a))ds = — - [ o dm——”/qua:. (2.13)
2) Jo 2 Joq 2" Jo 2 Ja

Por hipétese, u satisfaz —Au = \u + u? ~!. Logo,
—ulu = u* + M’

Consequentemente,

—/uAudx:/qux—f—/)\zfdx. (2.14)
Q Q Q

Agora, notando que div(uVu) = uAu + Vu - Vu, segue, da Proposi¢do 0.0.15 (Teorema da
Divergéncia), que

/ |Vul*dr = — / uAudz. (2.15)
Q Q

Substituindo (2.15) em (2.14), obtemos

/|Vu|2dx:/u2*dx+)\/u2dx.
Q Q Q

Disso e de (2.13), concluimos que

(1 - g) Ugufdﬁ/gwdx} —% aQ|Vu|2(x-v(x))ds

. A
—_ ur dr — An uldx.
2% Jq 2 Ja
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Finalmente, do fato de 1 — g = —%, decorre que

1/ Vul(z - v(z))ds = )\/ u?dz.
2 Joa 0
]

No que segue, utilizando os Lemas 2.1.1 e 2.1.2, provaremos que ndo existe solucdo
para (P;), quando A > A; ou A < 0 e Q é estrelado em relag@o a origem de R™. Porém, antes,

necessitamos da seguinte definicao.

Definicao 2.1.1. Dizemos que um conjunto aberto €2 é estrelado em relagdo a origem se, para

cada x € €, o segmento de reta [0, z] = {tz;0 < ¢ < 1} estd contido em €.

Teorema 2.1.1. Sejan > 3. Se A > A; ou A < 0 e €2 € estrelado em relagdo a origem de R”,

entdo o problema (P;) ndo possui solugdo.

Demonstragcdo. Seja ¢, uma autofuncido de —A associada ao autovalor A\;, com ¢; > 0 em
2. Suponha A > \; e que exista uma solu¢do u de (P;). Neste caso, por A\; > 0, A > 0.
Além disso, —Au = \u + u% 1. Multiplicando ambos os membros dessa igualdade por ¢; e

integrando sobre (2, obtemos

—/gplAudx:/wluT1d:c+)\/u901dx. (2.16)
Q Q Q

Em virtude de div(p;Vu) = ¢p1Au + Vu - Vi, segue, da Proposi¢do 0.0.15 (Teorema da
Divergéncia), que

_ / o Audi — / Vu- V. (2.17)
Q Q

Substituindo (2.17) em (2.16), vemos que

/Vu -Viprdr = / oru® “tdx + /\/ wprde. (2.18)
Q Q Q

Por outro lado, ¢, satisfaz —Ay; = A;p;. Dessa forma,

—/uAgolda::/\l/ucpldx. (2.19)
Q Q
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Como div(uVy) = ulAp; + Vi - Vu,

/ Vu - Voide = — / uApde. (2.20)
Q Q

Combinando (2.20) e (2.19), obtemos

/ Vu-Vpide =M\ / uprdz. (2.21)
Q Q

Finalmente, substituindo (2.21) em (2.18), temos

)\1/ugoldx:/901u2*_1d$+)\/ug01d1’.
Q Q Q

Do fato de u e (; serem positivas em (2, segue que

)\1/ugoldx:/cplu?_ldxjt)\/ugoldx>)\/ug01dac.
Q Q Q Q

Assim,

(A1 — ) / wprdx > 0.
Q

Logo, A\; > A, o que contraria a hipdtese de A > \;. Portanto ndo existe solugdo para (P;),
quando A > ;.
Agora, suponhamos que € seja estrelado em rela¢do a origem, que A < 0 e que exista uma

solucdo u para (P;). Disso e do Lema 2.1.2 (Identidade de Pohozaev), segue que

1
—/ IVul*(z - v(z))ds = A/qua:.
2 Joa Q

Como (2 é estrelado e 0 € int(£2), segue que existe 2’ C 0N tal que || > 0e (z - v(z)) > 0,
para todo = € (. Disso e do Lema 0.0.2 (Lema de Hopf), decorre que Vu(z) # 0, para todo

x € 0f). Consequentemente, por A < 0,
2 1 2
0>\ [ vdr =< |Vu|*(z - v(z))ds > 0,
Q 2 Joo

o que é um aburdo. Portanto, ndo existe soluc¢do para (P;), quando {2 € estrelado em relagéo a

origeme A < 0. O

A seguir, veremos um resultado de ndo existéncia de solug@o para o problema (P;),
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At ) .
quandon =3,Q=Bje0 < A < T Neste caso, o problema (P;) é o seguinte

—Au=u’~+ \u em B
u >0 em B,
u=~0 sobre 0B;.

A
Teorema 2.1.2. Sejamn =3e {2 = B;. Se A < Zl entdo o problema (P;) ndo possui solugao.

Demonstra¢do. Suponha que exista u solu¢do de (P;). Como 2 = By, utilizando um argu-

mento similar ao da Observagdo 0.0.1, podemos reescrever o problema (P ) da seguinte forma

2

_/U// — —fUl = ’U5 + )\/U’ Ser & (07 1) (Pll)
r

o(1) = v(0) =0.

Considerando [0, 1] — R dada por ¢(r) = sen((4)\)2r), temos que 1 satisfaz o Lema 0.0.1,

ou seja, vale a seguinte igualdade

/1 ()\w/ + 11//") viridr = 2/1 VO (rp — ) dr + M (2.22)
0 4 3 Jo

2
2

Além disso, pela Observagio 0.0.1, sabemos que \; = 72. Dessa forma, por 0 < A < T
temos que 0 < (4)\)% < 7. Consequentemente,

(1) = sen((4))2) > 0. (2.23)
Ainda, da defini¢do de ¢ segue que

—4A(4N)2 cos((4N)z , ,
A = Sk ZOS(( 7)) cos((4N)Er) = 0.
Disso, de (2.23) e de (2.22), decorre que
1
/ v (rp — 2 )dr < 0. (2.24)
0

Por outro lado, a func¢do ¢ : [0, 7] — R, dada por g(f) = sen(#) — 6 cos(f), é crescente, ja

que ¢'(8) = cos(0) + Osen(f) > 0, para todo § € (0, 7). Assim, como g(0) = 0, temos que
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g(0) > 0, para todo 6 € (0, 7). Logo,

N
N

rib — 2 = rlsen((4\)2r) — (4X\)2r cos((4A)2r)] > 0, Vr € (0,1).

Com isso, concluimos que

1
/ VO (rp — rY)dr > 0,
0

o que é uma contradi¢cdo com (2.24). Portanto, o problema (/) ndo possui solugdo. [

2.2 EXISTENCIA DE SOLUCAO PARA (P))

Na se¢@o anterior, vimos alguns casos em que o problema (P;) ndo possui solu¢do. No
que segue, nos preocuparemos em analisar separadamente os casos n > 4 e n = 3 para provar
que, sob certas condi¢des, o problema (P;) possui solugdo.

Antes de darmos continuidade aos resultados de existéncia, ressaltamos que Del Pino
e Dolbeault (2003) estabeleceram, para 1 < p < n, a Desigualdade Otima de Gagliardo-
Nirenberg

lullr < o (p, g, ) [ Vullpllually ™, (2.25)

para todo v € DP?(R™), sendo esse espago o completamento de C>°(R"), mediante a norma
pin—=1) ~_pla=1) n(¢ —p)
IVull, + [[ullg, onde p < g < T = 0= e
’ ! n—p p—1 (np — (n—p)g)(g — 1)

() () (s D

p q—p

Além disso, as fungdes extremais para (2.25), isto é, fungdes ndo nulas em DP7(R™)

que fazem com que (2.25) se torne uma igualdade, sdo dadas por

u(z) = aw(f(x — x9)),
coma,3E€R,B#0,20 € R"ew(z) = (1+ |:r;|p%1)_5%11’

(n—1)

( ) p, obtemos, de (2.25), a Desigualdade Otima de
n—p

Para o caso no qual ¢ =

Sobolev, a saber,

o < . (p,n)||Vull,, Vu € D"(R™). (2.26)

[u
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Vale ressaltar que a Desigualdade Otima de Sobolev foi estudada de modo independente
por Aubin (1976a) e Talenti (1976). No que segue, necessitaremos apenas da desigualdade

(2.26), quando p = 2.

2.2.1 Cason >4

Nesta subsec@o, mostraremos a existéncia de solucdo para o problema (P;), quando

Vul|? ,
n>4e0< X< \,sendo \; = inf | !2. Dessa caracterizagdo, decorre que
uEHé(Q) Hu”2
u#£0

Mllullz < [[Vull3, ¥ u e Hy(9).
Como 0 < \ < A\q,
0< (A= A)ully < Vullz = Allull3, ¥ue Hy(Q),

0 que garante que o conjunto {||Vul[3 — Aljul|3; ||u

9« = 1} é limitado inferiormente, quando

0 < A < Ay. Com isso, podemos definir

Sn=inf {[IVull3 — Alfull3; [lull>- = 1}.
weHL(Q)

Para provarmos o primeiro resultado de existéncia de solugdo, precisaremos da proxima
proposicao.
Proposi¢io 2.2.1. Sen >4e0 < A < A\, entdo S\ < &(2,n) 2.
Demonstragdo. Para cadau € Hy(2) \ {0}, consideremos

_ IVull3 = Alfull3

i

Qx(u)

; (2.27)

2
2*
e tomemos, parad > 0e e > 0, u. : {2 — R, definida por

R 2 C)
S e
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onde p € CX(Q)étalque 0 < p<1le

0, selz|>20exef

p(r) =
1, selzf<dex e

A seguir, analisaremos ) (u.) para ¢ suficientemente pequeno.

(i) Andlise de ||Vu,.||3:

Temos que, para cada x € (2,

S (@) = (e o) = (0= Dl + 1),

Dessa forma,

Ou, >
2 e
Vu|* = Z@xi
©*|z|?

= IV6lP(e + 1) = 2n — 2)ple + o) (- Vo) + (n = 2

Com isso,

/ Vulde = / Vel(e + 2> "da — 2(n — 2) / ol + o) (@ - V)da
QO Q Q
(2.28)

A partir deste momento, estimaremos cada uma das integrais do lado direito dessa igualdade,

separadamente. Iniciaremos com a terceira parcela.
2 2 2 _1 9
€
/ ¥ |:L‘|2 dl’ S/ |$| 5 dngl—n/ | 2:?| dﬂ?
o e+ 1P Jo et laP) o (1+ | TPy
|z f?

Por isso, pela Proposi¢do 0.0.18 (Mudanca de Varidveis) e pelo fato da funcio x +— W
T n

ser integravel sobre R" (veja exemplo 0.0.2),

J = o [ LR N J S
< A+ ey e (L+ )

€+ |z|2)»
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onde €). C 2 C R". E assim,

2 2 2
o [Pl 22n/ B
— S SR L -2 —dzx. 2.2
(n ”(é<e+mwwdx—<” e o W e ™ (2:29)

Agora, passaremos a estimar a segunda parcela do lado direito da igualdade (2.28).

Visto que n > 4, (e + |z[>)'™" < (|z|*)"" = |z[>~2* em B N Q. Consequentemente,

tAw@+ﬂﬂ%1%V¢@%xwx

< Kjwun@+wm%1"m~V¢ux
< 03/ (c + [2]2)' "] dz
BEnQ
1
< 03/ ——dr < o0, (2.30)

onde C'3 é uma constante. Analogamente, prova-se que a primeira parcela do lado direito de

(2.28) satisfaz
/ Vol2(e + |2[2)>"d < oo,
Q

Por essa andlise, concluimos que

2
Vu|? = [ |[Vul?de < (n—2)%7 il dx + Cy, (2.31)
2 Ja (

e+ [af?)"

onde C; > 0 € uma constante que ndo depende de ¢.

(i) Andlise de ||u.||3.:

Ora,
/ |ua
0

2%

Ydr = /’(p—dx
o (e+[z[*)"
1 z
Bsna (€ + |z[?) Btna (€ +[z]?)

1 1
[ e
Bsne (€ + [z[*)" Bs (14 [e722)?)

A%

(2.32)



28

Disso e da Proposi¢ao 0.0.18 (Mudanga de Varidveis), obtemos

[
Q

3

V|3

dx

Vv

1
———dx.
/ (T+ [
1 1
—da:—/ —dx). (2.33)
(Lo 5 oo (L+ P

1\

= £

V|3

Tal separagdo € possivel, ja que as duas tltimas integrais sao finitas. Para provar isso, utilizamos
a a Proposicdo 0.0.17 (Férmula da Codrea) e a Proposi¢do 0.0.18 (Mudanca de Varidveis).

Com efeito,

1 o0 1 ) .,
/ T = / / ——-dsdr < C r~"ldr < Cez,
BY 2N (1+ [a]?) se-12 Jg, (L+72)n Se—1\2

1

onde C' > 0 é uma constante. Disso e da igualdade (2.33), segue que

* n 1 n
P dr > e /—d— 2 . 2.34
firas> 3 ( [ gt 239

Aplicando o Teorema do Valor Médio a funcao = — x%, obtemos uma constante C5 > 0 tal

que
2

1 2\ = 1 2 .
. dr—Ce3) = / —d:c) _ Cieh,
(/]R” (14 [z[?)n ) ( ge (1+ |z|?)" °

Disso e da desigualdade (2.34), concluimos que

= =
5 = (/\u5|2*dx) > (5‘3)
Q

5 1 A\
—dx—(]ez)
</ 1+ [a]2)"
2—n 1 2%
= g2 —d — C:e > 0. 2.35
: (/ A+ |aP) ) * (2:3)

(iii) Andlise de ||u.||3 :

||u6

Pela definicdo de u. e pela Proposi¢cdo 0.0.18 (Mudanga de Varidveis), temos

1 2
/ lu.*dr = / —————du +/ L_de
Q Bsna (€ + |z[)" Btna (€ + [z[)"
1
> / —— T
o (€4 [2])"

1
2= ———dz. 2.36
/ TENFRE (250

w3

= £
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A partir deste momento, vamos separar esta andlise em dois casos. Inicialmente, consideramos
ocason = 4.

Da desigualdade (2.36) e da Proposi¢do 0.0.17 (Férmula da Coérea), decorre que

o—1\2
/ \u€\2d:c > / %dl’ = 6/6 T—Swdr
Q B, 1\2N® (1 + |z[?)m 0 (1+72)

o 1 3 Se—1\2 3
= C| | ———d —__d
U 1+ 22 ”/1 o }
1\2

de~ de~
C6+6/ —dT'_C(,—'——/ —dT
1

44
= 07 — Cg 11’1(8),

Y]

onde C', C, C7 e Cy sdo constantes positivas.

Agora, quando n > 4, temos, por (2.36), que

n 1 1
uel?de > ¥ 2 {/ — —dz — / —da:] )
8 o P2 Jue o G e

1\2

No entanto, pela Proposi¢do 0.0.17 (Férmula da Coérea),

/ / / —————dsdr < C / PP = Cge2 2,
B q (1+ [z2)n=2 !x\ 53 Js, 5e— %

n2"

onde C' e Cy sdo constantes positivas. Logo,

. 1 : : !
Pdr > 22 ———————dx — Cye2 ?| =72 A epe? =G
/Q|u |*dx > ¢ [/R" 1+ ‘x’2)n72d$ Coe } € /Rn (14 |x|?)n—2 x 9

Agora, voltamos nossa atengdo para ) (u.). Substituindo (2.31) e (2.35) em (2.27), encontra-

mos of?

—n x

Qx(ue) < - ) - :
2—n 2*
£z ———dx — (e
</R (14 [=[?)" ) ’
1
No entanto, sabemos que » : R” — R definida por h(z) = W, paratodo x € R", é
_|_

uma funcdo extremal para a Desigualdade Otima de Sobolev, ou seja, h satisfaz

(/

2

2*
de) :JM(Z,n)Q/ |Vh|*dz.
Rn
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Mas,
o) = (2= w1+ o)
Assim, .
VhE =30 0 (o a1+ )
j=1
Portanto,

2 _ 2 ‘:C|
, 27n) / AR a

(2,n)7 = — =7
(Losmms)

Para tornar as contas mais simples, vamos considerar

1
/n —(1 n \xP)”*de =d.

Novamente, dividiremos nossa analise em dois casos. Para n = 4, temos

L+ C = MNC; = CsIn(e)) a
J-d2n)? < & 2 T — -
@ () (2.7 = be=l — Cse b
bCy — AbCs + AbCiln(e) + aCie
b2e—1 — bC5€

. (04 — )\07)17 + )\ngl?’L(&’:‘) + CLC5€ <0
- b2 — bCse? ’

para £ > 0 suficientemente pequeno.

Agora, para n > 4, temos

2—n n
_ ac2 +Cy—Nde* 2 —Cy)  a
Q Ug —%2,’” 2 S 2—n - 7
A(ue) (2,n) P 7

bOy 4+ MbCy + aCse — \bde™ 2"
b2 — bCOse
(bC4e™ + AbCoe"T + aCse™s — Abd)
b2 — bCse2

—_= I < 0,
para € > 0 suficientemente pequeno.
Logo, em ambos 0s casos, encontramos Q) (u.) < <7(2,n)~2, para ¢ suficientemente pequeno.

Consequentemente, da defini¢do de Sy decorre que Sy < &7 (2,n)"2. O

Fazendo uso da Proposi¢éo 2.2.1, provaremos um caso no qual o problema (P;) tem

solucdo, quando n > 4.
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Teorema 2.2.1. Sen > 4e0 < A < Ay, entdo o problema (P;) possui solugdo.

Demonstragdo. Sejam A = {u € H}(Q); ||u

o« =1} e J: H}(Q) — R o funcional definido

J(u):/ |Vu|2dm—)\/u2da:.
Q Q

por

\V4 2
Visto que A\; = inf | u|2|2 e 0 < X\ < )y, temos para cada u € HJ (),
weng@ lull
u#0
2 2 2 A 2 A 2
T(w) = [Vulz = Allullz 2 [Vulls = S-lVelz = { 1= - JlIVullz 2 0 (2.37)

Com isso, J € limitado inferiormente e assim Sy = in]ff J(u) estd bem definido. Da defini¢do
UE S

de Sy, existe (uy) C 7 tal que J(uy) — Sy e Sy < J(uy) , paratodo k € N. Logo, (J(uy)) é

limitada em R. Ainda, da desigualdade (2.37)

A
C > |J ()| z( )HVukH%, VkeN.

1— =
A

Deste modo, (uy) € limitada em H{ (€2). Por isso e pelo espago Hg (€2) ser reflexivo temos, pela

Proposicao 0.0.8, que, ao longo de uma subsequéncia,
up — up em Hi ().

Agora, para cada k € N, consideremos as medidas v}, = |u|*> dx e pux = |Vug|?dz. Essas

medidas sdo limitadas em . (£2), pois

gi<01

Vi - U *
Il = sup o / |2 dz = ||uy
u€%(92)\{0} HUHoo Q

_ |1 - ul
[p]] = sup
wego@\{0} 11Ul

< / Vugdz = [Vug|2 < Co,

Q
onde C e (5 sdo constantes positivas. Assim, pela Proposi¢cao 0.0.1, temos que v, — v € i —
1 ao longo de subsequéncias, sendo v e ;4 medidas limitadas em €2. Logo, pela Proposic¢io 0.0.2
(Concentragdo de Compacidade), existem um conjunto no maximo enumerdvel ¢, uma familia
de pontos {z;;j € _#} C Q e familias de nimeros positivos {v;;j € £}, {u;;j € £}, de

modo que
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(l) vV = ”LLo|2*d.fE + Z I/j(sxj;
ies
ies
(i) @ (2,7)*(v;)> < py, Vi€ 7.
Neste caso, (5%. representa a medida de Dirac.
Do fato de (uy) C Hy () ser limitada e de Hj(Q2) CC L*(Q) temos que uy, — up em L?(Q)
ao longo de uma subsequéncia. Portanto, ||uz||3 — [|uol|3. Disso, de (iii) e do fato de A > 0,

decorre que

J(ug) < liminf || V|3 — Muolz — Z K

JjeS
= liminf ||V |3 — Mimsup [lug3 = Y p
Jj€S
— liminf |Vl + Miminf(=[ugl}) = 3
j€s
< liminf(| Vg3 = ull2) = > uy
jes

= liminf J( uk Z hj

JESL
= S— Z 1

JjeS
2

< S - Z e (2.38)

Jj€S

Por outro lado, integrando (i), obtemos

/ uol* dz + > vy =1, (2.39)

Jj€SL

0 que implica em Z v; <1 e/ |u0|2*d93 < 1.
jes ¢
Afirmamos que ¢ = . De fato, suponhamos ¢ # &. Da Proposi¢do 2.2.1, sabemos que

S\ < & (2,n)72. Logo, devido a desigualdade (2.38),

J(Uo) < S)\<1 — Z I/j22*>.
jies

oF

2
Em virtude de v; < Zz/] <1, de2— < leden > 4, segue que v, gy
=

,paratodo j € 7.
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Disso e de (2.39), concluimos que

2
*

« 2
2dm> .

s < (1- v ) =5y (1- T w) =0 [l e < ([ 1uo
Q Q

JjESL Jj€S

Portanto,

0 < J(uo) < Silluollz- < Sxlluol-.

Se ||uo||2« = 0, chegamos a uma contradi¢do e se ||ug

9+ # 0, temos uma nova contradigao,
pois terifamos

J(L) < Sy = inf J(u), com —2— € A
ucH

Huo 2% ||U0 2*

Consequentemente, ¢ = &. Por isso e por (2.39), concluimos que ||ug||2- = 1. Logo, uy €

. Além disso, da desigualdade (2.38), decorre que

< i .
J(ug) < ulenjff J(u)

Disso e da defini¢ao de infimo, temos que .J(ug) = S.

Considerando o funcional G : H}(Q) — R, definido por

Glu) = /Q u

sabemos que H}(Q) é um espago de Banach e que J e G sdo de classe C'. Ainda, ug € um

*
Yz,

ponto de minimo de J restrito a 5# = G~(G(ug)). Com isso, podemos aplicar a Proposi¢do
0.0.16 (Multiplicador de Lagrange). Ja que a primeira possibilidade de tal proposi¢dao nao é

verdadeira para v = uy, garantimos a existéncia de k£ € R tal que

J (up) - v = kG (ug) - v, Yv € Hy (),

isto é,
2/ Vuy - Vodr — 2>\/ upvdr = Q*k/ ul tvdr, Vv € Hy ().
Q Q Q
2—2% *k,
Ao tomarmos uw = mug, onde m satisfaz — = 1, obtemos

/ Vi - Vodr — A / wwdr = / 7 todr, Vv € Hi (). (2.40)
Q Q Q
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Portanto, u € H}(f2) é solugdo fraca do problema (P;). Além do mais, como podemos con-
siderar ug > 0, segue que w > (. Utilizando resultados de regularidade cldssicos, vemos que

7 € C?(9Q). Assim, pela Proposi¢io 0.0.15 (Teorema da Divergéncia) e por (2.40),
/ —Auvdx = /(/\E—i-ﬂQ*_l)vdx, Vo e Hy(Q).
Q Q

Consequentemente, —A% = \u + u> ', u > 0eu = 0 sobre 9€). Ainda, pela Proposicio
0.0.22 (Principio do Méaximo Forte), segue que © > 0 em (2. Isso mostra que (P;) possui

solugdo. [

2.2.2 Cason =3

Nesta subse¢do, provaremos que o problema (P;) possui solugdo quando n = 3 e
A1 . . .
T < A < A;. Primeiramente, provaremos um resultado auxiliar, semelhante ao que foi usado
na subsego anterior, porém consideraremos € C R? como sendo a bola de centro 0 e raio 1,

isto é, ) = Bj.

A
Proposiciao 2.2.2. Sen =3¢ Zl < A < A, entdo Sy < (2,3)72
Demonstragdo. Seja, para cadau € H}(By) \ {0},

_ Va3 = Allull
[ull?

Qx(u) , (2.41)

E, consideremos, para e > 0, u. : By — R, definida por

o(r)

uele) = o

onde (1) = cos (%") e r = |z|. A ideia para a prova dessa proposi¢do consistird na andlise
de Qx(u.) para e > 0 suficientemente pequeno.

(i) Andlise de ||Vu,||3:

Temos, para: = 1, 2, 3,

Ou,
81’2‘

3
2

(r) = @) (e +7%)72 = p(r)aile +17) 7%,
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Dessa forma,
2

RO PN O L
€ (5 -+ 7”2) (5 + 7”2)2 (5 T 7“2)3 .

Integrando ambos os membros dessa ultima igualdade sobre B; e utilizando a Proposic¢ao 0.0.18

(Mudanga de Variaveis), ao tomarmos / ds = r? / ds = r*w, obtemos
T Sl

S

/ 2 / 2,.2
/ Vo = / AGNPR 2/ 90(7’)90(27’) i +/ p(r) _—
B, +12?) B, (e+712%)? 31(54—1”)3
/ 2
= // A1) dsdr — // dd +// dsdr
(41?2 2 2 5+r
2,.2
“’U Ly, [ @(T)@(T’)T’d +/ p(r)r! dr]'
o (e+712) o (e47r?)? o (e471?)3
No entanto, ao utilizarmos integracao por partes, vemos que
1 3 1 2 4 4
2/ LAY (r)eo(r)r dr = — / o(r)? S — ! dr|.
o (e471?)? B (e+712)2  (e+7r2)3
Substituindo isso na igualdade anterior, concluimos que
1 2,.2 1 2 4
o' (r)*r 9 3r 3r
\Y € 2 = / d +/ ( — d
f et = o [ B [ oo (e - )
1 2,.2 1 2,.2
w/ S0(r>ralr—irfiwg/ Mdr
0 (5 + T2) 0 (5 + T2)3

1 1 2,2
< (r)2dr + 3 / LG 2.42
< w/o o' (r)*dr + 3we et r (2.42)

Ainda, pela Proposi¢do 0.0.18 (Mudanca de Variaveis),

1 2,..2 1 2 € % 2
90(7“) r / T _3 / S
_— < —_— g 2 —_—
/0 (e + r2)3dr — Jo (e+ r2)3dr © 0 (1+ 52)3ds

-3 & 82
< d 2.43
< &3 /0 T (2.43)
Finalmente, substituindo (2.43) em (2.42), obtemos
2 2 ' 2 Y 5?
V|5 = Vu|*dr <w '(r dr+3w£2/ —ds. 2.44
Vel = [ 1Vuir < [0 s e

(i) Andlise de ||u.||2:
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Pela defini¢c@o de u. e pela Proposi¢do 0.0.17 (Férmula da Codrea), temos

luc|de = // 2 ———ogdsdr
B . €+7’

Agora, pela defini¢do de ¢, existe C' > 0 tal que

61
’& <C,¥re (1]

r2

Assim, utilizando a Proposicao 0.0.18 (Mudanca de Varidveis), obtemos

N

4

1 7“4 1 € S 1
L] < —dr = T2 ——ds < R
|1|_CUC/0 EERSE r =w(Ce 2/0 ESE s < (e 2

Ainda,

Portanto, existe C5 > 0 tal que

[dz > e /de ~Cyel.
eV e i

. ,q- . N ~ 1
Por isso e pelo Teorema do Valor Médio aplicado a fun¢do = — 3, obtemos uma constante

C > 0, de modo que

2 6 3 L > 5 5 1
||uz-:||6 = </81 ’u€’ dw) >e 2 (w/o md5> — Cez. (2.45)

(iii) Andlise de ||u.||3 :

Pela defini¢do de u., pela Proposicdo 0.0.17 (Férmula da Codrea) e pela Proposicao 0.0.18
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(Mudanca de Varidveis), temos

2,.2

1
el = [ webar=w [ 2
By 0 e+r

1 ) 1 s
— d —1|d
w/o o(r) r+w/0 o(r) (5+r2 ) r
1 (r)?dr — we? /8_ (p(seg)st
0 1 -+ 82

o(r)dr — Ce?, (2.46)

N

BS

> w

onde C' > 0 é uma constante.

Agora, substituindo (2.44), (2.45) e (2.46) em (2.41), encontramos

1 [e8) 2 1 -~
w/ o (r)2dr + 3we™2 / S—Hds - )\w/ o(r)?dr + \Ce?
0 o (1+5?) 0

+ 5
[e%} 82 % o
(o ) o

Sabemos que h : B; — R, definida por h(z) = (1 + |z|?)"2, é uma funcfio extremal para a

Qx(u.) < (2.47)

g

N
[NIES

Desigualdade de Sobolev. Consequentemente,

_ VAl

SACE I TP

onde

Além disso, como

o) 54 T 0 82
— _ds=3—=3[ ———d
/o 1+ 16 / 1+s2p

temos

||Vh||2—/ de—w/ooids—?)w/ooids
2= T PP =)y Trp ™ =% e ®

Logo,

VR
&
o\

3
—
+ | o
S [\]
[N}
=
QL
w
~~
w
<
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Ainda, pelas definicdes de ¢ e de \{, sabemos que

A
— < 0.
2<

/01 ol (r)dr — X /01 p(r)*dr = 7%2/01(1 — o(r)?)dr — )\/01 o(r)2dr = %2 _

Assim, ao considerarmos

1 1
d= / @ (r)?dr — )\/ o(r)2dr < 0,
0 0
podemos reescrever (2.47) como

wd + ae"z + ez
be~2 — Ce2 .

Qxlu:) <

Deste modo, para € > 0 suficientemente pequeno,

d+a5’% +)\a€% a
V- (2,3)2 < ¥ il _ ¢
Qx(ue) (2,3) > bt — Ot b
wdb + \Cbes + aCe?
- 1 — 1 <0,
be72 — Cez

Portanto, S < «7(2,3)72. O
A < : N
Teorema 2.2.2. Sen =3,{) = B; e 7T < A < Ay, entdo o problema (P;) possui solug@o.

Demonstracdo. A demonstraciao deste Teorema € andloga a demonstracdo do Teorema 2.2.1.
A diferenca € que aqui deve ser usada a Proposi¢ao 2.2.2 ao invés da Proposicao 2.2.1. Por este

motivo, omitiremos tal prova. 0
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3 PROBLEMA ELIPTICO NAO LINEAR

Neste capitulo, provaremos alguns resultados que garantem a existéncia de solucao para

0 seguinte poblema

—Au=u*"1+ f(z,u) em €
u>0 em () (P,)
u=20 sobre 0f),

onde n > 3, Q C R" é um dominio limitado e f : Q X [0,00) — R cumpre as seguintes

condigdes:
(f.1) f(x,0) =0, paratodo = € ;
(f.2) Paracada M > 0, sup{|f(z,?)|; (z,t) € Q x [0, M]} < o0;

(f.3) f satisfaz as condigdes de Carathéodory, isto é, f(-,¢) é mensurdvel sobre (2, para cada

t € [0, 00) fixado e f(x,-) é continua em [0, o), para quase todo x € €2;

t
,isto é, lim f(x,1)
t—oo 271

z52*—1

(f4) f(x,t)éuma perturbagio de ordem inferior a = 0.

Vé-se que se 2 C R é um dominio limitado com n > 3 e A € R é uma constante,
entdo f : Q x [0,00) — R, definida por f(x,t) = ¢, satisfaz (f.1) — (f.4). Com isso, o
problema (P;), dado no Capitulo 2, é um caso particular do problema (P).

Ressaltamos que solugdes do problema (P,) correspondem a pontos criticos do funcio-

nal ¥ : Hj(Q2) — R, definido por

U(u) = / B]VUF - %\u 2 — F(x,u) |dz, 3.1
Q

onde F(x,u) = / f(z,t)dt, paraz € Qeu € R.
0
Além das condi¢Oes acima apresentadas, dependendo da dimensao, faremos uso de hi-

péteses adicionais.
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3.1 EXISTENCIA DE SOLUCAO PARA (P)

Nesta sec¢do, assumiremos que

f(z,t) = a(z)t + g(z,1), (3.2)
ae L=2(Q), (3.3)

t
lim 9(,1) = 0, uniformemente em 2 (3.4)

t—0t+ ¢
e

t
lim M = 0, uniformemente em (2. (3.5)

t—oo 1271

Também assumiremos que o operador —A — a () possui um autovalor positivo, digamos a.. De

outro modo, suporemos que existe o > 0 tal que

/[|Vu|2 — au®|dr > a/ wldr, YV u € Hy(S). (3.6)
Q Q

Devido a Proposi¢@o 0.0.10 (Desigualdade de Poincaré), existe o/ > 0 tal que
/[|Vu|2 — alldr > o// Vuldr, Vue HQ). (3.7)
Q Q

Como estamos em busca de solucdes positivas de (FPz), os valores de f(z,t), parat < 0 sdo
irrelevantes. Em virtude da condigdo (f.1), podemos assumir, sem perda de generalidade, que

f(z,t) =0, para todo (z,t) € Q x (—o0, 0]. Deste modo, podemos considerar
F(z,s) = / flz,t)dt, ¥ (z,s) € Q@ x R.
0

Para a demonstracdo do teorema que garante a existéncia de solu¢do do problema (P)
se tornar menos extensa, faremos uso de alguns resultados preliminares. Iniciaremos provando

o seguinte lema.

Lema 3.1.1. Assuma a validade de (3.2)-(3.5). Entao existe uma constante ;4 > 0, suficiente-

mente grande, de modo que

—fz,t) <pt+t>71 qtp.zeQeVt>0.
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Demonstragcdo. Por (3.2), parax € Qet >0,
[f (@, )] = [a(z)t + g(z,t)] < |a(z)[t + |g(z, 1)].
Por (3.3), a € L>=(12). Logo, existe C' > 0 tal que
la(z)| < C, q.tp.x € Q.

Com isso,

|f(z,t)] < Ct+|g(z,t)], qtp.z€QeVt>0. (3.8)

t
Por (3.4), lim+ @ = 0 uniformemente em ). Equivalentemente, dado ¢ > 0, existe 0 > 0
t—0

tal que, para todo x € €2,

t
0<t<d = ‘g(xt’ )‘<5 = |g(z,t)] < et. (3.9)
t
Ja, por (3.5), tlim gt(f’l) = 0, uniformemente em ). De outro modo, dado ¢ > 0, existe
—00

M > 0 tal que, para todo x € R,

g(x,t)
t2*—1

t>M = ‘ <e = |g(z,t)] <et* L. (3.10)

Considerando ¢ = 1 em (3.9) e (3.10), podemos considerar 6 < 1 < M, sem perda de gene-
ralidade. Deste modo, temos alguns casos a analisar. Caso t € (0,4), temos, por (3.9), que

lg(z,t)| < t, para todo = € 2. Logo, por (3.8),
—f(x,t) < |f(z, )| S Ct +t < (C+ Dt +t¥, qtp.x € Q.

Caso t € (M, 00), devido a (3.10), |g(x, t)| < t* ~1, para todo = € (2. Por conseguinte, dado

que 1 < M < t,
—flx,t) < |f(a, )| SCt4+t2 1< Ct+t* M < MCt+t*", Yz €.
Caso t € [0, M], temos, por (f.2), que existe k£ > 0 tal que

lg(z,t)] <k, qtp.x € QeVte[§M].
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k
Se d <t < 1,entdo |g(z,t)| < gt, esel <t < M,entdo |g(z,t)] < kt, independente de

x € Q.

Finalmente, ao considerarmos 1 = max {£ + C, k + C,C + 1, MC'}, teremos
—f(z,t) <pt+1*7' qtp.x€QeVt>0.

]

Para prosseguirmos, provaremos outro lema que requer a seguinte variagdo do Teorema

do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz sem a condicao (PS).

Teorema 3.1.1. Sejam E um espago de Banach € ¢ : £ — R um funcional de classe C'.

Suponha que existam uma vizinhanca U de 0 em £ e uma constante p, tais que

d(u) > p, YuedU (3.11)
e
#»(0) < pe ¢(v) < p, paraalgum v ¢ U. (3.12)
Seja
¢= inf maxo(w) > p, (3.13)

onde & denota a classe de todos os caminhos continuos de 0 até v. Entdo, existe uma sequéncia
(uj) C Etal que
d(uj) = ce ¢'(u;) — 0 em E*. (3.14)

A demonstracdo desse teorema € andloga a do teorema original, que pode ser encontrada
em Willem (1996), aqui a omitiremos. A seguir, veremos o lema que serd utilizado na prova do

teorema de existéncia de solucao.

Lema 3.1.2. Assuma a validade de (3.2)-(3.6) e suponha que exista vg € Hj(Q) \ {0} tal que

sup ¥(tvg) < %d(ln)_". (3.15)

t>0

Entdo, o problema

—Aupu = () flo,ut) + puTem (HY(Q))Y, (3.16)
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possui a0 menos uma solugdo fraca.

Demonstragdo. Provaremos inicialmente que o funcional ¢ : Hj(Q2) — R, associado a este

problema, a saber,

o) = | [ﬁw e = Ly~ paut) — 2y o,
o |2 2 9 2

cumpre as hipéteses do Teorema 3.1.1. Vale ressaltar que ¢ estd bem definida e € de classe C.

Verificacdo de (3.11). Por (3.4) e (3.5), temos que dado ¢ > 0, existem §d e M > 0, com
0 < M, tais que
0<t<o=|g(z,t)| <et, qtp.z €

t>M = |g(z,t)] <et* ', qtp.az Q.

Caso t € [§, M], utilizando argumentos semelhantes aos dados no lema anterior, garantimos a

existéncia de k£ > 0 tal que
lg(z,t)| < k,qtp.z€Q, Ve [oM].
Com isso, se t € [0,0), entdo
g(z,t) <lg(x, 1) < et, qtp.z € Q.

Set € (M, o00), entdo

—_
—_

k k k
o < st Ao tomarmos C; = 71

1
Eset € [§,M], entaio — < - < —. Logo,
se E[,]enaoM_t_(S 0g0
concluimos que

gz, t) <lgla,t)] <k < Cit 71V (x,1) € @ x [5, M].



Deste modo, ao considerarmos Cy = max{e, C }, temos
glz,t) <et+Cot™ ' qtp.zeQ, ¥Vt >0.
Disso, decorre que
fz,t) <a(z)t+et +Cot> 7 qtp.z€Q, V> 0.
Por conseguinte, para quase todo ponto x € €2 e qualquer u > 0,
€. 2

F(z,u) = / [z, t)dt < / [a(x)t + et + Cot® ~dt = @7} +ou+ %UT.
0 0

Diante disso, vemos que

d(u) > /Q ['2“' - “(2“”> (uh)? — g(w)? . 02; Lahyr — Bty ¢ HUQ} dz.

Mas,/ |Vul|?dr = /(|Vu+]2 + |V~ |?)dz. Consequentemente,
Q Q0
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o) = [ PW' O e Sy - Sy L gy HJ] dz.

2 2 2 2 2

Por (3.7), obtemos
1 +12 +12 o +12 /
L = 5 [[Vu*? = a(z)(u")?]dz > 5 |Vu™|*dz, com o’ > 0.
Q Q

Ainda, devido a / udr = /(u+)2dx + /(u‘)2dx e a(3.7), existe § > 0, de modo que

L /QPW 2 _g(u+)2+gu2]d$
- [ e
> g/g |Vu~|*dz.
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Considerando m = mm{ R 2 , obtemos
L+ 1, > m/ \Vul|*da.
Q
Combinando esta igualdade com a desigualdade (3.17), concluimos que

1 *
u) > m/ |Vul?dr — E/(u+)2d$ _ Gt /(u+)2 dz.
0 2 Ja 2r Ja

Pelo Proposi¢do 0.0.12, existem constantes k1, ko > 0 tais que

lullz < Fillullmy e llull < kollullmy, ¥ u € Hy ().

Dessa forma,

kie C’ +1
o) > (im = 555l — 2Dy v e ),
2m k1€
Agora, ao tomarmos € > 0 tal que ¢ < — T T > (. Como 2 < 2%, existe k > 0 tal
1
1
(m = t5)*

que 2* = 2 + k. Considerando 0 < r < , vemos que se u € H}(Q) € tal que

|ullgg = 1, entdo

¢(u) = (m - E)rz — Mrz* =r? [(m — %) — —k2<c22*+ 1)7’k] > 0.

Assim, ao considerarmos U = B(0;7) em H} (), existe p > 0, de modo que

k?1€ ]{32(02 + 1) k

¢(u):r2{<m—7>—T7ﬁ] >p>0,Vuedl,

o que garante a validade de (3.11).

Verificacdo de (3.12). Para cada u € H&(Q), com u > ( temos que

lim ¢(tu) = —oc.
t—o00
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De fato, por (3.3) e (3.5), existem constantes positivas M, K e C' tais que
la(x)| < C, q.tp.x € Q,

t>M = |g(x,t)] <et* ' qtp.x €,

0<t<M=|g(z,t)] <K, Vx e

Deste modo,

—f(x,t) K Ct+ et '+ K, qtp.x €Q, Vit >0.

E assim, para quase todo = € (2 e qualquer u > 0,

u C .
—F(x,u) = _/ f(z,t)dt < Ezﬂ + §u2 + Ku.
0

Donde segue, parat > Oeec < 1, que

2 2 2* 2% 2 2
o(tu) < / {—twu‘ I e g(u*)2 +tK(ut) — %(zﬁ)? dx
Q

2 2 2% 2% 2
= / o(t,u)dz.
Q
Em virtude de 2* > 2e 2* > 1, segue que tlim o(t,u) = —o0. Logo, pela desigualdade anterior,
—00
tlim ¢(tu) = —oo. Assim, existem vdrios v's que satisfazem a condi¢do (3.12). No entanto,
—00

para propdsitos posteriores, necessitamos de um v especial, da forma v = vyty, onde vy é dado

como em (3.30), isto é, vg € Hy(2) \ {0} € positiva e tal que

1
sup p(tuo) < o/ (2,n) ",

>0

e to > 0 é grande o suficiente de modo que v ¢ B(0;7) e ¢(v) < 0.

Avaliemos, agora, o nivel minimax, ou seja, a condi¢do (3.13). Dado que ¢ = inf max ¢(w),

Pe® weP
onde & € a classe de todos os caminhos de 0 até v,
1 —-n
c <supo(tvg) < —/(2,n)". (3.17)
t>0 n

Dessa forma, tendo verificado as hip6teses do Teorema 3.1.1, obtemos uma sequéncia (u;) C
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Hi(Q) tal que ¢(u;) — ce ¢'(uj) — 0 em (H}(2))*. De outro modo,

Vu[* oy 1 K
WAL B2 — (o hY _F - D)2 = 1 1
/Q[ 5 T 5 2*(uj) (z,ul) 2(uj) dr = c+ o(1), (3.18)

— A+ puy — (w7 = flauf) — puf =, (3.19)

onde &; — 0 em (Hy(2))*.
Afirmagdo 1. A sequéncia (u;) é limitada em H (), isto é,
il < C, VjeN.

1
Com efeito, multiplicando (3.19) por Ui obtemos

1 1 .
/Q [§|Vuj|2 + gu§ - §(uj)2 — o f(@,uf )u) — g(u;“)z] dr = =(& - uj). (3.20)

Fazendo a diferenca entre (3.18) e (3.20), temos

/Q K% a 2_1*) (u)* = F(w,u]) + %f(ﬂf,u;)uﬂ de =c+o(1) — %(gj ;).

1 1 1
Por isso, por &; € (H}(2))* e por 5o =
n

]. * 1
[ 50 = Py + g |do < o o) + Iy Ll

De outro modo,

1

. 1
E/QWW dxg/g{F(Q;,u;)—§f<x,uj>u;]dx+c+o<1)+|y§ju(H5)*HujHHol. (321)

Por outro lado, de (3.5), dado € > 0, existe C' > 0 tal que

|f(z,t)| <et* ' +C, qtpreQ, Vt>0. (3.22)
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Consequentemente, existe D > 0 de modo que
|F(z, )| < %ﬂ* +D, qtpreQ Yu>0. (3.23)

Combinando (3.22) e (3.23) com a igualdade (3.21), obtemos uma constante C'; > 0, de forma

que

1 . € « £ .
» e < [z = S| o) + gl Tl + €

n

Como (&;) C (Hg(£2))* é convergente, (£;) ¢ limitada em (H;(€2))*, ou seja, existe Co > 0 tal

que ||l g2y < Ca, paratodo j € N. Logo,

1+¢ .
2 [ do < (1) + Callglly + .
Q
C C
Considerando K; = max{ 1 j_n ' 1 _Il_n }, obtemos
€ €
/(uj)Q*dx <o(1) + Killujl| gy + K. (3.24)
Q
De (3.18), temos
1 2 K 2 +12 1 +\2* +
§||Vuj||H3 +t3 Q[Uj — (uj )*ldr = c+o(1) + o Q(Uj )* dx + QF(%“J' )dz.
Disso, de (3.23) e (3.24), decorre que
1 2 1 2 H 2 +12
sty < GIVuly +5 [ e =)
<

1 X € «
c+0(1)+§/ﬂ(u;’)2 —l—/ﬂ [;(uj)z —l—D}
C4+C5/(uj+)2* +o(1)

Q
S KQH'LL]'”H(%—FKQ, (325)

IN

onde Cy, C5 e K5 sdo constantes positivas.

Caso (u;) C Hy(?) ndo seja limitada, [|u;]|z; — oo, quando j — oo, a0 longo de uma

subsequéncia. Suponhamos, sem perda de generalidade, ||u;|| gy — 00, quando j — oo. Por
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isso e por (3.25), para u; € H}(Q) \ {0},

1 K5
_HUHH1 < +K2>
2770 7 gl

K,

o que € um absurdo, ja que [lu;l|g — oo € + Ky — Ks, quando j — oo. Portanto, a

[ 1
sequéncia (u;) C H} () deve ser limitada. Assim, vale a afirmacdo em questdo.

Em virtude da validade da Afirmagdo 1, (u;) C Hj(Q) € limitada. Assim, por H () ser
reflexivo temos, pela Proposi¢do 0.0.8, que existe u € H{ () tal que, ao longo de uma sub-
sequéncia,

u; — wem Hy(€).

Por isso e pela Proposicao 0.0.12 temos, ao longo de uma subsequéncia, que
u; —uem L Vq<2".

Disso, decorre que

u; = u q.tp.x €

Afirmagdo 2. A sequéncia (u;) C Hj () satisfaz o seguinte:

(uh)* = (@H)* ! em (L¥ ()" (3.26)

flz,ul) = f(z,u?) em (L7 ()" (3.27)

Com efeito, provaremos que (3.26) ocorre. A prova de (3.27) € andloga e por isso a omitiremos.

Demonstrar (3.26) é equivalente a provar que

/<uj+)2*190dx - /(W)Tlsod:v, Ve L¥(Q). (3.28)
Q Q

Para garantirmos a validade de (3.28), utilizaremos a Proposi¢ao 0.0.6 (Convergéncia de Vitali).
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E para tal, consideremos, para cada j € N, h;, h : 0 — R, definidas por

hi(x) = (uf)* 7 (@)e(z) e hlx) = () " (@)p(2).

Como u;(z) — u(z) q.t.p. € Q, hj(x) = h(z) qt.p. x € Q. Além disso, h; € integravel.

Isso decorre da Proposi¢do 0.0.4 (Desigualdade de Holder), pois

2% 1 1
‘/hjdx < / u ¥ plda < </(u;r)2dx) (/(,02*(135) < 00,
Q Q 0 Q

jdque u; € HY(Q) — L*, ¢ € L¥ (). Ainda, devido a imersdo continua H}(2) — L? e a

32*1 < C, para todo j € N. Assim,

limitagdo de ||| 1, existe C' > 0 tal que [|u;

A

e para cada A C ().

1 1
=

31—1(/ goz*dx) < C’(/ goz*dx) ,VjeN, (3.29)
A A

Finalmente, devido a ¢ € L? (), dado £ > 0, existe § > 0 tal que

< luy

1

AcQe \A!<5:>‘(/902*d:c) <=
A C
Disso e de (3.29), concluimos que
ACQe |A\<6:>‘/hjdx <eg VjeN
A

Portanto a Proposi¢do 0.0.6 se aplica e dai segue a validade da Afirmacao 2.

Finalmente, fazendo ;7 — oo em (3.19), obtemos
— Autpu = () + fla,ut) + put, em (HY(Q))"

O

Teorema 3.1.2. Assuma a validade de (3.2)-(3.6) e suponha que existe vy € Hj(Q2) \ {0} tal
que

sup V(tvg) < %427(2,72)”. (3.30)

t>0
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Entdo o problema (P,) possui solugdo.
Demonstragdo. Do Lema 3.1.2 temos que
— Au+pu = () + flz,ut) + put, em (HLH(Q))" (3.31)
Por isso e pelo Lema 3.1.1, concluimos que
—Au+ pu > () = ()T = gt gt = 0.

Logo, a Proposi¢do 0.0.21 (Principio do Médximo Fraco) nos garante que v > 0 em 2. Disso e

de (3.31), segue que
~Aut g =¥ f (e, u) + o em (HY(Q))

ou seja, u satisfaz a equacao

—Au=u?"""+ f(x,u).

Para finalizarmos a demonstracio do teorema em questdo, basta-nos mostrar que » nao € iden-
ticamente nula. Dessa forma, através da Proposi¢ao 0.0.22 (Principio do Maximo Forte), con-
cluimos que v > 0 em (2.

Suponha que u = 0 em H}(f2). Assim, u; — 0 em L?(2). Ainda, por (3.22) e (3.23), decorre

que dado € > 0, existe C' > 0 tal que

‘ / flo,uf Juf do
Q

‘/F(a:,u;“)dx < ;/(uj)Q*dm—FC’/uj.
Q Q Q

Como (u;) é limitada em L2 (2), segue que ao fazermos j — oo,

Ss/(uj)yd:c—i—C/u;rdx
0 0

flo,uf )ufde — 0 (3.32)

/ F(z,ul)dz — 0. (3.33)
Q
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Devido a (u;) C Hy(€) ser limitada, (|[u;]|z1) C R também € limitada. Com isto, podemos

extrair uma subsequéncia de (u;), que denotaremos da mesma forma, por simplicidade, de

modo que

/ |VU]'|2 — l,
Q

Ao fazermos 7 — oo em (3.18) e (3.20), temos

onde [ € R € ndo negativo.

Por conseguinte, [ = nc.

Ainda, pela Desiguladade Otima de Sobolev,

IVu; |3 > o (2,n) % ||u;

2 = (2,0) |l

Disso, de (3.34) e de (3.35) decorre que

1> of(2,n) 2.

Por isso e pelo fato de [ = nc, concluimos que

1
c>—d(2,n)",
n

2, = %(2,71)‘2(/(2@-

+
J

)Q*dx)

2

2

E3

(3.34)

(3.35)

1
o que é um absurdo, pois, por (3.17), ¢ < —<7(2,n)~". Portanto u ndo é identicamente nula
n

em H} () e daf segue a validade do teorema em questao.

O

A proxima observacdo garante que o Teorema 3.1.2 € uma generalizacdo do Teorema

2.2.1 do Capitulo 2.

Observacdo 3.1.1. Quando f(x,t) = A, a condi¢do (3.6) corresponde a A < \; enquanto que

(3.30) € equivalente a Sy < .7 (2,n)"2



De fato, temos pela caracterizagdo de f, a(x) = \. Logo, por (3.6),
/Q|Vu|2dx > (Oz+)\)/Qu2dx, YV ou € Hy(Q).
Por isso e pela Proposicao 0.0.10 (Desigualdade de Poincaré),
Mlﬁ%xZ@%ﬁ%@ﬁ,VuEHﬁ@.

Consequentemente, \; > « + A, e assim A\; > A, jadque a > 0.

Agora, por (3.1),

* 1
2| Vo

12 ) o 17 o
= §(||VU0”2_>\HUO||2)_§||U0”2*

1 2"
= —t*A— —B,
2 2%

onde A = ||[Vu||3 — MJvol|3 > 0, para A < Ay, e B = |lvg|% > 0.

Derivando ¥ em relacdo a ¢, obtemos

ov .
—— =tA—t*"'B.
ot

Devido a 2* > 2,2 — 1 > 1. Logo,

v . .
%—tzozxtA—ﬂ 'B=0=t(A-t*"B)=0.

33

: AN7T2 . : :
Comisso,t = 0et = (—) sd0 os possiveis pontos criticos de W. Ainda, por 2* > 2,

B
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U (tvy) — —oo quando ¢ — co. E mais,

AT LA\T= 1 [A\T2
o((3) ) = 3(5) 2(3) "
1A% 1 A%
::(5Bw%__§Bw%)

_ (1_1)142*2*2

- \2 2¢) B

_ 1</t)g>ozwm%

AN\ T2 A\ 72
ou seja, ‘I!((—) v0> > W(0). Por conseguinte, <E> vy € ponto de méaximo de W.

B
A\ T 1/ A\?
U(toy) = o (2 _ - .
apwiin) = ((5) " n) = 2 (55)

De outro modo,
1/ A\: 1
—( 5 ) <= (2,n) "
n\ B n

Por isso e por (3.30),

No entanto, da defini¢do de S, decorre que S) < Portanto, da desigualdade anterior

2 "

Bz
segue que Sy < & (2,n)72%

Observacao 3.1.2. Se u é solugdo do problema (P), entdo ou
U(u) =c (3.36)

ou

mm)gc—%gdzn>¢ (3.37)

De fato, se (u;) é uma sequéncia como na prova do Teorema 3.1.2 entdo, pela continuidade de
f na segunda variavel, f(z,u}) — f(z,u"). Ainda, u;(z) = u(z) q.tp. = € Qe, devidoa f

ser de ordem inferior a t2 !, dado £ > 0, existe C' > 0 tal que
TRV +12*
[, u vl <eluf|* +C.
Em virtude de (u") ser limitada em L*" (), existe i de modo que

flo,ulul < h(z), qtp.z € Q.



Pela Proposicdo 0.0.5 (Convergéncia Dominada de Lebesgue),

/Qf(x,uj)u;rdx%/Qf(x7u+)u+dx e /QF(:L’,uj)dx%/QF(x,u)dx.

Agora, se v; = u; — u, entdo

/\Vuj]2dx=/wu|2dx+/]VUj]2d$+o(1).
0 0 Q

E, pela Proposicao 0.0.13, decorre que
/(uj)Q*dx = / u? dr + /(v;-r)?da: +o(1).
Q Q Q
Combinando (3.18) e (3.20) com (3.38), (3.39) e (3.40), obtemos

1 1 .
U(u) + —/ |Vv;[2de — — [ (v])* =c+0o(1)
2 Q 9 Q J

/Q[|Vu|2 —u* — f(x,u)u]dr + /Q[]ij|2 — (vj)Q*]dx =o(1).

Mas, por u ser solugio de (),

/ |Vul?dr = /[u2 + f(z,u)uldz.
Q Q
Consequentemente, ao combinarmos (3.42) e (3.43),
1 2
U(u)+ = [ |Vv;|°de = c+o(1).
nJa

Utilizando (3.41) e (3.44), obtemos

/ BWU!Q _ Ll F(w,u)} dzx + l/ |Vv,|?dz = ¢ + o(1),
Q nJo

2*
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(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

Com isso, podemos assumir a existéncia de K > 0 tal que, ao longo de uma subsequéncia,

/Q|ij]2dx — K e /Q(vj*)z*dx — K.



56

Mas, pela Desigualdade Otima de Sobolev, sabemos que
IVo;ll3 > o (2,n)*[lof 5.
Logo, ao fazermos j — oo,
K>d(2,n)K* = K" % >d2,n) 2= Ki>d2,n) 2 =K>d2n) "

desde que K > 0.
Se K = 0, entdo por (3.45), ¥(u) = 0, ou seja, vale (3.36). Se K > 0, entdo, novamente por
(3.45),

1

Logo,

1 1
V(u)=c——K <c——4(2,n)" <0,
n n

o que prova (3.37).

Vale ressaltar que, em alguns casos, a condi¢do (3.37) nao € satisfeita. Por exemplo, se

assumirmos que

—_

1 *
F(z,t) < §f(:v,t)t + ﬁtQ , V>0, (3.46)

entdo, se u € solugdo de (P,), vale (3.43). E assim,

1 1 o
U(u) = / ~|Vul? — —u? —F(x,u)]dm
P 9+
1, 1 1,
= | [zu¥ 42 — W - F
/Q_Zu +2f(a:,u)u Tl (a:,u)}d:z:
1, 1 1 1 o
> / Euz —i—if(a:,u)u—gf(x,u)u—gﬁ}d:c—o.
ol

Desse modo, assumindo a condi¢do (3.46), necessariamente teremos ¥ (u) = 0, quando u for
solugdo de (P,). Além disso, a fungdo f : 2x [0,00) — R, dada por f(x,t) = a(x)t+ut?, com
a€ L>®(Q),n>0el < g < 2"—1, cumpre a condi¢do (3.46). Finalmente, ao assumirmos
(3.46), o argumento dado na prova de (3.36) e (3.37), garante que W satisfaz a consigdo (PS).
para todo ¢ < %M(Q, n)~".
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3.1.1 Condicao Fundamental

O problema (P;) pode ser resolvido com o auxilio do Teorema 3.1.2. Para isso, neces-
sitamos da validade da condicao (3.30). Nesta subsecdo, apresentaremos uma proposicao que

oferece condicdes suficientes para que essa condi¢do seja satisfeita.

Proposicao 3.1.1. Suponha que f satisfaca (3.2)-(3.5). Além disso, suponha que exista uma

fungdo h : [0,00) — R tal que
f(z,t) > h(t) >0, qtp.x € AeVt>0, (3.47)

t
onde A é um subconjunto aberto e nio vazio de €2 e H, dada por H(t) = / h(s)ds, cumpra
0

5_% _ 1 nT—Q
lim f{{( c ) }yllds::oo. (3.48)

e=0 J, 1+ s2
Entdo a condic¢ao (3.30) € satisfeita.

Demonstracdo. Inicialmente, lembramos que se f é dada por f(x,t) = At, entdo a condigdo

(3.30) € equivalente a
[Vool[3 — Allvoll3

lvoll3-

<o (2,n)"%

Com isso, podemos considerar vy de maneira similar ao que foi feito na Proposicdo 2.2.1.
Suponhamos 0 € A e seja p € C*(A), de modo que ¢(x) = 1, para todo = € B,,, com 9 > 0.

Sejam, ainda, para cada ¢ > 0,

p(z)
€ = P 3.49
) e e o
€
QH@_in' (3.50)

Mostraremos que v. satisfaz a condi¢do (3.30), para ¢ > 0 suficientemente pequeno. Com
célculos similares aos das Proposi¢oes 2.2.1 e 2.2.2, garantimos a existéncia de K = K(n) tal

que

K
[ueller = = + O(1), sen > 3, (3.51)
g4

V|3 = @7 (2,n) % + O(e%), sen >3 (3.52)
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€
O(e) sen>5
vl =1¢ O(e|lne|)  sen=4 (3.53)
O(e?) sen = 3.

Agora, se X, = ||Vu.]|3, entdo, para cada t > 0,

£ t*
U(tv,) = =X, — — — | F(x,tv.)dz.
2 >/,

Por isso e por f(z,tv.) > 0, F(x,tv.) > 0. Consequentemente,

t? 2
\I/<t’[)€> S §X5 — ?
E assim, lim W(tv.) = —oo. Portanto, existe ¢. > 0 tal que

t—o00

sup U(tv.) = U(t.v.).

t>0

Caso t. = 0, sup ¥(tv.) = 0 e dai segue o resultado desejado. Seja entdo t. > 0. Diferenciando
>0
a fungdo t — W(tv.) em ¢t = t., obtemos

t X, -t — / f(z, tov)v.de = 0. (3.54)
Q
Como f(z,t.v:)ve > 0,t.X. > 0. O que implica em
1
te < X7 (3.55)

-
—¢?" é crescente no intervalo [0, X2 °]. Ainda, ao

1
Por conseguinte, a fungdo t — §t2XE ~ o
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denotarmos Y. = sup V(tv.) = ¥(t.v.), obtemos por (3.55) e por (3.52),

>0
1, 1,
Y. = —t:X.— —t2 — [ F(z,tov.)de.
2 9+ B
1/ 1.N\2 1/ 1 \2
< —<X§ -2> X, - —<X§ -2> —/F(:v,tava)d:p.
2 2+ N
1 1 2
= (z—=—|XZ?% - / F(z,t.v.)dx.
2 2= N
1 =»
— _X52 — / F(m,teve)dl’.
n A
1 n
= L9l - [ Pt
n A
1 ne
< —A(2,n)"+ O(aTZ) — | F(x,twv.)dx. (3.56)
n A

Afirmagdo 1. Se € — 0, entdo t. — o7(2, n)%

De fato, de (3.54), decorre que

X, —t2 72— / J (@, teve e dx = 0.
Q ts

Assim, € suficiente mostrar que
/AM@: — 0, quando ¢ — 0. (3.57)
Utilizando (3.2)-(3.5) vemos que, dado ¢ > 0, existe C' > 0 tal que
|f(x,t)] <57 L+ Ct, qtp.z €QeVit>0.

Logo,
5o+ Cllvells = 6272 + Cllvcl5.

t&‘ € € *__
‘/de'gtg 21,
A ts

De (3.53), temos que ||v.||2 — 0, quando £ — 0. Assim, dado v > 0, basta tomar § =

‘/ f(x7tsvs>vsdl_
A tz—:

o que prova (3.57) e, consequentemente, prova a afirmacdo em questdo.

teremos

<7,

n—2
Te
n—2°
2

Agora, de (3.49)-(3.51), temos que existe uma constante 7' > 0 tal que t.v. = W
e+ |x
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Disso e de (3.47), temos

T
/F(a:,tava)de/ H(g—“)dx. (3.58)
A By, (e +|x]2) =

Por isso e por (3.56), segue que

1 n—2 T nT72
Y.< - (2,n) " +0(E?)— / H<8—n2>da:. (3.59)
n By N+ |z[?) 2

1
Deste modo, para concluirmos que Y. < —.o7(2,n)~" e provar a validade da proposicdo, basta-
n

nos mostrar que O(gnT_Q) < H(t.v.)dx, para ¢ > 0 suficientemente pequeno. Ou seja,
B,
devemos provar que ’
1 Te"s
lim—— [ H—— )dr = . (3.60)
=072 Jp,, (e + |x|2) =

Pela Proposicao 0.0.17 (Férmula da Codrea) e pela Proposic¢ao 0.0.18 (Mudanga de Varidveis),

fazendo r = 1\2s e considerando / ds = r" ! / ds = " tw, temos
S1

r

1 Te"s o Te"s
—2/ H(Lng)df - %/ H(%)W—ldr
ez JB (e+|z]?) 2 ez Jo (e +12)%

70

1”05’1\2 5—% nT_Q
= H|T( —— "lds.
wg/o [ <<1+52)) ]8 ’

Reescrevendo ¢ através de constantes apropriadas, vemos que (3.60) é equivalente a

rie—1\2 1 n=2
. ! €72 N

para alguma constante ; > 0. No caso em que r; > 1, temos que (3.61) é uma consequéncia

de (3.48), pois pode ser reescrito da seguinte forma

g 1\2 _1 n—2 re—1\2 1 n—2
lim |e H|T BN T s" tds+e H\|T £’ ’ s"lds| =
e—0 0 (1 + 82) e—1\2 (1 + 82) N ’

Por outro lado, se 0 < r; < 1, considerando

o—1\2

Z. = 8/ H
rre—1\2
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e usando integragdo por partes, concluimos que existe uma constante C; > 0 tal que
n—2 n
|Z:| <eC1H(Cie T )e 2.

Portanto, fazendo ¢ — 0, temos que Z. € limitada. Dessa forma, se 0 < r; < 1, também temos
que (3.61) é uma consequéncia de (3.48).
1 1
Logo, (3.60) estd verificada e assim Y. < —7/(2,n)7", ou seja, sup ¥(tv.) < —a/(2,n)"".
n t>0 n
[

Para utilizarmos o Teorema 3.1.2, devemos garantir a validade da condi¢do (3.30). Com
isso, basta-nos verificar que a hipotese (3.48) da Proposicdo 3.1.1 € satisfeita. Para isso, vamos

tratar separadamente os casosn > 5, n =4en = 3.

3.12 Cason>5

Nesta subsecao, consideremos n > 5 e assumiremos as seguintes hipéteses adicionais

flz,t) >0, qtp.x € AeVt>0 (3.62)

flz,t) > pu>0,qtp.z€ AeVtel, (3.63)

onde A C 2 é um conjunto aberto e ndo vazio, I C (0,00) é um intervalo aberto e ndo vazio e

1 > 0 € uma constante.

Corolario 3.1.1. Assuma a validade de (3.2)-(3.6), (3.62) e (3.63). Entdo o problema (P,)

possui solugdo.

Demonstracdo. De (3.62) e (3.63), decorre que
flz,t) > px(t) =h(t)em A, YVt >0,
onde x; € a fungdo caracteristica de /. Assim,
H(u) = /uh(t)dt > u/udt:uu > B3, Vu> B,
0 0

onde 5, B > 0 sdo constantes.
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Pela Proposi¢do 3.1.1, a condigdo (3.30) é vélida. Consequentemente, pelo Teorema 3.1.2, (F2)

possuird solu¢do desde que condi¢do (3.48) se verifique.

Verificacdo de (3.48). Ora,

(C= R

2
Br=2 para ¢ > 0 suficientemente pequeno. Em particular, para todo

1
2

1+ =

s < Cg_%, onde C > 0, temos
e—1\2

i\ Ce~1\
5 H s"tds > 5/ " lds = Chel 71,
[ #(55m) ] =), :

onde C'; > 0 é uma constante. Portanto, como n > 5, ao fazermos ¢ — 0, a condicao (3.48) é

quando

satisfeita. O]

3.1.3 Cason =4

No que segue, assumiremos n = 4,

flz,t) >0, qtp.x € AeVt>0 (3.64)

e uma das seguintes hipéteses

f(z,t) > pt, qtp.x € AeVte |0, B] (3.65)

ou
flz,t) > pt, qtp.x € AeVt e [B, o), (3.66)

onde A C €2 é um conjunto aberto e ndo vazio e u, B > 0 s@o constantes.

Corolario 3.1.2. Assuma a validade de (3.2)-(3.6), (3.64) e de uma dentre as hipéteses (3.65) e

(3.66). Entdo o problema (P,) possui solugdo.

Demonstragdo. Temos que

f(x,t) > ptxr(t) = h(t), gtp.z € AeVt >0,
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onde I = [0, B] ou I = [B, c0). Assim, pelo Teorema Fundamental do Célculo, obtemos
“ 1
H(u) :/ h(t)dt = émﬂ, Vu e |0,B] (3.67)
0
ou
“ 1
H(u) = / h(t)dt = Su(u® ~ B?), Ve [B,oo). (3.68)

Através da Proposicdo 3.1.1, garantimos a validade da condi¢do (3.30). Com isso, se provarmos
a condic@o (3.48), entdo, pelo Teorema 3.1.2, temos que (F») terd solugdo.

Verificagdo de (3.48) para o caso (3.67). Para £ pequeno, temos que

e 1\2 -1

etV 3 1 €
€ H| ——|sds > —pue 5%
/0 <<1 + 82)>S 5= 2” /31\251\4 (1 + 82)28 °
1 /8_1\2 83 p
B 2lu B-1\2.—1\4 (1 + 82)2 °
1 e—1\2 3 1 o—1\2 1
> —,u/ S s = —,u/ —ds
2 B-1\2,—1\4 454 8 B-1\2.-1\4 S
= Cl - Cgln&T,

onde C', 'y sdo constantes positivas. Portanto, ao fazermos ¢ — 0, obtemos a validade da
condicdo (3.48).

Verificacdo de (3.48) para o caso (3.68). Para € pequeno temos que

e—1\2 57% 1 Be—1\4 6_1
Hl ——)s?ds > = -3
/ (<1+52>)S ° = 4“5/0 T+ "

1 1 s3 Bemt\ s3
- = — - d —d
4“[/0 11 ”/1 1t 22"

onde Cy, C5 s@o constantes positivas. Portanto, fazendo ¢ — 0 temos que a condi¢do (3.48) é
satisfeita. 0

3.14 Cason =3

O caso n = 3 € mais delicado. No que segue, apresentaremos dois resultados, que

dependerdo das condi¢des de f(z,t) no infinito.
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Para o primeiro resultado, assumiremos

flz,t) >0, qtp.x € AeVt>0 (3.69)
e
t
tlim f(j;’ ) = 00, uniformemente em A, (3.70)
—00

onde A C () é um conjunto aberto e nao vazio.

Corolario 3.1.3. Assuma a validade de (3.2)-(3.6), (3.69) e (3.70). Entdo, o problema (P,)

possui solugdo.

h(t
Demonstragdo. Seja h(t) = ing f(x,t), tal que tlim % = 00. Assim, para todo i > 0, existe
FAS —00

B > 0 tal que
H(t) > ut*, Vt > B.

Entdo, para ¢ suficientemente pequeno,
1\2

e~ -1 3 De=1\4 -1
8/ H <€—) s*ds > us/ s
0 (1+5?) o (I+s2)2 7

onde D > 0 é uma constante. Utilizando integracdo por partes, concluimos que

=3 3 2ge > /oo 2 o
(1+ s?) Sas=H o (14 s2)2 500

Portanto, H satisfaz a condicao (3.48). Consequentemente, pela Proposi¢ao 3.1.1, garantimos

e—1\2

liminf e / H
e—0 0

a validade da condicao (3.30). Logo, pelo Teorema 3.1.2, (P,) possui solugao. [l

Para o segundo resultado serd conveniente introduzirmos o parametro p > 0 e conside-

rarmos o problema

—Au = v’ + a(z)u + pg(x, u) em ()
u >0 em €2 (3.71)
u=20 sobre Of).

Assumiremos que

g(z,t) >0, qtp.r € AeVt>0 (3.72)
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g(xz,t) >0, qtp.x € AeVtel, (3.73)

onde A C 2 é um conjunto aberto e ndo vazio e I C (0,00) é um intervalo aberto e ndo vazio.

Corolario 3.1.4. Assuma a validade de (3.3)-(3.6), (3.69) e (3.70). Entdo, existe ug > 0 tal que

para cada i > 1o, 0 problema (3.71) possui solugao.

1
Demonstragdo. Fixemos vg(z) = ¢(x)|z|™*, onde 0 < k < 3 ¢ € C*(A), ¢(0) =1,

||volls = 1, e suponhamos que 0 € A. Assim, dado p > 0,

U, (u) = / E|Vu|u2 - éuﬁ - @UQ - ,uG(x,u)} dx,
Q

onde G(z,u) = / g(x,t)dt. Dessa forma,
0

1 1
U, (tvg) = itz/HVUO\Q — a(x)vg)dz — 6t6 — ,u/ G(x, tvy)dx
Q Q
1, L
= —t*T ——t"—pu | G(x,tv)dx.
2 6 o
Afirmagdo 1. lim sup ¥, (tvy) = 0.
HU—>0O0 tZO
De fato, primeiramente notamos que tlim U, (tvg) = —oo e que sup ¥, (tvy) é atingido em
—00 t>0
algum ¢, tal que
oV, 5
W(t“) =t —t,—p A g(z, t,v)vedz = 0. (3.74)
Assim, ¢, T — ti > 0 implicaem ¢, < T . Disso, segue que
lim ¢, = 0. (3.75)

H—00

Finalmente, observemos que

1 1
U (tvy) < =Tt — =5,
sup Wy(tvo) < 5T, = Gt

Fazendo ;1 — 00, na igualdade acima, temos, por (3.75), que a Afirmacdo 1 € verdadeira.

Pela validade da Afirmacdo 1, decorre que, para p suficientemente grande, a condi¢do (3.30) é

satisfeita. Portanto, pelo Teorema 3.1.2, segue a validade do corolario em questao. [
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4 CONCLUSAO

Neste trabalho, estudamos resultados que serviram para garantir a existéncia ou nao
de solucdo para um problema eliptico envolvendo o expoente critico de Sobolev. O expoente
critico em questdo € o expoente limite para a imersdo H}(Q2) C LP (), quando p = 2. Vale
ressaltar que esse problema, proposto por Brezis e Nirenberg (1983), € uma aplicacdo relevante
para o estudo dos métodos variacionais e assim tem potencial para ser explorado em casos mais
gerais. Citamos como opg¢do de continuacao desse estudo o artigo de Colorado e Ortega (2019)
onde ¢ trabalhado o caso Laplaciano fraciondrio, que € um assunto que vem ganhando destaque

atualmente.
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APENDICE A

Aqui apresentaremos alguns resultados que foram utilizados no decorrer do trabalho.
Visto que alguns desses resultados s@o cldssicos e que suas demonstracdes envolvem outros

conceitos, eles serdo apenas enunciados e citaremos as referéncias onde podem ser encontrados.

Teoria da Medida

Iniciaremos apresentando alguns resultados relacionados a Teoria da Medida. Esses e
outros resultados sobre essa teoria podem ser encontrados em Isnard (2013) e Rudin (1991).

Defina o conjunto
B(;R) = {u: 2 — R;u é continua e limitada em 2},

e o subespaco

K(Q) = {u € B(Q;R); supp(u) C Q é compacto}.

Assim, considerando %,(Q2) = K (Q)Moo e p uma medida finita em €2, definimos o funcional

linear continuo 7" : 6,(€2) — R, dado por

T(u) = - = /Q w(z)dp.

Agora, sendo .7 (2) o espaco vetorial das medidas finitas sobre (2, definimos a norma de uma

medida 1 € #(S2), por

UV, U
|ul| = sup et ‘7 onde [|ul|os = sup |u(z)|.
weto@) l|llso €0

Definicao 0.0.1. Dizemos que uma sequéncia de medidas (u,) C .# (§2) converge fracamente

para a medida 1 € .# (), e denotamos por p — ji, quando, para toda u € %(£2), tivermos

L = U —> [+ U

Proposicao 0.0.1. As seguintes afirmacdes sao verdadeiras:
(i) Toda sequéncia limitada em . (2) possui subsequéncia fracamente convergente em .7 (€2);

(ii) Se p, — pem #(Q2), entdo (j,,) é limitada e ||| < liminf ||, ||.
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Proposicio 0.0.2. (Concentragio de Compacidade) Sejam (u,,) C W, (€2) uma sequéncia tal

que u, — u € WyP(Q) e v, = |upP dz, p, = |Vu,|Pdr sequéncias de medida de modo

que v, — Vv e i, — [, onde v e p sdo medidas limitadas em ). Entdo existe um conjunto

no méximo enumerdvel ¢, uma familia de pontos {z;;7 € #} C Q e familias de nimeros
positivos {v;;j € #}e{pu;;j € 7} tais que
D v =|ulde+ > Via,
JjeS

(i) o > |VulPde + Y 10,

ies

p
(iii) o (p, n) 7P (v;) 7" < p;.
Neste caso, (595]. € a medida de Dirac, definida por
1 se r; €K
0 sex; ¢ F,

a qual também € conhecida como medida atdmica, sendo cada z; um dtomo.

Demonstracdo. Veja Samuays (2011, p. 24).

Proposicdo 0.0.3. Sejap € [1,0]. Se (u,) C LP(R2) é tal que u,, — u em LP(£2), entdo existe

uma subsequéncia (uy,) de (u,) tal que u,;, — u, q.tp. z € Q.
Demonstragdo. Veja Isnard (2013, p. 242).
.~ . N . ) 1 1
Proposicdo 0.0.4. (Desigualdade de Holder) Sejam g e r € [1, 00| taisque — + — = 1. Se f e
q r

g sdo elementos de L, entdo fg é um elemento de L' e vale

1Fgll < I 1lallgllr-

Demonstragdo. Veja Isnard (2013, p. 220).

Proposicao 0.0.5. (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Sejam as fungoes f, : 2 — R”

mensurdveis, tais que

fo— f, qtp.z € €.

Se existe uma func@o integravel g : 2 — [0, oo], tal que

92 |fnl gtp.z €
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Entdo f, e f sdo integraveis e

/andx—>/gfd:c.

Demonstragdo. Veja Isnard (2013, p. 101).

Proposicao 0.0.6. (Convergéncia de Vitali) Sejam as fungdes f, : {2 — R” integrdveis, tais
que

fo— f, qtp.x €.

Entdo f € integrivel e / fndx — / fdx se, e somente se, ( / fnd:v) ¢ uniformemente
Q Q Q

absolutamente continua, ou seja, dado € > 0, existe 6 > 0, tal que

/Afn

Demonstragdo. Veja Isnard (2013, p. 292).

Al < 6= <e, VneN.

Analise Funcional

Apresentaremos, a seguir, alguns resultados relacionados a Andlise Funcional, que fo-
ram utilizados no decorrer do trabalho. Para um estudo mais aprofundado indicamos Brezis

(2011) e Botelho, Pellegrino, Teixeira (2015).

Definicdo 0.0.2. Seja ' um espaco vetorial normado. Dizemos que uma sequéncia (z,,) C E
converge fracamente para x € F, quando ela converge para x na topologia fraca. Denotaremos

esse fato por z,, — .
Proposicao 0.0.7. Sejam E um espago vetorial normado e (z,,) C F uma sequéncia. Entdo:
(i) x, — zem F se, e somente se, T}Ln;o f(z,) = f(z), paratoda f € E*;
@i1) Se x,, — rem F, entdo x,, — r em E;
(iii) Se z, — z em F, entdo a sequéncia (||z,||) é limitada e ||z|| < liminf ||z,
Demonstragdo. Veja Brezis (2011, p. 58).

Proposicao 0.0.8. Em um espaco reflexivo, toda sequéncia limitada possui subsequéncia fraca-

mente convergente.

Demonstragdo. Veja Botelho, Pellegrino, Teixeira (2015, p. 164).
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Definicdo 0.0.3. Sejam Q2 C R"™ um conjunto mensurdvel e p € [1,00). Definimos o espago
LP(€2) como sendo o espago das (classes de equivaléncia) fungdes reais p-integraveis no sentido

de Lebesgue, isto &,

LP(Q):{f:Q—)R;/|f|de<OO},
Q

£l = ( / Ifl”dﬂs)p-

Defini¢do 0.0.4. Sejam ) um aberto e p € [1,00]. Definimos o espago de Sobolev W7 (Q)

dotado da norma

como sendo o espago vetorial normado
WP (Q) = {u € LP(Q);0;u € LP(Q), i =0,1,...n},

munido da norma

n 1
”UHI/Vl,p = <Z/ ‘aZ'LL|de'> .
i=0 /¢

Quando p = 2, escreve-se H'(£2) em lugar de W12(Q).

Proposi¢io 0.0.9. O espaco W1P(€)) é um espago de Banach quando 1 < p < oo. Além disso,

WLP(Q) é reflexivo para 1 < p < oo e separdvel para 1 < p < oo.
Demonstragdo. Veja Brezis (2011, p. 264).

Definicao 0.0.5. Sejam X,Y espacos de Banach, com X C Y. Dizemos que X estd imerso
compactamente em Y e escrevemos X CC Y, se as seguintes condi¢cdes sdo satisfeitas:

) ||lz|ly < cl|z|x, paratodo x € X;

(i1) Toda sequéncia limitada em X é pré-compacta em Y, ou seja, toda sequéncia limitada em

X possui uma subsequéncia convergente em Y .

Proposicao 0.0.10. (Desigualdade de Poincaré). Sejam {2 C R™ um subconjunto aberto e
limitado, 9Q de classe C', 1 < p < neu € Wy"(Q). Entdo existe uma constante C' =

C(n,p,q,Q) tal que, para todo ¢ € [1, p*),
[ull, < CIVull.

Demonstragdo. Veja Evans (2009, p. 275).
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Proposicao 0.0.11. (Normas equivalentes). Seja {2 C R"™ um subconjunto limitado com 0f) de

classe C''. Entdo, em W (), temos
- o ~ 19 - I
Demonstragdo. Seja u € VVO1 P(€)). Pela Desigualdade de Poincaré, existe C' > 0 tal que
1 -
[ullyrr = (Jully + [[VulF)r < (CIIVullf + 1Vullf)r = ClIVull,,
onde C' > 0 é uma constante. Por outro lado,
p p .
IVullp < ([lully + 1Vullp)r = [lullye-

Logo, a proposi¢ao em questdo é valida. [

Proposicio 0.0.12. Seja 2 um aberto limitado de R” com 95 de classe C'. Se 1 < p < p*,
entdo, para todo g € [1,p*), WP(Q) CcC LY(Q).

Demonstragdo. Veja Brezis (2011, p. 285).

Proposicao 0.0.13. Se (u,) C LP(2) é limitada, com 1 < p < coeu, — u, q.t.p. z € Q,
entao:
(i) u € LP(Q);

Gi) T (s[5~ i = w) = [l

Técnicas Variacionais

No que segue, apresentaremos alguns resultados que envolvem Técnicas Variacionais.
Além disso, provaremos um lema que foi fundamental na demonstracdo do teorema de nao
existéncia de solucdo para o caso n = 3. Para um estudo mais aprofundado desse assunto

sugerimos Willem (1996) e Ambrosetti, Rabinowitz (1973).

Definicao 0.0.6. Sejam X um espago de Banach e U C X aberto. Dizemos que o funcional
F : U — R tem derivada de Gateaux em a € U se, paratodo h € X, existe F’(a) € X* tal que
F(a+th) — F(a) — F'(a) - th

hm - Oa
t—0 t
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isto €,
lim F(a+th) — F(a)
t—0

= F'(a) - h.

Dizemos que o funcional F’ tem derivada de Fréchet em a € U se existe F'(a) € X* tal que

lim Fla+h)—F(a)— F'(a) - h

=0.
h—0 | Rl

O funcional F' € C'(U) se a derivada de Fréchet de F existir e for continua em U. Quando

F'(a) = 0, dizemos que a é um ponto critico de F'.

Proposicao 0.0.14. Se F' : X — R tem derivada de Gateaux continua em X, entdo F' é

diferencidvel a Fréchete F' € C!(X).

A seguir, exemplificaremos o resultado anterior com um funcional que foi muito ttil no

desenvolvimento deste trabalho.

Exemplo 0.0.1. Sejam 2 C R™ aberto e o funcional G : LP() — R, dado por

Glu) = / ufPdz.
Q
Entdo G € C'(Q).

Demonstragdo. Sejam u,v € LP(€)). Provemos que existe a derivada de Gateaux G'(u). Para

isso, devemos garantir a existéncia do seguinte limite

lim G(u+tv) — G(u)  lim

t—0 t t—0

[ Lo+l it
0 t

1
Para cada = € ) fixado, seja f;(z) = Z[|u(as) + tv(x)|P — |u(x)|P]. Pelo Teorema do Valor
Médio, existe A € (0, 1) tal que

@) = IIU(x)+tv(:|vt)|lp—IU(x)lp|

= plu(z) + Atv(@) [ fo(z)]
< pllu@) +[o@))F fo(z)]

— h(z), ©0.1)
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onde h € L'(2), 0 < [t] < 1. Pela Proposi¢do 0.0.4 (Desigualdade de Holder),

/Q fix)ds < p / (u(@)] + @) |o()|dz

p—1

p[/ﬂ(!u(x)! +v(@))rdz | lvfl, < oo

IN

Portanto, cada f; € integravel. Além disso, para cada x € (2,
fi(x) = plu(z) + Mo(z) P v(x) — plu(z)|P " v(x), quando t — 0.

Porisso e por (0.1), podemos aplicar a Proposicdo 0.0.5 (Convergéncia Dominada de Lebesgue).

Assim,

lim/Q fi(z)de = p/ﬂ lu(z) P 2u(z)v(z)dr = G'(u) - v.

t—0
Agora, provaremos a continuidade da derivada de Gateaux.
Sejam (u,) € LP(2) e u € LP(N2) tal que u,, — w em LP(Q2). Assim, ao longo de uma
subsequéncia, u,(z) — u(x) q.t.p. € Q. Ainda, existe g € LP({2) tal que, ao longo de uma
subsequéncia,

u(@)], [un(z)] < g(z), q.tp.z € Q.

No que segue, provaremos que G'(u,) — G'(u) em (LP(2))*. Para isso, seja f(u) = plu[P~2u.
Assim,
[f ()77 = prTlul” € L}(Q).
Em particular, f(u) € L71(£2). Logo,
[flun) = f)]7=T = prr [Jun 7 = [uf? =7

el e

IA

D
P

IA

27 7 (P + )

IN

27-1H pet [P
= heLY(Q).
Por isso, ao utilizarmos a Proposicao 0.0.5 (Convergéncia Dominada de Lebesgue), concluimos

que

f(wn) = f(u) em L= ().
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Com isso, para cada v € LP(2), aplicando a Proposi¢ao 0.0.4 (Desigualdade de Holder), sendo

1 1
r € [1,00] talque — + — = 1, obtemos
P T

|G (un) v = G'(u) - 0] < /Q | (un) = f(w)|[vldz < [1f (un) = f(@) o [[V]],-

Portanto,

IG" (un) = G'(Wllzrye = sup |G (un) -0 = G'(u) - v| < [|f(un) = f(u)]],-

vllp=1
Mas, || f(u,) — f(u)|l» — 0. Logo, pelo Teorema do Sanduiche, ||G'(u,) — G'(u)||(Lry- — 0,
ou seja, G'(u,) — G'(u) em (LP(2))*, e assim, G’ é continua. O

Proposicao 0.0.15. (Teorema da Divergéncia) Seja {2 C R" um subconjunto limitado. Se F' é

um campo vetorial diferencidvel em €2, entdo

/diVFdx—/ F .7 ds.
Q o0

Proposicao 0.0.16. (Multiplicador de Lagrange) Sejam X um espago de Banach e os funcionais
F,G : X — Rdeclasse C'. Se z( € um extremo de F restrito a G~ (G (z0)), entdo uma dentre

as seguintes alternativas ocorre:
(@) G'(zg) - v =0, paratodov € X;
(b) existe A € R, de modo que F'(zy) - v = AG'(z0) - v, paratodo v € X.

Proposicao 0.0.17. (Férmula de Codrea) Suponha que f : R™ — R seja continua e integravel.

RCCE /O h ( /S f(r>ds>dr.

[
W ¢ integravel em R".
€T n

Demonstragdo. Sejam €2 C R™ limitado e €. C (2. Com isso, existe 7y > 0 tal que 2. C B,,.

Entao

Exemplo 0.0.2. A funcio z —

Além disso,

2 2
[ Y .
o, (L+|z[2)" B, (1+[z[?)"

70

No entanto, pela Proposi¢do 0.0.17 (Férmula da Coérea), temos que

e L e

70
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Considerando / ds = r" 1 / ds = r™"1C obtemos
s, S

0 T2 70 rn—l—l
—__ds|dr = —_d
/o [/ T+ 2 } ’ C/o o

1 ,rnJrl 0 ,’,.7L+1
o[ et [ ara

Disso e do fato de 72" < (1 + r?)", temos

T0 742 0
——ds|dr < I=ng
/0 [/ST(l_an)n s] T_OCI+C/7:1 T T,

onde C; > 0 é constante. Assim,

2f? c
/B ey =t gy

70

sendo Cy > 0 constante. Portanto, pelo fato de n > 4, segue que

/ i dz = i L dr < Cy <
Al = 1m —AaX 0.
g (14 [2]2)" ro—oo Jp (14 |z[?)*  — ?

]

Proposicao 0.0.18. (Mudanca de Varidveis) Sejam U,V C R" conjuntos abertos, h : U — V
um difeomorfismo de classe C, 2 C U um conjunto compacto e f : h(2) — R uma fungéo

integravel. Entdo f o h: (2 — R € integravel e

F(y)dy = / F(h(z)) - |detl(2)|dz.
h(Q) (9]

Demonstragdo. Veja Lima (2015, p. 385).

Proposicao 0.0.19. Sejam €2 C R™ um subconjunto aberto e limitado, m um nimero inteiro
ndo negativo e f : ) — Rtal que f € H™(f2). Suponha que 92 € C™ 2 e que u € H}(Q)

seja solucdo fraca do seguinte problema

—Au=f em ()
u=20 sobre 0f).

Entdo u € H™2(Q).
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Demonstragdo. Veja Evans (2009, p. 323).
Proposicio 0.0.20. (Simetria Radial) Seja u € C%(Q) solugio de
—Au = f(u) em ()

u >0 em §?
U= sobre 0.

Entdo « € radial, isto €,

u(z) = v(r), comr = |z|,
para alguma fungdo estritamente decrescente v : [0, 1] — [0, 00).
Demonstragdo. Veja Evans (2009, p. 521).

Observacao 0.0.1. Consideremos o seguinte problema de autovalor

—Au = A\u em B,
u=0 sobre 0B;,

0.2)

em que B; C R3. Pela Proposicdo 0.0.20, solucdes desse tipo de problema sdo radiais, isto €,

u(z) = v(r),com r = |z|. Em virtude de v = 0 sobre 0B, segue que v satisfaz

Agora, parat = 1,2, 3,

e =3 (10057) = 40 (0= (1)

Consequentemente,

2L 0% 20'(|z|)

A= i=1 ox;? B U”(lxD *

Deste modo, podemos reescrever o problema (0.2) da seguinte forma

—v" - gv’ = v, r e (0,1)
r (0.3)
v(1) =/(0) = 0.

E neste caso, \; = 72 € o primeiro autovalor positivo de (0.3) e assim, também € o primeiro
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autovalor de (0.2).

Vejamos, agora, o seguinte lema, que foi utilizado para a prova do teorema de nao

existéncia de solucdo para o cason = 3.

Lema 0.0.1. Seja v : [0, 1] — R uma solugdo para o problema

2
—v" = ;'U, =05 + v, re(0,1) (Pr)
o(1) = /(0) = 0.

A
Se A < Zl entdo para cada ¢ : [0, 1] — R de classe C'*°, com 1(0) = 0, temos

AN 2 [ , P(1)('(1))?
A - 2p2dr = 2 6 — 2 dr +
/0(w+4@/)>vrr 3/Ov(r¢ ") dr + 5

Demonstragdo. Notemos que
(7’277/)(?}/)2), — QT’;D(’U,)Q + TQw/(,U/)Q + QTQ@/JU/U”.

Logo,
1 1 1
1 /1 2:2 /2d 2 4./ /2d 2 2 /”d. 04
WP =2 [ rowydr s [ evwrdrez [t o

Multiplicando ambos os membros da equagdo dada em (Py/) por —2r21v’ e integrando sobre

(0,1) obtemos
1 1 1 1
2/ r2pu'v"dr = —2)\/ r2yv’vdr — 2/ r2u'vdr — 4/ r(v')*apdr.
0 0 0 0
Substituindo essa igualdade na equagdo (0.4) concluimos que

1 1
Y1) (1)) = 2/0 rw(v’)er—i—/o r2¢’(v’)2dr—2)\/01r2wv'vdr

1 1
—2/ r2pu'vidr — 4/ r(v")2)dr. (0.5)
0 0

Além disso,

1 1 2 1 1 1 1
0= ——/ (r*yp®) dr = ——/ ryvSdr — —/ r2vSdr — 2/ r2vy’,
3 Jo 3 Jo 3 Jo 0
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1 1 1 1
0=—\ / (r*pv®)'dr = —)\[2 / ryvidr + / r2y'vdr + 2 / r2wvv’dr}.
0 0

0 0

Das igualdades acima temos, respectivamente, que

1 2 (1 , I ’
— 2/ ryu'v’dr = = / rpvidr + —/ r*yCdr 0.6)
0 3Jo 3 Jo
e
1 1 1
—2) / rPpov/dr = 2 / rpvdr + A / riyvtdr. ©.D
0 0 0

Substituindo as igualdades (0.6) e (0.7) em (0.5), obtemos

YOE WP /Ol(v,)Q(rw

1
5 SRl rw> dr + % /0 0 (2ry + r*y)dr

1
—|—%/ v* (21 + 2 )dr. (0.8)
0

Por outro lado, temos que

1 2¢ /
0 = / {(T——rw)vv’] dr
2
0
_ 1 12 " /d ! /d ! N2 T2¢/ d ! " TQW d
= §/Orwvv 7"—/01/}1)'0 7“—1—/0(11)(2 —rw)r—l-/ovv(Q —rw)r.

0.9)
No entanto, como
1 1 1 1
0= —/ (TQUQ@D”)'dr:/ rv%//’dr%—/ TQUU,@/J”dT—i——/ r2v*y" dr,
2 Jo 0 0 2 Jo
segue que
1 1 11
/ r2ov'y"dr = —/ ro*" dr — 5/ r2v?y" dr. (0.10)
0 0 0

Agora, em virtude de

1 1 1 1
0:/ (erw’)’:/ vzw'dr+2/ rvv’d/dr—I—/ ro®” dr
0 0 0 0
temos

1 1 1
/ ro? dr = _/ o3 dr — 2/ rov'ydr. (0.1T)
0 0 0
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Ainda, como

O:/01(v2w)’dr:2/011)U’w+/01021p'd7’,

1 1
/ vRdr = =2 / vu'dr. (0.12)
0 0

vale

Substituindo (0.12) em (0.11) decorre que

1 1 1
/ ro? dr = 2/ v’ dr — 2/ rov'ydr. (0.13)
0 0 0

Combinando (0.13) com (0.10), obtemos

1 1 1 1
/ r2ov' " dr = —2/ vu'dr + 2/ rov'y'dr — / r2v?y" dr. (0.14)
0 0 0 0

2,0,/

Multiplicando ambos os membros da equagdo dada em (P;/) por < — rw) v e integrando

sobre (0, 1), encontramos

1 B 21/)/) 1 B 1 (2w/ )
/0 (m/z d?“+/0 V(—r + 2¢)dr = )\/O v ri |dr
1 2¢/ )
— dr.(0.15
+/0v< re |dr.( )

Assim, substituindo (0.14) e (0.15) em (0.9), temos

1 / ! / /
/0 (U/)2<7,22¢ _mb) dr — %/O T2U2¢///d7’+)\/0 ( 2;) —r@b) d”r‘—l—/o ( 2;) —TID) dr.

(0.16)
Finalmente, substituindo (0.16) em (0.8), obtemos
! 1 2 [t 1)(v'(1))2
/ (A¢,+—¢///>U2T2d7":—/ Ub(rw_r2w/)dr+w( )(U( )) ]
0 4 3 Jo 2
Logo, o lema esta verificado. O

Principios do Maximo

O Lema de Hopf e os principios de maximo sdo propriedades relevantes dos opera-
dores elipticos. Além disso, foram utilizados na demonstra¢ido de teoremas importantes deste

trabalho. Esses resultados e também outros interessantes podem ser encontrados em Oquendo
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(2019) e Brezis (2011). Aqui, consideraremos o operador L na forma nio divergente

Lu = i i (T)Ugy; + Z bi(z)ug, + c(x)u.

i,0=1

Lema 0.0.2. (Lema de Hopf) Sejam ¢ = 0 em Q e u € C*(Q) N C(Q). Suponha que Lu < 0
em €) e que exista 2o € 02 tal que u(zg) > u(zx), para todo = € . Além disso, suponha que

xog € 0B, para alguma bola aberta B C (2. Entao

ou

%(xo) > 0,

onde v € o vetor unitario normal a B em z.

Se ¢ > 0 em (2, o resultado € vélido desde que u(xg) > 0.
Demonstragdo. Veja Oquendo (2019, p 48).

Proposi¢do 0.0.21. (Principio do Mdximo Fraco) Sejam  C R, u € C?(Q)NC(Q)ec >0

em (2.

(i) Se Lu < 0 em {2, entdo

maxu < maxu’.
Q o0

Q

(i) Se Lu > 0 em (2, entdo

minu < minu .
Q o0

Demonstragdo. Veja Oquendo (2019, p 48).

Proposicao 0.0.22. (Principio do Méaximo Forte) Seja {2 um conjunto limitado, aberto e conexo

do R". Assuma que ¢ > 0em Qe u € C?(Q) NC(Q).
(1) Se Lu < 0em 2 e v atinge um maximo ndo negativo no interior de €2, entdo u € constante.
(i) Se Lu > 0 em €2 e u atinge um minimo nao positivo no interior de €2, entdo u € constante.

Demonstragdo. Veja Oquendo (2019, p 49).
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