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RESUMO

ESTABILIZACAO UNIFORME DE UM MODELO DE VIGA NAO
LINEAR EM TERMOELASTICIDADE HIPERBOLICA

AUTOR: Rafael Lima Oliveira
ORIENTADORA: Celene Buriol

Essa dissertacao consiste no estudo do modelo de evolucao dado por

2ttt Zpgzs — Zoxtt = H(t)me - k(.ﬁ(])H(t) - 0I:Ct7
aett + et - Agxx — Zgaxt = 07

com condigoes de fronteira e iniciais dadas por

2(0,t) =0,2(L,t) =
222(0,t) = 0, 240 (L, 1)

0
0
2(x,0) = 2o, 2(2,0) = 2z

0(x,0) = by, 0,(z,0) = 64,

onde em (1), z = z(z,t), 0 = 0(x,t), para = € (0,L) e t > 0, sdo fungoes reais e

H(t) = ( /0 L(zg + 2k(x)z)dm) %

O modelo (1) descreve a versao unidimensional do limite de um sistema de equagoes
nao lineares de Marguerre-Vlasov sujeito a efeitos térmicos modelados pela lei de Cat-
taneo. Em dimensao dois este sistema é aceito como um modelo dinamico que modela
as vibragoes de cascas rasas e, em dimensao um, modela a deformacao de uma viga. O
objetivo deste trabalho é mostrar a existéncia e unicidade de solugao para o modelo (1).
E o principal resultado é o decaimento exponencial da energia total associada ao modelo.
No estudo é usado fortemente Teoria de Semigrupos, Espacos de Sobolev, Teoria das Dis-
tribuicoes, dentre outros resultados de Analise Funcional.

Palavras-chave: Comportamento assintético, Modelo termoelastico, Lei de Cattaneo.



ABSTRACT

UNIFORM STABILIZATION OF A NON-LINEAR BEAM MODEL IN
HYPERBOLIC THERMOELASTICITY

AUTHOR: Rafael Lima Oliveira
ADVISOR: Celene Buriol

In this dissertation we study the evolution model given by

2ttt Zopgzs — Zoott = H(t)me - k(.ﬁ(])H(t) - Qza:t)
aett + et - Agxx — Zgaxt = 07

with boundary conditions and initials given by

2(0,t) =0,2(L,t) =

0
222(0,8) = 0, 2,0 (L, 1) =0

2(x,0) = 2o, 2(2,0) =

0(x,0) = by, 0,(z,0) = 64,

where in (2), z = z(x,t), 0 = 0(x,t), for = € (0,L) and ¢ > 0 they are real functions

and
H(t) = ( /0 En 2k(m>z)dx) L

The model (2) describes the one-dimensional limit version of the Marguerre-Vlasov
system of nonlinear equations subjected to the thermal effects modeled by Cattaneo’s law.
In dimension two this system is accepted as a dynamic model that models the vibrations
of shallow shells, and, in dimension one, this system models the deformation of a beam.
The objective of this dissertation is to show the existence and uniqueness of the soluction
for the model (2). The main result is the exponential decay of the total energy associated
to the model. In study is strongly used Semigroup Theory, Sobolev Spaces, Distribution
Theory, among other results of Functional Analysis.

Keywords: Asymptotic behavior, Cattaneo’s law, Thermoelastic model.
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INTRODUCAO

Atualmente, aparecem na literatura varios artigos indicando a importancia de se
estudar modelos com parametros que se aproximam de limites especificos. Por exemplo,
Menzala e Zuazua (2000), provaram que um modelo de placas de Timoshenko ¢ obtido
através do limite de um modelo de Von Karmam.

Para cascas rasas em dimensao um, Menzala e Zuazua (2001), provaram que o
modelo é dado pelo limite singular de um modelo de Marguerre-Vlasov, mais precisamente,

os autores consideraram o modelo

(3)

{ €Uy = ﬁ[uz + %w% + ky(2)w], — €®uy,

Wy + Wegpze — Weptt = [f(u7 w)]x - g(ua UJ),

onde
2 1,
f(ua w) = m[wx(ux + wa + kl(m))w}
(§]
gtusw) = Ty Lo oy

Em (3), z € (0,L) e t > 0. As fungoes u = u(z,t) e w = w(x,t) representam
respectivamente os deslocamentos longitudinal e transversal da viga no ponto z no instante
t, p é uma constante positiva, 0 < u < 1 e k; = ki(x) representa a curvatura da viga no
ponto x.

Considerando condicoes de fronteira especificos e dados iniciais adequados os auto-
res provaram que quando € — 0 as componentes w® da solugdo do modelo (3) convergem

para a solucao z da equagao
Ztt + Zogox — Zzztt = h(t)zxr - kl (Qf)h(t), (4)

onde
ht) = — 1/L[2+2k()]d
= — | = z x)z|dx
1—p L J, " !
Neste trabalho, consideramos o limite (4) com efeitos térmicos. No que diz respeito

aos efeitos térmicos, a teoria classica de Fourier para a propagacao do calor apresenta uma

10
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controvérsia pois admite propagacao térmica com velocidade infinita, o qual nao é o mais
adequado para representar varios fenomonos fisicos (mais detalhes em Chandrasekharaiah
(1986)). Para contornar essa questdo, uma alternativa é substituir a equagao do calor
parabdlica (modelada pela lei de Fourier) por uma equacao do transporte do calor que seja
hiperbdlica, o que pressupoe velocidade finita de propagacao. Neste sentido, escolhemos
a lei de Cattaneo, ver Cattaneo (1948), para representar a conducao do calor no lugar da
lei de Fourier.

A seguir daremos uma ideia da constru¢ao do modelo de Cattaneo: E sabido da
lei de Fourier que o vetor fluxo do calor 7 é proporcional ao gradiente da temperatura.

Sendo assim, seja § = 0(p,t) (temperatura em p, no instante t), portanto
7 +kVO=0 (5)
onde k > 0 representa a condutividade térmica. Se usarmos a lei de Fourier, teremos
pcby + divg =0 (6)

onde p > 0 é a densidade de massa e ¢ > 0 denota o calor especifico por unidade de massa.
Substituindo (5) em (6) temos

et - (ﬁ) A@ - 0,
pC

que ¢ a equagao classica do calor.

Se considerarmos a lei de Cattaneo, usaremos no lugar de (5) a equagao
oq + 7 +kVO=0 (7)

onde o > 0 é uma propriedade termodinamica do material.
Derivando (6) em relagdo a t e (7) em relacdo a = e substituindo uma na outra

obtemos
k
océ’tt—i-ﬁt——AQ:O (8)
pc

que é uma equacgao do tipo hiperbdlica e com isso temos velocidade finita de propagacao
1

()"

Levando em conta a discussao acima, consideramos o modelo

2t + Zegza — Zaztt = H<t>zxa; - k(.ﬁ(])H(t) - Qz:cta (9)
aett + et - Agxx — Zgaxt = 07

onde z = z(x,t), H(t) = @h(t) e k(x) = ki(x) sao definidos em (4), 0, e A = pﬁc sao

obtidos de (8). Complementamos o modelo (9) com condigoes de fronteira

2(0,t) = 2(L,t) = 242(0,t) = 242 (L, t) =0,V t >0,
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e condigoes iniciais
2(,0) = 205 2¢(2,0) = 21,0(2,0) = 0p.0, = 0;,V x € (0, L).

Este trabalho é organizado da seguinte forma: no Capitulo 1, introduzimos as
notagoes, principais defini¢oes, proposicoes e teoremas da Teoria das Distribuicoes, Espacos
de Sobolev e de Semigrupos de Operadores Lineares. No capitulo 2 é feita a transformagcao
do sistema (9) para a forma matricial, obtendo-se um problema abstrato possibilitando
a utilizacao da teoria de semigrupos para mostrar a existéncia de solucao. No final do
capitulo ¢ feita a unicidade de solugao para o sistema (9). Para a unicidade de solucao
usamos a identidade de Gronwall. No capitulo 3 é provado o decaimento exponencial da
energia total associada ao sistema (9). Para isso, utilizaremos um funcional de Lyapunov
adequado que ¢é obtido através da perturbacao da energia. Na conclusao apresentamos

algumas possibilidades para trabalhos futuros.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresenta-se os conceitos necessarios para o desenvolvimento dos

capitulos subsequentes.

Defini¢ao 1.1 Dado um espago vetorial H sobre o corpo K (K =R ou C), uma fun¢ao

| .|l : H—[0,+00) é chamada de norma se, satisfaz
i) ||z|| >0, VaxeH;
i) ||z|| =0 < x = 0;
iii) ||azx|| = |af||z], Yae K eV xe H;
w) |z +yll <l +llyll, ¥zyeH.

Definicao 1.2 Seja H um espago vetorial normado. Diz-se que H é completo, se toda
sequéncia de Cauchy em H é convergente. Um espaco vetorial normado completo € cha-

mado espaco de Banach.

Defini¢ao 1.3 Seja H um espago vetorial sobre o corpo K (K = R ou C). Um pro-
duto interno em H € uma aplicacao ( ., . )y : H x H — K que satisfaz as sequintes

propriedades, ¥ x,y, 2 € H e a € K :
Z) <ZL‘+y,Z>H:<[E,Z>H+<y7Z>H;
”) <Oé$,y>H = Oé<x7y>H:'

iii) (z,y) = (Y, )y

w) (r,x)y >0 e(x,x); =0&2=0.

Definig¢ao 1.4 Seja H um espago wvetorial com produto interno dado por (., . ), e
norma induzida pelo produto interno dado por || . |lg = (., . >1142 Dizemos que H é
um espago de Hilbert se H é completo com a norma || . || g-

13
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Definicao 1.5 Seja H um espaco vetorial real. Uma aplicacdo a : Hx H — R € chamada

forma bilinear se satisfaz, ¥V u,uy,us,v,v1,v90 € H eV X € R,
i) a(Auy + ug,v) = Aa(u1,v) + alug, v);
i) a(u, Avy + v2) = Aa(u, vy) + a(u, va).

Definicao 1.6 Seja H um espag¢o normado e a : H x H — R wuma forma bilinear.

Dizemos que

i) a € continua, se existe constante C7 > 0 tal que

la(u, v)| < Cillullgllvlla, ¥ uve H;

ii) a € coerciva, se existe constante Cy > 0 tal que

a(u,u) > Collully, Vu€ H.

Teorema 1.1 (Lax-Milgram) Seja H um espaco de Hilbert real e a : H x H — R uma
forma bilinear, continua e coerciva sobre H. Se f € H', onde H denota o dual de H,

entao existe um unico u € H tal que
a(u,v) = f(v), YveH.
Demonstragao: Encontra-se em Kreyszig (1978). [

Definicao 1.7 Seja p um nimero real tal que 1 < p < 0o e 2 C R" aberto. Representa-se
por LP(Q) a classe de equivaléncia de todas as fungoes mensurdveis u, definidas em  tais

que |u|P € integrdvel, isto €,
LP(Q)=<Cu:Q—R; u é mensurdvel e/|u|p dxr < oo
Q

Lema 1.1 Seja 1 < p < oco. O espago LP(§2) é um espago vetorial real. Além disso, a

funcao

oy = / P de |

Q

define uma norma em LP(Q)), no qual, com esta norma, LP(2) € um espago de Banach.

Demonstragao: Escontra-se em Brezis (1984, p.57) n



Lema 1.2 O espaco L*(Q) é um espacgo de Hilbert, munido do produto interno

(s V) 20y = /uv dz, ¥ u,v e L*(Q),
Q

e, a respectiva norma

2

| r20) = /u2 dr | , YuelL*Q).
Q

Demonstracao: Encontra-se em Brezis (1984, p.78). m

Proposicao 1.1 (Desigualdade de Young) Sejam a e b nimeros reais nio negativos.

Sel<p<ooel <q< oo sao tais que — + — =1, entao
p q

ab b
ab < — + —.
p q

Para p = q = 2 tem-se, também, com v > 0, a desigualdade

2 2
va b
b< — 4+ —.
w=T5 Tty
P b . :
O resultado € obtido tomando /ya e — no lugar, respectivamente, de a e b na desigual-
Y

dade de Young.

Demonstracao: Encontra-se em Medeiros (2008, p. 85). ]

Proposicao 1.2 (Desigualdade de Holder) Sejam u € LP(Q2) e v € L), onde

1 1
l<p<oo,1<qg<ooe-+—=1 Entiouv € L'(Q) e tem-se a desigualdade
P 4q

/\WW < el ooy [0]] o e-
Q

Demonstracao: Encontra-se em Medeiros (2008, p. 86). ]

Proposicao 1.3 (Desigualdade de Minkowski) Se u,v € LP(£2), onde 1 < p < o0,

entao

|lu+ e < |lullze@) + V] e @)

Demonstracao: Encontra-se em Medeiros (2008, p. 86). m
Nos capitulos seguintes, utilizaremos a notagao ( . , . ) para representar o produto

interno em L?(Q) e || . || quando se tratar da norma de uma fungao em L?((2).
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1.1 Espaco das Distribuicoes

Definicao 1.8 Dada uma fungao continua ¢ : Q@ C R* — R, onde ) € um aberto,

denomina-se suporte de ¢ o conjunto dado por

supp(p) = {x € Q; ¢(x) # 0}.

Representa-se por C§°(€2) o espago vetorial das fungoes de classe C™ em €2, com suporte

compacto em €.

Definicao 1.9 Chama-se de multi-indice qualquer n-upla em N™, ou seja, a=(a1,as,...,an)
€ multi-indice, se a;j € N, j = 1,2,3,...,n. Define-se |a| = oq + as + -+ + a,, onde

a= (a1, qg,...,ap).

Defini¢ao 1.10 Seja x = (21,29, ..., x,) € R™ e a um multi-indice. Define-se

glal

D> =
8a1$18a2x2...0anx’n

Assim, o numero || representa a ordem de derivacdo, enquanto que cada coordenada
a; representa a quantidade de derivadas na diregao de z; que serao calculadas. Por
exemplo, se a = (0,0,0,...,0), o operador derivagao serd igual ao operador identidade,

isto é, D% = u, para toda funcio u.

1.1.1 Convergéncia em C{§°(f2)

Consideramos o espago vetorial topoldgico C§°(£2), onde €2 é um subconjunto aberto
de R™. Diz-se que uma sequéncia (¢, )yen de fungoes em C§°(€2) converge para ¢ em C§°(€2)

quando forem satisfeitas as seguintes condigoes:

i) Existe K C Q) compacto tal que
supp(p) C K e supp(p,) C K, YveN; (1.1)
ii)

D%p, — D%p uniformemente em () para cada multi-indice o, quando v — 4o00.
(1.2)

O espago vetorial C§°(€2) munido da nogao de convergéncia definida em (1.1) e

(1.2), serd denotado por D(2) e denominado de espaco das fungoes testes.
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Defini¢ao 1.11 Seja T : D(Q2) — R um funcional linear. Se T for continua, entdo

dizemos que T' é uma distribuicao escalar. Desta maneira, adota-se o sequinte:
T: D) —R
e = T(p)=(T,¢).

O conjunto das distribuicoes escalares sobre €2 é um espaco vetorial real, no qual

¢ denotado por D'(€2) e denominado espago das distribuiges escalares sobre (.

1.1.2 Convergéncia e Derivagao em D'((?)

Definicao 1.12 Diz-se que uma func¢ao u : €2 — R € localmente integravel em 0 quando
u € integrdvel a Lebesgue em todo compacto K C €. O espaco das fungoes localmente

integrdveis é denotado por Li, (), isto €,
ue L (Q) < / |uldz < 400,
K
para todo compacto K C €.

Defini¢ao 1.13 A sequéncia de distribuicao escalares (T,),en converge para a distri-

buicao escalar T em D'(QQ) quando
(T, 0) = (T, ) em R,V ¢ € D(Q)

Observagao 1.1 Com esta no¢ao de convergéncia, D'(2) é um espago vetorial topoldgico

e tem-se as sequintes cadeias de imersoes continuas e densas

D(Q) — LP(Q) < L, () = D'(Q), para 1< p< +oo. (1.3)

loc

Mais detalhes sobre (1.3) encontra-se em Medeiros (2000, p. 14).

Definicao 1.14 Dada uma distribuicao T sobre Q e dado um multi-indice « € N, define-

se a deriwada distribucional de ordem o de T' como sendo a distribuicao

D°T: D) —R
o = (DT, p) = (=1)*(T, D) .

Lema 1.3 (Du Bois Raymond) Sejau € L,.(Q). Considere a forma linear T,, definida

loc
em D(Q2) como

(Tu, ) = / updz,
Q

para toda ¢ € D(Q). Entao T,, € D'() e se verifica que T, = 0 < u = 0, quase sempre

em §).

Demonstracao: Encontra-se em Cavalcanti (2009). m
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1.2 Espacos de Sobolev

Defini¢ao 1.15 Defina-se por W™P(Q), comm € N e 1 < p < 400, 0 espago vetorial
de todas as fungoes u € LP(Q) tal que, ¥ |a] < m, D*u € LP(Q2), sendo D*u a derivada

de u no sentido das distribuicoes, isto é
WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q),V o multi-indice, tal que |a] < m}.

Uma propriedade importante dos espagos W™P()) é que eles se tornam espagos

normados com a seguinte norma:

D=

|lullwmr@) = Z ID%ul/P | , sel<p< oo. (1.4)

|a|<m

Proposicao 1.4 Os espagos W™P(Q) munido da norma (1.4) sao espagos de Banach.
Demonstracao: Encontra-se em Medeiros (2000, p. 24). ]

Observagao 1.2 No caso particular, em que p = 2, o espaco W™2(Q) que é um espago
de Hilbert, o qual é denotado por H™(S).

Defini¢ao 1.16 O espago Wi (Q) € definido como sendo o fecho de D(€) em W™P(1Q).

Definicao 1.17 O dual topoldgico do espago Wy'*(Q2) é representado por W9 onde
1<p<+0 com%—i-%]:l

Observagao 1.3 Quando p = 2, W™*(Q) € denotado por HJ(Q), e seu dual é denotado
por H™(2).

Observacao 1.4 Dos teoremas de imersao, tem-se que:
Hy(Q) = L*(Q) = (L*())" — H ' (Q); (1.5)

e portanto

<f,u)H_1xH5 = (f,u);., V fe€ L*(Q),V u € Hy ().

Mais detalhes sobre os teoremas de imersao encontra-se em Medeiros (2000, s. 2.3).

Proposicao 1.5 (Desigualdade de Poincaré) Seja 2 C R™ um aberto limitado em

alguma direcao x; de R™. Entdo, existe uma constante Cq > 0 tal que
lullZ2() < CallVullZa),

para qualquer u € HJ ().
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Demonstracao: Encontra-se em Cavalcanti (2009). n

Nos resultados a seguir, 2 = (0, L) é um intervalo da reta.

-1
Lema 1.4 O operador (] o > : LA(Q) — HY(Q) N H(Q) € limitado.

T 0a2

Demonstracgao: Deve-se mostrar que existe M > 0 tal que:

(-5 s

Considera-se o seguinte sistema

{ U= e =, (1.6)

< M||f[l,V f € L*(9).
HH(QNH2()

u(0) = 0,u(L) = 0.

Observemos que se ||u]| = 0 a desigualdade torna-se vélida. Nota-se que
SN\ -1
u = (I 0 > f € HY Q) N H?*Q). Além disso, multiplicando (1.6) por u, integrando

T 922

em (0, L) e usando a desigualdade de Holder obtemos

L L L
/ ulde — / UpaUAT = / fudz,
0 0 0

L L L
/ i+ / wldy = / fudz < ||f|ull,
0 0 0

lull® + s * < Il

ou ainda,

logo,

segue daf e do fato de Hy(Q2) < L?*(2), ver Brezis (1984, p. 174), que

lullzr gy < Il < Ml £l @,

onde M; > 0 é tal que
Jull < Millull gy o)
Consequentemente,
Jull g < Myl f]]- (1.7)
No entanto, de u,, = u — f, implica

[aell <A+ llull,



20

logo de (1.7) segue que

lusall < AL+ Millull @) < £l + MENFIF< MI|S]

onde M =1+ M?.

Portanto,

lull @ @) = el < M £, (1.8)

onde (1.8) segue do fato de _7822 : HY(Q) N H?(Q) — L*(Q) ser uma isometria (veja
Medeiros (2000)), e portanto,

f < MJ|f]-

HY(Q)NH2(Q)

H 8952

-1
Lema 1.5 O operador £ ( — ‘9—2) 1 L2(Q) — H(Q) € limitado.

Ox2

Demonstragao: Deve-se mostrar que existe M > 0 tal que:
0 P2\
S B S f
ox ox?
Considera-se o seguinte sistema

{ U — Ugy = f, (1.9)

< M| fIl,Vf € L*(Q).

HY(Q)

u(0) = 0,u(L) = 0.

-1
Nota-se que u = (I — 8—2) f e HNQ) N H* Q). Logo, u, € H'(Q).

Ox?2
Assim,
luallzn = lual® + Nuaa | < M+ flug||?
< M| fIPP+ M| fIP?
< M| fIP,
ou ainda,
[t || 1110y < ML
Portanto,
0 2\
— - =— <M
‘ (1) 1 I
H(Q)
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Lema 1.6 (Desigualdade de Gronwall) Seja F : [0,T] — [0,+00) uma fun¢io ndo

negativa, absolutamente continua em [0,T).
i) Se F satisfaz a desigualdade diferencial
F'(t) < G(t) + H(t)F(t), quase sempre em [0, T],

onde G(t) e H(t) sao fungdes nao negativas e integraveis em [0,T)], entdo

F(t) < elo Hs)ds lF(O) + /0 t G(s)ds} :
para 0 <t <T.
ii) Em particular, se F'(t) < H(t)F(t) em [0,T] e F(0) =0, entao
Ft)y=0Vtel0,T].
Demonstragao: i) Visto que F'(t) < G(t)+H (t)F(t), multiplica-se por e~ Jo #(r ambos

os lados desta expressao, e assim, rearranjando os termos tem-se que

d

7 (F (t)e o H“‘)d’“) = (F'(t)— HOF(t)) e o Hrdr

< G(t)e” Jo Hmdr - hara 0 < ¢ < T quase sempre.
Integrando-se de 0 a ¢, tem-se
t d s t s
/ — (F(s)e’ Jo H(T)d’") ds < / G(s)e™ Jo Hdr g
o ds 0
t
F(t)e_ fg H(r)dr _ F(O)e— f(? H(r)dr < / G(S)e_ f H(r)drds
0
t
F(t) < elotndr [F(O) —i—/ G(s)e™ Jo HMIdrgg
0
ou ainda,
) t
F(t) < elo H)dr [F(O) + / G(s)ds} .
0
i1) Tendo em vista que F' é uma fungdo nao negativa, ao utilizarmos o resultado
(1), segue (ii). n
1.3 Teoria de Semigrupos de Operadores Lineares

Apresenta-se, nesta secao, o conteudo necessario para o entendimento do proximo

capitulo.
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Defini¢ao 1.18 Seja X um espaco de Banach e L(X) a dlgebra dos operadores lineares
limitados de X . Diz-se que uma aplicagao T : RT — L(X) € um semigrupo de operadores
lineares limitados de X se:

i) T(0) = I,onde I € o operador identidade de L(X);

it) T(t+s)=T(t)T(s),V t, s € RT.

Definicao 1.19 Uma familia {T'(t)}+>0 de operadores lineares limitados num espago de
Banach X, é chamado semigrupo fortemente continuo se além de (i) e (ii) da defini¢do
(1.18), € satisfeita a condi¢ao de que ¥V (z,t) € X x [0,400), (x,t) — T(t)xr € X, €

continua em cada ponto.

Defini¢ao 1.20 Seja X um espago de Banach e {T'(t)},., um semigrupo de operadores
lineares limitados em X . O operador linear A : D(A) C X — X definido por

T(t)x —
D(A) = {x € X, lim # existe}

t—0t
€
T(t)z —
Ar = 1im TWTZT e pay,
t—0+ t

é chamado o gerador infinitesimal de {T'(t)},-
Observacao 1.5 Chama-se de semigrupo de classe Cy a um semigrupo fortemente continuo.

Teorema 1.2 Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo unifor-

memente continuo se, e somente se, A ¢ um operador linear limitado.
Demonstragao: Encontra-se em Pazy (1983, p. 2). [

Teorema 1.3 Se {T'(t)},5o e {S(t)},5, sdo semigrupos uniformemente continuos e

T(t) — _
t—0+ t t—0t t
entao T'(t) = S(t), Vt>0.
Demonstracao: Encontra-se em Pazy (1983) ou Gomes (2012). m

O teorema a seguir d4 uma resposta quanto a possibilidade de se resolver o pro-

blema abstrato

%U(t) — AU
(1.10)
U(0) = U,

quando A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cj.
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Teorema 1.4 Se {T'(t)},5, € um semigrupo de classe Cy e A € o seu gerador infinitesimal,

entao:
i)VaeelX,
. t+h
hlg& 7 / T(s)x ds =T(t)z; (1.11)
¢

i) Vo€ X, [yT(s)r ds € D(A) e

t
A /T(s)x ds | =T(t)x — z; (1.12)

0

iii) Se x € D(A), entao T(t)xr € D(A),Vt>0, e
d

ZT(0a = AT(t)e = T(1) Ax. (1.13)

Em particular, a fun¢ao uw = T(t)x satisfaz %u = Au.
Demonstracao: Encontra-se em Pazy (1983, p. 12). [

Definicao 1.21 Um semigrupo {T'(t)}+>0 de operadores lineares limitados em X € cha-

mado de semigrupo de contragoes, se
IT(#)lcx) <1, ViE>0.

Definicao 1.22 Um operador linear A definido em um espacgo de Hilbert X, se diz dissi-
pativo se, para todo x € D(A),
Re (Az,z), <0.

1.3.1 Semigrupos de classe C gerados por operadores dissipati-

VOS

Os semigrupos de classe Cjy gerados por operadores dissipativos sao essenciais para
se provar a existéncia de solugao para um problema do tipo descrito em (1.10).
No que segue, apresenta-se o teorema de Lumer-Phillips, resultado fundamental

para a conclusao do trabalho no capitulo seguinte.

Teorema 1.5 (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear num espaco de Hilbert X
com dominio D(A) denso em X. Se A é dissipativo e existe um Ao > 0 tal que a imagem
de \oI — A € todo o espago X (dito mazimal), isto é Im(Nl — A) = X, entdo A € o

gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contracoes em X.

Demonstracao: Encontra-se em Pazy (1983, p. 15). m
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1.3.2 Problema Semi linear Abstrato

Considera-se o seguinte problema de valor inicial

u(t) + Au(t) = F(u(t));t > 0,
(1.14)
u(0) = up,

onde —A (com dominio D(A)) é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy,
{S(t)}+>0 sobre um espago de Banach H, F' é uma aplicagdo nao linear e ug é um valor
inicial dado.

A partir de algumas consideracoes adequadas sobre F, podem-se obter resultados
de existéncia de solugao para o problema de valor inicial (1.14). Mais detalhes podem ser
consultados em Pazy (1983) ou Gomes (2012).

Para obter solucao global para o modelo (9) considera-se o caso em que
F:D(A) — D(A)
¢ localmente lipschitz continua de acordo com a defini¢ao abaixo.

Definicao 1.23 Seja H um espago vetorial normado. Dizemos que F : D(A) — D(A) é
localmente Lipschitz continua sobre conjuntos limitados, se para cada constante positiva
M existe uma constante positiva Ly = L(M) tal que

{ () = F)ln + I ACP() = F@)a < Laa(ls =l + [ Au— Aol) ¥ wv € DAY,

tal que ||ul|g + [[Aullg < M e |jv||g + ||Av|lg < M.

Com as consideracoes anteriores temos que vale o seguinte resultado.

Teorema 1.6 Seja F' : D(A) — D(A) satisfazendo (1.15). Para todo uy € D(A), existe

um Thpae < +00 € uma tnica solugio u de (1.14) tal que
u € CH[0, Thnaz); H) N C([0, Traz); D(A)).

Além disso temos que valem as sequintes alternativas:
a) Trnax = +00 ou

b) Tmaz < 00 € lim (fJu(®)|[m + | Au(®)|[m) = +oo.

max

Demonstragao: Encontra-se em Pazy (1983, se¢ao 6.1). n

1.3.3 Operadores Elipticos

Definicao 1.24 Um operador diferencial de ordem 2m,m € N, da forma

Lu = Z Co(2)D*u;x € Q,

la|<m
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¢ chamado operador eliptico se existe uma constante C > 0, tal que

D Cal@)& = ClgPm,

laj<m

para todo & € R™ e para todo x € €.

Teorema 1.7 (Teorema da Regularidade Eliptica) Sejam L um operador diferencial eliptico
de ordem 2m,m € N, definido em um aberto Q0 do R" e u € D'(Q). Se u € solugcio de
Lu = f, no sentido das distribui¢oes, com f € L*(Q) entdo u € H*™().

Demonstracao: Encontra-se em Agmon (1964). m



Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucao
Para o Modelo (9)

Neste capitulo serd estudada a existéncia e unicidade de solugao para o modelo
(9). Com esse objetivo serd feito uma reformulagao do problema (9) conforme (1.14) para

em seguida, usar a teoria de semigrupos.

2.1 Existéncia de Solucao

Considere o espaco de Hilbert
H = [Hy(Q) N H*(Q)] x Hy(Q) x Hy(Q) x L*(Q),

onde Q = (0, L).

Em H definimos o seguinte produto interno

N L L L L L
<U, U> :/ 2y 2y AT —I—/ VypUpdx + )\/ 0,.0,.dx + a/ wwdx —|—/ vodr,
H 0 0 0 0 0

para U = (z,v,0,w)" e U = (3,7, 0, )T, com a seguinte norma induzida ||.|| dada por

T
1Tl = [ (2,0, 0,0)" llae = llzaall® + [lvall® + [[0]]* + A6a]* + aflw]]*.

Considerando v = z; e w = 6; 0 modelo (9) pode ser reescrito da seguinte forma:

Zt =0

5\ —1 5\ —1 5\ —1 5\ —1
= (1-2) e (1) wnat (1-22) HOze — (1= 2) k@) H)
9t:w

wy = ZLw + 205, + Lo,
isto é,
%U =AU + N(U);
U(O) =Uy eH,

onde

26
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0 I 0 0
-1 -1
ao| U= & o 0 (1) &
0 0 0 I
0 04_186—;2 )\a_laa—; —at
z(t)
0
o) |
w(t)
0

2.1.1 Operador Dissipativo

Para mostrar que o operador A, definido acima, é dissipativo, deve-se mostrar que

(AU,U) < 0. O operador A definido acima é dado por

A:D(A) CH— H,

onde

D(A) ={(z,v,0,0)" €H; w, 2, € Hy (Q) ev,0 € H*(Q) }.



Sendo assim, dado U = (z,v,0,w)" € D(A), tem-se

v

—1 —1
a2 92
- (I - 612) Rrxxax — (I - 8w2) Wy

w

(AU, U)y,

)

E T S

a gy + a0, — a"tw

L L 2 —1 2 —1
0 1o} 1o}
= /0 Vpg ZpedT Jr/o vm% l (I — 8962) Zpzwr — (I — W) wm] dz

L
dx + )\/ wg0,dx
0

L 2 —1 2 —1
0 0
-1 —- == TTITT I—-— TT
+/o[ ( aﬂ) : ( axz) N
L
+ a/ w [ailvm + a0, — ailw} dx
0
L L 2\ 1
0 0
L 2\ —1 L 2\ —1
0 0 0
+ /0 vm% [ (I 8ﬂc2> Wy | dT +/O v l (I — 8332) me] dxr
L 92\ ! L L
+ / v|— <I - 81‘2) Wee | dx + A Wy dx +/ WV dT
0
L L
+ )\/ wﬁmdx—/ w?dz.
0 0

0 0
Como 0 € Hj(Q) e bw,, = (Qw,), — O,w, temos que

L L L
/ Ow,dr = / (Qw,), dx — / 0, wdx
0 0 0

L
= O(L,t)w,(L,t) —0(0,t) w,(0,1) —/ O, w,dr,
=0 =0 0

logo

L L
)\/ Ow,de = —/\/ 0, wdx.
0 0

De forma anéloga é possivel concluir que

L L
)\/ 0, wdx = —/\/ 0, wdx.
0 0

L L
/ Vg 2oz dT = / V2 pawsdT.
0 0

Nota-se ainda que

De fato,

VZppax = (UZ:m:m>m — UgRpzz-

28

(2.3)
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Logo, integrando em (0, L) obtemos

L L L
/ Uza:a:wqu: = / (sz:m:)mdx - / Vg lrax dz
0 0 0

L
= U(La t) Z:m:ac(L; t) - U(O, t) Zxx:v(oa t):() - / Uaczx:m:dl‘
=0 =0 0

L L
= / Vipgazdl = — / Vo 2y AT
0 0

De forma andloga, usando z,,(0,t) = z,,(L,t) conclui-se que

L L
/ Vp Zpwadl = — / Vpz 2 AT
0 0

Utilizando as duas tltimas identidades mostra-se (2.3).

L 92 52 -1
L 92 92 -1
foo(=(32)) |(1=5m) oo
L 82 82 -1
(g [(mam) e
L 82 -1
L L 92 -1
—A VZpzredT +/() v (I - 8582> ZzazadT.

Além disso,

L 92 52 -1
; ’U@ (I_axz) Zraze | AT

+

De (2.3) conclui-se que

L 92 o2 -1 L L 9?2 -1
_/0 vw [(I—@) Zprms dx:/o vmzmdm—/o v (I—@) ZpzzedT. (2.4)

De modo anélogo conclui-se que

L 2 2\ —1 L L 2\ 1
_/0 v% [(I—%) wm] dx:/o vmwdx—/o U(I—%) Wepdx. (2.5)

Sejam
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Com essa notagao temos que

= o t) (L, 1)+ 000,0) A ] 0,8) (1)~ fal (L 1)+ 0(0,8) = [g)(0,1) = 0.
N—_—— O N—— O N—— 0T N—— O

=0 =0 =0 =0

Desta maneira, conclui-se que

Lo Lo
/ Ve P d:z:—/ Vel alac—/0 vm%[p]dm—/o Uza—m[q]dxzo. (2.6)

Utilizando-se das igualdades (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) e finalmente (2.6) substituidas

nas espressoes de % € possivel concluir que
L
(AU, U),, = —/ w?dr < 0,
0

isto é, o operador A é dissipativo em H.

2.1.2 Operador Maximal

Para A\ = 1 no teorema (1.5) vamos mostrar que, dado F' = (f,g,h,i)T € H,
existe U = (z,v,0,w)”T € D(A) tal que

(I - AU =F. (2.7)
Da equagao (2.7) tem-se
z v f
- &) - &)
w h
w I a g + Aa 10, —alw | i
De (2.8) conclui-se que
(
z—v=[;
0 —w=h;
ow — — My +w = .

\

Como v =2z— f ew=6—hsegue que
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Portanto, resolver a equacao (2.7) é equivalente a resolver o sistema (2.9). A
seguir, obtém-se de maneira formal os elementos necessarios para fazer o uso do teorema
de Lax-Milgram e, desta forma resolver o sistema (2.9). Para isso, multiplica-se a primeira
equagao de (2.9) por ¢ e a segunda por 1, entao integra-se em (0, L), isto é,

L L L L L
{ Iy Zaazaeds — [y zeapdz + [ zpdx + [ Osopdr = [/ (f + 9+ haz — fro — Goo)pda; (2.10)

N Oathdr + (1 + @) [ 0bde — [ zeetbda = [ (@i — for + (1 + @)h)ibda.

Sendo assim, baseado nos calculos acima, define-se a forma bilinear sobre o espaco
de Hilbert k x k, com k = [H}(2) N H*(Q)] x H}(Q) e Q= (0, L), pondo

a:kxk— R,

([”‘”D = (om Pra) — (Zam @) + (5, 0) + (Ouar )
AN ) + (14 ) (0,0) — (20, 0)

ou equivalentemente

<[9”ZD o fua) — s )+ (50 (0, 00)
+ A <9zawx> + (1 + a) (9,@ - <Zm,w> )

e a forma linear

F . k—R,

dada por

Z]) = /OL(erg)goder/oLhmsOdflf—/OLfm@dx
_ /OLgmapd:v+a/0Li¢dx—/Ofoxz/)dx+(1+a)/0Lhwdx.

E visto que o sistema (2.10) pode ser escrito como

(L) (7))
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Nota-se que af.,.) é continua e coerciva. De fato,

i)

= | {za2: €aa) | £ [ {Zaw: 0) | +1 (2, 0) [ +1 (0, 0z) |

A B, ) |+ (14 )] (6,6} ] + | (22, 0) |
zae a4+ e lllel] + U= llel] + 1N o]

MOl + (14 ) 01121 + 1zl 1]

C(Nzasllasll + Izae il + 12111 + 18] ore

821l + 1O + zec 1)

C (12 + Wzeall + 161+ 10:0) (1] + lpaell + 1] + 1]

= C(Ilm@pme + 10llme ) (elm@nme + 18 1me ).

+

/AN s/A

N+

onde C' = max{1, (1 4+ «), A\}. Portanto, a(.,.) é continua.

Além disso, para todo (z,0)T € k, tem-se, tomando C; = min{1, (1 + ), A}, que

a ([ ; ] , [ . ]) = 2oz, Zoe) — (Zow, 2) + (2, 2) + (0, 2p2)

A0, 0,) + (1 + @) (0,60) — (240, 0)
s 12202 + 1120 4+ A2 + (1 + ) 6]
Cr (Jlzael® + llzall2 + 12112 + 16:11° + 1611

= (1= nir + 1003 )

+

WV

isto é, a(.,.) é coerciva.
Para a forma linear F' tem-se que, para todo (p, )’ €k,

0 L L L
F< D| < |/ (f + 9)edx| + / hazpdz| + / faapda
(0 0 0 0
L L L L
+ / rapdr —|—a/ pdx —|—/ Soatpdx +(1+a)/ hydx
0 0 0 0
< N+ gllllel + haellloll + [ ozl
+ lgaallllel + allélllll + | fze )l + (1 + a)llRll{] |l

(1 + g+ W |+ 11 o |+ g ) lell + (alill + L faall + (1 + @)lIA] ) 1

Collel + Callvll < o (el + 191,

N

onde Cy = maz{||f + gll + [|huall + [ foall + [|guall, alldl] + [ foall + (L + a)[[R][}
Desta maneira, tem-se que F é continua e portanto F € k', onde k' é o dual de k.

Como af.,.) é continua, coerciva e ' € k', o teorema de Lax-Milgram garante que
existe tinico (z,0)" € k que é solucao de

(o 12]) -+

(8

4 D v (0,0) ek (2.11)
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Tomando ¢ = 0 em (2.11) temos
MOz, 0) + (L4 @) (0,9) — (200, ¥) = @ (1,9) = (faws¥) + (L + ) (h,9) ¥V ¥ € Hy(Q).
Em particular, tomando ¢ € D(Q2) obtemos
“Mye + (1 + )0 — 2pp = @i — for + (1 + a)h,em D'(Q).
Logo 6 ¢ solucao da equagao
Miw = (14 )0 — 24y — @i + for — (L +a)h € L*(Q),

e segue do Teorema (1.7) que 8 € H%(Q) e, consequentemente, § € Hi (Q)NH?(2). Agora,

fazendo ¢ = 0 em (2.11) temos que z satisfaz a equagao
Zrawr = Yoz — 2 — Ope + [+ 9+ haw — fow — Guw, em D'(Q).
Como
Zow — % = bao T [+ 9+ haw — fow — gza € H (),
entao, por regularidade eliptica, teorema (1.7),
Zew € Hy(Q).
De (2.8) temos que

v=2—f=v€H)(Q)NH*N)

w=0—h=we H(Q).

Isso conclui a prova de que
U= (z,v,0,w)" € D(A),
provando que o operador A é maximal.

Das subsegoes (2.1.1) e (2.1.2) temos que o operador A é maximal dissipativo.

Além disso, observemos que D(A) é denso em H, pois
(G52 ()" = G5 () x C5°(9) x Cg°(2) x G () C D(A) C H
e como (C3°(Q))* é denso em H, (ver Cavalcanti (2009)) segue que D(A) é denso em H.
De acordo com o exposto acima, segue a validade do seguinte teorema.

4

, U = AU, com A definido anteriormente, ¢ ge-

Teorema 2.1 A parte linear de (2.1)

rador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cy sobre H.

A seguir, consideraremos a parte nao linear de (2.1).
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2.1.3 Nao Linearidade Localmente Lipschitz

Objetivo dessa subsecao é verificar que N(U) é localmente Lipschitz, onde

N: H —H
0
v | FO(-8) G- K@) |
0
0

para U = (z,v,0,w) € H. Sendo assim, considera-se G : H(Q) N H*(Q) — L*(Q) tal que

y

G(=) = H() (f - ;’—) (200 — K (2)) (2.12)

onde Ht) = (/OL(zi + Qk(x)z)d:p) %

A seguir mostraremos que G é localmente Lipschitz. Para isso, consideremos o
-1
operador T'(z) = H(t)(z: — k(z)). Desta forma, G(z) = (I — ;—;) T'(z). Observemos

que:

() = < /0 N 2k’(x)z)dx> Lo < / En 2k(:c)z)dx> L k(@)

0

= CoZus /OL 22dx + 20024z /OL k(x)zdx — cok(x) /OL 22dx — 2cok() /OL k(x)zdx
= P(z)+Q(2) + R(z) + S(»), (2.13)

L
P(z) = cozm/ zf,d:c = COHZxHQsz,
0

Q(2) = 2024z /L k(z)zdr,
0
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Vamos provar que as fungoes P, (Q), R e S sao localmente Lipschitz. Para isso, seja C' > 0

uma constante de modo que ||z]|y < C e ||Z]ly < C, onde 2,z € Y. Temos que

P: Y —I2Q)

z = P(2) = co|ze|* 2ee-

Logo para z,z € ), obtemos

|P(z) = PR)| = colllzell2ea — 122 ]°Zaa
= G ||Zx||2zm - Hzx||2/z\m + Hzx|’22m - ||2r‘|22m

= G ||Z$||2(Zm — Zgz) + (||Zac||2 - ||Eﬂc||2)/z\m

Co [HZ:E||2|Z:L":B - EM| + ‘HZIHQ - H/Z\rHQHQMH

NN

Co U\Z|\§;\Zm — Zaa| + “|Za:H2 - ngHQH%\MH

N

co | C®2ue — Zua| + |HZ:EH2 - ng”2} |Zaal | - (2.14)

1

Ainda,
L L
T= el = 1] = | [ lefdo- [ R
0 0

L
| 1k - B
0

L
S A S
0

Liro ~ 0 ~
= /0 (8_:10(2_2)) (8—I(z—|—z)) dx
0 o ~
< == =
= ‘8x(z ?) '8:E(Z+Z)
<z =Zlvllz +Zlly
< (l=lly + =) 12 = 2y
< 20z —Z||y. (2.15)

Substituindo (2.15) em (2.14), segue que

2

|P(2) = P(2)[? 5 [CQ|ZM = Zza| +2C|2 — /Z\H))‘?wzu

N
S

= cg [C4|zm - EMP + 403‘212 — Zaall|2 — 2||)7‘29m| + 402”2 - 2”§i|2m|2]
2
+40°

—(z—-2)

Oz?

2

4 R
¢ Oz?

(z-32)

= 12 = Zlly|Zeal +4C% (|2 — 215200l |
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e portanto,
L L| 92 2 L 2
/ |P(2) — P(2)Pdx < c(Q)C4/ 3 5z —2) dCE+4C(2)CS||Zf/Z\Hy/ 75 (2 = 2)| Zez|d
0 0 €T 0 ox
L
+ 4c302\|z—2||§,/ |Ze |2 dax
0
4| 22 ’ 5 02
< qC |55 =2)| +4GC7 2 = 2y || 55 (2 = D) 12
+ Ac5C?||z = 23| 2o
~112 ~ ~ ~ ~
< gCt ||z = 2y, + 4 CP 1z — 23 Zlly + 4c5C2 (|2 = ZI3 11215,
/\2 E A~
< Ot 2 = 2y, + 4 CH 1z = 213, + 45 C 12 - 2113,
= 9!z - 213
< Cille =23,

onde C; > 9¢3C*.

Segue, da tultima desigualdade, que
|P(2) = PE)II* < Cillz = 215, (2.16)
Consideremos, agora, a aplicacao

Q: Y — L*Q)
z = Q2) = QCOzm/O k(x)zdz, k(z) € L*(Q).

Dados z,Z € ), tém-se que

L L
Q) - QE)| = 20 |2 / k()2 — Fa / () 2d

L L
= 2¢ zm/ x)zdr — / k(x zda:—l—zm/ k(x)zdx — x/ k(z)zdx
0 0

= 20 | (200 — Zua) / k(z)2dz + o / k(z)(z — 2)da

< <|zM —zm\/ |dx+|zm|/ (z—7% |dx>
< 2¢0 (|2ea = Zaa| | R(2) [|2]] + [Zae |1 k(2)[[]]2 = Z1])

< 2e/lk@)] (1220 — Zealll2lly + [Zazlllz = Zlly)

< 2¢0/[k(@)|| (Cleze — Zaal + |Z2alllz — Z]y) -

Assim,

2 2

~ 0 ~ ~
z—2) —|—2C"a 2(z—z) |Zez|llz — 2]y

Q) - Q)1 < 403||k(x)|2<02 722

+ |Zaol?llz — 3||§;>- (2.17)
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Integrando (2.17) em (0, L) obtém-se

L 2
/ Q) -~ QE) P < 4c3||k<x>||2<02 / Fe-2) i
82 L
+ 2C|z -2y e 2(z—z) |zm|dx+Hz—z||y/ |gm|2dx>
0 0
02 2 82
< 403||’~<7(9€)||2<C2 o (2 —2)|| +2C0z—Z|y (Z—Z) | Zae |

< Acgllk()] <C2 Iz = 215 +2C |z = 2B |Izlly + |12 - 3||§1|2||§/>

< Agllk()] <02 I2 = 2113, +2C%||= = 213, + C?|1= - 5|2y>

< 16cg||k(@)|IPC% |12 - 2[5,

e P
onde Cy > 163 ||k(x)|*C?.
Logo,

~ ~12
1Q(2) = QE)I* < Callz — 215, (2.18)

Para

R: Y — L*9Q)
¢ = R(2) = —cok(@)|| |, k(x) € L*(Q),

temos para z,z € ) que

RG) - RE)| = co|k@)z]? — k@) |2
L
< co|k:(x)|‘/ 1202 — (2 2de| da
< colk(x |/ (z—2) (z+z) dx
< alk(z |Hz—znyuz+zny
< 20Clk(2)][1z — .
assim,
R()— RO < 4EC7K@)Plz — 313,
ou ainda,
/ R() - RE)Pdr < 430z — 33 / k() Pdz < AEC2|1z — 23 k()P

< Gsllz =213,
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onde C3 > 4c3C?|| k()%
Logo,
IR(z) = RE)I” < Csllz — 2113 (2.19)
Finalmente, para
S: Y — L*Q)
z = S(z) = —2¢pk(x) /OL k(x)zdz, k(z) € L*(Q),

temos para z,z € ) que

15(2) = S()| < 2Coll~<:(x)!/0 k()2 = Zldz < 2colk(2) |k (2)][][2 — 2]

Assim,

[5(2) = SE)I* < Acgllk(x)|*[l= — 21| k(2)[

ou ainda,

L L
/0 S(2) = SE)Pdz < Acgllk(x)|]|= —3H2/0 |k(z)|*dz
< Aegllk(@))Mz =215
< Cllz =213,
onde Cy > 4c3||k(x)||*.
Logo,
1S(2) = SE)|I* < Cull= — 2115, (2.20)

Voltando em (2.13) e utilizando-se dos resultados de (2.16), (2.18), (2.19) e (2.20)
tem-se que

IT(z) =TE)I? < 4(IP(z) = PEI* + Q=) = QE)I* + [ R(2) = RE)|* + 1S(2) = SG)|?)

< 4(Cillz =25 + Callz = 2115 + Csllz — 213 + Call= — 213)

<

16Cs |1z — 2113 < Cll= - 213,

onde C5 2 C1,C, Cs,Cy e C 2 1605,
Portanto, de G(z) = ( - ;—;) T(z), segue que

o) -9 < |(1- o) 10~ (1- %) 16) 2

< |(1-75) me-re)
< M|T(z) - TP
< MCl|z -z|3, (2.21)
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onde M é uma constante positiva que limita o operador <I — g—;)l conforme o lema
(1.4)

Utilizando (2.21), podemos mostrar que o operador N é localmente Lipschitz. Para isso,
sejam U = (z,v,0,w)T e V = (2,3,0,@)" elementos de H, tal que |U]jx < C, V] < C

e assim
0
V@) - Ny = | 929
0
ou seja,

2

IN@) = N0, = 166) - GEIF + | 5166 - 662

2

~ , |l o 2\
< MCl =2+ | (1= 5) 1T - T
< MCllz =23 + DC|l= — 213
< (M + DOz -3,

-1
onde D é uma constante positiva que limita o operador 3% <I — g—;) , conforme lema
(1.5).

Portanto,

IN(U) = N(V)ll2 < LellU = Vi, (2.22)
onde Lo é uma constante positiva que depende de C. A seguir, vamos provar o resultado
de solucao local para o modelo (2.1).

Lema 2.1 (Solugao Local) Sejam A e N como definidos anteriormente. Se (2, z1, 0o, 61) =
Up € D(A) entao ezistem uma unica U(t) = (2(t), z:(t), 0(t),0:(t)) e Thnaz > 0 tal que:
U € C([0, Thaz); D(A)) N CH[0, Trnas); H)
e U(t) satisfaz (2.1).
Demonstragao: Do Teorema (2.1), temos que A é gerador infinitesimal de um semigrupo

de contragoes de classe Cy em H. Vamos provar que a aplicagao
F:D(A) — D(A),

definida por
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¢ localmente Lipschitiziana. Sejam U = (z,v,0,w),V = (2,7, 5, w) € D(A), tais que
|U||pay < Cs e ||V]pay < Cs, onde C3 > 0.

Temos que:
: o\ 2
IFO) - FW )l = (1= 5s) 17 -7
H} (Q)NH2(Q)
Segue de (2.22) que
IF(U) = FV)lpay < LellU = Viipay. (2.23)
Utilizando (2.23) e o teorema (1.6) obtemos a demonstrac¢ao do Lema (2.1). ]

A seguir serd provado a existéncia de solugao global para o sistema descrito em (2.1).

Teorema 2.2 (Solucdo Global) Considere o dado inicial Uy = (29, 21, 09,01)T € D(A),
e assuma que k(z) € L*(2), entdo, existe uma tinica fungao U(t) = (2(t), z:(t), 0(t), 0:(t))
tal que U € C([0,+00); D(A)) N CH((0,4+00); H) e U(t) satisfaz o problema descrito em
(2.1) com U(0) = U,.

Demonstragao: Segue do lema (2.1) que existe um par de fungoes (z,0), com z, z, 6 €
HI(Q) N H*(Q), 24z, 21, 0; € Hy(Q) € 0, € L2(Q), que é solugao de (9) em [0, T4z ), para
algum T4, > 0. Vamos mostrar que T,,,, = +00. Para isso, vamos mostrar que o item (b)
do teorema (1.6) nao vale, isto é, vamos mostrar que [|U(t)||pa) = [|U(t)||n+[|AU (t) || <

C(Tonaz) € assim,

1 < N <
i U@ o) <l C(ne) < OTh).

max max

onde
U113 = Nzaall® + lzeall® + 2e]1* + All02]* + cl|6:]]?,
€,
2t
-1 -1
||AU||7.L — - (I - %) Zyxxx — (I - SL;) Hth
0
a Yzpmr + A 10, — a6, ”
2\ 2\
= HZM’I||2 + (I - (95(‘2> Zrzze T (I - 6%‘2> etmc + )‘||9tzH2 + Hztl’m + )‘69696 - 9t||2'
8 1

Multiplicando a primeira equagao de (9) por z;, a segunda equacgao de (9) por ;, somando

o resultado obtido e integrando de 0 a L, obtem-se

L L L L L
/ ztzttd:p+/ 2t 2w AT —/ 24 2yt dT —/ th(t)zx$dx+/ 2k (x)H (t)dz
0 0 0 0 0

J/

-~ -~ -~ -~

-~
I 11 117 1V \%4

L L L L L
+ / 20 1 dx +a/ 9t0ttd1‘+/ 0:0,dx —)\/ Qtﬁmdx—/ O1zppedr = 0. (2.24)
0 0 0 0 0

[

-~ -~

Vv Vv Vv
VI VII VIII IX X
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Nota-se que
I)
1d L 1 [*d
Ztltt — 5@(275)2 = /0 ZtZttdI = 5/(; E(Zt)2dx (225)
11)

L
(Z:L‘a:xzt)x = Zgzzzlt T Zowaliz = / me:c:ﬁztdl' - Z:):mc(La t)zt(La t) - mec<oa t)zt(()? t)
0

L L
- / Z:ca:xzt:cdx = _/ szxztxdma
0 0

L L
0 0

De modo analogo, tem-se que

logo,

L L
/ 2w Zta AT = —/ Zpw ZtzadT. (2.27)
0 0

De (2.25) e (2.26), conclui-se que

L L 1 L d
/ z:)::):xzztdx = / Zmzztxzdx = _/ _(sz)zd:[;?

ou seja,
L L
1 d
/0 Zwwwn 2t dT = 3 /O E(zw)%zgc. (2.28)
III)
(ZtZatt)e = ZiwZaott + ZtZwwtt
L L
/ U ZgaprdT = Zt(L7t) tht(L7t)_Zt(0;t) Zl‘tt(oat)_/ 2yt 2y dx
0 ‘—v—’_o ‘V—’_O 0
L L 1 (L4
Zzpendr = — / ZytZondr = —= / —(241)dz,
/0 0 2 0 dt
isto é
L L
1 d
/0 thxzttdl‘ = —5/0 E(zxt)gdx (229)

IV+V) Tem-se que

/Othk:(x)H(t)dq:_ /OLZtH(t)zmdx - /OLH(t)(zm_k(x))ztdx
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De fato,

%(ihﬂ(ﬂ) _ %H(t)%H(t) = %H(t)/o %(zgjLQk:(x)z)da:

= %H(t)/o (224241 + 2k(x) 2 )dx = H(t)/o (2222t + k(x)2)dx

— H(t) ( /0 s + /0 Lk(:v)ztdx). (2.31)

Como
(202t)e = Zea?t + ZoZita,s
temos que
L L
/ Zp2tedr = 2y (L,t)ze(L,t) — 22(0,)2(0,t) — / Zprd.
0 0
Assim,

L L
/ 22 dX = —/ Zpzrd. (2.32)
0 0

De (2.31) e (2.32) segue-se que

%(%HZG)) = H() (— /0 ’ Zaw 2 + /0 ’ k(ﬂf)ztdx) (2.33)

L
_ / H(t) (200 — h(2))21)da. (2.34)
0
De forma inteiramente analoga, conclui-se que
VI)
L L
/ Ztexxtdl' :/ thmetdl'.
0 0
Portanto, subtraindo VI de X temos que
L L
/ Ztexajtd-r — / HthtdaZ =0. (235)
0 0
VII)
L a (Fd
0:0udr = — [ —(07)dx. 2.36
Oé/o tOpadx 2/0 dt< i )dx ( )
VIII)

L L
0 0



IX)

L N (Fd
'\ 0.0,.dx = — —(6*)dx.
/ot . 2/Odtmac
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(2.38)

Substituindo (2.25), (2.28), (2.29), (2.30), (2.35), (2.36), (2.37) e (2.38) na identidade

(2.24) obtemos

Ld L(z2—|—z2 + 22 +a92+A92)d9€+/L92dm+i L
2 dt 0 t TT xt t x 0 t dt 2”
Definindo
LYy 2 2 2
Ey(t) = 5 (27 + 22, + 22, + b} + \02) du,
0
e
E(t) = Ey(t) + L H(t)
— L0 2,U )
tem-se, da equagao (2.39), que
d L
—E{t)=— [ 6idz <0.
GE0) == [ s
Integrando (2.41) em (0,t), t < Tppae tem-se,
E(t) < E(0).
Portanto,
L
Eo(t) + 5 HA () = () < B(0) = Eo(t) < B(0),
1
ou seja,

1 L
5/ (27 + 22, + 22, + abf + \02)dx < E(0).
0

Consequentemente, tém-se as seguintes desigualdades

O

N
h
g

(i)

h
>
=+ N
L
8

(iii) < E(0) = of|6,||* < 2E(0),

Ol > oD N
h

02dr < E(0) = M|6.]]* < 2E(0).

8 N

—~
~.
4

N—

S— S—

H2(t)> =0 (2.39)

(2.40)

(2.41)

L
! / 22+ 2)de < BO) = [z + |zl < 2E(0),
0

L
2 dz < E(0) = / 22 4z < 2E(0) = |22 < 2E(0),
0
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Usando (2), (i7), (i) e (iv), temos que ||U||% = ||(z, 2t, 0, 00) " || = || 2ee |+ | 262 ||*+ [ 2¢]|* +
A[0:]1% + «|6:]|?, é limitado por 2E(0), conforme i), #4), ii7) e iv).

Observemos ainda que

B(t) < E(0) —Eo<o>+iﬂ2<o>

E() < Eo<o>+iﬂ2<o>
Eo(t)+$H2(t) < E0(0)+iH2(0)

H*(t) < QTMEO(O)+H2(O)

2
H(t) < (f“EO(O) + H?(O))  VOSEST < Taw. (2.42)

Para obter estimativas de ordem superior, derivamos as duas equagoes do modelo
(9) em t e agrupamos os termos de forma adequada. Obtemos que

(2.43)

2ttt + Zrrrzt — Rrottt — H(t)zw:vt + etht - [Z:vm - k |: fO zwzwtdx + T fO thx:| - O
Al + O — Npat — Zgast = 0.

Multiplicando a primeira equacao de (2.43) por zy e a segunda equacao de (2.43) por 6y

e somando o resultado obtido obtém-se

L
U
2zt * ZttZawzat — AtZeatt — H (t)zttzxzt + 20Oputt — Ztt[zxx —k (93)] {Z 2y ZpdT
0

L
+ / k($)2tdl} + by Ous + 07, — MN10at — Oyt Zaone = 0.
0

ol
L

Integrando em (0, L) temos

L L L L L
/ 2pzmedr + 24t ZgpzatdT — / 2 Zpprdr — H(t) / 24t ZgatdT + / P —t
0 0

_ ( /O ' ztt[zm—k:(x)]dx) {% /0 vazmd + Z /0 Lk: ztdx}

L L
+ O[/ Qttetttdl' + / thdaj — )\/ Qttethdx Httzmttdx = O
0 0 0

1d L L L i
5% </ Zt2tdl‘ + / ngt + / thtd‘%‘ —+ Oé/ 6 d,’L‘ + >\\/\ 92 dx) / H?tdx
0 0 0 o

L L L
= / Ot 2purdr + H (1) / 24t ZgatdT — / P i
0 0 0

L u uo
+ / 2|22 — k(2)]dx —/ zmzztdx—l——/ k(x)zdx| .
0 L Jg L Jg
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Seja

1 L
Ey(t) = 2 / [ZtQt + Zixt + tht + aetQt + /\Qagct]dx'
0

Derivando E(t) em t, obtemos

d L L L L
E{El (t)} -+ / thd:(: = / @ttzmttdx —+ H(t) / Zttzmtdm — / Zttemttdx
0 JO ., 0 0

J (G J
~~ v~

X1 X1 XIIT
L u o [r u o[t
+ /o 2t ZppdT Z/o zxzmderz/o k(x)zdx
X1V XV XVI
L u [t u o [r
— / zuk(z)dz —/ zzzgctdx—i——/ k(x)zdx| . (2.44)
0 L Jg L J
——

XVII

Usando a desigualdade de Young e (2.42), obtemos.

Em (XI—XHI)
L L
/ Ouzparde — / 21Opendr = 0.
0 0

Em (XII),

L
‘H(t) / Zttzthd.’lf
0

L 1 L L
< H(t)/ |ZttZ$xt|dSE < §H(t) [/ ‘th|2dflf +/ ‘tht‘2d$:|
0 0 0

< 5 (BB -+ 20) E0)+ )

o=

Em (XIV),
L L 1
| sl < [ lawsialde < 5 Dzl + )]
0 0
1
< 3 [[lzell* +2E(0)] .
Em (XV),
L L L
’%/o ZpZpdx| = ‘%/0 Zyz 24 dT §%/0 | 2222t |dx
4
< Lzl < - EX(0).
Em (XVI),

L
7 Iz 21
< = <L < — E(0).
. / [k(@)alde < Zllk@)|12] < Fllk()]1£(0)
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Em (XVII),

L L
1
/ zuk(z)dr| < / |21k () |dw < 5 (1zeel® + 1 () 1) -
0 0

Segue de (2.44) e das estimativas obtidas em XI, XII, XIII, XIV, XV, XVI e
XVII que

d L L u [t u [t
—{Ei(t)} < ‘H(t)/ zttzmtda:—i-/ 2t 2 AT [—/ zxzztdx+—/ k:(:v)ztdx]

L u o[ uo [t
— / zyk(x)dx —/ zfpzxtdx—l——/ k(x)zdx
0 L J L J

< 5 (Fm0 -+ 120) (B0 + )
+ gl + 280 | B0+ Z1EO)
b gl + IR | L E20) + k@ EO) (2.45)

Sejam
%

e = (%EO(O) + H2(0)>

Ap o 2p
er = L B(0) + 2 k() | B(0).

Segue, de (2.45), que

CLE)} < 5aB(0) + gallzal? + 5 lzulles + EQ)es + ¢ zalles + 5 [k(@)] s
ou ainda,
d 1 1 , 1 , )
B0} < 5aB(0) + B(0)es + Sl[k(@)[Pe2 +5eallzaeel|” + [l22el"c2. (2.46)
XVIII

Em XVIII, sejam ¢, = 1c1 E(0)+E(0)ca+3 | k(z)|*c2 e consideremos Cy = maz{cq, c1, ¢2}.

Com esta notagao, segue, de (2.46), que
© W) < o+ llzul’Cot 5 Collzal?
dtl \022’tt OQOZactt7
ou ainda,
d 1 2 2 2 2 2
B0 < Got 5 Co(llzall” + llzaall” + llzaell” + allful|” + All6aeI%)
1
< Co+ §COE1(t) < Co+CoEi(t),V 0 <t < Ty < Thhae-

Pela desigualdade de Gronwall, lema (1.6), segue-se que

Ei(t) < B1(0)e”" < const e V0 <t <Th < Thaa- (2.47)
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Segue, de (2.47), que:

[2tell i) < C(E(0), E1(0), Tinga),
12t pnmz) < C(E(0), E1(0), Tinaz),
10| p) < C(E(0), E1(0), Thnax),
16sll 2y < C(E(0), E1(0), Tnaa), (2.48)

isto é, limitados por uma constante positiva dependendo de F(0) e E1(0) em 0 < ¢ <
T < Thas-

Resta mostrar que HZ”H%I(%(Q) < cte e ||9t||§101(9)

2
<2
Hy ()

< cte. Para isso, observemos
inicialmente que

2N\ 2N\

Hg ()

2
9>\
HY(9)
2 2
>\ P (P 2\ " o2
< - S, _
<: < ") i <W> o5 %l )
HA(Q) HY(©)
2 2
P 52 2\ " 02
HA(Q) HA(Q)
o2 2\ a2 |
< 2 . I-=—) =
( 3x2> < 8$2> <8m2z)+< 8962) 912"
Hé(ﬂ)
2
2\ " 02 ”2N\"
O NI (A
H(@)
2 2
2N\ 2\ "
HY(9) HY(9)
< 4 {Hzma?”?qé(ﬂ) + Dllzaoll3s 0y + 19127 ) + D||9t||§{5(n)} :
Como
2 2 2
HZm:cHH(}(Q) = |zeall” + 2200 (2.49)
< 2E(0) + ||zeea |, (2.50)
XIX

vamos estimar X 7X. Multiplicando a primeira equagao de (9) por —z,, e em seguida

integrando em (0,L), obtemos

—Zrx2tt — Zgxlzzre T Zrolortt = _ZipH(t) + ngki(l‘)H t) + erexrt

L L L L L
—/ Zpa 2t AT —/ Zpx ZoersdT +/ ZpwZpptdT = —/ zme(t)dx +/ Zeok(x)H (t)dx
0 0 0 0 0

L
+ / ZpaeOratd,
0



48

ou ainda,

L L L L L
— / oz Zoraadl = / Zpa it dT — / ZyaZzaudr — H(t) / [zgx — Zpok(x)]dx + / ZpaOpzdr.
0 0 0 0 0

Nota-se ainda que,

L L L
2
— / ZppZazzadl = / ZpzaZroadl = / 2T,
0 0 0
portanto,

L L L L
2
/ |Zac:cac| dr < / |Zx:cztt|dx + / ZpaZattdT / ZrpaOzzid
0 0 0 0

Logo, para algum d > 0, a ser escolhido posteriormente, temos, observando que

L
+ H(t) / |z92m — zgok(x)|dx +
0

0 < (a— ) = a® — 2ad + AW = ab < ——a? + TV
- = 242 2
segue:
(a)

L L L

1 1 1 1
/o |22z 20| dr < 5/0 |zm|2dx+§/0 |2 |2 dz < §||sz||2+§||ztt||2
1
< 5(2E(0)+0), (2.51)

2

onde C é uma constante positiva obtida em (2.48).
(b)
L L L 2 L
/ ZowZeatdr| < / |2 2ot |dr < — |2 |2dx—|—d—/ | 201t |*d
0 rx~xxtt X 0 rxx~rtt X 2d2 0 TITT 92 0 tt
1 d> 1
< 05 TTT 2 5 ll*z 2 <55
5 1 2eell” + S llzaul” < 5o

onde C é uma constante positiva obtida em (2.48).

()

d2
Hzmx|l2 + 507 (2.52)

1) [ 12, zkolae < (LB +H2<0>)é ( [ i [ |zmk<z>|d:c>

< <2[l/uE0(0) + H2(0)> ’ (”ZMC”2 + 2z [l £()]])

-

2 2
< (%m0)+120) CEO L 2EOE). @5
(d)
L L 1 rk 1 [
/ Zmzeacxtdx < / |me:9wt|dx < _/ |Zl"x$‘2dx + _/ |6$t|2dx
0 0 2 Jo 2 Jo
1 1
< §HzmzH2 + §H9xt|’2
1 C
< A~z 2 a0 2.54
2||z 1* + 5 (2.54)

onde C é uma constante positiva obtida em (2.48).
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Assim, de (2.51) - (2.54),

- 2 24 2 : 1 2, C
1 1 o,
+ S2E(0) + ) + s llzwa” + 5 C
ou ainda,
1 t 2 21 2 2
L=%) [Zae*d < 2( FEp(0) + H*(0) ) (2B(0) +2B(0)[[k(=)]))
+ 2C +2E(0) + d*C. (2.55)

Escolhendo adequadamente d > 1, em (2.55) conclui-se que ||z,,[/3,: ¢ limitada para todo
0
0<t < The

Para limitar ||0,.||?, multiplicamos a segunda equagao de (9) por —0,,, isto &,
_aexmett - ezxet + )\992333 + emxz:m:t =0.

Integrando em (0, L) a expressao acima, segue que

L L L L
—a/ 0y Oppdx — / 0.0, dx + )\/ Ofmda: + / 0pz2zardr = 0,
0 0 0 0

L L L L
A / Hixd:v = / 0y Opdx + / 040, dx — / 01 2t AT
0 0 0 0

Observemos que, para d > 0,

L L L L
)\/ |9m|2dx < Oz/ |0m9tt|d$+/ |9m49t|dx—|—/ |00 2t | dx
0 0 0 0

1 2 d2 2 1 2
< a(Gualltual? + S16I?) + 55000

ou seja,

2d2||0m|| + 3||th||
2

a+2 o | ad’ 2o, @ d 2

d2
+ o’ +

Portanto,

2Ad2 — (o +2) , ad®, L A, P ,
(B2 0l < S0 + GO + G ]

2
< %C +d2C, (2.56)
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onde C é uma constante positiva que limita [|6]|, ]|0;]|* € || zz0:||*. Escolhendo d > /%52,

segue que [|0,.||* é limitada, para 0 < t < T4 Isso conclui a prova de que ||AU||y ¢
limitado, para 0 < t < Tez-

Para provar a unicidade da solucao, observamos inicialmente que
lzoall® + llzeal® + N[22l + |62 ]* + all6:|* < C,V ¢ € [0,T]. (2.57)

Suponha-se que o modelo (9) tenha duas solugoes (z1,601) e (22, 63). Logo,

214t + Ppwee — Pttt = Hl (t)zlm:r - k(m)Hl<t) - elmxty (2 58)
abiy + 01 — Mige — 21220 = 0,
onde
k 1
Hi(t) = </ (2 + Zk(x)zl)dx) —,
| 2L
21(17, 0) = 20, 01('177 0) = 007
21(x,0) = zgl), 014(z,0) = 9%1),
zl(O,t) = O, zlm(O,t) = O,
ZI(L, t) = 0, Zlmx(L,t) =0
€
Zout + Zozzax — Fozatt = H2(t)z2ac;v - k‘({L‘)Hg(t) - 02&:&8157 (259)
a92tt + 92t - )\929095 — Zozxt = 07
onde
g 1
Hy(t) = (/ (22, + 2]{:(:1:)22)0[:1:) —,
; 27
Z2<.Z', 0) = 20, 92(.’13', 0) = 90,
zo1(x,0) = z%l), Oy (x,0) = 051),
ZQ(O,t) = 0, Zsz(O, t) = 0,
ZQ(L, t) = 0, Zgaw(L7 t) =0.
Seja (z,0) = (21 — 22,601 — 02). De (2.58) e (2.59), temos que (z,0) satisfaz
Zit T Zpzzer — Rzxtt = Hl (t)zlmx - H2221m - k(l‘) [Hl <t> - H2(t)] - wata (2 60)
aett + et - Aeaca: — Zgxt = 07 .

onde
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2(x,0) =0, 60(z,0)=0,
2(2,0) =0, 6,(z,0) =0,
2(0,t) =0, 2z.(0,t) =0,
2(L,t) =0, zz(L,t)=0.
No sistema (2.60), multiplica-se por z; a primeira equagao e por ¢; a segunda

equagao. Obtemos, integrando o resultado em (0, L) que

L L L L L
/ 22 dx +/ 24 Z AT —/ 2 Zptt AT :/ 2 Hy (t) 2122 dx —/ 2 Ho29,-dx
0 0 0 0 0

—[HL() — Ho(t)] /0 C k(@) — /0 C i

e
L L L L
a/ Qtﬁttdx—i—/ Qfdx—/\/ 9t0mdx—/ 0;2pmedr = 0,
0 0 0 0
ou ainda,
1d Lia Lia, , L L
it il - H - H
/0 2dt( )dac—i—/o 2dt(zm)dm+/0 2dt(zm)dm /0 2 Hy(t) z100dx /0 2t Hozoppdx
L L
— [Hi(t) —Hz(t)]/ ztk(x)da:+/ ZtzOgtdx
0 0
e

L 1 d 2 2 L 1 d 2 L

Somando as duas ultimas 1dent1dades, obtemos

d[1 [*
% |:§ / [’Zt + Zxx + th + 0592 + )\92 dl’:| / Gde
0

L L L
:/ ZtHl(t)zlmdx—/ 2¢Ho(t) zoppdx — (Hy / dx. (2.61)
0 0

&

-~

I

Reagrupando os termos convenientemente temos que

L L L
Iy = [Hi(t) — Ha(t)] / 2t (2100 — 222q)dx + Hp(t) / 2t 29p2dT + HQ(t)/ 2t Ztwn AT
0 0 0

L L
_ 2y / srzmmnda — (Hy (1) — Ha (1)) / woe(2)da.
0 0
Segue das defini¢oes de Hy(t) e Ha(t) que

u L L L L
L(t) = — {/ zx(zlx—i—zm)dx/ ztzmd:v+2/ k(x)zdac/ 2t 2 AT
2L [Jo 0 0 0
L L L L
+ / ztzhzdac/ 2z (212 + 220)dx + 2/ ztzzmdac/ k(x)zdx
0 0 0 0

L L L L
+ / 22, + Qk(x)szx/ 2 Zgpdx — / 2z (212 + zzw)da:/ zik(x)dx
0 0 0 0

- Q/OL k:(x)zdaz/OL ztk:(:c)d:p].
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Usando a desigualdade de Holder obtemos

Lt) < % [Illelllm + 220|l[|ze[[ 222 ]| + 2[R @) 2112 | 22| + [zl 2222 |22 || 212 + 22|
+ 2lzlllz2aa 6 @)1l + 1123, + 2k(@) 22/l zelll| z0all + llzollll210 + 220l 2|1 5(2)]
+ Hk(fC)HHZHHthHk(x)H}
< % [IIZII%p (lzaall + llz2a ) 2l + 20k @) 1 zel 12072 + 2l a2 2t 2200 ] (12101 + 12221
+ 2z llllk@) 2l 2ll 2 + (1220 ]1* + 2ll5 (@) 22]1) [12ell 2] 272
+ (lziall + 222 D) 1R (@) 22 121 22 + Hk(x)Hz”thHZHHQ]

Visto que (21, 01) e (22, 02) sao solugoes do sistema (2.58) e (2.59), respectivamente, tem-se

que, (z1,61) e (22,0,) satisfazem a desigualdade descrita em (2.57). Logo

L < Crllalde + Cnllzllie + Crllzllm2llzdl + Crllzllazll 2l + Cr |2l m2llzell + Crgllzll 2 [ 2]
+ Crllzll g2z
< Crllzllie + Cry (12172 + l1201%)
< Cpllzdl® + Crp Izl

Segue, de (2.61), que
d 1 [* 2 2 2 2 2 t 2 2 2
% 5 0 [zt +er+ztx+a9t+)‘9w]dx + 0 QtdeCsztH +C[10||Z||H2,
ou ainda,
d 1 * ., 2 2 2 d 1t , 2 2
[Zt +Zxx+ztm+a0t+)‘0x]d$ + =15 z° +0%dx S61]9||’215|| +0110HZ||H2
0

dt 12 J, dt |2
d 1 L,
—|= 0%dz| .
+dt[2/oz+ :1:]

Seja J(z,t) =1 fOL (22422 + 22 +ab? + \%dx+ 2%+ 0?]dx. Segue, da dltima desigualdade,

que

L) < el Ol [ e & [ L ML [

— x Z z 2 — €T - T _ ~“dx - 22dx

de o = TR foli=iiaz g 20 J, 2 Jo 2),
< Crn (Il + 213 + 161F + o))

S 0112J(£C, t)
Pela desigualdade de Gronwall, (1.6), segue que

J(z,t) < J(x,0) e mds = J(z,¢) = 0.
=0

Sendo assim, conclui-se que

92:0:>(01—62)2:0:>¢91:02
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P =0= (21— 2)?=0= 2 = 2,

o que mostra a unicidade da solugao global para o modelo (9). Isso conclui a prova do

teorema (2.2). ]



Capitulo 3

Estabilidade da Solucao

Neste capitulo, vamos mostrar o decaimento exponencial da energia total associada

ao sistema (9) definida por

I L
E(t) = 3 / (2] + 22, + 22, + ab; + \02]dx + ﬂH2(1t).
0

Para isso construiremos um funcional H,(¢) que é uma pertubacao de E(t). Tal funcional
H (t) sera obtido através de técnicas multiplicativas que serdo mostradas nos seguintes

lemas.

3.1 Lemas preliminares
Lema 3.1 Seja U = (z,2:,0,0:) a solugdo do problema (9), obtida no teorema (2.2). Seja
L
J(t) = / (221 + 220 + aB0;]dx. (3.1)
0

Entao, existe C; = C1(k) tal que 0 < C} < % e

d 1 L A [(F H?(t) 11 L
a < (_1 2 A 2, 117(1) 14— 4= 2
dtJ(t) < 5 + Cl)/o zidx 1 /0 Gidx S + ( + o + )\1) /0 zdx

+ o+ L —i—l /LQd:UVt>O
M 2) ), T e

As constantes A, co = 47, e A1 sao todas positivas.

Demonstragao: Multiplicando a primeira equagao de (9) por z, a segunda equagao de

(9) por 6, integrando o resultado obtido em (0, L) e fazendo a soma obtemos

L L L L L
/ zzpdx +/ 2 Zpama AT —/ 2 Zparrd —/ 223 H (t)dx +/ zk(z)H (t)dx
0 0 0 0 0

L L L L L
—i—/ 20, dx + a/ 00 dx + / 00,dx — )\/ 00, dx — / Ozpmdr = 0. (3.2)
0 0 0 0 0

54



95

Observemos que

Sy

«

L d L L
/ zzydr = pr (/ zztdm> —/ Z2dw, (3.3)
0 0 0
L d L L
00 der = — (a/ 99td:£) — a/ 02dw, (3.4)

L d L L
/ ZpZgndr = — / ZpZardr | — / 22.dzx. (3.5)
0 dt \ Jo 0

Combinando adequadamente as expressoes de (3.1),(3.2),(3.3), (3.4) e (3.5) segue que

d L L L L
—J(t) = / 22dr — / 22 dv + / 22 dr — H(t) / [22 + zk(x)]dz
dt 0 0 0 0

L L L L L
+ a / 07dx — / 00,dx — \ / 02dx — / 20 pprd + / 02paid.
0 0 0 0 0

ou ainda,

d L L L L
—J(t) = / 22dr — / 22 dx + / 22 dr — H(t) / [22 + zk(x)]dx
dt 0 0 0 0

L L L L L
+a / 02 dx — / 00,dx — \ / 02dx — / ZaaOpdT — / 0y 2peda. (3.6)
0 0 0 0 0

Em seguida, vamos estimar os termos do lado direito da identidade (3.6). Para isso

S~

utilizaremos os seguintes resultados.

i) Desigualdade de Poincaré: 3 A\7' > 0 tal que ¥V u € H}(Q) tem-se que [Jul|?> <
1 0

A |ug||?, onde A\[* é uma constante positiva que depende de €.

(ii) Existe Cy > 0 tal que se u € Hy(2) N H(Q), entao ||ul] < Co[ttzz]|-

Seja ¢y = 4. Entao,

Hcf)t) = /L[zg + 2k(x)z]dx,
ou seja
%ot) — /OL k(z)dx = /OL[zi + k(x)z|dx. (3.7)

Logo, usando a identidade (3.7) e a desigualdade de Young,

_H() [ /OL[zi—i-k(x)z]dx} — _H{) [H(t)— /Osz;(x)dx}

= —w + H(t) /L zk(x)dx

_ _@+/Lﬂ(t)zk<x)dx

HZ(t) 1 0002
< -2y 3 | 20|12
< o TagH O+ = Mzl
H2(t)  ¢yC2
_ ()+ 0 3“2:””27 (38)

260 2
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onde C5 = Cy||k(x)||. Utilizando a desigualdade de Holder, temos, pelas observagoes (i) e
(1), para 6 > 0,8 >0e~y >0, que

L L
0
L L 6 L
'—/ 0,2 dx §/ 0,20 dr < = / 10,)%dr + — / |20t |2 d (3.10)
0 0 20 Jy
e
L L — 1 [t
‘—/ ool g/ 2l < —/ |zm|2dx—i-—/ 10, 2dz (3.11)
0 0 2 Jo 2y Jo

Substituindo (3.8)-(3.11) em (3.6), obtemos

d L coC? L 1 L
(1) < /0 dx—i—(——l—l- 02 )/ |zm\2d:v—|—(1+%)/ |20t |*d

HZ
+ (a+—+ )/ \9t2dx+<——)\—i— )/ |0, > dx — ()
2
< J_ 1_|_COC /|zm| dr + 1+——|— /|th| dx
2 >\1
1 2 B9 2, (D)
+ (a+ + )/O |6;] das+<2)\ A+2)/0 |0, |“dz 2

Considerando 6 = \, 3 = %,fy =le(C, =

d ! Yo A e g H®)
< —— - — —

dtJ() < ( 2+Cl>/ | 200 |“dx /0 0| dx 2e0 +< + +)\1)/ |23t d
+ <a+)\)\1+ )/ 16, |2dz.

Além disso, para se ter 0 < Cy < 3, deve-se escolher |[k(z)]| < & % pois,

C??CU

1
|k (z ||< w/ :>||k )|* < 02 = Cj :>C’1 5 < 5

Lema 3.2 Com as mesmas hipdteses do lema (3.1), considera-se o funcional

L L
F(t) = a/ 20, dzx + )x/ 0,2 dx.
0 0

——/ |th| dx,

Entao,

d
_F( = 71/ |ch3&| d$+'72/ 02d1"|"}/3
dt ;

onde Y1, € 73 sao constantes positivas adequadas.
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Demonstracgao: Derivando F' em ¢, obtemos

d

L L L L
—F<t) = Oé/ Zttetdx + Oé/ Ztettdx + )\/ thzxdx + )\/ szztd:v. (312)
dt 0 0 0 0

Do sistema (9), temos que

52\ ! 52\ ! 2\
82\
_ ([_ %> Ot (3.13)

Ckett = —et + )\91»1 — Zxat- (314)

Assim, substituindo (3.13) e (3.14) em (3.12) e realizando algumas simplificagdes, obtemos

d - N\ - o\
%F(t) = —a/o 0, (I — @) ZwrardT + aH(t)/O 0, (I — @) 2w dT
L o2 -1 L 52 -1

L L L
— / 20, dx —/ zfxda: + )\/ Ot 2pd.
0 0 0

Observemos que

d 7
—F(t) = I; 1
() ; i(®), (3.15)
onde,
L o2 -1
Il(t) = —O.//O 9,5 ([— %) szxxdxv
L 2\ —1
L(t) = aH(t)/O 0, (I @) ZzzdT,
L o2 -1
0
L o2 -1
I4(t) = —O{\/O Qt ([— @) Qxxtdx,
L
I5<t) = —/ Ztetd.flf,
0L L
Ig(t) = )\/ thzxdx:—)\/ 0 2ppdx
0 0
e

L
I;(t) = —/ 22 dx.
0



A seguir vamos mojorar os termos [;(t),1 < j <6.

Temos que,

L o2 -1
Li(t) = — 0, | I — — d
1( ) 05/0 t ( 8332) Zrrazx AL
L o2 -1 o2

L o2 -1 92
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L o2 -1 o2 L o2 -1
= I - — I - — — I - —
a/o 0, ( 8952) ( (%Q) 2y dT a/o 0, ( 83&2) 2y dT

L L o2 -1
= a/ 0, 2pdx — a/ 0, ([ — —2> ZpadT.
0 0 81‘

Sabemos que

ox

¢ um operador limitado pelo lema 1.2. Logo existe Cy > 0 tal que

L 2\ —1 2
[le-2)"
0 ax

Sendo 0 > 0 constante adequada, temos

042 L 5 L 06204 L ) L
L] < — | Odz+ - 2.d / 07dx + — /
|1( )| — 26 0 t $+2A zxx$+ 25 0 t x+204 0

2 1 L L
M/ Gfdx+5/ | 20| 2.
OéC4

L o2 -1
aH(t)/O 0, (I — @) 22 dT
L L
a0 do + 2 (1) / 02dz
0

2\
= I - — Zrx
2Cy Jo ( 8352) 20

as [* 2aCyco E(0) /Lﬁfda:.
0

(1 - 6—22> B  L2(Q) — Hy N H*(Q)

L
dr < C'4/ | 20| *dx.
0

IN

Ainda,

L8] =

IN

2
T d
2/, |22z |“dz + 5

Para algum ¢ > 0,

L
(1) = |—>\/ Oyznd]
0

)\2 /L %) L
— 02dx—|——/ Zew|?dx
206 J, " 2X Jo 2]

2 L L
— Hfdx—l—é/ | 20| 2.
2 J, 2/,

IN

IA

1 2
) Zrx

32
(I—@

(3.16)

dx

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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Para estimar I3(t), observemos inicialmente que

()] = ‘—aH(t) /OLet (1-%) k(x)da

) (/OL 936[3”) </0L [(I - aa—:z)lku)rdx)é
< alH() (/OLQt?dx>é (/OL . M)é,

N
onde ¢ = (I - %) k(z). Notemos que ¢ € H}(Q) N Hy ().

Assim,

N

IN

2 o? 2 o 2
ROl < SH + 5500 | / 02

of
2
5 a2 L

< SO+ gl | [ e (3.20)

onde  é uma constante positiva.

Ainda
L 82 -
[L(t)] = _04/ 0, (I—W) Orard
0
L L 82 -1
— a/ 92d:v—a/ Qt( —@) O;dx
2 -1
< /92d:c+ /02d:1:+ / (I—%) 0, dw
T
< a/ 02de + & / 02dx +O‘C4/ 10,2 d
0
_ [3 04]/ 62dz (3.21)
e
L
()] = ‘— / sy
L
< / e+ i [0
0

IN

1 L
2/0 |24 |Pd + —— o Qfdx. (3.22)
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Substituindo (3.17) - (3.22) em (3.15) obtemos

2(1 L L L 9 B L
ip(t) O‘(+C4)/ ggdgg_i_(;/ |Zm2dx+aé/ |zm\2d$+o‘c400(0)/ 02dx

—H*“(t) + — O7dr+ o |-+ — 07d — =t|“d
T A R [ A

1 L ) AQ L 5 5 L ) L )

3 ad L 9 a?(1+Cy)  2aCicoE(0) o 9 3 Oy
= (25+2)/0 |2aa| dx—i—[ 55 + 5 +%H¢ | +a(2+2)

1 22 L 1 L B
— 4+ = 0?dx — - 2 de + ZH%(t).
+ 2)\1+26}/0 i dx 2/0 Znde + 5 (t)

IN

Logo,
d L L s 1 /L
—F(t) < 2w |d 02d —Hzt——/ «t|2d
GPO < [ lendn s [ 0tde s L) =5 [ e
onde
3 @d
— 254+
no= R0ty
Oz2(]_ + 04) 20[04COE(0) 012 2 3 04 1 /\2
Yo = 58 + 5 +%||1/J || +a<§+7)+2—)\1+%
vz = 2cf,
comd>0ef>0. [

Lema 3.3 Consideremos as mesmas hipdteses do lema (3.1) e € > 0 suficientemente

pequeno. Definimos o funcional
H.(t) = E(t) + G(t),
onde E(t) € dado em (2.40) e
€
= — F
G(t) 1C- J(t) + eF(t),

com Cs =1+ % + )\% Entao,

0) LE(t) < H.(t) < 2E(),

b) LH(t) < —eCE(t),

para todot >0 e E a ser determinado.

Demonstragao: Visto que

L
J(t) = / (220 + 20700 + a06,]dx,
0
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segue que
L L L
|J(t)] = / \zzt|daz+/ ]zxzxt\da:jLa/ |06, |dx
0 0 0
< [lzllllzell + lzea Izl + |06
\/_
< CzHZmHHZtH+Hzm\|\lth+\/—\/—\!9 2|1
[E2M5 lzell® | Nzmall® | Ilzelf? aA 2 a 2
< C +C - - - =19, REW, e 0
2 2 2 9 2 2 2
BN PN Y et S A T e e g e tu
2 2 2 2
ondeCﬁzC’g—i—l%—ﬁ.
Assim,
/()] < CRE(t),
ou ainda,
€ 607
—|J(t
L) < S5 B
De forma similar,
L L
|F(t)] = a/ ztetdx—i-)\/ 0,2 dx
0 0
< allz |10 4 AllOz ]|z |
< allzel 166l + A/ AT 10120
2 ) 2 9 2
BN E N W e e L
. b Lot H9t||2 e ||e 2, ¢ el
- 2 2
onde Cg = o+ 1+ /AT + A/ AL
Assim,
|F(8)] < CsE(t),
ou ainda,
€| F(t)| < eCsE(t)
Logo, tem-se que
€ 607
Ge(t)] < = [J()[ + €| F(t)] < =-E(t) + eCsE(t) = eCo (1), (3.23)
405 405
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onde Cy = 40775 + Ck.

Segue, da tultima desigualdade, que
(1= €Co)B(t) < Gu(t) + B(t) = H.(t) < (1+ €Cy)E(#).

Escolhendo € < segue-se o resultado do item a).

20 ’
A seguir vamos provar o item b). Usando os lemas (3.1),(3.2) e a igualdade (2.41)
segue que
4 2 L _ 27 /
dtHE(t) < / 9dx+405 ( 2+Cl>/ 22 dx / 0;dx —|—C 22,dx
1 1 2 r 2 2 2 1 r 2
+ |(a+—+ / O;dx| +e 71/ med$+72/ de—i——H() / zzdx
A)\l 2 0 0 2 0

1 1 V3
< —_— R 2 = 2 _ H?
< [ 2 + 405 < + — ) +6’72:|/ 0; dx 8C5/ O dx — € [80005 400] (t)

1 1 €
€ [405 (2 - Cl) —71] /0 22 dx — 4/0 22,dx. (3.24)

Observemos que —\ fOL 22dx > — fOL z2,dx. Logo,

e [* e [* e [* e (", € b
“1), thdx:_g i thdﬂf_g i zxtdxg—g i thdx—g)\l i zidr.  (3.25)

Substituindo (3.25) em (3.24) obtemos

d 1 11 L A 1 H?(t)
—H < |l_- 4 — — 2de — —— 2dr —e | — —
g () < { 2 + 405 ( + + > +€’}/2} ; 07 dx 9 dr — € { 73]

)\)\1 805 205 400
[1 (1 c) }/LQd €/L2d )\/L 24 (3.26)
— €|l = |z- - 2 dT — < 2y dx — = zydx. .
acs \2 ! 1o 8 ), g7 ),
Escolhendo 6 = W(%_Cl) ef= SCC , temos que

1 1 1
"= 805 (——01> y V3 = E

e
2+ a)C 1
Yo = —((1 — 2271;) [02(1+ Cy) + 4aCycoE(0) + N*] + 40”coCs|[¥||* + (3 +Cy) + 3%
Com essas escolhas, segue de (3.26) que
d 1 € 1 L e H2(t)
A — 02de — 2 [ 92dr — S
) = { 2 " ac, (“*Mﬁ )*”2}/0 ’ 805/ 4Cs deg

1 1 L € €M
- 68_05 (5 - Ol)/o 22, dr — é/o 22, dx — ?/0 zidx (3.27)

segue, de (3.27), que

2|z (ot i +3 )+ +1
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Consideremos

~ 1 1 (1-=2Cy) 1 N\
O<C<m1n{a,405, T }

Com esta escolha, temos:

d ~
SHA1) < ~CB(),

provando o item b). ]

3.2 Resultado Principal

Teorema 3.1 Considere a solugdo global do problema (9) obtida do teorema (2.2). Entao,

a energia total do sistema, definida em (2.40), satisfaz

E(t) < 3E(0)exp(—eCt),
para todot >0 e 0 <e< Z onde E ¢ a constante encontrada no lema (3.3).
Demonstragao: Tendo em vista o lema (3.3), item a), tem-se que

HL(1) < SB(1) = ~CHt) > ~SeCB (D),

DN W

Pelo item b),
d ~ 2 ~
%He(t) < —eCE(t) < —geCHE(t),V t>0,
ou seja
d

2 ~
—H —eCH.(t) <0.
o () + 36C (1) <0

Multiplicando por e3<t obtemos

d 52 -
£H€<t>e%64t + gegHe(t)e%@ <0,

isto é
Segue dai, integrando em (0,t) que
H.(t) < H.(0)e 3 vV t > 0.

Novamente, pelo item a),

Logo



CONCLUSAO

Ao término desse trabalho, podemos destacar alguns pontos importantes, tais
como: para a busca da solucao do sistema num espaco funcional adequado, o capitulo 1
dos resultados preliminares foi de grande importancia. Nele estava toda a teoria necessaria
para o seguir os estudos, em destaque os teoremas de Lax-Milgram e de Lumer-Phillipis,
sendo eles fundamentais para chegarmos na existéncia do sistema considerado. No capitulo
2 foi determinada a existéncia e unicidade de solucao do modelo termoelastico conside-
rado. Como o modelo é nao linear foi feito um estudo das propriedades da nao linearidade
especifica. Primeiramente, encontrou-se a solucao local e através de estimativas a priori
prolongou-se essa solucao mostrando a existéncia de uma solucao global tnica. No que
segue, o capitulo 3, apds encontrarmos a existéncia e unicidade de solugao do modelo, foi
feito um estudo para analisar o comportamento assintotico da solucao.

Para trabalhos futuros, destaca-se o estudo do modelo de termoelasticidade, similar

ao estudado, conforme descrito abaixo

{ Zit + Zpzzr — Zzztt = H(t)ch - k<$)H<t) - eth (3 29)

a‘gtt + et - )\exx — Zgat = 07

com condigoes de fronteira
Z(Oat) = Z(Lat) = Zw(oat) = Zw(L7t> =0

e dados iniciais adequados.
Além disso, pretende-se provar que a solugao (z,6) do modelo (9) é limite quando

¢ — 0 do seguinte modelo de Marguerre-Vlasov

€Ut = Ho [Ux + %wﬁ + k:(x)w]x — €%y,
Wit + Wegrr — Wratt = [f(u7 w)]x - g(ua w)] - gxxt (330)
aett + et - )\ezx — Zgxt = 07

onde u = u(x,t);0 = 6°(x,t),w = w(x,t),q, f,g sdo definidos anteriormente, com
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condicoes de fronteira

u(o,t) = wu(L,t) =0,

we(0,1)

= wi(L,t) = 0°(0,) = 65(L,t) = 0,

(L7t> =0,

€
rx

w

(0,%)

€
Tx

w

oes iniciais,

3

e condic

u(,0) = up(z),

(2,0) = wi(x),

€
t

w(z,0) = wp(x),

(,0) = wi(z),
0°(x,0) = 0y(),

€
t

(2,0) = 6i(x).

€
t

7
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