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RESUMO
Dissertacao de Mestrado
Programa de Pés-Graduacao em Matematica
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ALGEBRAS DE HOPF FRACAS ASSOCIADAS A GRUPOIDES
DUPLOS VACANTES
AUTOR: GEOVANI RAULINO
ORIENTADORA: DAIANA FLORES
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 28 de Agosto de 2015

Neste trabalho, construimos uma algebra de Hopf fraca ([BNSZ]) a partir de um

grupdide duplo finito. Dado um corpo K e um grupédide duplo finito
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consideremos o K-espago vetorial com base dada pelos elementos de B (caixas). Esse
espaco vetorial tem estrutura de algebra associada a estrutura de algebra do grupdide
B = H e tem estrutura de coalgebra associada ao dual da estrutura de algebra do
grupdide B = V. Estudamos condigbes necessarias e suficientes para que este seja
uma &lgebra de Hopf fraca (JAN2]). Isto se verifica com a condigao do grupdide
duplo ser vacante ([M]).

Na parte final, estudamos a categoria de representacoes de uma algebra de Hopf
fraca ([NTV]) e, em particular, estudamos a que est4 relacionada a grupéides duplos
vacantes finitos e concluimos que a mesma é uma categoria monoidal rigida, e com

mais algumas condigoes é uma categoria tensorial e de fusao.

Palavras-chave: Categorias, grupdides duplos vacantes, algebras de Hopf fra-

cas, categoria de representagoes.
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WEAK HOPF ALGEBRAS ASSOCIATED TO VACANT DOUBLE
GROUPOIDS
AUTHOR: GEOVANI RAULINO
ADVISOR: DAIANA FLORES
Date and Location of Defense: Santa Maria, August 28, 2015.

In this work, we build a weak Hopf algebra ([BNSz]) from a finite double grou-
poid. Given a field K and a finite double groupoid
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consider the K-vector space with basis given by the elements of B (boxes). This vec-
tor space has algebra structure associated with the algebra structure of the groupoid
B = H and has coalgebra structure associated to the dual algebra structure of the
groupoid B =2 V. We study necessary and sufficient conditions for this to be a weak
Hopf algebra (JAN2]). This is verified on the condition of the double groupoid be
vacant ([M]).

In the final part, we studied the category of representations of a weak Hopf
algebra ([NTV]) and, in particular, we study that is related to the finite vacant
double groupoids and conclude that is a rigid monoidal category, and with some

conditions it is a tensor and fusion category.

Keywords: Categories, vacant double groupoids, weak Hopf algebra, category

of representations.
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Introducao

As algebras de Hopf fracas foram introduzidas por Béhm e Szlachanyi em [BSzZ| e
[BNSZ|, no final da década de 90, como uma generalizacao das élgebras de Hopf or-
dinarias. Uma algebra Hopf fraca tem estrutura de algebra associativa e de codlgebra
coassociativa; a comultiplicacao é multiplicativa, mas nao preserva a unidade e a cou-
nidade nao é multiplicativa. Um dos primeiros exemplos de algebra de Hopf fraca
que nao é uma algebra de Hopf ordindria é a algebra de grupdide. Anteriormente,
uma particular, mas muito importante, classe de algebras de Hopf fracas, as face
algebras, foram introduzidas e estudadas por Hayashi em [H].

A nogao de categoria dupla foi apresentada por Ehresmann em [E] como uma
categoria interna na categoria das categorias pequenas. Uma categoria dupla con-
siste de quatro conjuntos nao-vazios, oito fungoes de fronteira, quatro identidades e
quatro composicoes, onde tais elementos satisfazem certos axiomas. Um grupdide
duplo é um grupdide interno na categoria dos grupdides ou, equivalentemente, é
uma categoria dupla onde as categorias que a compoe sao grupdides. A nogao de
grupdide duplo foi estudada, em um contexto topoldgico, por Brown e Spencer em
[BS]. Mackenzie em [M], iniciou o estudo dos grupdides duplos de Lie. Andruski-
ewitsch e Natale em [AN2], mostraram como construir uma &lgebra de Hopf fraca
a partir de um grupéide duplo finito (ver, Teorema 3.1), satisfazendo a condigao de
ser vacante, que foi apresentada por Mackenzie em [M].

Nosso principal objetivo deste trabalho é estudar condigoes necesséarias e sufi-
cientes para demonstrar detalhadamente o Teorema 3.1, em [AN2]. Para isso, no
primeiro capitulo, apresentamos alguns contetidos necessarios para a realizacao deste
trabalho, que servem de preliminares para o objetivo principal de estudo. Sao eles:
categorias, funtores, grupdides, categoria e grupdide interno, e categoria dupla e
grupdide duplo. As principais referéncias utilizadas neste capitulo sao: [AN2], [A],
[Mac| e [R].

No segundo capitulo, na primeira se¢ao, estudamos grupdides duplos vacantes e
provamos alguns lemas técnicos que serao de grande importancia para demonstrar-
mos o Teorema citado anteriormente. Na segunda secao, definimos acao de grupdide,

par combinado de grupdides e fatoracao exata de grupdides, e demonstramos a Pro-



posicao [2.2.9, a qual diz que esses conceitos sao equivalentes a grupdides duplos
vacantes. A principal referéncia neste capitulo é [AN2].

No capitulo 3, na primeira secao, estudamos algebras de Hopf fracas. Na secao
seguinte, provamos o Teorema (3.2.4] o qual é o principal resultado do trabalho.
Construimos uma éalgebra de Hopf fraca a partir de um grupéide duplo vacante. Na
ultima secao, deformamos esta estrutura com 2-cociclos normalizados. As principais
referéncias neste capitulo sao: [AN2], [BNSz], [BSZ] e [NV].

Por fim, no udltimo capitulo, estudamos a categoria de representagoes de uma
algebra de Hopf fraca e provamos que a mesma tem estrutura de categoria monoidal
rigida. Além disso, a categoria de representacoes da algebra de Hopf fraca obtida
de um grupdide duplo vacante, além de ser monoidal rigida, mediante algumas
condicoes, € tensorial e de fusdo. As referéncias mais usadas neste capitulo foram:
[AN2], [JMM], [NTV] e [NV].

Neste texto, K sera considerado um corpo e ® = ®, salvo nao seja mencionado

o contrario.
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Capitulo 1
Pré-requisitos

O objetivo deste capitulo é introduzir algumas definicoes e resultados basicos que
serao utilizados ao longo de todo o trabalho. Sao eles categorias, funtores, categoria
interna, grupoides, categoria dupla e grupdide duplo. Além disso, apresentamos

alguns exemplos e resultados de cada um dos conceitos explanados.

1.1 Categorias

A teoria das categorias foi apresentada pela primeira vez em 1945 por Eilenberg e
Mac Lane (ver [EMac|), como uma teoria relacionada com topologia algébrica. Essa
teoria matematica trata de forma abstrata as estruturas matematicas e as relagoes
entre elas. De acordo com Awodey em [A], pode-se dizer que a teoria das categorias
é o estudo matemadtico (abstrato) da algebras de fungdes, a partir da idéia de um

sistema de funcoes entre alguns objetos.

Definicao 1.1.1 Uma categoria C consiste dos sequintes dados:
e Uma classe de objetos Obj(C);

e Para cada par ordenado de objetos (X,Y) de C, um conjunto More(X,Y')
de morfismos de X em Y, onde X é chamado de dominio e Y é chamado de

codominio;

e Uma composi¢ao que associa para cada par de morfismos f € More(X,Y) e
g€ Morc(Y,Z) o morfismo go fe More(X,Z).

Sujeitos aos sequintes ariomas:

1. Os conjuntos de morfismos sio dois a dois disjuntos, ou seja, cada morfismo

tem um unico dominio e um unico codominio.
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2. Para cada objeto X de C, existe um morfismo identidade 1x € More(X, X),
tal que para cada f e More(X,Y) e ge More(Z,X), tem-se que:

felx=f e lxog=g.

3. A composi¢cao € associativa, isto €, dados morfismos f € More(X,Y),
geMore(Y,Z) e h e More(Z, W), entdo

ho(gef) = (hog)olf.

Observagao 1.1.2 Ao longo do texto, pode-se utilizar o termo de flechas para nos
referir a morfismos. Mais ainda, um morfismo fe Morc(X,Y') poderd ser represen-

tado da sequinte forma f: X — Y.

Exemplo 1.1.3 Considere C a categoria onde a classe de objetos é formada por
todos os conjuntos; os morfismos sao as funcoes e a composicao é a composicao

usual de fungoes. Esta categoria sera denotada por Set.

Exemplo 1.1.4 Se G é um grupo, entao GG pode ser visto como uma categoria,
indicada por C(G), que possui apenas um objeto, denotado por {*}; o conjunto de

morfismos é G, ou seja, Morc(cy(*,*) = G e a composicao é a operacao em G.

Exemplo 1.1.5 Seja X um conjunto parcialmente ordenado, (X, <). Definimos a

categoria C cujos objetos sao os elementos de X e se x, y € X, entao

0%, se x<y.

More(z,y) = {

¢, se x nao esta relacionado com y.

O sfmbolo §% denota o tinico elemento em Morc(,y), quando z <y. A composi¢ao

nesta categoria é dada por
040, = 0.

Observe que a composicao esta bem definida, pois se x <y e y < z, por transitividade,
segue que x < 2.

Vejamos que C ¢, de fato, uma categoria. Note que, d7 = 07, se e somente se x = 2
e y =w. Logo, os conjuntos de morfismos sao dois a dois disjuntos. Temos que, por

reflexividade, x < x, para cada x € X, assim existe 0% tal que

06T =6 e 6862 =0%.

12



Por fim, sejam z, y, z, w em X, tais que x <y, y <z e z <w. Assim,
8% (6Y67) = 65,67 = 07,

Por outro lado,
(026Y) 0y = 04,0y = Ogy.-

Logo, a composicao é associativa.

Definicao 1.1.6 Seja C uma categoria. Uma subcategoria C' de C € uma categoria
cuja classe de objetos € uma subclasse de Obj(C) e, para todo X, Y de C', se verifica
a inclusao More/(X,Y) € More(X,Y). A composi¢ao em C' € dada pela restri¢ao
da composicao de C. Uma subcategoria C' de C € dita cheia se, para todo par X, Y
de C', € vdlida a igualdade More/(X,Y) = More(X,Y).

Exemplo 1.1.7 Seguem listados mais alguns exemplos de categorias, as quais sao

subcategorias de Set.
1. Gr é a categoria dos grupos.

2. Ab é a categoria dos grupos abelianos. Note que essa categoria é uma subca-

tegoria cheia de Gr.
3. Rng é a categoria dos anéis.
4. Fld ¢é a categoria dos corpos.

5. Veck é categoria dos espagos vetoriais sobre um corpo K. A categoria dos

K-espacos vetoriais de dimensao finita sera denotada por vecy.

6. Considere R um anel. gpMod é a categoria dos R-modulos a equerda e Modg

é a categoria dos R-moédulos a direita.

7. Top é categoria dos espagos topologicos.
Defini¢ao 1.1.8 Uma categoria C € dita pequena se Obj(C) € um conjunto.

As categorias dos Exemplos e sao categorias pequenas. Observe que,
Set nao uma categoria pequena, pois a classe de objetos nao é um conjunto.

Dadas duas categorias C e D, podemos construir uma nova categoria C x D, cha-
mada de produto de C e D, do seguinte modo. Os objetos de C x D sao pares (X,Y")
onde X é um objeto de C e Y é um objeto de D; um morfismo (X,Y) — (X,Y”)

13



em C x D é um par (f,g) de morfismos f: X — X' e g: Y — Y’ e a composi¢ao

de dois morfismos nesta categoria

(f; 9) (f', 9

(X,Y) (X", Y7) (X", Y7,

¢ definida nos termos das composicoes em C e D, do seguinte modo
(f,9)o(f'59") = (f'ef.g'°9).

Definicao 1.1.9 Seja C uma categoria. Um morfismo f: X — Y em C € dito um
isomorfismo (ou uma equivaléncia) se existe um morfismo g:Y — X em C, tal que

gof=1x e fog=1y. O morfismo g é chamado o inverso de f.

Observagao 1.1.10 Se existe o inverso de um morfismo, entao ele € unico. Além
disso, sejam X, Y em Obj(C), dizemos que X € isomorfo a Y e denotamos por

X 2 Y, se existe um isomorfismo entre eles.

Definicao 1.1.11 Um grupdide G ¢ uma categoria pequena, onde todo morfismo €

um somorfismo, ou seja, todos os morfismos sao inversiveis.

Um exemplo importante de grupdide é a categoria apresentada no Exemplo[L.1.4}

1.1.1 Funtores

Sejam C e D duas categorias. Um funtor é um “morfismo” entre essas categorias,
ou seja, uma aplicagao que associa objetos e morfismos de C com objetos e morfismos

de D, respectivamente, preservando as estruturas.

Definicao 1.1.12 Sejam C e D categorias. Um funtor covariante F: C — D con-

siste de duas fungoes:
e F:0bj(C) — Obj(D) que associa a cada objeto X de C um objeto F(X) de D;

e Para cada par de objetos X, Y de C, F: More(X,Y) — Morp(F(X),F(Y))
que associa a cada f: X — Y um morfismo F(f): F(X) — F(Y),

satisfazendo as sequintes condicoes:
1. F(1x) = 1p(x), para todo objeto X de C;
2. F(fog)=F(f)oF(g), para quaisquer morfismos f e g componiveis.

De maneira analoga definimos um funtor contravariante, apenas mudando a se-

gunda funcao e o segundo axioma, da definicao anterior, respectivamente, por:

14



e Para cada par de objetos X, Y de C, F: Morc(X,Y) — Morp(F(Y), F(X))
que associa cada f: X — Y um morfismo F(f): F(Y) — F(X);

2. F(fog)=F(g)o F(f), para quaisquer morfismos f e g componiveis.

Exemplo 1.1.13 Se C é uma categoria, entao o funtor identidade 1¢ : C — C é
definido por: 1¢(X) =X e 1¢(f) = f, para todo X de C e f morfismo em C.

Exemplo 1.1.14 Sejam C uma categoria e X em Obj(C). Definimos F' : C — C
por F(Y) =X e F(f) = 1x, para cada objeto Y de C e cada morfismo f em C.

Entao F' é um funtor, o qual é chamado de funtor constante de X.

Exemplo 1.1.15 Considere as categorias Set e Gr. Definimos E : Gr —> Set tal
que E(G) = G e E(f) = f para qualquer grupo G e qualquer morfismo de grupos
f. Em outras palavras, E “esquece” a estrutura do grupo. Entao F é um funtor e

¢é chamado de funtor esquecimento.

Sejam C, D e &€ categorias, F: C — D e G: D — &£ funtores. Definimos a

composicao de G com F por:
e GF(X)=G(F(X)), para todo objeto X de C;

e GF(f)=G(F(f)), para todo f € More(X,Y).

Observacao 1.1.16 Nas condigoes anteriores, a composi¢cao de dois funtores é um

funtor. De fato, sejam f, g morfismos componiveis em C, entao

GF(fog)=G(F(f)oF(g)) =G(F(f))°G(F(g)) = GF(f)°GF(g).

Mais ainda, para cada objeto X de C, temos

GF(1x) = G(1rx)) = lawx)) = lar)-
Assim, GF € um funtor covariante.
Com isso podemos apresentar mais dois exemplos de categorias.

Exemplo 1.1.17 A categoria Cat é a categoria onde os objetos sao todas as catego-
rias pequenas, os morfismos em Cat sao todos os funtores entre categorias pequenas

e a composicao em Cat é a composicao de funtores definida acima.

Exemplo 1.1.18 Denotaremos por Grp a subcategoria cheia de Cat cujos objetos

sao grupoides.
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Agora apresentaremos o conceito de transformacdao natural, que pode ser inter-
pretado como um “morfismo” entre funtores. Para duas categorias C e D, podemos
considerar os funtores de C para D como os objetos de uma nova categoria e as

flechas entre esses objetos sao o que chamaremos de transformagoes naturais.

Definigao 1.1.19 Dadas duas categorias C, D e dois funtores F,G :C — D, uma
transformacao natural 9 : F — G € uma familia (Vx : F(X) — G(X))x de
morfismos em D tal que para quaisquer objetos X, Y em C e cada flecha f : X — Y,

o sequinte diagrama é comutativo:

Ix

F(X) G(X)
F(f) G(f)
F(Y) ————=G(Y).

Além disso, se para cada X de C o morfismo Ox € um isomorfismo, entdo a trans-

formacao natural 9 é chamada de isomorfismo natural.

Exemplo 1.1.20 Considere os funtores F': F'ld — Gr, que associa a cada corpo K
o grupo G L, sobre K e o funtor G : Fld — Gr, que associa a cada corpo K o grupo
multiplicativo K*.

Seja f : K — L um morfismo em Fld, entdo F(f) : GL,(K) — GL,(L),
(aij) — (f(ai;))ij e G(f) : K« — L*, G(f) = flk~. Temos que a fungao deter-
minante dety : GL,(K) — K* é um homomorfismo de grupos e define uma trans-
formagao natural para estes funtores. Sejam K e L em Fld, devemos verificar se o

diagrama abaixo é comutativo

dety

GL,(K) K>
F(f) G(f)
GLy(L) —— L™

De fato, para qualquer (a;;) em GL,(K), temos

(G(f) edety)((ai;)) = G(f)(detx(ay)) = f(dety(ai;))

= dety ((f(aij))ij) = (dety o F(f))((aij)).

16



Considere a categoria Vecy e, para cada V em Vecy, a aplicacao oy : V —> V**
definida por ¢y (v)(g) = g(v), para todo v € V e g € V*. Note que ¢y é uma
transformacao linear injetiva. Porém, nem sempre é sobrejetiva. No caso que V
tem dimensao finita, @y é bijetiva.

No exemplo seguinte, apresentamos uma transformacao natural entre o funtor
identidade e o funtor bidual sobre veck. Para simplificar a notagao, usaremos ¢,

para indicar ¢y (v).

Exemplo 1.1.21 Considere a categoria vecy e (_)** : vecy — vecy o funtor bidual,
que associa cada V em veck ao seu bidual V** em wvecy e para cada f:V — W

transformacao linear, associa

fx-x- . Vx-x— N Wx—x—
o — [(p): W — K
U  — gpv(uof)_
Para cada V' em vecy, dy : V. — V**_ definida por ¥y (v) = ¢,, é um isomorfismo de

espagos vetoriais. Entao ¥ : 1y, — (_)** é um isomorfismo natural. Sejam V, W

em veck e f:V — W, devemos mostrar que o seguinte diagrama

¥
Ve
f o
W —— W,

é comutativo. De fato, para quaisquer v € V e h: W — K, temos

(f* e dv)(v)(h)

(fow,)(h) = @u(hof)
(ho f)(W) = @sw)(h)
= dw(f(v))(h) = (Wwo f)(v)(h).

1.1.2 Categorias Internas

Nesta secao, apresentaremos o conceito de produto fibrado em uma categoria, o

qual serda importante para a definigdo de categoria interna (ou objeto categoria).

Definigao 1.1.22 Seja C uma categoria. Dados dois morfismos f € More(A,C) e

g € More(B,C), uma solugao para o diagrama
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A

f C,

consiste de uma tripla (P,m,m3), onde P é um objeto de C, my € More(P,A) e

7o € More(P, B), tal que f oy = gomg, isto €, o sequinte diagrama € comutativo:

pP—=" .pB

1 g

A C.

f

Definicao 1.1.23 Nas condigoes anteriores, o produto fibrado é uma solucao
(P,m1,ms) satisfazendo a sequinte propriedade: dados (Z,z1,22) outra solugdo para
o diagrama, com f o zy = go zy, entao existe um unico morfismo u: Z — P com

21 =T 0U € 29 = Ty 0uU, 0U Seja, o sequinte diagrama comuta

Z..

C.

Proposicao 1.1.24 Sejam C uma categoria, f e Morc(A,C) e g € More(B,C). Se

o produto fibrado de f e g existe, ele € unico a menos de equivaléncia.

Demonstragao:

Sejam C uma categoria, f: A — C e g: B — (' morfismos em C. Suponhamos
que (P, 71, o) e (@, 11, T2) s@o produtos fibrados para o diagrama. Logo, temos que
fom=gome for =gom. Se (P, m, m) é o produto fibrado, entao existe uma
tnica 6: Q — P tal que 7, = m; 060 (i = 1, 2). Do mesmo modo, se (Q, 71, T2) é 0

produto fibrado, entao existe uma tnica ¢: P — @ tal que m; = 1,09 (1 = 1, 2).
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Assim, obtemos que m; = m;000¢ (i = 1, 2), isto é, fo ¢ faz o seguinte diagrama
comutar

P..

Entretanto, o morfismo identidade 1p também faz o diagrama acima comutar. As-
sim, pela unicidade da definicao segue que o¢ = 1p. Analogamente, verifica-se que
Qb of) = 1@.

a

Exemplo 1.1.25 Considere a categoria Set e sejam X, Y e Z em Set. Suponhamos
que X, YcZei: X — 7, j:Y — Zsao as inclusoes canonicas. Entao, P = XnY,
1:P— X e1: P—Y as inclusoes, é o produto fibrado para i, j.
De fato, seja (W, «, 3) outra solucdo para o diagrama, isto é, a : W — Y,
f:W — X tais que ioa = jo f3, o que implica a(w) = S(w), para todo w em W.
Definimos 6 : W — P, por 0(w) = f(w) = a(w). Note que 0 estd bem definida,
pois B(w) € X e a(w) € Y, mas como a(w) = f(w), concluimos que a(w) = f(w) €

X nY =P. Assim, para todo w € W, temos

(20 0)(w) =2(0(w)) = v(a(w)) = a(w) e (o) (w)=u(0(w))=1(f(w)) =S(w).

Logo, 100 = a.e 1of = 3. Para verificarmos a unicidade, suponhamos que ¢ : W — P,
é tal quetop=aerop=p. Assim, ¢ = a e ¢ = [ e, consequentemente, ¢ = 6.

Portanto, (P,2,t) é o produto fibrado de 1, j.

Exemplo 1.1.26 Ainda considerando a categoria Set, afirmamos que o produto
fibrado existe sempre. Sejam A, B e C' conjuntos em Set e funcgoes f: A— C' e
g:B—C. Entao D ={(x,y) e AxB; f(z)=¢g(y)}, a: D — Ae f: D — B as
projecoes, é o produto fibrado de f e g.

De fato, seja (X,p,q) outra solucdo para o diagrama, isto é, existem fungoes
p:X—Aeq: X — B tais que goq = fop. Definimos, § : X — D, por
0(z) = (p(x),q(x)). Assim, temos

(aef)(x) = al(p(x),q(x))) =p(x) e (Be0)(x)=p((p(2) q(2))) = q(2).
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Logo, o) =p e fof = q. Suponhamos que ¢ : X — D é tal que aop=pe fop=q.
Assim, a0l =aoyp e ol =[op, ouseja, ¢ = 0. Portanto, (D, «, ) é o produto
fibrado de f e g.

Observagao 1.1.27 Sejam C uma categoria e f: A — C, g: B — C morfismos
em C. Se existe o produto fibrado de f e g, este serd denotado por Ay x, B.

O conceito de produto fibrado, nos permite definir uma estrutura dentro de uma

categoria C, o que chamamos de categoria interna ou objeto categoria em C.

Definigao 1.1.28 Seja C uma categoria com produtos fibrados. Uma categoria in-

terna (ou objeto categoria) em C € uma cole¢ao (A, O,p, f,id,m) onde:

e A e O sao objetos de C;

e p ffA—O0,id: O—Aem: Ay x, A— A sao morfismos em C,
sujeitos a comutividade dos sequintes diagramas:

1. Principio e fim do morfismo identidade:

o—41 .4 0o—4“ .5
ido P ido !
O O

2. Principio e fim da composi¢ao:

Apxy A A Apxy A A
1 P T2 f
A 0 A0

3. Associatividade da composicao:

idoAxm

Apxp Ap xp A Apxp A
mxid 4 m
Apxp A m A
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4. Identidades a esquerda e a direita:

idxid id_a xid
Ofpr—>l A Af><p¢4<—“‘Z Apx, O

Observacao 1.1.29 Note que, Ay x, A € o produto fibrado do diagrama:

A

A O

f

Observacao 1.1.30 No que seque, quando f, g sao flechas componiveis em uma
categoria C, a composicao serd indicada por justaposi¢ao fg, ao invés de g o f, caso

nao seja especificado o contrdrio.

Proposicao 1.1.31 As sequintes nogoes sao equivalentes:
(a) Categoria pequena;
(b) Categoria interna em Set.

Demonstracao:

Consideremos C é uma categoria pequena. Vamos mostrar que C é uma categoria
intena em Set, ou seja, C é uma colegao (A, O, p, f,id,m), onde A e O sdo conjuntos
e p, f, id e m sao fungoes que satisfazem a comutatividade dos diagramas da Defini¢ao
1. 1.28

Da definicao de categoria pequena, chamamos de O o conjunto dos objetos de C

e de A a uniao dos conjuntos de morfismos entre pares de objetos de C, isto é,

A= U  More(X,Y).
X,YeObj(C)
Desta forma, O e A sao conjuntos e, consequentemente, objetos em Set.
Definimos, agora, as fungoes p, f, id e m. Dado g € A, temos que g € More(X,Y),
para X, Y de C, entao definimos p(g) = X e f(g) =Y. Por serem os conjuntos de
morfismos dois a dois disjuntos, segue que p, f estao bem definidas. Para cada

X € O, associamos id(X) := 1x, o morfismo identidade em C e pela unicidade segue
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a boa defini¢do da funcdo id. Por fim, definimos o conjunto A x, A = {(g,h) €
AxA: f(g) =p(h)}, o qual é o produto fibrado, como no Exemplo [I.1.26] Assim,
para (g,h) € Af x, A, pomos m(g,h) = goh, a boa definicdo de m segue do fato de
m ser exatamente a composicao em C. Basta verificar se as fungoes assim definidas,
satisfazem os axiomas da definicao de categoria interna.

Seja X € O, temos que
p(id(X)) = p(1x) = X =ido(X) e f(id(X)) = f(1x) = X = ido(X).

Logo, o axioma do principio e fim do morfismo identidade é satisfeito.

Seja (g,h) € A yx, A, entao p(m(g,h)) = p(goh) =p(g) = p(mi(g,h)). Analo-
gamente, f(m(g,h)) = f(goh) = f(h) = f(m(g,h)). Logo, é vélido o axioma do
principio e fim da composic¢ao.

A associatividade de m segue da associatividade da composigao de C.

Finalmente, sejam g € A, p(g) = X € O, assim
m(id xida)(X,9) =m(lx,g) = 1x 0 g =g =m(X,g).
Do mesmo modo, sejam h € A, f(h) =Y € O, entao
m(idy xid)(h,Y)=m(h,1y)=holy =h=m(h,Y).

Assim, é vélido o axioma da identidade a esquerda e a direita. Portanto, C é uma
categoria interna em Set.

Reciprocamente, seja C = (A, O, p, f,id,m) uma categoria interna em Set. Como
A e O sao objetos em Set, entao sao conjuntos. Chamando O o conjunto dos objetos
de C e A o conjunto de todos os morfismos de C, assim dados X,Y € O definimos
More(X,Y) ={geA; p(g)=X e f(g9) =Y}

A definicao da composicao é induzida pela m, da seguinte forma,
geoh=m(g,h)=gh,

para todo g, h em A.

Temos que More(X,Y)xMore(Y,Z) € Agx, A, pois f(g) =Y =p(h), para todo
geMore(X,Y) e heMore(Y,Z). Assim, a composigao esta bem definida. Basta
verificar os axiomas da definicao de categoria pequena.

Cada morfismo em A, possui unico principio e unico fim, pois p, f sao fungoes
e, portanto, os conjuntos de morfismos sao dois a dois disjuntos.

Sejam g € A, entao m(id x id4)(p(9),9) = m(1yg),9) = 1p)g- Por outro lado,
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m(idxida)(p(g),9) = m(p(9),9) = g, consequentemente, 1,4)g = g. Analogamente,
concluimos que gly(y) = g. Assim, se verifica o Axioma 2.

Por fim, sejam g, h, [ componiveis em A. Entao,

m(idg xm)(g,h,l) =m(g,hl) =g(hl) =go (hol).

Por outro lado,

m(m xidy)(g,h,l) =m(gh,l)=(gh)l=(goh)ol.

Logo, vale o Axioma 3. Portanto, C é uma categoria pequena.

Apresentamos uma definicao equivalente para a Definicao [1.1.12]

Definigao 1.1.32 Sejam C = (C1,Co,p, f,id,m) e D = (D1, Do, p’, f',id',m') duas
categorias pequenas. Um funtor F: C — D € um par de funcoes Fy:Cy —> Dy e

Fy :Cy — D1 que satisfazem a comutatividade dos sequintes diagramas:

. f

Ci—————=C, Co _d Cy
) Fo P )
D, T Dy Dy — D,

i xF
Cif %y C1 ————=Di1p xy D
m m/
Cl I D17

ou, equivalentemente, Fop = pFy, Fof = fF1, Frid=1id' Fy e m'(Fy x F1) = Fym.
1.1.3 Grupodides
A préxima definicdo que apresentaremos é equivalente a Definicao [1.1.11]

Definicao 1.1.33 Um grupdide G € uma categoria pequena (G, P,p, f,id,m) mu-
nida com uma aplicacao S: G — G sujeita a comutatividade dos sequintes

diagramas:
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id id

Observagao 1.1.34 A aplicagio diag: G — G x G € dada por diag(g) = (g,9).

Denotaremos um grupéide G com base P por G = P. Para cada X, Y € P,
denotamos G(X,Y) ={geG:p(g9) = X e f(g) =Y} o conjunto de todas as flechas
de X para Y. Além disso, G(X, X) =G(X) o conjunto de flechas de X para X.

Temos que G(X) com a composi¢ao de G = P é um grupo. De fato, a associati-
vidade da composicao vem do fato de G = P ser grupdide, existe uma identidade 1x

e cada morfismo em G(X) é inversivel. Este grupo é chamado de grupo de isotropia.

Exemplo 1.1.35 A categoria C(G) (Exemplo [1.1.4) é um grupdide, onde a
aplicagao S é dada por S(g) = g~

Exemplo 1.1.36 Seja ~ uma relacao de equivaléncia sobre um conjunto P. Entao,

definimos um grupéide G = P do seguinte modo:

1. Dados X, Y € P, Q(X,Y):{ (XG’;)’ 22 §;§ :
2. p(X,Y)=X e f(X,Y)=Y;

3. A composigao é dada por (X,Y)(Y,2) = (X, Z);

4. id(X) = (X, X);

5. (X, V) = (Y, X).

Observacgao 1.1.37 Considere a relacao sobre P na qual todos os elementos estao
relacionados, e denotemos por P? o grupdide obtido a partir desta relacao. O

grupdide P? é chamado de grupdide grosseiro sobre P.

A estrutura de qualquer grupdide pode ser descrita com a ajuda do exemplo

anterior, juntamente com os dois exemplos seguintes. Consideremos dois grupéides

g = (galpaplafhidlamlasl) € g, = (g,7plap2af27id2am2752)‘

Exemplo 1.1.38 A unido disjunta G| JG' é o grupdide com base P JP’ . As

aplicagoes sao definidas das seguintes forma:

p(g) = p(g), se geg, 7(9) = fi(g), se g€g,
p2(9), seged'’. fa(g), se gegG'.
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ml(g7h)7 s€ g7h6g7
) m(g7h): m2(97h)7 s€ g7hEg,7
caso contrario, nao esta definido.

id1(X), se X e P,

id(X) :{ ida(X), se X e P'.

S1(g), se geg,
S(q) =
(9) { Sa(g), se geG'.

Exemplo 1.1.39 A categoria produto cartesiano G x G’ é um grupdide com a
aplicagao S: G x G' — G x G’ dada por S(g,h) = (S1(g),S2(h)).

Seja G = P um grupdide e definimos uma relacao de equivaléncia sobre P do
seguinte modo: X ~Y se e somente se G(X,Y) # ¢, para todo X, Y € P.

Dizemos que G é conero se X ~ Y, para todo X, ¥ em P. Isto quer dizer que,
para todo par de elementos X, Y em P existe ao menos uma flecha de X para Y. Se
X ~Y implicar que X =Y, dizemos que G é um feixe de grupos. Equivalentemente,
p = f = id e, neste caso, G = | J G(X).

Sejam () um subconjuntonG;D P e Gg o grupdide correspondente com base @)
(Go 3 Q), isto é, Go(X,Y) = G(X,Y), para todo X, Y em Q. Assim, Gy é um

grupdide conexo para toda classe de equivaléncia de (.

Proposicao 1.1.40 (a) Se G = P € conexo, entio G ~ G(X) x P2, onde X é um
elemento qualquer de P.
(b) Se G =P é um grupdide qualquer, entao G ~ | J Go.
Q<P /-
Demonstracao:

Demonstraremos o item (a), o item (b) é imediato. Fixemos um objeto X € P.
Como G é conexo, entdo para cada Y € P, escolhemos 1y € G(X,Y). Definimos
¢:G — G(X) xP? dada por ¢(g) = (rvgr;',(U,V)), onde U = p(g) e V = f(g).
Verificamos que ¢ é um funtor. Sejam (g,h) € Gf x, G e p(g) = U, f(h) =V e
f(g) =p(h) =T, entao

(TUgth;lv (U7 V)) = (TUnglTThT\;la (U7 T)(T7 V))
(rogrs', (U.T))(rrhy!, (T, V)
o(g)o(h).

o(gh)

Agora, definimos 1 : G(X) x P? — G por ¢(g,(U,V)) = 7;'grv. Facilmente, se
verificam as igualdades ¢1) = Idg(x)xp> € ¥¢ = Idg. Portanto, ¢ é um isomorfismo

de grupdides.
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Definicao 1.1.41 Seja G um grupoide, entao

o Um subgrupoide H é uma subcategoria tal que ela propria é um grupoide. Em
outras palavras, H € um subconjunto nao vazio de G estavel pela multiplica¢ao

e pelo inverso. A base de H sdo as identidades de seus elementos, isto €, o

conjunto P = {p(g): g H}.

o Um subgrupoide H de G cuja base é P é chamado subgrupdide amplo.

1.2 Categorias Duplas

Uma categoria dupla é uma categoria interna na categoria Cat. Esta definicao
nao nos premite fazer “célculos”, para isto apresentamos uma defini¢cao, que traduz

esta definicao de uma forma mais concreta.
Definigao 1.2.1 Uma categoria dupla T consiste do sequintes dados:

e / conjuntos nao vazios: B (caizas), H (arestas horizontais), V (arestas verti-

cais) e P (pontos);

e 8§ funcoes de fronteira: t, b: B — H, [, r» B — V, t, b:V — P e
L, r: H—"P;

e 4 fungoes identidade: id: P — H, id: P—V, id: H — B eid: V — B;
e 4 funcoes composicao, todas denotadas por m:
By, x; B—> B (composi¢ao vertical), B, x; B —> B (composi¢ao horizontal),
H.x H—H e Vyx; YV — V.

Satisfazendo os seguintes axiomas:

Axioma 0. (B, H, t, b, id, m), (B, V, I, r, id, m), (H, P, I r, id, m),

(V, P, t, b, id, m) sdo categorias pequenas.

Axioma 1. Existem quatro identidades entre as oito possiveis fungoes de B para

P, a saber,

tr=rt, tl=1It, bl=1b, br=rb.

Este axioma nos permite descrever graficamente A € B pela caixa
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onde t(A) =t,b(A) =b, r(A) =r,l(A) =l e 0s quatro vértices da caixa representando
A sdo ti(A), tr(A), bI(A) e br(A).

Sejam A, B em B, escrevemos A|B se r(A) = I(B), deste modo A e B sdo
componiveis horizontalmente e 3 e b(A) =t(B), sendo assim A e B sdo componiveis
verticalmente.

Notagao: AB indicara a composicao horizontal, enquanto que g indicara a

composicao vertical, isto quando A e B forem componiveis apropriadamente.

Axioma 2. Consisténcia das fronteiras com a composi¢cao:

t U
Sejam A =1 reB=s m em B.
b c
tu
(1) Se A|B, entao AB =1 m.
be
t

(2) Se %, entao é =ls rm.

C

A|B
Sejam A, B, C e D em B, a notagao 7‘7 indica que todos os produtos horizontais

e verticais sao permitidos. Tendo em vista o axioma 2, isto implica que D e
A | B
C |D-

Axioma 3. Lei de intercambio entre as composi¢oes horizontais e verticais:

A|B _
Se —‘—, entao
C|D
AB . {AB} JA||B
CD'_{C'D}_ Cl|D[-
Axioma 4. Identidades horizontais e verticais:
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As fungoes identidades ¢d : H — B (identidade vertical) e id: V — B (identidade

horizontal) satisfazem para quaisquer z e H e g € V

x id 1(g)
id x =id |(x) idr(z) e ddg= g g
x id b(g)

Axioma 5. Identidades horizontais e verticais de identidades de pontos:

Se P € P, entao td idy P = id idy P. Esta caixa sera denotada por Op.

Axioma 6. Compatibilidade das identidades com a composicao de flechas:

Se g, h € V, x, y € H sao flechas componiveis, entao {:g Z} = 1d gh e
{id z id y} = id zy.

Observagao 1.2.2 Uma caiza A em B nao estd, em geral, determinada por suas
quatro funcoes de fronteira t, b, r, . Ver Exemplo mais adiante.

A proxima proposicao mostra que a definicao anterior é equivalente a definicao

dada no inicio desta segao.

Proposicao 1.2.3 As sequintes nogoes sao equivalentes:
(a) Categoria interna em Cat.
(b) Categoria dupla.

Demonstracao:

Seja T uma categoria interna em Cat. Assim, 7 é uma colecao (A, O,t,b,id,m),
onde A e O sdo objetos em Cat, isto é, sdo categorias pequenas e t, b: A — O,
id: 0 — A, m: Ayx; A — A sao funtores sujeitos aos axiomas da Defini¢ao [I.1.28]

Como A e O sao categorias pequenas, podemos escrever A= (B, V, [, r, id, m)
e O=(H, P, I, r, id, m), onde as aplicacoes r, [, id, m em A e em O sdo, respec-
tivamente,

Lr:B—YV, d:V—B e m:B.x,B— B,
LriH—P, d:P—H e m:H,x;H—H.

Além disso, os funtores ¢, b, id e m de T correspondem, respectivamente, as seguin-
tes aplicacoes:

t,b:B—H e t,b:V—7P;

td:H—B e id:P—YV;
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mIBbXtB—>B (S m:VbXtV—>V.

Assim, temos todos os dados da Definicao basta verificar os sete axiomas.
Temos que (B, V, [, r, id, m) e (H, P, I, r, id, m) sdo categorias pequenas.
Como T é uma categoria interna em Cat, os funtores t, b, id e m satisfazem a
comutatividade dos diagramas da Defini¢ao e, portanto, (B,H, t, b, id, m)
e (V, P, t, b, id, m) sdo categorias pequenas.
Como t: A — O é um funtor entao, pela Defini¢ao temos que:

H(A) = 1t(A) e tr(A) =rt(A),

para todo A € B. Analogamente, bl = (b e br = rb. Logo, o Axioma 1 é satisfeito.
Sejam A:[(A) — r(A) e B:l(B) — r(B) em B, na categoria A, componiveis,
ou seja, r(A) = I(B), entao A|B. Temos que AB:l(A) — r(B) em A, o que
implica [(AB) = I(A) e r(AB) = r(B). Pela funtorialidade de ¢, b temos que
t(AB) =t(A)t(B) e b(AB) = b(A)b(B). Disto segue a parte (1) do Axioma 2.
Agora, sejam A : t(A) — b(A) e B:t(B) — b(B) em B, componiveis verti-
calmente, ou seja, b(A) = t(B), entao % Assim, é:t(A) — b(B), isso implica

t (é) =t(A)eb (g) =b(A). Usando o fato de m ser funtor temos que m(l, x4 1) = im
A

e m(ry x4 r) = rm, pela Defini¢ao |1.1.32, e disto concluimos que Z(B) =I(A)l(B) e
r (A) =r(A)r(B). O que implica na parte (2) do Axioma 2.

B
Por m ser funtor, pela Definicao [1.1.32] temos que m(my x; m) = m(m x m).

Sejam A, B, C'e D € B, com r(A) = (B), r(C) =1(D), b(A) =t(C) e b(B) =t(D)
e, ainda, b(AB) =b(A)b(B) =t(C)t(D) =t(CD), logo

m(m xm)((A, B),(C, D)) =m(AB,CD) = %fg%.

Por outro lado,

m(my x; m)((4,B),(C, D)) = m(é,g) ) {é} {g}

Assim, segue o Axioma 3.

Sejam g € V e id g € B na categoria A. Por t, b serem funtores, pela Defini¢ao

[1.1.32] segue que,
t(id g) =id t(g) e b(id g) =1id b(g).

Como id g € B, na categoria A, entao I(id g) = g = r(id g). Assim, é vilida a

identidade horizontal do Axioma 4. De maneira similar, usando a funtorialidade de
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id, demonstra-se a identidade vertical no Axioma 4.

Por id : O — A ser funtor, com aplicagoes td: H — B e idy : P — V. Pela
Definicao |1.1.32] temos id idy(P) = id idy(P), para todo P € P, consequentemente
o Axioma 5 é valido.

Por m ser funtor é valido m(id,x;id) = id m. Assim, sejam g, h € ) componiveis,
entao

m(idy x; 3d) (g, h) = m(id g, 5d h) = {:fg %} .
Por outro lado temos id m(g,h) = id gh, assim é vélida a igualdade e verifica-
se a primeira parte do Axioma 6. Pela funtorialidade de id temos que é valido
id m = m(id x id). Sejam x, y € H componiveis, pelo mesmo raciocinio, temos que
id xy = {id = id y}. Dai segue o Axioma 6. Portanto, 7 é uma categoria dupla.

Reciprocamente, temos que todas as construgoes sao inversiveis, ou seja, se con-
sideramos uma categoria dupla, pelos mesmos argumentos concluimos que a mesma

¢ uma categoria interna em Cat. Isto demonstra a proposicao.
a
E habitual representar uma categoria dupla na forma das quatro categorias re-
T

P

lacionadas

_
_—s

L

sujeitas aos axiomas da Definicao [1.1.28, De modo que as setas verticais,

]

correspondem as categorias A e O de flechas e objetos, respectivamente, enquanto
as flechas horizontais,

B—=H, V—=P,

correspondem aos funtores ¢, b: A = O.

Exemplo 1.2.4 Se considerarmos G um grupo abeliano, entao temos a categoria

dupla T associado a G.



onde, {eg} = {*} é a categoria associada ao subgrupo {eg} de G e G 3 {eg} é a
categoria associada ao grupo G.

Observe que o fato de G ser abeliano é fundamental, pois do Axioma 3 da

Definicao [1.2.1] obtemos {{%L}} = {%7} {Z}, para quaisquer ¢, h, [, k € G. Como a

composicao ¢ dada pela operacao de G, isto é, equivalente a ghlk = glhk, para

quaisquer g, h, [, k € G. Consequentemente, é uma categoria dupla se e somente se
hl = lh, para quaisquer h, [ € G. Note que, neste caso todos os elementos g € G sao
representados da forma

€a

(e €q.

€g

Observagao 1.2.5 A transposta de uma categoria dupla T € a categoria dupla T*
com as mesmas cairas e mesmos pontos, mas trocando os papéis das categorias
horizontais e verticais, ou seja, H' :=V e Vt :=H. Uma caiza A € B € denotada

por At quando considerada em T?.

e A categoria V! = Pt coincide com a categoria H = P e a Ht = Pt com a
categoria V = P.

o Bt = H! € a categoria onde as flechas sdo as caizas em T e os objetos sao 0s

morfismos verticais. As aplicacoes tt, bt: Bt — H! sao definidas por tt := 1
ebt ;=1 ondel, r: B—YV em T, id := id e a composicio é definida por
At

Bt = (AB)t.

o Bt =3 V! € a categoria onde as flechas sao as caizas em T e os objetos sao os
morfismos horizontais. As aplicagoes lt, rt: Bt — V! sao definidas por It :=

tert :=b, ondet, b B— H em T, id :=id e a composicio ¢ definida por
t
tpt . [A
AtBt = (B )

Um exemplo importante de categoria dupla, é a categoria dupla construida a
partir de um par combinado de grupos. Para podermos apresentar esse exemplo,

necessitamos primeiro introduzir algumas definigoes.

Definicao 1.2.6 Uma ac¢ao a esquerda de um grupo G sobre um conjunto nao vazio
X é uma fungio>: G x X — X, a qual para cada par (g,z) € G x X associa g > z,

satisfazendo:
1. g> (h>x)=ghv>z, para todo g, he G exe X;

2. eq > x =z, para todo x € X.
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De maneira analoga se define agao a direita.

Definicao 1.2.7 Sejam F e G dois grupos finitos juntamente com um acao a direita
G x F— G de F sobre o conjunto G e uma ac¢dao a esquerda >: G x F — F' de
G sobre o conjunto F. Dizemos que a colecio (G, F,>,<) é um par combinado de

grupos finitos se sao satisfeitas as sequintes condicoes, para todo g, he G ex, ye F:
1. gvay=(gv)((g<az)>y),
2. gh<x=(g<(h>z))(hax).

Exemplo 1.2.8 Seja (G, F,>, <) um par combinado de grupos finitos. Entao temos

a seguinte categoria dupla,

definida por:

o ' {x} e G =3 {+} sdo categorias associadas as estruturas dos grupos F e G,
respectivamente, como no Exemplo [I.1.4]

e G x F = (¢, é uma categoria cujos objetos sao os elementos de GG e as flechas

sao os elementos de Gx F. As aplicagoes t, b sao definidas da seguinte maneira:
b =<xGxF—GG, t=m:GxF—QG.

A composicao m : (Gx F)yx;(GxF) — GxF e aidentidade td: G — G x F,

sao determinadas, respectivamente, por

(g,2).(h,y) = (g,7y), id(g)=(g,er),

para todo g, he G, z, y € I, tais que g < = h.

e G x F = F, é uma categoria cujos objetos sao os elementos de F' e as flechas

sao os elementos de Gx F. As aplicagoes [, r sao definidas da seguinte maneira:
[ =>:GxF—F, r=m:GxF—F.

A composicao m : (GxF), x;(GxF) — GxF e aidentidade td: G — G x F,

sao determinadas, respectivamente, por

(gux)(hvy) = (gh7y)7 Zd(%) = (eGax)7
para todo g, he G, x, y € F, tais que h >y = x.
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Observagao 1.2.9 Neste exemplo de categoria dupla, um elemento A = (g,x) €
g

G x I é representado da sequinte forma A =g x x, onde é o unico elemento de

g<zx
G x F satisfazendo t(g,x) = g er(g,z) = x. Observe que o fato de ser par combinado

de grupos € fundamental, para verificar o Azioma 2 da Definicao [1.2.1. De fato,

sejam A =(g,x) e B =(h,y) tais que x = h > y,hentdo A e B sao representados de
g

maneira unica por A=g>x x, B=hpy y, pelo Axioma 2 devemos ter

gx h<ay

gh gh
AB= gbx y =g>(h>y) Y.
(gaz)(hay) (g<(hey))(hay)

gh

Entretanto, o elemento C = (gh,y) é unicamente representado por C = gh >y Y.

gh<y
Assim, € valida a composicdo horizontal no Azioma 2, se e somente se > € a¢do e

¢ par combinado de grupos. Da mesma forma, é vdlida a composicao vertical no

axioma 2 se e somente se 4 € acao e € par combinado de grupos.

Exemplo 1.2.10 Seja C um categoria pequena. Definimos a categoria dupla, de-

notada por QD(C), onde as caixas sao representadas pelos quadros

X a Y
f g
Z W

Yy

tais que xg = fy. Os elementos de P sao os objetos de C e os elementos de H e V

sao as flechas em C.

e H =3P el =P sao as categorias onde os objetos sao os objetos de C e as
flechas sao os morfismos entre objetos de C. As aplicacoes [, r, t, b, id e m sao

as naturais.

e B = H é a categoria onde os objetos sao os morfismos em C e as flechas sao
quadros comutativos. As aplicacoes t, b, td sdo as naturais e a composicao

é definida da seguinte forma: sejam A e B dois quadros comutativos, onde
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b(A) =t(B), entao 4

B ¢ dada por

X z Y Z Y W X z Y
A: f g ’B:a b = fCL gb
A y 14 R - S R . S

e 3 =3V é a categoria onde os objetos sao os morfismos em C e as flechas sao
quadros comutativos. As aplicacgoes [, r, td sdo as naturais e a composi¢ao
¢ definida da seguinte forma: sejam A e B dois quadros comutativos, onde
r(A) =1(B), entao AB é dada por

X a Y Y a4 R X T R
A=7f g ,B:g c = c
Z—W W5 Z——8

1.2.1 Propriedades de categorias duplas

Agora apresentaremos algumas propriedades béasicas para categorias duplas em
geral e introduziremos alguns termos que serao utilizados mais adiante no trabalho.
Para um elemento A € B, usaremos a notagao A", (respectivamente, AY) para a
inversa horizontal (respectivamente, vertical) de A, desde que existam. Estas sao

definidas, respectivamente, pelas relacoes:

A" =id1(A), A'A=idr(A), G, =idi(A) e 4 =idb(A).

Nos resultados seguintes apresentamos algumas relagoes entre os inversos em
B=zYVY eBzHcomV=zPeH=P.

Lema 1.2.11 Sejam T uma categoria dupla e A € B. Suponha que A =1 r
b

¢ inversivel com respeito a composi¢ao horizontal. Entao t = t(A), b = b(A) sdo
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mversiveis em H =2 P e temos
t—l
Al = r l.
-1

Analogamente, se A é inversivel com respeito a composi¢ao vertical, entao | = 1(A),

r=r(A) sdo inversiveis em V = P e temos

b
AV =11 r-L.
t
Demonstracao:
t
Seja A =1 r em B. Primeiramente, suponhamos que A seja inversivel com
b U
relacao a composicao horizontal, entao existe A" = x y, tal que AA" =1id [(A)
e APA =id r(A). Como A e A" sdo componiveis, temé}s que r=71(A)=l(A") =ze
y=1UA)=r(A") =1L tu ut
Agora, pelo Axioma 2 da Definicao |1.2.1} temos AA" =1 le ARA=1r T.
bv vb
Mas por hipotese, sabemos que
id t(1) id t(r)
AAM =dd [(A) = 1 l e AMA=didr(A)= r T
id b(1) id b(r)

Assim,
tu=id t(1) e wut=idt(r),

bv=1id b(l) e wvb=1idb(r).
Consequentemente, ¢ e b sao inversiveis, com ' = u e b=! = v. Portanto,
t_l

Al =y l.
p-1

Analogamente, mostra-se a outra parte do lema.
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Lema 1.2.12 Seja T uma categoria dupla. Entao,
(a) Se g eV € inversivel, entio id g é verticalmente inversivel e (id g)* = id g7!.

(b) Se x € H ¢é inversivel, entao id x € horizontalmente inversivel e (id x)" =

id v71.

Demonstracao:
(a) Seja g €V inversivel, entao existe g=! € V, tal que gg=! =id t(g) = id b(g™')
e gtg=1d b(g) =id t(g~'). Pelo Axioma 4 da Definigao [1.2.1} temos que

id t(g) id t(g™)
idg= g g, idg'= gt gt
id b(g) id b(g~')

Como b(id g) =id b(g) =id t(g7') =t(td g71) e t(id g) = id t(g) = id b(g™') =
b(id g71), entdo id g e id ¢! sdo componiveis verticalmente.

Pelos Axiomas 5 e 6 da Definicao [1.2.1], obtemos

{ fjg_l} = id gg~" = id id t(g) = id t(id g),

’[:d 971 . -1 _ . . .
{ id g }—zdg g=1did b(g) = id b(id g).
Pela unicidade do inverso segue que (id ¢)" = id ¢g~'. Seguindo o mesmo ra-

ciocinio, demonstra-se o item (b).

Lema 1.2.13 Sejam T uma categoria dupla e X, R € B.

(a) Suponha que 7 e que X, R sao inversiveis horizontalmente. Entao, )}g €
h
, ) . XM oxn[x
inversivel horizontalmente, T C R T {R .
(b) Suponha que X|R e que X, R sao inversiveis verticalmente. Entio, XR é
inversivel verticalmente, X°|R" ¢ X*’R* = {XR}".

Demonstracao:
X
(a) Sejam X e R em B tais que 7 © ainda, X e R inversiveis horizontalmente.
Como X e R sdo componiveis verticalmente entao b(X) = t(R). Além disso, pelo
Lema [1.2.11] sabemos que b(X") = b(X)™! e t(R") = t(R)™!, consequentemente,
Xh
t(Rh) = b(Xh) e ﬁ
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Finalmente, pelo Axioma 3 da Definicao [I.2.1] obtemos
x| [xn _[xxe\_[idiO) -, (X
Ui ) = ) =) - )
xil [x) _[xex| _ fidr(X)) _ Lo [X
RM(\R[Z\R'R[~\idr(R)[ " R["

h
{)Zg} . Do mesmo modo, demonstra-se o item (b).

X

LOgO, Rh —

a

Lema 1.2.14 Sejam T uma categoria duplo e A € B inversivel horizontalmente
e verticalmente. Além disso, suponha que Al € wverticalmente inversivel e AV €

horizontalmente inversivel. Entao, (A")? = (Av)".

Demonstracao:
Seja A € B inversivel tanto horizontalmente como verticalmente, existem A" e
Av. Ainda, como A" é verticalmente inversivel existe (A")? e, analogamente, como
A? ¢ horizontalmente inversivel existe (Av)".
(Av)h Av ) (Ah)v Av
e também
A | A Al

Assim, temos que . De fato, as composicoes
wioa A L (Ah)e . : -
Al A, e (Av)hAv e T estao bem definidas. Basta verificar se as composicoes

(AU h

(Aryr]Av e 22

De fato,

fazem sentido.

HAM) = #(A) ™ = B(A") 1 = B((AY") e 1(A") = 1(A)™ = r(A") = r((A)").

Agora, usando o Axioma 3 da Defini¢ao temos que

(I AT} - ) - i ) - e,

Por outro lado,

{(fl ﬁzjﬁv} ) {(ﬁhh)v}{ ﬁv} = id b(A)'id b(A) = id (b(A)'b(A)) = Oy(ay.
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(Av)h Av_(Ah)v Av
Ah A AR A

(A

v v\h h\v
Como ﬁ = id b(A), entdo {(ﬁh) = (jjléﬂl) } e do fato de A" ser inversivel

Assim, concluimos que , 0 que implica em

verticalmente segue a identidade, (A")v = (Av).

b1
Denotaremos A~! := (A")? = (Av)". Assim, A~1 =r~! I~
-1

1.3 Grupdides Duplos

Um grupoide interno em C é uma categoria interna munida com uma aplicacao
S : G — G que satisfaz a comutatividade dos diagramas da Defini¢ao [1.1.33] Um
grupdide duplo é um grupdide interno na subcategoria cheia Grp de Cat.

Um grupdide duplo é uma categoria dupla de tal forma que todas as quatro
categorias que a compoe sao grupoides. Na préxima proposicao, demonstramos que
é necessario e suficiente que apenas as categorias B = H e B = V sejam grupdides

para uma categoria dupla ser grupdide duplo.

Proposicao 1.3.1 Uma categoria dupla é um grupoide duplo se e somente se as

categorias B = H e B =V sao grupdides.

Demonstracao:

Seja Tuma categoria dupla tal que B =V e B = ‘H sao grupodides. Basta mostrar
que H =3P eV =3 P sao grupdides.

Seja x € H, podemos considerar ¢d x em B. Usando o fato de B = V ser grupdide,
entao td x é inversivel com relagao a composicao horizontal. Pelo Lema|l.2.11] segue
que x ¢ inversivel e, consequentemente, H = P é um grupdide. Analogamente,

VY = P é um grupdide. Portanto, T¢é grupdide duplo. A reciproca é imediata.

Observacao 1.3.2 O transposto de um grupéide duplo é um grupdide duplo.
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Exemplo 1.3.3 Consideremos o Exemplo [1.2.8] Esse é um exemplo de grupéide
duplo, onde F' = {*} e G = {*} sdo grupdides associados as estruturas dos grupos
F e G, respectivamente, ver Exemplo[1.1.35] A categoria G x F' = GG, é um grupdide
com S:Gx F— G x F definida por S(g,x) = (g <z, z71). Além disso, Gx F' =2 F,
é um grupé6ide com S : G x F'— G x F definida por S(g,z) = (¢7', g > z).

Agora apresentamos alguns resultados técnicos para grupdides duplos.

Lema 1.3.4 Seja T wum grupoide duplo, e sejam A, B, C € B. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
(a) A|B|C e ABC =1id t(ABC).

(b) Ezistem tunicos U, V € B tais que

AU U . .
v V=5 AU =id t(AU) e VC=1id t(VO).
A |Ulédt©)

do(A)|v| ¢

Além disso, temos que

(c¢) Existem tinicos W, Z € B tais que

w e
7‘_#, V=B, AZ=idt(AZ) ¢ WC=idt(WC).

dtA) | w| ¢
A | Z]idbC)

Além disso, temos que

Demonstracao:

Inicialmente, mostraremos que as afirmagoes (a) e (b) sdo equivalentes. Su-
ponhamos que ABC = id t(ABC), entao [(A) = I(ABC) = I(id t(ABC)) =
id lt(ABC) = id tI(ABC) =id tI(AB) = id lt(AB). Seja x = t(A)t(B) € H. Como T
é grupdide duplo existe A" € B, o inverso de A com relagao a composicao horizontal.

Observemos que

r(A) = 1(A) = id [H(AB) = id 1(t(A)t(B)) = id I(z) = 1(id )

e disto implica que A"|id x. Assim, definimos U := APid x e V := %v.

Note que V' esta bem definida, pois
b(UY) =t(U) = t(A"id z) = t(A")z = t(A)t(A)t(B) = t(B).
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Agora, verifiquemos se U e V, definidas desta forma, satisfazem as condigoes
requeridas. Claramente, temos que ‘[{. = B. Pela definicdo de U temos que AU =

id x =1id (t(A)t(B)) = id (t(A)t(U)) = id t(AU). Observemos que

r(V) = r(U")r(B) = r((A%id z)")r(B) = r((A")"(id 2)")r(B)
r(A™Yd x)r(B) = r(id x)r(B) = (id r(z))r(B) = r(B) = I(C).

Logo, V|C, entao VC. Basta mostrar que VC' =id t(VC).

Notemos que,

r(U) = r(A%dzx) = idr(z) = idr(t(A)t(B)) = id rt(B)
id tr(B) = id tH(C) = id It(C) = I(id t(C)).

Desta forma, Ulid t(C'). Além disso,

(V)

z( %) = WU(B) = I((AMid 2))I(B) = (A" (id )")I(B)

[(A™d 2)I(B) = I(A™DI(B) = r(A)I(B) = r(A)r(A)
= id br(A) = id rb(A) = r(id b(A)).

A |U|idi(0)
idb(A) | V] C

Consequentemente, id b(A)|V. E assim, temos

Observe que

id t(ABC)

A id 1(C AU id t(C
ABC = {idb(A) A )} - {idb(A) ro )}

id t(AU) idt(C)| _ [id t(AB) idt(C)
idb(A) Ve [ T ddbA)  ve [

Disto temos que b(A) = t(AB) e t(VC) = t(C). Além disso, pelo Axioma 6 da

definigao [1.2.1] temos que id t(ABC) = {id t(AB)id t(C)} = {id t(AB)id t(VC)}.

Assim,
(id t(AB)id t(VC)} = {id t(AB)) {id @(gc)}.

Logo, concluimos que VC' = id t(VC).

Agora, sejam U’ e V' em B que também satisfazem as condigdes de (b), logo
u_u
vovr
Notemos que t(B) =t(U) =t(U"), assim da condi¢do AU = id t(AU) = id t(AB)

temos que B = Mostremos que U = U’ e, consequentemente, V = V.
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e AU’ = id t(AU') = id t(AB), segue que AU = AU’ e por T ser grupdide duplo
implica que U = U".

Reciprocamente, de B = g e AlU, temos que I(B) = l(g) = (U)(V) =

r(A)I(V). Da condi¢ao VC = id t(VC') concluimos que (V') = id lt(VC'), entao
I(B)=r(A)I(V)=r(A)(id It(VC)) =r(A), logo A|B. Além disso, temos que V|C,
AU = id t(AU) e r(B) =r(U)r(V), entao r(V') = I(C) e r(U) = id rt(AU), assim
r(B) = r(U)r(V) =id rt(AU)I(C) = I(C), entao B|C e concluimos que A|B|C.
Falta verificar a igualdade ABC = id t(ABC).

Por hipétese, B = g e sabemos que A = id ;)L%A) eC= id tc(,C) Assim, usando o
Axioma 3 da Definicao [I.2.1], obtemos

ABC = 1. A U idt(C)| _ A U idt(C)
idb(A) V C idb(A) V C

Ez‘dt(AU) id t(C) %:} id t(AB) id t(C) %
idb(A)  id t(VC) idb(A)  id t(BC)

- { diam Gy ) - [ama) - e
Onde a quinta igualdade se deve a %éf)) implica t(AB) = b(A) e :ldtz(BOC)’)

implica t(C) = t(BC).

Para a demonstrar que (a) é equivalente a (c), basta definir W := id yC" e

v

7 = Vg , onde y = t(B)t(C) € H, e o resultado segue de maneira andloga.
O lema seguinte é o dual do lema anterior.

Lema 1.3.5 Seja T um grupoide duplo, e sejam A, B, C'e€ B. As sequintes sentencas

sao equivalentes:

A4 A
(a) B eB =1id || B]|.
o ¢\

(b) Ezistem tunicos U, V € B tais que

A

— B A .. (A V(v
U|v, Uv=B, U—zdl(U) e C—zdl(c).
C
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A id r(A)
Além disso, temos que U V
id 1(C) C

(¢) Existem unicos W, Z € B tais que

A
= _ A_ . A W _ . w
Wiz, WZ =B, Z—zdl(z) e C—zdl(c).
C
id I[(A) A
Além disso, temos que W Z .
C id r(C)

Demonstracao:

A demonstragao é andloga a do lema anterior.

0
Lema 1.3.6 As sequintes propriedades sao validas em um grupdide duplo T .
(a) Sejam A, X, Y, Z € B tais que
X (1.1)
Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
XYZ=A. (1.2)
x-1
y =41 (1.3)
7-1
(b) A colegio X = A = Z, Y = A satisfaz (1.1)), e (1.9).
Demonstracao:

(a) Suponhamos que XY Z = A, entdo b(A) = b(XYZ) = b(X)b(Y)b(Z). Por
temos que b(Y) =t(Z71) =b(Z)~!, de onde segue que b(A) =b(X)b(Y)b(Z) =
b(X)b(Z)'0(Z) = b(X). Mais ainda, como b(A) = t(A¥) entdo b(X) = t(A?) e

X

concluimos que —

Av’
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Analogamente, por hipétese, t(A) = (XY Z) = t(X)t(Y)t(Z), mas por sa-
bemos que t(Y) = b(X 1) =t(X)1, assim t(A) = t(X)t(Y)t(Z) = t(X)t(X) 1 (Z) =
t(Z). Mais ainda, t(A) = b(A?), implicando que t(Z) = b(A?). Logo, %

Além disso, temos r(X1) = [(X)™?, mas por (1.2)), temos {(X) = [(A). Logo
r(X-1) =1(A)' =1(Av), o que implica X1 Av. Do mesmo modo, I[(Z71) =r(Z)7!,
mas por (1.2)), temos r(Z) = r(A). Logo, I(Z7') = r(A)~ = r(A¥), o que implica
Av|Z-1. Portanto, temos

Xv | Xt A
XY | Z
Av | Z71 | Zv

Agora utilizando o Axioma 3 da Definicao de dois modos distintos, obtemos

Xv X1 A { Xv X' 4 )} A
X Y Zy =4 X Y Z V={4} = A
Av 770 zv Av Z-1 zv A

Xv X1 Av Xv| | X1 [AY X!
X Y Z; =1X Y Zr = A3 Y A
Av Z-v Zv Av | | Z71] | 2v Z-t

Como T é grupéide duplo, entdo A71AY = (Av)"AY = id r(AY) = id r(A)~'. Assim,

X1 X1
Av= A" Y AV implicaem A-1={ Y .

7-1 7-1
X1 x-1

Reciprocamente, suponhamos que { Y = A7l entdo r(A7!) =r| YV | =
Z1 71

r(XNr(Y)r(Z7). Por (L.I), temos que r(Y) = [(Z) = r(Z)7!, assim r(A™")
r(XYDr(Y)r(Z7Y) =r(XY)r(Z71)r(Z71) = r(X1). Mais ainda, r(A™!) = [(AY),
x-1
logo I(AY) = r(X~1) e concluimos X~!'|A”. Analogamente, [(A™') =[] YV | =
7-1
(X DUY)I(Z). Por (L)), temos que I(Y) = r(X) = [(X)™?, assim [(A™1)
(X-DIY(ZY) = (X HUX Y H(ZY) = 1(Z71). Mais ainda, [(A™!) = r(AY),
logo r(Av) =1(Z71) e Av|Z-1.
Além disso, temos que t(Z) = b(Z71)1 = b(A 1)L = b(A?) e t(X1)!
t(A 1)t =t(Av). Assim,

Xv X—l Av
XY | Z.
Av | Z-1 | Zv

Utilizando o Axioma 3 da Definigao de dois modos distintos, obtemos A
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Av v
XY Z ; e usando {’;11 } =4d b(A), concluimos que A = XY Z.
Av

(b) Sejam X =Z =AeY = A" em B. Mostraremos que estes satisfazem as

condigoes (|1.1]), (1.2) e (1.3]). De fato,

b(X71) = (t(A)) " = t(A") =¢(Y),
r(X) =r(A) =1(A") = 1(Y),
((Z) =1(A) = r(A") = r(Y),
b(Y) = b(A") = (b(A)) ™ = t(A™) = t(2).

Logo a condicao (|1.1)) verifica-se. Além disso,

XYZ=AA"A = (AAMA=id(A)A=A e
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Capitulo 2
Grupoides Duplos Vacantes

Neste capitulo, apresentamos a nogao de grupdide duplo vacante. Estudamos a
definicao e damos descricoes alternativas para este conceito. Além disso, demons-
tramos algumas propriedades sobre grupdides duplos vacantes que serao de suma
importancia para o objetivo principal do trabalho. Na segunda se¢ao, definimos par
combinado de grupdides e fatoracao exata de grupdides, e apresentamos um resul-

tado que mostra que estes conceitos sao equivalentes a grupodides duplos vacantes.

2.1 Grupdides Duplos Vacantes

A nogao de grupdides duplos vacantes apareceu pela primeira vez em [M], no
inicio dos anos 90. Na principal referéncia deste trabalho [AN2], Andruskiewitsch e

Natale apresentam a seguinte definicao.

Definicao 2.1.1 Seja T um grupdide duplo. Dizemos que T € vacante se para cada
x

reH geV tal que r(x) =t(g), existe unico X € B de modo que X = qg.

As seguintes proposi¢oes nos dao descrigoes alternativas de grupdides duplos

vacantes, que serao importantes ao longo do trabalho.

Proposicao 2.1.2 Seja T um grupdide duplo. As sequintes afirmacoes sao equiva-

lentes.
(a) T € vacante;

(b) Para qualquer feV, y e H tais que l(y) = b([f), existe unico Z € B tal que

Z=f ;
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(¢c) Para qualquer feV, x € H tais que l(x) = t(f), existe unico Z € B tal que
T
Z=f ;

(d) Para qualquer g € V, y € H tais que r(y) = b(g), existe unico Z € B tal que

Z = g.
Y

Demonstracao:

Primeiramente, mostraremos que (a) é equivalente a (b). Sejam y € He f eV

tal que [(y) = b(f). Suponhamos que exista um Z em B tal que Z = f . Por T
Y

-1

Yy
ser grupdide duplo existe Z~! e pelo Lema [1.2.14] segue que Z~! = f~1. Como

T é vacante segue que existem unicos z € H e g € V que completam Z~'. Assim

1

temos que Z = f g~ e pela unicidade do inverso de z e de g segue que Z é o

Y
unico morfismo em B tal que Z = f

)
Reciprocamente, seja Z € B o tunico morfismo tal que Z = f , com

Y
b(f)=1(y). Uma vez que T é grupdide duplo existe o morfismo Z-! tal que
-1

Yy
Z-1 = f~1, que é o tnico morfismo com esta representacao, pela unicidade

do inverso. Logo, T é vacante.

Agora, mostraremos que (a) é equivalente a (¢). Sejam z € H e f € V tal

x
que [(x) = t(f). Suponhamos que exista um Z € B tal que Z = f . Como T é
21
grupdéide duplo, existe Z" tal que Z" = f, pelo Lemal|l.2.11] Como T é vacante

x
existem tnicos y € H e g € V que completam Z". Assim temos que Z = f g e
z -1
Y

pela unicidade do inverso de y segue que Z é o tnico com Z = f
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Reciprocamente, seja Z € BB o tinico morfismo tal que Z = f ,comt(f)=1(x).

1

Como T é grupdide duplo existe o morfismo Z” que é da forma Z" = f, sendo

este o Unico com esta representacao, pela unicidade do inverso. Logo, T é vacante.
Para demonstramos que (a) é equivalente a (d) usa-se raciocinio similar a equi-

valéncia (a) e (¢). Tomando o inverso vertical.

a

Proposicao 2.1.3 Seja T um grupdide duplo. As sequintes afirmagoes sao equiva-

lentes.

(a) T € vacante;

(b) Para todo R, S, P € B tais que g e P| {g}, entdo existem unicos X, Y € B

tai X | R p_X
ats que el =3,
TS Y

(¢) Para todo T, U, Q€ B tais que T|U e %, entao existem unicos V, Z € B tais

vz oy,
ue (& = .
ey

Demonstracao:

Faremos, primeiramente, a demonstracao de que (a) é equivalente a (b). Supo-
nhamos que 7 é um grupoide duplo vacante. Sejam R, S, P € B tais que g e P| {?},
ou seja, b(R) = £(S) e r(P) = (1;) —I(R)I(S).

Consideremos = = t(P) e g = [(R). Temos que

r(z) = rt(P) = tr(P) = tl (?) -t (g?) = It(R) = ti(R) = t(g),

o que implica r(z) = t(g) e por ser T vacante existe exatamente um X € B tal que
T

X = g. Notemos que b(X?) =t(X) =z =t(P). Disto, definimos Y := )]gv.

Claramente, pela definicao de X e Y, temos que P = )é Basta, assim, veri-

X | R . X R .
ficar que vis Note que as composigoes v X|R e g fazem sentido. Basta

verificarmos que a composigao Y|S esta bem definida.
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Como T ¢ grupdide existe [(R)~!, assim
1(S) =U(R)"r(P) = U(R)'r(X)r(Y) =U(R) " U(R)r(Y) =r(Y),

o que implica Y|S. Logo, X e Y definidas desta maneira satisfazem as condigoes da
proposicao. Falta verificar a unicidade.

Sejam X’ e Y’ em B, que satisfazem as condigdes em (b). Logo t(X') =t(P) ==z
x

e r(X’) = l(R) = g, consequentemente, X’ é X' = g. Mas, T é vacante entao

X’ = X. E, ainda, se Y’ cumpre as condigoes teriamos t(Y') = b(X) = t(Y) e
r(Y") =1(S)=r(Y), e o que implica Y’ =Y, pois T é vacante.
Reciprocamente, sejam z € H e g € V tal que r(z) = t(g). Podemos tomar, R

=1id ge S = (id g)" = id ¢g~'. Temos que t(¢g7') = b(g). Assim, podemos compor

verticalmente Re S, e g = Oy(y). Mais ainda, como r(z) = t(g), tomamos P = id .

Assim, a composicao P |{§} faz sentido, pois

r(P) =id r(z) = id t(g) = id b(g™*) = gg~* = (R)I(S) = | (g) .

Agora, por hipdtese, sabemos que que existem tnicos X, Y € B tais que cumprem

as condicoes em (b), e disso, obtemos que ¢(X) =t(P) =z e r(X) =Il(R) = g, entdo
x

o morfismo X é representado da forma X = g. Basta mostrar que X ¢é tunico

com essa representacao.

Seja X’ um morfismo em B tal que X’ = g e definimos Y’ = ()g)v. Os

morfismos X’ e Y’ definidos desta forma satisfazem as condigoes de (b), mas pela
unicidade da hipotese segue que X’ = X e Y’ =Y. Portanto, existe um X € B com
t(X) =z er(X) =g, consequentemente, T é vacante.

Agora, demonstraremos que (a) é equivalente a (c¢). Suponhamos que T é
vacante. Sejam T, U, @ € B tais que T|U e %, ou seja, r(T) = I(U) e
b(Q)=t(TU) =t(T)t(U) e consideremos f =1(Q) e y =t(T). Assim, temos que

b(f) =bl(Q) = 16(Q) = H(TU) = tl(TU) = tI(T) = (T = I(y),

o que implica b(f) =Il(y). Seja V e Btal que V = f . Como T é grupdide existe
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y—l

V-1 tal que V-1 = f~tecom T é vacante é a unica desta forma. Logo, V é o

tinico morfismo com esta representagao.
Definimos Z := V'@, a qual estd bem definida, pois r(V*) =1(V) = f = 1(Q).

Claramente, pela definicao de V e Z, temos que ) = VZ. Basta, assim, verificar
Vi9Z V
que ?‘7 Observe que as composigoes T|U, V|Z e T estao bem definidas. Logo,

. - . . Z .
sO ¢é necessario verificar se a composi¢ao — esta bem definida.

Como T é grupdide existe ¢(7)7!, entao

t(U) =t(T)0(Q) = (1) "b(V)b(Z) = H(T)'H(T)b(Z) = b(Z),

Z
o que implica em —. Assim, V e Z definidas desta maneira satisfazem as condig¢oes
da proposicao. Falta verificar a unicidade.

Sejam V' e Z' em B que satisfazem as condi¢oes em (c). Assim temos que

(V) =1(Q) = feb(V")=t(T) =y. Logo, V' é representado por V' = f

Como T é vacante implica que V' = V. E, ainda, se Z’ cumpre as condigoes ter%os
W(Z)=r(V")=r(V)=U(Z) e b(Z") =t(U) =b(Z), e o que implica Z’' = Z, pois T é
vacante.

Demonstraremos que (a) é equivalente a (¢). Sejam y € H e f € V tal que
I(y) = b(f). Podemos tomar, T = id y e U = (id y)" = id y~'. Temos que
I(y™) = r(y), entdo podemos compor horizontalmente 7' e U com TU = Oy.
Mais ainda, como [(y) = b(f), tomamos @ = id f. Logo, a composigao 0 faz

sentido, pois

W(Q) = id b(f) = id I(y) = yy™ = LTIV = (TT).

Agora, por hipétese, sabemos que existem unicos V, Z € B tais que cumprem as
condigbes em (c), e disso, obtemos que [(V) =1(Q) = f e b(V) =b(T) =y, entao V é

representado por V' = f . Basta mostrar que V' ¢é tinico com essa representacao.

Y
Seja V' e B tal que V' = f|:| e definimos Z’ = (V")*@Q. Os morfismos V'’

e Z' definidas desta forma satisfazem as condigoes de (¢), mas pela unicidade da

hipotese segue que V' = V e Z’' = Z. Portanto, existe um morfismo V em B tal que

V=Ff . Logo, pela proposicao anterior, 7 é vacante.
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Proposicao 2.1.4 Seja T um grupdide duplo. As sequintes afirmagoes sao equiva-

lentes.
(a) T € vacante;

(b) Para todo A, B, X, Y € B tais que XY = é, entao existem unicos U, V, R, S

Uu|\v
eBcom—‘—, UV:A,RS:B,%:Xeg:Y.
R| S

Demonstracao:
Sejam A, B, X, Y € B tais que XY = é Consideremos = = t(Y') e g = r(A),

temos que r(z) = rt(Y) = tr(Y) = t(r(A)r(B)) = tr(A) = t(g)io que implica

r(x) =t(g) e por T ser vacante existe um V em B da forma V = g. Definimos,
v v]/-1
}‘i e R:= AXV .
Notemos que U, R, S estao bem definidas, pois (V") = (V) = g = r(A) e
b(Vv)=t(V)=x=t(Y). Mais ainda,

a partir de V, os morfismos U := AV" S :=

b(APV1) = b(AYYB(V) = t(A)L(V) L = t(A)L(Y) ™ = £(X).

Basta verificar se U, V, R e S definidos desta maneira satisfazem as condigoes de
(b). Observemos que r(U) = r(AV?) =r(Vh) =1(V), o que implica em U|V. Agora,

temos que

b(U)

BAV?) = b(AYB(V™) = t(A")B(V)™ = H(AV)E(V)
HAV) :t( A”V’l) - #(R).

X

: . U
Disto concluimos que = Da mesma forma,

r(R)

7"( Aggl) = (AV)r(X) = r(VORX) = 1(V) (YY)

[(VOIY) :z( 1V/) = U(S).

O que implica em R|S. Por fim, temos ¢(S) = t( }Vj) =t(Vv) =b(V). Assim, v

g
uWv

Logo, temos .
R|S

50



Agora, mostraremos que A = UV e B = RS. Primeiro,
UV = (AVMV = A(VhW) = Aid r(V) = A.

Assim, A = UV. Do mesmo modo,

RS- { Az;y—l}{ }\i} _ { Av)\(/;\/v} _{ g}} :{ idg(A)} _B

Assim, B = RS.

U Vv
ReY—S.

Finalmente, mostraremos que X =

U, {A‘%ﬁ} _ {z’d (A)id t(V)‘l} v

Vv .
Do mesmo modo, g = { V”} = {zd iﬁv)} =Y. Portanto, U, V, R e S satisfazem as
Y

condigoes de (b

9] 7 Ulv

).
Agora, sejam U, V, R e S € B que também satisfazem as condicdes, ou seja,
B, = X, %5 =Y e ——. Assim, (V) =r =ge
= (V) = () = g

UV =A4, RS = 5= g
t(V) =t(Y) = 2. Como T é vacante segue que V = V.

Do mesmo modo 7(U) = (V) = (V) = r(U) e t(U) = t(X) = t(U) e como T ¢
vacante segue que U = U. Mais ainda, 7(S) = r(B) = r(S) e t(S) = b(V) = b(V) =
t(S) e dai S = § por ser T vacante. E, por fim, r(R) = I(S) = I(S) = r(R) e
t(R) = b(U) = b(U) = t(R) e pelo mesmo motivo B = R.

Reciprocamente, sejam z em H e g em V tais que t(g) = r(z). Queremos mostrar
x

que existe um V € B da forma V = g.

Podemos tomar A := id g e B := A" = id g~'. Temos assim que é = Oyy)-

Agora, tomamos Y :=14d v e X := V" =id 27! e a composicdo XY = O, ;). Assim,

usando o fato de t(g) = r(z), concluimos que Oy = O,(;) e, consequentemente,

_A
XY_B.

Logo, por hipdtese existem tunicos U, V, R e S em B tais que satisfazem as
condigoes. E disso temos que (V) =r(A) =ge t(V) =t(Y) = x. Assim, V é da
x

forma V = g.
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Seja Ve B tal que V = g, definimos os morfismos U := A(V)h, S = (g)v
e R:= Av)((v)_l, claramente U, V, R e S satisfazem as condicdes de (b), mas pela

unicidade da hipétese segue que V.=V, U = U, R =R e S = S. E, portanto, T é

vacante.

a

Lema 2.1.5 Seja T um grupdide duplo vacante e seja A € B. FExiste exatamente

uma colecao X, Y, Z € B tal que as condicoes , € do Lema sao
vdlidas, a saber X = 7 = A, Y = Ah.

Demonstracao:

Pelo Lema m parte (b), temos que a colegdo X = Z = A e YV = A" satisfaz
as condicoes. Basta mostrar que sao tunicas. Sejam P, (), R € B tais que também
satisfazem as trés condigoes.

De PQR = A temos que r(R) = r(A). Além disso, t(R) = b(R')"!, mas pela
condigao sabemos que b(R™1) = b(A™1), assim t(R) = b(A™1)™t = (t(A)) ! =
t(A). Logo, r(R) =r(A) e t(R) =t(A), e como T é vacante, segue que R = A.

Do mesmo modo, de PQR = A temos que [(P) = [(A). Mais ainda, b(P) =
t(P~1)~!, mas pela condigao sabemos que t(P~') = t(A™1), assim b(P) =
t(A)t = (b(A)™)! = b(A). Logo, I(P) = I(A) e b(P) = b(A) e como T é va-
cante, segue que P = A.

Por fim, ja sabemos que R = P = A, substituindo na condicao , obtemos
AQA = A. Por ser T grupdide duplo existe A", entao aplicando em duas vezes A"

na equacao AQA = A, concluimos que @ = A". Disto segue o resultado.
a

Listamos agora, alguns fatos técnicos sobre grupdides duplos vacantes que serao

utilizados no decorrer do trabalho.

Proposicao 2.1.6 Sejam T uma grupoide duplo vacante e C € B. Se uma aresta
horizontal (respectivamente, vertical) de C' é uma identidade, entio C = id r(C)
(respectivamente, C = id t(C')).

Demonstracao:
Seja C' € B . Vamos mostrar o resultado para o caso em que t(C') é uma iden-

tidade, os demais casos sdo andlogos. Sejam 7(C) = g e t(C') = id t(g), claramente
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temos que t(g) =7(id t(g)) e C é da forma

id t(g)
C= g

Entretanto, 2d g é um morfismo em B com t(id g) = id t(g) e r(id g) = g. Por
hipétese, T é vacante, logo C' = id g¢.

Proposicao 2.1.7 Sejam T um grupoide duplo vacante e C em B. Entao,

A | B
(a) O conjunto de pares de morfismos (A,B) tais que T‘—, AB = id t(AB)
A _ o A)
¢ = id l(C) é

z, se C' nao uma identidade horizontal,
{(Op,id x): zeH, I(x) = P}, se C'=1d g, P=1t(g).

C
(b) O conjunto de pares de morfismos (A,B) tais que T‘?, AB = id b(AB)

eg:z‘dr(g)é

, se C nao uma identidade horizontal,
{(4d h,0¢q): heH, r(h) =Q}, se C'=1d g, Q=0(g).

Demonstracao:

Demonstraremos o item (a), o outro item segue analogamente. Suponhamos que
sejam validas AB = id {(AB) e é — id z(é), entdo b(C) = b (é) —id bl (é) pela
Proposicao segue que C' = id r(C).

Agora, sejam g =7(C) e P =t(g). Temos de é que b(A) =t(C) =id t(g) =id P
ede AB = id t(AB) que l(A) =id lt(AB) =id lt(A) = id tI(A). Mas, bl(A) =P e
[(A) é uma identidade, assim t{(A) = bl(A) = P. Logo, b(A) =id P e l(A)=id P e
como T é vacante, segue que A = Op.

Também de AB = id t(AB), temos que r(B) = id rt(AB) = id rt(B). Logo,
pela equacao concluimos que B = id r(B). Seja x = r(B) em H, mas como
A|B segue que I[(B) =r(A) o que implica id I(z) =id P, e assim [(z) = P.
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Logo, se C = id g, com t(g) = P, entao a solucao é (Op, id ), com z em H e

[(z) = P. Caso contrario é vazia.

Proposicao 2.1.8 Sejam T um grupdide duplo vacante e C em B. Entao,

. . A |B ,
(a) O conjunto de pares de morfismos (A,B) tais que = ,AB = C ¢

z, se C'#1d g.

{(g , g): zeH, I(2)=t(g9)}, se C=1d g.

A-1
(b) O conjunto de pares de morfismos (A,B) tais que 7‘?, AB=C¢

z, se C'+1d g.

{(g , g):weH, r(w)=>b(g)}, seC=1dg.

-1

w w

Demonstracao:
Faremos a demosntragao do item (a), o item (b) segue analogamente. Su-

ponhamos que sejam vélidas as condigoes. Notemos que 7(A) = I(B) e b(A) =

t(B7') = b(B)™!, assim A é da forma A = [(B), mas B" possui os mesmos
b(B)™
“right” e “bottom” que A, entdo por 7 ser vacante segue que A = B". Assim,
C=AB=B"B =idr(B).
Sejam g =r(B) e z =t(B). Como A = B" segue que I[(A) =g e t(A) =271, logo

z1 z

a solucao é | g ) g |. Caso contrério, a solucao é vazia.
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2.2 Par Combinado de Grupdides

O objetivo desta secao é dar uma caracterizagao de grupéides duplos vacantes em
termos de par combinado de grupdides. Serao apresentadas inicialmente algumas
definicoes e alguns resultados necessarios para a demonstracao da proposicao no

final desta segao. Esta caracterizagdo é devido a Mackenzie em [M].

Definicao 2.2.1 Sejam G =2 P um grupoide e q : E — P uma aplicagao, onde &
¢ um conjunto. Uma agao a esquerda de G em q € uma aplicagao >: Gy x, & —> €,
onde Gg x, € = {(g,2) e Gx & : f(g) = q(z)} tal que, para todo g, h € G e x €&,

satisfaz:
1. q(gvx) =p(g);
2. g>(h>x)=ghvx;
3. id q(x) > x =1.

Definicao 2.2.2 Uma agao a direita de G em q € uma aplicagio <: €, x, G — &,
onde & %, G = {(x,9) € ExG :q(zx) = p(g)} tal que, para todo g, h € G e z € &,

satisfaz:
1. q(z<g) = f(9);
2. (r<ag)<dh=x<gh;
3. x<id q(x) =x.

Observagao 2.2.3 Dado P € P, definimos Ex = ¢-Y(X), ou seja, Ex = {a €& :
q(a) = X}. Entao a acdo de g€ G, g> _:Epg) — Ep(g), € um isomorfismo.

Definicao 2.2.4 Dadas duas agoes de G em q: € — P eq : & — P e uma
aplicagao ¢ : £ — &', dizemos que as agoes se entrelagam se q = ¢q' e ¢(g > x) =

g> (), para todo g € G, x €& tais que f(g) = q(x).

Definicao 2.2.5 Uma ag¢ao ¢é dita trivial se existe uma conjunto X tal que
E=PxX, onde q: PxX — P é a projecao e¢ g > (f(g),z) = (p(g),z), para
todo geG, vef&.

As duas proximas defini¢oes generalizam as nocoes de par combinado e fatoracao

exata correspondentes para grupos finitos.
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Definicao 2.2.6 Um par combinado de grupoides é um par de grupoides V, H de
mesma base P, com aplicacoes principio e fim t, b: V=P el, r: H =3 P, respecti-
vamente, e dotado com uma ac¢ao a esquerda >: H, x4V — V de H em t:V — P

e uma a¢ao a direita <2 H, x, ¥V — H de V em r: H — P, satisfazendo:
1. b(x>g)=l(x<g);
2. x> fg=(zv f)((z < f)>g);
5. ayag=(z<a(y>g))(y<g),
para todo f, g €V, x, y € H, tais que a composicdo seja possivel.
Lema 2.2.7 Seja (V,H,>,<) um par combinado de grupdides, entdio:
(a) xv>id r(x)=id [(x), para todo x € H;

(b) id t(g) > g =id b(g), para todo g€V .

Demonstracao:
Demonstraremos o item (a), o item (b) verifica-se analogamente. Seja x € H,

entao

x> id r(x)

x> ((id r(x))(id r(z))) = (xv>id r(x))((z <id r(z)) > id r(x))
= (z>idr(x))(z>idr(z)).

Como V é grupdide e x > id r(x) € V, entao existe (z > id r(z))~!. Assim, mul-
tiplicando (z > i¢d r(z))~! em ambos os lados da tltima igualdade, obtemos que
id b(z >id r(x)) =z >id r(x).

Pela Definigao temos que b(x > id r(x)) = l(x < id r(z)) = I(x). Logo,

concluimos que z > id r(zx) =id I(x).
O

Definigao 2.2.8 Seja K =2 P um grupoide. Uma fatoracao exata de KC € um par de
subgrupdides amplos (V,H), tal que para cada h € K, existem unicos f€V, g € H,
tais que h = fg, isto €, se a multiplicacao m : Vy, x; H — K € uma bijecao.

Se o par (V,H) é uma fatoragdio exata de K, denotaremos K = VH.

Fatoragoes exatas, K = VH, de grupdides sao equivalentes as estruturas de pares
combinados de grupdides, sobre o par de (V,H, e as estruturas de grupéides duplos

vacantes. Isto é demonstrado no seguinte resultado.
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Proposicao 2.2.9 As sequintes definicoes sao equivalentes:
(a) Par combinado de grupdides;
(b) Grupdides com fatoracao exata;
(¢c) Grupdides duplos vacantes.

SeV, H é um par combinado de grupdides, o grupdide decorrente de (b) serd deno-

tado por K =V wuH

Demonstracao:

Inicialmente, mostraremos que (a) é equivalente a (b). Seja (V, H, >, <) um par
combinado de grupdides, onde V =2 P e H =3 P sao grupdides com a mesma base P
e>:H,.x; V—V, <t H, x,V — H sao agoes.

Consideramos K o grupéide com base P e flechas V ,x; H = {(g,x) € VxH : b(g) =
[(z)}; as aplicagoes principio e fim dadas, respectivamente, por a(g,z) = t(g) e
B(g,x) =r(x), para todo (g,z) € V px; H; a composi¢ao m definida por (g, x)(h,y) =
(g(z > h),(x < h)y); a identidade Id dada por Id(X) = (idy(X),idy (X)) e, além
disso, (g,x) ' =(z7'> gzt ag!). Com essa estrutura K é um grupdide.

De fato, seja X € P, temos

(o Id)(X) = a(idy(X), idy (X)) = t(idy(X)) = X =idp(X),
(BoId)(X) = B(idy(X),idy(X)) = r(idyu (X)) = X = idp(X).

Sejam (g,z),(h,y) em V ,x; H.

a(g(x>h),(z<ah)y) = t(g(x>h)) = t(g)
a(g,z) = (aom)((g,7),(hy))

(aom)((g,x), (h,y))

Do mesmo modo,

(Bom)((g,2),(h,y)) = Blg(x>h),(zah)y) = r((x<h)y) = r(y)
= B(h,y) = (Bom)((g,7),(hy)).

Consideremos (g,), (h,y),(l,z) €V pyx; H, entao

m((g,z), (h(y > 1), (y <l)z))
(g(z>h(y> 1)), (xah(y>1))(y<l)z).

(m(idxm))((g,x), (h,y), (1, 2))
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Por outro lado,

(m(m xid))((g,x), (h,y), (1, 2))

m((g(z > h), (z ah)y), (1, 2))
(gx>h)((x<h)y>l),((x<ah)y<l)z).

Como (V, H, >, <) é um par combinado de grupdides, concluimos que m é associativa.
Sejam X € P e (g,z) eV px; H, tal que t(g) = X.

(m(Idxid))(X, (g,2))

Analogamente,

(m(id = Id))((g,2), X)

Por fim, seja (g,z) €V pyx; H

(m(id x S)diag)(g,x)

Da mesma maneira,

(m(S xid)diag)(g, )

m((idy(X),idy (X)), (g9,7))
(idy(X)(idy(X) > g), (idu(X) < g)z)
((idy(X))g), (idu(X))x) = (9,7) = m(X,(g,7)).

(g(z > idy(X)), (z <idy(X))idy (X))
(9(idy (X)), 2(1dn(X))) = (g9.2) = m((g,2),X).

(m(id x 5))((g, ), (9, 7))

m((g,z), (@ > g a7 ag™))

(g(z> (x> g™h), (za (@ e g™))(at ag™))
(gGid I(x) > g), 22 < g™h)

(glid t(g) > g "), za™t ag™)

(997" id I(x) < g™t) = (id t(g),id t(g™") ag™")
(id t(g),id b(g™")) = (id t(g),id t(g))
Id(t(g)) = Id(a(g,)).

(m(S xid))((g,2),(g,7))

m((z7 > g2 ag™), (g,2))

(@' e g ™)t ag)pg), (e agh) ag)n)
(7' glg, (z7t Qid t(g™))x)

(z7'>id t(g™), (z7t @id t(g™"))x)
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(z7'>id r(z7h), (7 <id r(z™h))x)
= (id l(z7Y),27'2) = (id r(x),id r(x))
ld(r(x)) = Id(B(g,)).

Denotaremos uma flecha (g, ) em V ,x; H, do seguinte modo g \— . Identifi-
x

id [
caremos as flechas de ‘H por id 1) \— e as flechas de de V por g \W)
T ? g

Portanto, o par (H, V) é uma fatoragao exata de K.

Reciprocamente, sejam I um grupdide e V, H uma fatoracao exata de IC. Para
cada par (x,g9) em H .x; V, existem e sao tnicos, pela defini¢ao de fatoracao exata,
r>gemVexdgem H tais que xg = (z>g)(z <g).

Basta mostrar que > e < descritas desta forma sao acgoes e que satisafazem as
condicoes de par combinado de grupdides.

Temos que b(x > g) =1(z < g), caso contrario a composi¢ao (x> g)(x < g) nao
faria sentido.

Sejam z, y em H e g em V, tais que r(x) = l(y) e r(y) = t(g). Pelo fato
de H, V serem subgrupdides de K, temos que é valida a associatividade, ou seja,
(zy)g = z(yg) em K. Isso implica que, (zy > g)(zy < g) = x(y > g)(y < g). Mais
uma vez pela fatoracao exata temos que

(zy>g)(zy<g)=(z>(y>g))(za(y>g))(y<g).
Pela unicidade da fatoracao segue que
zy>g=z>(y>g) e ay<g=(ra(yrg))(y<g). (2.1)

Analogamente, sejam z em H e g, h em V, tais que r(x) =t(g) e b(g) = t(h). Segue

que
x>gh=(x>g)((r<ag)>h) e x<agh=(x<g)<h. (2.2)

Sejam g em V e id t(g), id b(g) em H. Por serem H, V subgrupdides de K temos
que g = (id t(g))g = (id t(g) > g)(id t(g) < g) e g = g(id b(g)), consequentemente
g(id b(g)) = (id t(g) > g)(id t(g) < g). O que implica em

g=idt(g)>g e idb(g)=1idt(g)<g. (2.3)
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Analogamente, sejam z em H e id [(z), id r(z) em V, entao
x=zidr(z) e idl(x)=zv>idr(zr). (2.4)

Assim, de (2.1)), (2.2)), (2.3) e (2.4)), concluimos que >, < s@o agdes e satisfazem

as condigoes de par combinado de grupdides. Portanto, (H, V, >, <) é um par
combinado de grupdides.

Agora, mostraremos que (a) é equivalente a (¢). Seja (H, V, >, <) um par
combinado de grupdides, onde H =2 P e V =3 P sao grupdides com a mesma base P

e >, < sao agoes de grupdides. Definimos B := H ,.x; V e denotamos X = (x,g) em
x

B do seguinte modo X = x> g g .

xdg
H. <,V 3 H
Assim, || ll é um grupdide duplo, onde os grupdides H ,x; V = H e
1% =z P

H .x; V =V possuem as mesmas estruturas do Exemplo [1.3.3] Basta verificar que
tal grupdide é vacante.

Sejam z em H e g em V, tais que r(z) = t(g). Por definicdo X = (x,9) em
x

B é dada por X = zp>g g . Agora, sejam y em H e h em V), flechas tais que

xdg
h=1(X) ey=0b(X), mas por definigdo I(X) =z > g e b(X) = x < g e pela unicidade
de [ e b, segue que h=x 1> g e y=x<g. Portanto, o grupdide duplo é vacante.
Reciprocamente, seja T um grupéide duplo vacante. Dados z em H e g em €V,

tais que r(z) = t(g). Definimos, x < g :=b(X) ez > g:=1(X), onde X em B é o
T

tnico morfismo tal que X = g. Da unicidade de I(X) e b(X) implica que as

aplicacoes >, < estao bem definidas. Basta verificar se sao agoes e se satisfazem as
condigoes de par combinado de grupdides.
Sejam z, y em H e f, g V, tais r(z) = t(g), r(x) = I(y) e b(f) = t(g). Como
x

T é grupdide duplo vacante, entao existe um X em B da forma X = x> g g .
xdyg
Consequentemente,
l(z)=t(x>g), b(g)=r(x<g) e blz>g)=Ilzrag). (2.5)

Suponha que z > fg, isto implica que r(z) =t(fg) = t(f). Logo, existem
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A=xp> fg fg e B=zp>f f-
< fg rdf

Agora, notemos que r(x < f) = b(f) = t(g), pois existe a composicao fg. Logo,

podemos considerar a caixa

rdf

C=(zaf)ryg g.

(x<af)ay
. B
Temos que b(B) =t(C'), assim Yol

T

o= e NN fe
(z<af)ay

Mas, por hipétese, o grupdide duplo é vacante, logo A = g e, consequentemente,

> fg=(> f)((xaf)pg) e wafg=(zaf)ay. (2.6)

Analogamente, suponha que r(zy) = r(y) = t(g). Logo, podemos considerar
xy > g. Como T é um grupéide duplo vacante, r(zy) = t(g) e r(y) = t(g), entao
existem

Yy Yy
P=azyvgl |g e Q=yrgl |g.
rYy g y<yg

Além disso, pela existéncia da composi¢ao xy, temos que t(y > g) = l(y) = r(x).

Assim, podemos considerar

R=z>(y>g) yvg.
<4 (yvg)

Como r(R) =1(Q), podemos compor horizontalmente R|Q e

Ty
RQ= zv>(y»g) g
(x<a(yvg))(y<yg)
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Mas como o grupdide duplo é vacante, concluimos que P = R(@) e, portanto,

zyag=(ra(yrg))(y<ag) e zyvg=xv(yvg). (2.7)

Sejam g em V e id t(g) em H, temos que r(id t(g)) = t(g), entdo podemos
considerar
id t(g)
A=idt(g)>g g,
idt(g) g
como A possui uma identidade em um dos seus lados horizontais, pela Proposicao
[2.1.6], segue que A = id g e, portanto, temos que

idt(g)>g=g9 e idt(g)<g=1idb(g). (2.8)
Analogamente, sejam z em H e id r(z) em V, entao
x>idr(x)=idl(z) e xz<idr(x)=ux. (2.9)

Por (2.5)), (2.6), (2.7), (2.8) e (2.9), concluimos que >, < s@o agbes e satisfazem

as condigoes de par combinado de grupdides. Portanto, (H, V, >, <) é um par

combinado de grupdides.
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Capitulo 3

Algebras de Hopf fracas associadas

a grupoides duplos vacantes

Neste capitulo, apresentamos o principal resultado deste trabalho. Construimos

uma algebra de Hopf fraca a partir de um grupéide duplo vacante finito.

3.1 Algebras de Hopf fracas

O objetivo desta secao é apresentar o conceito de algebras de Hopf fracas ou
grupdides quanticos finitos, que foram introduzidos por Bohm, Nill e Szlachanyi em
[BNSzZ|], [BSz|], no final da década de 90, como uma generalizagdo das édlgebras de
Hopf ordindrias. Apresentaremos resultados titeis para o trabalho e alguns exemplos.
Por fim, provaremos uma proposicao que diz qual condicao uma algebra de Hopf

fraca precisa satisfazer para que esta seja uma éalgebra de Hopf ordinaria.

Definigao 3.1.1 Uma bidlgebra fraca é uma quintipla (H,m,u,A,€), onde H é um
K-espago vetorial de dimensao finita, (H,m,u) tem estrutura de dlgebra associativa,
(H,A,¢) tem estrutura de codlgebra coassociativa, tal que para todo g, h, [ em H, as

sequintes propriedades sao validas:
1. Multiplicidade da comultiplicagio: A(gh) = A(g)A(h);
2. Multiplicidade fraca da counidade: €(ghl) = Y. e(gh1)e(hal) = ¥ e(gh2)e(hil);
3. Comultiplicidade fraca da unidade:

A*(1g) = (A(lg) @ 1p)(1r @ A(ln)) = (1r ® A(1m))(A(lx) ® 1n).

A comultiplicagao serd denotada por uma variagao da notac¢ao de Sweedler, A(h) =

hi ® hs.
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Uma bidlgebra fraca tem uma estrutura de algebra e uma de coalgebra, a co-
multiplicagao ¢ multiplicativa, mas nao preserva a unidade e a counidade nao ¢é
multiplicativa, ou seja, se enfraquece a condicao da comultiplicagao e da counidade
serem morfismos de algebras na definicao de bidlgebra ordinaria.

Observemos que a comultiplicadade fraca da unidade pode ser escrita do seguinte

modo:
Lelliel, = 1liehl,el, = 1;,81,®I1;.
Além disso, da multiplicidade de A, podemos concluir que, para todo A em H,
A(h)=h1 ®hy = hily ® holy = 11hy ® 15hs.

Exemplo 3.1.2 Seja G = P um grupdide, tal que P é finito. Considere o K-espaco
vetorial KG com base {u,;¢g € G}. Este é uma bidlgebra fraca com a seguinte estru-

tura:

=p(h).
UgUp = { Hahy > f(g) p( ) ) 1= Z Uiy, A(ug) = Uy ®U’97 E—:(U’g) = ]'7

0, caso contrario. Xep
para quaisquer g, h € G.

Exemplo 3.1.3 Consideremos o dual (KG)* da algebra de grupédide, com base
{vg;9 € G} que é base dual de {uy;g € G}, ou seja, vy(up) = 0y Temos que (KG)*

tem estrutura de bidlgebra fraca, dada por:
Vg = Ognvg, 1= vy, Avy)= > v;®u, ¢ (Z Agvg) = > A
9¢g g=jl g€g g=1x
para quaisquer g, h € G.

A partir da counidade podemos definir duas aplicacoes K-lineares: ¢,: H — H,

chamada de principio, e €4 : H — H, chamada de fim, as quais sao definidas por:

e (h) = (id @ ) (L ® B)A(1)) = Lie(hla).
er(h) = (e®id)(A(lg)(h®1x)) = e(11h)1s.

A linearidade de €, e ; decorre da linearidade de €. Essas aplicagoes sao ele-
mentos idempotentes em Endy(H), ou seja, e¢(ep(h)) = ep(h) e g,(g,(h)) = e,(h).
As imagens das aplicacoes €, e ¢y sao subdlgebras de H chamadas de subélgebras

principio e fim, denotadas por H, e Hy, respectivamente. Tais subdlgebras contém
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1y e comutam entre si, isto é, st = ts, para quaisquer s € H, e t € Hy. Além disso,
sdo separaveis (ver, Prop. 2.3.4, [NV]).

Substituindo A por Ix na multiplicidade fraca da counidade, obtemos as se-
guintes relacoes e(gl) = e(ges(l)) e e(gl) = e(e,(g)l) para todo g, I € H. Ainda

explorando esta propriedade, podemos que concluir que

er(ger(h)) = er(ge(l1h)ly) = e(1ih)ep(gla)
e(11h)e(1ig12)1; = e(1igh)1,
er(gh).

Da mesma forma, concluimos que ¢,(¢,(g)h) = €,(gh).

Seguem alguns resultados acerca de bidlgebras fracas.

Lema 3.1.4 Seja H uma bidlgebra fraca. Para todo g, h € H temos:
(a) (id®cs)(A(h))=11h® 1y, (g, ®id)(A(h)) =11 ® hly;
(b) h=c¢(h) = A(h)=1,h®1ly, h=¢c,(h) < A(h)=11®hly;
(c) her(g) =e(hg)ha,  £x(9)h = hae(ghs).

Demonstracao:
(a) Seja h € H, entao

(id®er)(A(h)) (id@ef)(hi1®hy) = hi®e(11ha)1s
h1€(11h2)®12 = 1,1h1€(111,2h2)®12
11h1€(12h2) ®13 = 111h1€(112h2) ® 1o

(11h)1€((11h)2)®12 = 11h®12.

Analogamente, verifica-se a outra igualdade.

(b) Seja h € H e suponhamos que h =¢¢(h), entao

A(h) = A(gr(h)) = A(e(11h)12)
= (11h)A(1y) = e(11h) (1o ® 1oy)
= e(LLih)lye 13 = e(11h)1115® 1,
= Lie(I1h)1, 1y = Ligs(h) @1,
= 11h®l,.

Reciprocamente, temos que c¢(h) = £(11h)1y = €(h1)he = h. Analogamente,

demonstra-se a outra equivaléncia.
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(¢) Sejam g, h € H, entao

he(119)1y = e(h1)hee(l1g9)1y = e(hy)e(11g)hals
e(hi)e(ep(ha1)g)haz = e(hi)e(ep(ha)g)hs = e(ep(e(h1)ha)g)hs
e(ep(h)g)he = e(hig)he.

hes(9)

Do mesmo modo, verifica-se a outra igualdade.

Lema 3.1.5 Seja H uma bidlgebra fraca. Para todo g, h € H, temos:
(a) er(ef(g)h) =e5(g)es(h);
(b) ep(gep(h)) = p(g9)ep(h).

Demonstracao:
(a) Sejam g, h € H. Entao

er(er(g9)h) = e(lies(9)h) 1z = e((e(9))1h) (e1(9))2 = €7 (9)es ().

Onde a ultima igualdade decorre do Lema (c).

(b) Similarmente, sejam g, h € H, entao

ep(9ep(h)) = Lie(gep(h)12) = Lie(ep(9)ep(h)1a)
(ep(M)re(ep(9)(ep(R))2) = ep(en(9))en(h) = €p(9)ep(h).

Onde a penultima igualdade decorre do Lema (c).

Lema 3.1.6 Seja H uma bidlgebra fraca. Entao A(1y) e H, ® Hy.

Demonstracao:

Usando h = 1y no item (a) do Lema [3.1.4] obtemos

(idec;)(A(lg)) = Lilg®ly=1,® 1y = A(ly). (3.1)
(6p®id)(A(1H)):11®1H12:11®12=A(1H). (32)

Da igualdade (3.1)) concluimos que A(1ly) e H® Hy e de (3.2) que A(1ly) e H,® H.
Portanto, A(1y) e (H,® H)n(H® Hy) = H, ® Hy.
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A partir da definicao de bialgebra fraca, apresentamos o conceito de algebra de

Hopf fraca ou grupdide quantico finito.

Definicao 3.1.7 Uma bidlgebra fraca H € dita uma dlgebra de Hopf fraca ou um
grupoide quantico finito, se existe uma aplicacao K-linear S : H — H, chamada de

antipoda, que satisfaz, para todo h € H, as sequintes condigoes.
1. m(S ®id)A(h) = g,(h);
2. m(id ® S)A(R) = 4(h);
3. m2(S®@id®S)A%(h) = S(h).

Observacao 3.1.8 Toda dlgebra de Hopf, no sentido cldssico, é uma dlgebra de

Hopf fraca. A sequir veremos sob que condi¢ao estas nogoes coincidem.

Observacao 3.1.9 Se H ¢ uma dlgebra de Hopf fraca, entdo a unidade, a counidade

e a antipoda sao unicas. Isto pode ser visto em [BNSZ], Lema 2.8.

Exemplo 3.1.10 A &lgebra de grupdide tem estrutura de algebra de Hopf fraca,

com antipoda dada por S(ug) = u,-1, para todo g € G.

Exemplo 3.1.11 O dual da élgebra de grupdide tem estrutura de algebra de Hopf

fraca, com antipoda dada por S(v,) =v,-1, para todo g €§.

Definicao 3.1.12 Um morfismo entre dlgebras de Hopf fracas Hy, H, € uma
aplicagao w: Hi — Hsy, que € tanto um morfismo de dlgebra como um morfismo
de codlgebra, preservando a unidade e a counidade e que comuta com as antipodas
da Hy e Hy, isto €, woS; = Syow. A imagem de um morfismo de dlgebras de Hopf

fracas €, claramente, uma dlgebra de Hopf fraca.

Observacao 3.1.13 Podemos reescrever as defini¢oes das aplicagoes €5 e €, envol-
vendo a antipoda. Seja H uma dlgebra de Hopf fraca, temos que ef(h) = e(S(h)11)1,
e ep(h) = 1,6(125(h)), para todo h em H. Além disso, sao vdlidas as igualdades
ef(h) = 8(11)e(12h) e g,(h) = e(h11)S(12), para todo h em H. Para maiores deta-
lhes ver [BNSZ/.

As propriedades da antipoda de uma algebra de Hopf fraca sao semelhantes as
da antipoda de uma &lgebra de Hopf de dimensao finita. Observe que a antipoda
¢ um anti-homomorfismo de algebras e um anti-homomorfismo de codlgebras. As
imagens S(H,) e S(Hy) sao isomorfas a Hy e H), respectivamente. Além disso, S
é inversivel. A unidade e a counidade sao S-invariantes. Para mais detalhes ver
[BNSz|], Teorema 2.10.
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Observacgao 3.1.14 Seja H uma dlgebra de Hopf fraca. Entao sdao vdlidas as se-
guintes propriedades: hy®hsS(h3) = 11h® 1y, S(hy)ho®hs = 1,®hls, h1®S(hy)hs =
h1;®S8(12) e hiS(hy)®hs = S(11) ® 1sh. Estas propriedades serdo importantes para
demonstrarmos algumas resultados mais adiante. As demonstragoes destas igualda-

des encontram-se feitas em [BNSZ].

O dual de uma dlgebra de Hopf fraca H é o espaco dual H* = Homy(H, K), o qual
tem estrutura de algebra de Hopf fraca, com aplicagoes m*,u*, A*, e*, S* definidas
pela transposicao das aplicagoes da estrutura de H através do pairing candnico
(, ):H*x H— K que satisfaz:

(. h) = (e, A(h)), (A™(¢),h@ k)= (4, hk),
(u",h)=e(h), e (¥) = (,u), (S*(¥),h):=(¥,S(h)),
para todo ¢, e H* e h,k e H.

Proposicao 3.1.15 Seja H uma dlgebra de Hopf fraca. Entao H é uma dlgebra de

Hopf classica se e somente se A(ly) = 1g® 1y.

Demonstracao:

Demonstraremos a reciproca, pois a implicacao é imediata. Suponhamos que
A(1y) = 1g®ly. Demonstraremos que € é multiplicativa e vale S(hy)hy = h1S(hg) =
e(h)1ly, para todo h € H.

Sejam g, h € H. Temos que £(gh) =e(glyh) =e(g9ly)e(hly) =e(g)e(h). Logo

¢ multiplicativa. Note que

S(h)hy = (idee)(lpeh)A(ly)) = (idee)((lg®h)(ly ® 1))
= (ld@é‘)(lH®h) = €(h)1H

De modo anélogo,

hiS(hy) = (e®id)(A(lg)(h®ly)) = (e®id)((lg®1y)(h®1y))
= (e®id)(he®ly) = e(h)ly.

Portanto, H é uma algebra de Hopf no sentido classico.

68



3.2 Algebras de Hopf fracas associadas a

grupoides duplos vacantes

Nesta secao, construimos uma algebra de Hopf fraca. Para isto, consideremos 7
um grupdide duplo finito, isto é, os conjuntos B, H, V e P sao finitos. Seja K um
corpo e denotamos por K7 o K-espaco vetorial com base B. Temos que as estruturas
de algebras e de coalgebra em K7 sao dadas por:

Estrutura de /flgebm: A estrutura de algebra em K7 corresponde a algebra de
grupéide associada a B =3 H. Assim, m: KT @ KT — KT e u: K — KT sao dadas
por:

A
se —.

A.B-= B’ B e u(l[K):l[KT =1= Z’Ldl’

0, caso contrario. weH

Segue que K7 é uma &lgebra associativa.

Estrutura de codlgebra: A estrutura de codlgebra em K7 corresponde ao dual da
estrutura de dlgebra da dlgebra de grupéide associada ao grupdide B = V. Definimos,
A:KT — KT @ KT e ¢: KT — K por:

1, se A=id I(A).

0, caso contrario.

A(A)= Y BeC e e(A):{

B|C, A=BC
Claramente, a comultiplicacao é coassociativa.

Para cada P € P consideremos os elementos

p]. = Z id x (§ 1P = Z id x.
zet, I(z)=P xzeH, r(x)=P

Lema 3.2.1 Sejam T um grupdide duplo vacante e P, @) € P, entdo temos que

p1Q1 = (SP,Q p1 € 1P1Q = 5P7Q1p.

Demonstracao:

Demonstraremos a primeira igualdade, a outra segue de modo andlogo. Sejam

P, Q) eP. Assim,
( Z 1d z) ( Z 2d y)
xeH, I(x)=P yeH, U(y)=Q

id x .
. = (5ij Z idx = 5p7Q p]..
id y} I(2)=I(y)=P

plol

U(z)=P, l(y)—Q{

69



Lema 3.2.2 Considere KT o K-espago vetorial com base B. Entio A(1) =
Yyeen, oz tdy®id 2.

Demonstracao:

Usando a definicao de comultiplicagao, temos que

A(1):A(Zz‘dx B&C.

v ) B|C, BC=id t(BC)
Assim, obtemos que I(B) = id lt(BC) e r(C) =id rt(BC) e pela Proposicao [2.1.6]
segue que B, C' sao identidades verticais, isto é, B=1d y e C =1d z com y, z € H.

Assim,

Al)= Y idyeidz

y,2€M, ylz

a

Lema 3.2.3 Considere KT o K-espaco vetorial com base B. Entdo, as aplicacoes

ep € €f, sao dadas por

pl, se A=id g, geV et(g)=P.
0, caso contrdrio.
1p, se A=1id g, geV et(g)=P.

0, caso contrdrio.

ef(A) = {

ep(A) = {

Demonstracao:

Seja A em B, entao

ef(A) = (e@id)(A(1)(Ae1))

= (e®id)| > idx@idy)(A@Zidz)

r(z)=l(y) zeH

= (e®id)| > (idw).A@’idy.Zidz)

r(@)=1(y) zeH

= (e®id)[ > (idz).A®id y)
r(@)=1(y)

= ( > 6((idm).A)®idy)

r(@)=U(y)
= e((idz).A) > idy

l(y)=P

= ¢(A) ) idy

l(y)=P
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Na ultima igualdade, a composicao id ©.A = A se x = t(A). Como r(z) = P, entao

temos que P =rt(A) =tr(A). Pela defini¢do da e, concluimos que

pl,se A=id g, geVet(g) =P

0, caso contrario.

er(4) = {
onde g =7(A). Da mesma forma, demonstra-se a igualdade para .

a

Assim, concluimos que os dois subespagos K7, e K7 ; sao gerados, respectiva-
mente, por 1p e pl, P em P, isto é, KT, := @pepKlp ¢ KT f := @pepKpl. Além

disso, sao isomorfos como espagos vetoriais e sao subalgebras de dimensao |P].

Teorema 3.2.4 O K-espago vetorial KT com estruturas de dlgebra e de codlgebra
definidas anteriormente € uma dlgebra de Hopf fraca (ou grupdide quantico finito)

se e somente se T € um grupdide duplo vacante. Neste caso, a antipoda é definida
por S(A) = A~1, para todo A € B.

Demonstracao:
Suponhamos 7 seja um grupoéide duplo vacante. Consideremos A, B em B

verticalmente componiveis. Assim,

A(A.B) = A (g) Y XY,

com X, Y em B, componiveis horizontalmente, tais que XY = é Por outro lado,

Sejam A(A) = ZU‘V, A=UV Ue® V, A(B) = ZR|S, B=RSR® S ASSim,

A(A)A(B)=( 2 U®V)( 2 R@’S):Z%@g’

UV, A=UV R|S, B=RS

Uulv
onde ?‘?, A=UV,B=RS. Assim, desde que {X ® Y; X, Y € B} é uma base

para KT ® KT, temos que A(A.B) = A(A)A(B) se e somente se

uv ulv U 174
: L UV=A RS=B, X=Y v="1=1.
#{(R S) R|S R 5}

Como T é vacante, pela Proposicao para todo A, B, X, Y em B, tais que
XY = ‘g, implica que existem unicos U, V, R, S em B, tais que X = %7 Y = ‘g)

71



ulv
A=UV, B=RSe R Disto, segue a igualdade A(A.B) = A(A)A(B).

Evidentemente, se A, B nao sao componiveis a igualdade é valida. Portanto, o

coproduto é multiplicativo.
Sejam A, B, C'em B, com A(B) =Y g_yy U®V. Suponhamos que A, B, C sao
componiveis verticalmente, ou seja, b(A) =t(B) e b(B) =t(C). Assim,

A A
1, se B=1wd!l|B]|.
e(A.B.C) = ™ C ’ C

0, caso contrario.

A
Se B é uma identidade horizontal, o Lema [1.3.5| garante a existéncia de tnicos
C
: _ A_ . Ay V. V
U, V em B tais que B=UV, U—'Ldl(U) e C—zdl(c).
Assim,

U Ul€c C

0, caso contrario.

A . Ay V. \%
Zs(A.U)s(V.C’)z 1, se —zdl() —zdl( )

E dai segue a igualdade e(A.B.C') =Y e(A.U)e(V.C).
Novamente pelo Lema temos que existem tunicos U’, V' em B tais que

e A AY U _ . U’
B—UV,V,—zdl(v,)eO—zdl(c).

ssim,

A _ . A U . U’
1 =1d [ =1d ! .
Se(AV)e(Uoy={ v (V) ¢ (0)

0, caso contrario.

E daf segue a igualdade (A.B.C") = Y e(A.V")e(U'.C).
Claramente, se A, B, C' nao sao componiveis adequadamente. Portanto, segue

que ¢é valida a multiplicidade fraca de counidade.
Pelo Lema [3.2.2) sabemos o A(1), agora calculamos A2(1),

A?(1) (id® A)A(1) = (z’d@A)( > idy®z’dz)

y,2€H,y|z

Zidy@( Z idp®idq) = Zidy@idp@idq.

ylz z=pq, plq ylplg
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Por outro lado,

(A1) e1)(1eA(1))

((;idy@)idz)®1)(1®(%idp®idq))

Z tidy®id z.idp®id q = Zidy@idp@idq.

ylz, plg ylplg

Analogamente, verifica-se que (1®A(1))(A(1)®1) =Y

segue a igualdade

yiplg 1A y®id p®id q. Assim,

A2(1) = (A(1) ®1)(1®A(1)) = (1@ A(1))(A(1) ® 1).

Logo, a valida comultiplicidade fraca da unidade. Portanto, concluimos que K7 é
uma bialgebra fraca. Basta verificar as condicoes para que K7 seja uma algebra de
Hopf fraca.

Seja A € B. Temos

m(id ® S)A(A)

A=BC, B|C

m(z’d@S)( > B®C):m(ZB®S(C))

m(yBeCt) = ¥ 2,

B | C
com ?‘— e A = BC. Assim, pela Proposicao [2.1.8 parte (a), sabemos que o

B |C
conjunto de pares (B, () tais que ?‘— e A=BC é

gl | glizeH el(z)=1t(g)

se A=1d[(A) e vazia caso contrario. Logo,

m(id® S)A(A) = Y Cf?_l: S idz= pl

I(z)=P

e, portanto,

0, se A nao é uma identidade horizontal.

m(id® S)A(A) :{ pl, se A=idI(A), ti(A)=P.

Por outro lado, pelo Lema temos que,
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0, se A nao é uma identidade horizontal.

=(A) = {PL se A=id(A), tI(A)=P.

Portanto, segue que é valida a igualdade m(id ® S)A(A) = c¢(A). Analogamente,
demonstra-se que é vélida a igualdade m(S ® id)A(A) =¢,(A).

Finalmente, seja A € B, temos que

m*(S®id® S)A*(A) = m2(8®id®8)(A®id)( > W®Z)

Wz, A=WZ
= m*(SeideS) (Y. A(W)e 2)
= m2(8®z’d®8)( > X@Y@Z)
= m*().S(X)eY eS(2))
= m(meid) (). X'eYeZ™")

X1 -1 X
= m(z v Q 7 ):Z;il’

X1
X1
com A=XYZe X | Y |Z ,usando o Lema [2.1.5, segue que Y = A1 Como
7-1
7-1

T é grupoide duplo vacante, entao X, Y, Z sao os unicos morfismos que satisfazem

esta condicao. Assim, segue a igualdade

1

X7
m*(S®ide® S)A*(A)= Y =A"1=8(A)
Z_

1

Portanto, K7 é uma algebra de Hopf fraca.
Reciprocamente, suponhamos que K7 é uma algebra de Hopf fraca. Usando

o fato da comultiplicagdo ser multiplicativa, temos que A(A.B) = A(A)A(B) ou,

equivalentemente, S XY =¥ U eV onde XY =4 com A=UV, B=RS, x =Y

RS’ B
v UV . o
Y = g e IR Pela unicidade de U, V', R e S, segue pela Proposicao [2.1.4], que

T é vacante.

a

Proposicao 3.2.5 Sejam T, To dois grupoides duplos vacantes finitos. FEntao,
existem os sequintes isomorfismos de dlgebras de Hopf fracas: K(TiuTy) ~ KTy xKTs,
K(T1 x T2) ~KT; ® KTs.
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Agora apresentamos uma caracterizacao para a algebra de grupédide. Pela Pro-
posicao , sabemos que G ¢é isomorfo a [[xcp/.Gx, onde ~ é uma relagao de
equivaléncia sobre P, e cada componente Gy é um grupdide conexo na classe de
equivaléncia X e pela mesma proposi¢ao temos que Gy ~ G(x) x P? para x em X.

Assim, temos que

KG~ J] KGx =~ [] K(G(z)xP?)~ P KG(z)® KP?

XeP/~ XeP/~ XeP/~

Existe um isomorfismo entre as dlgebras KG(z) ® KP? ~ KG(z) ® M,(K), onde
n = |X|. De fato, definimos a aplicacao ¢ : KG(z) ® KP? — KG(z) ® M, (K) dada
por (g, (x;,z;)) — (g, Eij). Observe que ¢ definida desta forma é um isomorfismo

K-linear. Logo, basta verifcar que ¢ é um morfismo de dlgebras.
Sejam (g, (z4,2;)), (h, (zg, 1)) em KG(x) ® KP2, entao

w((g, (i, 25))-(h, (e, 1)) = 0(05k(gh, (26, 20))) = 0,1 (gh, Eir).

Por outro lado

(g, (i, 25)0(h, (vg, 1) = (9, Eij) (b, En) = 06(gh, Eq),
logo ¢ é élgebras e KG(z) ® KP? ~ KG(x) ® M,(K). Dali, concluimos que

KG =~ @ Mg(x)®Mn([K)

XeP/~

Por construcao, K7 tem estrutura de algebra correspondente a algebra de

grupdide do grupdide vertical B =2H. Usando a descricao anterior, temos que

KT~ @ KB(z)® M, (K), onde n(H) =|H|.
HeH[~p

Similarmente a esta construcao, temos um isomorfismo de codlgebras.

KT~ @ KB(9)" ® M, (K)*, onde n(V) =|V].
VeV/~y

Proposicao 3.2.6 Se KT ¢ simples como dlgebra, entdao

(a) B = H ¢é o grupdide grosseiro sobre H.
(b) H =3 P € um feize de grupos triviais.

(c) V = P € o grupdide grosseiro sobre P.

75



(d) B =V éum feize de grupos triviais.

Demonstracao:

(a) Se KT é simples como &lgebra, entao admite apenas ideais bilaterais triviais.
Assim temos que [H/ ~| =1 e, portanto, todos os elementos de H se relacionam e
B = H é o grupdide grosseiro sobre H.

(b) Seja x € H, com [(x) = P e r(x) = Q. Entado, existe uma caixa B em B
conectando = com id P € H, isto é, existe um g € V com t(g) = P e b(g) = @ tal que

id P
B = g . Como T é vacante, entao B = id g, logo = = id ). Portanto, segue

x
que ‘H = P é um feixe de grupos triviais.

(¢) Sejam P, Q em P, entao existe uma tunica caixa A conectando id P e id @,

id P
ou seja, A = . Assim, pelo fato de T ser vacante, os lados verticais de A
1d @
sao iguais , e conecta P e (). Logo, V = P é o grupdide grosseiro sobre P.
x
(d) Seja B = g uma caixa em B, com r(x) = t(g) = P. Pelo item (b),

x =1id P e como T é vacante, segue que B = id g, logo B(g) = {id g}, para todo g

em V e, portanto, B = V é um feixe de grupos triviais.

3.3 Extensoes com cociclos

Definigao 3.3.1 Seja G = P um grupoide. Um 2-cociclo normalizado em G sobre

valores de K* é uma funcao o : Gy x, G — K*, que satifaz:
1. o(g,h)o(gh,l) = o(h,1)a(g,hl);
2. 0(g,id f(g)) = o(id p(g).9) = 1,

para todo g, h, | adequadamente componiveis em G.

Seja 7 um grupdide duplo. Um 2-cociclo normalizado vertical é um 2-cociclo no
grupdide B = H. Similarmente, um 2-cociclo normalizado horizontal é um 2-cociclo

no grupéide B = V.

Definigao 3.3.2 Consideramos o grupdide B = H. Um 2-cociclo normalizado ver-

tical € uma funcao o : By x;, B — K* que satisfaz:
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A

1. Se B, entio J(A,B)a(é,c*) = J(B,C)J(A,g);
C

2. Se A ou B € uma identidade vertical, entio o(A,B) = 1.

Definigao 3.3.3 Consideramos o grupdide B = V. Um 2-cociclo normalizado ho-

rizontal € uma funcao 7 : B, x; B — K* que satisfaz:
1. Se A|B|C, entao T(A,B)T(AB,C) = 7(B,C)1(A, BC);

2. Se A ou B € uma identidade horizontal, entao 7(A,B) = 1.

Lema 3.3.4 Seja T um grupoide duplo. Se considerarmos A = B® = C na Defini¢cao
obtemos o(Bv, B) = o(B, B). Analogamente, se considerarmos A = B" = C
na Defini¢ao[3.3.5, obtemos T(B", B) = (B, B").

Demonstracao:
Consideremos A = C' = BY e substituindo na equagao (1) da Defini¢ao [3.3.2]

obtemos J(B”,B)a( gU,B”) = o(B,B")o (B”, gv) Mas como gv =id t(B) e
gv = 1d b(B). Assim, pelo item 2 da Defini¢ao [3.3.2, concluimos que o(B?, B) =

(B, Bv). Do mesmo modo, verifica-se a outra parte do lema.

a

Definicao 3.3.5 Seja T um grupdide duplo. Um 2-cociclo normalizado em T com
valores em K* é um par (o,7), onde o € um 2-cociclo normalizado vertical e T é um

2-cociclo normalizado horizontal, e vale a sequinte propriedade:

A|B . A B
Se ?‘?, entao o(AB,CD)t (C’ D) =7(A,B)T(C,D)o(A,C)o(B,D). (3.3)

Ld .d
Lema 3.3.6 Se z, y € H, r(z) = l(y) tal que Z ’ z y, entdo temos que
id x| idy

id f | id
7(id x,id y) = 1. Similarmente, se f, g € V, b(f) = t(g) tal que Z f 1’ / ,
id g | d g

entao temos que o(id f,id g) = 1.

Demonstracao:
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Sejam z, y € H tais que r(z) = I(y), assim a composigao id z|id y faz sentido.
da equagao temos

o(id = id y,id = id y)T (;g r ;g Z) = o(id vy, id zy)r(id =, id y)

= 7(id z,idy) = 1.
Por outro lado,

7(2d z,id y)7(id z,1d y)o(id x, id x)o(id y, id y)

7(2d z,1d y)7(id z,id y)
7(2d z,id y).

Disto segue 7(id x, id y) = 1. Analogamente, demonstra-se a outra parte do lema.
0

Dados um 2-cociclo normalizado vertical o e um 2-cociclo normalizado horizontal
7 no grupdide duplo 7, podemos considerar a estrutura de algebra de grupéide
o-torcida e, dualmente, a estrutura de codlgebra de grupdide 7-torcida no K-espaco
vetorial K7 com base B. Vejamos:

Estrutura de dlgebra o-torcida: Deformamos a estrutura de dlgebra de grupdide
de KT correspondente ao grupéide B = H. Seja o : B, x; B — K* uma fungao,

definimos a multiplicacao e a unidade por:

A A
o(A,B)5, se —, .
0, caso contrario. zeH

A
Sejam A, B, C' em B componiveis, entdao (A.B).C' = U(A,B)O’(g,C)B. Por
C

A
outro lado, A.(B.C) = o(B,C)o(A, g)B Assim, a multiplicacao é associativa se e
C

somente se o ¢ um 2-cociclo normalizado vertical. Denotamos a algebra de grupdide
o-torcida por K, 7.
Estrutura de codlgebra T-torcida: Dualmente, deformamos a estrutura de

coalgebra de grupéide de KT correspondente ao grupdide B = V. Consideremos

a funcao 7 : B, x; B — K* e definimos a comultiplicacao e a counidade por:

1, se A=14d [(A),

0, caso contrario.

AA)= Y 1(BC)BeC e gT(A)::g(A):{

B|C, A=BC
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A comultiplicacao é coassociativa se e somente se 7 é um 2-cociclo normalizado

horizontal. De fato, seja A € B, entao

(A®id)A(A)

(A@z‘d)( S 7(Ay, Ay) A1®A2)
A=A1As

= Z T(Al,AQ) A(A1)®A2

A=A1 A

= Z T(Au, A2)7(A1, Az) A ® A1p ® Ay
A=A11A12A2

= Z T(Al,AQ)T(AlAQ,Ag) A1®A2®A3.
A=A1A2A3

Por outro lado,

(Zd@A)A(A) = Z T(AQ,A3)T(A1,A2A3) A ® Ay ®A3.
A=A Az Az
Denotamos a coalgebra de grupdide 7-torcida por K77T.
O teorema a seguir afirma que, as estruturas de algebra o-torcida e de coalgebra
T-torcida formam uma estrutura de algebra Hopf fraca. Desde que T seja vacante e

a condicao de compatibilidade dada na equacao (3.3]) vale.

Teorema 3.3.7 Sejam T um grupdide duplo vacante e (o,7) um 2-cociclo nor-
malizado em T com wvalores em k*. Sejam KZT o espago vetorial com base B e
estruturas de dlgebra (K,T) e codlgebra (K™T) definidas anteriormente. Entao KL T

¢ uma dlgebra de Hopf fraca com antipoda definida por:
S(A) =7(A, Ao (AL, AM)TAL

Demonstracao:
Procedendo da mesma forma que no Teorema |3.2.4] concluimos que A é mul-

tiplicativa se e somente se vale a condigao (3.3). Em outras palavras temos que
A(A.B) = A(A)A(B) se e somente se

Y oA B)r (X, V)X 0Y = ¥ 7(U,V)7(R S)o(U, R)o(V,5) @ |,

onde XY =4 com A=vv. B=rs. x=U vV IV
B R ST RIS

Sejam A, B, C € B, com A(B) = Y5y 7(U,V)U ® V e adequadamente com-

A
poniveis. Note que A.B.C' =0 (A, B)a(g, C)B. Assim,
C
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A A A
o(A,B)o(,C), se B=1idl| B|.
B C

0, caso contrario.
A A
Seja g = [| B |, mas se B é uma identidade horizontal, entao t(A) = id t(g) e
C C

pela Proposicao [2.1.6, segue que A = id [(A). Do mesmo modo, concluimos que
B=1dl(B)e C=1dI(C), pois t(B) = b(A) =id bl(A) e b(B) =t(C) =1id ti(C).

Logo, pela definicao de 2-cociclo normalizado vertical, segue que

A A
1, se B=4dl| B]|.
e(A.B.C) = Sec ’ C

0, caso contrario.

A

Se B é uma identidade horizontal, o Lema|l.3.5 garante a existéncia de tinicos U,

C

V em B tais que B=UV, {} _idl ({}) e l=idl (g) Mas como b(U) = id bl (é)

e t(V) =id tl segue que U =3d [(U) e V =4d (V). Além disso, de B=UV e

%4
C
B =1d [(B), segue que B =U =V. Consequentemente,

e(A.U)e(V.CO) e(A.B)e(B.C)
| (B.B)o(A. B)o(B,C), se =idl (g)e Boidl (g)
0, caso contrario.

A_ . A\ . B _.; B
~ 1, seB—zdl(B)eC—zdl(O). ‘

0, caso contrario.

Logo, segue a propriedade de multiplicidade fraca da counidade. Claramente, se A,
B, C' nao sao componiveis segue a propriedade.

Observe que A(1) = ¥, 7(4d y,id z)id y ® id z. Pelo Lema , temos que
7(2d y,id z) = 1 e, consequentemente, A(1) = 2y- tdy®id z. O resto da verificagao
da propriedade da comultiplicidade de unidade é andloga a do Teorema[3.2.4, apenas
utilizando o Lema de forma adequada.

Agora, mostraremos as propriedades para que K77 seja uma &dlgebra de Hopf
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fraca. Seja A € B, entao

m(id ® S)A(A)

m(id® S) ( > 7(B,C)B® C)

A=BC, B|C
m() 7(B,C)B & S(C))
m(Y.7(B,C)r(C,C") o (C™,CM) ' Be C )
> 7(B,C)r(C,.cMo(C e lo(B,CY) B

Y (M Oy, te(CT,CM) o (CM 7Y id .

zeH, I(z)=P

A dltima igualdade segue da Proposigao [2.1.8] Pelo Lema concluimos que

m(id® S)A(A) = {

0, se A nao é uma identidade horizontal.
pl, se A=1dl(A), ti(A)=P.

Por outro lado, ef(A) é dada pelo Lema [3.2.3] assim segue a igualdade

m(id ® S)A(A) = e(A).

m(S ®id)A(A) = e,(A).

Finalmente, seja A € B, temos que

m?(S ®id® S)A?(A)

m%S@id@S)(A@id)( > T(VV,Z)W@Z)
W2, A=WZ

= m2(S®z’d®S)( > r(W,Z)r(X,Y)X@Y@Z)

A=XYW

= m* (DT (W, 2)7(X,Y)S(X)®Y ® S(Z))

= Y 7(XY, Z)r(X,Y)r(X, X") o (X, XM (Z,2")

X -1
1 r7hy-1 -1 X1 4
(27, 2 (XY )oK, 27 Y

Y Z-1

Analogamente, demonstra-se que é valida a igualdade

1

= Y 7(AA" A)T(A, AT (A A" o (AT AR (A, AP

o(A7, AN oA AN A A A7
= (AT, AM) (A, AP AT
= S(A).

Na quinta igualdade, usamos o Lema [2.1.5| Portanto, K77 é algebra de Hopf fraca.
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Teorema 3.3.8 Seja (o, w) outro 2-cociclo normalizado sobre T com valores em
k<. Sejam ¢: T— k* uma aplicagdo, com ¥ (A) = 1 se A é uma identidade e
VKT — KZT uma aplicagdo linear dada por W(A) = (A)A, A em B. Entdo

U ¢ um isomorfismo de dlgebras de Hopf fracas se, e somente se, valem

0 (é) (A, B) =y (A)Y(B)o(A, B), para todo A, B € B tais que %; (3.4)
W(CD)w(C, D) =(CY(D)T(C, D), para todo C,D € B tais que C|D.  (3.5)
Demonstracao:

Como as bases de K77 e K57 ¢ a mesma e como V¥ leva a base na base, concluimos

que ¥ é um isomorfimo linear. Assim, basta verificar que ¥ é um morfismo de

A
algebras de Hopf fracas. Sejam A, B em B tais que 5 assim

U(A.B) = U (O‘(A, B)é) - 0(A, B)U (g) ¢ (é) o(A, B)%.

Por outro lado,
W(A).U(B) = (A A(B).B = b(A)(B)A.B = b(A)i(B)o( A, B o,

Logo ¥ é um morfismo de dlgebras se e somente se vale (3.4]). Agora, mostraremos
que ¥ é um morfismo de codlgebras se e somente se vale (3.5)). De fato, seja A em

B, entao

A(E(A)) = A@W(AA) = P(A)A(A)

w(A)( > w(C,D)C’@D) = > ¢Y(CD)w(C,D)C®D.

A=CD A=CD

Por outro lado,

(U U)(A(A)) = (\mxp)( 3 T(C,D)C@)D) = Y 7(C,D)¥(C)® ¥(D)
A=CD A=CD
= A_ZCDw(CW(D)T(C,D)C@D-

Claramente, W preserva a unidade e a counidade. Resta mostrar que WoS; = Sy0W,

onde §; ¢ a antipoda de K77 e S, é a antipoda de KFT. Seja A em B, temos que

S:(V(A)) = S:(1(A)A) =1h(A)S2(A) = (A, A") (AT, A (A) A
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Por outro lado, temos que

U(Si(A)) = W(r(A, A" To(A, A TAT)
T(A, AN o (AT, AT T(AT

(A, AP o (AT AR (AT AT

Assim, temos que ¥ oS; = Sy 0 W se ¢ somente se
7(A, AR Lo (A AT YA = (A, AP g(AT, AR ().
Por (3.4), temos que
o(A, AY) = (ﬁ) BAT (AN (AT, AT) = (A (A oA, A,
e por (B.5)), temos que
7(A, A") = (AN H(A) T Y(AAT (A, AY) = (AT P(A) (4, A).

Assim,

(A, Ao (AL AN TR(AT) = (w(A,AY) T (o(AT AM) T (A)y(AY)
(P(AT)) (W (A") (AT

(w(A,A")) (oA A")) o (A).

a

Proposicao 3.3.9 Sejam T um grupdide duplo vacante e (o,7) um 2-cociclo nor-
malizado sobre T com walores em K*. Entdo a dlgebra de Hopf fraca KIT € uma

dlgebra de Hopf ordindria se e somente se T decorre de um par combinado de grupos.

Demonstracao:

Pelo Lema [3.1.6] uma algebra de Hopf fraca é uma algebra de Hopf ordindria
se e somente se A(1) = 1 ® 1. Assim, K77 é uma algebra de Hopf ordindria
se e somente se A(1) =1®1 =3, ,41d z® id w. Mas pelo Lema m, temos
que A(1) = Y id z ® id y, onde x e y sdo componiveis. Logo, a igualdade A(1) =
Y2 wen ¥d 2®1d w € vdalida se todos de elementos de H sao componiveis. Assim, para
que isso aconteca temos que ter |P| = 1, ou seja, T decorre de um par combinado

de grupos. A reciproca encontra-se em ([ANT]).
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Proposicao 3.3.10 Sejam T um grupdide duplo vacante a (o,7) um 2-cociclo nor-

malizado sobre T com wvalores em K*. Entao KIT € uma involugdo.

Demonstracao:
K77 é uma involucao se, para todo A € B, tivermos S?(A) = A. Assim, seja A €

B, temos que
S?2(A) = S(r(A, AN o(A™, ANTTATY) = 7(A AN to(ATE AM)TIS(ATY

F(A, AN (AT, A (AT (A1) (AL, (A (A
(A, Ao (AL AN L (A7 AY) o (A, AY) A,

A | AP
Notemos que é valido I assim usando a condigao da Definicao |3.3.5,

Av | A-

temos

O-(AAh» AvA_l)T (A,fh’ Aq—hl) = T(A’ Ah)T(Ava A_I)O(A7 AU)O-(Ah’ A_l)'

h
Mas como AAl AvA-1, ;14,1 e ;14_1 sao identidades, entao pelas Definicoes [3.3.2] e

3.3.3, segue que 7(A, AM)T(Av, Ao (A, AV)o(AM, A1) = 1. Além disso, sabemos
que T(AY, A7) = 7(A71 AY) e o(AR A7) = o(A7L, AP). Logo segue que S?(A) = A.

a

Observagao 3.3.11 Se char K = 0, entao KIT € semissimples e cosemissimples.

Para mais detalhes sobre isto, ver Coroldrio 6.5 em [NJ.

Proposigao 3.3.12 Sejam T um grupdide duplo vacante e (o,7) um 2-cociclo nor-
malizado em T com valores em K*. Entao (1,0) € um 2-cociclo normalizado no

grupdide duplo transposto Tt e a dlgebra de Hopf fraca KST" é dual para K1 T.

Demonstracao:

A estrutura de dlgebra de Hopf fraca de KZ7* é dada por:

At
t i
At Bt - T7(A, B)(AB)!, se gt o 10 = Z id g,
0, caso contrario. geHt
1 At =1d [H(A?
ANAY= T o(BOBeCt o dany=] b A =@l
Bt|Ct, At:(g)t 0, caso contrario.
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SH(B') = o(B, B*)'7(B, BY) (B,

Definimos a seguinte forma K-bilinear ( | )} : K7 x K¢T' — K, dada por
(B|C*) = 6p,c. Temos que ( | ) é ndo-degenarada.

De fato, se (Y4 AaA|B?) = 0, entdo Agdpp = Ap = 0, para todo Bt € T*. Logo
Y4 AaA = 0. Do mesmo modo, se (A| Y. g: Agt Bt) = 0, entdo Asda 4 = A = 0, para
todo A€ T. Logo Y. 5t Agt Bt = 0.

Consideremos (KZT*)* e definimos ¢ : KIT — (KIT")*, por o(A)(B!) =
(A|Bt). Por (| ) ser nao-degenerada segue que ¢ é injetora. Assim, dim(KJT) =
dim(Im(p)) < dim((KZT*)*) = dim(KZT"). Logo dim(KiT) < dim(K2T"). Do
mesmo modo, consideremos (K77)* e definimos x : KZT' — (K3T)*, por
x(BY)(A) = (A|Bt). Por ( | ) ser ndo-degenerada segue que x é injetora e, con-
sequentemente, dim(K2T") < dim(KZT). Portanto, KZ7" ~ K77 como espacos veto-
riais. Basta verificar se KZ7*, K27 estdo em dualidade, isto é, se (| ) é um pairing.

Sejam A, Bem T e C* em T*, com AY(C?) = th:(g)t o(U, VUt ® V. Assim,

A
A7B7 O: )
(ABICY) = (A, BIAICY) = o(4, By = | TP

0, caso contrario.

Por outro lado,

S (U VHAUNBIVY) = 0(U, V)4 u0py =

{ o(U V), se A=U e B=V,
=)'

, caso contrario.

Mas se A=U e B =V, é vilida a igualdade (A.B|C?) = >(A|U?)(B|V*). De modo
totalmente andlogo, verifica-se a igualdade (A|B!.C*) = >(R|B!){S|C").

Agora, para C* em T, temos que (1|C*) = d1¢ = 1, se C' = id t(C) e 0 caso
contrario. Mas id t(C) = id ['(C?), dai segue a igualdade (1|C*) = £*(C?). Similar-
mente, verifica-se que (A|1") = ¢(A), para todo A em T.

Finalmente, temos que (S(A)|B!) = 7(A, A") 1o (A1, A") 1041 g, 0 que éigual a
T(A, AM) 1o (A1, A")=1 se A~! = B e zero, caso contrario. Por outro lado, (A|S!(B?))
=7(B™1,BY) 'o(B,B") 64 51 0 que éigual a 7(B~!,B*)lo(B,B") ' se A= B!
e zero, caso contrdario. Observemos que A~! = B se e somente se A = B!, e ainda que
(A71)v = AR, Assim, vale a igualdade (S(A)|B*) = (A|S*(B?)). Portanto, concluimos
que KZT" é dual para K7 T.
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Capitulo 4

A Categoria de representacoes de

uma algebra de Hopf fraca

O intuito deste capitulo é mostrar que, em geral, a categoria de representagoes
de um algebra de Hopf fraca H tem estrutura de categoria K-linear monoidal rigida.
Em particular, a categoria de representagoes da algebra de Hopf fraca proveniente
de um grupoide duplo vacante, além de ser K-linear monoidal rigida, é uma categoria

tensorial e de fusao, sob determinadas condigoes.

4.1 Categoria monoidal rigida, categoria tensorial

e categoria de fusao

O objetivo desta secao é apresentar as nocoes de categoria monoidal rigida, ca-
tegoria tensorial e categoria de fusao. Para isso, necessitamos introduzir alguns

conceitos.

Definicao 4.1.1 Dados C uma categoria ¢ X, Y em C. Um produto de X e Y €
uma terna (P,p,q), onde P é um objeto em C, p € Morec(P,X) e g € Morc(P,Y),
satisfazendo a sequinte propriedade universal: dados Z em C e um par de morfismos
reMore(Z,X) e se More(Z,Y), existe um unico 0 € More(Z, P) tal que pof =r

e qof=s, ou seja, o sequinte diagrama € comutativo
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Se X e Y possui produto, escrevemos X @Y para representar o produto.

Exemplo 4.1.2 Considere a categoria Set. Dados X, Y em Set, o produto de X e
Y, é o produto cartesiano P = X xY’, juntamente com as funcoes projecoes. De fato,
sejam W em Set, f € Morc(W,X) e ge More(W,Y'). Definimos, §: W — X xY,
por 0(x) = (f(),g(x)). Assim,

(mo8)(z) =m(f(2),9(x)) = f(z) e (m200)(x) = m(f(x),9(x)) = 9(x).
E f4cil ver que 6 é unica. Portanto, X xY é produto para X e Y.

Exemplo 4.1.3 Em gMod o produto entre dois R-médulos M, N é dado pelo

produto direto M & N, juntamente com as projegoes.

Proposicao 4.1.4 Sejam C uma categoria e X, Y objetos em C. Entao, o produto

de X e Y, se existe, € unico a menos de isomorfismo.

Demonstracao:

Sejam (P,p,q) e (P',p',q") produtos para X e Y. Como (P,p,q) é produto,
existe um tnico 0 : P — P’ morfismo tal que pof =p' e go 0 =¢’. Por outro lado,
como (P’,p’,q") é produto existe um tnico #’ : P — P morfismo tal que p’ o6’ =p

e ¢' o #' = q. Portanto, temos que o seguinte diagrama

X P Y,

é comutativo. Mas o morfismo 1p também faz este diagrama comutar. Logo, pela
unicidade da defini¢ao de produto, temos que #o6’ = 1p. Analogamente, concluimos

que 6" o6 = 1p.. Portanto, # é um isomorfismo de P para P’.

a

Definigao 4.1.5 Seja C uma categoria. Um objeto Z de C é dito um objeto zero
para C, se os conjuntos de morfismos More(X,Z) ={fx} e Morc(Z,X) ={gx} sao

unitdrios, para todo X de C.

Exemplo 4.1.6 Na categoria zpMod o objeto zero é o R-modulo trivial. Na cate-

goria Vecy, o espaco vetorial nulo, é o objeto zero.
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Observagao 4.1.7 Assim como o produto, se existe, o objeto zero em uma catego-

ria, entao € unico a menos de isomorfismo.

Definicao 4.1.8 Seja C uma categoria com objeto zero Z. Para todo X, Y de C,

definimos o morfismo 0y : X — Y, dado por 05 = gy o fx.
Definigao 4.1.9 Uma categoria C € dita pré-aditiva se:
e Para cada par de objetos X, Y de C, o conjunto Morc(X,Y) € grupo abeliano;
e A composicao € distributiva com relagao a operacao do grupo, isto €, sejam
g X— Y h:Z— Xel: Y — W, entao

I(f+g9)=1f+lg e (f+g)h=[fh+gh

Exemplo 4.1.10 A categoria Ab € uma categoria pré-aditiva.
Definicao 4.1.11 Uma categoria C € dita aditiva, se:

o C ¢ pré-aditiva;

e C possui objeto zero;

e Para cada par de objetos X, Y de C, existe o produto X & Y.

Exemplo 4.1.12 A categoria gMod é uma categoria aditiva, onde Mor(V, W) tem
estrutura de grupo abeliano induzida pela soma do R-mdédulo W e valem as distri-
butivas. O objetivo zero e o produto existem (ver, Exemplos e [4.1.6)).

Definicao 4.1.13 Uma categoria aditiva C € dita K-linear se, para cada par de
objetos X, Y de C, o conjunto Morc(X,Y) tem estrutura de K-espago vetorial e a

composi¢cao em C é uma transformacao K-bilinear.

Definicao 4.1.14 Sejam C, D duas categorias aditivas. Um funtor F':C — D €
dito aditivo se F'(f+g)=F(f)+F(g), para todo f, g€ Morc(X,Y). Além disso, se
C, D sao K-lineares e F: More(X,Y) — Morp(F(X),F(Y)) sdo transformagoes

K-lineares entao dizemos que F ¢é funtor K-linear.

Definigao 4.1.15 Seja C uma categoria. Um morfismo f em Morc(X,Y) € dito
um monomorfismo se fog = foh entao g = h, para todo g, h em Morc(Z,X).

Agora, sejam f : X1 — X, f': Xy — X monomorfismos, dizemos que esses
monomorfismos sao equivalentes se existe um isomorfismo u : X; — Xy tal que
wo f/=f. Um subobjeto de X é uma classe de equivaléncia de monomorfismos que

chegam em X. Se Y é um subobjeto de X, denotaremos por Y ¢ X.
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Definicao 4.1.16 Seja C uma categoria aditiva.

e Um objeto X de C, distinto do objeto zero, se diz simples se todo subobjeto de

X € isomorfo a 0 ou a X;
e Um objeto X se diz semissimples se é uma soma direta de objetos simples;

e A categoria C se diz semissimples se todo objeto de C € semissimples.
Exemplo 4.1.17 A categoria Veck é uma categoria semissimples.

Definigao 4.1.18 Sejam C uma categoria que possui objeto zero e f: X — Y um
morfismo. Um nicleo para o morfismo f € um par (K, k), onde K é um objeto de C e
k: K — X um morfismo em C € tal que fok =08, que possui a sequinte propriedade
universal: dado outro par (K', k"), onde K' € um objeto de C e k' : K' — X um
morfismo, satisfazendo fok' = 0K entdo existe um tinico morfismo n: K' — K

que faz o sequinte diagrama comutar:

X Y
N e
K !
K 77A 0K
K/

Observagao 4.1.19 Denotaremos o nicleo de um morfismo f por Ker(f).

Definigao 4.1.20 Sejam C uma categoria com objeto zero e f: X — Y um mor-
fismo. Um coniicleo para o morfismo f é um par (C,c), onde C é um objeto de C e
c:Y — C morfismo em C tal que co f = 0%, e que possui a sequinte propriedade
universal: dado outro par (C',c"), onde C' € um objeto de C e ¢’ : Y —> C" € um
morfismo tal que ¢’ o f = Og/, entao existe um unico morfismo § : C'— C" que faz o

sequinte diagrama comutar:

Observagao 4.1.21 Denotaremos o conicleo de um morfismo f por Coker(f).
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Definicao 4.1.22 Uma categoria aditiva C ¢é dita abeliana se para qualquer mor-

fismo f: X — Y dado, existe uma decomposicao canonica, da sequinte forma:

K i X—T I : Y < C,
onde:
iom=f, (K,k)=ker(f), (C,c)=coker(f), (I,i)=ker(c) e (I,m)=coker(k).

Exemplo 4.1.23 A categoria Ab dos grupos abelianos é uma categoria abeliana.

Outro exemplo de categoria abeliana é a categoria rMod.

A nocgao de uma categoria monoidal é uma “categorificacao” do que de um
mondide, que basicamente é um conjunto M nao vazio, munido com uma operagao
bindaria associativa, ® : M x M — M, denominada multiplicacao e que possui um

elemento unidade 1 de M tal que 1 @ m =m =m ® 1, para todo m em M.
Defini¢ao 4.1.24 Uma categoria monoidal é uma colegao (C,®,1,a,l,1), onde:
e C ¢ uma categoria;
e ®:CxC—>C € um bifuntor, chamado de produto tensorial;
e 1 ¢ um objeto de C;

eaxyz: (X®Y)®9Z —-Xo(Y®Z),Ix:10X — X erx: X®l— X, sao
1somorfismos naturais para todo X, Y, Z em C, chamados de associatividade,

esquerda e direita, respectivamente.

Tal que os sequintes diagramas comutam:

Axioma do Pentdgono:

(XeoY)oZ)e W

ax,y,z®lwy aX®Y,Z,W
(Xe(YoZ)oW (XoY)e(ZeW)
ax Yoz W ax,y,ZeW
Xo(YoZ)eW) X (Yo (ZeoW))

1x®ay,z,w

para todo X, Y, Z, W em C.
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Axioma do Triangulo:

axa1y

(Xo1)®Y Xe(leY)

rx®ly 1x®ly
X®Y

para todo X, Y em C.

Exemplo 4.1.25 A categoria Set tem estrutura monoidal, onde o produto tensorial
é o produto cartesiano; 1 = {*} é um conjunto unitédrio; a associatividade é a ébvia
e os isomorfismos naturais [, r sdo dados por [(*,x) = z e r(x,*) = z, para todo

x e X, com X em Set.

Exemplo 4.1.26 A categoria Veckx tem estrutura monoidal dada por: ® = Q,
1 = K, a associatividade é a usual e os isomorfismos naturais [, r sao, respectivamente,

KexV2VeVegK~V, onde V é um K-espaco vetorial.

Consideremos C uma categoria monoidal e seja X um objeto em C.

Definicao 4.1.27 Um objeto X* em C € dito um dual a esquerda de X, se existe um
par de morfismos evy : X* ® X — 1 e coevy : 1 — X @ X*, tal que os sequintes

diagramas comutam:

5Y 1 1
X X X X XXX N Xel—X X
\1—)(/
-1
X+ Tx* X*®1 1+ ®coevx XroX®X* evx ®l 1o X* Ixx X+
1=

Um categoria monoidal C se diz rigida a esquerda se todo obejeto X de C possui

dual a esquerda.

Exemplo 4.1.28 Consideremos a categoria vecy, que tem estrutura monoidal. To-
memos V € vecy e fixemos uma base {vy,vs,...,v,}, cuja base dual é denotada por
{f1, f2, ..., fn}. Definimos os morfismos evy : V* ® V. — K por evy (f; ® v;) = f;(v;)
e coevy : K — V @ V* por coevy(lk) = ¥ty v; ® f;. Assim, V* = Hom(V,K) é um

dual a esquerda para V.
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Definicao 4.1.29 Um objeto *X em C € dito um dual a direita de X, se existe um
par de morfismos ev'X Xe*X —1e cer'X 1 — *X ® X, tal que os sequintes
diagramas comutam:

-1

X X L Xe1l Xo*XeX 1o X — X X

_— >
\1—)(/

-1

I
* X X 1e9*X

7 !
1x ®coev’y ev’y ®lx

coev’y, ®1x i 1+ x ®ev’y

XX ®*X X ol —X *X

Tys

Uma categoria monoidal C se diz rigida a direita se todo obejeto X de C possui

dual a direita.

Exemplo 4.1.30 Na categoria monoidal vecy, tomemos V € vecy e fixemos uma
base {vi,vs,...,v,}, cuja base dual é denotada por {fi, fo,..., fn}. Definimos os
morfismos evi, : V ® V* — K por evy, (v; ® f;) = f;(v;) e coevy, : K— V* @ V por
coevy, (1) = ity fi ® v;. Assim, V* = Hom(V,K) é um dual & direita para V.

Definicao 4.1.31 Uma categoria monoidal € dita rigida se € rigida a esquerda e a

direita.
Exemplo 4.1.32 A Categoria veck é uma categoria monoidal rigida.

Finalmente chegamos aos conceitos de categoria tensorial e categoria de fusao.

Definicao 4.1.33 Uma categoria C se diz multitensorial finita sobre um corpo K se
¢ uma categoria abeliana, K-linear finita, monoidal rigida tal que todos os funtores

e transformagoes naturais envolvidos sao aditivos e K-lineares.

Definicao 4.1.34 Uma categoria C se diz tensorial finita sobre um corpo K se €

uma categoria multitensorial finita sobre K tal que o objeto unidade é simples.

Definicao 4.1.35 Uma categoria C é multifusao se é uma categoria multitensorial
finita semissimples. Quando o objeto unidade é simples C se diz uma categoria de

fusao.

4.2 A categoria de representacoes de uma algebra

de Hopf fraca

Seja H uma &lgebra de Hopf fraca qualquer, consideramos Rep(H) a categoria

de representacoes de H, cujos objetos sao H-mddulos a esquerda de dimensao finita
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e os morfismos sao os homomorfismos H-lineares. Demonstraremos que Rep(H)
tem estrutura de categoria K-linear monoidal rigida.

A categoria Rep(H) é aditiva. De fato, para todo V', W em Rep(H), o conjunto
Mor gepcery(V, W) dos H-homomorfismos de V' para W tem estrutura de grupo abe-
liano, com operacao usual e sao validas as distributivas. O produto de V e W é dado
pelo produto direto V @ W, junto com as projecoes e o objeto zero é o H-mdédulo
nulo. Além disso, 0s Morgep (V. W) sao K-espagos vetoriais, com produto por
escalar usual e a composicao é uma transformacao bilinear.

Sejam V', W em Rep(H), o produto tensorial é definido da seguinte forma:
VeWw =AY e W),

onde ®y é o produto tensorial usual de K-espacos vetoriais. A estrutura de H-
modulo de V @ W é dada via comultiplicacao. O produto tensorial de morfismos é
uma restricao do produto tensorial usual de homomorfismos.

A subélgebra fim Hy ¢ H é o objeto unidade em Rep(H). A estrutura de H-

modulo de Hy é dada via:
h.z =e¢(hz), para todo he H e z € Hy.

A associatividade de ® é induzida por ® : (U ey V) ey W — U ey (V &k W), o

isomorfismo natural. Sejam U, V, W em Rep(H), temos que

UeV)eW = AQ).[(UeV)exW] = A(1).[A(1).(Uek V) @k W]
(A®id)A(1).(A(1) @ 1).[(Uek V) @ W]
A?(1).(A(1) ®1).[(U ek V) o W].

Observemos que

A2 (1)(Ae1) = (18A(L))(A(L)®1)(A(1)e1)
= (1eA))(A()®1) = (A(1)e1)(1®A(1))
= (A()e1)(1eA(1))(1e®A(1))
= A’ (D)(1e A1) = (ide A)A(1)(1e A(1)).
Assim,
(UeV)eW = A?(1).(A(1)e®1).[(UeyV)ex W]

(ido M)A (1 e A(1)).[(U ey V) &k W]
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(ide® A)A(1)(1® A(1)).[U & (V &k W)]
= (ide A)A(L).[U ek (Ve W)]
A(D).[Ue(VeW)] = U (VeW).

Dai concluimos que a associatividade agyw : (U@ V)@ W — U ® (V ® W), para
U, V, W em Rep(H), é um isomorfismo natural, pois é induzida por ®yvuw. O
axioma do pentagono é vélido, pois A é coassociativa.

Definimos homomorfismos K-lineares [y e ry do seguinte modo:
ly: Hiy®@V — V | rv: VeH; — V
Li.z®lav — 2w Lovelyz — S(z).v'

Estas aplicacoes sao H-lineares. De fato, seja h em H, temos

lv(h(llz ® 12.1))) lv(hlll.Z ® hglg.v) = lv(hl.Z ® hg.v)
= lv(éf(hlz)@)hg.v = €f(h12)h2.v

= 5(11h12)12h2.?} = e(hlz)hQ.v

= heg(z)v = hzw
= h.lv(11.2®12.v).

Observe que antepenultima igualdade, usamos o Lema item (¢). Analoga-
mente, mostra-se que ry é H-linear.

A familia {ly }y, nos dd uma transformagao natural entre o funtor Hy® (_) e o
funtor identidade. Do mesmo modo, {ry }y nos dd um transformagao natural entre
o funtor (_) ® H; e o funtor identidade. De fato, para cada par V, W em Rep(H)

e homomorfismos H-lineares f:V — W temos

(lWO(ld@)f))(]_lZ@]_Q’U) = lw(112®f(1271)) = lw(112®12f(?}))
= 2.f(v) = f(zw) = (foly)(l1.2® 15.0).

Do mesmo modo,

(rwo(f®id))(l1.v®15.2) rw(f(lL1v®15.2)) = rp(1l1.f(v) ® 15.2)

= S(2).f(v) = f(S(z)v) = (fory)(1l1v®15.2).

Temos ainda que, para cada V' em Rep(H), os morfismos Iy, ry sdo isomorfismos,
com inversas [i}, /' dadas por:
'V —  HyeV 1tV — VeH;

v — S(1h)® 1w vo— el
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De fato, temos que (Iy o [;})(v) = Iy (S(11) ® 15.v) = 15.v = v. Por outro lado,

(I oly)(11.2@19.0) = IH(zv) = S(1;) ® 1oz
= S(l)®ef(192)w = S(1)) ®e(1712) 150
= S(1) ®@e(15112)10 = S(1)e(15112) ® o0
= gr(liz)®lhw = 11.2® 1.

Analogamente, temos (ry or!)(v) =y (1.0 ® 1) = S(1x).v = v. Por outro lado,
(rifory) (110 ® 15.2) = 11 (S(2).0) = 118(2) v ® 1o = 1.0 ® 1y.2.

Assim, [, r sdo isomorfismos naturais. Basta verificar o Axioma do Triangulo.
Seja V., W em Rep(H), assim

(idy ® Ly ) (11,0 ® 1.2 ® 13.w) (idy ® ly ) (1.0 ® 1)15.2 ® 15.w)

= Loelyzw = 118(2)v® lhw

(ry ®idw ) (1.0 ® 15112 ® 1y.w)

(ry ®idy)(11.0® 15.2 ® 13.w).

Aqui omitimos o isomorfismo (V@ H)®W ~ Ve (H®W). Portanto, a categoria
possui estrutura de categoria monoidal.

Usando a antipoda § de H, podemos fornecer os duais em Rep(H). Para cada
objeto V' de Rep(H), definimos a a¢do de H em V* = Homy(V,K) por

(h.¢)(v) = 6(S(h).v),

com he H veV, ¢ € V*. Com essa acao, V* tem estrutura de H-modulo a
esquerda. Para cada morfismo f:V — W seja f*: W* — V* o morfismo dual
para f.

Para cada V' em Rep(H), definimos os morfismos evaluacao e coevaluagao, res-

pectivamente, do seguinte modo:
evy: V*V — Hy , coevy : Hy — Vel

Zj¢j®vj — ngf)j(ll.l)j)lg z > Zl]_lZUZ@]_QwZ

Observagao 4.2.1 Na defini¢ao da coevaluagdo, {u;};, {1'}; sao bases duais de V
e V*, respectivamente. Os elementos Y, u; ® 1* nao dependem da escolha da base.

Além disso, para todo ve V, e V¥, temos v = Y, u0*(v) e ¢ = ¥, p(u;)r.
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As aplicagoes evy e coevy sao H-lineares. De fato, para V em Rep(H ), queremos

mostrar h.coevy (2) = coevy (h.z) ou, equivalentemente,

Z hiz.u; ® hng = Z 11€f(hz).ui ® 12wz

Uma vez que ambos os lados da igualdade acima sao elementos de V ® V*,

avaliando o segundo fator por v € V', obtemos

Z hlz.u,; ® 1/)1(8(112)1)) = Z ].18f(h2)uz ® 2/)1(8(12)1]),

ou, equivalentemente, hi2S(hy).v = 117(hz)S(13).v, (observacao anterior). Assim,

basta demonstrar que é valida essa ultima igualdade. De fato,

11€f(h2)8(12).1)

1,e(11h2)158 (1) v = e(17h2)111,8(19).v
= e(11h2)128(13).v = e(11hz)1sv

= e(h12)haS(h3).v = hiep(2)S(h2)

= h1zS8(hs).v.

Aqui usamos a comultiplicidade fraca da counidade, a Observacao [3.1.14| e o Lema

3.1.4[item (c). Logo, coevy é H-linear. Analogamente, temos que

h.evv(z 11.¢j ® 12.’[)]')
J

h.) ¢ (1ivj)le = 3 ¢7 (Livy)hds
Z;j(h.vj)gf(h.lg) j: Zgbj(ll.vj)e(lllhb)l;
ZW(h&(l hls)v;)1 Z¢ (ep(11R)v))15
}:<ﬁ705((11h)1)(11h)2vj)12

5 ) a1y = S (L) a1

ZW(S(l h1)1)1ahov)1; = Z¢j(5(h1)1/h2vj)1'2
Z(hl gbj)(l hgv])12 = Zevv(hl ¢ ® hy.vj)

evy (h. Zgb] ®Uj).

Para veficarmos que ev, é H-linear utilizamos, nesta ordem, as definicoes da €y e

da €,, o item 1 da definicao da algebra de Hopf fraca, a comultiplicidade fraca da

unidade e a multiplicidade da A. Logo, evy é H-linear.

Finalmente, resta verificar os diagramas da Definigao [4.1.27]
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ry (idy ® evy)(coevy @ idy)l (v) = ry(idy ® evy)(coevy ®idy ) (S(11) ® 15.v)

= ry(idy ® evy)(coevy (S(11)) ® 15.0)

= rv(idv®evv)(21/18(11).ui®1'2.2/1i®12.1))
= 1y 21’15(11).%®(1’2.¢i)(1’1’12.v)1;f)

= v | D 1S @ G (S(15)1112.0)1;

= ry Z1’15(11).uiwi(5(1;)1’1’12.v)@1’2’)

= ry(13S(1)S(1)1 10 ® 1,) = v
Analogamente,

Iy« (evy ® idy+) (idy+ ® coevy )i (@) = ly=(evy @ idy+)(idy+ ® coevy )(11.¢ ® 15)

= lv*(ev\/@idv*)(le.(b@12.ui®13.¢i)
= lv* 2(11¢)(1,112U1)1/2®1377/)1)
S Z¢(S(11)1’112.ui)1’2®13.¢i)

= ZV* Zl;@lggﬁ(S(ll)l;lzuz)wl)

= ly« Zlé@13115‘1(1'112)¢(ui)¢i)

= Iy (1, ® 151,871 (1)15).0) = o.

Logo, V* é dual a esquerda. Para o dual a direita, definimos a agdo de H em V'*,

do seguinte modo

(h.0)(v) = (S () v),

com h e H veV, ¢ € V*. Os morfismos evaluacao e coevaluacao sao dados,

respectivamente, do seguinte modo:

ev;/: VeV — Hy , coev;/: Hy — VeV
Zj'l]j@@sj — Zj(bj(ll.’l)j)lg z — 211177/11@122%

. ! ! ~ . . .
Da mesmo modo, verifica-se que ev,, e coev,, sao H-lineares e satisfazem os diagra-
mas da Definicao[4.1.29l Assim, Rep(H) tem estrutura de categoria monoidal rigida.
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4.3 A categoria Rep(KT)

Sabemos que para uma algebra de Hopf fraca H qualquer, a categoria de re-
presentacao de H tem estrutura de categoria K-linear monoidal rigida. Sejam T
um grupoide duplo vacante finito e K7 a dlgebra de Hopf fraca associada, como no
Teorema [3.2.4] Logo, concluimos que a categoria Rep(KT) tem estrutura K-linear
monoidal rigida.

Sejam U, V em Rep(KT), o produto tensorial ® é dado por

UeV=A1).(UexV)=Yidz.Ueyidy.V,

zly

com acao de B dada pela comultiplicagao. A associatividade ¢ a trivial e se verifica
o Axioma do Pentdgono.
O objeto unidade é a subalgebra K7 ; = @ppKpl, a qual tem estrutura de

K7T-médulo via:

ol, se A =1id g, com geV, tal que b(g) = P,t(g) = Q.

0, caso contrario.

A.pl = €f(Ap1) = {

Os isomorfismos naturais [, sao definidos por

ly: KTy@V — V| rv: VeKT; — V

pl®v — pl.u v®p1l — S(p].).v=].p.v7

para V em Rep(KT).
O dual & esquerda para V em Rep(KT) é V* = Homg(V,K) com agao de B dada

por

(A.9)(v) = ¢(A™ ),

e os morfismos evy : V* @ V — KTy, e coevy : KT; — V ® V* sao dados, respecti-

vamente, por
evy (Zgbi@)vi) = Z(bi(id z)idy e coevy(pl) :Zpl.vj®q§j
5 5 7

De maneira similar define-se o dual a direita e os morfismos ev{, e coevy,.
O proximo teorema demonstra que a categoria de representacoes da algebra de
Hopf fraca proveniente de um grupodide duplo vacante finito, além de ser K-linear

monoidal rigida é uma categoria tensorial e de fusao.
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Teorema 4.3.1 Sejam T um grupdide duplo vacante e (o,7) um 2-cociclo norma-

lizado em T com wvalores em K*.

s

(a) O objeto unidade de categoria Rep(K5T) € simples se e somente se V = P €

conexo.

(b) Se char K = 0, entao a categoria Rep(KZT) de KZT-mddulos de dimensao

finita € uma categoria multifusao. E € fusao se e somente se V = P € conexo.

Demonstracao:

(a) Sabemos que o objeto unidade nesta categoria é (K77); que é gerado por
pl, P em P. Seja ~, a relacao de equivaléncia em P, induzida pelo grupédide V = P.
Para cada classe de equivaléncia X temos o subespaco Sx = ¥ pex Krl = (r1|R € X)
¢ um subobjeto simples de (K77)y, ou seja, cada Sx é um submdédulo simples de
(KzT)s. De fato, seja W ¢ Sy, e suponhamos que W # 0. Seja w = Y pex Afgl em
W, com A € K nao todos zero. Sejam P em X, com A\ # 0 e Q em X qualquer,
entao existe um morfismo g € V, com b(g) = P e t(g) = Q. Consideremos id g e

como W é submddulo temos que id g.w € W, para todo w € W. Assim, temos que

id g.w = Z >\R(Zd gR]-) = )\Péf(id gp].) = )\PQ]..
ReX
Como A # 0, entao g1 € W, para todo ) em X. Logo, W = Sx e concluimos que Sy
é simples. Claramente, (K77); é uma soma direta de submédulos simples (K27 )
= @xep/~, Sx. Portanto, (K7T); é simples se V = P ¢é conexo. Reciprocamente, se

(KZT)s é simples, s6 admite submdédulos triviais e obviamente V = P é conexo.
(b) Segue da Observagao [3.3.11] e do item anterior.
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