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RESUMO
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A forma classica do sistema de equacoes de Navier-Stokes, o qual deriva do principio de
conservagao de massa e momento linear, descreve o movimento de um fluido homogéneo
sujeito a um campo de forcas externas. Neste trabalho, desenvolve-se um estudo para
encontrar o intervalo maximal de existéncia de solugoes no tempo para as equacoes de
Navier-Stokes em um dominio tridimensional fino, isto é, Q. = w x (0,¢), onde w C R? e
e € (0,1), considerando combinagoes de diferentes condigoes de fronteira.
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The classical form of the Navier-Stokes equations system, which is derived from the prin-
ciple of conservation of mass and momentum, describes the motion of a homogeneous
flow fluid subject to a field of external forces. In this work, we develop a study to find
the maximal interval of existence of solutions in time to the Navier-Stokes equations in a
three dimensional thin domain, i.e., Q. = w x (0, ¢€), where w C R? e € € (0, 1), considering
different combinations of boundary conditions.

Keywords: Navier-Stokes equations; Thin domains; Existence of solutions.



LISTA DE SIMBOLOS

No desenvolver deste trabalho, usamos notacoes usuais no estudo de equagoes diferenciais

parciais e em analise, algumas enumeradas abaixo.
n 1/2
1. R™ é o Espago Euclidiano n-dimensional, munido da norma |z| = g 7 , onde
r=(21,...,2,);
2. ) é um aberto limitado do R";

3. LP(Q), 1 < p < o0, é 0 espaco das fungoes mensuraveis g : 2 — R tais que

1/p
0l = ( / | g(@) I d:c) < o0

4. L>(Q) é o espago das fung¢oes mensuraveis g : 2 — R tais que existe uma constante

C onde | g(z) |< C q.s em €, munido da norma

\g|Lm(Q) =inf{C; | g(z) | £ C qs. em Q};

5. LP(Q) = LP(Q) x LP(Q) x LP(Q);

6. H%(Q) é o espago de Sobolev W*?2((Q);

7. HY(Q) = H'(Q) x H'(Q) x H'(Q);

8. C(Q), C*(Q), CE(Q) e C°(Q) sao espagos usuais definidos em analise;

9. Para uma fungao u(x) = (uy(x), us(z), uz(z)), x = (1, x2, x3), tem-se as notagdes:

(‘9u1 i (9u1 1 8U3_
8:61 8%2 8953’
.. . 8u1 8u1 8u1
(i) Vu= (0931’ Oxs’ 8:1:3)

/ . aul aul )

(i) Vu = ((9:181’ 8x3’0)’

(iv) rotu = Oug B Ouy Ouy _ Ous Ous B Our \
Oxy  Oxg Ovs Ox1 Oxy  Oxy )’

(i) divu =

)




10.

11.

12.

13.

14.

15.

(v) O operador de Laplace A é tal que Au = (Auy,Aug, Aug) e A'u =

(Auy, Aug, 0), onde
3 a0
Au, = 0°u;

o o
A={ue (C2(Q))?; divu = 0};

H é o fecho de A em L?*(€2). Neste espago, denotamos a norma por | - |, e o produto
interno por (-, ) ;
V é o fecho de A em H'(2). Neste espago, denotamos a norma por || - ||, e o produto
interno por ((-,)),;
LP(0,T,X), 0 <p < oo é o espago das fungoes LP no tempo com valores em X;

A, é o Operador de Stokes;

D(A,) é o dominio do Operador de Stokes.
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INTRODUCAO

Por volta dos séculos XVIII e XIX, os matematicos Leonhard Paul Euler (1707
- 1783), Claude Louis Marie Henri Navier (1785 - 1836) e George Gabriel Stokes (1819
- 1903) fizeram grandes avancos no campo da mecanica dos fluidos. O primeiro foi res-
ponsavel pela deducao do sistema de equagoes que modelam o movimento de fluidos
quando estes nao sao viscosos, enquanto os outros dois consideraram o efeito da viscosi-
dade. O resultado de seus trabalhos sao o que hoje chamamos de Fquacoes de Fuler e
FEquagoes de Navier-Stokes, esta, objeto de estudo deste trabalho.

As equagoes de Navier-Stokes descrevem o movimento de um fluido homogéneo,
sujeito a um campo de forgas externos, e sao deduzidas a partir da 2* Lei de Newton,
do Principio de Conservacao da Massa e de Momento Linear, como pode ser visto em S.
Melo e F. Neto [9], A. Chorin e J. Marsden [3], R. Fox e A. McDonald [6] e H. Kreiss
e J. Lorenz [7]. Sua importancia nao atinge apenas a Matemdtica, mas campos como
Fisica, Dinamica dos Fluidos, Meteorologia, e, mais especificos, Dinamica dos Oceanos,
Geofisica, Mecanica dos Solidos e Fisiologia, entre outros.

Apesar de muito usada, quando falamos em existéncia de solugoes classicas em
R3 x [0,00), este ainda é um problema em aberto da Matemética, conhecido por ser um
dos Millenium Problems do Clay Mathematical Institute, que premia 1 milhao de délares
a quem resolve-lo. O trabalho da matematica russa Olga Ladyzhenskaya foi o primeiro
que provou de maneira rigorosa a convergéncia de um método de diferencas finitas para
as equacoes de Navier-Sokes. Hoje em dia, sao conhecidos resultados de existéncia e
unicidade para solucao fraca em espacos de Sobolev, como pode ser encontrado em J.
Lions [8] e R. Temam [12], os quais usam o método de Galerkin. Recentemente, em janeiro
de 2014, o matematico cazaque Muchtarbai Otelbajew publicou um artigo afirmando ter
encontrado solucao classica para as equacoes de Navier-Stokes. Tal trabalho ainda esta

em andlise pela comissao examinadora do Clay Mathematical Institute.
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A forma vetorial do sistema de equacoes de Navier-Stokes é dado por

u+u-Vu—pAu+Vp=f, em § x(0,00)

div u =0, em 2 x (0,00)

onde © é um dominio suave em R3. O objetivo deste trabalho é estudar o intervalo maxi-
mal de existéncia no tempo de solucao para o sistema acima em dominios tridimensionais
finos, isto é, quando uma dimensao é pequena quando comparada as demais. Em outras
palavras, consideraremos um dominio do tipo Q. = w x (0,¢) C R3, sendo w C R? um
domino regular e 0 < e < 1.

O estudo de solucao global no tempo para dominios finos foi iniciado por G. Raugel
e G. Sell [10], os quais consideraram uma dilatagdo no dominio para encontrar as equagoes
de Navier-Stokes definidas em w x (0, 1) fixo. Diferentemente, o artigo de R. Temam e M.
Ziane [14], utilizado como base para esta dissertagdo, nao usa a dilatacao e sim, trabalha
diretamente em €2.. Além disso, consideramos combinacoes entre condigoes de fronteira,
as quais influenciam fortemente no comportamento das solugoes.

O primeiro capitulo é dedicado as defini¢oes, teoremas e resultados classicos da teo-
ria de equacoes diferenciais parciais, os quais serao utilizados no decorrer do texto. A par-
tir do segundo capitulo, deduzimos uma formulagao matematica especifica para dominios
finos, como as combinagoes entre as condicoes de fronteira de Dirichlet, periddica e livre,
e a interferéncia dessas na definicao dos espacos funcionais H e V. Outra importante
ferramenta usada neste capitulo é o operador média integral na direcao fina, definido
de acordo com a condigao de fronteira a ser utilizado. Por fim, apresentamos algumas
desigualdades classicas, como a de Poicaré, além de outras essencialmente importantes.

No capitulo 3, é feita uma formulagao fraca para as equacoes de Navier-Stokes,
baseando-se no operador média integral, além de estimativas a priori para o mesmo. Tais
estimativas tornam-se uma importante ferramenta para os resultados acerca do intervalo
maximal de existéncia de solucao no tempo, estes dependendo da condicao de fronteira
considerada. Também, como aplicacao do resultado obtido, resolvemos um exemplo com
as condicoes de Dirichlet e periddica, utilizando uma forca externa dada. Finalmente, foi
reservado o apéndice para apresentar as principais caracteristicas do Operador de Stokes,

usado constantemente durante o texto.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo serao enunciados os resultados e defini¢oes que utilizam-se no de-

correr do trabalho.

1.1 Definicoes

Defini¢ao 1.1.1 (Forma b. e B.) A forma trilinear b. em 'V x V x V € definida por:
> ov;
be(u,v,w) = (u- Vo, w)r2q) = Z / uia—xjiwj dx,
onde u,v,w € HY(Q). A forma bilinear B, em V x V ¢ definida por
((Be(u,v),w))e = be(u, v, w),

onde (u,v) eV XV, YweV.

Defini¢ao 1.1.2 (Espago de Sobolev) Seja 1 < p < oo fizado e k um inteiro nao
negativo. O espaco W*P(Q) é formado por todas funcoes u : @ — R localmente integrdveis
tal que, para cada multiindice o, com |a| < k, D*u existe no sentido fraco e pertence a

LP(Q2). Se p = 2, escreve-se usualmente
H*(Q) = WF2(Q),

o qual é um espaco de Hilbert. O fecho de C°(Q) em W*P(Q) ¢ denotado por WP (Q).
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Sep=2,
HEQ) = WP(Q).

Neste trabalho, além de p = 2, usa-se k = 1, isto é, H'(Q) e H}(Y), onde tal indice
implica que todas as deriwadas parciais de primeira ordem, com relacao a todas varidveis,

pertencem a L*(Q).

1.2 Teoremas

Teorema 1.2.1 Seja Q2 C R"™, limitado ou nao. A forma b, é definida e trilinear continua
em H(Q) x HY(Q) x (HLH(Q) N L™(2)). Em particular, se @ C R™ é um aberto limitado e
n < 4 entao a forma b, € trilinear continua em V xV x V. Além disso, valem as sequintes

propriedades:
(1) be(u,v,v) =0,VueV,ve Hj(Q)nNL(Q).
(ii) be(u,v,w) = —b.(u,w,v), Vu €V, v,w € Hy(Q)NL"(Q).
Demonstracao: Veja [12], paginas 161, 162 e 163.

Teorema 1.2.2 Sejam A, B e C campos vetorias diferencidveis em R® e U uma funcao

escalar diferencidvel de R3. Entado:

(i) (AxB)x C=(A-C)B— (B-Q)A,

(ii)) (AxB)-C=(CxA)-B=(BxC)-A,
(11i) div(A x B) = B-rotA — A - rotB,

(v) rot(WA) = VU x A+ UrotA,

(v) div(VA)=VV - A+ VdivA.

Teorema 1.2.3 (Teorema da Divergéncia) Seja 7 : Q@ C R3 — R3, onde Q € um
aberto limitado, wm campo vetorial de classe C1 através da superficie orientada OS).
Entao,

/Qdiv(T) dx:/ n dS, (1.1)

o

onde n € o vetor normal apontando para fora de OS).
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Teorema 1.2.4 (Férmulas de Green) Seja U C R" um conjunto aberto e limitado

onde U € C*, u,v € CY(U). Entdo

(i) /Au de = ou ds;
U

ou 8n

(ii) /Vv-Vu d:zc:—/uAv dx + g—uu ds;
U U

ou on
0 0
(1i1) / (uAv — vAu) dx = / (u—v - v—u> s,
U oU an an
onde n € o vetor normal apontando para fora de OU.
Demonstracao: Veja [4], pagina 628.

Teorema 1.2.5 (Imersoes de Sobolev) Seja Q um aberto limitado de R™ com fron-

teira reqular. Entdo, para todo u € HY (), e 1 < q < oo, tem-se

|u’LfI(Q) < () |u’Hé(Q) , se =2 (1.2)

< () |“’H§(Q) , se n>3. (1.3)

Demonstracao: Veja [12], pagina 159.

Teorema 1.2.6 (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja {fu(2)} uma

sequéncia de fungoes mensurdveis em X C R"™ tal que

f(z) = lim f,(z)

n—o0

exista para todo x € X. Se existe g : X — [0,00] uma fungdo mensurdvel tal que

|fn(2)] < g(x), entao
Ji—{go/x‘f”_ﬂ dz =0 e nh_{go andI:/dex. (1.4)

Demonstragao: Veja [11], pagina 26.

1.3 Desigualdades

Teorema 1.3.1 (Desigualdade de Cauchy com §) Sejam a,b >0 e § > 0. Entao,

2

b
b<da®+ — 1.
a_a—|—46 (1.5)
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Demonstracao: Veja [4], pagina 622.

Teorema 1.3.2 Sejam a,b nimeros reais positivos. Entao,

a+b< V2 (a2 +b?) (1.6)

Demonstragao: Observe que

(a+b)? = a*+2ab+
< a4+ 4+

= 2a>+20° =2 (a® + %),

isto é,
a+b<V2y/(a®+1?)

Teorema 1.3.3 (Desigualdade de Gronwall (1* versao)) Seja n (.) uma fun¢ao

nao negativa, absolutamente continua em [0,T] e que satisfaz a relagao diferencial

Snlt) < oltm(t) + (), (1.7

onde ¢(t) e P(t) sio fungdes nao negativas e integrdaveis em [0,T]. Entdo
) ¢
o) < el Loy + o) as], (15)
0
para todo 0 < t < T. Em particular, se ) < ¢n em [0,T] e n(0) =0, entdo
n=0 em [0,7] (1.9)

Demonstracao: Veja [4], pagina 625.
Teorema 1.3.4 (Desigualdade de Gronwall (2* versao)) Seja n : [0,7] — R uma

funcao diferecidvel e suponha que

Sa(e) < 6(0m(e) + v ), (1.10)



16

onde ¢ € continua e 1) € localmente integrdavel em [0,T]. Entao,

n(t) < n(0)e™® + / (0-0) (1) ds, (1.11)

= /Ot o(r) dr

Demonstragao: Multiplicando a fungao 7(t) por e

com

—2(® ¢ derivando, tem-se

_ —om @ d _
— (7 n() = eTO=n(t) +n(t) e, (1.12)
Usando a regra da Cadeia
d  _op e d —om d
2 (7M@) = e an(t) — e M2 e(0n(t)
= O St — e Op(t(1)
dt
pois, pelo Teorema Fundamental do Calculo, —<I> = / o(r ¢(t). Agora, pela
hipétese (1.10),
d , _ _ _
prilC *On)) < e pn(t) + (@) — e Vo(t)n(t)

— e O(Un(E) + P Op(1) — e Op(E)n(t)
_ 0y, (1.13)

Assim, integrando em [0, T] a desigualdade acima, obtem-se
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0
ja que ®(0) = / #(r) dr = 0. Para concluir, multiplicando a tltima expressao por e®(*)
0

e isolando n(t),

n(t) < 1(0)e®® + /Ot (e‘b(t)_q’(s)) WY(t) ds. (1.14)

Observacgao:

O resultado acima também vale para o intervalo [ty,T], com ¢y > 0 e, neste caso, tem-se

t
O(t) = / ¢(r) dr. Com efeito, integrando em [to, T'| a expressao (1.13),
to

t d t
e ®En(s) ds < /e_‘b(s)z/)(s) ds

to dS to

t
Ot~ M nltn) < [ e u(s) ds

to

Ot~ () < | () ds, (1.15)

to
to

ja que O (ty) = / ¢(r) dr = 0. Portanto,

n(t) < n(ty)e®® + /1t (eXO=*E) i(t) ds. (1.16)

Teorema 1.3.5 (Desigualdade de Jensen) Suponha que f: R — R seja uma fungao

convexa e U C R™ um conjunto aberto e limitado. Seja u : U — R integrdvel. Entao,

¥ (ﬁ/(]u da:) < ﬁ/[]f(u) d. (1.17)

Aqui, |—[1]| fUu dx ¢ a média de u sobre U.
Demonstracao: Veja [4], pagina 621.

Teorema 1.3.6 (Desigualdade de Young) Sejam p,q tais que 1 < p,q < oo e %—l—é =

1. Entao, para a,b > 0,
a? bl
ab< — + —. (1.18)
p q

Demonstracao: Veja [4], pagina 622.
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Teorema 1.3.7 (Desigualdade de Hoélder) Sejam 1 < p,q < oo tais que i + % =1
Seue LP(U) ev e LYU), entao

[l e < g - (1.19)

Demonstracao: Veja [4], pagina 623.

Teorema 1.3.8 (Desigualdade de Holder Generalizada) Sejam 1 < py,...,p, <
00 com pil‘{'é‘l"'"‘_z%m =1, m € N, e suponha que uy, € LP*(U), para k =1,...,m.

Entao

/U | ur. . um | dz < ’U1’Lp1(U) ‘u2’Lp2(U) e ’um|LPm(U) . (1.20)

Demonstracao: Veja [4], pagina 623.



Capitulo 2

Introducao ao Estudo em Dominios

Finos

2.1 Resultado Classico em Dominios Gerais

Com relacao a existéncia de solucao das equacoes de Navier-Stokes em dominios
gerais, o seguinte resultado é conhecido em diversas bibliografias, tais como Temam [12],
[13] e Lions [8]. Ambos usam o método de Galerkin para encontrar solugao fraca em

espagos de Sobolev. Mais precisamente, tem-se

Teorema 2.1.1 Sejam ug € H e f € L*(0,T,V). Entao existe
uw e L*0,T,V)NL>(0,T, H)

para todo T > 0, solucao das equacoes de Navier-Stokes. Se ug € V' entao existe T =

T(Q, p,ug, f) > 0 tal que
u € L*(0,T,D(A)) N L>(0,T,V)

€ a unica solucao das equacgoes de Navier-Stokes.

No que segue, a solucao unica dada pelo teorema acima ¢ chamada de solucao

forte.
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2.2 Formulacao Matematica em Dominios Finos

Seja Q. um dominio fino, isto é, Q. = w X (0,¢€), onde 0 < € < 1 e w C R? é suave.
O objetivo deste trabalho é estudar o intervalo maximal de existéncia de solugoes u(z,t)

no tempo do sistema

u+u-Vu—pAu+Vp=f, em . x (0,00)

div u =0, em . x (0,00) (2.1)
u(z,0) = ug(x), em €,
onde
(i) u(z,t) = (ui(x,t),us(x,t),us(x,t)) é o campo de velocidades no ponto = =

(1,9, 3) € no instante t;
(i) p: Qe x (0, T) = R, T >0, é a pressao;
(iii) p > 0 ¢é a viscosidade do sistema e;
(iv) wo(z) = (up(x),ud(z),u3(x)) é a velocidade inicial dada.

Neste trabalho, supoe-se que

u € HouV e fe L*®0,+o00,H)

Além disso, serao necessarias algumas definigoes iniciais com relagao a fronteira de
Q. e aos espagos V e H, os quais serao definidos de acordo com a condicao de fronteira

em questao.

2.2.1 Condicoes de Fronteira

No que segue, a fronteira 0€2. de (). serd denotada por 0€2, = I'; UT', UT, onde

[''=wx{e}, Th=wx{0}, e I =0w x (0,¢).

Para a formulacao do problema, faz-se algumas combinacoes entre certas condigoes para
0€)., a saber, as condicoes de Dirichlet, periddica e de fronteira livre.

Mais precisamente, as combinacoes usadas sao:
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1. A condi¢ao de fronteira livre em I'y U T, e peridédica em I, denotada por (FP).

Considera-se, neste caso, w = (0,1;) x (0,1s), l1,1l5 > 0,

8“1—%:0 em [,UTIY,

=0 e T

ui(xl + llvx% xs3, t) = Ui(l’l,xg, xs3, t>7

wi(x, ko + o, w3, 1) = w21, 2, 73, 1),

ou seja, u; é periddica nas direcoes x; e x5 com periodo l; e ly, respectivamente,

para i = 1,2,3. Além disso,
[ @ = [ g =0 =12
Qe Qe

2. A condigao de fronteira livre em I'; UT, e de Dirichlet em I';, denotada por (FD).

Neste caso, w C R? é um dominio limitado de classe C?,

0 0
ul—ﬂ:0 em I;UTIY,

=0 — =
s © 8333 6[[53

u(z,t) =0 em TI.

3. A condicdo de fronteira livre em 0., denotada por (FF'). Neste caso, se n é o vetor

normal apontado para fora de 0€2., entao
u-n=0, rotu xn=0 em Of)..

A primeira relacao acima indica que a velocidade é sempre perpendicular ao vetor

normal, isto €, acompanha a superficie da fronteira.

4. A condigao periddica em 02, denotada por (PP). Neste caso, w = (0,1;) x (0,ls),

l1,l3 > 0 e u(x,t) é periédica em todo €2.. Além disso,

/QE o) d — /Q @ t) dz = 0.
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5. A condigao de Dirichlet em 0f., denotada por (DD), ou seja,

u(z,t) =0 em 0f.

6. A condicdo de Dirichlet em I'; U T, e peridédica em I';, denotada por (DP). Neste
caso,

u(z,t) =0 em I UT,

e u é periddica em I';. Além disso,

/ up dx :/ fs(z,t) de = 0.
Q. Q.

2.2.2 Espacos Funcionais

Os espacos H e V', de acordo com a condigao de fronteira utilizada, sofrem algumas
adaptacoes em como sao definidos.

O espago Hpp, o qual refere-se a condigao (FP), é definido por:

Hpp = {u € L*(Q); divu =0; us(z,t) =0 em T, UTY,

/ Uz, t) de =0 e u|Fa :u|I‘a+3; o= 1,2},

€

onde I'y e I'yy3 sao as faces z, = 0 e z, = [, de 0f), respectivamente. Esta condicao
indica a periodicidade da funcao v na direcao x,.

Para a condicao (FD), tem-se:
Hpp = {u c L*(Q); divu=0; u-n=0 em 896},
e para (PP),
Hpp = {u € L*(Q,); divu = 0; / uw(z,t) de =0 e uj|Fj = uj|Fj+3; j= 1,2,3}.

Para as condigoes (DD), (FF) e (DP), as seguintes equivaléncias sao validas:

Hpp = Hpp = Hpp e Hpp = Hpp.
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Com relacao ao espaco V., define-se como segue:

Vep = {ueH(Q)NHpp; ullq =u|lais};
Veip = {ueH(Q)NHpp; u=0 em I}};
Vep = {u€H,,(Q); divu=0};

Vop = {u€Hy(Q); divu =0} e

Ver = {u€ HY(Q) N Hpp; u-n=0 em 08}

Neste trabalho, denota-se estes espacos por H, e V,, a menos que haja diferenca

nas demonstragoes.

2.3 Os operadores M. e N.

Seja ¢ € L*(£2.) uma funcao escalar. O operador média integral na diregao fina é

definido por:

M, : L*(Q) — L*Q.)
1 €
¢ — M.gp= Z/o (1,9, 8) ds. (2.2)

Note que apesar de ¢ ser uma funcao de trés variaveis, M, possui apenas duas, a saber, x;
e xq, visto que a integral em (2.2) depende apenas da terceira componente de ¢. Define-se,

também, o operador N, por
Nep(w1, w2, 73) = (21, T2, 23) — Mcp(21, T2).

Portanto,

N.+ M, = ILZ(Qe)-

O operador M, é definido para funcées u = (uy, us, uz) € L2(), isto é,

M, :L2(Q.) — L)

U — Meu:(M€u1,M€U2,MEU3) (2.3)

Dependendo da condicao de fronteira, define-se:
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(i) Para (FF), (FP) e (FD), M.u = (Mo, M.us,0).
(ii) Para (PP), M.u = (M.uy, M.us, Mus).

(iif) Para (DD) e (DP), M.u = 0.

Analogamente, define-se o operador N, por N.u = u — M.u, ou seja, N. + M, =
2.

Um fato interessante sobre os operadores definidos acima é que todos sao projecoes,
isto é,

M? =M, N?>=N., M?>=M,, N?>=N..

€ € € €

De fato, seja ¢ € L?(€2,). Entao,
ME(¢) = (M. o Mc)(¢) = M(M.9).
Assim,

Me(Me¢) = M, (%/o ¢($17$2,8) dS) = /0 %Mﬁ(%l,xz) dxs

_ M/E dxs = M o(x1, x2).

€ 0

Para N, tem-se

NZ(¢) = Ne(Nep) = Ne(¢ — Mcp) = Neop — N(Mcgp)
= (b - Me¢ - <M6¢ - ME(M6¢)>
= ¢_M6¢_(ME¢_M6¢):¢_ME¢:N€¢7

com ¢ € L*(€2,). Analogamente mostra-se para M, e N.. Além disso, é pertinente observar
que, independente da condicdo de fronteira, cada componente de N.u satisfaz uma das

seguintes situacoes:
Nuj=0 em I''UIY, ou / Neuj deg =0, para j=1,2,3. (2.4)
0

O seguinte resultado reune algumas propriedades para os operadores

M, N., M., N, as quais serao uteis na demonstracao do lema 2.3.1.
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Proposicao 2.3.1 Vale que:
(i) M, é a projecio ortogonal de L*(€.) em L*(w).
(ii) M.N.=0 e M.N, = 0.
(iii) MV =V'M,, N.V' = V'N..
(iv) Se ¢ € H*(Q,) entao M.¢p € H*(w) e N.p € H*(Q.), V k > 0.

(v) A condig¢io de fronteira para M, em Ow € a mesma de u € L2(9,) em dw x (0, ¢€),
isto €, se u satisfaz (FD) ou (DD) entio Mo é nula em 0w, se u satisfaz (FP) ou
(PP), entdo M € periédica e se u satisfaz (FF), entdo M. satisfaz (FF).

(vi) Os operadores M, e N, sio auto-adjuntos.

Demonstracgao:
(i) Dado ¢ € L*(€)) tem-se, para todo 6 € L*(w),
(§b — Megb, 0)L2(Qe) = / [qb — Megb]@ d$3d$2dl’1 = / (/bg — Megbe dIng2d$1
QE Qe

= / ¢9 d$3d$2dflfl — M€¢9 d!L’gdZL‘le’l. (25)

Qe

Resolvendo a primeira integral de (2.5), obtém-se

o0 drsdrodr, = / 0l dx3d$2dx1:// o0 drsdrodry
wx(0,€) wJO

— /we (/0€¢ da;g) drodr, = /UJ9(6M€¢) dzody

= e/Q(Megb) dxodz;. (2.6)

Qe

Da segunda integral de (2.5),

/ Megb@ dl‘3d$2dl’1 = / (1/ ¢ dI3) delfgdl'gdl'l
Q. Q. \€Jo
= / (1/ ¢ d[E3) 9 dl’gdfﬁgdl‘l
wJo \€Jo
1 € €
= / (—/ ¢ dl‘g) 9 (/ dﬁg) d$2d$1
w \€Jo 0
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_ /w (% /0 "6 dxg) Bedsdiy
_ /w ( /0 "6 dxg) 0 dradr, — /w Oc(M.0) duaday

. / O(M, ) duday. (2.7)
Comparando (2.6) e (2.7), segue que
(¢ — Mo, 0)12(0,) =0,
ou seja, M, é a projegao ortogonal de L?(2.) em L?*(w).
(ii) Tem-se, para ¢ € L*(€.),

(MENG)(¢) = Me(NECb) = ME(Cb - Me¢)
- Me¢ - ME(M€¢) = M€¢ - Me¢ = 0.

Para M N, a demonstracao é andloga.

(iii) Seja ¢ € L*(Q.). Entao,

— 06 0 ¢ O¢
M. 0=\ M| 53— ) Mc{5-).0).
1.5)(0) = .76 = 31 (52, 52.0) = (. (52 ) o (52

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, pode-se inverter a integracao pela derivagao

em cada coordenada do ultimo vetor da expressao acima. Assim,

() () ) - (s )

= V' Mo (2.8)
Logo, Me(vlqb) = V'M.¢. Para N.V', tem-se

(NV)(@8) = N(V'9) = (é% oo )

:( (ax1> (%)0)
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_ (9% %) 8¢> ¢

Novamente, pelo Teorema da Convergéncia dominada,

99 00\ 06 99 (0
(= () = (3) 0) = (e o)

= V' N.¢.
Logo, N.(V'¢) = V' N.¢.

(iv) Seja ¢ € H*(Q.). Para k = 0, tem-se

1 [ 2
—/ (1, 2, 8) ds
wl€Jo

Mas, pela Desigualdade de Hoélder, para p = g = 2,

¢ . 1/2 . 1/2

, To, ds < 1d , Za, 8)|? d)

[ 1612 <(/ ) (/ 61, 32, 5)" ds
(/ |¢ T1,T2,S | dS) / |¢ T1,T2,S (210)

De (2.9) e (2.10), obtem-se

1 [ 2
—/ (1,29, 8) ds
€ Jo

/|Meqb(x1,$2)|2 dxidzy = dxidxs. (2.9)

Logo,

IN

d.’]fldxg

/(1 /6|¢(1:1,x2,s)| ds>2 drydzs
/ </|¢ X1, Ta, 8 ds> dxidxs

= |’¢HL2(Q

IN

Assim, HM@H;M < H¢Hi2(ﬂe)' Como ¢ € H*(Q,), segue que ||M6¢Hi2(w) é finito
e portanto M.¢ € H*(w). Além disso, j& que M. € H¥(w) e ¢ € H*(Q,), segue que
Nep = ¢ — M. € H*(Q,).

(v) Suponha que u satisfaz (FD) ou (DD). Entdo, u = 0 em I', isto é, u; = 0 para
i=1,2,3 em Ow x (0,€). Assim, como M = (Mcuy, Moug, Moug), tem-se que Mou; = 0

para i = 1,2, 3, ou seja, ]\;feu =0 em Ow.
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Se u satisfaz (FP), u é periédica nas dire¢oes x1 e xo com periodo lj,ls > 0, ou
seja, para todo ¢ = 1,2, 3, tem-se u;(xq + Iy, xo + lo, x3) = u;(x1, X2, 23). Assim, para todo

i=1,2,3,
1 [€ 1 /€

Moui(zy + 1,20+ 1) = — wi(zy + b, 20+ lg,8) ds = — u;i(z1, e, 8) ds = Mou;(x1, x9),
€ Jo € Jo

isto é, M.u é periédica nas direcdes x; e 2. Se u satisfaz (PP), u é periédica em todo
092, e portanto existe ¢ > 0 tal que u;(x1 + ¢, x2 + ¢, 23 + ¢) = ui(x1, 22, 23), Vi =1,2,3.
Assim, o resultando segue analogo ao anterior.

A condigao (FF) implica que u-n =0 e rot(u x n) = 0 em 9. Logo,

Mou(xy,20) = (Meuy, Meug, Meug)

1 [€ 1 [€ 1 [€
= (—/ uy (1, T2, ) ds,—/ us (1, 9, 8) ds,—/ us(xy, 9, 8) ds)
€Jo € Jo €Jo

1 €
= —/ (w1, uz,ug) ds.
0

€
Assim,

1 €
Meu-n:—/ (u1,ug,0) -n ds = 0.
0

€

Além disso, (M.u) x n = M,.(u x n) e
rot ((Meu) X n) = rot (]\7[ (u x n)) = M, (rot(u x n)) = 0,

quando (z1,22) € Ow e x5 € (0,€).
Portanto, M.u satisfaz (FF).
(vi) Sejam u,v € L*(€). Entao,

(M&,v) = / <M€u> v dx
e Q.
_ /0 6 /w (W) - drsdiadrs
{/ev d$3:| dxidxs
1/ uds/ v dx?,] dxidwsy
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= / [/Eu ds] -Mev dridxs
w 0

= / Uu - (]\;[ev) dz
Qe

- (u M€v>6.

Ainda,

Os resultados do lema a seguir independem da condicao de fronteira escolhida e

por isso estas serao omitidas.

Lema 2.3.1 Sejam u,v € H'(,). Entdo:

(i) VN.u-VMuv de =0

Qe

2

L 2 .2 2 .
(1) |u|. = )Meu + ‘Neu ’ + HN€U

e lul? = || ¥t

€

(111) Se v € V. entao MuveV,eNvelV,
(v) be(u,u, Mev) = be(]\;feu, Meu, ]\Zev) + bE(NEu, NEU, ]\Zev) e
be(u, u, Nev) = bg(]\NfEu, Meu, Nev) + be(Meu, Neu, Nev) + bg(]\NfEu, ]\Nfgu, ]\Nfgv),

onde u,v € V..

(v) Para todo u € D(A,), tem-se

AN.u= N.Au e AM.u= M.Au

Demonstragao:

(i) Sejam u,v € H'(Q,). Tem-se

/ VN.u-VMuvdr = / V (Neuy, Neug, Neus) - V (Mg, Meve, Movs) dz
Qe Qe

= / (VNeuy - VMo + VNeuy - VMg + VNeug - VM) do
Qe
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Note que a expressao acima € igual a

/ / ON.uy OM, , / ON us OM,
/ (V Ny -V M. al U +V Nousg -V Moy + i b2
. 81'3 81'3 8333 a1.3
/ / ON us OM,
4+ VN V' My + B0 gy (2.11)
81'3 6.773
aNe % 8Me 7
Como N.u; e M.v; nao dependem de x3, segue que Yi = 0e Ui = 0, para
85E3 8%3

i =1,2,3 e, além disso, pela propriedade (iii) da proposicio anterior, V' Nou; - V' M.v; =
NNV'u; - MV v;, i = 1,2,3. Logo, (2.11) é igual &

/ (Nev/ul MN'vy 4+ NN uy - M vy + NNV usz - MEVIU3> dx. (2.12)

1 €
Observe que o conjunto A = {—/ o(1,9,8) ds, ¢ € LQ(QE)} C L*(w) é fe-
€Jo
chado. De fato, tomando uma sequéncia de fungoes (¢,) C A tal que ¢, — ¢, onde

1 €
¢ € L*(w), basta escolher 0(z1,z2,73) € L*() de modo que ¢ = —/ 0 ds e assim
€Jo

¢ € A. Portanto, pela propriedade (i) da proposicao anterior, pode-se decompor L*(€),)
como a soma direta de M, (L*(€2.)) e N, (L*(€2.)) da mesma maneira que L?(€,) é soma

direta de M, (L?(Q)) e N, (L2(£2)). Logo,
/ N.V'u; - M.V v; dz = 0, (2.13)
Qe
para todo i = 1,2, 3 e a integral em (2.12) é nula, ou seja,

/ VN - VMo dz = 0. (2.14)
Qe

(ii) No item anterior, foi provado que o conjunto A é fechado e portanto, pode-se escrever
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u € L%(€Q) como a soma dos vetores ortogonais M.u e Nou. Assim,

- N2
> = /\u!2 d:U:/ ‘<M€u+N6u)‘ dx
Q. Q.

= / ‘(Meu + Neu) . <Meu + Neu)‘ dx
Qe

~2 L2 - .
= ’Meu + ‘Neu —|—2/ M- N dzx.
€ € Qe
=0 pois‘;\ZGuLNGu
Logo,
- 2 2
Jul; + | New (2.15)
Além disso, vale que
. 2
| = / IVl do :/ V(e No)|” e
Qe Qe
- / ‘V(Mgu + No) - V(Mo + Neu)’ dz
= ‘ / (V]\Zku-VNw) dr.
Qe
=0 p;r, (2.14)
Logo,
2
Jul? = ||t (2.16)

(iii) Seja v € V.. Entao, para qualquer condi¢ao de fronteira considerada, v € H'(Q,).

Pelo item (iv) da proposicao anterior, conclui-se que M.v € H'(w). Mas,

2 .
= / M xl,xz,xg) dx—//
L2(Qe)
p— d pu—
/ L2<w>/ e

Logo, como Mo € H'(w), tem-se que | M Hﬂ%Q(w) é finita e portanto M. € H'(Q,).

HMEU

fL‘Q,Ig)’ dl’ldl'gd$3

-2
M

dl’g

L2(w) L2(w)

0 -~ o -
Analogamente, para — M.v, © = 1,2, 3, sendo que 8_M6U = (0. Além disso, pelo item
T3

8567;

(v) da proposigao anterior, M v satisfaz a mesma condicao de fronteira de v.

Para concluir que ]\;fev € V., resta verificar se divMev = 0. De fato, para as
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condigoes (DD) e (DP), como M. = 0, segue que divM,v = 0. Para as demais condicdes,
tem-se que dive = 0, isto é,

801 i 3112 i 82)3 .
3x1 8x2 8x3 N

divv = 0.

Assim,
1 [€ 1 €0 €0 €0
o:—/\ﬁwdm = () B | 2 ey [ 2
€ Jo € 0 axl 0 axg 0 ax3
o1 [¢ o1 [¢ € Ous
= —= d — d —d
8331 € /0 UL G + 8.132 € /0‘ V2 + 0 81’3 3
isto é,
, ~ 0 0 € Ous
div M.v = — M, — M. vy = — — dxs. 2.17
v v 92, U1 + o2y () ; O3 Z3 ( )

Mas, pelo Teorema Fundamental do Calculo,

¢ 87}3
; a_x?, drs = EU3(371,$2, 6) - EU3($1737270) =0,

pois, para (FP) e (FD), vs(x1,22,€) = v3(x1,29,0) = 0, para (PP), tomando € como
periodo, vs(x1, o, €) = vs3(x1, T2, 0) €, para (FF), como M = (M.vy, Mv,,0), tem-se que

M.v3 = 0, ou seja,

€

01 1 E@Ug

1 €
—/v3dm3:0 = 0:——/U3d$3:— — dxs.
€ Oxs e Jo € Jo Ors

0

Portanto, de (2.17),

div' M.v = 0,
e, ja que a—MEU:’, = 0 pois M.v3 nao depende de z3,
T3
divM.v =0,

isto é, Mo € V.. Além disso, N eV, pois Nouv=v—Muve v, Muv e V.
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(iv) Sejam w,v € V.. Tem-se que

be(u,u,]\;lev) = b, <M6u+ u, Mo+ N, M.
= b (Meu, ]\7[6u, ]\7[61) + b, ]\7[6u, Neu ]\7[ >+b (Neu, ]\7[6u, ]\7[€v>
+ b ( ~€u, Neu, ]\Zfev
Note que b (N w, Mou Mv) = 0, pois
N - - OM. OM,
b, <N€u,M€u,Mev> _ Z/ N.u; “JMUJ doe =Y // N.u; “ﬂM ; do
3,j=1 t,j=1
OM,
= Z / (/ N.u,; dwg) UJM’U]d.Tld.fEQ (2.18)

1,J=1

Mas, pela propriedade (ii) da proposi¢ao anterior,
/E Neu; des = e% /6 Neu; des = eM, (New;) = € (M. o N,) (u;) = 0,
0 0
ou seja, a integral em (2.18) é nula. Além disso, b, (Mﬁu, N.u, MEU) = 0 e, portanto,
be(u, u, MEU) = b, <Mﬁu, M.u, MEU) + b, (Neu, N.u, MJ)) )
Analogamente, vale que

be(u, u, Nev) = b, (Meu, M.u, Nw) + b, (Neu, M.u, Nw)

Mas b, (Z\;[Eu, M.u, Nw) =0, ja que

- ~ - M.
b (o W, V) = 3 | M SN s

i,7=1

= Z/(/ Nv; dx3>Muzag4udac1dx2—O

i,7=1
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be(u, u, Nev) = b, (Neu, M.u, Nev) + b, (]\;leu, N.u, Nev) + b, <J\~f€u, N.u, ]\761)) )

(v) Para as condicoes de fronteira (DP) ou (DD), tem-se M.u = 0, para u € D(A,). Neste
caso,

AM.u =0,

M. Au = M, (Auy, Auy, Aug) = 0,

visto que, como u € D(A,), entdo u € H?(£,) e assim Au € L?(Q,). Portanto, AM.u =
M_.Au. Ainda, tem-se que Nou = u — Mou = u — 0 = u, isto é, AN,u = Au. Por outro
lado,

N.Au= Au— M.Au= Au—0 = Au.

Logo, AN.u = N, Au.

Considerando a condigao (PP), basta notar que, parai=1,2e 5 =1,2,3,

0 . an

0
O_QT?’Meuj =0e

Além disso,

ou; 1 /¢ 0 1
M, (8_x;) = E/o a—gjguj(ﬂﬁl,x%S) ds = Z (Uj(xlﬁzaﬁ) - uj(xlax%O)) =0,

pois u é periddica em todo €2.. Logo, para 1 < 1,7 < 3, tem-se

8 8uj
a_J}iMeuj = Me (axz) .

2

0x?

)

92 - . /0% - (A 9%
> (gitr) - 2 M () - ¥ ( %) 7

=1

U
) . Portanto,
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ou seja, AM,u = M.Au. Também,

ANau = Au — M) = Au — AM.u = Au— M.Au = N.Au.

Para as condigoes de fronteira (FD), (FP), (FF), sejam v € C§°(w) x C§°(w) e
u € D(Ae). Como My = (Muy, Mus, 0), tem-se

/A(Meu) v drydry = /A (M.uy, Mcusg, 0) - (v1,v2,0) dridxs
= / (A,Meul, A/MEU/Q, 0) . (’Uh Vo, 0) dl’ld[EQ

= /(A,Meulvl+A/M€u2vg) dl’ldiﬁg
>

= Z/A/Mﬁuivi dxldﬂfg.
i=1 v

Usando a féormula de Green, entao

2 2 2

! ! ! a
E A Mouv; deidry = — E V (Mu;) -V v; deidxy + E / vi— Mu; dS
i—1 /w ! 2 i=1 /w ( ) ' 2 i=1 Y Ow on

2

= —Z/V/(Meul) . VIUZ' d(lfldIQ,
i=1 Y%

pois v = 0 em Jw e n é a normal de dw. Assim, pela propriedade (iii) da proposigao

anterior,
2 2 .
—Z/V/(Mgui)-vlvi dridry, = —Z/Mg(v/ui) V' v; daydry
i=1 v i=1 v
2 1 [e
- _Z/ <‘/ (V'w;) (21, 02, 73) d$3) -V'v; dayda,
. w € Jo
=1
1 2
= —— Z/ VUZ : V’UZ‘ dl‘ldl’gdl’g. (219)
€ “ Q
=1 €

Novamente, pela férmula de Green (aqui, dzydrodrs = dz)

1o 1o 1< ou;
—— Vu; - Vv, doe = — / v;Au; do — — / v;— dS. 2.20
2, 22 P2 L o S 2
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Note que

Ugs = [ 0,2 as 1+ | v v 2l s, 2.91
/amvzan dsS /rtvzan dsS /Flvzan dsS /Fbvzan dsS ( )

A segunda integral depois da igualdade de (2.21) é nula, pois se x € I, entao
(x1,22) € Ow e v(x1,22) = 0, j4 que v; € C§°(w). Agora, quando = € Ty ou x € T,

tem-se que n = ez = (0,0, 1) e assim

on  Oxs U on T O3

du;
e, de acordo com as condigoes (FD) e (FP), deve-se ter g parai=1,2.

8953

Ja para a condicao de fronteira (FF), observa-se que

roty — Ous B Ous Ouy B Ous Ous  Ouy
N 81’2 81‘3, 81'3 0@’ 8271 81'2

en=(0,0,1) em I'; e 'y, logo,

rotu xn=0= (8u1 Qus Quy  Duy 0) =0,

8953 B 81‘2’ 61’3 B 8&727

ou seja,
Ow, _Ous _y  Ouz_Ous _,
Ors  Oxg Oxs  Oxg
. ‘ Ous .
Masu-n=0em I'; e I'y, isto é, u3 =0 e — = 0. Assim,
81‘2
aul o 8u2 .
8m3 n 8I3

Como o somatério em (2.19) s6 compreende i = 1,2, segue que a primeira e a

terceira integral depois da igualdade de (2.21) sao nulas e portanto

ou;
0 2 s = 0. 2.92
/8 u (2.22)
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Substituindo em (2.20), tem-se

1 2 1 2 1 2 €
—— Z Vu; - Vu; de = - Z/ v;Au,; doe = — Z// v; A, do
€= /9 €= I €= Jw o
12 . 2
= - v; Au; | dax = /viMeAui dx1dxy
3 (o) -2

= /(Ul, ’UQ) : (MEAu]_, MGAU,Q) dQTld{lfg
v ]\;Ie(\;'u)

= /]\L(A/u) v drydre = / M. (Au) - v deydas.  (2.23)

Conclui-se que

/A(]\;feu) cv drydry = / M.(Au) - v dzydas, (2.24)

ou seja,
/w (Mg(Au) — A(]\;[Eu)> v dridxy = 0. (2.25)
Assim, M,.(Au) = A(Mu) g.s. em w. Além disso,
Au = AM.u + AN.u = M, (Au) + AN, u.
Mas por outro lado,
N.(Au) = Au — M (Au) = Au = M. (Au) + N(Au).

Portanto, N.(Au) = AN.u.
[

Além destes resultados, os operadores M, e N, também comutam-se com o operador

de Stokes A, (para mais detalhes sobre este operador, veja o Apéndice A), isto é,
AMu=MAu e ANu= NEAeu,

onde u € D(A.). De fato, para as condigoes de fronteira (DD) ou (DP), tem-se que
M =0 e assim A Mu = A (0) =0 e como A.u € L*(9), M. (Acu) = 0. Para N., basta
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notar que, neste caso, N.u = u, logo A.N.u = A.u e N, (Acu) = Acu.

Se u satisfaz as condigoes (FF), (FP) e (PP), entao Acu = Au (veja [15]) e por
consequéncia de (v) do lema 2.3.1,

A, <M6u> =A (MJL) = ME(AU) = M, (Acu) .
Anilogo para N.. Caso u € D(A,) satisfaca (FD), entdao divu = 0 e daf

Ous ou;  Ouy 0%us 0%uy 0%uy

B 81'36371 B 8I38ZE2 '

81'3 81‘1 81'2 — 637% N

3u1 (9u2

em €).. Como — =

— =0em I[';UTI, entao
81’3 0:(:3 ! b

0 (Qu)_ 0 (Ju) |
6332- 81'3 _8:151 8333 -

2

para todo ¢ = 1,2, segue que

0
U3 _ 0 para ¢ = 1,2 e, deste modo,
Gxi

Uus

922 0em I'y UTy. Além disso, em I'; U T, ug = 0, logo
T3

62U3 . (92163 —0
ox?  Oxk
Sendo assim, Aug =0 em ['; UTY.

De acordo com [12], da caracteriza¢do do operador P, tem-se

A= —Au+ Vp,

onde p satisfaz

Ap em QE

ap ’

%Tw =Au-n, em Jw x (0,¢€) (2.26)
a_xp; =0 em w X {0,¢}

e n, é o vetor normal & superficie Jw. A partir dai,

M (Acu)

M, (—Au+ Vp) = M, (—Au) + M. (Vp)

“A (Mu) + M. (Vp). (2.27)
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Como

i - (p dp p - (( p Ip Op
M, — il R s/ ) or 9r op
€ (vp) Me (81‘1’ 81‘2’ 8953) Me ((81‘1’ 8952’0) + (0’ 0’ 8373))
T W\ o (o - op
— L (vp) n (o,o,a—m) — L (vp> 4L <0,0,8—%>

!

= V(MG)u

pois M, (o,o, @) = (ME(O),ME(O),MC (g—p» — 0. Substituindo em (2.27),
T3

M.(Aw) = —A (Mu) +V (M.p). (2.28)

Da condi¢ao Ap = 0 em €2, segue que M, (Ap) = 0 em w. Mas M, (Ap) = A (M.p)

o) ,
e assim A (Mp) = 0 em w. Além disso, de P Ay n, em dw X (0,€), tem-se

on.,
dp \ ,
Me (a—mJ)—ME(AUTLw)e

% (M.p) = M, ( aap ) - (A'Meu> .

w

dado que

eP

(9.1'3

Nota-se também que =0, ja que M.p nao depende de x3. Em suma, M, p satisfaz
(2.26).

Por outro lado, a caracterizacao do operador P para M.u é

A, <M5u> =-A <M6u> + Vg, (2.29)
onde ¢ satisfaz
Ag = em w
g (2.30)

=A (Meu> ‘n, em Jw x {0}



40
Como tal caracterizac¢@o é tinica, comparando (2.29) e (2.28)
A, (]\7[€u> = ]\;[e(Afu).

Com isso, indepentende da condigao de fronteira a ser considerada, vale a comutatividade
dos operadores M. e N, com o operador de Stokes.

A forma trilinear b, bidimensional possui uma caracteristica interessante quando
trata-se da combinacao das condigoes de fronteira livre e periddica, isto é, (FF), (FP) e
(PP) (para mais detalhes, veja [13] e [15]). Tal caracteristica, demonstrada na proposi¢ao
a seguir, tem relagao com a ortogonalidade e sera utilizada para obter melhores estimativas

da solucao forte no caso tridimensional.

Proposicao 2.3.2 Se A € o operador de Stokes bidimensional, entdo

be(u,u, Au) =0 Y u e D(A).

Demonstragao: Denotando u = (ui(x1,xs), us(x1,22)) € D(A) para o vetor

bidimensional e @ = (uy (21, x2), u2(x1, z2),0) o tridimensional, observa-se que

rotit = Opyu1j + Op usk — Opunk — Opyu0i
- (_a:vgu27 azgulu 8:c1u2 - awgul)

= (0,0, rotu) = (rotu)es,

e divu = divu. De divu = 0, segue que

rot (rotd) = ((Opyzpte — Orprott )1 — (Opyzy Uz — Opyayt1)j)
= —(Aul, AUQ, 0),
isto é, rot (rott) = —Aw, pois Oy, u; + Opyus = 0, 0 que implica Oy g,y = —0py0 Uy €
Or 21 = —OpyryUs. Além disso,

@ X roti = (ugrotu, —ujrotu, 0) ,
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€
1 2 2 2 8 2 2 2 2 2 2
“Viu" =V (Ul + U2) = ——(uy +uy), m—(uy +u3), 57— (uy + u3)
2 8x2 2 €3
N—————
=0
8u1 8u2 (9u1 auQ
= 0
<U1aﬂf1 +u28x1’u18 2 + u28$2’
Dai,

— Uy — U1, Ul — U 0
8%2 81’1’ 8561 82327

= (—ﬂ : Vul, —U - VUQ,O) = —(ﬁ . V)ﬂ,,

U X rott — %V ]u\Q ( Ouy duy Ouy Ous )

1
isto 6, (i V)i = 5V @l — @ x rota.
Sendo assim, como b (u, u, Au) = b (@, U, Aw),
1
be (@, @, AGl) = / (- Vi) - At dz = / (—a x rotii + oV |a\2> - Al dx
Q.

Qe
= / (4 x rota) - rot (rotu) dx
Qe

. /Q (V[af) - rot (rotii) da. (231)

Pelo item (v) do teorema (1.2.2),

div (]ﬂ\Qrot(rotﬁ)) = V(] @ [?) - (rot(rotir)) + | @ |* div (rot(roti)),
e, a partir dai, pelo Teorema da Divergéncia

2

! / (] @ |? rot(rota)) - n dS = / div (| @ |? rot(rota)) dx
20 Q

/ V(| @ [*) - (rot(roti)) dx
Qe

= N = N =

/ | % |* div (rot(roti)) dz,
Qe
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isto é,

1

—/ V(| @|?) - (rot(rota)) do =

/ (] @ |? rot(rot@)) - n dS
2 %

€

N = DN =

/ | @ |* div (rot(roti)) dx. (2.32)
Qe
Agora, pelo item (iii) do teorema (1.2.2),

div ((@ X rotu) X rota) = rotw - rot(a x rot@t) — (U X rotw) - rot(rota).
Novamente, pelo Teorema da Divergeéncia,

/ (it x rotii) x oti)) - n dS = [ div((il x rotii) x rotii) dz
00N

(@ x rota) - rot(rota) du, (2.33)

/

= / rota - rot(a X rota) dx
0
/

ou seja,

/ (@ x rota) - rot(rota) de = / rota - rot(a X rotu) dx
Q. Q

€

- / ((@ x rota) X rotu) - n dS. (2.34)
20
Substituindo (2.32) e (2.34) em (2.31),

1 1
be (u,u, Au) = 5/Q | % |* div (rot(rotit)) dx — 3 /m (] @ |? rot(rot@)) - n dS

- / (@ x rotw) x rotu) -n dS + / rotd - rot(u X rotu) dx.
Qe Qe

Note que, como divi = divu = 0 e rot (rota) = —Aw entao
div (rot (rota)) = div (—Aa) = —A(diva) = —A(divu) = 0.

Logo,
1
5 | @ |? div (rot(roti)) dx = 0.
Qe



Como u € D(A), segue que rotu = 0 em 02, ou seja, rotu = (rotu)es = 0 e

((@ x rota) X rotu) = ((a x rota) X (rotu)ez) = 0 em ). Assim,

/ (@ x rota) X rotu) - n dS = 1/ (] @ |? rot(rotw)) - n dS = 0.
20 2 Joo.

Portanto,

be (u, u, Au) = be (a,w, Au) = / rota - rot(a X rotu) dx. (2.35)
Qe

Porém, 4 x rota = (ugrotu, —ujrotu, 0) = rotu (ug, —u1,0) e @ X e3 = (ug, —uyg,0),
isto é,

@ X rot = rotu (U X e3).

Com esta relacdo, e do item (iv) do teorema 1.2.2,

rot (@ X rota) = rot (rotu (u X e3)) = V (rotu) X (@ X e3) + rot (@ x e3) rotu. (2.36)

Mas
rot (4 X e3) = (Opatt1, Opye, —Op, Uy — Opytte) = — (0,0, Oy, uq + Op,us)
= —(0,0,divu) = —divues =0, (2.37)
=0
e assim,
rot (@ x rota) = V (rotu) x (@ x e3). (2.38)

Substituindo em (2.35) e usando o item (i) do teorema (1.2.2),

be (u,u, Au) = /Q [V (rotu) x (@ X e3)] - rotu dx
/ (@ % e3) x V (rotu)] - rotues dx
Q
= —/Q [(@ - Vrotu) es — (es - Vrotu) @] - rotues dx
J

[t - Vrotu] rotu (eg - e3) dz + / les - Vrotu] @ - rotues dx
——

Qe
=1

= —/ [t - Vrotu] rotu dz, (2.39)
Q
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ja que @ - eg = (ug,u2,0)-(0,0,1) = 0. Note que

V (| rotu [?) -a = (2 | rotu | ai:cl(’ rotu |),2 | rotu | (%2(\ rotu |),2 | rotu | aixg(’ rotu \)) :

0 0
= 2| rotu | (ulﬁ_x1<| rotu ]),uga—gﬁ(] rotu \),O)

= 2|rotu | (V| rotu | -a),
e, a partir dai

1
—/ [@ - Vrotu|rotu dz = —5/ V (| rotu |?) - @ da.

€ €

Do item (v) do teorema (1.2.2) tem-se que
div (| rotu |* @) = V (| rotu |*) - @ + (] rotu |*) diva.
Integrando em (). e aplicando o Teorema da Divergéncia,

/ |rotu | @-n dS = / div (| rotu |* @) dz
29,

€

= / V (| rotu ) - @ dx+/ (| rotu |?) diva du,
Qe Qe

1 1 1
——/ V (| rotu [*) - @ dz = —/ (| rotu |?) diva dz — —/ | rotu |* @ -n dS. (2.40)
2 Ja. 2 Ja. 2 Joo.

Substituindo em (2.39),
be (u,u, Au) = —/ [@ - Vrotu] rotu dx
Qe
1 2 . ~ 1 2 ~
= - [ (| rotu ) diva do — | rotu | @ -n dS. (2.41)
2 Ja. 2 Joq.

O préximo passo é mostrar que as integrais em (2.41) sdo nulas. Primeiramente,
ja que divu = diva = 0, a primeira integral de (2.41) vale zero. Quanto a integral de

superficie, como u € D(A), segue que @-n = 0 e rotu = 0 em 9S2,. Portanto,

be (u, u, Au) =0, (2.42)

u
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para todo u € D(A).

Lema 2.3.2 Se u € D(A,) satisfaz (FF), (FP) ou (PP), entdo

be (Meu,Meu, A (M, )) — b, (]\/[u Mo, A(M,u, )) —0 (2.43)

2.4 Desigualdades Fundamentais em Dominios Finos

Nesta secao, serao enunciados resultados para desigualdades classicas em dominios
finos. Tal ferramenta torna-se importante para conhecer a exata dependéncia das constan-
tes que aparecem em desigualdades do tipo Sobolev com relagao a espessura do dominio.

No que segue, usa-se versoes apropriadas das desigualdades de Poincaré, de Agmon
e Ladyzhenskaya. Algumas serao apenas enunciadas, pelo fato de suas demonstracoes
serem extensas e fugirem do escopo principal deste trabalho. Entretanto, os resultados
mais diretos serao, na medida do possivel, demonstrados.

A primeira desigualdade aqui enunciada é a de Poincaré, cuja demonstracao pode

ser encontrada em [14].

Proposigao 2.4.1 (Desigualdade de Poincaré) Seja u € H'(Q.) satisfazendo:

u=0 em IyUI, (2.44)

Jo u(w1, 22, 3) dzg =0 q.s. em w.

Entao,

|, < ou
U €|l=—
c 81‘3

(2.45)

Vale notar que a desigualdade acima vale para qualquer condicao de fronteira a ser
considerada. Como visto no lema (2.3.1), se u € V. entao Neu € V. e portanto, tem-se o

seguinte resultado.

Corolario 2.4.1 Para qualquer u € V,, vale que

(2.46)
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Corolario 2.4.2 Sob as mesmas hipoteses da proposicao 2.4.1, tem-se

lul, < €|Vul,. (2.47)

€

Demonstracao: De fato, basta notar que

2

|, < ou ou
u €El=—| =€q/e|=—
¢ 6173 ¢ (91‘3 6
< ou ou ou
€q]€ € €|=—
- 0x1 6 al’g ¢ 81‘3 ¢
= €|Vul,. (2.48)
|
Corolario 2.4.3 Sob as mesmas hipoteses da proposicao 2.4.1, tem-se
lull. < elAcul, (2.49)

Demonstracao: Da definicao do operador de Stokes, A, é definido positivo, isto

é, vale
(Acu,w), = [Jul[; > 0.

Mas, pela desigualdade de Holder (teorema 1.3.7), tomando p = ¢ = 2, tem-se
(Aew,u), < |Aeul, |ul, .

Logo,

ul, - (2.50)

Usando o corolério anterior,

2
||u||e S |A€u|e€|vu|e = 6|"4€u|e||u||e'
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Portanto,

lulle < efAcul,. (2.51)

Uma outra desigualdade importante é a de Agmon, a qual sera apresentada aqui

na sua forma especifica para dominios finos. A demonstragao pode ser encontrada em

[14].

Corolario 2.4.4 (Desigualdade Anisotrépica de Agmon para Dominios Finos)

Eriste uma constante positiva co(w), que ndo depende de €, tal que, para toda u € H*(Q.),

1/4
1 cofu) el ]‘9— Houp L1y
e = 01|20y € 10| p2a,y €
5 5 1/4
u
X — + |ul; s .
H <Z Ox; 3% L2(Q0) ‘a%‘ L2(Q0) g me))

Corolario 2.4.5 Suponha que u € D(A.). Entdo, para qualquer condigdo de fronteira,

vale

N.u; ,
’u , para 1,5 =1,2,3. (2.52)

aﬂfi

(92]\7 Uj
81’@81:3

Demonstragao: Observe que, para i = 1,2, devido a (2.4), tem-se

ONu; ONu;
Zoey = 2.
oz, 0 e /0 oz, drs =0, (2.53)

com 7 = 1,2,3. Sendo assim, agfj satisfaz (2.44). Logo, pela Desigualdade de Poincaré,

82N U
6x 81’3

(2.54)

8N€uj
8@

Agora, para a dimensao espacial x3, deve-se ter um pouco mais de cuidado, visto

que nao é possivel passar a derivada com relagdo a z3 para dentro da integral em (2.4).
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Portanto, usando integracao por partes em x3, note que

2N, 2N,
Nuj8 ujd = //Nu]a Y L drsdrydry

0 023
2N
== /(/ N’u]a <Y dJTg) dQngflfl

N u; N, N,
_ /[Neujaaxzb] €0 u]8 Uj
© 0

0 ax:} 8.733
= 0 por (

= // <8Nuj) dxgd.Tld.CEg
(9.1’3
8N€Uj)
= — dx.
/Q( 03

d$3:| dl’ldl'g

Assim,
ONu; \? 02N,
LEEY e - ot
o, \ O3 8x3
82N
< / | New;| UJ
. azNeu]
pela Des. de Holder (teo. 1.3.7) < ’Nfuj|L2(Q€) 7
3 1L2(Q)
ON, Uj 2 82Nu
€ < ]\]—6 ] ety
‘ ory |, = Nl | Tz |,
(2 4 1) < aNEUj 82N6Uj
4. €
por = ax?) ) 8x§ 67
ou seja,
aNeu' 82N6u
‘ 8x3] ax% : (255)
|

Combinando os corolarios 2.4.1 e 2.4.4, resulta o que segue.

Corolério 2.4.6 Ezxiste uma constante positiva co(w), que nao depende de €, tal que, para

toda uw € D(A,),

3/4
1/4

3
L2(Q.) Z

i,j=1

ON.u
8@8%
L

(2.56)

(Qe)
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Corolario 2.4.7 FExiste uma constante positiva cg, independente de €, tal que

2

< Co Neu

2.57
Lo (2.57)

)Ngu

€

A partir do corolario acima e da proposicao 2.4.1, obtem-se o seguinte lema.

Lema 2.4.1 Para 2 < q < 6, eziste uma constante positiva c(q), independente de € tal

que, para todo u € V,

2 6-g

(2.58)

La(Qe)

Teorema 2.4.1 Sob qualquer uma das condicoes de fronteira consideradas, existe uma

constante ¢, independente de €, tal que, para todo u € D(A,),

3

2.

,j=1

2

2
L (2.59)

81:1-8%-

€

Por fim, o préximo resultado esta relacionado com desigualdades para a forma

trilinear b..

1
Lema 2.4.2 Seja 0 < q < 5 Eziste uma constante positiva c4(q), que nao depende de e,

tal que, para qualquer condicdo de fronteira considerada, tem-se

(i) |be (Meu,Neu,wﬂ < el || Mou|| |A.Nu

6 \wl|,, ¥V u e D(A) ew e L*Q,).

€

(1) |be (Neu, Mw,w)’ < 6?2 || Mou|| |AN.u

6 \w|,, V u € D(A) ew e L*Q,).

€

3/2 1/2

(117) |b. (Neu,Neu,wM < c4HN€u
)

AN

w], < cqe'f? ‘

NEUH )AENGU

"U)’e,
€

€ €

Demonstracao: O resultado é imediato para as condigoes de fronteira (DD) e
(DP), visto que, nestes casos, M. = 0. Nesta demonstracio, considera-se as condi¢des
(FF), (FD) e (FP) sendo que, para (PP), a tnica diferenca é no indice dos somatdérios em
(2.60) e (2.76).

A partir da definicao de b,, tem-se

2 3

be (Meu, Ngu,w) = ZZ/ Meuiag—;iujwj dz, (2.60)

i=1 j=1 e
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onde u € D(A,) e w € L2(€2,). Tomando, na expressao acima, o médulo de b, a seguinte

desigualdade é satisfeita

be (M, Now, )| < ZZ/ Mo

=1

0N u]

wj| da. (2.61)

Escolhendo os expoentes p, p* e 2 na desigualdade de Holder generalizada (teorema

1.3.8), com %—l— :z% =3 e2<p* <6, obtem-se

ON, ONcu; ON, ONcu;

/ | M| oz, \w;| dx < |MUZ|LP(Q)‘ i | lwjl, (2.62)
a partir do qual
2 3
- - ON u;
be (W, New,w) | < ZZWMMQ&)’ o hoil, . (2.63)
i=1 j=1 ©ILPT ()

ON u; ou,; )
Observe que 3 Y _ N, (auj) para i = 1,2. Com efeito, lembrando que N.u; =
€X; ZT;

uj — Mcuj, tem-se

GNeuj 8Uj _ 8M6uj . 8uj M (0%)

ox; ox; or; Oy ox;

ou;
= N, J
¢ (al‘l) ’

isto é,

wyl,  (2.64)
L7 (S2)

b<Mu )‘ < ii[Mu] ‘ <8u]>
AT pu HEr @ oz

=1

Ou; , obtendo

e, como 2 < p* < 6, pode-se aplicar o lema 2.4.1 para a funcao 3
€

6—p*

‘N (6%’) 2 < c(pe ‘N (au]> (2.65)
€ &%’z L (@) — € axz ) .
ou seja,
au 6—p* aru/
N, [ =2 < NY2 e ||N, [ =2 2.66
(axi) () < (c(p) e oz )|, ( )
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Agora, note que

[ (52)

2

2
_ Ou;
€ a ‘V <N€ (axl)> €

6 8Uj 8 auj 6 au]‘
@IlNe (8@) ’ 8ZE2NE (al’z) ’ 6$3N€ (8@)

2

€

2

3 2
(equivaléncia de normas) = kz; %%Neuj
(pelo Teo. 2.4.1) < c |A5N6Uj|z
= \/E |A€Neuj|€ . (267)
Logo, de (2.66) e (2.67),
auﬂ * 1/2 %
Ne P S (C<p )) \/EE » |"4e]\'feuj|6 (268)
Ti /1o (9)

O teorema de Imersdes de Sobolev (teorema 1.2.5) garante, j4 que w C R? a
inclusao H'(w) C LP(w), para 2 < p < oo e, como u € D(A,) conclui-se que u € H*(w)

(veja a definicao A.0.1, do apéndice A). Assim, M.u; € H'(w) e portanto,
‘Meui‘LP(w) < k ’Meui’Hl(w) ) (2.69)

onde k é uma constante. Observe que

€ 1/p
Mol o, = ( / / | M. P dac)
0 Jw
1/p
et/p (/ | M u; | dxldxg)

= /P | M| o (2.70)

Analogamente,

€ 1/2
|Meuz|H1(Q€) = (/ /|VM€’LLZ|2 dl‘)
0 Jw
1/2
= 61/2 (/ |VM€UZ’2 dIleL'Q)
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Usando (2.69),

‘MGUile(QE) - 61/p ‘Mfui‘LP(w) S El/pk ’M€ui’H1(w) - l/pk€_1/2 ’Meul'|H1(QE)

11
= kEP 2 |M€ul|H1(Q€) . (272)
Substituindo (2.68) e (2.72) em (2.64),
2 3 6-p* 1_1
~ ~ -p
be (Msu,Nsu,w)‘ < DO k(e@) Vee e [|Mou] | | ANy, |w;],
i=1 j=1
2 3
1_1,6-p"
= D) cuer 2B || M|, [AcNeug], ],
i=1 j=1
1,1 _ 1
Como 5 T o = 3, segue que
1 1 6-p 1 6-—p 2 1
p 2 2p p 2p pr 2
2 1 « 1
Fazendo ¢ = o — 3, bara 2 <p* <4tem-se 0 < g < 5. Portanto,
) ) 2 3
be (Meu, Neu,w)‘ < S°3 ae ||Mou|, | ANl Jwj], (2.74)
i=1 j=1

onde 0 < ¢ < % Finalmente, como a norma de cada componente é menor que a norma

do vetor, obtem-se

b (Vw, Neww) | < caet || W | AN Jo,. (2.75)
provando o item (i) do lema.
Agora, usando a definicao de b, e ja tomando o médulo, tem-se
o 2 OM.u;
be (Neu, Mgu,w>‘ < Z /Q | New;| &; L1 w;| d. (2.76)

ij=1
Usando a desigualdade de Holder generalizada (teorema 1.3.8) com p=¢=2er = oo,

8M€Uj

2
b, (Neu,Meu,w)‘ < Z|Neui|Loo(Qe) O

1,j=1

|w; ‘L2(QE)
L2(Q)
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OMu;
ox;

= [N Uz|Loo(Q ) Z

2,7=1

|wj|L2(Q€) '
L2(Q)

Do corolario 2.4.6,

8]\~f6ui

3
/4 3/4 2
|A6Neui|6 Z

1,7=1

N
o

=)
—
&
—
5

|wj,

b, (Neu, Meu, w) ‘

) i‘@Mu]

3M€u]~
8a:i

(pelo Teo. 2.4.1) < c¢o(w) Neul

|lw;|. (2.77)

Observe que, usando o lema 2.4.1 com q = 2,

2 2

N.ou

2 6—2

< (27

‘Neu Nal| = c¢(2)é

€ € €

Elevando ambos os lados & poténcia 1 3

1/4

(2.78)

S 8 0(2)61/4‘

]mu

€

Pelo corolério 2.4.3, aplicado & funcio N.u,

|

N

< €|A.N.u

€

(2.79)

€

Voltando a (2.78),

1/4 1/4

AN

c(2)e /et | AN = c(2)€? :

€ €

e substituindo em (2.77),

OMeu;
ox;

co(w) ¥/ c(2)e!?

1/4

ANu

| J|e
€

|A N[ Z

i,7=1

~
N
mZz
=
=
©
S
—
IA

A, N u A.N.u

0461/2

IN

3/4 1) -
HMU

lw|, ,
€

| Jul,
€

= cye'? ‘AeNEU
€

O item (ii) do lema estd demonstrado.
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Prova-se agora o item (iii). Da defini¢ao e tomando o mdédulo de b,

8N uj

b, <N€u, Z/ | Neu,| |w;| dz

2,7=1
ONu; 1/2 ONeu; 1/2
/ | New| (‘ o ) (‘ o > |w;| dx.

Pela desigualdade de Holder generalizada (teorema 1.3.8), com os expoentes 6, 4, 12 e 2,

i,7=1

tem-se
3 1/2 1/2
- . ONu; ON u;
b. (Neu,Neu,w>) < N u; ‘—6] ‘ — W;
Zgz:l| |L6(QE) 8331 LA(Q0) axz L2(Q.) | ]|L2(QE)
3 1/2 1/2
ON u; ON u;
= 3 Wl [0 2.80)
”221 (82) oz, L@y O 8@y JIL2(Q0)
Observe que, pelo lema 2.4.7,
[Newil s,y < col|[Newi], - (2.81)

Usando o teorema 2.4.1,

0%u,; 2
Ne( : ) S \/E’AENeuj’€

—
-

VelANa,| . (2.82)

_—
B
Z
N\
Q
%
NS
3
N———
(3]
A

ij=1
N 02Uj
U al‘kal’m
Logo,
)8]\76% _ |n <8N€uj)
i o) Ori /o)
ONu; 0*u;
pelo Lema 2.4.7 < ¢q ||V (a—xz) 6 < Couzl (31‘1833] e
por (2.82) < CO\/E’AENeuj’f.
Assim 1/2
’ ON. u;
‘ 4 < c|ANay)"?, (2.83)
i |poa,
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Além disso,

1/2

<IN, (2.84)

aNGUj
0@»

L2(Q)

Substituindo (2.85), (2.83) e (2.84) em (2.80),

3
be (New, New,w) | <37 o [INewl| [N 1 €[ ANt 2 o,
ij=1
. 12 12
< 04‘ N.u N.u ANu|  |w|,
o 13/2 12
= ¢4 ||Neu ANau|  |wl,. (2.85)

Agora, observe que a partir do corolario 2.4.5, o qual afirma que

@2N5Uj
c%zﬁxg

€ , para i,7=1,2,3. (2.86)

8N5uj
a.’[’i

€

pode-se obter uma nova estimativa. Entao, para¢,7 = 1,2, 3,

1/2 1/2
2 i 82N€Uj 2

= Z ¢ 0x;0x3

€ t,j=1
1/2

3

2.

i,j=1

8N€uj
al’i

|| Newl |

€

pelo Teo. 241 < ce'/? |A€Neuj|i/2 < ce'/? ‘AeNEu

€

Como
- 113/2 a2 - o2 -
‘Neu = ’Ngu HNgu < cel/Q‘AeNgu ‘Neu ,
segue de (2.85) que
. 12 - ~1/2
b (Neu, Nw,w)’ < c4¢'?|ANa ‘Neu ANeu|  |wl,
= cue/? HNeu AN lwl, , (2.87)

concluindo, assim, a demonstragao do lema.



Capitulo 3

Solucao Fraca em Dominios Finos

3.1 Estimativas para M. e N.

As desigualdades apresentadas na ultima se¢ao do capitulo anterior motivam al-
gumas estimativas a priori para os operadores M, e N., as quais formam o principal
mecanismo para o estudo do tempo maximo de existéncia das solugoes. Primeiramente,
é preciso algumas nogoes mais expecificas sobre as poténcias do operador de Stokes (veja
Apéndice A) e, a partir das equagoes de Navier-Stokes, faz-se a formulacao fraca para M.
e N.. No que segue, omite-se as condicoes de fronteira, a menos que seja necessario.

Antes de demonstrar a formulacao fraca, observe que como (u,v) D(AL2) =

((Ai/Qu, Ai/zv))e, segue que

((Ai/QMgu,Ai/QMGU» = (Meu, M€U>D(A1/2) = <V]\~Lu, V]\;[Ev)e. (3.1)

€

Note que faz sentido tomar o produto interno com relacao a M.u e M.v, pois, como

u,v € D(Ai/Z) — V., tem-se pelo lema 2.3.1 que M.u, M.v € V..

Proposi¢ao 3.1.1 (Formulacio fraca para M, e N, ) Sejam v € V. e v € H,.

Entao,
d 7~ ~ 1/2 4 1/2
(Z) E (MEU, MgU) + H <A6 MeuaAE MEU)
+ be (Neu7 Neu7 MEU> = (Mef7 MEU) )

d /- - 5 5 - L
(i1) pr (Neu, NJ}) + 1 (AiﬂNgu, Ai/2N61)> + b, (Meu, Nu, Nev) + b, (Neu, M u, N€v>
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4 b, (Neu, N.u, NEU) _ (NE f mv) .

€

Demonstracao: Considere a forma vetorial das equagoes de Navier-Stokes,
u +u-Vu— pAu+Vp = f. (3.2)

Aplicando o operador M, em cada componente da equacao acima, tem-se

Mo, + ]\;[E(u -Vu) — pM.Au+ M. Np = M.f. (3.3)

Observe que Mou; = <M€u) e uMeAu = uA (Meu) Ainda,
t

~— (0 O O\ [ (O 5 (O0\  (Op
MNp = M. (G_xl’a_xg’(?_xg>_(Me <8x1 , Me Oz  Me O3

= % <M€p> ,8%32 (Md?) ,aixl (Mep) =V M.p. (3.4)

=0

Multiplicando (3.3) por M e integrando em Q, tem-se

€

((Meu)t , MEU)E + (Mg(u -Vu), Ev)e — I (AMEU, MEU)

M,
+ (V,Mep, Mw)

(Me f, MJJ) . (3.5)
Agora, note que
d /- - . . . .
= (Meu, M6v> - ((Mu) ,M€v> n (Mﬁu, <M€v> ) : (3.6)
€ t € t/ e
e, como v € V. nao depende de t, <Meu, (MJ]) ) = 0. Logo,
t
d /- - . .
it (Meu, Mgu) - ((Mu) ,Mw) . (3.7)
dt € t €
Como M, é auto-adjunto e Mf = M., segue que
<M€(u -Vu), MEU) = <u - Vu, M. (Mw)) = (u -Vu, ]\;[ev)

= b, (u, u, ]\Zlev>
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Usando o item (iv) do lema 2.3.1,

(]\;[e(u -Vu), MJ})E = bE(Meu, M.u, ]\7[611) + be(Neu, N.u, ]\7[621). (3.8)
Ainda,
— (AMeu, ]\Zev)6 = U (V]\;[eu, V]\Zev)€ =u (Ai/QMEu, Ai/2]\7[ev>6. (3.9)
Além disso,
(V/]\;[Ep, Mev>€ ) (3.10)

Substituindo (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10) em (3.5), obtem-se a seguinte formulagao

fraca para M,

+ b (]\7&,]\7&,]\2&) = (Mef, ]\Zw) ) (3.11)

€

Para o operador N,, procede-se analogamente, aplicando N, & forma vetorial das
equacoes de Navier-Stokes, multiplicando por N e integrando em §2.. Deste modo, ao

aplicar o item (iv) do lema 2.3.1, tem-se que

(]\76 (u-Vu) ,]\74}) = (u -Vu, NJ))C = b.(u, u, ]\Nfﬁv)

€

+ b(Neu, Neu, Nov). (3.12)

Assim, conclui-se a formulacao fraca para o operador N, dada por

d /- - 5 5 -
7 (Ngu, N€U> + u <Ai/2N6u, Ai/QNJ)) + b, ( u, Neu, Nev)
u

Para facilitar as expressoes calculadas nas estimativas, utiliza-se, no que segue, as

seguintes notacoes:
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].) (IO ‘A1/2M Uo bo ’AI/QN Ug , a e 6
2) R3(e) = a3(e) + B3(6) + () + B(e).
Observe que, de acordo com (ii) do lema 2.3.1,
2 /2, |2 “roA1/2 2 T A1/2 2 1/2 77 2 1/2 % 2
‘UQ|D(A2/2) = |A€ UQL = ‘MEAE Ug| + ‘NﬁAe Ug| = ‘Ae Moug| + ‘A€ N.ug
= ag(e) +by(e),
e
2 2 2 2
7 = C= a0+ (),
ou seja,
Rj(e) = |Aug | +|f12. (3.13)

Agora, dado o > 1, como consequéncia do teorema 2.1.1, tem-se que existe 77 (¢) >

0 tal que, para todo t € [0,T7(e)),
|A2u(t)|” < oR2(e). (3.14)

Aqui, [0,77(€)) ¢ o intervalo méximo onde a desigualdade acima corresponde. Vale notar

que se T7(¢e) < oo, entao
|AY2u(T7(e)|” = o R2(e). (3.15)

Com efeito, caso nao valesse a igualdade, teria uma contradi¢ao com o fato de 77(¢) ser

o tempo maximo.

Lema 3.1.1 (Estimativas para Neu) Suponha que 0 < q < % e

lim €% (!Alﬂu } + | f: ) (3.16)

e—0

Entao, eziste ¢¢ = €1(p) > 0 tal que para todo ¢, 0 < € < ¢, existem T7(e) > 0 e

uma constante positiva cs(u), independente de €, de modo que para €, 0 < € < € e



0<t<Te), tem-se:

- 2
(i) ‘Ai/QNeu(t) 6

s%maﬁ+FW@;

2 2 2 2 2 .
@Lms;wo+ﬁw¢»

(s)

€ €

€

fiii) /0 t |42 au(s)

ds < cs(p)e (b(e) + €25%(e)) (by(e) + t5%(e)) .

60

Demonstracio: Da formulacio fraca para N., substituindo v por A.u, tem-se

d /- - 5 5 -
7 (Neu, N6A5u> + <A1/2N6u, Ai/2N€A€u> + b, (Meu, Nu, N6A€u>

(Nu ]\7[u NAu)—l—b (N 6u,NEAEu
Nef,

-

NAu) .

(3.17)

Antes de substituir, v pertence a V., isto é, v nao depende de t e portanto pode-se passar

a derivada para dentro do produto interno, ou seja,

i (Neu, NeAeu) = (%Neu, ]\N/GAEU) )

€

Observe que, pela comutatividade do operador de Stokes com N,

(]\N/GU,NGAGU) _ (NEU,AENEU) :<(Neu,Neu>)

<Ai/2N€u,Ai/2]\Nf5u> = ‘Ai/QJ\NQu ’

9

Logo,
- d -2
— (Ngu, NGAEU) = ‘Ai/zNeu

Mas

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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dt .
d - -
= E el NEAEU)E
Assim, de (3.20),
d - - 1d /- - 1d
SN, NAuw) ==2 <N€ NA, ) AN 3.21
(dt " u) 2ar \ ) T oy ) (3:21)
e, por (3.18),
d (- = 1d
2 (N, N.A, ) ANy 3.22
dt < HAEN) T o ‘ (3.22)
Também,
1 (Ai/zﬁeu, Ai/QNgAg(L) 1 (Ai/2]\~/'€u, Ai/2A€N€u>
. . 2
= u (AeNeu, A€N6u> = U ’AeNeu (3.23)
Além disso, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
L 5 5 s 52
(NEf’N5A5“>e: (Nef’AEM“)eS Y t o5 ‘AN“
A dltima desigualdade acima vem de 2ab < a® + b2, tomando a = § ‘Ne fl eb =
6 |AN.u|, onde § > 0 é um ndmero real. Escolhendo 557 = g, tem-se 02 = p b
Dai,
L 1|~ 2 _2
(NE f, N€A€u> <5 ‘Ng il +5 ’AGNeu (3.24)
€ 1% € €

Pelas estimativas do Lema 2.4.2,

b, <Mgu, ]\Zu, NEAeu) + b <N€u, Mgu, N€A€u> + b, <]\~/'€u, Neu, N€A€u>

< eyt

M.
€

+ C4€1/2 HMeu
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+ C4€1/2 Neu
= " || Mou + Cy4 61/2 M.u
+ 6461/2 ‘Neu

Note que
-2 - . - - - .
’ M.u = ((Meu, M€u>> = (AeMeu,Mgu) = (Ai/QMeu,Ai/2M€u>
€ . ) € € €
_ ‘ AV Nl (3.25)
ou seja,
HMEU - (Ag/%mu (3.26)
Analogamente,
HNEU = ‘Aiﬂ]\hu ) (3.27)
e, com isso,
be <Meu, Neu, NEAEU) + b (]\Nfeu, Meu, N€A€u> + b, <N€u, ]\~f€u, N€A€u>
< eyt Ai/zMeu
- N 2
bocgell? (‘AiﬂMeu + (Ag/QNeu ) ‘AeNeu (3.28)
Tem-se, portanto, a seguinte estimativa
1d - 2
ST AI/ZNU —l—,u ‘A Nu < ,u ‘A Nu —i— {046‘1 Ai/QMEu
- . 2
+ 6461/2 (‘Ai/QMeu + ‘Ai/QNeu ) ‘AeNeu } )

Comol0<e<lel<g< %, pode-se afirmar que €'/2 < €9, j4 que

1 1
0<qg< 3 = qlne > 51n6:>lneq >Ine’? = ¢ > /2,
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pois Ine < 0. Assim,

N - _2
cqe? AimMeu + cyet? (’Ai/QMeu ) ‘AENeu
< g€ |AV2 N
- . _2
+  cye? (’Aiﬂ]\/[eu + ‘Ai/zNeu ) ‘AENeu

(3.29)

2
1/2 , o o . .
Somando c4€? ‘Ae/ N , 0 qual é um valor positivo, na iltima expressao acima,
€

obtem-se
d - - 2
= A2 N | o [ = deger (‘AimMEu n )Ag/QNeu )] ‘AENeu <= (3.30)
Observe que, do item (ii) do Lema 2.3.1,
A = (M A2y ‘N A2y )]
>
= 1A1/2Mu ) .
para t € [0,77(¢)) e, pela desigualdade do teorema 1.3.2,
2
‘Al/QMu alt) < V2 \/ ‘Al/QMu ’AWN u(t) )
2
— \/_ ) 1/2 ()
= V2 |AY ()| . (3.31)

Mas, de (3.14),
|APu(t)|. < VoRo(e),

ou seja,

‘A1/2M u(t

au(t)] < V2 VoR(e). (3.32)

Assim,

b — degel <’Ai/2]\;[6u +

‘Ai/QNeu

) > 1 — dese?V2 o Role), (3.33)
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isto é,

2 1

d 2 -
pr ’Ai/QNeu + [u — 4cye? 20R0(e)} ’AGNEu < —|N.f (3.34)
€ € 12 €
A partir deste momento, usando a hipdtese
2 1/2, |2 2):- 20 P2/, _
lim e (\AE wo? + |f[?) = lim e R3(e) = 0, (3.35)
pode-se afirmar que
lin% (,u — 4ege?V 20R0(6)) =pu>0, (3.36)
e—
ou seja, existe um €; > 0 tal que para todo 0 < € < ¢,
11— Aese™/20 Ro(e) < g (3.37)
Substituindo em (3.34),
d -2 g 2 1~ g2
CNA2 N ‘AENE <= ‘Ne 3.38
dt ‘ € Y € —"_ 2 Y € - /,L f € ’ ( )
para todo 0 < e <e; e 0 <t <T(e).
Pelo corolario 2.4.3, tem-se
2 _2
‘AgﬂNEu < AN, (3.39)
e portanto,
d -2 2 1~ g2
= |aieNa| + L ANl < - [N 3.40
dt‘e u€+2€2 € ue_/L fe ( )

Agora, aplicando a 1* versao da desigualdade de Gronwall (teorema 1.3.3) para as fungoes

2

, (3.41)

0 = [AV2N| L 6t = o e ult) =

2
€
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obtem-se

2
’A1/2N€u

t ~ 2
< elozz ds UAi/QNeu(O) ds]

2
N.f ds}
Ll

= B(e)

2 L
+/ _‘Nef
€ o H
= e;ét?“AimNeuo
—_—

2 1 [t
o
s HJo

s
= e 22b(e) + ‘ / B%(e) ds (3.42)
K Jo

= b5(e)

A integral envolvendo [3%(¢) acima deve ser calculada com cuidado. Apesar da

intuigao indicar que tal integral é igual a t32(¢), a rigor, é preciso garantir uma limitacao

~ 2 ~
para ‘Ne f| de modo que esta funcao nao dependa do tempo ¢. Por definicao, N.f =
f— M.f, logo
Nef| < |fl a1, . 4
‘ / L(0,T,H.) mL (O.T.He) + / Lo (0,T,H.) (3.43)
Como f € L*(0,+o0, H,), seque que ’f|L°°(O,T,HE) ¢ finito. Ainda,
~ 2 ~
‘Mef = / | Mcf(21, 29, 23,t) |* drydasdas
€ Q.
= / </ | Mef(l‘l,[)’}g,l]g,t) |2 dlElde‘Q) dl‘g
0 w
= 6/ | Mef(x1,$2,x3,t> ’2 d&?ld.l’g
; 1 € 2
= 6/ —/ f(x1,22,8,t) ds| dzidzs. (3.44)
wl€Jo

Pela desigualdade de Jensen (teorema 1.3.5), escolhendo ¢ : R — R; g(u) = u?, a qual é

uma fungao convexa, e U = (0, €), tem-se

Y (% /Oef(l‘hxg,s,t) dS) %/Oeg(f(xl,x%s,t)) ds
€ 2 .
(%/0 f(l'lyl?,s,t) dS) %/0 f2($1,l'2,8,t) ds.

Voltando em (3.44),

gl

IA

IN

2
1 €

dridry < e/— (/ (1, 29, 5,1) ds) dxidzs
w € 0

1 €
_/ f(l'l,l'z,S,t) ds
€Jo
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= f2 d.ﬁlﬁldﬂfgdxg

Qe
= I,
ou seja,
.2 )
15| < A7 S Ul (3.45)
Por (3.43),
N, <l
‘ fLoo(o,T,He) - |f|L (0,T,He)
isto €,
N€ < ‘Ne <2 oo ,
) fe_ Loo(0,T,H) up (0,T,He)

e portanto ‘Nef
L>(0, 400, H,).
Assim, de (3.42),

é finito com uma limitacao que independe de ¢, ja que f €

pt

e 22

- 2
‘Ai/zNeu < e Rl + S8 (e (3.46)
Note que
_% 2 2 —% 2 2 2 2
C i) < S & it < et < e, (3.47)
[t ft 1t 1t

... 2€% Lt
Isto siginifica que, para algum ¢, com t < —e22 vale que

e, substituindo em (3.46),

2 ut 2
< Bi(e)e i + 2520, (3.48)
17

o que prova o item (i) do lema.
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Integrando de 0 a t a expressao em (3.40), tem-se

U t - 2 1 [ty . 2
’Al/zNu +—/ AYVPNu(s)| ds < — N.f| ds
2¢2 € 2,u €
- 2 - U i - 2 1 1~ 2
‘Ag/mu(t) - ‘Ai/QNeu(O) +5 / AV2Nu(s)| ds < —t|N.f
€ € 0 € €
= b(e) = B2(e)
- 2 uo [t - 2 1
‘Al/zNeu(t) + ﬁ/ AYV2Nu(s)| ds < Di(e) + —tf3(e).
€ € 0 € 2
Como
2
1/2 1/2 1/2
262/‘A/Nu ds<‘A/Nu() 262/‘A/Nu()eds,
obtem-se
K 2 [P
¥ u(s )E ds < by(e) + ;tﬁ (e), (3.49)
ou seja,
t N 2 2 2 2 2
/ AV Nau(s)| ds < ibg(‘s) + %tﬁQ(e), (3.50)
0 € H 2
para todo 0 < e <e e 0 <t <T(e).
Agora, integrando (3.38) de 0 a ¢,
1/2 37 2| poft y 2 I AE
‘Ae N.u + = ANau(s)| ds < — N.f| ds
€lo 2 0 € ©mJo €
- 2 - 2y ¢ - 2 1 |~ 2
‘Ai/QNeu(t) —’Aiﬂ]\feu(()) —1—5/ ANu(s)| ds < —t’Nef
€ € 0 € 12 €
= b3(e) = B2(e)
- T 2 1
‘Ai/ZNeu( )|+ 5/ wu(s)| ds < bi(e) + —tB%(e)
€ 0 €
Dai,
poff 2 2 L oo
a / w(s)| ds < 1(e) + 182, (3.51)
2 0 € 1%
ou seja,
I 2 2 2
/ AN(s)] ds < 28(e) + St (e), (3.52)
0 € H H

para todo 0 < e <€ e 0 <t < T7(e), provando assim o item (ii) do lema.

Aplicando a desigualdade de Holder (teorema 1.3.7) com p = ¢ = 2 para as fungoes
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125 3 -
u= ‘AE Nau| ev= ‘AgNeu , tem-se
t ~ 3 ~ t ~ 6 1/2 t ~ 1/2
/ AYV2Nu(s)| |AcNou(s)| ds < (/ A2 N u(s) ds) (/ AcNu(s) ds) .
0 € € 0 € 0 €
v

Observe que

(

AYV2N u(s)

1/2 % 4
A2 Neu(s)

AYV2N u(s)

) 1/2
ds)

) ]Ag/ZNeu(s)

6 1/2 t
ds) = (/
€ 0
t ~
< (/ sup (‘Aelp]\feu(s)
0 0<s<t

4
€

) 1/2
ds>

) N2 ot ) ) 1/2
= (sup AYV2N u(s) ) </ AY2N u(s) ds)
0<s<t € 0 €
. 2 / [t N 2 1/2
= sup [AY2N.u(s) (/ ‘Ai/QNEu(s) ds) :
0<s<t € 0 €
Portanto,
~ 9 t ~ 9 1/2 t ~ 1/2
U < sup |AY2N.u(s) (/ ’Ai/QNEu(s) ds) </ AcNu(s) ds) :
0<s<t € 0 € 0 €

_ 4
Note que é possivel tomar o supremo da funcao AN , pois vale (3.48).

Substituindo as estimativas encontradas em (3.48), (3.50) e (3.52) na expressao

acima, obtem-se

1/2 1/2
U< s (b3<e>e—fé+iifﬁ2<e>) (276263(6)+i—ft52(6)) (%bﬁ(eH%tﬁQ(e)) |

0<s<t
2¢?

1/2 1/2
. (b%<e> sup 2 4 sup —me)) (2—62173@ . QM—ftBQ(e)) (%b%@) ; %t@%e))

0<s<t 0<s<t M H

_ps
e como sup e 22 =1,
0<s<t

v s (042500 (Sn + 2 " (20 + 2250
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= (0 + 2550 )« (2300 + Zep(0))
< e (B0 +2580) (200 + St ). (3.53)
( 7 I "

Fazendo

(1) [2 = 1)]2
Cs\) = maxii, —, — )
W p

conclui-se que

W < cs(p)e (1B(e) + 252(6)) (B3(e) + 1°(6)) (3.54)
0 que prova o item (iii) e, portanto, o lema estd demonstrado.

Lema 3.1.2 (Estimativas para M.u) Considerando as condigoes (FF) e (FP), supo-
nha,que0<q<%e
lim € (|A§/2uo}f + \f|f) —0. (3.55)

e—0

Entao, eziste e, = e1(p) > 0, tal que para todo €, com 0 < € < €, existem T7(e¢) > 0 e

uma constante positiva cio(p), independente de €, a partir dos quais vale:

j < a3(e)e rMt 4+ a’(e) + co(p)eRE(€)(1 + t);

(i) | Mteu(t) o

i [
20(0)

- 2 )
(i) [AV*Nu(t)| < ad(e)e ¥+ S0 4 es(eRA()(1+1);

€ ,LL2 A1
t
w [
0

Demonstracgao: Da formulacio fraca para M,, substituindo v por u, tem-se

ai(e) N 20 (e)t

A1/2]\7[€u S
‘ (s) pA A

+co(p)eRE(e)(1 +1);

2
ds <
€

A Mu(s) f ds < m + cg(p)eRE(€)(1 + ).

d /- - 5 5 -
o (Meu, Meu> + u (Ai/gMgu,Ai/2M6u> + b, <MEU,M5u, M€u>

b (New, New, Mew) = (Mf, M)
Do teorema (1.2.1), é possivel afirmar que

b, (Mu Mo, M€u> —0, (3.56)
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e, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(J\L 7 Mu) < ‘M £l |3 (3.57)

€ €

Assim como foi feito no lema anterior para N,, o termo com a derivada em relacao

ao tempo é tal que, antes de substituir,

d [~ -~ d ~ -~ - d -
7 <Meu, Meu>E = (EMJL, M'Eu)E + (Meu, EMEU)E
2 (L, i (3.58)
- MU, MU |, .
dt .
ou seja,
d [~ - d 1d /-~ - 1dj|~ |2
= Me aMe ) - _ME 7Me - 5 1 <Me 7Me ) :__‘Me .
dt( ), <dt B “) ot \" ) T o [ (8:59)
Ainda,
- . 2
u <Ai/2Meu, A§/2M5u> _ ‘Ai/QMEu (3.60)
Logo,
1d i~ 2 -2 - - -
S ||+ u’Ai/QMEu + b (New, New, M) < ’Mef M.u (3.61)
Do lema 2.4.2, obtem-se
L YLV, N Vo N
b, (Neu,Neu,Meu> < ¢ ||Neu AN M.u
N 3/2 N 1/2 -
= ‘Ai/QNgu ‘AgNeu ’Mgu (3.62)
onde a tltima igualdade acima vem de (3.27). Substituindo em (3.61),
1d| -~ |2 ~ 12 )~ - _3/2 . q1/2 -
5o | +M‘Ai/2M6u S)Mgf M.u +c4‘Ag/2N€u ‘AENeu ‘Meu . (3.63)
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A desigualdade de Poincare, neste contexto, afirma que

‘]\;[Eu Ai/zj\;leu

1
< — 3.64
- )\1 6’ ( )

onde A; é o primeiro autovalor (o menor) do operador de Stokes. Assim,

d |~ 2 ~ 2 2
—‘Meu +2/L’Ai/2M€u < —
dt € € 1
2 3/2 _ o 1/2 .
+ AN AN Al i
1 € €

A partir da desigualdade do teorema 1.3.1, pode-se estimar que, para § > 0,

< ‘AWM
/\1 ! +25)\2
e7
2 _ o 13/2 _1/2 . 92 3/2 1/2\ 2
A2y ‘AeNu )Ai/QMEu < L A2 N ‘AeNeu
)\1 € € € 4(5 Al € €
+ 26‘A§/2M€u
Logo,
E‘Mu2+2u’A1/2Mu2 < 25‘A1/2Mu + Mf2
dt 1" le ¢ Tle — 2002 17°°
2 32  _ 1/2\?
— AN, AN,
LY (Al ", 4, )
+ 25‘A§/2Meu ,
isto é,
d‘M i (u—2s 25))A1/2M i ! ]\7[f2
1. e - - el a2 €
dt | T 6 SO
* 25)\2
Seja d de forma que 2y — 46 = p, ou seja, § = 4. Dali,
d 2 |~ 2 20
AN < —‘M€ 4 ‘A”QN .
= +u‘ u < oy |s ’ (3.65)
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De (3.64),

2
AT

d |~ -2 2e2
— | M. < M. 4 A2N, 3.66
dt ) “ = U BT “ (3.66)

2
+ M)\l

Mo
€

Aplicando a 2* versao da desigualdade de Gronwall (teorema 1.3.4) para as fungoes

2 -2 92
n(t) = o0 =—uh e v = 5 ||, A‘; ‘Al/QNu . (3.67)
obtem-se
N 2 - 2
Ma@)| < ‘Meu( )| els mrds g, (3.68)
onde
v . 2 |~ 2 2
H(t) :/ <6fo —pAL drtfg —ph dr) (W Mef i‘; Al/QNu ) ds. (3.69)
0 HAT
para 0 < s < t. Note que
t 2 20
H(t) = / e“)‘l(St)< M.f Y ‘Al/zNu ) ds.
®) 0 pA? ¢ ,u)\2
t
= / ek (s=t) 22 ds—i—/ et (s=t) 2042 Al/QNu ds
0 >\ 0 HAY
2
-2 M.f i e“’\l(S’t) ds + 24 e“)‘1 s—t) Al/QNu ds.
AL €Jo 1At Jo
Como 0 < s <t s—t<0eassime Y < 1. Logo,
2c3 oM (=) | 412 1/2 N
el Al Nu ds< /M ‘A Nu Cds. (3.70)
HAT
Agora,
t pAi(s—t) |t 1 e—HAit 1
M) (gg = = — = 1 — e #Mt) 3.71
/o pAL g BA pA1 pAL ( ) ( )
Entdo, como 1 — e Mt < 1
1 1
— (T—eM) < —. (3.72)



73

Portanto,

1 ~
H(t) < —
(>_,u2)\:{’

€

2 9202 [t - 13
+ %/ ‘Ai/QNéu
€ /,L)\l 0 €

ds. (3.73)

Voltando em (3.68),

Y 2 > 2 it -2 2 [T Iy &
)Meu(t) ) < ’Meuo €e —1—2—)\3 M. f +—2 ‘AE Neu ) ds
2
_ 2 —pA o (6) 2c; 1/2
= age)e Mt + —— TN ,u)\Q/ ’A / Nu ds (3.74)
Do item (iii) do lema 3.1.1,
~ 2 2 —pAit O‘2<5> 2C4 2 2 02 2 2
‘Meu(t) S ap(e)e M+ N +— Y cs(p)e (by(e) +€25%(e)) (ble) +t5%(e)) . (3.75)
Seja
20\ _ 2 2
R; (¢) = max(bg(e), 5(¢)).
Tem-se

(B + B(0) (B(e) +18°(0) < e(z max(B(e). 52<e>) (17(0)) + B(0))
< QR (tR2(e) + R2(0)

= 2RMe)(1+1). (3.76)
4c? o
Pondo cg(p) = W%(,u) e substituindo em (3.75),
HAY
Y 2 2 At 0‘2( ) 4
’Meu(t) S e+ g+ a(eRi( 1+ 1), (3.77)

o que prova o item (i) do lema.

Integrando de 0 & ¢ a expressao em (3.65),

9|t

’Z\;[Eu(t) AY2 N u(s)

t
+p
0

€lo

A1/2N u

ds

2 t 9
edsg/v
<

By,
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2
~ 2 t ~ 2 - 2 Q)Msf t
’Meu(t) —|—u/ AY2Mou(s)| ds < |M.u(0) +
€ 0 € € [1,)\1
22 t - 3 -
% Ai/QNeu AN.u| ds.
pAL Jo € €
Como
t - 2 - 2 t - 2
,u/ A2 M u(s) dsg‘Meu(t) —{—u/ ’Ai/QMeu(s) ds, (3.78)
0 € € 0 €
segue que
t B 2 ~ 2 2 2 t
u / AV Nu(s)| ds < |Nru(o)] + O;M(;) +es(u)eRY 1+ 1) (3.79)
0 € € 1
A partir de (3.64),
t N 2 1 5 2 2 2
o [t s < i) + 2290 cgerion +o
0 ¢ Ap e U2
2 2
ag(e) | 2a°(e)t "
= R 1+t
Nt e+t
t 5 2 2 2 2 t
/ A 5s)| ds < @) L 2RI+ 1), (3.80)
0 € ,U)\l u)\l

provando, assim, o item (ii) do lema.
Agora, para encontrar estimativas em H! para M,, substituindo v por A.u na

formulacao fraca de M., obtem-se

d /- - 5 5 I
E(Meu,MeAeu) + ,u(Ai/QMEu,AiﬁMEAeu) + b, (MEU,MGU,M€A€u>

+ b (Nﬁu,Nﬁu, M€A€u> = (Mgf, M€A€u>e. (3.81)

Procedendo analogamente aos calculos iniciais feitos no lema 3.1.1, mas dessa vez para

M., encontra-se as seguintes relagoes:

~d o/~ ~ Ld | 12,
- Me aMeAe ) = 3 ‘AE Me
(i) dt( “ YT 2 “

2
)
€

N - -2
(ii) ,u(Ai/QMeu,Ai/QMGAEu) :u‘AeMeu )

€
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Logo,

‘Al/QM U

+ IM‘AMU

2 dt (Mff ’ M€A€“> )

. (Meu, M., M€A€u> — b, (Nu N, M€A€u> . (3.82)
Usando o lema 2.3.2, tem-se que b, (Meu, M.u, MEAEU> = 0 e, portanto,

d AY2 M.

2 - 2
a 9 ‘AGME _
dt‘  hen I

(8IS, McAw) = 26 (Now, New, MA) . (3.83)
Aplicando o item (iii) do lema 2.4.2 a forma trilinear acima, tem-se
2b, (Neu, Neu, M€A€u> < 2¢y

o 113/2 ~1/2 -
U )AENeu ‘AeMﬁu

~13/2 _1)2
= 204’A1/2N€u ‘AeNEu

~ 172
’AENGU

L~ 13/2
= 2¢4— Ai/zNeu k

AGMeu

1/2\ 2 .
) +<k‘AEM€u

€

1
< (KC4

onde a ultima desigualdade acima foi obtida pelo teorema 1.3.6 (Desigualdade de Young).

3/2

eNeu

)2 (3.84)

€

A partir daf, seja k* = £, isto ¢, kiz = ;% Entao,

- - - 22 - 13 -2
2, (Neu, N, M€A€u> < LA p2Ny n g ‘AeMeu (3.85)
Ainda,
2 (WLf, N Aw) - <
— ok ! ‘MA
- k[T
11~ 2

< —|— — ’MEAEU
- ’“‘ ‘M A, u (3.86)

Novamente, usa-se aqui o teorema 1.3.6 e k* = g, isto &, 1%2 = ;% Substituindo (3.85) e
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(3.86) em (3.83),

d 2. |? 2 /~L
%‘Ag Mou|  + 2uAMu <— ’MAU
2 -
+ C4 ‘AI/QNU —|— 5 ’AeMeu
d | apyr |2 2 2 [P
o ‘Ae v + plasta < 2|V 4 e A2 . (3.87)
€ € M € € €
20421
onde c7(p) = <+
Usando AY*M,u no lugar de M.u em (3.64), obtem-se
1/2 7] 1 1/27;
‘A€ Mu| < — (A6 M€u> :
€ 1 €
ou seja,
-2 1 2
‘Ai/QMeu < ‘AeMeu
€ Al €
Logo, de (3.87),
d | y2vr . 2 ANy e 2077 ¢ 2 |?
= ‘A€ M| + px? ‘AE Mal < 2 (Mﬁf +er(p) ‘A€ Nou - (3.88)
€ € 12 € € €

Com base na 2* versao da desigualdade de Gronwall, escolhendo as funcoes

n(t) = ‘Ai/QMeuj, P(t) = —pr? e ¥(t) +C7( )’AWNu , (3.89)
tem-se
A2 N " < | AY2 8 Semmit g / t (et} () ds
€ € 0
= a2(e)e MM 4 / t (e‘“A%H_“’\%S) W(t) ds, (3.90)
0

Note que a integral acima é a mesma de (3.69), a menos das constantes. Procedendo
analogamente aos célculos que levam a desigualdade (3.73), aplicando o item (iii) do lema

3.1.1 para obter (3.76), tem-se

< ad(e)e it 4 = 20%(e) + cg(p)eRn(e)(1 + 1), (3.91)

~ 2
‘AiﬂMeu 5
€ H )\1
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provando, assim, o item (iii) do lema. Integrando de 0 a ¢ a expressao em (3.87), prova-se

o item (iv).

3.2 Comportamento de 77(¢)

A partir de agora, demonstra-se o resultado principal deste trabalho, isto é, o
intervalo maximal de existéncia da solucao forte das equagoes tridimensionais de Navier-
Stokes, quando o dominio é considerado fino. Na secao anterior, foram demonstrados dois
lemas com relacio as estimativas para M, e N.. O lema 3.1.1 vale para qualquer condicio
de fronteira a ser considerada. Entretanto, o lema 3.1.2 faz referéncia apenas para as
condicdes (FF) e (FP). Esta distincdo nas estimativas para M, decorre da definicdo da
mesma; por exemplo, sabe-se que M.u = 0 para (DD) e (DP), isto é, ndo faz sentido
calcular estimativas neste caso.

O resultado principal aqui apresentado estéd relacionado com as condigoes (DD),
(DP), (FF) e (FP), porém, suas demonstragoes sao diferentes. O primeiro resultado diz

respeito as condigoes de fronteira (DD) e (DP).

Teorema 3.2.1 Suponha que
lim e (}Ag/%f + |f|§) —0. (3.92)
e—0 €

Entao, existe e, = €1(u) tal que para 0 < € < €1, a solugao forte u. de

up+u-Vu—pAu+Vp=f, em (z,t)€ Qe x(0,00)
div u =0, em (x,t) € Q. x (0,00) (3.93)

u(z,0) = ug(x), em x €,

com as condigoes de fronteira (DD) e (DP) existe para todo tempo, isto €, T, = oo e
u. € C°(]0,00); V.) N L (0,T, D(A.)), (3.94)

para todo T > 0.
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Demonstracao: Como definido no inicio da secao 2.3, para as condicoes de fron-
teira (DD) e (DP), tem-se que M = 0. Deste modo, Nou = u, onde u € L3(Q) e,
portanto, as estimativas encontradas no lema 3.1.1 valem também para u. Aplicando o

item (i) do referido lema para a fungao u, obtem-se que

¢ 2
AV 2u(t)| < |AYuo|, €5 + = | £ (3.95)
2
Suponha que T7(€) < oo. Para € < \%, vale que
1/2 2¢% 1/2,. |2 2
| A2 e A " = fIE < AV Puo|) + |17 (3.96)
pois e 5 < 1. Dali,
AVPu()|] < Ao + 117 (3.97)
Observe que, de (3.14) e (3.15),
sup  |AY?u(t)|” = o R2(e). (3.98)
0<t<Te (€) ¢
12 |2 2, . . 1/2 2
Mas, por (3.97), )AE Ug . ¢ uma cota superior para a funcao ’AE u(t)| . Logo,
oR3(e) < |AY2uo|” + |£12, (3.99)

para € < f Como, de (3.27)
R(e) = | Ao} + |12,

a desigualdade acima implica que o < 1, o que contradiz a suposigao inicial de que o > 1.
Portanto,

T°(¢) = +o0, (3.100)

quando € < min (\%, €1>, onde €, satisfaz

dcse 220 Ry(e) < %

para 0 < € < €.
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Vale salientar que, para ¢t > 0 em (3.95), fazendo € tender a zero, tem-se que

ou seja, V t > 0,

lim [AY2,[7 <0 = lim [AY20]] =0

a partir do qual se conclui que

lin ]|, = 0,

isto é, a norma em H'! da solucdo u. convergem para zero quando € tende a zero, desde
que t > 0.
Com relagao as condigoes (FF) e (FP), demonstra-se que 77(¢) = oo em dois

passos. Primeiro, tem-se o seguinte resultado:

Proposicao 3.2.1 Considere as condi¢oes de fronteira (FF) e (FP) e suponha que
lim €? (\Aiﬂuof + |f|§> —0, (3.101)
e—0 €

para algum 0 < g < 1. Entao,
lim €272977 (¢) = oo. (3.102)

e—0

Demonstracao: Dos lemas 3.1.1 e 3.1.2, tem-se

A2 R < (e + 2 2 0<t<T°
)[4 B[ < e 5 + 5570 para 0 < < T7(e) o
~ 2 5 2
(ii) ‘Ai/QMgu(t) < ad(e)e Mt + O;)(\ ) + cs(p)eRE(€)(1 + 1).
€ 1

Somando as duas expressoes acima,

1/2 37 1/2 2 2 w267 o
‘A Neu(t)| + |A20ut)] < B0 + =2 %(0)
+ al(e)e MMt 4 QQ(A?? +co(p)eRE(e)(1 + 1)
Mas, pelo item (ii) do lema 2.3.1,
’Ai/QNGu( ) (Al/QMu (N ALy ‘M A1) = | A2,




ou seja,

w262
< e + M—ZBQ(e) + ad(e)e !

a’(e)
PN

‘ 2

| A u(t)]]

+ + cg(p)eRE(e)(1 + ).

Fixando ¢ de modo que

_ ot 26 _ a?(e
BSR40 + e+
<1 <1 1
< 22 18207 £ 2602 1+ 202
< b 1 + 3 (e)4 +a0(e)4 +a (e)4
o
= Rg(ﬁ)z-
Substituindo em (3.103),
APu@)f] < ROT +colmeR(e) (1 +1).
Note ainda que, como R2(e) = max(b2(e), 5%(¢)), tem-se
Ri(e) < Rile) = Ry(e) < Ryle),
a partir do qual
2 o
[APu(b), < Bi(e) +c(meRn(e)(1+1)
o
< Ri(6)7 +cs(m)eRo(e)(1+1)
o -
= ROS + o) (TRY(E) S IRE(1 +)

para 0 <t < T7(e).

Agora, suponha que 77 (¢) < co. Logo, de (3.15)

|AY2u(T7 ()| = o R2(e),

80

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)
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e, substituindo em (3.106),

AP, < BT +coln) (“R3(6) € R()(1+ T7(€)
oRYe) < RO+ colp) (€“R3(6) € IR ()(1+ T7(€))
%"Rg(e) < colp) (TR2(e) R (e) (1 + T (o). (3.108)

Néo é dificil ver que R3(e) # 0. De fato, se esta nao fosse valida, isto ¢, se
R2(e) = 0, de (3.27)
|Ai/2u0‘§ =0 e |f>=0.

Assim, f =0e Aiﬂuo =0 q.s. em Q.. Dai uy =0 g.s. o que implicaria u(t) = 0, uma

solugao trivial a qual nao interessa. Logo, R%(¢) # 0 e, portanto, de (3.108),

< ) (RY(E) 0 TU). (3.109)

Afirma-se que

lim €' 7977 () = oo. (3.110)

e—0

Suponha que a expressao acima nao seja verdade, ou seja, existe uma constante L; > 0
tal que para todo ¢ > 0, tem-se € > 0 com 0 < € < 4§ e €\ 7977 (¢) < L.

. 1 N . .
Sendo assim, tome § = —, n > 1. Entdo, existe uma sequéncia (€,),>1 com
o >

1
lim €, =0, (pois 0<e< —)
n—o0 n

e €717 (e,) < Ly, isto é,

L
T7(en) < 4, Vn>1 (3.111)
€En
Voltando na expressao (3.109),
3 L
Za < co(p) (€2R3(€n)) € 7 (1 + ellq) . (3.112)

Mas0<g<lee,<1,dai,;1—¢>0ee"?<1. Logo,

30

o < o) (@GR (en)) (1+ L)
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%‘7 < Loel R2(ey), (3.113)

onde Ly = Ly(p) = (1) (14 Ly ). Fazendo n tender ao infinito e usando a hipétese (3.101),
o lado direito da expressao (3.113) tende a zero e, portanto, o = 0, uma contradigao com

a escolha de o em (3.104). Logo, vale (3.110) e a proposicao estd demonstrada.
[

Agora, mostra-se que o intervalo maximal de existéncia da solugao forte das

equagoes de Navier-Stokes € infinito, quando o dominio é fino. Mais precisamente,

Teorema 3.2.2 Suponha que

lim €2 ({Ai/Quo}f + |fy§) ~0, (3.114)

e—0

para algum 0 < 2q < 1. Entdo, eziste es = €a(p, q,w) tal que para 0 < € < €3, a solugdo

forte u, de

ur+u-Vu—pAu+Vp=f, em (z,t)€ Qe x (0,00)
divu=0, em (x,t) € Q. x (0,00) (3.115)

u(z,0) = up(x), em x € €,
com as condigoes de fronteira (FF) e (FP) existe para todo tempo, isto €, T, = 0o e

u. € C°(]0,00); V.)N L (0,T, D(A.)), (3.116)

para todo T > 0.

Demonstracao: Seja

- 2 8 -2
K? = ‘Ai/gMeuo + ‘Mef + B, (3.117)
€ /L2>\1 €
onde
B2 = | A2 N 2+‘Nf2
€ € e €

Observe que, substituindo a expressao acima em K? e aplicando o item (ii) do lema 2.3.1,
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tem-se
- 2 - 2 8 -2 _2
limelK? = limeq(‘AiﬂMeuo +‘Ai/2N6u0 + 5 |M.f +‘N€f )
e—0 e—0 € € /L}\l € €
= lim@(‘Ai/Zuof—l—]fﬁ)
e—0 €
pela hipétese (3.114) = 0. (3.118)

Agora, escolhe-se €5 = €a(p, A1, q) satisfazendo

i 1
(i) O<62<1;

(ii) Para 0 < e < ey, €1K? <1;

2 A
(iii) 2i < 1, 6_62’:1_1(1) < 1 e M max (17 %) el <
8 4 Iz Jz

] =

(iv) Para 0 < € < &, €2729T7(e) > 4.

Note que o item (ii) decorre de (3.118) e, no item (iii), o lado esquerdo das desigualdades
tendem a zero a medida que € se aproxima de zero. Pela proposicao 3.2.1, o lado esquerdo
da expressao em (iv) tende ao infinito, tornando valido tal item. Sendo assim, estd bem
definido este €,.

Lembrando o item (iii) do lema 3.1.1, o qual diz que

ANu(s)| ds < es(ue (5(e) + 5(0) (B(e) +167()

€

¢ - 3
/ ‘Ai/QNeu(s)
0

€

pode-se reescrever tal estimativa com os dados acima, isto é,

AcNu(s)| ds

€

IN

cs(u)e (bi(e) +€26%(€)) (bi(e) + t5°(e))
cs(u)e (€B? + B?) (tB? + B?)

[ [t

3
€

IN

= cs(peB (€ +1) (1+1)
4 1\
— max (1, E) B (1+1).

I

IN

Defina, para 0 < € < €,

te = 21,
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Do lema 3.1.1, item (i),

2 pt 262

‘Ai/QNeu(t) < B+ 2550, (3.119)

€

_ ot _ute
e como e 22 < e 22 ondet. <t <2, vale que

_ pte

- 2 ute 262
AV R)| < tie s+ 580, st <t (3.120)

€

Assim, usando as condicoes satisfeitas por e,

1/2 3 2 21 241
‘Ae Neu(t)] < boy+P (E)g
1 1 1
— b2 - - 2 -
0(8+8)+5 <€>8
1 1
< B*- 4+ B?*-
- 8 5 8
1
= _pB?
4
ou seja,
. 2 1
‘Ai/QNgu(t) < 1B (3.121)
para t. <t < 2t..
Agora, usando o item (iii) do lema 3.1.2, isto é,
- 2 202
ANLu(n)| < ad(e 52—)(\? es(p)eRA () (1 + 1), (3.122)
Recordando que R?(e) = max(b3(e), 5%(¢)), obtem-se
~ 2 ey 202(e)  16ecy(p) 1
‘Ag/zMEu(t) < aj(geiy e ma (1 Bi(1+1)
20\ e, 20°(e) 2\ R2 1-
< ap(e)e it 4 - +c(p)e (e2B?) B2e' 91+ 2t.), (3.123)
HoAL
16 1
para t. <t < 2t., onde c = M max (1, —3) Usando as condicoes satisfeitas por ¢,
7 p

tem-se

< gKQ < K2 (3.124)
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Além disso, observe que €?B? < €?K? < 1 e portanto,

c(p)e (e9B2) B2e'™9(1+2t.) < c(u)eBZe'9(1+ 2t,)

16 1
= Mmax(l —) eB?e (1 + 2t,)
7 p?
16 1
= Mmax (1 —) —eB%e (1 4 26207 Y)
7 w?
< iBSel_qel_q(l + 2¢2aD)
< ingQQq(l—i—ZEKqD)
1
= B(E )
L L
< ZBG (e+2) < ZBf (1+2)
— §B2
4

Na tltima desigualdade acima utiliza-se que €272¢ < €. De fato, como 0 < ¢ < %
0<2¢<1l = —1<-2<0 = 1<2-29<2 = €< <e
pois 0 < € < 1. Logo,

€

3
c(p)e (e9B2) B2e' (1 +2t.) < ZB? (3.125)

Substituindo (3.125) e (3.124) em (3.123),

§B2

K2
2t

3

4

1/2 77 2 Lo, 1
‘AE Mal)| < 7K+ 7
1 1
ZK?

1ty
5

= —K? 12
4 € (3 6)

IN

~K?+-K?

para t. <t < 2t.. Somando as expressoes (3.126) e (3.121), novamente aplicando o item

(ii) do lema 2.3.1,

1 5)
|AVu(n)]” < B+ K
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1 5

T2 _K2

— 4 € —"_ 4 €
3 2

= — 3.127
2 € ( )

Sabe-se que a norma de uma aplicacao é uma funcao continua. Isto vale também

para a norma ||-||_. Posto isso, calculando o limite quando t tende a t., para a funcao

2
‘Aiﬁu(zﬁ) , tem-se
. 1/2 2 _ . 2 _ 2 1/2 2
i A7)} = @ = (] = A (],

€ Como
lim [AY2u(t)|” < e
toto | € € 2 ¢’
segue que
1/2 2 3 0
|APu(2t)|] < L (3.128)

O objetivo agora é usar indugao. Suponha que existe um tempo ty satisfazendo

1/2 % 2 1 /2y 2
A= Neu(ty)| < 2B6 e [AJ M.u(ty)

€

1
< 5[(3. (3.129)

Como visto no teorema 1.3.4, é possivel utilizar a desigualdade de Gronwall, 2* versao,
para o intervalo ty <t < T7(e). Isto faz com que as expressoes (3.119) e (3.122) sofram
alguma mudancga. Na demonstracao da primeira, ao aplicar a desigualdade de Gronwall

em (3.40), no intervalo ty <t < T7(¢), tem-se

N ‘o Vot
AN < exp (/ 2 dr) AV Nealto)| + H(D)
€ to € ¢
onde
00— [y o) b
) 5z 0 9¢2 0
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i
_utg 262
= e 268 262(6)
<1
2¢2
< FBQ(G)
Logo,
) ) 7#(75 —to) ) 02
AR < e 23 ARl + =A%),
e, por (3.129),
i plt —to) 0.2
‘Ai/zNeu(zﬁ) < -B’ 2 —252(6),
com to <t <T(e).
Analogamente, de (3.66),
- 2 9 - 2 2
’AimMeu(t) < et ALY N (k)| + 2();)(\6)
€ € HoA1
+ cg(p)eRE(e)(1 4+t — to). (3.130)
De (3.129),
~ 2 1 2 202 (€)
A1/2M€ t < _K2 7#}\1(t7t0)
’ € u( ) e — 2 e® + M2)\1

+ cs(p) (¢"B2) BZe' (1 +t — to),

com ty <t < T7(e).

Tome, portanto, to = 2¢2@~Y. Assim como feito em (3.126) e (3.121), obtém-se

< 133 + 133

1/2 % 2
A= Nu(t) A

e 8
— 132
47
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- 2 1 1
A1/2M€ t < K2 —K2 —K2
AV ML) < SKP+ SKD+ K

= 1[(3,
2
para 2201 < ¢ < 3¢2@-1 Logo,
. 2 -
\Afu(t)\f — ‘AgﬂNeu(t) +’A§/2M€u(t)
1 1
< _B2 T2
— 4 E+2 €
1 1
< -K’+4 -K?
_ 4 6—"_2 €
_ e
4’

para 2¢2071D <t < 3¢2071) | o que implica T7(¢) > 3e2@1),
Analogamente, para to = 3¢9~ tem-se
‘2 3

|AZu(t)|. < 1 2 (3.131)

para 3e2971) < ¢ < 4¢2@1 | a partir do qual T7(¢) > 4€2@~Y. Repetindo este argumento

n vezes, conclui-se que
T7(e) > ne® @™V v n > 1. (3.132)

Portanto, T7(e) = +oo para 0 < € < €, ou seja, o intervalo maximal de existéncia da
solucao forte para o sistema de equagoes de Navier-Stokes em dominios tridimenisonais

fino e infinito.

3.3 Fluxo de Canal

Nesta secao, apresenta-se um exemplo para aplicacao dos resultados obtidos até
agora. Considera-se as Equagoes de Navier - Stokes (2.1) com a condi¢ao de fronteira (DP)

e forca externa dada por f = Pie; + Pseo, onde e, e5 sao os vetores da base canonica do
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R3 e P, P, sdo constantes. A norma Euclidiana de f serd denotada por P? = P? + P}.
Num primeiro momento, consideramos o sistema de Navier - Stokes estacionario, isto é,

sem a dependéncia do tempo. Para isso, é possivel mostrar que as funcoes

qe = 0 e We = —W(Ppﬁl + P2€2), (3133)
1
sao solugoes de
—pAw + (w - V)w + Vg = Piey + Pyey em €
divw =0 em (3.134)

w=0 emw x {0,¢e} e w é periddica nas diregoes x; e 3.

Com efeito, note que Vg, =0 e

—g(rs—€) . —wg(s — 11
Awe — A ( .ZU3<~T3 6) Pl, .ZU3(CE'3 6) P270) — (__Pla ——P270) ’ (3135)
2 2 Iz Iz

ou seja, —puAw, = (P, P»,0) = f. Além disso,

244 24 0xs
—z3(x3 —€)  —ws(r3 —€) ow?
< 2/,L P17 2,LL P27 O) (07 07 81‘3
—z3(x3 —€)  —wsz(r3 —€) ow?
< 2M Pla 2,LL P27 O) <07 07 61’3
= (0,0,0).

Aqui, w! é a i-ésima coordenada do vetor w.. Observe que

) 0 [ —x3(x3 —€) 0 [ —x3(x3 —€) o0
div w, = 0z, ( 2 Pl) + 0t ( o P | + =0.

Portanto, w, satisfaz (3.134).

Além disso, tem-se que

wf? = / | w, |2 dx://|we|2 di
Qe 0 w
_ /e/ (—$3($3—€)P1>2+ (—ZE3($3—6)P2)2+02
0 Juw 24 21

d.Tldl’le’g
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e[/ AP \?2 B AP\ 2
— /dxldxz/ Zals ~ ) 1) +( w2l — 9 2) das
w 0 24 21
€ .2 A2
= /d{l}ldIQ / $3(173 3 E) (P12+P22) d.’lfg
w 0 4M
- A E ‘ 2 2
= (w)4 5 | a3(zs —€)” dus
0
Aw)e® L,
= P 1
02 L (3.136)

onde A(w) é a area da regiao w. Como a fungao

.Tg(l'g — 6)
h =P
(23) 2
é continua no compacto [0, €], assume maximo e, neste caso, mz[xx] h(zs) = g Dai,
x3€(0,€e
| w | “rsles = RN (el — RN g, h(s) (3.137)
w, |= = h(x3), )
20 21 °
e assim,
s(e=3) @
el rooioy = =5 = —P. 3.138

Para calcular as estimativas para Vw,, primeiramente, note que

[ Vwe| = V(Vwlb)? + (Vw2)? + (Vi)

) 2 -2 2
_ \/($_+p) +(x_s+fp2> Lo
Jz It

Ap? 2p
Logo,
P €
IVWe|;ooiqy = =— (€ — 223) = —P. (3.139)
Lo () 24 - 241
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Ainda,
’V@UE\S = | Vw, |* = // (€ — 223)* dxydrodrs
Qe
= /d:vlda:Q/ (€ — 2x3)? drs
4
‘ Aw)e®
= Aw )4# /(e—?xg) drs = 19,2 P=. (3.140)

Suponha que v, é solucao de (3.134) e seja V., = v, — w,. Logo, V, satisfaz

—pAVe + (Ve - VIVe+ (Ve - VIwe + (we - V)Ve + Vg =0 em Qg
div V. =0 em (3.141)

Ve=0 em w x {0,€} e w é periddica nas dire¢oes x1 e 5.

Multiplicando a equagao em (3.141) por V,, obtem-se
VAV, + V (V. - V)V + V (Ve - Vwe + Ve(we - V)V, + V Vg = 0. (3.142)
Integrando em €2,

—u/ V.AV, dx + / Ve(Ve - V)V, dx—i—/ Ve(Ve - VYw, da +
Qe Qe

Qe

g

=0

+ / Ve(we - V)V, dx—l—/ V.Vq. dx = 0. (3.143)
Qe Qe

-~

0
O item (ii) do teorema 1.2.4 (Férmulas de Green) garante que

/VVE-VVedx:—/ VLAV, dz + %Vﬁds.
Qe

Qe o0 on

A integral na fronteira da expressao acima é nula e assim,
/ VV.-VV, dx = —/ VLAV, dx. (3.144)
Qe

Ja o item (iii) do mesmo teorema afirma que

/ (VeAV, = VAV) dx:/ p Ve Ve e
o 092 On on
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Novamente, a integral na fronteira é nula e, utilizando a expressao em (3.144), tem-se que

/ V;AVEd:H—/ YV, VV. dz =0,

ou seja
/ V.AVo de = — | VV.-VV,. dz,
€ Q€
isto é,
i [ VAV do = |V = AV (3.145)
Qe
Note que, pelo item (v) do teorema 1.2.2,
div(gVe) = Vg Ve + g divV,
iv(¢.Ve) = Vg q I—Vo
isto é,
/ div(q. V) dx :/ V'V, dx.
Qe Qe
A partir dai, pelo teorema 1.2.3, tem-se
/ div(¢. V) dx = / (¢ V) -ndS=0
€ aQe
pois V, restrita a fronteira de €2, é nula. Logo,
V4.V, da = 0. (3.146)
Qe
Substituindo (3.146) e (3.145) em (3.143), obtem-se
1/27/ |2 _
—p |[AVPV +/ Vo(Ve- V)we de =0 (3.147)
Qe
Assim,
a2V = = [ D de < [V VI, do
€ QG

IA

2 2
|Vw€‘L°°(Q€) Vele dz = ’vwE|L°°(Q€)|‘/6’e'
Qe
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Utilizando a desigualdade de Poncare e (3.136),

2
M‘Ai/zve‘e < ’vwE‘LC’o(QE)“/f’Z < Wwe’Lw(Qe)CzWVe‘?

€

€ 2
= —Pc?|AV*Y, 3.148
ZM ¢ ‘ € |5’ ( )
, , GPC 1/2 2 212
onde ¢ é uma constante. Dali, |y — o0 ‘Ae Vel < 0.. Portanto, supondo que € < 35,

12 €
tem-se que
2

APV D = |VViZ =0, (3.149)

a partir do qual VV, =0 q.s. em (), ou seja, V. = k, k constante, q.s. em €2, e, como V,
é nula em 0f),, segue que V, = 0.

Assim, foi provado que, para e suficientemente pequeno com relagao a P e u, a
solucdo do problema estacionério (3.134) é tnica, dada por w..

Com essas informacoes, considera-se agora o caso nao estacionario. Seja U, =
ue — we, isto é, U, é a diferenca entre a solucao forte u. dada pelo teorema 3.2.1 e a
solucao unica do caso estacionario w, vista acima. A equacao diferencial parcial satisfeita

por U, ¢é dada por

oU.
ot

— pAU, + (U, - V) U, + (Ue - V) we + (we - V) U + Vg, = 0, (3.150)

em . De fato, resolvendo (3.150), tem-se

aalie — 8@11;6 —  pAu + pAwe + (ue — we) - V (ue — we) + (e — we) - Ve
<~

-0
+ (we V) (ue —we) + Ve

O
= 5; — puAue + pAwe + ue - Vue — ue - Vwe — we - Vue + we - Vw,
+ - Vw, — w, - Vw, + w, - Vu, — w, - Vw, + Vg,

Ou,
= 2 — puAu, + pAwe + v, - Vue — w, - Vwe + Vg,

= — (Pie; + Paes) + (Preg + Pyes) = 0.

Além disso, div U, = div u, — div w, = 0.
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Logo, o sistema satisfeito por U, é

( OU,
5 —pAU+ (U - V)U. + (U - V)we + (we - V) U + Vg =0 em Qg
divU. =0 em €

(3.151)
U =0 em w X {0, ¢} e w é periddica nas diregoes 1 e z3;

Uc(t =0) = upe — we.

\

Muliplicando (3.150) por AU, e integrando em €2,

(aai AU) — W(AUL AU, + (U, - VU, AU, + (U, - Vo, AU,

+ (we- VU, AU, + (Va., AU,), =0, (3.152)

a partir do qual tem-se

U VAU = (A2 U AV, _ (2 A2,
ot . < ot . \ot T .

— ;aat (Al/ZUE,Al/zU )6 ;(jt ‘AI/ZU |

€

Como AU, = —AU, para todo U, € D(A,), entao
—H (AUev AGUE)G =M (AeUev AGUE)e =H |A6Ue‘z .

Além disso, (Vge, AUe), = 0 e, utilizando a desigualdade de Holder generalizada

(teorema 1.3.8), obtem-se as seguintes estimativas:

1 1 1
(I) Com p_ —+ _q =9
(Le Y L€7A€LE)E <_ ’Le|p| y Le|q |Ae(/e|2 .

Escolhendo p = 6 e ¢ = 3 e utilizando as Imersoes de Sobolev (teorema 1.2.5),

(U - VUL AU, < Ul VU AU, < Uy VUL, |AU,
(pela Corol. 2.4.2) < €|VU.| €|V(VU,)|, |AUc|,
(pelo Teo. 2.4.1) < €2 |AV2U| co |AUL, | AU,
< coe/? (3.153)

j4 que €2 < €2 pois 0 < € < 1 e ¢y é a constante do teorema 2.4.1.



(II) Tomando%+$+%zlcomq:7":2ep:oo,
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(Ue - Vwe, AUe), < Ul [Vwely [AUy < |Uely [Vwe]y [AU,
(pela Corol. 2.4.2) < € |VU€|6 |Vw€|6 |A€Ue|6
(pelo Teo. 2.4.1) < cpe |Ae U| \Vw€| |AEUE|
5/2 A
or 5.140) = e ADNVEL 41 k (VAW AU
V124 V124
/A
< VAW L AU, (3.154)
1
j4 que €2 < €% pois 0 < € < 1.
(III) Novamente, tomando % + % +i=1lcomg=r=2ep=o0,
(we ' VUea AEUE)€ S |we|oo |VUE|2 |A€UE|2
(pela Corol. 2.4.2) < |w€|oo € |V(VUE)|€ |A€U6|E
(pelo Teo. 2.4.1) < cpe |we|oo |A€U€‘6 ’AEU€|6
2 3
(por 3.138) = coeg—uP AU? = COSE—MP AU2.  (3.155)
Substituindo em (3.152) as estimativas encontradas acima, tem-se
1d 2/A(w)P 5P
|A] EVAWE | AU
2dt L 8u
+ e P AU JAUE, (3.156)
onde ¢y é uma constante. Tomando e suficientemente pequeno, de forma que
3 12
A - < — 3.157
Co€ (Cd) + 8 ~ 260P7 ( )
obtem-se
|A1/2U P+ AT < EJAUL + coe? |AY2U| |AU?
2 dt 2 ¢ € ¢
|A1/2U } + L |A Ul? < ce? AU |AUL (3.158)

2dt
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2 2
Agora, suponha que ‘Ai/QUE(O) < 15 5~ ¢ seja Tc o tempo maximo onde
€ Coe
AU )|” < Iy e 0,7,) (3.159)
¢ T e = 16cke’ e '

Substituindo em (3.158), tem-se

1d

- AU <o, 3.160
5 | . < ( )

127712 | M 2 1/2
| AL Ug}e%—2|AeU6|E < o€ T2

2
para todo ¢t € [0,7;). A partir dai, conclui-se que ‘Ai/QUe(t) é decrescente e T, = co.

€

Ainda, utilizando o corolério 2.4.2 aplicado a VU,,
\VU|, < €|V (VU , (3.161)
e pelo teorema 2.4.1,

VU < €|V (VU)]? < ec|AU < ec| AU,

oLy e, P 2
ou seja, — |A U < AU, e, de (3.160), obtem-se
€c €

1d
2dt

2

|Ai/2U€(t)L+4—/:C|A2/2U€(t)|z <0, (3.162)

para todo t > 0. Aplicando a 2* versao da desigualdade de Gronwall, tomando as funcoes

2
n(t) = [APU]], o) = —5= e w(t) =0, (3.163)
tem-se ) ) )
|AV2U1)] < |AVRUL(0)Ce 2, ¥ t>0. (3.164)

Assim, para e satisfazendo (3.157), infere-se a seguinte expansao assintética para
a solucao forte u, para o caso nao estacionario do sistema de equacoes de Navier-Stokes,

dada por
fﬂg(l‘g — 6)(

ue(t) == 2[u

P1€1 + PQGQ) + Ue(t), (3165)

com 0 <t < oo e |[U(t)]]°

. = ||u0€ - we“? e 2.
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Apeéendice A
O Operador de Stokes

Neste apéndice, serao apresentados defini¢oes e propriedades utilizadas ao decorrer
do texto, em especial no capitulo 4, do operador de Stokes (para mais detalhes, veja [5]).

Formalmente, tem-se a seguinte definicao:

Definigao A.0.1 (Operador de Stokes) Seja P : L2(2.) — H. o operador projecao.
Define-se o operador de Stokes, denotado por A., por
A V.NHA(Q) € He — H,
u — Awu=—P(Au) (A1)
Note que, como u € H?*(Q.), o Laplaciano Au é quadrado integravel, de modo que o
operador projecao pode ser aplicado e assim A.u esta bem definido em H..
Para facilitar, denota-se D(A.) = V. N H?(Q,). Através de integracao por partes,
é possivel mostrar que tal operador é auto-adjunto, isto é, para todo u,v € D(A,),
(Acu,v), = (u, Av).,, (A.2)
e também que A, é um operador definido positivo, ou seja,
(A, u), = [Jul]? > 0, ¥V uec D(A,). (A.3)
Além disso, AZ! também ¢ auto-adjunto

A partir da teoria de operadores auto-adjuntos compactos, é possivel escolher uma

base ortonormal {wy,},,.y em H, e uma sequéncia de autovalores reais {o,,},,.y de Ac
tendendo a zero de tal modo que
A 'w,, = opw,, mEN (A.4)

1
Pondo An = ==, AWpm = AmWm, m € N. (A.5)



100

Observe que, desta forma, podemos ordenar os valores \,, como

onde \,, = +oo0 quando m — +o00. Como ja mencionado no texto, o primeiro autovalor
A1 é a melhor (e a menor) constante para a desigualdade de Poincare.
Ja que {wp},,cy € uma base ortonormal em H,, é possivel expandir cada u € H,

em termos da sua projecao ortogonal em cada auto-espaco associado, ou seja,
oo
u= g U W, (A.7)
m=1

onde U, = (u, wy,),.
Um conceito interessante e bastante utilizado sao as poténcias do operador de

Stokes. Define-se A?, (s > 0) por

A2 =N Uty (A.8)
m=0
O espacgo Vs, para todo s > 0, é formado pelas fungoes u tais que
SN fl? < oo, (4.9
m=1

e o dominio de A? coincide com este espaco, isto é, D(A?) = Vi, cujo produto interno é

dado por (u,v)pas) = (Afu, Afv),, e a norma

o
s |~ |12
[l peasy) = 1Actul, = X% [im|?, (A.10)
m=1

com u,v € D(A?). Quando s = %, observe que

[l ey = D0 Amliml? =Y (W Anwn) G = Y (u, Acw), T
m=1 m=1 m=1
= Z (Acu, wp,), Uy, = Z (Acw, W Up,), = (Acu, u),
m=1 m=1
= ((u,u)), = lull; (A.11)

Tem-se, portanto, D(Ai/ 2) = V.. Tal fato implica na seguinte relacao, bastante utilizada

no decorrer do texto:
(w, V) parrey = ((u,0)), = (Vu, Vo), Yu,v e D(AY?), (A.12)

ou seja, ||uHE _ ‘A€1/2u‘6 <A13)



