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Sejam A uma categoria monoidal quase simétrica cocompleta e abeliana e Ay a
subcategoria cheia de A, formada pelos objetos de A que possuem dual a esquerda.
Dados uma categoria monoidal € e um funtor monoidal w : € — Aj, mostraremos que
existe um objeto bidlgebra em A associado ao par (C,w). Em particular, quando A é
a categoria dos espacos vetoriais sobre um corpo, este objeto bidlgebra associado serd
exatamente uma biadlgebra no sentido usual.
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Let A be an abelian cocomplete quasi symmetric monoidal category and Aj the
subcategory of A formed by the objects of A that have left dual. Given a monoidal
category € and a monoidal functor w : € — Ay, we will prove that there exists a
bialgebra object of A associated to the pair (€, w). Particularly, when A is the category
of vector spaces over a field, this bialgebra object associated will be a bialgebra in the
usual sense.
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Introducao

Dado um grupo finito GG, uma representagao de GG sobre o corpo k é um morfismo de
grupos p: G — Aut(V), onde V' é um k-espago vetorial. Cada representagao do grupo
G induz uma acao de G sobre o espago vetorial V via g-v = p(g)(v), g € Gev €V,
munindo V' de uma estrutura de kG-modulo. Reciprocamente, cada acao de G sobre
V' fornece um morfismo de grupos p : G — Aut(V'), onde p(g) é o automorfismo de
V' definido por p(g)(v) = g-v, g € G ev € V. Note que Aut(V) é um grupo com a
operacao dada pela composicao de automorfismos.

Observe que o espago vetorial End(V) tem estrutura de algebra unitaria sobre o
corpo k com a multiplicagao dada pela composicao de endomorfismos. Uma repre-
sentagao de uma algebra A é um morfismo de k-algebras p : A — End(V), onde V é
um k-espago vetorial. Cada representacao p : A — End(V) da algebra A induz uma
estrutura de A-médulo no espago vetorial V via a-v = p(a)(v), a € Aev € V. Re-
ciprocamente, para cada A-médulo V' temos uma representacao p : A — End(V) da
algebra A, onde p(a) é o endomorfismo de V' dado por p(a)(v) =a-v,a € Aev e V.

Sep:A— End(V)en:A— End(W) sao duas representacoes da élgebra A,
um morfismo entre estas representacoes é uma transformacao linear T : V — W, tal
que n(a) o T = T o p(a), para qualquer a € A. Pode-se verificar facilmente que 7'
é um morfismo entre representacoes de A se, e somente se, T é um morfismo entre
os respectivos A-modulos associados. Portanto, a categoria de representacoes de uma
algebra A, a qual serd denotada por Rep(A), é a categoria dos A-mdédulos (a esquerda).
Como no caso de representacoes de grupos, o estudo das representacoes de uma algebra
é reduzido ao estudo das representacoes de grau finito, ou seja, das representacoes do
tipo p: A — End(V), onde V é um espaco vetorial de dimensao finita. Assim, no que
segue, denotaremos por Rep(A) a categoria de representagoes de grau finito de A.

Se (B, m,u,A,e) é uma k—bidlgebra, a categoria de representagoes Rep(B) da
algebra (B, m,u) tem uma estrutura monoidal induzida pela comultiplicacdo A e pela
counidade . Explicitamente, se V' e W sao dois B-moddulos, entao V @, W é um B-
modulo via: b (v@w) = (b -v) ® (by - w), onde A(D) =by @by, b€ BveVewe W.



Desde que A é um morfismo de algebras, segue que V ®, W é um B-mddulo. O objeto
unidade da estrutura monoidal é o corpo k, o qual é um B-mdédulo via: b- A = £(b)A,
b€ Be )\ e k. Novamente, como £ é um morfismo de dlgebras, segue que k é um
B-médulo. O isomorfismo natural associatividade a é a identidade, enquanto o left [
e o right r sao os isomorfismos naturais usuais. Veja o Capitulo 2 para detalhes sobre
categorias monoidais.

Denote por vec a categoria dos espacos vetoriais sobre k que possuem dimensao
finita. Dada uma bidlgebra (B, m,u, A, ) temos um funtor monoidal w : Rep(B) — vec
que associa a cada B-mdédulo de dimensao finita V' o espaco vetorial V', ou seja, o funtor
w esquece a estrutura de B-mddulo de V. Por esta razao, este funtor é denominado
funtor de esquecimento (forget). Portanto, cada bidlgebra B determina uma categoria
monoidal Rep(B) e um funtor monoidal w : Rep(B) — vec.

De forma anéloga, dada uma k—bidlgebra (B, m,u, A, ), podemos considerar a ca-
tegoria CoRep(B) de correpresentagoes (finitas) de B. Mais precisamente, um objeto
em CoRep(B) é um B-comddulo V. Usando que a multiplicagdo e a unidade sdo mor-
fismo de comédulos, é facil verificar que CoRep(B) é uma categoria monoidal. Como no
caso da categoria de representagoes de B, o funtor esquecimento w : CoRep(B) — vec é
monoidal. Assim, dada uma bialgebra B estd associado o par (CoRep(B),w). O obje-
tivo deste trabalho é analisar a associagao no sentido inverso. Mais precisamente, se C é
uma categoria monoidal, Ay ¢ uma categoria monoidal com determinadas propriedades
(as quais vec cumpre) e w : € — Ag é um funtor monoidal, entdo podemos associar
uma bidlgebra ao par (C,w)? A resposta a esta pergunta é afirmativa e foi dada em
[Sch], o qual serd o objeto de estudo desta dissertagcao.

Para entender a resposta da pergunta acima, necessitaremos diversos conceitos e
resultados sobre categorias, funtores, transformagdes naturais, (co)limites e (co)end’s,
os quais serao apresentados no primeiro capitulo. No segundo capitulo, estudamos
categorias monoidais e quase simétricas. Finalizamos o trabalho com um capitulo no
qual mostramos como associar uma bidlgebra a um par (C,w), onde € é uma categoria
monoidal, w : € = Ay é um funtor monoidal e Ay é uma categoria monoidal com

determinadas propridades.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentamos os conceitos basicos da teoria de categorias que serao

necessarios neste trabalho.

1.1 Categorias

Sejam C' e D duas classes de objetos. O produto cartesiano destas duas classes ¢ a
classe C' x D, que é composta pelos pares (X,Y'), onde X é um objeto da classe C' e Y
¢ um objeto da classe D. Utilizaremos a notacao X € C para dizer que X é um objeto

da classe C.
Definicao 1.1.1. Uma categoria € consiste dos sequintes dados:
(i) uma classe de objetos, denotada por Obj(C);

(i7) para cada (X,Y) € Obj(C) x Obj(€C), um conjunto denotado por More(X,Y), ou

simplesmente Mor(X,Y'), cujos elementos serao chamados de morfismos;

(111) para cada tripla (X,Y,Z) € Obj(C) x Obj(€C) x Obj(C), uma fungdo:
oY More(Y,Z) x More(X,Y) — More(X,Z), (f,9)— fog,

que serd chamada de composicao de morfismos;
sujeitos aos sequintes ariomas:
e 0s conjuntos de morfismos sao dois a dois disjuntos;

e a composi¢cao € unitdria, isto €, para cada X € Obj(C), existe um morfismo desta-

cado em More(X, X), que serd denotado por 1x e chamado morfismo identidade,
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tal que para quaisquer f € More(X,Y), g € More(Z,X), tem-se folx = f e
lxog=y;

e a composicao € associativa, isto é, dados f € More(Z, W), g € More(Y,Z) e
h € More(X,Y), tem-se que (fog)oh = fo(goh).

No decorrer do texto, X € € indicara que X é objeto da categoria €, f : X — Y indi-
card que f € More(X,Y), Mor(C) indicard a uniao U More(X,Y) e a composigao

X, Yyee

de morfismos sera denotada pela justaposicao, salvo quando houver possibilidade de

confusio.

Exemplo 1.1.2. 1. Set é a categoria cujos objetos sao os conjuntos, 0os morfismos

sao as funcoes entre estes conjuntos e a composicao € a usual.

. Gr € a categoria cujos objetos sao 0s grupos, os morfismos sao 0s homomorfismos

de grupos e a composicao € a usual.

. Rng € a categoria cujos objetos sdo os anéis, os morfismos sao os homomorfismos

de anéis e a composicao € a usual.

. Dado um anel A, ;Mod € a categoria cujos objetos sao os A-maodulos a esquerda,
0s morfismos sao 0s homomorfismos de A-maodulos a esquerda, e a composi¢cdo €

a usual.

. Ab € a categoria cujos objetos sio os grupos abelianos (ou os Z-mddulos) e os
morfismos sao os homomorfismos de grupos (homomorfismos de Z-mddulos), e a

composicao € a usual.

. Dado um corpo k, Vecy € a categoria cujos objetos sao os k-espacos vetoriais, os

morfismos sao as transformacgoes k-lineares e a composicao é a usual.

. vecg € a categoria dos k-espacos vetoriais de dimensao finita, os morfismos sao

as transformacoes k-lineares entre estes e a composi¢ao € a usual.

. Dado um grupo (G,-), C(G) € a categoria que possui apenas um objeto, denotado
pelo simbolo x, o conjunto de morfismos € exatamente o grupo G e a composi¢ao

¢ dada pela operagao de G, isto €, dados f, g € Mor(x, %), entio fog= f-g € G.

. Sek é um corpo, entao Matry é a categoria cujos objetos sao os numeros inteiros
ndo negativos; para cada par de objetos m,n € Matry, Mor(m,n) = M,xm(k),
isto €, o conjunto de matrizes n X m com entradas no corpo k, e a composi¢cao €

dada pela multiplicacao usual de matrizes.
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10.

11.

12.

15.

14.

15.

16.

Dado um conjunto parcialmente ordenado (X, <), PO(X) € a categoria cujos ob-
b, se xR y;
{ki}, sex =y
Aqui k) € apenas um simbolo. Nesta categoria a composicio de dois morfismos é
dada por kY o ky = k.

jetos sao os elementos de X. Se x, y € X, Mor(x, y) = {

Se X ¢ uma classe de objetos, nao vazia, pode-se considerar a categoria discreta,

onde a classe de objetos é X e os morfismos sao apenas os morfismos identidade.

Se (C, A, e)é uma k—codlgebra, MC ¢ a categoria cuja classe de objetos sdo 0s
C'—comddulos a direita, os morfismos sao os homomorfismos de C'—comaodulos a

direita e a composicao € a usual.

Se G € um grupo ek é um corpo, diremos que um k-espaco vetorial V é G-graduado
quando V pode ser escrito como uma soma direta de subespagos vetoriais de V,

indexada por G, isto é, 'V = @Vg Um morfismo entre espacos vetorias G-

geG
graduados € uma transformacao linear T -V — W que preserva a graduacdo, ou

seja, T'(V,) € Wy, para todo g € G. Denotaremos por Veca a categoria cujos ob-
jetos sao os k-espacgos vetorias G-graduados, os morfismos sao as transformacgoes

lineares que preservam a graduacao e a composi¢ao € a usual.

Se A e G sao grupos, Cg(A) € a categoria cuja classe de objetos consiste dos

simbolos o4, g € G, e 0s conjuntos de morfismos sao dados por:

0. seg#h,

Morcga)(0g,0n) = { A, caso contrdrio.

A composicao de dois morfismos é dada pela operagao de A.

Fld ¢ a categoria cuja classe de objetos consiste dos corpos, os morfismos sao 0s

homomorfismos nao triviais entre corpos, € a composi¢ao € a usual.

Dado n € N, GL,, € a categoria cuja classe de objetos consiste dos grupos multi-
plicativos G L, (k), isto €, as matrizes inversiveis n X n com entradas num corpo
k. Dados dois objetos GL,(k) e GL,(K'), definimos o conjunto de morfismos por
{f: f(M)=(f(Mi;))i;, onde0# f:k — K éum homomor fismo de corpos},
para quaisquer corpos k e k', com a composicao induzida pela composicao de ho-

momorfismos de corpos.
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17.

Seja G um grupo e k um corpo. Uma representacdo de G é um par (p,V'), onde V
¢ um k-espago vetorial e p : G — Aut(V') é um homomorfismo de grupos entre G
e o grupo de automorfismos de V. Se (p, V') e (n, W) sao duas representagoes para
GeT:V — W ¢ uma transformacao k-linear, diremos que T é um morfismo
de representacoes se T o p(g) = n(g) o T, para cada g € G. Neste contezto,
se T € inversivel, entao T é um isomorfismo de representacoes de G. Rep(Q)
€ a categoria que tem como objetos as representacoes do grupo G, os conjuntos
de morfismos entre duas representacoes sao compostos pelos morfismos citados

anteriormente e a composicao € a composi¢ao de transformagoes k-lineares.

Definigao 1.1.3. Considere f: X — Y um morfismo em uma categoria C.

1.

/

5.

[ € dito um isomorfismo se existe um morfismo g € Mor(Y, X) tal que fg = 1y e
gf = 1x. Neste caso denota-se X =Y para dizer que existe um isomorfismo de

X para Y, e diz-se que X e Y sao isomorfos;

f € dito um monomorfismo se, dados g,h € Mor(Z,X), tais que fog = foh,

tivermos g = h;

f € dito um epimorfismo se, dados g,h € Mor(Y,Z), tais que go f = ho f,

tivermos g = h;
f € dito um endomorfismo se X = Y;

f € dito um automorfismo se € um endomorfismo e um isomorfismo.

Note que em Set os monomorfismos sao as fungoes injetivas, os endomorfismos sao

as funcoes sobrejetivas e os isomorfismos sao as funcoes bijetivas. Em particular, se um

morfismo é epimorfismo e monomorfismo, simultaneamente, entao é um isomorfismo.

Porém isso nem sempre é valido, como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 1.1.4. Considere a categoria que possui apenas dois objetos, digamos X e Y,

f p . . R
e apenas um morfismo X ——=Y | além dos morfismos identidade. Vé-se claramente

que f € um monomorfismo e um epimorfismo, porém f nao é um isomorfismo, pois

Mor(Y,X) = 0.

Abaixo seguem algumas construgoes e defini¢oes que serao uteis mais adiante.

Categoria oposta. Dada uma categoria €, considere a categoria C°?, chamada ca-

tegoria oposta ou dual, cuja classe de objetos é a mesma de € e os conjuntos
de morfismos sdo Morer(X,Y) = More(Y, X), para quaisquer X, Y € C. A

13



composicao é dada por f oeer g = g oe f, para quaisquer f € More(X,Y) e
g € More(Y,Z).

Subcategoria. Dada uma categoria G, uma subcategoria € de € é uma categoria
que tem como classe de objetos uma subclasse de Obj(€). Para cada X,Y €
¢, More(X,Y) é um subconjunto de More(X,Y) e a composicao é dada pela
restricao da composicao de €. Uma subcategoria €' de € é dita uma subcategoria
cheia se More/(X,Y) = More(X,Y) para quaisquer X, Y € €.

Esqueleto de uma categoria. Dada uma categoria C, define-se um esqueleto de C,
e denota-se por SK(C) a subcategoria cheia de € formada pelos objetos nao
isomorfos de €. De um modo geral, uma categoria se diz esquelética se nao possui

objetos distintos isomorfos.

Categoria produto cartesiano. Dadas duas categorias € e D, € x D é a categoria
cuja classe de objetos é Obj(€C) x Obj(D), os conjuntos de morfismos sdo dados
por Morexn((X,Y), (X', Y")) = More(X, X') x Morp(Y,Y') e a composigao é

feita em cada coordenada.

Exemplo 1.1.5. 1. Considere a categoria C, cujos objetos sao os k-espacos vetoriais
k™ n € N, e o espaco nulo, os morfismos sao as transformacgoes k-lineares entre

estes espacos e a composicao € a usual. Esta categoria € o esqueleto de vecy.

2. No exemplo 0s itens (@, (@, (@, € sao exemplos de categorias

esqueléticas.

1.2 Funtores

Quando estamos trabalhando com estruturas algébricas ordinarias, podemos escolher
funcoes que tem a propriedade de preservar a estrutura em questao. Por exemplo,
um morfismo de grupos é uma fungao entre dois grupos que preserva (ou é compativel
com) as operagoes dos mesmos. De forma similar temos a nogao de morfismos entre

categorias.

Definicao 1.2.1. Dadas duas categorias C e D, um funtor F : € — D € uma associag¢io
entre objetos e morfismos de € e objetos e morfismos em D que cumpre os sequintes

axiomas:

(i) se f € More(X,Y), entao F(f) € Mory(F(X),F(Y));

14



(11) F(1x) = lg(x), para qualquer X € C;

(i) F(fg) = F(f)F(g), para quaisquer morfismos f,g € Mor(C) que sdo componiveis.

Observagao 1.2.2. 1. A defini¢cdo acima € a defini¢io de funtor covariante. Ana-
logamente, define-se funtor contravariante trocando-se os itens (i) e (iii) respec-

tiwamente por :

(1)) f € More(X,Y), entio F(f) € Morp(F(Y),F(X));
(') F(fg) = F(9)F(f), para quaisquer morfismos f,g € Mor(C) que sao com-

PONIVELS.

2. Note que um funtor F : € — D € contravariante se, e somente se, F : CP — D ¢é

um funtor covariante.
3. Um funtor do tipo F : € x D — & € chamado de bifuntor.

4. SeF:C—=DeG:D— E sao funtores, entdo a composicio GoF : C — &, dada
por GoF(X)=G(F(X)) e GoF(f) = G(F(f)) é um funtor.
5. Se C e D sao categorias, definimos Fun(C,D) ={F :C — D;F € funtor}.

Exemplo 1.2.3. 1. Dada uma categoria C, considere o funtor Ide : € — C, tal que
Ide(X) = X, para todo X € C e Ide(f) = f, para todo f € Mor(C). FEste é
chamado de funtor identidade de C.

2. Dada uma categoria C e X € C, a sequinte associacao define um funtor:

More(X,.) : € — Set
Y +—— More(X,Y)
(f:Y—=Z2) — More(X,f):=fo.

3. Dada uma categoria C e Z € C, a sequinte associagao define um funtor:

More(.,Z) : C? — Set
X +— More(X,Z)
(f: X —=Y) — More(f,Z):=_of

4. Sejam F:C— & e G:D — & funtores. A sequinte associacdo define um funtor:

More(F(2),5(2) : P x D — Set
(X,Y) — Mors(F(X),5(Y))
(fi9)  (X,Y) = (X",Y) — More(F(f)),9(9)) == S(g) 0 =0 F(f)
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5. Considere o funtor F : Ab — Gr tal que F(G) = G e F(f) = f, para qualquer
grupo abeliano G e qualquer morfismo de grupos abelianos f. Também podemos
definir um funtor F : Vecy, — Ab tal que F(V) =V e F(T) = T, para cada
espaco vetorial 'V, e para cada transformacao linear T. Ou seja, F “esquece”a

acao do corpo sobre o espaco vetorial. Os funtores desta forma, que apenas “es-

quecem”determinada estrutura, se chamam de funtores de esquecimento.

6. Seja V um k-espago vetorial firado. Entao temos um funtor Fy : Vecy — Vecy
dado por Fy (W) =V @ W e Fy(f) = Idy ® f, para qualquer f € Mor(Vecy).

7. Dado um anel comutativo com unidade R, a sequinte associagao define um bifun-

tor:

® : gMod x gMod — grMod
(M,N) — M Q®rp N
(f.9) — [®ryg

8. Dadas duas categorias C e D, e Z € D fixado, a associagao cte : € — D dada por
X — Z e f 1z define um funtor, chamado de funtor constante.

9. Sejam C e D duas categorias. Fxistem dois funtores de projecao, me : € X D — €
emp: Cx D — D, dados por me(C, D) =C enp(C,D)=D,Ce€CeDeD.

1.3 Transformacoes Naturais

Intuitivamente, uma transformacao natural é um morfismo entre funtores. Seja Cat
a categoria cujos objetos sao as categorias, os morfismos sao os funtores entre essas
categorias e a composicao é a composicao de funtores. Considere a categoria £, onde
Obj(L) ={F : € = D : Fé funtor}epecca. Para definir o conjunto de morfismos,
considere A, B, €, D categoriase F: A — B, G: € — D funtores. Define-se:

0, se A#C ouB #D,
{n:F — G}, caso contrério.

Morg(F,9) = {
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onde 1 é uma familia de morfismos 7y : F(X) — G(X) em D, indexada em C, que faz

comutar o seguinte diagrama, independentemente da escolha de f: X — Y € Mor(C):

F(x)— D g(y)
5(X) S(Y)

Considere a composigao como sendo a funcao que leva (6, n) € Morg (G, H)xMorg(F, 9)
no morfismo fon, onde (fon)x = Oxonx, para cada X € €. Observa-se que os conjuntos
de morfismos sao dois a dois disjuntos e que a composicao é associativa. Para verificar
que £ é, de fato, uma categoria, resta verificar que a composicao de dois morfismos
componiveis de £ ¢é ainda um morfismo de £. Para isso, tomando C e D categorias,
F,G,H : C — D funtores, 0 € Mory(9,H), n € Mory(F,9) e f: X — Y um morfismo
em C, entao :

H(f)o(@on)x = H(f)o (0xonx)
(H(f) 0 Ox) onx
(By © S(f)) o nx
Oy o (S(f) o nx)
= Oy o(ny o F(f))
= (Oy ony) o F(f)
= (0on)y o F(f)

ou seja, # on € Morg(F,H). Consequentemente, § on € Mor(L).

Definicao 1.3.1. Dadas duas categorias C e D e dois funtores F,G : C — D, uma
transformacao natural n : F — G € uma familia {nx : F(X) — G(X)}xece de morfismos
em Mor(D), que cumprem a sequinte propriedade universal: dados X,Y € € e um

morfismo f: X —Y € Mor(C) , entao o sequinte diagrama é comutativo

F(X) F(Y)
5(X) 55— 5(¥)

Se para cada X € € o morfismo nx for um isomorfismo, entao a transforma¢ao natural

n € chamada de isomorfismo natural. Neste caso, diremos que F e G sdo funtores
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naturalmente equivalentes ou naturalmente isomorfos.

Exemplo 1.3.2. 1. Se R é um anel comutativo, com unidade, entao Morr(R, M) é
um R-modulo a esquerda, para cada R-modulo a esquerda M. Definindo, para cada
M € gMod, o isomorfismo de R-mddulos a esquerda @y : Morg(R, M) — M,
por o (f) = f(1), tem-se que ¢ := {©m} meproa € um isomorfismo natural entre

0s funtores Morg(R,.) e o funtor identidade da categoria rMod.

2. Tome n € N e considere os funtores:

GL.():Fld — GL, ()*:Fld — GL,

k — GL,(k) k — k*={dk,1,---,1;ke€k\{0}}
fo— 7 f—
onde dlk,1,--- 1] denota a matriz diagonal com elementos k,1,...,1 na sua di-

agonal. Para cada corpo k, a funcdo determinante dety : GL,(k) — k* é um
morfismo em GL,. Aqui estamos identificando k € k\ {0} com a matriz diagonal

dlk,1,--- 1]. Mais ainda, det : GL,(-) — (=)* € uma transformac¢dao natural.

A composigao (vertical) de duas transformagoes naturais ¢ : F — G, n: § — H
é dada por (nof)x = nx ofx. Vale salientar que é possivel definir uma segunda
composicao de transformagoes naturais, chamada de composicao horizontal. De fato,
dados G : € - DeJH :D — &€ funtoresen : F — G, v : J — H trans-
formagoes naturais. Nota-se que para nx : F(X) — §(X) , d(nx) : IF(X) — J9(X) e
vg(xy  d9(X) — HG(X), tem-se vgx) 0 J(nx) : JF(X) = HG(X). Pode-se definir a
transformacao natural v on : §F — HG = {(ron)x = vgx) © I(Nx)} xee.

Se D e D sao duas categorias e F,G : € — D sao dois funtores, utilizaremos a

notacao Nat(F,G) para denotar o conjunto das transformagdes naturais de JF para G.

Definicao 1.3.3. Duas categorias C e D sao ditas equivalentes quando existem funtores
F:C—>De§:D—C, tais que Fo§G € naturalmente equivalente ao funtor Idp e GoF
€ naturalmente equivalente ao funtor Ide. Neste caso diremos que os funtores F e G sao
equivaléncias de categorias. Mais ainda, se Fo G = Idp e GoF = Ide, entao diremos

que as categorias C e D sdao isomorfas e que F e G sao isomorfismos de categorias.

Definicao 1.3.4. Sejam F: C — D um funtor e X, Y € C. Considere a aplica¢do:

Fxy : More(X,Y) — Morp(F(X),F(Y))
fo— 3
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o J ¢ dito fiel se Txy € injetiva, para quaisquer X,Y € C;
o J ¢ dito total se Fxy € sobrejetiva, para quaisquer X,Y € C;
e JF ¢ dito totalmente fiel se € total e fiel.

Definicao 1.3.5. Um funtor & : C — D ¢ dito essencialmente sobrejetivo se para cada

Y € D, existe X € C tal que F(X) e Y sao isomorfos, ou seja, se existe um isomorfismo

fxy : F(X) =Y € Mor(D).

Proposicao 1.3.6. Um funtor F : € — D é uma equivaléncia de categorias se, e

somente se, € essencialmente sobrejetivo e totalmente fiel.

Dem.: (=) Se F é uma equivaléncia de categorias, entao existe um funtor G: D — Ce
isomorfismos naturais 1 : §F — Ide e 0 : Idp — FG. Se Y € D, entao Oy : Y — FG(Y)
é um isomorfismo. Como G(Y') € €, tem-se que F é essencialmente sobrejetivo.

Para ver que & é um funtor fiel, suponha que existam X, X' € Ce f,f': X — X’
tais que F(f) = F(f'). Logo, §F(f) = SF(f’). Pela naturalidade de 1, o seguinte

diagrama é comutativo:

X nx 99_-(X) nx X
fl 93(f)l93r(f/) lf’
X' SF(X) X'

Nx’ Nx’

A partir deste, podemos concluir que f = f’, visto que nx e 1y s@o isomorfismos. Para
ver que JF é total, dados X, X’ € € e um morfismo g : F(X) — F(X') € Mor(D),
considere o morfismo h := 1y 0 §(g) o ny' € Mor(€). Tem-se que h o nx = nx: o §(g).

Este fato, juntamente com a naturalidade de n garantem a comutatividade do seguinte

diagrama:
GF(X) —X X B GF(X)
9(9)} } jS?(h)
F(X') — X’ o 9F(X)
Deste podemos concluir que §F(h) = G(g). Com uma construgdo andloga a feita

para o funtor JF anteriormente, prova-se que G é um funtor fiel. Com isto temos que
F(h) = g. Assim, dado um morfismo g € Mory(F(X),F(X')), existe um morfismo
h € More(X, X'), tal que F(h) = g, e portanto, F é total.

(<) Ja que F é essencialmente sobrejetivo, defina G: D — C, Y € D — G(Y), onde
G(Y) € C é um objeto tal que existe um isomorfismo 7y : Y — F(5(Y)). Agora, como
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F é totalmente fiel, dado g € Morp(Y,Y’), defina G(g) como sendo o tnico morfismo
de € tal que F(S(g)) = nyr o gonyt. E de fécil verificacdo que § é um funtor e que
n = {ny}tyep : Idp — FG é um isomorfismo natural. Finalmente, para cada X € C
defina 0x : §F(X) — X como sendo o tunico morfismo de € tal que F(0x) = n;(lx).

Para ver que 6 : §F — Ide é uma transformacao natural, note que para cada morfismo

F(fobx) = F(f)oTF(bx)
= F(f) on;(lx)
= 773:(1)(/) o FGF(f)
= F(0x/) o F(SF()))
= F(Ox o GF([)).

Como F é fiel, tem-se que f oy = 0x o GF(f). Com isto, § é uma transformagao

f: X = X', tem-se que:

natural. Paracada X € C, 0" : X — GF(X) é o tinico morfismo tal que F(03") = ng(x).

Logo # é um isomorfismo natural. Portanto, F é uma equivaléncia de categorias. O

1.4 Adjuncao de Funtores

A nocao de adjuncao de funtores sera utilizada mais tarde no estudo de objetos duais
e Hom-Functors internos.

Sejam € e D duas categorias e F: € — D e G:D — € dois funtores. Considere os
funtores dados pelas seguintes composicoes (ver Exemplo [1.2.3)):

Morp(F(o),.) := Morp(.,.) o (F x Idp) : CP x D — Set,
More(.,G(2)) := More(.,2) o (Ideor X G) : € x D — Set.

Definicao 1.4.1. Sejam C e D duas categorias e F : € — D e G : D — C dois
funtores. Diremos que F e G sdo funtores adjuntos quando existe um isomorfismo
natural ¢ @ Morp(F(o),.) — More(-,9(2)). Neste caso, diremos que F € adjunto a

esquerda de G e G € adjunto a direita de F, ou apenas que (F,G,¢) € uma adjuncao.

A préxima proposicao fornece uma caracterizagao muito util para adjungoes. Vale

salientar que alguns autores tomam seu segundo item como definicao de adjungao.

Proposicao 1.4.2. Sejam F : € — D e G : D — € dois funtores. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(i) Exziste uma adjungio (F,G,¢);
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(ii) Existem transformagoes naturais n : Ide — SF e € : FG — Idyp, tais que as

sequintes composi¢oes sao morfismos identidade (para quaisquer X € €, Y € D):

F(nx) €F(X)

F(X) FGF(X) F(X)
g 9(e
§(¥) — FG(Y) ——§(Y)
Dem.: Ver [Al], pagina 183. O
Exemplo 1.4.3. 1. Tome os sequintes funtores:

F:Set — Vecy
X — Vyi=k(X)
[: X =Y — (f):Vx—=>VW, 2eX— f(x)

G:= forget : Vecy, — Set.

Dados X € Set, V € Vecy, f : X — V uma funcao e T : Vx — V uma
transformagao k—linear, nota-se que ¢xv : Moryes, (Vx,V) — Morga(X, V),
onde ¢xv(T) = T|x € um isomorfismo natural cujo inverso é o isomorfismo
natural Vxy : Morse(X,V) — Morye.(Vx,V), dado por xv(f) = (f), onde

(f) significa a extensao linear de f para Vx. Assim, (F,G,¢) € uma adjuncao.

2. Sejam G um grupo finito, H < G (subgrupo normal) e k um corpo de ca-
racteristica zero, algebricamente fechado. Se W é um kH-mddulo e V é um
kG-mddulo, existe um isomorfismo k-linear ® : Homyy (W, Homyg(kG,V)) —
Homye (kG @k W, V') onde:

O(f)(g@w) = f(w)(g), f€ Homxg(W, Homyg(kG,V)), g€ G, weW.

Este resultado permite estabelecer uma adjuncdao entre Indg : xkgMod — g Mod
e Res% : yagMod — yyMod (o funtor de inducdo de representacoes do subgrupo
H ao grupo G e o funtor de restricao de representacoes de G ao subgrupo H,

respectivamente). Mais detalhes podem ser encontrados em [W] e em [Se].

3. SeF : € = D é uma equivaléncia de categorias, existe um funtor G : D — €
e 1somorfismos naturais ¢ : FG — Idp, w : Ide — GF. Defina a transformacao
natural 1 == §(-) o u = Morp(F(-), ) = More(-, §(-)) por ¥x,y(9) = S(g) o,
para quaisquer (X,Y) € CxD eg € Morp(F(X),Y). ComoF é uma equivaléncia
de categorias, G também é uma equivaléncia de categorias, e portanto, para cada

(X,Y) € CxD, afungio G : Morp(F(X),Y) — More(3F(X),5(Y)), h— G(h)
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¢ bijetiva, visto que G € totalmente fiel. Assim, para cada (X,Y) € Cx D, tem-se
que Yxy = G(_)oux € um isomorfismo, jd que , por hipdtese, u é um isomorfismo.

Com isto, (F,9,1) € uma adjungao.

Lema 1.4.4. Sejam C,D duas categorias, F,G : € — D dois funtores e a : F — G uma
transformacao natural. Entdo (o) o a : Morp(S9(2), o) — Morp(F(2),-) € uma trans-
formagao natural. Além disso, se a € um isomorfismo, entao (_)oa € um isomorfismo,

com inverso () o™t

Dem.: Imediata a partir da definicao de transformacao natural. 0
As duas proposigoes seguintes fornecem uma maneira de construir uma adjuncao a
partir de uma adjungao e de um funtor naturalmente equivalente a um dos adjuntos.
Notagao: Seja C uma categoria, X, X’ Y,Y’ € C objetos , § € More(X,Y) um
morfismo e I' : More(X,Y) — More(X’,Y’) uma fun¢ao. Denotaremos: (I',6) := I'(0).

Proposicao 1.4.5. Sejam C e D categorias e F,G: € — D, H : D — C funtores,
tais que existe uma adjuncdao (F,H,$) e um isomorfismo natural o ' G — F . Entao
(G,H,¢) é uma adjungdo, onde ¢ = ¢ o (L)a~t.

Dem.: Denote F := Mory(F(2),.), G := Morp(G(.),-) e H := More(_, H(_)). Tome

um morfismo (X,Y) 9 (Z,W) na categoria C? x D e considere o diagrama:
_ S(f, —
§(X,Y) - 5(2,W)
\(%A (1) y
by | v F7x,v) 222 (2, w) i |énw
~ XY (I171) bz,w -
FUX,Y) i F(Z, W)
H(f.9)

Nota-se que (II) e (IV) comutam em virtude da definicio de ¢. O quadrilatero (IIT)
comuta, pois (F,H, ¢) é uma adjungao. Portanto resta mostrar que (I) comuta. Para

isto, tomando um morfismo 6 € G(X,Y), tem-se:

((Doaz'1o5(f.9), ) = (S(f,9)0az"0)

= (g0 (J)oS(f)oaz"0)
godo5(f)oay’
D gofoay o (/)
= (g0 [() o0z o F().0)
= (F(f.9)0l()oax]. 0)

—~
*
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onde (x) decorre da naturalidade de «. Assim o perfmetro comuta e consequentemente

¢ é um isomorfismo natural, cujo inverso é ¢ *o(_)oa. Logo (G, H, ¢) é uma adjuncio.[]

Proposigao 1.4.6. Sejam C e D categorias e F : € — D, G H : D — € funtores,
tais que existe uma adjuncao (F,9,v) e um isomorfismo natural n : G — H. Entao
(F,H, ) € uma adjuncdo, onde 1) = 1o .

Dem.: Anéloga a proposicao anterior. U
Os préximos resultados implicam na unicidade de adjuntos a direita, a menos de
um unico isomorfismo natural (existe uma versao para adjuntos a esquerda, com provas

inteiramente anélogas).

Proposigao 1.4.7. Considere F,J: C — D e G, H : D — C funtores tais que existem
adjuncoes (F,9,¢),(d,H, ) e uma transformagao natural n : G — H. Entao existe

uma unica transformacao natural i J — F que faz o sequinte diagrama comutar:

Mor(F(X),Y) o Mor(X,§(Y))
(=)opx Ny o(-) , Xel YeD.
Mor(3(X),Y) o Mor(X, H(Y))
Dem.: Ver [M], pagina 122. O

Corolario 1.4.8. Sob as hipdteses da proposicao anterior, se n € um isomorfismo,

entao |1 € um isomorfismo.

Dem.: Vamos exibir um inverso para p. Para isso, dados X € €, Y € D, considere o

seguinte diagrama:

dx,y

Mory(F(X),Y) More(X,5(Y))

W (1) /y

VXY

Id=(-)oldy (Iv) Morp(3(X),Y) —= More(X,H(Y)) (11) Id=Idgo(-)

o o i~

Morp(F(X),Y) More(X,5(Y))

dx,Y

onde o : J — F é a tnica transformacao natural que faz (III) comutar e é obtida pela

Proposicao aplicada a transformacao natural n=! : H — G. Nota-se também que
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Idy : F — F é uma (entdo, pela Proposicao [1.4.7, é a unica) transformagao natural
que faz o perfmetro comutar. Observando que o quadrilatero (I) também comuta em
virtude da Proposicao e que (IT) comuta trivialmente, tem-se que o triangulo (IV)
também comuta, ou seja: (o) o Idy = (o) o ux o ax. Logo, escolhendo Y = F(X) e
aplicando esta composicdo no morfismo lg(x), tem-se que: lgx) = lyx) o (Idg)x =
(15x)) o px © ax = pix o ax. Assim, a é um inverso a direita para p. Um diagrama
andlogo pode ser obtido permutando-se F por J e G por H (e os respectivos morfismos).
Logo o também é um inverso a esquerda para p, o que garante que g ¢ um isomorfismo

natural. O

Corolario 1.4.9. Considere F,J : € — D e G : D — C funtores, tais que existem
adjuncoes (F,G,0) e (4,9,¢). Entao existe um unico isomorfismo natural o« : F — J

tal que o sequinte diagrama comuta:

Mory(F(X),Y)

Ox,y
(w)oax More(X,5(Y)) , X el YeD,
xy
Morp(3(X),Y)
Dem.: Tome na Proposicao [[.4.7, H = G e n = Idg e use o Corolario [[.4.8 O

1.5 Categorias Aditivas e Lineares

Iniciaremos esta se¢ao com definigoes e exemplos de objetos iniciais, terminais e zeros

de uma categoria.

Definicao 1.5.1. Seja C uma categoria. Um objeto X € € é dito um objeto inicial na
categoria C quando More(X, W) é um conjunto unitdrio, para qualquer W € C. Um
objeto Y € € € dito um objeto final (ou terminal) na categoria C quando More(W,Y)
€ um conjunto unitdrio, para qualquer W € C. Um objeto 0 € C € dito um objeto zero
na categoria € quando 0 € um objeto inicial e terminal na categoria C, ou seja, quando

More(0, W) e More(W,0) sao conjuntos unitdrios, para qualquer objeto W € C.

Se C é uma categoria que possui objeto zero 0, para quaisquer X,Y € C, podemos
destacar um morfismo 05 : X — Y, que é dado pela seguinte composicao: 05 = gy o fx,
onde fx € More(X,0) e gy € More(0,Y). Este serd chamado de morfismo zero.

24



Exemplo 1.5.2. 1. Seja C = {C.; =z € Z} uma familia de conjuntos, tal que
C; C Ciy1,0 € Z. C é um conjunto totalmente ordenado pela inclusao, logo
induz uma categoria PO(C'), conforme o Exemplo @) Quando a cadeia
C; C Ciy1,1 € Z, for limitada inferiormente (superiormente), entdo esta cota

inferior (superior) é um objeto inicial (terminal) de PO(C).
2. O espaco nulo € objeto zero em Vecy.

3. Set nao possui objeto zero. De fato, o unico objeto inicial da categoria Set € o

conjunto vazio, e 0s unicos objetos terminais de Set sao os conjuntos unitdrios.

Observacgao 1.5.3. 1. Objetos iniciais, quando existem, sao Uunicos a menos de um
(tunico) isomorfismo. De fato, sejam X e Y objetos iniciais na categoria C e denote
pormyg X — Z eng Y — Z o0s unicos morfismos dados pela Definicao [1.5.1
para cada Z € C. A comutatividade do sequinte diagrama prova que my : X —Y

€ um isomorfismo, cujo inverso é o morfismonyx : Y — X:

my
Xy
mxilx A nyily
XY

Analogamente, os objetos terminais, quando ezxistem, sao unicos a menos de um
(unico) isomorfismo. Consequentemente, objetos zero sao unicos, a menos de um

(inico) isomorfismo.

1.5.1 Produtos e Coprodutos em Categorias

Com o intuito de definir categorias aditivas e abelianas, introduziremos agora as nocoes

de produto e coproduto entre objetos de uma categoria.

Definicao 1.5.4. O produto, ou produto bindrio, entre dois objetos X e Y de uma
categoria C € uma tripla (P,wx,my), onde P € Cenx : P - X eny : P - Y
sao morfismos, chamados de projecoes, que cumprem a sequinte propriedade universal:
dados um objeto Z € C e um par de morfismos f : Z — X eg: Z — Y, existe um

unico morfismo v : Z — P que faz o sequinte diagrama comutar:
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f g
X 7 Y
TX Ty
v
P
Observacgao 1.5.5. 1. E facil verificar que o produto, quando existe, € unico, salvo

1somorfismos. Por isso, usaremos X MY para denotar o produto de X por Y.

2. Sejam C uma categoria e {Oz}zco uma familia de objetos de C. Diremos que

existe o produto para a familia {Oz}zco € o denotaremos por H Oz quando
Ze0
existem morfismos wy : H Oz — Ox, X €0, em Mor(C), tais que:

Z€0
dados fx : A — Ox € Mor(C), X € O, existe um tunico morfismo (em C)

v:A— HOZ tal que mx oy = fx, para cada X € O.
Z€0
3. Sejam X,Y,Z € C. Se os produtos (X MY )M Z e X1 (Y M Z) existem entdo sao

isomorfos; ver [R].

Exemplo 1.5.6. 1. Em Set, o produto é dado pelo produto cartesiano dos objetos,

juntamente com os morfismos de projecao usuais.

2. Se Y € um conjunto, considere P(Y) como sendo o conjunto das partes de Y, ou
seja, o conjunto cujos elementos sao os subconjuntos de Y. Note que (P(Y), C)
¢ um conjunto parcialmente ordenado, logo determina uma categoria, conforme o
Ezxemplo item (@ Nesta categoria o produto € dado pela intersecgao.

3. Se R é um anel comutativo com unidade, a categoria gMod admite produto bindrio
entre seus objetos e este é determinado pelo produto cartesiano, também chamado

de soma direta, juntamente com os morfismos de projecao usuais.

4. Dado um conjunto parcialmente ordenado X e a,b € X, o produto ab existe em
PO(X) se, e somente se, existe uma maior cota inferior para a e b, simultanea-

mente. Neste caso, a maior cota inferior e o produto a b coincidem.
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A nocao dual ao produto é a de coproduto. Intuitivamente, a definicao de coproduto

¢é obtida da definicao de produto, invertendo todas as flechas.

Definicao 1.5.7. O coproduto entre dois objetos X e Y em uma categoria C é uma
tripla (C, ix, iy), onde C' € um objeto desta categoria, ix : X — C eiy : Y — C sao
morfismos, chamados inclusoes, que possuem a sequinte propriedade universal: dados
um objeto Z e dois morfismos f : X — Z, g: Y — Z € Mor(C), existe um tunico

morfismo v : C — Z € Mor(C) que faz o sequinte diagrama comutar:

Z
P
X K Y
ix iy
C
Observacao 1.5.8. 1. E fdacil verificar que o coproduto, se existe, € unico, salvo

1somorfismos. Por isso, usaremos X UY para denotar o coproduto de X por'Y .

2. Sejam C uma categoria e {Oz}zeo uma subfamilia de objetos de Obj(C). Diremos

que eziste o coproduto para a familia {Oz}zco, € o denotaremos por |_| Oz,
Ze0
quando existem morfismos ix : Ox — |_| Oz, X € 0, em Mor(Q), tais que:

Ze0
dados fx : Ox — A € Mor(C), X € 0, existe um unico morfismo (em C)

v |_| Oz — A tal que yoix = fx, para cada X € O.
Zeo
3. Se o coproduto UzcoOyz existe e a categoria possui objeto zero, entao existem
morfismos mx : UzepOz — Ox, X € O, tais que tx oix = 1lp, e mx 0oty = Og;,

seY # X. De fato, basta tomar mx como o unico morfismo que faz o diagrama
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abairo comutar

Oy
UZeeOZ

Exemplo 1.5.9. 1. Na categoria Set o coproduto entre dois objetos € exatamente a

untao disjunta, juntamente com os morfismos canonicos de inclusao.

2. Na categoria gMod o coproduto entre dois objetos é exatamente o produto carte-

sitano, juntamente com os morfismos canonicos de inclusao.

3. Sejam X um conjunto parcialmente ordenado e a,b € X. O coproduto de a por
b existe em PO(X) se, e somente se, eriste uma menor cota superior para a e
b, simultaneamente. Neste caso, a menor cota superior e o coproduto de a por b

coincidem.

1.5.2 Categorias Aditivas e Lineares

Agora temos todos os conceitos necessarios para introduzir a nogao de categoria aditiva.
Definicao 1.5.10. Diremos que uma categoria C é aditiva quando:
(i) Mor(X,Y) é um grupo abeliano, para qualquer par de objetos X, Y de C;

(i) A composicao é distributiva com relagdo a opera¢io do grupo, ou seja, dados
fLg: X =Y h:Z—>Xej:Y =W, entao :

i(f+9)=if+ig e (f+gh=fh+gh
(ii1) C possui objeto zero;
(iv) Existe o produto entre dois objetos quaisquer de C.

Uma categoria que cumpre somente os dois primeiros itens da definicao acima é dita

uma categoria pré aditiva.
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Exemplo 1.5.11. 1. A categoria Ab dos grupos abelianos ¢ aditiva, onde cada con-
gunto de morfismos Moray(X,Y) tem estrutura de grupo abeliano induzida pela
operacao de Y, o objeto zero é o grupo abeliano trivial e o produto de grupos

abelianos € o produto cartesiano usual de grupos.

2. Considere C' = {a,b,c,d} munido com a sequinte rela¢do de ordem parcial:
a<a, b<b, c<c d<d, a<ec b<d.

Considerando a categoria PO(C'), o produto entre os objetos ¢ e d ndo existe, pois

nao existe um elemento x € C, tal que v < c e x < d.

3. Vecy e vecy sao categorias aditivas, onde cada conjunto de morfismos tem estru-
tura de grupo abeliano usual (L(V, W), o conjunto das transformagdes lineares de

V para W é um k-espago vetorial).

4. Vecg é uma categoria aditiva, onde o objeto zero é o corpo k e o produto é o
produto cartesiano de espacos vetoriais G-graduados com a graduacdo definida
por (V. x W), =V, x Wy, para cada g € G, juntamente com os morfismos de

projecao canonica.

Definicao 1.5.12. Seja k é um corpo. Uma categoria aditiva C € dita k-linear se
cada conjunto de morfismos € um espaco vetorial sobre o corpo k e a composi¢ao o :
Mor(Y,Z)x Mor(X,Y) — Mor(X, Z) é uma transformacao k-bilinear, para quaisquer
X, Y, Z €C.

Exemplo 1.5.13. 1. A categoria dos k-espagos vetoriais € uma categoria k-linear.
2. Se A é uma k-dlgebra, entao a categoria A-Mod é k-linear.

3. Vecg € uma categoria k-linear.

1.6 (Co)Niicleos, (Co)Equalizadores e Categorias

Abelianas

Aqui introduziremos a nocao de nucleo e de conticleo de um morfismo em uma categoria
que possui objeto zero. As nocoes de equalizador e de coequalizador sao, sob certo ponto

de vista, o niicleo e o conticleo, respectivamente, da diferenca de dois morfismos.
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Definicao 1.6.1. Sejam C wuma categoria que possui objeto zero e f : X — Y um
morfismo. Um nicleo para o morfismo f é um par (K, k), onde K € Cek: K — X €
Mor(€) é um morfismo tal que fok = 05 que possui a sequinte propriedade universal:
dado outro par (K', k'), onde K' € C e k' : K' — X € Mor(C), satisfazendo fok' = 0%,

existe um unico morfismo v : K' — K que faz o sequinte diagrama comutar:

X / Y
N
K
K WA 0K
K/

Os nucleos de homomorfismos de anéis, médulos, grupos, espacos vetoriais e de
algebras, juntamente com os morfismos de inclusao candnica sao exemplos de nicleos,
no sentido categérico. Nicleos de morfismos, quando existem, sao 1inicos, a menos de

isomorfismos. Denotaremos o niicleo de um morfismo f, quando existir, por Ker(f).

Definicao 1.6.2. Sejam C uma categoria com objeto zero e f : X —Y € Mor(C). Unm
conticleo para o morfismo f é um par (C,c), onde C € C ec:Y — C € Mor(C) é um
morfismo tal que co f = 05, e que possui a sequinte propriedade universal: dado outro
par (C',), onde C' € € e d : Y — C" € Mor(C) é um morfismo tal que ¢ o f = 03,

entdo existe um unico morfismo v : C' — C" que faz o sequinte diagrama comutar:

X / Y
S
C
02{, 'y c
\

O/

Os conticleos de homomorfismos de moédulos, grupos abelianos e de espacos vetori-
ais, juntamente com os morfismos de inclusao canonica sao exemplos de conticleos, no
sentido categérico. Vale lembrar que os contcleos destes homomorfismos, no sentido
usual, sd@o exatamente o quociente do contradominio pela imagem. Observamos que
contcleos de morfismos, quando existem, sao tinicos, a menos de isomorfismo. Denota-

remos, quando existir, o conticleo de um morfismo f por Coker(f).

Definicao 1.6.3. Dados dois morfismos f,g : X — Y em uma categoria C, um equa-
lizador para f e g € um par (E,v), onde E € Cev : E — X € Mor(C), tal que
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fov=gouw, ewvale a sequinte propriedade universal: se (E',v") é um par composto por
um objeto ' € C e um morfismo v' : E' — X, tal que fov' = gov', entdo existe um

unico morfismo v : E' — E que faz o sequinte diagrama comutar:

Equalizadores de morfismos, quando existem, sao 1nicos a menos de isomorfismo.

Por esta razao denotaremos o equalizador dos morfismos f e g por eq(f, g).

Observacao 1.6.4. Note que quando a categoria C é pré aditiva e possui objeto zero,

fov = gov implica em (f—g)ov = 0¥. Entao € fdcil verificar que eq(f,g) = Ker(f—g).

Definicao 1.6.5. Dados dois morfismos f,g : X — Y em uma categoria C, um coe-
qualizador para f e g € um par (D,u), onde D € C eu:Y — D € Mor(C), tal que
uo f =wog, e vale a sequinte propriedade universal: se (D', u’) é um par composto por
um objeto D' € C e um morfismo v’ : Y — D’ tal que u' o f =u' o g, existe um unico

morfismo v : D — D’ que faz o sequinte diagrama comutar:

Coequalizadores, quando existem, sao tnicos a menos de isomorfismo. Por isso

denotaremos o coequalizador dos morfismos f e g por coeq(f, g).

Observagao 1.6.6. Andlogo ao que acontece com os equalizadores, se a categoria C €

pré aditiva e possui objeto zero, entao coeq(f,g) = Coker(f — g).

Finalizamos esta secao com a nocao de categorias abelianas a qual é de grande

importancia em teoria de categorias.

Definicao 1.6.7. Uma categoria aditiva C € dita abeliana se, para qualquer morfismo
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f: X =Y dado, existe uma decomposicao canonica da forma

K-f.x_™.

I
}j/
C
tal que:

iom=f, (K,k)= Ker(f), (C,c)=Coker(f), (I,i) = Ker(c) e (I,m)= Coker(k).

Exemplo 1.6.8. 1. A categoria Ab dos grupos abelianos € abeliana.

2. Dado um anel A, entao a categoria sMod ¢é abeliana. Mais ainda, se o anel

tomado for uma k-dlgebra, esta categoria é k-linear.

3. Se C e D sao categorias abelianas, entdo CP e C x D sdao categorias abelianas.
Também € abeliana a categoria L = Fun(C, D), cuja classe de objetos consiste
dos funtores F : C — D, os morfismos sao as transformacoes naturais entre estes

funtores, e a composicio € a composicao vertical de transformacoes naturais.

1.7 Limites e Colimites

Nesta secao exploramos as nocoes de limite e colimite de funtores. Para tal, usaremos
os conceitos de cones e cocones de um funtor.

Sejam € e D duas categorias e um funtor ¥ : € — D. Um cone para o funtor F
consiste de um objeto V' € D, chamado de vértice do cone, e uma familia de morfismos
em D, {az : V — F(Z)}zce, tais que, para cada f: X — Y € More(X,Y), o seguinte

diagrama comuta:

Com um certo abuso de notagao, um cone composto por um vértice V e morfismos

ay 'V — F(Z), Z € €, serd denotado simplesmente por (V,a).
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Um morfismo do cone (V,a) para o cone (V',d’), do funtor &, é um morfismo

V:V = V' e Mor(D) tal que o seguinte diagrama comuta, para cada Z em C:

1% v %4

az

F(Z)

A composicao entre dois morfismos de cone deriva da composicao de morfismos na
categoria D, a qual fornece um novo morfismo de cones a partir de dois morfismos de
cones componiveis. Tal composicao herda a associatividade e os morfismos identidade
da categoria D. E imediato verificar que dado um funtor ¥ : € — D, Cone(F) é uma
categoria, cujos objetos sao os cones do funtor F, os morfismos sao os morfismos de

cone e a composi¢ao € a citada acima.

Definigao 1.7.1. O limite para um funtor F : € — D € um objeto terminal na categoria
Cone(F). Um limite se diz finito quando a classe de objetos da categoria C € um

conjunto finito.

Observacao 1.7.2. Explicitamente, o limite para um funtor & : € — D € um objeto
L € D, juntamente com uma familia de morfismos {ay : L — F(Z)}zee, tal que o

sequinte diagrama comuta: para quaisquer X, Y € C e f € More(X,Y),

e que possuem a sequinte propriedade universal: se L' € D e {a'y, : L' — F(Z)}zce €

outro par com as mesmas propriedades, entdo existe um unico morfismo v : L' — L
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que faz o sequinte diagrama comutar:

L/
v
a’y L ay
ax ay
F(X) — ()
Exemplo 1.7.3. 1. Sejam C = {1,2} a categoria discreta que possui apenas dois

objetos e ‘D uma categoria qualquer, com dois objetos firados, A e B. Considere o
funtor F: C — D, tal que F(1) = A, e F(2) = B. F tem limite se, e s6 se o pro-
duto AN B existe. Caso exista, o limite serd exatamente este produto (juntamente
com os morfismos de projecao, conforme a Defini¢ao m) Generalizando, seja
C um conjunto ou classe de objetos qualquer que parametrize uma subclasse de
uma categoria D, ou seja, para cada X € €, escolhe-se um objeto Ax € D. Con-
siderando C como uma categoria discreta e tomando o funtor F: C — D, tal que
X — Ax, o produto H Ax existe se, e so se F tem limite. Aqui o limite € o
Xee
objeto H Ax, juntamente com os morfismos de projecao.
Xee

2. Seja C = {1,2} uma categoria que possui apenas dois objetos e quatro morfismos,
sendo dois destes os morfismos identidade e os outros dois sendo m,m’ : 1 — 2.
Tomando dois morfismos, f,g: A — B, em uma categoria D qualquer, e o funtor
F:C— D, tal que F(1) = A, F(2) = B, F(m) = f, F(m') = g, o limite de F
existe se, e s0 se, existe o equalizador para o par (f,g). Neste caso o equalizador

¢ o limite do funtor F (juntamente com os morfismos da Defini¢do .

Define-se cocone para o funtor F : € — D como sendo um objeto V' € D, juntamente

com uma familia de morfismos em D, {by : F(Z) — V}zce, que faz o seguinte diagrama
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comutar: para quaisquer objetos X,Y € € e para qualquer f: X — Y € Mor(C),

v

bx by

Se (V,bz) e (V' b)) sao dois cocones para o funtor F, um morfismo de cocones de
(V,bz) para (V' V,) é um morfismo ¢ : V' — V' € Mor(D), tal que o seguinte diagrama
¢ comutativo, para quaisquer X,Y € € e para qualquer f: X — Y € Mor(C):

V!
by 4 bl
/ by
?(X) F(f)

Se considerarmos a composicao de morfismos de cocones como sendo a induzida pela

F(Y)

composicao da categoria D, esta é associativa e admite os morfismos identidade. Assim,
podemos definir a categoria C'ocone(F) como sendo a categoria cuja classe de objetos
é composta pelos cocones do funtor F, os morfismos sao os morfismos entre cocones de

F e a composicao é a induzida pela composigao de D.

Definicao 1.7.4. Um colimite para o funtor ¥ é um objeto C' € C, juntamente com
uma familia de morfismos {by : F(Z) — C}zece, que € um objeto inicial na categoria

Cocone(5).

Exemplo 1.7.5. 1. Seja C = {1,2} a categoria discreta que possui apenas dois
objetos. Seja D uma categoria, A, B € D e considere o funtor F : C — D, tal
que F(1) = A e F(2) = B. Considere (C,i;) um cocone para F. C € o colimite

do funtor F se, e somente se, para cada par (Z,b;), existe wm tinico morfismo



v:C — Z, tal que o sequinte diagrama comuta:

C
N\
A 'v B
N e
YA

Isto equivale a dizer que Z € o coproduto de A e B.

2. Seja C = {1,2} uma categoria que possui apenas dois objetos e quatro morfismos,
sendo dois destes os morfismos identidade e os outros dois sendo m,m’ : 1 — 2.
Sejam D uma categoria, A,B € D, f,g € Morp(A,B), e F: C — D o funtor
tal que F(1) = A, F(2) = B,F(m) = f,F(m') = g. Se (C,{va,vp}) € um cocone

para F, entao o sequinte diagrama comuta:

C
B
9

f

A

(C,{va,vp}) € o colimite de F se, e somente se, para cada cocone (Z,{v'y,vs}),

existe um unico morfismo v : C — Z, tal que o sequinte diagrama € comutativo:

¢
/ 7\
Y VB

VA Z
B

»g

A—

Com isto, fovy =vp =gouvy. Efcicil ver que v4 € o coequalizador de f e g.
Observacgao 1.7.6. 1. Cocones sao cones na calegoria oposta.

2. Um colimite € exatamente um limite na categoria oposta, no sequinte sentido:
Se (L,bz) € um limite para o funtor F : € — D, entao (L,bz) € um colimite
para o funtor F : € — DP. Decorre disso que coprodutos e coequalizadores (e
em particular, conicleos) sdo exatamente produtos, equalizadores (nicleos) na

categoria oposta, respectivamente.
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3. Como limites (colimites) sdo objetos terminais (iniciais) em uma determinada
categoria, entdo sao unicos, a menos de um isomorfismo, conforme Observa¢ao
1.5 5.

Definigao 1.7.7. Uma categoria C é dita completa (resp. cocompleta) se ela possui
todos os limites (resp. colimites) pequenos, isto €, qualquer funtor F : D — €, onde D

¢ uma categoria pequena, tem limite (resp. colimite) em C.

Exemplo 1.7.8. Muitas categorias familiares sao completas e cocompletas, como por
exemplo: Set, Grp, Ab, Vec, R-Mod, etc.

1.8 End e Coend de Funtores

Introduzimos nessa secao as nocoes de end e coend de funtores. Tais nocoes serao

fundamentais no decorrer deste trabalho.

Definicao 1.8.1. Dados dois bifuntores F, G : C? x C — D, uma transformacao di-
agonalmente natural de F para G € uma familia de morfismos em D, indexada por C,
{px : F(X, X) = S(X, X)}xee, tal que, para cada f: X —Y € Mor(C), o sequinte

diagrama comuta:

FX,X) ——§(X, X)

) V w)
F(Y, X) 5(X.Y))
F(ly,f) S(f.1y)
FY,Y) ——G(V,Y)

Observagao 1.8.2. O caso particular de transformagao diagonalmente natural onde
um dos funtores € constante € chamado de wedge. Mais precisamente, se D € D (funtor
constante de C em D), um wedge para F é um par (D, ), onde D € D e p denota a

familia de morfismos {ux : F(X,X) — D}xee, tal que o sequinte diagrama comuta,
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para qualquer f: X =Y € Mor(C):

F(v, X) — 5 (y,y)
g(fﬂlx)l j“Y
F(X,X) —— D

De forma andloga, o outro caso de wedge para F € quando o funtor de saida é
constante, ou seja, uma transformacao diagonalmente natural de um funtor constante
para o funtor F. Neste caso um wedge € um par (D, u), onde D € D e p denota a
familia de morfismos {px : D — F(X, X) € Mor(D)} xee, tal que o sequinte diagrama

comuta:
D - F(Y,Y)
125'¢ l?(leY)
rJ'“(X,X) F0x ) ?(X,Y)

Fixado um bifuntor F : € x € — D e dados wedges (D, {ux : D — F(X, X)}xen)
e (D' {yy : D — F(X,X)}xep) para F, podemos definir um morfismo de wedges de
F,de (D, {ux : D — F(X, X)}xen) para (D', {py : D' — F(X, X)}xen), como sendo
um morfismo g : D — D' € Mor(D), tal que ux = p'y og, X € €. Assim, construimos
a categoria dos wedges para o funtor F, do tipo (D,{ux : D — F(X, X)}xee), na
qual os morfismos sao os morfismos de wedges de F e a composicao é induzida pela

composicao da categoria D. Denotaremos tal categoria por Wy (F).

Definicao 1.8.3. Seja F : CP? x C — D um bifuntor. Um End para o bifuntor F €
um objeto K = ere F(X, X) € D, juntamente com uma transformacdao diagonalmente

natural do funtor constante E € D ao funtor F, que é um objeto terminal em W(F).
Notagao: End(F) = [y o F(X, X).

Observagao 1.8.4. Conforme a defini¢cao 77, o End de um bifuntor & : C? x € — D

¢ um objeto E € D, juntamente com uma familia de morfismos {ux : £ —}

Dado um bifuntor F : € x € — D, pode-se construir a categoria cujos objetos sao
os wedges de F a algum funtor constante definido por um objeto de D. Esta categoria

serd denotada por Wy(F). De forma anédloga ao que fizemos acima, definimos coend’s.

Definicao 1.8.5. Seja F : C? x € — D wum bifuntor. Um Coend para o bifuntor F é
um objeto C' = fxee F(X, X) € D, juntamente com uma transformacdao diagonalmente

natural de F ao funtor constante definido por C, que é um objeto inicial na categoria
Wi(F).
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Notagao: Coend(F) = [*<*F(X, X).

Observacao 1.8.6. Desde que coend’s e end’s sao objetos iniciais e terminais, seque

que sao unicos a menos de isomorfismo.

Sejam C e A categorias e assuma que existe produto e coproduto em A (sempre) e
F:C% x € — A um funtor. Para cada morfismo f : X — Y € Mor(C), denotemos:
X = sy (source de f) e Y = t; (target de f). Considere os morfismos us e vy obtidos

pelas composicoes nos diagramas abaixo:

F(1a,. ) (1))

F(ss,85) F(sptp) Tty ty) F(ss,ty)

-7 T
Tl’gf(s‘f,s‘f) Uf ﬂ(}'(tf,tf) ’L}f

[[7z Zj [[5z Zj

ZeC ZeC

A existéncia do produto H F(sg,ty) garante que existem tnicos morfismos P e
gEMor(C)
@ que fazem os seguintes diagramas comutarem:

F(spity) F(srty)
11 52, 2) - L = JI FGota) [[F(Z 2) s R = JI  Flserty)
A gEMor(C) zee geEMor(C)

Proposicao 1.8.7. Assuma as notacoes e hipoteses acima. FEntao,

/X e?(X,X) = Ker(P - Q).

Dem.:
Ver Proposigao 1 de [Mal, pagina 224. O
De forma anéloga, temos um resultado que nos permite calcular o coend do funtor
F P x € — A. Considere os morfismos uy e vy obtidos pelas composi¢oes nos

diagramas abaixo:
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‘rf(ltfhf) 5t(fvlsf)
Ity 1) Tt tr)  I(tyssy)

i A i ‘/” )

|:|3‘(Z, Z) |:| F(Z,2)

Usando a propriedade universal da definigdo de coproduto, obtemos (tinicos) mor-

fismos P, Q) em A que fazem os diagramas a seguir comutar:

F(ty,sy) F(ty,sy)
L] Ftgrsy) o — SN K02 N N OO S pe—— - | |52 2)
geMor(C) zee gEMor(C) zee

Proposicao 1.8.8. Assuma as notacoes e hipdteses acima. FEntao,

/ " H X X) = Coker(P— Q)
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Capitulo 2

Categorias Monoidais, Categorias
Quase Simétricas e Bialgebras em

Categorias Quase Simétricas

Nete capitulo estudaremos algumas propriedades de categorias monoidais e quase
simétricas que serao necessarias para o capitulo seguinte. Além disso, relembraremos
a nogao de bidlgebra em uma categoria quase simétrica, a qual generaliza o conceito

usual de bialgebra.

2.1 Categorias Monoidais

Um mondide é um conjunto M munido com uma operacgao associativa - : M x M — M,

chamada multiplicacao, um objeto destacado e € M, chamado unidade, e duas funcoes
()re:M—M, mw—m-e e-():M—>M mw—e-m, méeM,

tais que e.m = m = m.e, para todo m € M.

Uma categoria monoidal, como o nome sugere, é uma categoria com determinadas
propriedades que imitam a nog¢ao de um mondide. Porém, neste processo as igualdades
dao lugar a isomorfismos naturais. Similarmente, um funtor monoidal serda um funtor

que “respeita”’o produto tensorial, j& que um morfismo de mondides é multiplicativo.

Defini¢ao 2.1.1. Uma categoria monoidal é uma sequéncia (C,®,1,a,l,r), onde C é
uma categoria, @ : € x € — C € um bifuntor, chamado de produto tensorial , 1 € C,
a:(L®)®.— o®(L®Ll) € um isomorfismo natural, chamado de associatividade,

[:1®.— _er:.®1 — _ sao isomorfismos naturais, chamados de left e right,
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respectivamente, tais que os sequintes diagramas comutam:

(XeoY)®o2)eoW

ax,y,z®1lw axXQY,Z,W

XeoYe2)eW (X®Y)®(ZaoW)

X YQZ,W AX\Y,ZQW

Xe((Ye2)oW) XY e(ZeW))

1x®ay,z,w
(X01)QY ey X®(1eY)
rx®Qly 1x®ly
X®Y

Estes dois diagramas sdo chamados de diagramas (ou axiomas) do pentdgono e do
triangulo, respectivamente. O bifuntor é chamado de produto tensorial pois tem pro-
priedades semelhantes ao produto tensorial de bimédulos.

Observe que o conjunto das classes de isomorfismo de uma categoria monoidal pe-

quena é um mondide com a multiplicacao ® e unidade 1.

Exemplo 2.1.2. 1. Set tem estrutura monoidal dada por @ = x, 1 = {x} (conjunto
unitdrio), a associatividade é a usual, left e right sio dados respectivamente por:
Ix 1X = X, Ix(x,z)=xery: X®1— X, rx(z,%) =x, para todo v € X.

2. Veqe tem estrutura monoidal dada por ® = ®y, 1 =Kk, a associatividade é a usual
e left e right sao os isomorfismos naturais k @,V ~V eV @k ~V, onde V é

um k-espaco vetorial.

3. Se A € um grupo abeliano e G é um grupo, Cg(A) € a categoria cuja classe de
objetos consiste dos simbolos o4, g € G, e os conjuntos de morfismos sao dados
por:

0, seqg#h,

A, caso contrdrio.

MOTCG(A)((SW 5h) = {

Ca(A) tem estrutura monoidal dada por 0,@ 06y, := 6gp, 1 := d.,, a associatividade
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¢ dada por as,,, = ea, onde eq € o elemento neutro do grupo A, e left e right sao

dados pelos isomorfismos ls, = rs, = ea, para quaisquer g,h,l € G.

. Vecg tem estrutura monoidal quando consideramos o produto tensorial dado por

(VeW), = EB Vi@Ww, g€ G, 1=Kk, ondek tem a sequinte graduagao:
h,h'€G;hh!'=g

k. — k, se g=egq,
9 = ..
0, caso contrdrio.

A associatividade € a usual de espacos vetoriais e os isomorfismos left e right
sao determinados pelos isomorfismos usuais, de espagos vetoriais, k @ V, =V, e

V, @k =V, respectivamente.

. Seja G um grupo. Uma funcao o« : G X G x G — k € dito um 3-cociclo
se (9192, 93, 9a)(g1, 92, 93g1) = (g1, 92, 93)(91, 92, 9394) (G2, 93, 9a), para todo
g € G, i =1,2,3,4. Um 3-cociclo a se diz normalizado se a(g,eq,h) = 1,
para todo g,h € G. Vecy € uma categoria monoidal, onde Vecd = Vecg, como
categoria, porém a associatividade € dada pelo 3-cociclo normalizado o da forma
explicada a sequir. Dados objetos U = @gecUy, V = BreaVh, W = BieaW;
definimos agp; : (Uy @ Vi) @ W, — U, @ (Vi, @ W) por:

agni((r @y) ©z) = alg,h,)(x @ (y@2)), 2elUyycVhzeW,

Usando a propriedade de 3-cociclo prova-se a comutatividade do azioma do
pentdgono. A mormalidade do 3-cociclo implica a comutatividade do azioma do

triangulo. Logo, Vecg € uma categoria monoidal.

. Se (C,®,1,a,l,7) é uma categoria monoidal, entio (C¥™ ®,1,a,l,7) é uma ca-

tegoria monoidal, chamada de categoria monoidal simétrica de C, onde:

Obj(C™¥™) = 0bj(C), XRY =Y ® X, axyyz = aE}YVX, li=r 7:=1.

. Se G € um grupo e k € um corpo, entdo a categoria Rep(G) de representagoes
de G € monoidal. De fato, o produto tensorial de duas representacoes é dada por
(0, V)& W) = (p@n,V&W), onde (p®n)(g) = plg) ®nlg), para cada
g € G. O objeto 1 € Rep(G) € a representagio trivial € : G — Aut(k) = k* que
leva cada g € G no elemento 1 € k. Os isomorfismos left e right sao dados pelos

1somorfismos k-lineares k @ V=V e V @ k =2V, respectivamente.
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Observacgao 2.1.3. Decorre da naturalidade del : 1®_ — _ e der : .@1 — _ que, dado
um morfismo [ : X =Y, entioryo(f®1y) = forx elyo(14®f) = folx. Além disso,
Ixgyoar xy = Ix®1y e lx®ryoaxys = rxgy (ver [EGNQ]). Estas propriedades serdo
usadas livremente no decorrer do texto sem ser feita qualquer mencdo. Frequentemente
serd feita referéncia a uma categoria monoidal (C,®,1,a,l,7) apenas pela categoria

adjacente C, ficando implicita a existéncia de ®,1,a,l e r.

Agora precismos lembrar que se ¥ : € — € e § : D — D’ sao dois funtores,
denotamos F x G(X,Y) = (F(X),5(Y)) e F x S(f,9) = (F(f),5(g9)), para X € C,
Y €D, f e Mor(C) e g € Mor(D). Mais ainda, se « : F - F e :§ - ¢
sao duas transformagcoes naturais, entao podemos construir a transformacao natural
(a,8):FxG—TF x G, onde (a,8)xy) = (ax, fy).

Sejam A uma categoria monoidal, ¥ : ¢ -+ A e §: D — A funtores. Neste caso,

podemos definir o funtor produto tensorial da seguinte forma:
FTRG=®0(Fx9):ExD—-A FTRIX,Y)=FX)®34(Y), XeC YeD.

A préxima proposi¢ao nos diz que o produto tensorial de duas transformagoes na-

turais segue sendo uma transformacao natural.

Proposigao 2.1.4. Sejam A uma categoria monoidal, F,F : C — A, §,9 : D - A
funtores e : F — F', f: G — G transformagoes naturais. Sejoa a®Rp : FRG - F 7
dada por: a ® Bixy) = ax @ Py, X € C,Y € D. Entio a ® 3 ¢ uma transformagdo

natural. Mais ainda, se o e B sao isomorfismos naturais, entao o ® 3 também €.

Dem.: Sejam f : X — X' € Mor(C)eg:Y — Y' € Mor(D). Como a e 3 sao

transformacoes naturais, tem-se que o seguinte diagrama é comutativo:

(F(X), §(V) — 2D (5(x7), 5(v")
(ax,By) (axr,Byr)
(F(X), 9 () g (F(X), 9(7)

Como ® : A x A — A é um funtor covariante, este respeita a composicao, e assim

(F'(f) @ §'(9)) o (ax ® By) = (ax ® Byr) o (F(f) ® §(g)), e isto garante que o ® 3
é uma transformacao natural. Se o e 8 sao isomorfismos naturais, entao a ® [ é um

isomorfismo natural, cujo inverso é a1 @ 571 O
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2.1.1 Funtores Monoidais

A medida que se acrescenta propriedades as categorias, é natural pedir que os funto-
res sejam compativeis com tais propriedades. Aqui, estamos interessados em funtores
munidos de um isomorfismo natural especifico, os quais serao denominados por funto-
res (fracamente) monoidais. Sob o mesmo ponto de vista, as transformagoes naturais
entre funtores monoidais que sao compativeis com os isomorfismos mencionados, serao

chamadas de transformacoes naturais monoidais.

Definigao 2.1.5. Sejam (C,®,1,a,l,7) e (€, &', 1',d',',r") duas categorias monoidais.
Um funtor fracamente monoidal é uma terna (F,j,jo) : € = €, onde F: € — €' é um
funtor, j: F(L) @ F(o) = F(L® ) € uma transformacao natural, e jo : 1" — F(L) € um

morfismo, tais que 0s sequintes diagramas comutam:

(FX) @ FV) @ F2)2ED g oY) F(2) X L F(X oY) e 2)
Ty (x),5(V).F(2) Flax,v,z)
FX) @ (FY) & 5(2) = FX) & TV © 2) (X & (V 0 2)
FX) @' 1 — 0 gx) @/ F(1) 1 & FX) g1y @ F(X)
o ixa B, fax
F(X) ) 5 (X 1) F(X) W 510 x)

Um funtor monoidal é um funtor fracamente monoidal, onde j é um isomorfismo
natural e jo é um isomorfismo. Um funtor monoidal estrito é um funtor monoidal, onde
j e jo sao identidades.

Alguns autores definem funtor monoidal apenas como um par formado por um funtor
e um isomorfismo natural (&, ) como acima, que fazem comutar o primeiro diagrama da
definigao, isto é, pede-se que F(1) = 1’ e que jy : 1’ — F(1) seja o morfismo identidade.
Veremos que, pelo teorema de Maclane, esta definicao nao perde generalidade.

Dados dois funtores fracamente monoidais (,j,jo), (G, k, ko) : € — D, uma trans-
formacao natural n : ¥ — G é dita uma transformacao natural monoidal quando é

compativel com os morfismos jy e kg e com as transformacoes naturais j e k, no seguinte

45



sentido: dados X,Y € C, os seguintes diagramas sao comutativos:

FX) @ FV)EEG(X) ® §(Y) /1@ \
FXRY) 5= 9(X V) F(1) o 5(1)

Proposicao 2.1.6. A composicio de funtores monoidais € um funtor monoidal. Mais
precisamente, se (F,j,jo) : ¢ — D e (G, k,k,) : € = € sao funtores monoidais, entdo
(FG, ¢, 00) : € = D € um funtor monoidal, onde:

¢X,Y = ?(/fX,Y) Ojg(X),g(Y) e ¢g= 3"(/?0) ° jo-

Dem.: E imediato verificar que ¢ é um isomorfismo natural e que ¢y é um isomorfismo.
Dados X,Y, Z € €, considere o seguinte diagrama:

1g5(x)®%v,z

§F(X) ® ST(Y) ® §9(2) SF(X) ® SF(Y ® Z)
19\1(}{)@5%;% y(lx)(ébs(jy,z)
kg (x),5(v)®9F(17) SI(X) ® S(F(Y) ® F(2)) k3 (x),7(Yy®2)

kFg(x),7(Y)®T(2)

Eyr(xX)@F(v),5(Z Sy (x)®ly,z)

Px, Y ®lgy(z) S(F(X)RF(Y)) ® §F(Z) —— S(S)'(X)®3'(Y)®£T(Z)) L) STFX)RF(Y ® 2)) PX,Y®Z

50X,y ®ly(z))

S(ix,y)®SF(1z) SF(XRY)R®R TF(2)) Slx,yez)

Ey(xX®Y),¥(2) Slixgy,z)

STF(XQ®Y)Q® STF(2Z) STXQY ® Z)
PXQY,Z

Note que os triangulos sao comutativos pela definicao de ¢, os quadrilateros centrais
sao comutativos pela hipétese de monoidalidade dos funtores. Consequentemente, segue
a comutatividade do perimetro. A comutatividade dos outros diagramas da defini¢ao
de funtores monoidais podem ser checadas aplicando-se diretamente a definicao de ¢ e

¢p e usando a monoidalidade de JF e G separadamente. O
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2.2 Teorema de Maclane e Teorema da Coeréncia

Esta secao sera utilizada para enunciar dois teoremas importantes, devidos a Saunders
Maclane, os quais facilitam muitos calculos envolvendo categorias monoidais.

Uma categoria monoidal (C,®,1,a,l,r) é dita estrita se, para quaisquer objetos
XY, Z € C, tem-se que (X ®Y)®Z =X (Y ®Z2),X®1=X=18X,e
os morfismos axyz,lx,rx sao identidades. Uma equivaléncia monoidal entre duas

categorias ¢ uma equivaléncia, no sentido usual, onde o funtor envolvido é monoidal.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Maclane). Toda categoria monoidal é monoidalmente

equivalente a uma categoria monoidal estrita.

Dem.: Ver Theorem 1.8.5 de [EGNQ]. O
O teorema de Maclane nos permite, na pratica, manusear uma categoria monoidal
qualquer como sendo estrita. O préximo teorema, que é um corolario do Teorema de

Maclane, permite desprezar os paréntesis nos calculos envolvendo categorias monoidais.

Teorema 2.2.2 (Teorema da Coeréncia). Sejam Xi,..., X, objetos de uma categoria
monoidal C. Sejam Py e Py dois objetos obtidos colocando-se paréntesis e tensorizando
(na mesma ordem que aparecem) os objetos X;, com possiveis insercoes arbitrdrias do
objeto 1. Se a, B : P — P sao dois isomorfismos obtidos pela composi¢ao dos isomor-
fismos de associatividade, left e right (e eventualmente seus inversos), possivelmente

tensorizados com morfismos identidade, entdo o = 3.

Dem.: Ver Theorem 1.9.1 [EGNOQJ. O
A partir de agora assumiremos, usando o teorema de Maclane, que a associatividade

de uma categoria monoidal é o isomorfismo natural identidade.

Observagao 2.2.3. Seja C é uma categoria monoidal e X, Y € € entao, pelo teorema

da coeréncia, temos: 1x @ ry =rxey, Ix @ly =lxgy, rx®ly =1x ®ly.

2.3 Objetos Duais, Categorias Monoidais Rigidas e

Hom Functor Internos

Nesta secao apresentaremos definigoes e resultados relacionados com objetos duais e

hom-functors internos.

Definicao 2.3.1. Seja C uma categoria monoidal, e X € C. Um hom-functor interno
a direita € um adjunto a direita do funtor .® X : € — C. Quando existe, este funtor

serd denotado por hom(X, ).
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Analogamente, um hom-functor interno a esquerda é um adjunto a direita para o
funtor X®. : € — €. Observamos que, como adjuntos a direita nao sao necessariamente
tnicos, eventualmente pode existir mais de um hom-functor interno a direita (esquerda).
Adjuntos a esquerda para os funtores - ® X e X ® _ sao chamados co-hom-functors
internos, a direita e a esquerda, respectivamente.

Se cada objeto de € admite um hom-functor interno a direita (respectivamente,
a esquerda), entao C é dita fechada a direita (respectivamente, a esquerda). Uma
categoria C é dita fechada quando é fechada a esquerda e a direita. Analogamente se
define uma categoria co-fechada.

As proximas definigoes generalizam, para objetos de uma categoria monoidal, algu-
mas propriedades dos médulos projetivos e finitamente gerados. Em particular, gene-

ralizam a nogao de espaco vetorial dual.

Definigao 2.3.2. Seja X um objeto de uma categoria monoidal C. Um par (X*, evy),
onde X* € um objeto e evy : X* ® X — 1 é um morfismo, é dito um objeto dual a
esquerda para X, ou simplesmente um dual a esquerda para X, se existe um morfismo

dbx : 1 — X ® X*, tal que os sequintes diagramas comutam:

l_l ev '

X X 1oX — PO v o x e X O x g1 X
w
Tﬁ}( * ev * *

X+ XXt @l O e X X O e xr X X+

Ly

Definigao 2.3.3. Seja X um objeto de uma categoria monoidal C. Um par (*X,evly),
onde *X € um objeto e ev’y : X ® *X — 1 é um morfismo, é dito um objeto dual
a direita para X, ou simplesmente um dual a direita para X, se existe um morfismo
dby : 1 —-*X ® X, tal que os sequintes diagramas comutam:

—1

r db'.
X X L xol— 2" xeorXeX

w

—1

S G SN S G Sk S e

ev’y ®1x Ix

* x Qev’y

X @l —X *X

Ly
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Observacao 2.3.4. Note que (X*,evx : X*®@ X — 1) é um dual a esquerda para X

se, e somente se, (X, evx) € um dual a direita para X*.

Uma categoria se diz rigida a esquerda se todo objeto possui um dual a esquerda.
Analogamente, uma categoria se diz rigida a direita se todo objeto possui um dual a

direita. Finalmente, uma categoria se diz rigida se é rigida a esquerda e a direita.

Exemplo 2.3.5. 1. Tome V € vecy, fite uma base {vy, - ,v,}, cuja dual serd
denotada por {fi,--- , fu} € defina evy : V* @V — k por evy (f; ® v;) = fi(v;), e
dby :k = V@V* pordby (1) =>"" v;® f;. (V* evy) é um dual & esquerda, no

sentido categorico, para V.

2. Para cada k—espago vetorial V', fixze uma base {vi,--- ,v,}, cuja dual serd de-
notada por {fi, -, fu} e defina evi, : V@ V* = k por evy,(v; ® f;) = fi(vi), e
vy, :k = V*@V por dbi, (1) = > | fi ®1i;. Com isto, (V*,ev,) é um dual d

direita para V', conforme a Definicao [2.5.5.

3. Sejam G um grupo, k um corpo e (p, V') uma representacao de G sobre k, de grau
finito n, isto é, n = dimy (V). Defina (p* : G — V*) por p*(g9) = (p(g™1))!, onde
t denota a transposta do operador. Defina ev, : (p* ® p,V* @ V) — (¢,k*) por
ev,(f@v) = f(v) edb, : (,k*) = (p® p*,V & V?*) por db,(1) =0 v; ® fi,
onde 0s v;’s sao elementos de uma base de V, e os f;’s sao elementos de sua dual.
Efcicil verificar que, para cada representacio (p,V'), os morfismos ev, e db, sdo

morfismos de representagoes de G e que ((p*,V*),ev,) € sua dual & esquerda.

4. Sejam G um grupo, k um corpo e (p,V') uma representagao de G sobre k, de grau
finito n. Defina *V = Mor(V,k) e p' : V&*V = k por ev,(V ® f) = f(v). A
representacao ((p*,*V'), ev,) € a representacao dual a direita de (p, V'), no sentido

categorico.

5. Seja R um anel comutativo com unidade. Lembremos que se um R-mddulo M
€ projetivo e finitamente gerado entao evistem x1,--- ,x, € M e f1,---,f, €
Homp(M,R) tais que x = Y ., fi(x)x;, para cada x € M (ver, por exemplo,
Proposi¢ao 7.58 de [R]). Tome um R-mddulo a esquerda M, projetivo e finita-
mente gerado, e defina evy : Homp(M, R) g R — R por evy(f; @r ;) = fi(xj)
e dbyy : R — M ®r Homg(M,R) por dby(1) = ' x; ®r fi. Entdo
(Hompg(M, R),evyr) € um dual a esquerda para M, no sentido categdrico. De
modo andlogo se constroi um dual a direita para um R-mddulo projetivo e finita-

mente gerado.
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As duas proposicoes seguintes garantem que a existéncia de duais implica na

existéncia de hom-functors internos.

Proposicao 2.3.6. Seja X um objeto de uma categoria monoidal C, que possui um
dual a esquerda (X*, evx). Entao existem adjuncgoes determinadas pelos sequintes

isomorfismos naturais:

ovw : Mor(V @ X, W) — Mor(V,W ® X*), pvw(f) = (f ®1x)(ly ® dbx)ry ",
Yvw : Mor(X* @ V,W) —= Mor(V, X @ W), vyw(g) = (1x ® g)(dbx ® 1v)I;,".

Dem.: Provaremos que ¢ = {@yw : V,W € €} é um isomorfismo natural. Primeira-
mente verificaremos que ¢ ¢ uma transformacgao natural, e posteriormente que @y €
um isomorfismo, para quaisquer V, W € €. A fim de checar a naturalidade de ¢, dados
VYW, ZeC a:Y =V, v:W—Z €& Mor(C), considera-se o seguinte diagrama:

Mor(V & X, W) o Mor(V,W @ X*)
v(=)(e®1x) (Y®Lxx) (=)o
Mor(Y ® X, Z) — Mor(Y, Z ® X*)

Se f € Mor(V ® X, W), tem-se o seguinte diagrama:

(Y@L xx)ey,w (e

/—\

v 1y ®dbx F®1xx YRy *

\% V1l VXX — > WRX — > 7R X*
a{ Ta@h TQ®1X®1X*

1y ®@dbx
Y Yy®1 YX®X*

ey, z(vfa®lx))

No diagrama anterior, o quadrildtero do lado esquerdo comuta visto que r=! é um

isomorfismo natural enquanto que o quadrilatero do lado direito comuta trivialmente.
Além disso, verifica-se facilmente que os diagramas a seguir comutam (para o primeiro

1

usa-se que r~ é um isomorfismo natural):
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v 1y @dbx

V— Y sv®1 Vo X®X* W X*
gt j9®11 lg@l)(@lx* T1W®1X*
Wex 1W®’";(I£V PXAT® ]]1_W®1X*%b§ XTRX® X1W®6’UX®1X* WeleX
V®1®XMXV®X®X*®XM1X*—®U>W®X*®X
rvl®1XT 1V®1X®6'UXj llw®evx
VeX VeoXel Wel— =W

f®lg

Seja pyw : Mor(V.W @ X*) = Mor(V @ X, W); ¢vw(g) = rw(lw ® evy)(g @ 1x).
Pela comutatividade dos diagramas acima, @y o pvw(g9) = g e dvw o ovw (f) = f.
A prova de que ¥ = {¢yw : V,IWW € C} é um isomorfismo natural é andloga. Vé-se

que Yy (h) = ly(evx @ 1y ) (1x- @h) determina o isomorfismo natural inverso de . [

Proposicao 2.3.7. Seja X um objeto de uma categoria monoidal € que possui um dual a
direita (*X, ev'y ). Entao existem adjuncgoes determinadas pelos sequintes isomorfismos

naturais:

nvw : Mor(V@*X, W) — Mor(V,W® X), nvw(f)=(f®1lx)(1ly ® db/X)T‘_/l,
Ovw : Mor(X @ VW) = Mor(V,*X @ W), Oyw(g) = (L.x ® g)(dby @ 1y},

Dem.: Dados h € Mor(V®@*X,W)eh' € Mor(V,*X ® W), definimos:
77‘7},[,(h) =ry(ly @ ev)(h @ 1.x), 9‘7%,1, =ry(ev’ @ 1yw)(1x @ h).

O restante da prova segue de modo analogo a da proposi¢ao anterior. 0

Estas duas proposicoes fornecem informacoes importantes sobre objetos duais e

hom-functors internos. Algumas destas serao listados no corolario a seguir:
Corolario 2.3.8. Sejam € uma categoria monoidal e X € C.

1. Se X possui um dual a esquerda (resp. a direita), entdo X admite um hom-functor

interno a direita (resp. a esquerda).

2. Se (X*,evx) é um dual a esquerda para X, entdao o morfismo dbx compativel com

a defini¢ao de dual (a esquerda) é inico.
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Dem.: O item (1) segue da Proposicgao (resp. Proposicao[2.3.7). Para (2), suponha

que dbx é outro morfismo compativel com a definicdo de dual & esquerda. Entéo, usando
o isomorfismo natural ¢ definido na Proposicao [2.3.6] tem-se:

@ik(dbx) = Tx(lx X evx)(dbx ® 1)() = lX = gﬁik(dbx)

Desde que ¢ x é um isomorfismo, a prova estd concluida. O

Observagao 2.3.9. 1. Vale resultado andlogo para o morfismo db' da definicio de

dual a direita.

2. Um dual a esquerda para um objeto X de uma categoria monoidal € € um dual a

direita para X em C5Y™, e um dual & direita para X em C.

3. Uma categoria monoidal rigida € fechada e cofechada.

Corolario 2.3.10. Se X € C admite um dual a esquerda (X*,evy), este € unico, a
menos de um unico isomorfismo, no sequinte sentido: se (D,e) é outro dual a esquerda
para X, entao existe um unico isomorfismo j : D — X* que faz o sequinte diagrama

comutar:

J®lx X X

D®X
1
Dem.: Se (D,e) é um dual a esquerda para X, existe d : 1 — X ® D € Mor(C)

que, juntamente com e, faz os diagramas da Defini¢ao [2.3.2] comutarem. Com uma
construcao analoga a feita na Proposicao [2.3.6, obtemos os seguintes isomorfismos de

adjuncao:

Yyw : Mor(X* @V, W) — Mor(V,X®@ W)
g — (Ix ®g)(dbx ® 1v)l",

Yyw : Mor(D@V,W) — Mor(V,X @ W)
g — (Ixog¢)de iyl

Além disso, se h € Mor(X* @ V,W)eh' € Mor(D ® V,W), tem-se que:
v (h) = ly(evx @ lw)(1x- @ h) e @y (R) = lw(e ® 1w)(1p @ ).

52



Logo, @}}l(r;(l) =l(evx @ 1) (1x- ®@7%") e @)_(711(7";(1) =l(e®11)(1p®7ry'). Usando
a comutatividade dos diagramas

evx®1a

X*oX1P%M 91 DeXelhi1g1

lX*®Xl lh lD®Xl llﬂ

XX 1 D®X 1

e a defini¢ao de dual & esquerda, chega-se que evx = Vi (ry') e e = ¥ (ry'). Pelo
Corolario [1.4.9] existe um unico isomorfismo natural o : D ® . — X ® . que faz o

seguinte diagrama comutar:

MorX*@VW MOTVX®W

Sy 7

Mor(D & V,W)

Assim, evy o ax = 1;)}’11 oYxq(evy) = 15;(711(7’;(1) = e. Mais ainda, se A € €, pode-se

explicitar a4:

ax =lxrga o ax =1y 0 xa(lxea) = ¥xyp((dbx © 14)I5")
=lxpa(e @ Ix+ga)(1p @ ((dbx @ 14)I3")
=(Ix» @ 1) (e ® 1x= @ 14)(rp' ® 14)
=[lx+(e® 1x+)(1p @ dbx)rp'] ® 14

Denotando por j := (Ix+(e ® 1x+)(1p ® dbx)rp') : D — X*, a igualdade acima nos
permite escrever: ay = j ® 1y. Logo, e = evx o axy = evy o (j ® 1x). Agora, se
m : D — X* é um isomorfismo que faz o diagrama do enunciado comutar, entao tem-se
que evx(m ® ly) = evx(j ® 1x). Tensorizando o morfismo 1x+ a ambos os membros

desta igualdade e distribuindo a composicao, tem-se:
(evx Ly ) (MR 1y R 1x+) = (evx @ 1x+)(j ® 1x @ 1x+).
Como m é um isomorfismo, podemos compor pela direita o morfismo (m ' ®@1x ® 1x+),

o que nos faz chegar a seguinte igualdade: (evx @1x+) = (evx @ 1x+)(iM 1 R 1x @ 1x+).

Agora, compondo-se pela direita, o morfismo (1x+ ® dbx) e, posteriormente, usando a
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definicao de dual a esquerda, chega-se na primeira igualdade da sequéncia a seguir:

Isorxs = (evxy @ 1y )(jm ' @ 1y @ 1x+)(1x+ ® dbx)
= (evx ® 1x+)(jm ™ @ dby)
= (evx ® 1x+)(1x» ® dbx)(jm ™' @ 11)
= (Ixrorx)(im ™ @ 1)

=l

o ]mfl O Tx*

Observe que na tltima passagem (acima) usamos a Observagao 2.1.3] Da identidade

1

acima temos que [+ 0 7x» = [+ o jm~! o ryx.. Consequentemente, j = m. O

O seguinte lema nos diz que um funtor monoidal preserva duais a esquerda.

Lema 2.3.11. Seja (F,j,jo) : € — D um funtor monoidal. Se X é um objeto de C
que tem um dual a esquerda (X*, evx ), entao (F(X*), ev) é um dual a esquerda para
F(X), com év :=j,* o F(ev) oj.
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Dem.: Defina db := j)_{,lx* o F(db) o jo, e considere os seguintes diagramas:
F(X)

1
Ly xy

I
jo®1 i
1®F(X) il F(1) ® F(X) Sl F1® X)
db®15(x) 11 F(db)®1g(x) 117 F(db®1x)
j;(,lx*‘g’l’f(X) ixex*,x

FX)@FX)@FX) = FX @ X) @ F(X) ——" > F(X 0 X*® X)

Id 1A% Id

ly(x)®ix+,x ix x*®x

FX)F(X)@F(X) ————— = FX) @ FX @ X) —— = F(X o X 0 X)

ly(x)®ev \% ly(x)®F (ev) VI F(1x®ev)
1‘ ®-—l . 1
F(X)®1 e F(X) ® F(1) = F(X ©1)
s VII o
F(X)

Observe que I, IV e VII comutam, pois F é monoidal; II e V comutam em virtude
da definicdo de év e db; III e VI comutam, pois j é uma transformacao natural. Da

comutatividade de cada parte do diagrama tiramos que o perimetro comuta. Portanto:
ryx) (Lax) ® €~U)(d~b ® 1?(X)>l;(1X) =F(rx(lx ® evy)(dbx ® 1X)l;(1) = F(1x) = lgx).

Analogamente mostra-se que €v e db fazem comutar o outro diagrama da defini¢ao

de dual a esquerda. O

Corolario 2.3.12. Seja (F,],jo) : € = D um funtor monoidal entre duas categorias mo-
noidais rigidas a esquerda. Fizando os duais a esquerda: (X*,evx) e (F(X)*, evsx)),

para X e F(X), respectivamente, existe um unico isomorfismo u : F(X*) — F(X)* que
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faz o sequinte diagrama comutar:

u@ly(x)

F(X*) @ F(X)

F(X* @ X) 1

Dem.: Definindo év = j;' o Flevy) o jx=x : F(X*) ® F(X) — 1p, o Lema [2.3.11
garante que (F(X*),ev) é um dual a esquerda para F(X). Pelo Corolério [2.3.10} segue

o resultado. O

Proposicao 2.3.13. Seja € uma categoria monoidal. Se X,Y € C possuem duais a
esquerda (X*,evx) e (Y* evy ), respectivamente, entio (Y* @ X* evxgy ) é um dual a

esquerda para X ®Y e

eVxgy = evy o (ly« ®ly) o (ly+ ® evy ® ly),

dbxgy = (1X ® dby ® 1){*) o (1X X l)_(}k) odbx.

Dem.:

Desde que Ix5y =I5 ®@ 1y e (1x ® evy)(dby ® 1x)lx" = ry', tem-se que :

(Ix @r;)(1x ®evx) ® 1y)(dby ® 1x ® 1y )lxsy

(Ix @r7' @ 1y)(1x ® evx @ 1y)(dbx ® 1x ® 1y)(I5' ® 1y)
= (Ix @' @1y)((1x @ evx)(dbx ® 1x)Ix") ® 1y)

(Ix @17 @ 1y)(ry' ® 1y)

(Ix ®ry)ry') ® 1y

Isso implica na comutatividade do subdiagrama I do diagrama abaixo:
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X®Y

% 1x®ry Dory)®ly

Xev s
LR XeY dbx®1x®1y e X oXaY (1x®ry (1x®evx)®1y X loleY
dbxgy®1x®1y II Ix @Il @1x @1y 117 Id
X®Y®Y*®X*®X®le®dby®lx*®lx®ly X®]]_®X*®X®Y I1x®11RQevx Ry X®]]_®]]_®Y
Id v Id
XQYQY' @ X @ XYy o8Bl yvoyeY oley < odr@hly X®1918Y
I1x®lyQevx gy V 1x®@1ly @ry«Q1ly VI 1x®ri®ly
XYl Ty~ XYY *®Y Py X®1IY
oy VII oly
X®Y

Os diagramas II e V comutam em virtude da definicao de dbxgy € evxey, respectiva-

mente. IV comuta trivialmente. Pela naturalidade de [7!, tem-se que:

(11 X €UX)(Z;(1 & 1)() = (1]1 (24 evX)l;@X = l{l o evyxy = T’il O Eevyx
Logo, III comuta. Para ver que VI comuta, lembramos que, pela naturalidade de r,

dby ory = (1ly @ ry«)(dby ® 1y). Assim,

(IxR1ly @1y« @ 1y)(1x ®dby ® 13 @ 1y) = 1x ® ((1y @ ry+)(dby ® 11)) ® 1y
= 1Ix®(dby ®r) ® 1y
= (Ix®dhy ®@1ly)(lx @1 ® 1y)
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Ja que 1x @1y = rxgy e ry(ly ® evy)(dby ® 1y ) = ly, tem-se que VII comuta:

ry ®1ly = 1x®ly
lx ® (ry @ (1y ® evy)(dby ® 1y))
= (Ix®ry)(lx @ 1y @ evy)(1x ® dby ® ly)
= rxey(lx @ ly @ evy)(lx ® dby ® 1y)

Analogamente obtém-se o outro diagrama da definicao de dual a esquerda. O

2.4 Categorias Quase Simétricas (ou Trangadas)

As demonstracoes omitidas nesta e na préxima secao, bem como detalhes relacionados
com categorias monoidais quase simétricas, podem ser vistas no Capitulo 1 de [BK].
De forma geral, dadas uma categoria monoidal € e objetos X,Y € C, os objetos
X®Y eY ®X sao distintos (ver Exemplo ) Aqui vamos definir uma categoria
monoidal quase simétrica como sendo aquela que admite um isomorfismo natural entre
estes dois “funtores”, sujeito a alguns axiomas. Nestas categorias podemos definir

produto tensorial entre objetos bidlgebra, o qual serd 1til no préximo capitulo.

Definigao 2.4.1. Seja (C,®,1,a,l,r) uma categoria monoidal. Considere os funtores
11,75 : C®C — C, onde T1((X,Y)) =XQY eL((X,)Y) =YX, et : Ty = Ty,
Txy : X ®Y =Y ®X um isomorfismo natural. (C, 1) € dita uma categoria monoidal
quase simétrica (ou trangada) e T € dita uma quase simetria (ou tranga) para C, se 0s

diagramas a sequir sao comutativos, independentemente da escolha dos objetos X,Y e
Z de C:

TX®Y,Z TX,1

XYeZ ZRX®Y X®1 1®X
1x®Ty,z 7x,zQ1ly rx Ix
X®RZQX)Y X
XY ®Z Xver YRZ0X 19X — 22X X®1
7'X,Y®]-Z ly®TX,Z Ix X
YRX®Z X



Observacao 2.4.2. Embora enunciado aqui como axioma, a comutatividade dos dois
triangulos que envolvem os isomorfismos left e right decorre da comutatividade dos

outros dois (ver [I9]).

Definicao 2.4.3. Uma categoria quase simétrica é dita simétrica se Txy = 7';}(, para

quaisquer X,Y em C.

Exemplo 2.4.4. 1. A categoria dos espagos vetoriais € simétrica, onde Tyw € o

isomorfismo natural VW =W V.

2. Considere um anel comutativo R. E fdcil verificar que a categoria R-Mod €
simétrica. Neste caso, Tyn € o isomorfismo natural que existe entre M & N
e N® M, onde M e N sio R-modulos.

3. Em geral, uma categoria quase simétrica nao € simétrica. De fato, dada uma
algebra de Hopf H, podemos considerar a categoria dos modulos de Yetter-Drinfeld
sobre H. Estas categorias sao quase simétricas, porém ndao sio simétricas (em
geral). O leitor interessado pode ver detalhes sobre mdédulos de Yetter-Drinfeld,

por exemplo, na Se¢ao 11.6 de [Ral.

Observacao 2.4.5. Se (C,7) € uma categoria monoidal quase simétrica, entdo

(CP,7°P) € a categoria monoidal quase simétrica oposta, onde Ty == Ty % .

2.5 Bialgebras em Categorias Quase Simétricas

Na sequéncia introduziremos a nocao de uma bidlgebra em uma categoria monoidal
qualquer. Seja (€, ®,1,a,l,r) uma categoria monoidal. Um objeto dlgebra em C é
uma tripla (A, m,u) composta por um objeto A e dois morfismos m : A® A — A e

u:1 — A de C, tais que os seguintes diagramas comutam:

AARA-TM Ao Ad 1044 A0 ALY A1

= A

A®A A A

m

E claro que uma algebra no sentido ordinario é um objeto algebra na categoria dos
espagos vetoriais sobre o corpo em questao.

Um objeto codlgebra na categoria € é uma tripla (C, A, €), composta por um objeto
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C' e dois morfismos A : C - C® C ece:C — 1, que fazem comutar os diagramas:

c 2 CoC 180<< . ce1
AL llam ;%A %

Note que um objeto coalgebra na categoria dos espagos vetoriais ¢ exatamente uma
coalgebra, no sentido ordinario.

Se (A,m,u) e (A',m',u’) sdo dois objetos dlgebra e f : A — A’ é um morfismo na
categoria, este sera dito um morfismo de dlgebras (ou morfismo de objetos dlgebra) se
fom=mo(f®f)e fou=u" Domesmo modo, se (C,A,¢e)e (C', A’ &) sao dois
objetos codlgebra e g : C' — € é um morfismo na categoria, este serd dito um morfismo
de codalgebras (ou morfismo de objetos codlgebra) se (@ g)o A=A ogee=¢c"og.

Um objeto bidlgebra em € é uma quintupla (B, m,u, A, ¢), onde (B, m,u) é um
objeto élgebra, (B,A,¢) é um objeto codlgebra e A e ¢ sdo morfismos de dlgebra (ou
equivalentemente, m e u sdo morfismos de codlgebra) em €. Os morfismos de bidlgebra
sao exatamente os morfismos na categoria que sao, simultaneamente, morfismos de
algebra e de coalgebra.

Sejam (A, ma,uas) e (B, mp,up) dois objetos dlgebra em uma categoria monoidal
quase simétrica (€, 7). Considere os morfismos magp := (ma®@mp)o (14 @ T A4 ® 15)
e Uagp = (ug @ up)ory'. A comutatividade dos diagramas seguintes (e um similar

ao segundo) prova que (A ® B, magp, uagp) ¢ um objeto dlgebra na categoria C.

lABRA®TE, A®lp lagB®mA®pB
ARBR®ARBR®AQB ARBR®RARA®BB———————> AQRB®AR®B

1A®TB, A®1A®BRB

1A®TB A®lBR AR B ARARBR® AR B® B 1A®TB AA®lBRB 1A®TB A®L
lAR AQB®TB,A®lB lAa®ATB,ARlBgB
AR A B B AR B ARARA B B —————> AQAQ®B B
®AR®BR®BRAR® L ApA® EeD.A®LE ®ARAR®B® ®P:4®WA®1B®MB ®AR®B®

mMAQB

mA®LA®mpBRlE

mA@MpBRlAgB mARmp

AR AR®RBR®B

1A®TB,A®1B/ \mAIXJM\

A®QB®A®B T AGD A®B
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l21®1B UA®UB®1A®B

1® A® B 1910 A®B

ARB®A®B

liga®lzgt 14QT1,4®1p 14QTE,A®1lp

S~

10 A® 1@ B4, o A9 Bo B

lagn
lA®lB\mA mB
A® B

De fato, como 7 é uma quase simetria (e em particular uma transformagao natural)
nota-se que cada area interna aos diagramas é comutativa, e assim, que o perimetro de
cada um é comutativo.

Agora vamos dar uma estrutura de codlgebra para o produto tensorial de dois objetos
codlgebra na categoria monoidal quase simétrica (€, 7). Para tal, sejam (C,Ac,e¢) e
(A, Ay ea) duas codlgebras em €. Defina Acga = (1l ® T4 ® 14)(Ac ® Ay) e
coga =l 0 (ec ® £4). A comutatividade dos diagramas seguintes (e um analogo ao

segundo) garantem que (C'® A, Acga, Ecga) ¢ uma codlgebra em C:

1 ®7'71 ®1
C®A B2 L 0RCRA®A e A CRARC®A
Ac®A 5 AcR1cRA AR 4 AcRAARIcR1 4
1e®1e®T5E 4 o®la
®3 ®3 ARA,C
CRICOCRARA CeAOLiOA. C® @ A CRCRAQRARCR A
1o®T, ®1a 10871 coc®laa (%) 1087, c®1481c®14
J— ®3
C ® A ® C ® A 1C®1A®AC®§A® A ® C ® C ® A ® 141C®1A®1C®7—;’10®1A <C ® A)
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1C®A — C®A
lewa
(‘k) l51®l;1 Ac®A 4
11Rlc®1 4 1®C®1®AWAC®C®A®A
1107, 5®14 1o®T, ®1a
]1®]1®C®AE‘WAC®A®C®A

Observacgao 2.5.1. 1. A comutatividade de x € vdlida, pois :

(o' @1a)(le ®1a) (11 ® a0 ® 14)
(L1 ®1le®14) (1 @ T ® 14)

Iy ® [(1c ® la)(1,0)]

Iy ® [(re ® 14)(Ta,c ® 14)]

L1 ®lc®1a

lagA(lC ®14)(11 @ 11,0 ® 14)

2. A comutatividade de xx € garantida pelo proximo lema.
3. Um objeto codlgebra é um objeto dlgebra na categoria oposta.

Lema 2.5.2. Seja (C,7) uma categoria monoidal quase simétrica. Para quaisquer

X, Y, Z, W € €, o sequinte diagrama € comutativo:

—1
TXQZ,W

ly®
YIWRX®L————>

-1
TX,Y®W®IZ

XQYeWeZ

Ix®ly®7,

YRX®ZW

Xy ®lz0lw

XQYQRQZW

1

Dem.: Basta notar que este diagrama é exatamente o diagrama abaixo:

YQWeX®Z

X, yow ®lz

XRYeWeZ

ly®mxez,w
-~

YRXZQW
TX,Y®TZ®1W

XQYRQZIW

1xRly®Tzw
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Este é comutativo, pois cada triangulo do diagrama abaixo é comutativo:

YoWeX®Z OTXezw YoX@ZoW
TXRZ,Y QW TX Z,Y®{7
~_ %
TX,yow®lz XR QY ® Tx,y®lz@1w
_— ~_ ‘
Ix®7z yvew 1x®77 vy Qlw
\
XQFY W 7 XQFY R ZW

1x®@ly®Tzw

O

Suponha que (B, mp,ug, Ag.cg) e (C,mc,uc, Ac, ec) sdo duas bidlgebras em uma
categoria monoidal quase simetrica (C,7). Entdo, Aggc e epge $a0 morfismos de
algebra e, com isso, o produto tensorial de duas bidlgebras em € segue sendo uma

bidlgebra em C.

Observacao 2.5.3. Dada uma categoria quase simétrica (C,7), considere a subclasse
de C constituida pelos objetos dlgebra (resp. codgebra, bidlgebra) de C. E’fdcil provar
que tal subclasse € uma subcategoria monoidal de C, onde os morfismos sao os morfismos
de dlgebra (resp. codgebra, bidlgebra) em C. E importante ressaltar que esta subcatego-
ria nem sempre € cheia. Podemos fornecer exemplos de transformacoes lineares entre

algebras que nao sao morfismos de dlgebra. Estes sao:

1. Se G € um grupo finito e nao abeliano, a transformacgao linear ¢ : kG — kG,

dada por g — g1, g € G nao é um morfismo de dlgebras.

2. Se G ¢ um grupo finito, a transformacdo linear ¢ : kG — k&, definida por
g eg,9 €9, onde eg(h) =64p, g,h € G, nio € um morfismo de dlgebras.
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Capitulo 3

Dualidade de Tannaka para

bialgebras

Em todo este capitulo, A denotara uma categoria monoidal quase simétrica e abeliana e
A a subcategoria de A, cheia, formada pelos objetos de A que possuem dual a esquerda.
Assumimos também que A é cocompleta (ver Secao 1.7). Por fim, assumiremos que
o produto tensorial em A é compativel com colimites arbitrarios em cada argumento.
Um “modelo”, e o principal exemplo, de categorias nas condigoes acima ¢ a categoria
dos espacos vetoriais A = Vec, onde Ay = vec é a categoria dos espacos vetoriais de
dimensao finita.

Neste capitulo faremos a construgao de um objeto bidlgebra na categoria A, a partir
de uma categoria monoidal € e um funtor monoidal w : € — Ay. Em particular,
quando A ¢é a categoria dos espagos vetoriais, este objeto bidlgebra sera exatamente

uma bidlgebra (no sentido ordinario).

3.1 A categoria €

Fixada a categoria A, considere a categoria € = €(A) cujos objetos sao os pares do tipo
(C,w), onde € é uma categoria e w : € — Ay é um funtor. Dados (C,w), (D,v) € €,
considere o conjunto M, ., = {(F,(); F € Fun(C,D) e ( € Nat(w,7F)}. Defina em
M, a seguinte relagao: (F,(),(G,v) € M,,,, (F,{) ~ (G,v) se, e somente se, existe

um isomorfismo natural ¢ : F — G, tal que o seguinte diagramam comuta:

¢ ~F

N

79

W
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E facil verificar que ~ ¢ uma relacdo de equivaléncia em M, . Denotaremos por [F, (] a
classe de equivaléncia do par (&, (). Definimos o conjunto de morfismos de (€, w) para
(D, ) como sendo o conjunto das classes de equivaléncia [F, (], para cada (F, () € M, 5.
Dados dois morfismos [F, (] € More((C,w), (D,7)) e [G,v] € More((D,7), (E,0)), defi-

nimos a sua composicao por:

(G, v] o [T, (] = [GT, vyC].

Note que esta composi¢ao estd bem definida, pois se (F,¢’) € [F,(] e (9,V) € [9,v],
entao existem isomorfismos naturais « : F — F e f: G — 9§/, tais que y(a) o ¢ =
e 0(f) ov = V. Defina ¢ : §GF — §F como sendo o isomorfismo natural que tem
cada componente dada por ¢x := f5(x) 0 G(a), para cada X € C e veja que o seguinte

diagrama comuta, visto que By () o G(a) = §'(a) o By,

V(o)

0GF
j { r(”)»%?m
VT 05’ F (@)
vy l 99’(5
T () )
IXawi !
05T 0(Byr(_)) 057

Logo [§,v] o [F,(] = [§, ] o [T, (.
Notacao: Eventualmente denotaremos o par (C,w) € € apenas por w, deixando
implicita a categoria C.

3.2 ¢ é monoidal

Nesta secao daremos uma estrutura monoidal a categoria €, construindo um produto
tensorial “associativo”, o qual admite um “elemento neutro”segundo os morfismos left
e right.

Se (C,w), (D,v) € €, definimos o funtor w @ v : € x D — Aq por:

WwRY:=®o (wX").

O produto tensorial da estrutura monoidal de € é definido pelo funtor:
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((€,w),(D,7) = (€,w) R(D,7) == (ExDw®7y) e

([F.¢ S, v]) = [F, A QIS v = [F x G, (vl

A transformagao natural ( ® v estd definida na Proposicao [2.1.4) a qual nos garante,
também, que ¢ ® v é isomorfismo natural.

Seja U a categoria discreta que possui apenas um objeto, o qual denotaremos por
*. Considere o funtor p : U — Ay que associa o objeto x ao objeto 1 € Ag e associa
o morfismo 1, € Mor(U) ao morfismo 1; € Mor(Ap). Definimos 1 := (U, pu) € €.
Considerando os funtores e e mp, conforme o item @D do Exemplo , definimos o

isomorfismo natural L : 1) . — _ por:

|]_((37w) . 7T(~3, (L) 01 ® )

Para simplificar a notagdo, escreveremos L) = L1*.  Veja que, se [F,(] €
More((C,w),(D,7)), entdao F : € — D é um funtor e ¢ : w — yF é um isomorfismo

natural. Além disto, temos:

1® =(UxCudw) e 1®(®,7):(UXD,M®7).

Entao, definimos id, ® ( : p @ w — (u ® v)(Ldy x F) por:
(Zdﬂ ®C)(*,X) =14 ®CX : ]]_®C<J(X) — 1@79:()()

Note que L7 o [Idy x F,id, @ (] : (U x €, p @ w) = (D,7) é a classe [J1,a'], onde
Ji(x,X)=F(X)ea' : p®w — ~J; é dado por a%*?X) = (x o lyx), YX € €. Por
outro lado, [F, (] o [me, lu)] = [d2,@?], com Jy = J2 e o' = a®. Portanto, para qualquer
morfismo [F, (] : (C,w) — (D, ) € Mor(€), o diagrama abaixo comuta:

[tdXF,p@w]
_—

1Q(C,w) 1Q(D,7)

T |

(€,w) ————(D,7)

Com isto temos que L : 1) . — . é uma tranformagao natural. Sem dificuldades se

prova que L é um isomorfismo natural. Esta construcao nos forneceu o isomorfismo
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“left”. A construcao do isomorfismo “right”é inteiramente andloga, onde:
R: M® 1 — _ é definido por R* := [me, 1)), para cada (C,w) € €.
O isomorfismo de associatividade A : (L@ =) Q- — Q) (- Q) .), é definido por

Poo = [1d; au( ) r(0).000)]

onde “a”denota a associatividade de Ay. O axioma do pentdgono em € decorre do
axioma do pentagono em Aj. A comutatividade do axioma do triangulo pode ser

checada com a seguinte computacao:

(L ®L,) oA,y = ([de, Idy]Qlmp,ly)]) o [Id, auy o))
[Ide % mp, Idy @ Ly )] © [1d, aw(e) u(o)v(o)]
(%)

=

e X Id@,’f‘w(u) ® 1,},]
= e, ru)] @lln, 1]
= R, 1.
Em (x) usamos o axioma do triangulo da estrutura monoidal de Ay. Pelo que vimos

até agora, é valido o proximo resultado.

Teorema 3.2.1. (€,®),1,A,L,R) é uma categoria monoidal.

3.3 coend(w) é um objeto codlgebra em A

Dado (C,w) € €, associamos o bifuntor w(.)* ® w(.) : €% x € — Ay. Nesta segao
mostraremos que o coend associado ao bifuntor w(.)*®@w(.) : €% x € — Ay é um objeto
coalgebra na categoria A. Para simplificar a notacao, eventualmente denotaremos o
Y L(X)* ® w(X). Mais ainda,

como Ay é uma subcategoria cheia de A, eventualmente enunciaremos algum resultado

coend do bifuntor acima por coend(w) ao invés de [

envolvendo objetos e morfismos da categoria A, os quais valem, em particular, para
objetos da categoria Ay. Iniciamos com alguns resultados relacionados sobre end’s e

coend’s.
Lema 3.3.1. Dois bifuntores naturalmente isomorfos compartilham end’s.

Dem.: Sejam w,y : CP x € — Aj dois bifuntores, ¢ : w — ~ um isomorfismo natural e
E € A. Se E é o end do bifuntor w, existe uma transformacao diagonalmente natural

a: FE — w, tal que (E,a) é um objeto terminal na categoria W(w). Considere a
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transformacao diagonalmente natural o = poa : E — ~. E claro que (E, ) é um

objeto terminal na categoria W,(y). Portanto, F é o end do bifuntor ~. U

Proposicao 3.3.2. Sejam F,G : € — D funtores e Nat(F,G) o conjunto das trans-
formagées naturais de I para §. Entio Nat(F,§) = [ o Morp(F(X),§(X)) € Set.

Dem.: Para cada Z € C, defina uy : Nat(F,G) — Morp(F(Z),5(Z)) por puz(n) = nz.

A naturalidade de 7 faz o seguinte diagrama comutar, para cada f € More(X,Y):

Nat(%, ) s Morp(F(X),5(X))

#Yl lg(f)ou

Morg)(ff(Y),S(Y))WMO@(&"(X),S(Y))
Portanto, (Nat(F,9), {ux : Nat(F,G) — Morp(F(X),G(X))}xee) é um wedge para
Morp(F(-), 5(-)).

Seja (E', {uy : B/ — Morp(F(X),5(X))}xee) um wedge para Morp(F(o), G(o)).
Para cada a € E' e Z € C, denote o/, := p/y(«). Da hipdtese de que a familia
{ty : E' — Morp(F(X),9(X))}xee é uma transformagao diagonalmente natural,

tem-se que para cada f: X — Y € Mor(D), o seguinte diagrama é comutativo:

I X Morp(F(X),9(X))

a’yl jS(f)Ou

Morn(F(Y), $(Y)) ——= Mors(5(X), §(Y))

Logo G(f) ooy = o o F(f). Ou seja, o/ = {a/, : F(Z) — G(Z)} é uma transformagao
natural. Com isto temos uma fungdo v : £ — Nat(F,§), definida por v(«) = o/. Mais

ainda, note que o seguinte diagrama comuta:

E <\
Nat(F,G) P Morp(F(X), §(X))
s /Wl lS(f)Ou
Morp(F(Y),8(Y)) —= Moryp(F(X),§(Y))

—oF(f)

Se v : E' — Nat(F,9) é outro morfismo que faz este diagrama comutar, entao:
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(v(@)x = px oy(a) = py(a) = px o9'(a) = (v'(a))x,

para todo X € €, ou seja 7/(a) = y(«a), para todo « € E'. Assim v = 7. Por-
tanto (Nat(F,9),{ux : Nat(F,9) = Morp(F(X),G(X))}xee) é um objeto terminal
na categoria W(Morp(F(-), 9(<))). Logo Nat(F,§) = [ o Morp(F(X),5(X)). O

Definicao 3.3.3. Um funtor F : C — Set € dito representavel quando é naturalmente

equivalente ao funtor More(Z,.) ou ao funtor More(-, Z), para algum Z € C.

Os funtores dos itens e no Exemplo sao funtores representados pelos
objetos X e Z, respectivamente. Note que nem todo funtor é representavel. Um exemplo
de um funtor que nao é representavel é o funtor constante, partindo de uma categoria
que possui objeto zero, a categoria Set, definido por um conjunto S € Set com dois ou

mais elementos.

Proposicao 3.3.4. Sejam X,Y € C. Os funtores More(X,.) e More(Y, ) sio natu-
ralmente equivalentes se, e somente se X e Y sao isomorfos. O mesmo vale para os

funtores More(-, X) e More(,Y).

Dem.: Se ¥ : More(X,.) — More(Y,.) é um isomorfismo natural, entdo o seguinte

diagrama comuta:

Vx

More(X, X) More(Y, X)
\Ilyl(ly)Oul T (1y)ou
More(X,Y) . More(Y, X)

Com isto prova-se que \If{,l(ly) oUx(1x) = ly. Usando a naturalidade de ¥~! prova-se
que Wy (1x)o Uyt (1y) = 1x, ou seja, Ux(1x): Y — X é um isomorfismo. Consequen-
temente, X e Y sao isomorfos. A reciproca é imediata. O

Agora relambramos um importante resultado sobre funtores contravariantes e re-

presentaveis, o qual pode ser visto em [Ma], Segoes I1X.5 e IX.6.

Proposicao 3.3.5. Sejam D uma categoria monoidal rigida, F : C? x € — D um

bifuntor que admite um coend e G : D — Set um funtor contravariante e representdvel.
Entao, 9(fXEe F(X, X)) = [yee ST (X, X). Em outras palavras, funtores contravari-

antes e representdveis transformam coend’s em end’s.

Observagao 3.3.6. Sejam w : € — Ay um funtor, f : M — N € Mor(A) um
morfismo e n € Nat(w,w ® M) uma transformag¢do natural, onde w@ M : € — A é
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o funtor definido por (w®@ M)(X) = w(X)® M. Entao (1, @ f)on:w - w@N €
uma transformacao natural, onde [(1, @ f)only = (1,(X) ® f) onx. De fato, seja
a: X =Y e Mor(C). Considere o sequinte diagrama:

lox)®f

w(X) L wX)o M w(X)® N
w(a)l (1) lw(a)@lM (2) lw(a)@lN

Observe que (1) comuta pela naturalidade de n e que (2) comuta trivialmente. Portanto

o diagrama comuta. Segue que (1, ® f)on é uma transformagdo natural.

Observagao 3.3.7. Seja Nat(w,w ® o) : A — Set o funtor definido pela associagdo
M € A+ Nat(w,w ® M). Suponha que Nat(w,w ® ) € um funtor representado por
C € A. Entao eziste um isomorfismo natural ¥ : Mory(C,.) — Nat(w,w ® ). Se
f:C — M é um morfismo em A, entio ¥y (f) = (1, ® f) o Ve(le), pois o sequinte

diagrama é comutativo:

Mor(C,C) Yo Nat(w,w ® C)
foul L(lw®f)ou
Mor(C, M) Nat(w,w ® M)

M

Como U € um isomorfismo natural, dada uma transformagao natural ¢ : w — w & M,
existe um unico morfismo f € Mor(C, M) tal que Uy (f) = @, o que equivale a dizer
que eziste um unico morfismo f € Mor(C, M) tal que ¢ = (1, @ f) o Y (1lo).
Lema 3.3.8. Sejam (C,w) € € e C € A. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. C = coend(w);

2. o funtor Nat(w,w ® .) : A — Set € representdvel, e tem como representante o
objeto C;

3. ewiste uma transformacdo natural 6 @ w — w ® C, tal que para cada M € A
e para cada transformacao natural @ @ w — w ® M existe um unico morfismo

f=f(p):C— M e Mor(A) tal que o sequinte diagrama € comutativo:

w o w®C
X%

w®M
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Dem.: (1 < 2) Para cada M € A, sabemos que o funtor Mor(w(.),w(.) ® M) é
equivalente ao funtor Mor,(w(.)* ® w(.), M), conforme a Proposigao Assim:

I

Nat(w,w ® ) Jxee Mora(w(X),w(X) ®.)
)

1%
b
m
)

=

@)

=
=
£

P

onde a primeira equivaléncia (natural) decorre da Proposigao , a segunda decorre
da Proposicao [2.3.6] e a terceira decorre da Proposicao [3.3.5 visto que o funtor
Mory (., Z) é contravariante e representavel, para cada Z € A. Logo, Nat(w,w ® .) é
representado por C' se, e s6 se C' = ere w(X)* ® w(X), conforme a Proposigao m
(2=3) Seja ¥ : Mor(C,.) - Nat(w,w® ) um isomorfismo natural. Pela Observagao

3.3.7, basta tomar §* := U (1¢).
(3 = 2) Para cada M € A, defina a fungao:

Uyt Mory(Co,M) — Nat(w,w® M)
f — (Lo ® f)od,

Se av: M — N é um morfismo em A e dado f € Mor,(C, M), entao:

Un(aof) = (lu®ao f)od¥
= (Il,®a)o(l,® f)od
= [(lu®a)oJ(Yu(f))

Logo ¥ := {Wy},,c4 ¢ uma transformacao natural entre os funtores Mory(C,.) e
Nat(w,w ® ). Da hip6tese de que existe um tnico morfismo f : C' — M, tal que o
diagrama comuta, concluimos que ¥,; é uma bijecao, para todo M € A. Portanto ¥ é

um isomorfismo natural. O

Corolario 3.3.9. Se C € A € o coend do funtor w : C — Ay e f,g: C — M €
Mor(A) sao dois morfismos tais que (1, ® f)od* = (1, ® g) 0 d¥ entdo f = g.

Dem.: Aplicacao direta do item (3) do Lema : O
Seja (C,w) € € um par que possui um coend C' € A. Vamos utilizar o Lema m
para definir dois morfismos, A : C' - C® C e e : C — 1, que darao uma estrutura de

objeto coalgebra na categoria A para o objeto C' € A. Para tal, defina A como sendo
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o unico morfismo que faz comutar o seguinte diagrama:

w

w w®C

éwj jh@A

w®C—= 6W®1w®C®C
Analogamente, defina ¢ como sendo o tnico morfismo que faz comutar o seguinte dia-
grama:
w—2weC

o jlw@)a
Tw

w®1l

Proposicao 3.3.10. (C,A,e) € um objeto codlgebra na categoria A.

Dem.: Primeiramente vejamos que A é coassociativa. De fato,

1, @ (A®10)A)] = (1, AR 16)(1, @ A)o¥
QAR 1) (0¥ ® 1¢)ov
(1, ® A)0%) @ 1¢)6*
(0 ® 1¢)0¥) ® 1¢)ov
0 @1c® 1) (0¥ ® 1¢)0”
M R1le®1o)(l, ® A)§¥
0 @ A)ov
®1lc @A) (0 @ 1¢)o”
®1le®@ A)(1, @ A)§¥
& (1o ® A)A)S*.

(
(1o
(
= (
= (
(
(
(1o
(1o
Lo

Assim, [1, ® (A ® 1)A)]6 = [L, ® ((1c ® A)A)]§+. Utilizando o Corolério [3.3.9]
concluimos que (A ® 1¢)A = (1¢ ® A)A. Para o axioma da counidade, note que:

1o @ ((e ® 10)A)]6* ®e®1o)(l, ® A)d¥
®e®10)(0Y ® 1a)o¥

(1o
(1o
((ly ®€)6*) @ 1¢)8*
(s
(1o

r1 X 1c>5w
© 1516,

Assim, [1, ® ((e ® 1¢)A)]6* = (1, ® I;')d*. Utilizando o Corolario [3.3.9} conclufmos
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que (¢ ® 1¢)A = I;'. Da mesma forma,

[, ® (e ®e)A)]6Y = (1, ®1le®e)(l, ® A)d¥
= (lu®1le®e)(d” @ 1c)o¥
(0¥ ®e)d*
(0¥ @ 1a)ry!
Tusc © 0

= (1, ®rg")e”

implica que (1c ® €)A =1," O

3.4 coend(w) é um objeto algebra em A

Nesta secao mostraremos que coend(w) é um objeto algebra em A, para qualquer par
(C,w) € € desde que € seja uma categoria monoidal e (w, j, jo) : € = Ag seja um funtor
monoidal.

Lembramos que o coend de um funtor estd biunivocamente determinado por uma
transformagao natural com uma determinada propriedade universal (ver Lema .
A proxima proposicao nos da uma caracterizagao de tal transformagao natural para um

produto tensorial de dois funtores.

Proposigao 3.4.1. Sejam (C,w), (D,v) € € e C = coend(w) e D = coend(vy). Entdio
38 = (1, @7c, ®1p) (0¥ ®07) WY > wRYRC®D é uma transformagao natural
que possui a propriedade universal descrita no item (@ do Lema .

Dem.: Ver [Sch], Lema 2.3.6. O

Observacao 3.4.2. A Proposicao [3.4.1 nos diz que o coend do produto tensorial de

dois funtores € isomorfo ao produto tensorial dos respectivos coend’s.

Lema 3.4.3. Sejam X,Y,Z e W objetos de uma categoria monoidal quase simétrica
(A, 7). Entao o sequinte diagrama é comutativo:

X,y ®1lzQ1w

XQYRZW YRXQZ0W

1x®@ly®7zw ( ) Iy ®@Txwz,w

XRYIWR®Z——F—YRIWRX®Z

X, yow®lz
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Dem.: Considere o seguinte diagrama:
T 17z®1
XoVRZW 222N yoX®ZoW
1xRly®@Tz,w ly®@Txgz,w

XeYeoW®eZ (2) YeWeX®Z

1x®ly®@Tz,w X, yow®lz

XQYQZQW —— XYW Z

1x®1ly &7z w

Note que (1) comuta se, e somente se, (2) comuta. Mais ainda, (2) comuta pois o
diagrama

TX,y®lz®lw

XRYRZRQW YRXQRZQW
1xQ®ly ®Tz w \ / ly ®Tx®z,w
1x®71z,y®1lw TX®2Z,Y®lw

\ oy

XQYQW®Z XRZQAY QW YOWRX®Z
1x®Tz,yow

1x®7z v ®lwy 1x®Tz yow

1x @1y @7z w X, yQWw®lz

XQRQYRQRZIQW XRQYQQWweZz
1x®ly ®7z w

comuta, usando que (A, ) é quase simétrica. O

Observagao 3.4.4. 1. Note que ¥ : Mor(1,.) — Nat(1,1 ® _), definido por
Ux(f) = Ix o f, é um isomorfismo natural. O Lema garante que
1 = coend(i) e que 6* = I7' = Wy(1y) € uma transformagdo natural tal que
para cada M € A e qualquer transformacdao natural ¢ : 1 — 1 ® M, existe um

unico morfismo f 1 — M que faz o sequinte diagrama comutar:

it

1 121
X ‘K@)f
1@ M
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2. A comutatividade do diagrama anterior implica que o diagrama

ljfl l1
1 1®1——1
X ;/@Jf lf
1M M
Iar

¢ comutativo. Logo f = Iy o .

3. Se C' ¢ o coend do funtor w e p: 1 — 1® C € a transformagao natural dada por
(jo®1c)od¥ o]y, entdo f é o morfismo lgo(jo®1c) 0¥ 0jy . Note que o sequinte

diagrama é comutativo:

) —Eu)ec

1
fl ljo@lc

C 1®C
c

Proposicao 3.4.5. Sejam (C,w) € € que possui um coend C € A, m: C®@C — C o
unico morfismo que faz o diagrama

w®w®wwu®0®w®d%ww®w®o®o

lj jlw@)lw@m

w(u®u) 5@ w(”®”)®0j—1710>w®w®0

comutar, e u : 1 — C o morfismo obtido, conforme o item [J da Observagio

pela sequinte composi¢ao:

12 1) —E o) ec
“l lj()@lc
C 1®C

le
Nestas condigoes, (C,m,u) é um objeto dlgebra na categoria A.

Dem.: Basta verificar que os dois morfismos cumprem os axiomas estabelecidos na
defini¢ao de objeto algebra. Comegamos vendo que m(lg ® m) = m(m ® 1¢). Isto

decorre do Lema [3.4.3] o qual garante que as composicoes nas partes superiores dos
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dois seguintes diagramas comutativos sao iguais (visto que que j(1®j) =j(i® 1)):

Y ROY RO¥ 1,®7, w®10®1w®1c 1,®1,T Cw®1C 3 3

WRWRW—"0000wRC w55 weC®C®we 202 @ C®
J®\l}w 1w®1wm®w®1c 1w®1w®1w®m®1c

5Y Q8w iAtele®le®lc ®TC,w®le o3 2

wWe® ) Qw———w(L®.)CRw 002 R we C owd Tl g oo

Jl 1w®TC\{:w®1C 1w®1w®l7'c,w®1c Zd/

A ®lL®le®le 3 2 ~
wi(c® ) ®.) we®)RweC T = 5 (9 g 0%
6\% 1w®1\1/w®m 1w®1w%1w®m
- . ®°
wt®)®)el = we®.)®wel P pe— w ®C

W o SW @ SW 1o®1cR1,®71c,,®1 1, R7T¢ wew
w®w®wwgu®C®w®Cw%gigf@g%?@w@w@C@@Cq’Lw@S ® C®
1wl®j 1w®10®1w®1w®m 1w®1w®1w®10®m
w w w w 1
wRWe® ) —YE 0 Cowle.) 8 PEE Y0 9 Cowews Tt 8t g o
j 1w®To,wew®lo 1w®TC,wew i
l \L 1o -71®1C®®10 3 2 /
w(e® (L®.L) wRw(L®.)®C g2, 0 g P
|
ov 1,®1,8m 1o®1,R01,8m
l / v
wi-@ (@)’ itele wew-®.)®0 L@ '®lc S eC

Para mostrar que m o (u ® 1¢) = l¢, considere os seguintes diagramas:

l{1®(5w 11®71,6®1¢

1®w 11wl 1wl d
URO
CRuwel (2) Leuel.®lc (3) L1®l,@udle
jo ' ®lw W le®1,®1c
18Cowe X’ oweCeC
o ' ®le®1,®1c (4) ip '®1u®1c®lc
w(1) ® w e w(1 )®C® T eweCeC

j1,0 (5) Ly(1)®lw®m

wl®.) o wl®.)®C ) wl)@we C
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17 ®6, 1w
1®w 1% 1910wt feweleC
7

j°1®1‘“t \lw (7 § 11®lw®lc\; (8) W11@;>1w@g>zc:11(g>7~w<g>1c
CL)(]].)@CL) (6) w W®C'TM1®W®C

Jn,ul /w(l) (10) w(l)iéélc (9) io '®lu®lc

W18 ) ————w(1 8 ) 8 C ——w(l) ®w® C

1®w i1, ®lc

Note que o item [3| da Observagao [3.4.4] garante que (1) comuta. (2) comuta pela
naturalidade de [, (3) e (4) comutam pela naturalidade de 7, (5) comuta pela definigao
de m, (6) comuta porque w é monoidal, (7) comuta por que (1; ®[,) =r1®1, =1 ®1,,
(8) comuta pela definigdo de 7, (9) comuta por que w é monoidal e (10) comuta pela
naturalidade de 0“. Identificando u(x) = 1 e notando que 0* = I;', o Lema m
garante que m o (u ® 1¢) = l¢. Considerando que I;* = 3!, de modo andlogo mostra-

se que mo (lg @u) =re. O

3.5 coend(w) é um objeto biidlgebra em A

Finalmente, provaremos nesta se¢do que coend(w) é um objeto bidlgebra em A sob as
mesmas hipoteses da se¢do anterior. Desde que que coend(w) é um objeto élgebra e

coalgebra em A, resta mostrar que A e € sao morfismos de objetos algebra de A.
Teorema 3.5.1. (C,m,u, A, &) é um objeto bidlgebra em A.

Dem.: Provaremos que ¢ : C' — 1 é um morfismo de objetos dlgebra de A. A prova de
que A : C — C ® C é um morfismo de objetos algebra de A ¢é similar e serda omitida.
Visto que (1,74, 11) é um objeto algebra em A, ¢ é um morfismo de algebras de A se, e
somente se, eom = r10(e®e) e eou = 1;. Primeiramente vejamos que com = ryo(e®e).

Para tal, considere os seguites diagramas:

55 1u®7c,L®lc

ww wRCRuw(l wRwC®C
Jj (1) llw(@w@m
i1
w(e®.) d we®.)®C — 2o w®w®C
\(31 llww@u)@e (2) llw@w@a
Tw(e®wo)
we.)®1l — WwRWRL
T ®11
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) 1u®70,u®1c

wRw w®CRwel wOwC®C
M) l1w®a®1w®1®ﬁl wgﬂ l1w®w®a®a
WwRIRQw®1 . WRQw®I®IL
1w®11®rwl (6) l1w®w®r1
wRILRw oorie wRQuwl

Veja que (1) comuta pela definigdo do morfismo m, (2) comuta pela naturalidade de
7Y (3) e (4) comutam pela defini¢do do morfismo ¢, (5) comuta pela naturalidade de 7
e (6) comuta pela naturalidade de r. Para concluir esta etapa da prova, resta mostrar
que (1, @)oo (1, @1y @r,)o(rt@ry!) = (G '®1)o (r;(lu&)) o j, e aplicar
diretamente o Lema [3.3.8] Note que:

w®@ T, ® 1) 7“71®7“71)

Ww®T, @1, e, ®14)(1, @11
)
1

wew O T1 (
(

w®@ T, @1, (1, ®1; 1®11)(1w®7“;1)
)
(L,

)(1

waw ®71)(1

waw @ 11)(1
)1y ® (rawol;h) ® 11) (L, @ ")

wow @71) (1, @151 @ 17) (1, @ 751)

wow @ 71) (luge ® Iy (L, @131

wow @ (r1ol7 1)) (1o @ r5h)

w®w®11)(1w®7‘;1)

wRw X T1

/\/\/\/-\/\A

= 7‘_1
(Tawol5h)
®71w)( w® l;l)

® T1w)(r,' ® L)

®
®

(1
(1
(1
(1
(1
=
(1
(1
1,
1,
(1o
(1o
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Com isto, e a naturalidade de j,r, e 7, tem-se que o seguinte diagrama é comutativo:

-1
T (@)

wl-©.)®1 w(-©.)

rol@lu=1,015"
WwR1Rw roterg!

loewel
1o®T1 . w®1
wRwR1e1<%  210wel

1w®w®T1 1,811 Q7

Lo @18 wR1Rw

WwRwI1l

Provaremos agora que € ou = 15. Para tal, observe que (1, ®¢)od = r !, logo, tem-se
que (1,a)®e)ody = r;(ll). Este fato, juntamente com a naturalidade de [ e a definicao

de u, fazem com que o seguinte diagrama seja comutativo.

61 lw(1)®€
w(1) wl)®C w(l)®1
jo@!lc 'gl®a/
P
jo ! 1®C
llf jo®11
1 m C 11®\
1

Com isto,
cou = lio(jo®1y)o ((luw ®e)od)ojy
= Lo (jo®1g)oryl o’
= JpoO Tw(1) © r;(ll) oja1
= 1



3.6 Exemplo

Seja G um grupo finito e seja vecg a categoria dos espacos vetoriais G-graduados de
dimensao finita. Se V' € vecg, defina éy : V = V @ kG por v € V;, = v ® g. Isto nos
fornece uma transformagao natural § : w — w ® kG, onde w : vecg — vecy é o funtor
esquecimento.

E fécil verificar que ¥ : Homy (kG, ) — Nat(w,w®.), dada por f — (1, ®f)od e
¢: Nat(w,w® ) - Homi(kG, -), dada por n — ly o (¢ ® 1y) o g, sdo transformagoes
naturais. Se f € Homyg(kG,V') e g € G, temos:

(P oWy)(f)g) = (Pv((ly® [f)od),g)
= lyo(e®1y)o(ly® f)odua(9)
= lvo(e®ly)o(lb®@ fllg®yg)
= lyo(e®1ly)(9® f(9))
= lvo(elg) ® f(g))
= v(1® f(9)
= fl9)
= (f,9)

Com isto mostramos que @y o Wy = 1yom, ka,v), Para cada V' € vecy.

Se V €wvecg en:w— w®V é uma transformacao natural, existe v € V', tal que
m(l) = 1®v. Se W € vecg, entdo, para cada w € W, o morfismo k,, : k — W, definido
por 1 — w é um morfismo em vecg. Para W € vecg e w € W, temos:

nw(w) = nw o ky(1)
= (ko ®1v) om(1)
= (kv ®1ly)o(1®v)
= WX
= (Lel) (wvelewv)
(L, ® ly)(w @ (1))
= (lu®ly)o(lu®@m)e(w®l)
(Lo ®lv) o (L ® 1) 0yt (w)

(ro ® 1v) (Iw ®11e) © 7 (w)
Logo, nw = (r, ® 1y) o (1w ® mx) o 13}, 0 que garante que o seguinte diagrama é
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comutativo:

w kG

§
w
n

w®k lu®@ma
LAJ%WI«

wRkRV<~—w@kGRV

Tw®ly 1,®e®1y

wV

Como ¥y ody(n) =(1,®1ly)o(l, ®e®1y) o (1, ®mke) 0 6, temos que ¥ o d(n) = 7.
Provamos com isto que ¥y o @y = 1ygiwwev), Para cada V € vecg. Isto nos permite
concluir que ¥ é um isomorfismo natural, e portanto, que o funtor Nat(w,w ® .) é
representado por kG. Mais ainda, concluimos que kG ¢ o coend do funtor w e que ¢
tem a propriedade universal descrita no Lema[3.3.8] Isto nos permite dar uma estrutura
de biadlgebra para o espaco vetorial kG via as Proposigoes e e o Teorema
B.5.1.

Proposicao 3.6.1. Se (kG,mp,up, Ap,ep) € a estrutura de bidlgebra dada a kG pe-
las construgoes citadas acima, entdo m = mpg, u = ug, A = Ap, € = €, onde

(kG,m,u,A,e) € a estrutura de bidlgebra usual de kG.

Dem.: Basta notar, para o caso da multiplicacao, que se V' e W sao dois espagos
vetoriais G—graduados e v € V; e w € Wy, entdo v @ w € (V@ W)g,. O restante desta

construcao, assim como as demais, decorre facilmente do que foi discutido no texto. [

Proposicao 3.6.2. Se G é um grupo finito, entdo as categorias vecg e M*C sdo iso-

morfas.

Dem.: Em [SM], Example 1.6.7, vemos que, se (p,V) é um kG—comédulo, v € V

e p(v) = Z’U; ® g, entao p(v,) = v, ® g. Com isto, defina V] = {v,,v € V}. Se
geG
s € V,NV,, entao s ® g = p(s) = s®@h, logo g = hous =0. Sev €V, entao
v=(e®1)op(v) = Zv;, e assim, V = ergl SeT : (p,V)— (n,W) é um morfismo
geG gelG

de kG—comédulos, entdo (T'®@ 1)op =noT. Se v, € V/, n(T(v,)) = T(v;) ® g, ou

seja, T'(V)) C W,. Portanto, T' é um morfismo de espagos vetoriais G —graduados.

Reciprocamente, se V' = @ Vg, defina py 1 V — V@ kG por v € V; = v® g. Com
geG
isto, (pv,V) é um kG—comédulo. Agora, se T : V — W é um morfismo de espagos

vetoriais G—graduados, é claro que 7' é um morfismo entre os kG —comédulos (py, V)

e (pw,W)
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Se (p, V) é um kG —comédulo, entao V' = @ Vg’ é um espaco vetorial G-graduado,
geG
onde V é o subespaco V| = {v;,v € V'}, definido anteriormente. Entao, (py,V) é um

kG—comédulo. Note que py(v,) = v, ® g = p(vy), para cada v, € V], g € G. Logo,
pv=pe(pv,V)=(p,V).

Analogamente, se V = @qu é um espago vetorial G—graduado, entao (py,V) é

geG
um kG—comddulo. Se V] = {v;,v € V}, onde p(v) = > v, ® g, entao V, =V, para

cada g € G. Com isto, o funtor F : M*¢ — vecg, definido por (p, V) +— V = @ Ve

geG
T — T, é um isomorfismo de categorias. 0

Esta proposicao nos permite concluir que kG é o coend do par (M*“ U), onde
U : M¥C — vecy é o funtor esquecimento. Do acima discutido, recuperamos a bidlgebra

kG a partir da categoria monoidal M*“ e do funtor monoidal U.
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