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COMISSÃO EXAMINADORA:

Luiz Alberto Dı́az Rodrigues, Prof. Dr.

(Orientador)

Vanderlei Manica, Prof. Dr. (FURG)

Salvador Lou Vega, Prof. Dr. (UFSM)

Santa Maria, 10 junho de 2015.



AGRADECIMENTOS
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RESUMO
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AUTOR: SIMONE MUNARI FRANCO

ORIENTADOR: LUIZ ALBERTO DÍAZ RODRIGUES

Data e Local da Defesa: Santa Maria, 10 de junho de 2015.

A dispersão populacional é um processo importante a ser considerado quando se

trata da análise de interações entre populações. Levar em conta o alcance e a maneira em

que a movimentação ocorre, torna o modelo mais reaĺıstico. Por isso propomos a análise

de um modelo discreto Planta-Herb́ıvoro-predador, que consiste essencialmente em uma

população de insetos herb́ıvoros e uma população de predadores desses insetos inseridos

em uma plantação, onde consideramos múltiplas escalas de tempo para a movimentação e

reação dos indiv́ıduos. A movimentação dos herb́ıvoros inclui um movimento orientado em

direção às altas densidades de plantas e a tendência de agregação com seus coespećıficos.

Por sua vez, os predadores procuram ativamente por estas presas. Observamos, para

esta dinâmica, a formação de padrões espaciais heterogêneos dinâmicos, e estáveis para

escalas de movimentação maiores. Em ecologia a identificação dessas estruturas regulares

possibilita a aplicação dos modelos de dispersão populacional em situações reais, como

por exemplo, no controle biológico de pragas.

Palavras-chave: Dispersão. População. Interação. Múltiplas Escalas. Padrões.
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Date and Location of Defense: Santa Maria, June 10, 2015.

The population dispersion is an important process to be considered when we wish

analyze the interactions between populations. Taking into account the range and the

way in which the movement takes place makes the model more realistic. Therefore, we

propose to analyse a discrete model Plant-Herbivore-Predator, consisting essentially of

an herbivore population and a predator population of this insects on a platation, where

we consider multiple time scales for the movement and reaction of individuals. The

movement behavior of insects includes a movement oriented toward higher density plants

and a tendency to aggregate with their conspecifics. Moreover, the predator actively

searches for its prey. We observed, for this dynamic, dynamical heterogeneous spatial

pattern formation, and stable for higher scales. In ecology the identification of regular

structures allows the application of population dispersion models in real situations, such

as the biological control of pests.

Keywords: Dispersion. Population. Interaction. Multiple Scales. Patterns.
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INTRODUÇÃO

O uso de agrotóxicos é amplamente utilizado na agricultura para o controle de

pragas, no entanto, o uso constante de qúımicos promove também a redução de organis-

mos benéficos, a poluição do solo, da água e alimentos, ou seja, é prejudicial a natureza

como um todo. Tendo em vista estes problemas, o controle biológico, que consiste no con-

trole de plantas ou animais através dos seus inimigos naturais (Thacker, 2002), tem sido

considerado como uma alternativa para manter a população de uma determinada praga

sob controle, isto é, em uma densidade populacional que não cause danos econômicos à

cultura. Algumas vantagens do uso do controle biológico é a redução de exposição dos

produtores aos pesticidas; a ausência de reśıduos nos alimentos e baixo risco de poluição

ambiental. Porém o uso do controle biológico requer a análise detalhada dos processos

envolvidos, e portanto necessita de estudo, tempo e controle. Analisar uma dinâmica que

descreve as interações entre um inseto herb́ıvoro (presa) e seu inimigo natural (predador)

inseridos em uma plantação é útil no que se refere às questões associadas ao controle

biológico, e portanto de grande importância econômica.

Em sistemas presa-predador nem sempre a reprodução e dispersão ocorrem de

maneira sincronizada. Pode ocorrer que as espécies se reproduzam e se dispersem em

diferentes intervalos de tempo. Neste caso, a formulação tradicional dos modelos com

tempo discreto não é apropriada porque supõe que a reprodução e dispersão das espécies

ocorrem na mesma escala de tempo. Neste trabalho, apresentamos um modelo planta-

herb́ıvoro-predador onde a reação das populações e o movimento dos herb́ıvoros em relação

às maiores densidades de plantas (fitotaxia) ocorrem em escala lenta, enquanto os movi-

mentos de agregação com seus coespećıficos e o movimento orientado dos predadores em

relação às maiores concentrações de herb́ıvoros (presataxia) ocorrem em escala rápida.

Isto significa que etapas de agregação e presataxia ocorrem com maior frequência do que

as etapas de reação e fitotaxia.
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No caṕıtulo 1, apresentamos a origem dos modelos clássicos para a dispersão po-

pulacional, bem como os modelos com equações a diferenças integrais, que são modelos

discretos para a dispersão populacional não local, e também sistemas de Redes de Mapas

Acoplados (RMA) para dispersão populacional local e não local, e fizemos uma breve

comparação entre modelos Integro-diferenciais e RMA. No caṕıtulo 2, descrevemos o mo-

delo discreto Planta-Herb́ıvoro-Predador sem estrutura espacial, encontramos as soluções

de equiĺıbrio do sistema e posteriormente analisamos a estabilidade dessas soluções. No

caṕıtulo 3, utilizamos um sistema de RMA para descrever o modelo em estudo, no qual

consideramos diferentes escalas de tempo para a reação e dispersão das populações; e por

fim mostramos alguns resultados obtidos através das simulações numéricas.



Caṕıtulo 1

MODELOS DISCRETOS PARA

DISPERSÃO POPULACIONAL

Dispersão de uma população é o processo de movimentação para outros locais, e

pode ser considerada como decorrente das condições do ambiente, sejam estas climáticas,

de deterioração ou de heterogeneidade do meio. As populações podem movimentar-se

de diferentes formas, as mais comuns são a movimentação em resposta a um est́ımulo

externo (fluxo por taxia), a movimentação aleatória (fluxo difusivo) e a movimentação

caracterizada por um campo de velocidades (fluxo convectivo). Os processos de dispersão

podem ocorrer em diferentes escalas de distância, isto é, podem ser locais ou de longo

alcance.

Estudar a movimentação das populações é fundamental para obter informações

sobre estabilidade e coexistência das populações, fatos estes que são questões biológicas

importantes e de grande interesse econômico.

Modelos clássicos para a dispersão populacional derivam principalmente de equações

de conservação que são obtidas por meio do prinćıpio da conservação que é basicamente

uma medição da variação de indiv́ıduos (aparecimentos e desaparecimentos) em uma

região considerada. A equação de conservação é uma equação diferencial parcial que

descreve a movimentação e redistribuição espacial de uma população, e é escrita como:

∂u(x, t)

∂t
= −∂J(x, t)

∂x
+ f(x, t), (1.1)

onde

u(x, t) = densidade de indiv́ıduos da população considerada;
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J(x, t) = fluxo de indiv́ıduos em (x, t);

f(x, t) = número de indiv́ıduos que estão aparecendo ou desaparecendo em (x, t).

A equação (1.1) pode ser aplicada a inúmeros problemas espećıficos ao considerar

J e f de acordo com as caracteŕısticas dos processos de movimentação, de aparecimento

e desaparecimento da população considerada.

Modelos de Reação-Difusão, por exemplo, são obtidos da equação de conservação ao

considerar um fluxo difusivo, o qual é estabelecido pela lei de Fick como sendo proporcional

ao gradiente de concentração e na direção contrária às maiores concentrações, isto é:

J = −D
∂u

∂x
, (1.2)

onde D > 0 é o coeficiente de difusão e representa a intensidade do movimento aleatório.

A aplicação de modelos matemáticos de Reação-Difusão aos processos de invasões

biológicas se deu somente a partir da formulação de um modelo para o espalhamento de

um gene dominante em uma população, por Fisher em 1937 (Murray, 1993).

1.1 Modelos com equações a diferenças integrais

Vamos analisar modelos discretos para a dispersão populacional não-local. Para

isso, consideramos um organismo com gerações que não se sobrepõem, ou seja, cada

indiv́ıduo deixa r descendentes antes de morrer; e que seu crescimento e dispersão ocorram

em etapas distintas. Podemos assim descrever o estágio de crescimento da população por

uma equação a diferenças da forma

Nt+1 = f(Nt), (1.3)

onde Nt representa a densidade de indiv́ıduos na geração t e f(Nt) é geralmente uma

função não linear que caracteriza a dinâmica de crescimento da população, esta que pode

ser dada pela função loǵıstica

f(Nt) = (r + 1)Nt −
r

K
N2

t , (1.4)

ou pela função de Ricker

f(Nt) = Ntexp

[

r

(

1− Nt

K

)]

, (1.5)
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onde r é a taxa intŕınseca de crescimento e K é a capacidade de suporte do ambiente.

Para o estágio de dispersão, consideramos um domı́nio unidimensional formado por

n śıtios discretos com coordenadas xi, i = 1, 2, ..., n e Nt(xi) a densidade da população

no śıtio xi no ińıcio da geração t. Durante o estágio de reprodução a população em cada

śıtio xi é representada por f(xi, Nxi
), já no estágio de dispersão os indiv́ıduos f(Nxi

) são

redistribúıdos. Esses dois estágios juntos resultam em uma equação da forma:

Nt+1(xi) =

n∑

j=1

k(xi, xj)f(Nt(xj)), (1.6)

onde k(xi, xj) é a probabilidade de um indiv́ıduo movimentar-se do śıtio xi para o śıtio

xj .

Se a população estiver continuamente distribúıda, tomamos x como uma variável

cont́ınua no domı́nio Ω, e nesse caso a população é representada em f(x,Nx) no estágio

de reprodução e redistribúıda no estágio de dispersão. Esses processos resultam em uma

equação a diferenças integral

Nt+1(x) =

∫

Ω

k(x, y)f(Nt(y))dy, (1.7)

onde k(x, y) é o núcleo de redistribuição, isto é, descreve a dispersão não-local da po-

pulação, e k(x, y)dy é a probabilidade de um indiv́ıduo no intervalo (y, y + dy) mover-se

para a posição x durante o estágio de dispersão (Kot, 1992). Sendo assim, o núcleo de

redistribuição deve ser não negativo e satisfazer:

∫

Ω

k(x, y)dy = 1. (1.8)

Existe um variado número de métodos para estimar núcleos de redistribuição

através de dados observados. Porém a forma desse núcleo varia de acordo com o or-

ganismo e o seu padrão de dispersão, pois deve refletir o comportamento da espécie. Em

geral núcleos de redistribuição são obtidos ajustando curvas de distribuição, como por

exemplo a distribuição exponencial (Figura 1.1), com dados experimentais. Esta função

aproxima muitas das distribuições leptocúrticas encontradas na natureza (Kot e Shaffer,

1986). Uma função de distribuição leptocúrtica é aquela que apresenta um pico mais

elevado e caudas mais grossas, o que pode caracterizar distribuições (ou dispersões) de

longo alcance.
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Figura 1.1: Distribuição Exponencial.

1.2 Redes de Mapas Acoplados (RMA)

Redes de Mapas Acoplados (“Coupled Map Lattice”) são modelos constitúıdos por

um reticulado de equações a diferenças acopladas, onde o espaço e o tempo são descritos

por variáveis discretas e as variáveis de estado (densidades) são representadas por variáveis

cont́ınuas. O espaço é o lugar f́ısico onde se encontram as populações em estudo, sejam

estas de plantas ou animais. Nessa formulação, o espaço é definido como um domı́nio

bidimensional dividido em manchas discretas (“patches”), também chamados de śıtios,

arranjados em uma grade ou rede, e identificados por i, j = 1, 2, ..., n (Figura 1.2), onde

n é a dimensão do reticulado.

Figura 1.2: Reticulado bidimensional.

Nessas redes as gerações são discretas e dentro de cada uma delas há duas fases

distintas: reação e reprodução. Na fase de reação, as interações entre indiv́ıduos de mesma

ou de diferentes espécies podem ocorrer dentro do śıtio; e na fase de dispersão, que ocorre
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entre śıtios, uma fração de indiv́ıduos deixa o śıtio de origem para habitar outro śıtio.

Em cada śıtio, esta dinâmica pode ocorrer de diferentes maneiras numa certa vizinhança

que leva em conta o alcance da dispersão, por exemplo, a vizinhança de Von Neumann

considera os quatro vizinhos mais próximos, enquanto a vizinhança de Moore considera

os oito vizinhos mais próximos. Também é posśıvel definir outras vizinhanças quando

deseja-se levar em conta movimentações de longo alcance.

Existem também condições de fronteiras que definem uma regra de movimentação

para aqueles indiv́ıduos nos śıtios localizados na fronteira do habitat. Os principais tipos

de fronteiras são:

1. Fronteira reflexiva, na qual os indiv́ıduos não cruzam a fronteira. Este tipo de

fronteira pode ser usada por exemplo quando os indiv́ıduos estão localizados em

uma área favorável;

2. Fronteira absorvente, onde os indiv́ıduos podem atravessar as fronteiras. Se aplica

ao caso dos indiv́ıduos que se encontram em uma região que torna-se desfavorável;

3. Fronteira periódica ou ćıclica, na qual cada uma das extremidades do reticulado é

ligado ao seu oposto como em um toro, então indiv́ıduos movendo-se para o norte

da primeira linha reaparecerão na última linha ( Solé and Bascompte, 2006; White

and White, 2005; Comins et al., 1992 apud Rodrigues et al., 2013).

Os modelos RMA foram introduzidos primeiramente pelo f́ısico japonês Kunihico

Kaneco com o propósito de investigar caos espacial temporal (Rodrigues et al., 2013). No

entanto a aplicação desses modelos em populações ecológicas aconteceu essencialmente

nas últimas três décadas.

1.2.1 Fluxo Difusivo

O fluxo difusivo é caracterizado pelo movimento aleatório voluntário dos in-

div́ıduos; alguns insetos, por exemplo, desenvolvem trajetórias aleatórias para encontrar

alimentos.

Temos por objetivo descrever a movimentação da população como um todo, ou

seja, obter uma regra que descreva o movimento aleatório e independente dos indiv́ıduos.

A movimentação para os śıtios vizinhos ocorre com a mesma probabilidade, o resultado
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disso é um fluxo de indiv́ıduos de śıtios com altas densidades para outros com menores

densidades; por exemplo, em um śıtio com alta densidade, através do movimento aleatório,

em média mais indiv́ıduos irão deixar esse śıtio do que retornar a ele.

Para descrever a dispersão de uma população, vamos considerar uma movimentação

aleatória local em um reticulado bidimensional (figura 1.3), isto é, a cada intervalo de

tempo os indiv́ıduos dispersam igualmente para os quatro vizinhos mais próximos (Vizi-

nhança de Von Neumann), tal que uma fração µ de indiv́ıduos abandonam sua posição

de origem, enquanto a fração restante (1− µ) permanece em seu śıtio original.

Figura 1.3: Vizinhança de Von Neumann.

Dessa forma, a densidade no śıtio (i, j) no tempo t + 1, isto é, após uma etapa de

movimentação, é dada pela seguinte equação:

ht+1
i,j = (1− µ)ht

i,j +
µ

4

∑

(r,s)∈Vi,j

ht
r,s, (1.9)

onde Vi,j = {(i− 1, j), (i+ 1, j), (i, j − 1), (i, j + 1)} é a vizinhança considerada e ht
i,j é a

densidade de indiv́ıduos no śıtio (i, j) no instante t..

1.2.2 Fluxo por Taxia

Os seres vivos estão diretamente relacionados ao meio onde vivem e respondem

aos seus est́ımulos, não só pelo espaço necessário a sua sobrevivência, como também

as suas funções vitais. Para muitos organismos, a resposta aos est́ımulos externos se

dá através da movimentação; esse movimento pode ser por atração (ou repulsão) a um

dado est́ımulo. Por exemplo, existem inúmeros animais que são atráıdos por fontes de
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calor, por agrupamentos de indiv́ıduos da mesma espécie, altas concentrações de nutri-

entes, qualidade do seu alimento, etc. (Rodrigues, 1998). Esse tipo de movimento é

chamado de fluxo de taxia, entre os quais são conhecidos a aerotaxia, fitotaxia, quimi-

otaxia, termotaxia, presataxia, entre outros. No próximo caṕıtulo, vamos analisar um

sistema planta-herb́ıvoro-predador, no qual herb́ıvoros e predadores movimentam-se por

fitotaxia e presataxia respectivamente, assim nesse momento torna-se interessante apre-

sentar maiores detalhes a respeito desses tipos de movimentação.

Insetos herb́ıvoros se movimentam na direção das melhores plantas para a sua ali-

mentação. Essa escolha é uma caracteŕıstica espećıfica de cada espécie de herb́ıvoro. O

fluxo de taxia na direção das plantas mais convenientes é chamado de fitotaxia. Para

descrever essa movimentação vamos considerar ht
i,j a densidade de herb́ıvoros no śıtio

(i, j) no tempo t e pti,j a densidade das plantas na mesma posição e tempo, tal que esses

indiv́ıduos a cada iteração podem permanecer no śıtio de origem ou mover-se para os

quatro vizinhos mais próximos com uma probabilidade

ptr,s

mt
i,j

, (1.10)

onde

mt
i,j =

∑

(r,s)∈V i,j

pti,j = pti,j + pti−j,j + pti+j,j + pti,j−1 + pti,j+1 (1.11)

é a densidade total das plantas na vizinhança V i,j = {(i, j), (i− 1, j), (i+ 1, j), (i, j − 1),

(i, j + 1)} no instante t, e i, j = 1, 2, ..., n.

Assim, a atualização da densidade de herb́ıvoros no śıtio (i, j) no tempo t + 1 é

dada por:

ht+1
i,j = ht

i,j+1

pti,j

mt
i,j+1

+ ht
i,j−1

pti,j

mt
i,j−1

+ ht
i+1,j

pti,j

mt
i+1,j

+ ht
i−1,j

pti,j

mt
i−1,j

+ ht
i,j

pti,j

mt
i,j

(1.12)

Cada termo da equação (1.12) representa a fração da população de herb́ıvoros

presentes em cada śıtio da vizinhança do śıtio (i, j) no instante t que migra para o śıtio

central (i, j) no instante t+ 1.

No caso da presataxia, a ideia é análoga à fitotaxia, no entanto nesse caso, o

movimento dos predadores acontece em direção as maiores concentrações de presas.
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1.2.3 Fluxo de Agregação

Agrupamentos surgem da tendência exibida pelos organismos de se agregarem em

lugares espećıficos, seja para se alimentar, escapar da predação, ou mesmo por tendências

sociais de algumas espécies, como, por exemplo, as abelhas e formigas. Em muitos casos,

o comportamento de agregação pode aumentar as chances de sobrevivência e reprodução

de muitas populações.

Uma expressão para o fluxo de agregação é obtido ao substituir pi,j por hi,j na ex-

pressão (1.12), isto é, supondo que a atração é produzida pela distribuição dos indiv́ıduos

da própria espécie, obtemos:

ht+1
i,j = ht

i,j+1

ht
i,j

mt
i,j+1

+ ht
i,j−1

ht
i,j

mt
i,j−1

+ ht
i+1,j

ht
i,j

mt
i+1,j

+ ht
i−1,j

ht
i,j

mt
i−1,j

+ ht
i,j

ht
i,j

mt
i,j

, (1.13)

onde mt
i,j =

∑

(r,s)∈V i,j

ht
i,j é a densidade total de herb́ıvoros na vizinhança V i,j = {(i, j),

(i− 1, j), (i+ 1, j), (i, j − 1), (i, j + 1)}.

1.2.4 RMA para Dispersão de Longo Alcance

Neste momento temos por objetivo descrever uma movimentação aleatória não

local em um sistema de redes de mapas acoplados, isto é, quando os indiv́ıduos apresentam

capacidade de movimentação de longo alcance, e nesse caso é necessário adequar a equação

(1.9) de acordo com esta especificidade.

A regra de movimentação não local segue o mesmo padrão do caso local, no entanto,

alcança uma vizinhança maior, isto significa dizer que vamos aplicar a equação (1.9) N

vezes a partir de uma densidade inicial no śıtio central; quanto maior for o N , maior será

o alcance de movimentação da população (Silva, 2013). Assim obteremos um núcleo de

redistribuição difusivo discreto.

Vamos ilustrar o núcleo de redistribuição para N = 2 (figura 1.4). A partir do

śıtio central representado por 0, em uma primeira fase da movimentação uma fração

µ dos indiv́ıduos dispersam para os 4 śıtios vizinhos representados por 1, em seguida

acontece outra fase da movimentação e os indiv́ıduos alcançam as regiões representadas

por 2 e 3, ou seja, distribuem-se nos 12 śıtios vizinhos ao śıtio central em N = 2 passos

de movimentação difusiva.
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Figura 1.4: Fluxo difusivo não local para N=2.

A fração de indiv́ıduos em cada śıtio da vizinhança para N = 2 é dada por:

S ı́tio 0 : (1− µ)
︸ ︷︷ ︸

(i)

− (1− µ)µ
︸ ︷︷ ︸

(ii)

+
µ2

4
︸︷︷︸

(iii)

= (1− µ)2 +
µ2

4
(1.14)

S ı́tio 1 :
µ

4
︸︷︷︸

(iv)

− µ2

4
︸︷︷︸

(v)

+
(1− µ)µ

4
︸ ︷︷ ︸

(vi)

=
µ

2
(1− µ) (1.15)

S ı́tio 2 : 2
µ2

16
︸︷︷︸

(vii)

=
µ2

8
(1.16)

S ı́tio 3 :
µ2

16
︸︷︷︸

(vii)

(1.17)

onde

(i): fração que permaneceu no śıtio central na primeira fase da movimentação;

(ii): fração que saiu do śıtio central na segunda fase da movimentação;

(iii): fração que veio dos 4 śıtios vizinhos;

(iv): fração que veio do śıtio central na primeira fase da movimentação;

(v): fração que deixa o śıtio 1 na segunda fase da movimentação;

(vi): fração que veio do śıtio central na segunda fase da movimentação;

(vii): fração vinda do śıtio 1.
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Assim, a densidade populacional no śıtio (i, j) é dada por:

ht+1
i,j = [(1− µ)2 +

µ2

4
]ht

i,j +
∑

(r,s)∈V1

µ

2
(1− µ)ht

r,s +
∑

(p,q)∈V2

µ2

8
ht
p,q +

∑

(u,v)∈V3

µ2

16
ht
u,v (1.18)

onde

V1 = {(i− 1, j), (i+ 1, j), (i, j − 1), (i, j + 1)},
V2 = {(i− 1, j − 1), (i− 1, j + 1), (i+ 1, j − 1), (i+ 1, j + 1)},
V3 = {(i− 2, j), (i+ 2, j), (i, j − 2), (i, j + 2)}.

1.2.5 Comparação entre Modelos Integro-diferenciais e RMA

Núcleos de redistribuição do tipo exponencial (figura 1.1) tem cauda grossa e

portanto descrevem uma dispersão de longo alcance, no entanto, a forma deste núcleo

apresenta alguns problemas pois sua cauda estendendo-se até o infinito em ambas as

direções implica que um número de indiv́ıduos se dispersa com velocidade infinita. Por

outro lado, para contornar essa dificuldade, poderia ser considerada a função em questão

truncada, porém um núcleo dessa forma ainda implicaria que em algumas partes do

domı́nio estariam chegando frações muito pequenas de indiv́ıduos em uma etapa de tempo

finita. Mas em uma escala de tempo que permite crescimento populacional estes números

podem ter efeitos significantes e potencialmente irrealistas (Gurney et al., 1998).

Um núcleo de redistribuição como aquele que formulamos para um fluxo difusivo

não local em um sistema de RMA (equação 1.18) é uma posśıvel solução para esses

problemas que são gerados ao considerar um núcleo, como por exemplo o exponencial, em

modelos discretos para dispersão populacional. Claro que fórmulas similares a equação

(1.18) para outros valores maiores de N tendem a tornar-se complicadas de calcular, no

entanto, para simulações, um núcleo de redistribuição difusivo pode ser determinado após

N iterações de movimentação.



Caṕıtulo 2

MODELO DISCRETO PLANTA-

HERBÍVORO-PREDADOR:

DINÂMICA LOCAL

Modelos de tempo discreto são adequados para descrever dinâmicas de algumas

espécies que apresentam etapas bem definidas no seu desenvolvimento. Como exemplo

podemos citar insetos que passam por mais de um estágio no seu ciclo de vida, desde o

nascimento até a fase adulta. Em geral, usa-se uma única geração como a unidade básica

de tempo na tentativa de escrever um modelo para o crescimento de uma população de

insetos. Os modelos devem então relacionar a população no tempo t + 1, representada

por Nt+1, em termos da população Nt no tempo t:

Nt+1 = f(Nt), (2.1)

onde f(Nt) é uma função não linear da densidade populacional. A equação (2.1) repre-

senta um sistema dinâmico discreto e é denominada relação de recursão ou equação a

diferenças. Tais equações em geral não possuem soluções anaĺıticas e podem apresentar

comportamentos extremamente interessantes e complicados. Entretanto, soluções de (2.1)

podem ser obtidas recursivamente. Dada uma população inicial N0 > 0, a função f(N)

pode ser iterada para fornecer N1 = f(N0), N2 = f(N1), e assim sucessivamente. Um

algoritmo computacional permite calcular rapidamente sucessivos valores Ni. Finalmente,

é importante observar que a escolha de uma forma apropriada para f(N) deve levar em

conta as caracteŕısticas da história de vida da espécie estudada e/ou dados observados
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experimentalmente.

O estudo de equações a diferenças não lineares é baseado essencialmente em métodos

qualitativos que incluem a identificação de soluções de equiĺıbrio e periódicas, e a análise

da estabilidade desse tipo de soluções.

Neste caṕıtulo, formulamos e analisamos um modelo discreto sem estrutura espa-

cial para um sistema planta-herb́ıvoro-predador. Na seção 2.1, apresentamos o modelo e

em 2.2 e 2.3 determinamos as soluções de equiĺıbrio, apresentamos um critério de estabi-

lidade linear e analisamos a estabilidade das soluções do modelo utilizando diagramas de

bifurcação.

2.1 Descrição do modelo

Para construir o modelo consideramos as seguintes hipóteses:

• Na ausência dos herb́ıvoros as plantas crescem de acordo com uma dinâmica de

Ricker aproximando-se de uma capacidade suporte;

• Na presença dos herb́ıvoros a dinâmica das plantas sofre os efeitos da herbivoria

sobre sua densidade;

• Os herb́ıvoros se beneficiam com o aumento da densidade das plantas e são preju-

dicados pela predação;

• Os predadores são especialistas e não podem sobreviver na ausência dos herb́ıvoros.

O sistema de equações a diferenças que representa a interação das plantas, herb́ıvoros

e predadores é:

pt+1 = f1(pt, ht, at), (2.2)

ht+1 = f2(pt, ht, at), (2.3)

at+1 = f3(pt, ht, at), (2.4)
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onde f1, f2 e f3 descrevem a dinâmica vital das plantas (pt), herb́ıvoros (ht) e predadores

(at) respectivamente, tais que:

f1 = ptExp[r(1− pt

k
)− αht], (2.5)

f2 = bpthtExp[−γat], (2.6)

f3 = dhtat, (2.7)

onde r (taxa de crescimento espećıfico das plantas), k (capacidade suporte das plantas),

b (fator de conversão de plantas em densidades de herb́ıvoros), d (fator de conversão de

herb́ıvoros em predadores), α (intensidade da herbivoria) e γ (intensidade da predação)

são constantes positivas.

No modelo acima a densidade de plantas, herb́ıvoros e predadores na etapa t + 1

depende das densidades dessas populações na etapa t.

Fazendo uma adimensionalização do sistema é posśıvel reduzir os parâmetros e re-

velar importantes caracteŕısticas envolvidas na dinâmica das populações. Assim, tomando

as seguintes variáveis adimensionais

p∗ =
p

k
, h∗ = αh, a∗ = γa, (2.8)

e desconsiderando os asteriscos obtemos as seguintes equações adimensionais:

pt+1 = ptExp[r(1− pt)− ht], (2.9)

ht+1 = ηpthtExp[−at], (2.10)

at+1 = βhtat, (2.11)

onde η = bk e β = d
α
; pt, ht e at são, respectivamente, as densidades adimensionais de

plantas, herb́ıvoros e predadores.

2.2 Pontos de Equiĺıbrio

Dado um sistema de n equações a diferenças não lineares de primeira ordem

X(t+ 1) = F (X(t)), (2.12)

onde X(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t))
T e F = (f1, f2, ..., fn)

T . Uma solução de equiĺıbrio

ou estado de equiĺıbrio do sistema (2.12), é uma solução constante, que não varia com o
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tempo, ou seja, não ocorrem mudanças da geração t para a geração t + 1. Portanto, é

uma solução X satisfazendo:

X = F (X). (2.13)

Em geral, resolver a equação (2.13) é mais simples do que obter uma solução para

um sistema de equações a diferenças não lineares tal como a equação (2.12). Embora as

soluções de equiĺıbrio possam parecer pouco interessantes em processos dinâmicos, elas

se mostram particularmente importantes na análise do comportamento, em relação ao

tempo, de outras soluções de um sistema.

Os valores de equiĺıbrio p, h e a para o sistema (2.9), (2.10) e (2.11) satisfazem

p = pExp[r(1− p)− h], (2.14)

h = ηphExp[−a], (2.15)

a = βha. (2.16)

Resolvendo a equação (2.16), obtemos

a = 0 ou h =
1

β
. (2.17)

Substituindo a = 0 em (2.15) temos h = ηph que é satisfeita para

h = 0 ou p =
1

η
. (2.18)

Substituindo h = 0 em (2.14) resulta em

p = 0 ou p = 1. (2.19)

Agora substituindo p = 1
η
em (2.14) resulta em

h = r(1− 1

η
). (2.20)

Substituindo h = 1
β
em (2.14) resulta em

p = 1− 1

rβ
. (2.21)

Finalmente, substituindo h = 1
β
e p = 1− 1

rβ
em (2.15), obtemos

a = ln[η(1− 1

rβ
)]. (2.22)

Assim, os pontos de equiĺıbrio do sistema (2.9), (2.10) e (2.11) são:
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1. (p1, h1, a1) = (0, 0, 0) ponto de equiĺıbrio trivial que representa a extinção das

espécies;

2. (p2, h2, a2) = (1, 0, 0) que indica a permanência das plantas e extinção dos herb́ıvoros

e predadores;

3. (p3, h3, a3) = ( 1
η
, r(1 − 1

η
), 0) que indica permanência das plantas e dos herb́ıvoros

para η > 1 e extinção dos predadores;

4. (p4, h4, a4) = ((1 − 1
rβ
), 1

β
, ln[η(1 − 1

rβ
)]) que indica a coexistência das três espécies

para η > rβ

rβ−1
e r > 1

β
.

As condições que são impostas aos dois últimos pontos de equiĺıbrio decorrem das

condições de existência das populações, isto é, para quais valores dos parâmetros η, r e

β os pontos de equiĺıbrio assumem valores não negativos e, portanto, são biologicamente

viáveis.

2.3 Estudo da Estabilidade

Critério de estabilidade local para sistemas de equações a diferenças depende do

comportamento do sistema linearizado, para isso, consideramos pequenas perturbações

em torno do ponto de equiĺıbrio, de modo que, se estas perturbações diminuem com o

tempo, ou seja, tendem a zero, então o sistema retorna ao equiĺıbrio e, nesse caso, dizemos

que o ponto de equiĺıbrio é estável, caso contrário, o ponto é instável. Portanto, supomos

que o sistema de n equações a diferenças

X(t+ 1) = F (X(t)) (2.23)

tem X como um ponto de equiĺıbrio, então a estabilidade linear do ponto de equiĺıbrio

pode ser determinada escrevendo U(t) = X(t)−X , onde Ut é uma pequena perturbação

do sistema. Dessa forma obtemos:

U(t + 1) = X(t+ 1)−X

= F (X(t))−X

= F (U(t) +X)−X.
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Desenvolvendo a função F na equação acima em série de Taylor e retendo apenas

os termos lineares, obtemos:

Ut+1 = JUt,

onde J é a matriz jacobiana aplicada em X,

J =











∂f1(X)
∂x1

∂f1(X)
∂x2

· · · ∂f1(X)
∂xn

∂f2(X)
∂x1

∂f2(X)
∂x2

· · · ∂f2(X)
∂xn

...
...

. . .
...

∂fn(X)
∂x1

∂fn(X)
∂x2

· · · ∂fn(X)
∂xn











.

Assim a estabilidade local de X depende dos autovalores da matriz jacobiana, que

são as soluções da equação caracteŕıstica

det(J − λI) = 0,

onde I é a matriz identidade. Os autovalores são as ráızes do polinômio caracteŕıstico de

grau n

p(λ) = λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + · · ·+ an. (2.24)

As perturbações somente tendem a zero se as ráızes do polinômio caracteŕıstico

forem menores que um em módulo, ou seja, |λi| < 1, que é conhecido como Critério de

Schur-Cohn (Edelstein-Keshet, 1988; Allen, 2007). A seguir apresentamos o critério para

o caso n = 3, o qual é do nosso interesse para a análise da estabilidade dos pontos de

equiĺıbrio do sistema Planta-Herb́ıvoro-Predador. O Critério de Schur-Cohn para o caso

geral pode ser visto em (Edelstein-Keshet, 1988).

Critério de Shur-Cohn para n = 3 (Allen, 2007). Suponha que o polinômio carac-

teŕıstico p(λ) é dado por:

p(λ) = λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3.

As soluções λi = 1, 2, 3 de p(λ) = 0 satisfazem |λi| < 1 se as três condições a seguir são

satisfeitas:

(i) p(1) = 1 + a1 + a2 + a3 > 0, (2.25)

(ii) (−1)3p(−1) = 1− a1 + a2 − a3 > 0, (2.26)

(iii) 1− (a3)
2 > |a2 − a3a1|. (2.27)
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Deste modo, um ponto de equiĺıbrio é estável se satisfaz as condições (2.25), (2.26)

e (2.27).

Vamos calcular a matriz Jacobiana do sistema Planta-Herb́ıvoro-Predador, e aplicá-

la em cada ponto de equiĺıbrio. A matriz jacobiana J do sistema (2.9), (2.10), (2.11) é

dada por:

J(p, h, a) =








(1− rp)(exp[r(1− p)− h]) −p exp[r(1− p)− h] 0

ηh exp[−a] ηp exp[−a] −ηph exp[−a]

0 βa βh








.

Aplicando a matriz acima em cada ponto de equiĺıbrio, obtemos:

J(0, 0, 0) =








exp[r] 0 0

0 0 0

0 0 0








, (2.28)

J(1, 0, 0) =








(1− r) −1 0

0 η 0

0 0 0








, (2.29)

J(
1

η
, r(1− 1

η
), 0) =








(1− rp) −p 0

ηh 1 −h

0 0 βh








, (2.30)

J(1− 1

rβ
,
1

β
, ln[η(1− 1

rβ
)]) =








(1− rp) −p 0

1
βp

1 −1
β

0 βln(ηp) 1








. (2.31)

Calculando os polinômios caracteŕısticos de cada matriz jacobiana aplicada nos

pontos de equiĺıbrios, obtemos

No ponto (0,0,0):

p(λ) = λ2(exp[r]− λ)

= −λ3 + exp[r]λ2. (2.32)
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No ponto (1,0,0):

p(λ) = −λ(η − λ)[(1− r)− λ]

= −λ3 + [1 + η − r]λ2 − η(1− r)λ. (2.33)

No ponto ( 1
η
, r(1− 1

η
), 0):

p(λ) = (1− λ)(βh− λ)[(1− rp)− λ] + ηhp(βh− λ) (2.34)

= −λ3 + (2− rp+ βh)λ2 + (−1 + rp− 2βh+ rβph− h)λ+ βh(βh+ 1− rp)

= −λ3 + (2− r

η
+ βh)λ2 + (−1 +

r

η
− 2βh+

rβ

η
h− h)λ+ βh(βh+ 1− r

η
).

No ponto ((1− 1
rβ
), 1

β
, ln[η(1− 1

rβ
)]):

p(λ) = (1− λ)2[(1− rp)− λ] +
1

β
(1− λ) + ln[ηp][(1− rp)− λ] (2.35)

= −λ3 + (3− rp)λ2 + (−3 + rp− a− 1

β
)λ+ (1− rp+

1

β
) + a(1− rp))

= −λ3 + (3− r +
1

β
)λ2 + (−3 + 2r − 3

β
− a)λ+ (1− r +

2

β
) + a(1− r +

1

β
).

Vamos analisar as condições (2.25), (2.26) e (2.27) a partir dos polinômios carac-

teŕısticos da matriz jacobiana aplicada nos pontos de equiĺıbrio (0, 0, 0) e (1, 0, 0).

Para o polinômio (2.32) temos:

i) p(1) = 1− exp[r] > 0 ⇒ exp[r] < 1. (2.36)

Isto significa que o ponto (0,0,0) é instável, pois a constante r por hipótese é sempre

positiva.

Para o polinômio (2.33), obtemos as condições:

i) p(1) = 1− [1 + η − r] + η(1− r) > 0

= r(1− η) > 0 para η < 1; (2.37)

ii) (−1)3p(−1) = 1 + (1 + η − r) + η(1− r) > 0

= 2 + η − r + η − ηr > 0

= 2 + 2η − r(1 + η) > 0 ⇒ r <
2(η + 1)

η + 1
⇒ r < 2; (2.38)

iii) 1 > |η(1− r)| ⇒ −1 < η(1− r) < 1

⇒ 1− 1

η
< r < 1 +

1

η
. (2.39)
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Nesse caso, a estabilidade do ponto de equiĺıbrio fica delimitada à região que satisfaz

(2.37), (2.38) e (2.39) simultaneamente.

Tendo em vista a dificuldade em analisar as condições do Critério de Schur-Cohn,

principalmente a partir dos polinômios (2.34) e (2.35), optamos por mostrar as regiões de

estabilidade dos pontos de equiĺıbrio do sistema plotando os diagramas de bifurcação dos

pontos de equiĺıbrio ou soluções periódicas com relação a um dos parâmetros do sistema,

mantendo os outros fixos.

2.3.1 Bifurcações em Equações a Diferenças

Na década de 70, Robert May (May, 1976) observou que equações a diferenças

muito simples podem apresentar comportamentos dinâmicos muito complicados. Quando

modificamos os parâmetros podemos esperar uma mudança no comportamento das soluções

de uma equação a diferenças. A mudança do comportamento qualitativo do sistema em

relação a variação de um parâmetro é denominada de bifurcação. Por exemplo, a equação

a diferenças linear Nt+1 = rNt (r > 0) modifica seu comportamento para r = 1: as

soluções decaem para zero quando 0 < r < 1 e crescem exponencialmente para r > 1. Os

valores dos parâmetros para os quais ocorrem mudanças no comportamento dinâmico do

sistema são chamados pontos de bifurcação.

Sistemas de equações a diferenças não lineares podem exibir muitos outros tipos

de bifurcações. Uma solução de equiĺıbrio pode tornar-se instável para um determinado

valor de um parâmetro e surgir um outro equiĺıbrio estável ou até mesmo pode aparecer

uma solução periódica.

A equação loǵıstica discreta

Nt+1 = rNt(1−Nt), para 0 ≤ r ≤ 4

tem duas soluções de equiĺıbrio, o equiĺıbrio trivial N∗

0 = 0 que sempre existe e o equiĺıbrio

N∗

1 = 1− 1

r
que é positivo somente quando r > 1.

Para 0 ≤ r < 1, N∗

0 = 0 é o único ponto de equiĺıbrio do sistema, e além disso é

estável. Quando o parâmetro r ultrapassa o valor 1, zero torna-se um equiĺıbrio instável,

enquanto o equiĺıbrio não trivial fica estável. Esta bifurcação, na qual dois equiĺıbrios,

um instável e outro estável, trocam a estabilidade, é denominada transcŕıtica (de Vries et

al., 2006). Para r entre 1 e 3, o ponto de equiĺıbrio N∗

1 permanece estável.
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Outra bifurcação ocorre em r = 3 onde o equiĺıbrio N∗

1 perde sua estabilidade e

um ciclo de peŕıodo 2 aparece.

A bifurcação em r = 3 é denominada bifurcação“flip” ou duplicação de peŕıodo;

Figura 2.1: Diagrama de bifurcação parcial para a equação loǵıstica.

neste caso, um equiĺıbrio estável torna-se instável e aparece um ciclo de peŕıodo 2 estável.

Uma terceira bifurcação ocorre em r = 1 +
√
6, pois nesse valor do parâmetro,

o ciclo de peŕıodo 2 perde sua estabilidade e aparece um ciclo de peŕıodo 4 estável. À

medida que o parâmetro se aproxima do seu valor máximo, r = 4, ocorre uma sequência

de duplicação de peŕıodos em intervalos cada vez menores do parâmetro. Isto é, o ciclo

de peŕıodo 4 existe apenas ao longo de um pequeno intervalo, o ciclo de peŕıodo 8 para

um intervalo ainda menor de r, e assim sucessivamente. Para valores de r maiores que

3, 57 o comportamento do sistema torna-se caótico, isto é, as soluções apresentam um

comportamento aperiódico. É importante observar que embora as iterações não sigam

um padrão previśıvel, as soluções assumem valores em uma faixa limitada.

Esta transição de ciclos periódicos estáveis para comportamentos caóticos é conhe-

cida como caminho para o caos através da duplicação de peŕıodos.

Uma forma de representar graficamente as bifurcações em equações a diferenças

é plotar os valores assintóticos da variável em função de um parâmetro. Este tipo de

gráfico é denominado diagrama de bifurcação. No diagrama de bifurcação da figura (2.1)

as curvas cont́ınuas indicam quando as soluções são estáveis enquanto as tracejadas re-

presentam as soluções instáveis.

Na figura (2.2), apresentamos um diagrama de bifurcação para a equação loǵıstica,
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constrúıdo com o aux́ılio do software Mathematica. Neste diagrama plotamos as soluções

de equiĺıbrio e os valores periódicos de diferentes peŕıodos que são estáveis em função do

parâmetro r. Para cada valor do parâmetro, iteramos muitas vezes o modelo até que ele

se estabilize e, então, plotamos os últimos valores (Guzmán, 1999).
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0.8
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N
*

Figura 2.2: Diagrama de bifurcação para a equação loǵıstica.

Um novo tipo de bifurcação ocorre em sistemas presa-predador descritos por equações

a diferenças (Kot e Neubert, 1992). Neste caso, um equiĺıbrio estável perde a estabili-

dade e aparece uma solução periódica. Esta bifurcação, conhecida como bifurcação de

Neimark-Sacker (Allen, 2007), é análoga a bifurcação de Hopf que ocorre em modelos

cont́ınuos de equações diferenciais.

2.3.2 Bifurcações no Modelo Planta-Herb́ıvoro-Predador

Analisaremos a seguir as bifurcações que ocorrem no modelo Planta-Herb́ıvoro-

Predador. Primeiramente fixamos r = 1, 95 e β = 2 e observamos o comportamento

das soluções de equiĺıbrio quando variamos o parâmetro η. Verificamos que o ponto de

equiĺıbrio (1, 0, 0) é estável até η ∼= 1 quando ocorre uma bifurcação transcŕıtica e o ponto

( 1
η
, r(1− 1

η
), 0) ganha estabilidade até η ∼= 1, 35, quando ocorre novamente uma bifurcação

transcŕıtica e este ponto perde a estabilidade. O ponto de equiĺıbrio de coexistência das

populações ((1− 1
rβ
), 1

β
, ln[η(1− 1

rβ
)]) ganha estabilidade até η ∼= 1, 77 quando ocorre uma

bifurcação de Neimark-Sacker e aparecem ciclos limite (ver figuras 2.3, 2.4 e 2.5).

Os diagramas de bifurcação das figuras 2.3 - 2.5 foram obtidos iterando 1000 vezes

o sistema 2.9 - 2.11, plotando os últimos 150 valores. O intervalo [0, 3, 5] do parâmetro η
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foi subdividido em 350 partes, isto é, rodamos o programa para 350 valores diferentes do

parâmetro. Os diagramas foram desenvolvidos utilizando o software Mathematica.
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Figura 2.3: Diagrama de bifurcação das Plantas em relação ao parâmetro η.
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Figura 2.4: Diagrama de bifurcação dos Herb́ıvoros em relação ao parâmetro η.
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Figura 2.5: Diagrama de bifurcação dos Predadores em relação ao parâmetro η.
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Na figura (2.6), mostramos a densidade das populações em uma região de estabili-

dade do ponto de equiĺıbrio de coexistência das espécies (gráfico à esquerda) e o diagrama

de fase das populações (gráfico à direita).
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Figura 2.6: Densidade das populações de plantas (verde), herb́ıvoros (azul) e predadores

(vermelho) para r = 1, 95, β = 2 e η = 1, 4 (gráfico à esquerda) e diagrama de fase

tridimensional da densidade das populações (gráfico à direita).

Para valores levemente maiores de η (a partir de η ∼= 1, 77) aparecem soluções

periódicas através de uma bifurcação de Neimark-Sacker. A figura (2.7) mostra as os-

cilações periódicas das três populações e o ciclo limite no espaço de fase. Observamos que

um aumento de η = bk pode ser obtido aumentando a capacidade suporte k da população

de presas. Assim, esta bifurcação pode ser interpretada como um exemplo do fenômeno

conhecido como paradoxo do enriquecimento, no qual um aumento na capacidade suporte

desestabiliza o equiĺıbrio presa-predador (Neubert e Kot, 1992).
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Figura 2.7: Densidade das populações de plantas (verde), herb́ıvoros (azul) e predadores

(vermelho) para r = 1, 95, β = 2 e η = 1, 8 (gráfico à esquerda) e diagrama de fase

tridimensional da densidade das populações (gráfico à direita).

Quando aumentamos η, o ciclo limite se deforma (figura 2.8), se quebra formando

um ciclo de peŕıodo 33 (figura 2.9) e finalmente aparece um atrator estranho (figura 2.10).

Para valores η ≥ 2, 78 os predadores vão à extinção e observamos ciclos de peŕıodo 9 e 11

para as populações de plantas e herb́ıvoros, conforme as figuras (2.11) e (2.12).
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Figura 2.8: Densidade das populações de plantas (verde), herb́ıvoros (azul) e predadores

(vermelho) para r = 1, 95, β = 2 e η = 2, 25 (gráfico à esquerda) e diagrama de fase

tridimensional da densidade das populações (gráfico à direita).
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Figura 2.9: Densidade das populações de plantas (verde), herb́ıvoros (azul) e predadores

(vermelho) para r = 1, 95, β = 2 e η = 2, 3 (gráfico à esquerda) e diagrama de fase

tridimensional da densidade das populações (gráfico à direita).
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Figura 2.10: Densidade das populações de plantas (verde), herb́ıvoros (azul) e predadores

(vermelho) para r = 1, 95, β = 2 e η = 2, 35 (gráfico à esquerda) e diagrama de fase

tridimensional da densidade das populações (gráfico à direita).
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Figura 2.11: Densidade das populações de plantas (verde) e herb́ıvoros (azul) para β = 2,

r = 1, 95 e η = 3 (gráfico à esquerda) e diagrama de fase tridimensional da densidade das

populações (gráfico à direita).



28

500 520 540 560 580
0

1

2

3

4

Tempo

D
en

si
da

de
s

da
s

po
pu

la
çõ

es

0.0

0.5

1.0
Plantas

0

1

2

3

Herbívoros

0.0

0.5

1.0

1.5

Predadores

Figura 2.12: Densidade das populações de plantas (verde) e herb́ıvoros (azul) para β = 2,

r = 1, 95 e η = 3, 3 (gráfico à esquerda) e diagrama de fase tridimensional da densidade

das populações (gráfico à direita).

Em sistemas cont́ınuos, um ciclo limite no plano de fase é uma trajetória (solução)

fechada isolada, isto significa que trajetórias vizinhas não são fechadas. Soluções próximas

se aproximam do ciclo limite quando ele é estável, e se afastam quando é instável. Em

sistemas de equações a diferenças, o retrato de fase de um ciclo limite representa o compor-

tamento limite das soluções que oscilam de forma instável entre valores que se aproximam

do ciclo limite quando o tempo é grande. Os ciclos de peŕıodo definido, são soluções

periódicas, cujo valor em cada ponto, oscila de forma estável do tempo t para o tempo

t+ 1, de acordo com o respectivo peŕıodo.

Por fim, apresentamos os diagramas de bifurcação das populações fixando

r = 1, 95, η = 1, 5 e variamos o parâmetro β. Constatamos que o ponto de equiĺıbrio

( 1
η
, r(1 − 1

η
), 0) é estável até β ∼= 1, 54 quando ocorre uma bifurcação transcŕıtica e o

equiĺıbrio de coexistência ganha estabilidade até β ∼= 2, 76 quando acontece uma bi-

furcação de Neimark-Sacker e aparecem ciclos limite (ver figuras 2.13, 2.14 e 2.15). A

figura (2.16) mostra as densidades das populações em uma região de estabilidade, en-

quanto a figura (2.17) mostra as densidades das populações em uma região de ciclos

limite.
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Figura 2.13: Diagrama de bifurcação das Plantas em relação ao parâmetro β.
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Figura 2.14: Diagrama de bifurcação dos Herb́ıvoros em relação ao parâmetro β.
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Figura 2.15: Diagrama de bifurcação dos Predadores em relação ao parâmetro β.

O modelo discreto sem estrutura espacial proposto neste caṕıtulo, para analisar

interações planta-herb́ıvoro-predador, apresenta um comportamento dinâmico complexo e

muito interessante. Observamos, através de diagramas de bifurcação, ciclos limite, ciclos

de diferentes peŕıodos e atratores estranhos. No diagrama de bifurcação em relação ao
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Figura 2.16: Densidade das populações de plantas (verde), herb́ıvoros (azul) e predadores

(vermelho) para r = 1, 95, β = 1, 8 e η = 1, 5 (gráfico à esquerda) e diagrama de fase

tridimensional da densidade das populações (gráfico à direita).
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Figura 2.17: Densidade das populações de plantas (verde), herb́ıvoros (azul) e predadores

(vermelho) para r = 1, 95, β = 4, 5 e η = 1, 5 (gráfico à esquerda) e diagrama de fase

tridimensional da densidade das populações (gráfico à direita).

parâmetro η, verificamos que, um aumento gradativo de η provoca uma desestabilização

do sistema com o aparecimento de ciclos limite. Para um aumento adicional de η, os ciclos

se quebram e, finalmente, os predadores vão à extinção. Este acréscimo do parâmetro

adimensional η = bk pode ser obtido através do aumento da capacidade suporte k das

plantas. Assim, esta dinâmica que desestabiliza o sistema levando o predador à extinção

é um exemplo do fenômeno conhecido como o paradoxo do enriquecimento (Shovonlal e

Chattopadhyay, 2007).



Caṕıtulo 3

MODELO DISCRETO PLANTA-

HERBÍVORO-PREDADOR COM

DISPERSÃO DE LONGO

ALCANCE

Neste caṕıtulo, propomos um modelo espacialmente distribúıdo para a dinâmica

vital analisada no caṕıtulo anterior. A movimentação espacial de herb́ıvoros e predadores

é incorporada de maneira expĺıcita via Redes de Mapas Acoplados (Comins et al., 1992;

Rodrigues et al., 2011). Isto significa que a dinâmica do modelo com movimentação será

discreta também no espaço. Assim, para cada etapa discreta de tempo, a dinâmica é

composta de duas fases distintas: um estágio de dispersão e um de reação.

Inicialmente, na seção 3.1, descrevemos os processos de movimentação dos herb́ıvoros

e predadores. Em seguida, as escalas de tempo do modelo são explicitadas. Em 3.2, com-

pletamos o modelo espacial com a dinâmica vital descrita no caṕıtulo 2. Finalmente,

na seção 3.3, apresentamos algumas simulações numéricas do modelo constrúıdas com o

aux́ılio do software Mathematica. A ideia central é analisar a dinâmica do modelo em

relação ao parâmetro N que caracteriza as diferentes escalas de tempo para os proces-

sos de dispersão e reação. Em particular, analisamos a formação de padrões espaciais, a

influência das dimensões do habitat na formação dos padrões, processos de invasão e o

comportamento do modelo em uma vizinhança da bifurcação de Neimark-Sacker.
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3.1 Estágio de Dispersão

No modelo, consideramos que os herb́ıvoros movimentam-se em relação a maior

qualidade das plantas (fitotaxia) e na direção de maior concentração de indiv́ıduos da

mesma espécie (agregação). O movimento de agregação acontece em escala rápida, en-

quanto a fitotaxia ocorre em escala lenta. Por sua vez os predadores movimentam-se em

direção a maior concentração de herb́ıvoros (presataxia) em escala rápida.

Consideramos como geração padrão do sistema, a unidade de tempo correspon-

dendo a dinâmica lenta e assumimos gerações intermediárias onde a escala rápida acon-

tece. O esquema (3.1) ilustra a dinâmica de múltiplas escalas.

Figura 3.1: Esquema da dinâmica de múltiplas escalas.

A densidade populacional no śıtio (i, j), após a movimentação na geração t, é

dada pela superposição de N movimentos de presataxia e agregação, e um movimento de

fitotaxia. A regra de movimentação das populações de herb́ıvoros e predadores pode ser

constrúıda a partir do seguinte esquema:
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3.1.1 Escala lenta de tempo

O movimento orientado dos herb́ıvoros em relação às plantas (fitotaxia) acontece

localmente, isto é, a cada etapa de tempo os indiv́ıduos movimentam-se apenas para os

quatro vizinhos mais próximos. A seguinte função descreve a fração de indiv́ıduos que sai

do śıtio (i, j) e vai para o śıtio (r, s)

li,j =







ptr,s
mt

i,j

se mt
i,j 6= 0;

0, 2 se mt
i,j = 0.

onde mt
i,j =

∑

(u,v)∈V i,j

ptu,v representa a densidade total das plantas na vizinhança

V i,j = Vi,j ∪ {i, j} e i, j = 1, 2, ..., n.

No caso em que a densidade total das plantas na vizinhança é igual a zero,

considera-se que 1
5
dos indiv́ıduos se movimenta para cada um dos quatro vizinhos ad-

jacentes e 1
5
permanece na posição original. Dessa forma, a densidade no śıtio (i, j) no

tempo t + 1, isto é, após uma etapa de movimentação na escala lenta de tempo é dada

pela seguinte equação:

h
t+1,N
i,j = h

t,N−1
i,j

(

p
t,N−1
i,j

m
t,N−1
i,j

)

+
∑

(r,s)∈V i,j

ht,N−1
r,s

(

p
t,N−1
i,j

mt,N−1
r,s

)

. (3.1)

O primeiro termo representa os herb́ıvoros que permanecem no śıtio (i, j) e o

segundo termo indica a soma dos herb́ıvoros que migram a partir dos quatro vizinhos

mais próximos no intervalo de tempo (t, t+ 1) para o śıtio (i, j).

3.1.2 Escala de tempo rápida

De forma similar à fitotaxia, o movimento de agregação dos herb́ıvoros ocorre em

função do gradiente de densidade, porém neste caso, dos indiv́ıduos da mesma espécie.

De maneira análoga, o movimento dos predadores se dá em relação à maior concentração

de herb́ıvoros (presataxia). Assim, para ambos os casos, a fração de indiv́ıduos que deixa

o śıtio (i, j) e vai para o śıtio (r, s) é dada por:

li,j =







ht
r,s

mt
i,j

se mt
i,j 6= 0;

0, 2 se mt
i,j = 0.

ondemt
i,j =

∑

(u,v)∈V i,j

ht
u,v é a densidade total de herb́ıvoros na vizinhança V i,j = Vi,j∪{i, j}.

A agregação dos herb́ıvoros e o movimento orientado dos predadores (presataxia)
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são de caráter não local. As equações (3.2) e (3.3) descrevem respectivamente a densidade

de herb́ıvoros e predadores no śıtio (i, j) no tempo t + 1, isto é, após uma etapa de

movimentação:

h
t,n+1
i,j = h

t,n
i,j

(

h
t,n
i,j

m
t,n
i,j

)

+
∑

(r,s)∈V i,j

ht,n
r,s

(

h
t,n
i,j

m
t,n
r,s

)

, n = 0, 1, ..., N − 1, (3.2)

a
t,n+1
i,j = a

t,n
i,j

(

h
t,n
i,j

m
t,n
i,j

)

+
∑

(r,s)∈V i,j

at,nr,s

(

h
t,n
i,j

m
t,n
r,s

)

, n = 0, 1, ..., N − 1. (3.3)

3.2 Estágio de Reação

Durante a fase de reação, as plantas crescem segundo a equação de Ricker na

ausência da herbivoria e encontros de herb́ıvoros (presas) e predadores são benéficos à

população de predadores e prejudiciais à população de herb́ıvoros, conforme a dinâmica

homogênea analisada no caṕıtulo 2.

O sistema de equações a diferenças para a interação das espécies é:

pt+1
i,j = pti,jExp[r(1 − pti,j)− h

t+1,N
i,j ],

ht+1
i,j = ηpti,jh

t+1,N
i,j Exp[−a

t+1,N
i,j ], (3.4)

at+1
i,j = βh

t+1,N
i,j a

t+1,N
i,j ,

onde η = bk e β = d
α

são constantes positivas, e pt+1
i,j , ht+1

i,j e at+1
i,j são, respectiva-

mente, as densidades de plantas, herb́ıvoros e predadores após a geração t, no śıtio

(i, j) para i, j = 1, 2, ..., n.

3.3 Simulações

As simulações numéricas do modelo Planta-Herb́ıvoro-Predador foram realizadas

usando programas desenvolvidos no “software” Mathematica. Analisamos o comporta-

mento de uma população de herb́ıvoros (presas) e uma população de predadores destes

insetos, inseridos em uma plantação. Consideramos um habitat de 50 × 50 śıtios e como

condição inicial uma perturbação de 10% em torno da densidade de equiĺıbrio das espécies

em cada śıtio. Para visualizar os resultados das simulações usamos dois tipos de gráficos:

os gráficos de densidade e as séries temporais da população total das espécies sobre todo
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o domı́nio. Nos gráficos espaciais, a escala de cores da legenda representa a variação

das densidades populacionais de plantas, herb́ıvoros e predadores no espaço, sendo que a

cor azul representa densidade zero de indiv́ıduos e a cor vermelha representa densidade

máxima de indiv́ıduos no habitat.

Sistemas de reação difusão podem apresentar padrões espaciais heterogêneos via

instabilidade difusiva (ou instabilidade de Turing) se o estado homogêneo é estável para

pequenas perturbações na ausência da difusão e instável para pequenas perturbações

quando a difusão está presente; fato este que é resultado do trabalho de Alan Turing

em 1952, o qual mostrou que substâncias qúımicas ao reagir e dispersar-se sob certas

condições podem produzir padrões heterogêneos estáveis (Murray, 1993). Padrões em

seres vivos e formas regulares na natureza são muito comuns, como por exemplo, mar-

cas t́ıpicas na pele de zebras, leopardos, girafas e tigres, bem como cores e padrões de

asas de borboletas, entre outros. O desenvolvimento e formação dos padrões e formas

espaciais são questões centrais em embriologia; e nos últimos anos vem crescendo o inte-

resse entre os pesquisadores em entender quais mecanismos estão envolvidos na formação

desses padrões, sejam estes por determinação genética, resultado de múltiplos estágios

de desenvolvimento, influências do ambiente ou interações com outros organismos. Se-

gel e Jackson (1972 apud Rodrigues et al., 2007) foram os primeiros a demonstrar que

padrões podem ocorrer em Ecologia via instabilidade difusiva, estabelecendo uma analo-

gia entre substâncias qúımicas que reagem e espécies que interagem em certos sistemas

presa-predador.

3.3.1 Formação de Padrões

Para analisar a formação de padrões espaciais fixamos os valores dos parâmetros

da dinâmica vital do sistema na região de estabilidade do equiĺıbrio de coexistência das

espécies, com r = 1, 95, β = 2 e η = 1, 4, mostraremos os resultados das simulações

obtidas para cada N escolhido.

Para N = 1, que consiste na mesma escala de tempo para os processos de reação e

dispersão, obtemos um padrão espacial heterogêneo dinâmico (figuras 3.2 e 3.3), ou seja,

o padrão varia no tempo e espaço. A densidade total das plantas aumenta em relação ao

valor de equiĺıbrio e atinge um total de 1870, bem como também aumenta a densidade de

predadores para 320 indiv́ıduos, enquanto a densidade total de herb́ıvoros diminui para
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1035 indiv́ıduos no domı́nio (figura 3.4).
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Figura 3.2: Distribuição espacial de plantas, herb́ıvoros e predadores no tempo t = 1000,

para N = 1.

Figura 3.3: Distribuição espacial de herb́ıvoros (gráfico à esquerda) e de predadores

(gráfico à direita) para N = 1, nos tempos 1, 5, 10, 200, 250, 300, 400, 500, 600, 800, 900

e 1000.
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Figura 3.4: Densidade total de plantas (linha de tracejado maior), herb́ıvoros (linha

cont́ınua) e predadores (linha de tracejado menor) para N = 1.

Para N = 2, isto é, quando em cada etapa de tempo ocorre uma reação, um

movimento de fitotaxia, dois movimentos de agregação e dois de presataxia, também

obtemos um padrão espacial heterogêneo dinâmico (figuras 3.5 e 3.6). As densidades totais

de herb́ıvoros e predadores aumentam em relação aos valores de equiĺıbrio, totalizando os

valores de 1381 e 285, respectivamente. A densidade total de plantas diminuiu para 1693

em todo o habitat (figura 3.7).
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Figura 3.5: Distribuição espacial de plantas, herb́ıvoros e predadores no tempo t = 1000,

para N = 2.
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Figura 3.6: Distribuição espacial de herb́ıvoros (gráfico à esquerda) e de predadores

(gráfico à direita) para N = 2, nos tempos 1, 5, 10, 200, 250, 300, 400, 500, 600, 800, 900

e 1000.
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Figura 3.7: Densidade total de plantas (linha de tracejado maior), herb́ıvoros (linha

cont́ınua) e predadores (linha de tracejado menor) para N = 2.

Na medida em que aumentamos a diferença entre as escalas, aparecem padrões

espaciais heterogêneos estáveis que são heterogêneos no espaço e não variam no tempo,

como por exemplo, para N = 4, 5, 6 (figuras 3.9, 3.12 e 3.15). Observando a figura

(3.10), que mostra a densidade total das populações para N = 4 até t = 2000 iterações,

percebemos que na medida em que o tempo aumenta, ocorre uma diminuição drástica

nas densidades de herb́ıvoros e predadores, atingindo um total de 35 e 7 indiv́ıduos res-

pectivamente, enquanto a densidade de plantas aumenta consideravelmente até alcançar

2383. Outro comportamento interessante que se observa é o confinamento das populações

de herb́ıvoros e predadores em uma região central do domı́nio (figura 3.8).
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Figura 3.8: Distribuição espacial de plantas, herb́ıvoros e predadores no tempo t = 2000,

para N = 4.

Figura 3.9: Distribuição espacial de herb́ıvoros (gráfico à esquerda) e de predadores

(gráfico à direita) para N = 4, nos tempos 1, 5, 10, 300, 500, 600, 800, 1000, 1500,

1800, 1900 e 2000.
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Figura 3.10: Densidade total de plantas (linha tracejada), herb́ıvoros (linha cont́ınua) e

predadores (linha de tracejado menor) para N = 4.

Para N = 5 observamos um comportamento análogo ao caso anterior, no en-

tanto com maior intensidade, culminando em uma redução ainda maior nas densidades

de herb́ıvoros e predadores: 8 herb́ıvoros e 2 predadores no habitat. A densidade to-

tal de plantas aumentou em relação ao valor de equiĺıbrio para 2397 (figura 3.13). A

distribuição espacial das populações de herb́ıvoros e predadores restringe-se a dois picos

de concentração dessas espécies no centro do domı́nio, enquanto as plantas permanecem

distribúıdas homogeneamente no restante do habitat (figura 3.11).
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Figura 3.11: Distribuição espacial de plantas, herb́ıvoros e predadores no tempo t = 1000,

para N = 5.
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Figura 3.12: Distribuição espacial de herb́ıvoros (gráfico à esquerda) e de predadores

(gráfico à direita) para N = 5, nos tempos 1, 5, 10, 200, 250, 300, 400, 500, 600, 800, 900

e 1000.
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Figura 3.13: Densidade total de plantas (linha de tracejado maior), herb́ıvoros (linha

cont́ınua) e predadores (linha de tracejado menor) para N = 5.

Para N = 6, as densidades totais de herb́ıvoros e predadores diminuem em relação

ao valor de equiĺıbrio das populações para 109 e 32, respectivamente. A densidade de plan-

tas aumentou para 2345 (figura 3.16). A distribuição espacial da população de herb́ıvoros,

e também a dos predadores, se concentra em picos de densidades altas distribúıdos pelo

domı́nio conforme a figura (3.14). Por outro lado, a distribuição espacial das plantas

apresenta “buracos”que coincidem com os picos de densidade de herb́ıvoros e predadores.

É importante notar que estes padrões espaciais são heterogêneos fixos.
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Figura 3.14: Distribuição espacial de plantas, herb́ıvoros e predadores no tempo t = 1000,

para N = 6.

Figura 3.15: Distribuição espacial de herb́ıvoros (gráfico à esquerda) e de predadores

(gráfico à direita) para N = 6, nos tempos 1, 5, 10, 200, 250, 300, 400, 500, 600, 800, 900

e 1000.
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Figura 3.16: Densidade total de plantas (linha de tracejado maior), herb́ıvoros (linha

cont́ınua) e predadores (linha de tracejado menor) para N = 6.

Ao final dessa análise, podemos inferir que o controle da população de herb́ıvoros

pelo predador acontece quando a diferença entre as escalas é maior, sendo mais eficaz
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quando N = 5, o qual podemos chamar de “N ótimo”; já para outros valores maiores de

N , ocorre um comportamento análogo com tendência à redução da eficácia no controle da

população de herb́ıvoros na medida em que aumentamos o valor de N . Isto é, os processos

de agregação dos herb́ıvoros e presataxia em escala rápida configuram um mecanismo de

controle biológico de pragas em uma plantação.

3.3.2 Análise Particular para N = 4

Nesta seção, analisamos com maior atenção o caso N = 4 para identificar quais

os fatores que levam ao confinamento dos herb́ıvoros em uma pequena região no centro

do habitat. Para isso, consideramos dois casos:

1) o modelo planta-herb́ıvoro sem reação, isto é, sem a presença do predador e apenas

com os processos de movimentação;

2) o modelo planta-herb́ıvoro com reação sem o predador.

Tomamos os mesmos valores para os parâmetros da dinâmica vital e a mesma

distribuição inicial considerada nas simulações anteriores: r = 1, 95, β = 2 e η = 1, 4 e as

populações distribúıdas em todo o domı́nio em torno do estado de equiĺıbrio uniforme.

Comparamos os resultados com aqueles obtidos anteriormente para o modelo com-

pleto planta-herb́ıvoro-predador. Para o caso 1, modelo planta-herb́ıvoro sem reação,

observamos que as densidades totais das populações permanecem constantes no tempo.

A distribuição espacial fixa dos herb́ıvoros concentra-se em picos com densidades altas

distribúıdos pelo habitat (figura 3.17). No caso 2, isto é, quando consideramos o modelo

planta-herb́ıvoro com reação, a população total de herb́ıvoros diminui para aproximada-

mente um terço do seu valor inicial (figura 3.19) com o confinamento da população em

uma região do domı́nio, como pode ser observado na figura (3.18). Isto significa que o

mecanismo de agregação proposto no modelo é prejudicial à população de herb́ıvoros,

provocando uma redução no número de indiv́ıduos. Uma comparação com o modelo com-

pleto permite concluir que os predadores reduzem ainda mais a população de herb́ıvoros

(para aproximadamente 10%) e consequentemente a região de confinamento (compare as

figuras 3.10 e 3.19, e as figuras 3.8 e 3.18)
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Figura 3.17: Distribuição espacial das populações de plantas e herb́ıvoros para o tempo

t = 4000 e N = 4.
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Figura 3.18: Distribuição espacial das populações de plantas e herb́ıvoros para o tempo

t = 4000 e N = 4.
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Figura 3.19: Densidade total das populações de plantas (curva verde) e herb́ıvoros (curva

azul) para N = 4.

3.3.3 Diferentes Dimensões de Domı́nio

Para verificar o comportamento da dinâmica Planta-Herb́ıvoro-Predador em domı́nios

de diferentes dimensões, tomamos os mesmos valores utilizados anteriormente para os

parâmetros da dinâmica vital e consideramos as populações distribúıdas em todo o habi-

tat com densidade inicial próxima ao equiĺıbrio de coexistência com uma perturbação de

10% em todos os śıtios. Consideramos, para comparar com o domı́nio de 50 × 50 śıtios,

um domı́nio menor com 30× 30 śıtios e um outro maior com 100× 100 śıtios.



45

Distribuição das Plantas

0

1

Distribuição das Plantas

0

1

Figura 3.20: Distribuição espacial das plantas para N = 6 no tempo t = 1000 em um

domı́nio de 30 × 30 (gráfico à esquerda), em um domı́nio 50 × 50 (gráfico central) e em

um domı́nio de 100× 100 śıtios (gráfico à direita).

Distribuição dos Herbívoros

0

0.5

Distribuição dos Herbívoros

0

0.5

Distribuição dos Herbívoros

0

0.5

Figura 3.21: Distribuição espacial dos herb́ıvoros para N = 6 no tempo t = 1000 em um

domı́nio de 30 × 30 (gráfico à esquerda), em um domı́nio 50 × 50 (gráfico central) e em

um domı́nio de 100× 100 śıtios (gráfico à direita).
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Figura 3.22: Distribuição espacial dos predadores para N = 6 no tempo t = 1000 em um

domı́nio de 30 × 30 (gráfico à esquerda), em um domı́nio 50 × 50 (gráfico central) e em

um domı́nio de 100× 100 śıtios (gráfico à direita).
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Observando as figuras (3.20), (3.21) e (3.22) notamos que o padrão espacial hete-

rogêneo é preservado; observamos também que a concentração máxima em cada pico de

densidade é a mesma independente das dimensões e que a densidade total das populações

é proporcional ao número de śıtios do domı́nio. Simulações similares para outros valores

de N e diferentes dimensões de domı́nio corroboram estas observações. Portanto, estes

resultados sugerem que o tamanho do domı́nio não é determinante na análise da dinâmica

planta-herb́ıvoro-predador proposta.

3.3.4 Processos de Invasão

Nesta seção, apresentamos algumas simulações realizadas com o intuito de analisar

as condições de propagação dos herb́ıvoros e predadores no habitat. Para isso, conside-

ramos os mesmos valores usados anteriormente para os parâmetros da dinâmica vital, e

tomamos como condição inicial as densidades das populações em torno do equiĺıbrio de

coexistência das espécies com uma perturbação de 10%, sendo os herb́ıvoros e predadores

liberados somente nos 4 śıtios centrais do domı́nio, e as plantas distribúıdas em todo o

domı́nio.

Para N = 1 e N = 2 observamos que a invasão do habitat ocorre na forma de

uma frente de invasão com padrões espaciais heterogêneos atrás da frente (figuras 3.23 e

3.24). É posśıvel notar que o processo de invasão é mais lento para o caso N = 2. Para

diferenças maiores das escalas temporais, como N = 4, 5 e 6, as populações de herb́ıvoros

e predadores não conseguem se propagar pelo habitat, ficando confinadas em uma região

no centro do habitat. As plantas, por sua vez, permanecem distribúıdas homogeneamente

no espaço exceto na região ocupada pelos herb́ıvoros e predadores, onde apresentam uma

depressão na densidade (figuras 3.26 e 3.27).

Quando N = 1, a densidade total de plantas tem uma pequena redução em relação

a densidade de equiĺıbrio, atingindo um total de 1871, e as densidades de herb́ıvoros e

predadores aumentam consideravelmente para 1033 e 325 indiv́ıduos respectivamente, dis-

tribúıdos em todo o habitat. Para N = 2 ocorre um comportamento análogo, sendo 1703 a

densidade total de plantas, 1360 a dos herb́ıvoros e 277 a dos predadores (ver figura 3.25).
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Figura 3.23: Distribuição espacial de plantas (gráfico à esquerda), de herb́ıvoros (gráfico

central) e de predadores (gráfico à direita) para N = 1, nos tempos 1, 50, 100, 200, 300,

500, 800, 900 e 1000.

Figura 3.24: Distribuição espacial de plantas (gráfico à esquerda), de herb́ıvoros (gráfico

central) e de predadores (gráfico à direita) para N = 2, nos tempos 1, 50, 100, 200, 300,

500, 800, 900 e 1000.
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Figura 3.25: Densidade total de plantas (linha de tracejado maior), herb́ıvoros (linha

cont́ınua) e predadores (linha de tracejado menor) para N = 1 (gráfico à esquerda) e

N = 2 (gráfico à direita).

Fazendo a diferença entre as escalas maior, tal como N = 4, 5, 6, a densidade
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das plantas se mantém alta, enquanto as densidades de herb́ıvoros e predadores decresce

na medida em que aumenta a diferença entre as escalas (figura 3.28). Para N = 6 a

densidade total de plantas converge para um valor aproximado de 2399, e as populações

de herb́ıvoros e predadores permanecem confinadas em pequenas densidades em uma

região ainda menor do que aquela a qual foram liberados.

Figura 3.26: Distribuição espacial de plantas (gráfico à esquerda), de herb́ıvoros (gráfico

central) e de predadores (gráfico à direita) para N = 4, nos tempos 1, 50, 100, 200, 300,

500, 800, 900 e 1000.

Figura 3.27: Distribuição espacial de plantas (gráfico à esquerda), de herb́ıvoros (gráfico

central) e de predadores (gráfico à direita) para N = 6, nos tempos 1, 50, 100, 200, 300,

500, 800, 900 e 1000.
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Figura 3.28: Densidade total de plantas (linha de tracejado maior), herb́ıvoros (linha

cont́ınua) e predadores (linha de tracejado menor) para N = 4 (gráfico à esquerda) e

N = 6 (gráfico à direita).

3.3.5 Comportamento em uma Vizinhança da Bifurcação de

Neimark-Sacker

Com o objetivo de tornar a análise da dinâmica das populações mais ampla, to-

mamos variações para o parâmetro η e mantemos fixos os valores de β = 2 e r = 1, 95.

Utilizamos como condição inicial, as populações distribúıdas em todo o habitat com uma

perturbação de 10% em torno do equiĺıbrio de coexistência. Escolhemos os valores de η

próximos ao valor da bifurcação de Neimark-Sacker e também na região de ciclos limite.

Com η = 1, 77, surgem padrões espaciais heterogêneos dinâmicos. Sendo que para

N = 1, a densidade total das populações exibe oscilações irregulares de grande ampli-

tude (figura 3.29); para N = 2 e N = 4, a densidade total das populações converge

aproximadamente para valores fixos (figura 3.30). Para N = 5 e N = 6 a densidade to-

tal das populações exibe comportamento oscilatório de pequena amplitude (figura 3.31).

Observamos ainda que a densidade total de herb́ıvoros e predadores aumenta, enquanto

a densidade de plantas diminui para N = 2; e para N = 6 ocorre exatamente o com-

portamento oposto, isto é, a densidade de plantas aumenta enquanto a dos predadores e

herb́ıvoros diminui.
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Figura 3.29: Densidade total de plantas (curva verde), herb́ıvoros (curva azul) e preda-

dores (curva vermelha) para N = 1 com η = 1, 77.
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Figura 3.30: Densidade total de plantas (curva verde), herb́ıvoros (curva azul) e preda-

dores (curva vermelha) para N = 2 (gráfico à esquerda) e N = 4 (gráfico à direita) com

η = 1, 77.
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Figura 3.31: Densidade total de plantas (curva verde), herb́ıvoros (curva azul) e preda-

dores (curva vermelha) para N = 5 (gráfico à esquerda) e N = 6 (gráfico à direita) com

η = 1, 77.

Em relação a distribuição espacial, observa-se que para N = 1 a distribuição
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espacial das populações se apresenta em forma de espirais (figura 3.32); para N = 2

e N = 4 as populações apresentam distribuições heterogêneas no espaço e no tempo

(figuras 3.33 e 3.34), e para N = 6 ocorre o confinamento das populações de herb́ıvoros e

predadores no centro do domı́nio (figura 3.35).
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Figura 3.32: Distribuição espacial de plantas, herb́ıvoros e predadores no tempo t = 1400,

para N = 1, com η = 1, 77.
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Figura 3.33: Distribuição espacial de plantas, herb́ıvoros e predadores no tempo t = 1400,

para N = 2, com η = 1, 77.
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Figura 3.34: Distribuição espacial de plantas, herb́ıvoros e predadores no tempo t = 1400,

para N = 4, com η = 1, 77.
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Figura 3.35: Distribuição espacial de plantas, herb́ıvoros e predadores no tempo t = 1400,

para N = 6, com η = 1, 77.

Considerando η = 1, 8 (região de ciclos limite), também surgem padrões espaciais

heterogêneos dinâmicos, onde a densidade total das populações paraN = 2 se aproxima de

um valor fixo (figura 3.36), sendo que o total da população de plantas diminui, enquanto

os herb́ıvoros e predadores aumentam. Para N = 1 e N = 4, as densidades exibem

comportamento oscilatório de grande amplitude (figura 3.37), e para N = 5 e N = 6

ocorrem comportamentos oscilatórios de pequena amplitude (figura 3.38). Verificamos

novamente que a densidade total de plantas aumenta e as de herb́ıvoros e predadores

diminuem quando N = 6.
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Figura 3.36: Densidade total de plantas (curva verde), herb́ıvoros (curva azul) e preda-

dores (curva vermelha) para N = 2 com η = 1, 8.
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Figura 3.37: Densidade total de plantas (curva verde), herb́ıvoros (curva azul) e preda-

dores (curva vermelha) para N = 1 (gráfico à esquerda) e N = 4 (gráfico à direita) com

η = 1, 8.
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Figura 3.38: Densidade total de plantas (curva verde), herb́ıvoros (curva azul) e preda-

dores (curva vermelha) para N = 5 (gráfico à esquerda) e N = 6 no tempo (gráfico à

direita) com η = 1, 8.

Similarmente ao caso anterior, para N = 1, a distribuição espacial das populações

de herb́ıvoros e predadores se apresenta na forma de espirais (figura 3.39); para N = 2 e

N = 4, as distribuições populacionais são heterogêneas no espaço e tempo (figuras 3.40

e 3.41). Para N = 6, verificamos a formação de uma região ocupada por herb́ıvoros e

predadores com densidades mais baixas de plantas (figura 3.42).
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Figura 3.39: Distribuição espacial de plantas, herb́ıvoros e predadores no tempo t = 1400,

para N = 1, com η = 1, 8.
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Figura 3.40: Distribuição espacial de plantas, herb́ıvoros e predadores no tempo t = 1400,

para N = 2, com η = 1, 8.
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Figura 3.41: Distribuição espacial de plantas, herb́ıvoros e predadores no tempo t = 1400,

para N = 4, com η = 1, 8.
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Figura 3.42: Distribuição espacial de plantas, herb́ıvoros e predadores no tempo t = 1400,

para N = 6, com η = 1, 8.



CONCLUSÕES

Neste trabalho propomos um modelo discreto com estrutura espacial para a des-

crição de uma dinâmica planta-herb́ıvoro-predador. A formulação matemática do modelo

é feita utilizando Redes de Mapas Acoplados.

A caracteŕıstica principal do modelo é a presença de múltiplas escalas que permitem

incorporar processos espaciais não-locais e diferentes escalas de tempo para o crescimento

das espécies. Consideramos como geração padrão do sistema a unidade de tempo corres-

pondente a dinâmica lenta e assumimos subgerações intermediárias nas quais acontecem

os processos em uma escala rápida. Nesta escala rápida ocorre a agregação dos herb́ıvoros

e o movimento orientado dos predadores na procura dos herb́ıvoros. Na escala lenta te-

mos a movimentação dos herb́ıvoros em relação à qualidade das plantas e os processos de

nascimentos e mortes das espécies.

No estudo do modelo, especial atenção foi dada a formação de padrões espaço-

temporais. Observamos a formação de padrões heterogêneos dinâmicos e estáveis. Os

padrões heterogêneos estáveis ocorrem quando a diferença entre as escalas de movi-

mentação é suficientemente grande (N ≥ 4), isto é, quando a movimentação de agregação

é de longo alcance. As simulações mostraram que o controle da população de herb́ıvoros

pelos predadores é mais eficiente à medida que a diferença entre as escalas aumenta,

resultado importante na escolha de predadores para o controle biológico de pragas em

plantações.

Ao analisarmos processos de invasão a partir de uma pequena região inicialmente

colonizada pelos herb́ıvoros e predadores, verificamos o confinamento das espécies para

valores de N ≥ 3. As populações totais de herb́ıvoros e predadores permanecem muito

baixas. Para N = 1 e 2, as duas espécies invadem o habitat através de uma frente de

onda reduzindo a densidade total das plantas.

Quando consideramos a dinâmica vital em uma vizinhança da bifurcação de Neimark-
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Sacker, observamos efeitos estabilizantes de N sobre as oscilações das populações totais.

Para N = 1, nesta região de oscilações, as populações totais oscilam de maneira irre-

gular com amplitudes grandes e variáveis. Para valores maiores de N as oscilações são

amortecidas. É importante notar que o controle biológico do herb́ıvoro pelo predador

ocorre para valores suficientemente grandes de N (N ≥ 6). Observamos também, que o

comportamento de agregação dos herb́ıvoros com seus coespećıficos pode ser prejudicial

a esta população. Muitos fatores podem justificar esse resultado, como por exemplo, a

diminuição do alimento gerado pelo alto consumo em uma determinada região.

Finalmente, destacamos que modelos de Redes de Mapas Acoplados, como o pro-

posto nesta dissertação, permitem incluir múltiplas escalas de movimentação e reação

levando em conta a história de vida das espécies.
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de VRIES, G.; HILLEN, T.; LEWIS, M.; MÜLLER, J.; SCHÖNFISCH, B. A Course in

Mathematical Biology: Quantitative Modeling with Mathematical and Com-

putational Methods. SIAM, Philadelphia, 2006.

EDELSTEIN-KESHET, L. Mathematical Models in Biology. McGraw-Hill, New

York, 1988.

GURNEY W. S. C.; VEITCH, A. R.; CRUICKSHANK, I.; MCGEACHIN, G. Circles

and Spirals: Population Persistence in a Spatially Explicit Predator-Prey Mo-

del. Ecology, v.79, 2516-2530, 1998.
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