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Introducao

No presente trabalho obtemos resultados de existéncia e multiplicidade de solucoes

fracas nao triviais para a seguinte classe de problemas eliticos:

(P /) —Au = h(z)u? + f(x,u), em €,
! 0<ue HH(Q),

onde A denota o operador Laplaciano (Au = div(Vu)), @ C RY ¢ um dominio limitado
com fronteira 2 suave, N > 1, 0 < ¢ < 1 e as fungdes h(x) e f(x,s) satisfazem certas
hipéteses, similarmente as apresentadas por Li, Wu e Zhou [17].

Em 1983, um trabalho pioneiro, semelhante ao nosso problema foi abordado por

Brezis e Nirenberg [8]. Eles provaram, através de métodos variacionais, que o problema

—Au = u+uP, r €,
{ 0<ue H}),
onde Q C RY é um dominio limitado, N >4, A€ Rep = %, tem uma solucao para
todo A € (0, A1), sendo A\; o primeiro autovalor de —A em Q.

Para problemas relacionados em dominios limitados mencionamos dentre outros, os
trabalhos de Costa e Magalhaes [10] e [26], ambos com f(z, s) com crescimento subcritico
e o trabalho de Cao e Zhou [9] no qual considera-se o caso em que f(x, s) tem crescimento
critico.

Um artigo importante a cerca de existéncia e multiplicidade de solugoes para pro-
blemas envolvendo nao lineariedades concavas e convexas foi publicado por Ambrosetti,
Brezis e Cerami [5] em 1994. Eles consideraram f(z,s) como a soma de um termo su-
blinear e um superlinear em s, e provaram a existéncia de um A* € R de modo que o
problema

—Au = ! +uP, x €,
{ 0<wue HQ),

onde Q C RY é um dominio limitado com fronteira suave, A > 0 é um parametro real e

N+2

N5, uma segunda

0 <g<1<p,tem uma solucao se 0 < A < A*. No caso em que p <
solucao é estabelecida para todo A € (0, \*).

Generalizando o trabalho anterior, De Figueiredo, Gossez e Ubilla [12], conside-
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rando nao lineariedades mais gerais, provaram a existéncia de ao menos uma solugao para
o problema
—Au = Aa(x)u! + b(z)uP, = €,
{ 0<ue€ H}D),

onde Q C RY ¢ um dominio limitado, A > 0 suficientemente pequeno, 0 < ¢ < 1 < p,
p < % e as fungoes a,b : {2 — R satisfazem condigoes apropriadas.

Por sua vez, para problemas relacionados em dominios ilimitados destacamos os
trabalhos de Gongalves e Miyagaki [14] e Miotto e Miyagaki [19] para o caso em que
f(z, s) tem crescimento subcritico e Alves, Gongalves e Miyagaki [2,3] e Miotto [18] para
f(z,s) com crescimento critico.

No presente trabalho, para a obtencao de nossos resultados, utilizaremos argu-
mentos variacionais. O método que empregaremos ¢ baseado no Principio Variacional de
Ekeland e em uma versao do Teorema do Passo da Montanha.

Além disso, os resultados desta dissertacao cobrem os seguintes casos de cresci-
mento de f(z,s) na variavel s; a saber, o caso em que f(z,s) € linear na varidvel s, ou
seja,

f(z,s) = As, para algum A > 0;

o caso em que f(x,s) € assintoticamente linear em relag¢io a varidvel s no infinito,

o S

= ¢ € (A1, +00) uniformemente em z €
5—00 S

e ainda o caso em que f(x,s) € superlinear em relagio a varidvel s no infinito, isto é,

lim —f(a:, s)

S—00 S

= oo uniformemente em x € €.

Este trabalho é organizado como segue, no Capitulo 1 exploramos alguns resultados
preliminares para esta dissertacao, apresentando uma introdugao aos Métodos Variacio-
nais, bem como alguns resultados que utilizaremos durante todo o nosso trabalho.

No Capitulo 2, abordamos o caso em que f(z,s) é assintoticamente linear na
varidvel s. Sob as hipéteses (hl), (f1),(f2) (veja pagina 15) e (h2) (confira pagina 22),
mostramos através do Principio Variacional de Ekeland que o problema (P, ) tem uma
solugao nao negativa em H} (), com nivel de energia negativo. Posteriormente, consi-
deramos somente as condigoes (h1), (f1) — (f2) e através de uma versao do Teorema do
Passo da Montanha, garantimos a existéncia de uma solucao nao negativa em Hj (), com
nivel de energia positivo e consequentemente diferente da obtida no resultado anterior.

Ja no Capitulo 3, trabalhamos o caso em que f(x,s) é superlinear na variavel
s. Acrescentando a (hl),(f1) — (f2), a condigao (f3) (veja pagina 33), através do Teo-
rema do Passo da Montanha provamos a existéncia de uma solu¢ao nao negativa para

o nosso problema. Utilizando a mesma técnica demonstramos também, sob as hipoteses
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(h1),(f1)—(f2),(h2) e (f2)'— (fF) (confira pagina 33) , um resultado de multiplicidade
de solugoes fracas nao negativas para problema (P}, ¢). Salientamos que para este caso de
crescimento, nao assumiremos a condigao de Ambrosetti e Rabinowitz (confira a pdgina
33), mas sim hipdteses mais fracas, em certo sentido, que a condigao (AR), como pode
ser visto nos Exemplos 1 e 2 das paginas 34 e 35.

No Capitulo 4, trabalhamos o caso em que f(z,s) é linear na varidvel s, ou seja,
discutimos alguns resultados de existéncia de solucoes fracas nao negativas para o pro-

blema
—Au = Au+ h(z)u?, em €,
(Ph) .
0<wue HyQ).

Concluimos o trabalho com um Apéndice, no qual listamos algumas desigualdades,
bem como alguns resultados importantes envolvendo as teorias de Integral de Lebesgue,
Distribuigoes, Espacos de Sobolev e Operadores Diferenciaveis. Além disso, exploramos
certos resultados de Anédlise Funcional, o Principio do Maximo Forte, propriedades do 1°
autovalor do operador —A, além de um destaque especial aos imprescendiveis Principio

Variacional de Ekeland e Teorema do Passo da Montanha.



Capitulo 1

Introducao aos métodos variacionais

1.1 Introducao

Apresentaremos nesta se¢ao o problema, para o qual provaremos a existéncia e
multiplicidade de solugdes. No decorrer deste trabalho, consideremos a norma de Hj ()

denotada por
1/2

Jufl = ( | it da:> ,

e usaremos || - ||, para denotar a norma usual de LP(92),1 < p < oc.

Consideremos o seguinte problema elitico semilinear

By ) —Au = h(x)u? 4+ f(x,u), em Q,
"I 0<ue HN(Q),

onde A denota o operador Laplaciano,  C RY ¢ um dominio limitado com fronteira 9¢

suave, N > 1,0 < ¢ < 1 e as fungbes h(x) e f(z,s) satisfazem as condigdes:

(hl) h € L*>®(Q) e h(x) # 0;

(f1) f(z,s) € C’(ﬁ X R); f(x,0) =0; f(z,s) > 0Vs >0,z €

(2) tim L85 e 0, a); lim f(z5)
s—0t S

onde A\; > 0 é o primeiro autovalor de —A em (2, isto é,

A = ﬂHr eH%)m¢0}

Quando £ = oo, vamos supor f(z,s) de crescimento subcritico, ou seja,

= ¢ € (A1, +00) uniformemente em x € €,

x,S
lim f( - ) =0,
S5—00 S
uniformemente em x € ), onde k é uma constante tal que k € (1, %) se N > 3 ou

ke (l,00)se N>1,2.
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1.2 Resultados preliminares

Comecamos esta secao destacando uma notacao muito utilizada nas nossas demons-
tragoes, quando trabalhamos com quantidades infinitesimais. A notacdao de Bachman-
Landau, f(x) = o(g(x)) quando = — z,, serd utilizada para designar que

()]

lim ——= =0
w0 [g(x)

Os métodos variacionais, sao muito utilizados para resolver equacoes diferenciais
parcias eliticas semilineares e também quasilineares. A ideia principal destes métodos é
relacionar a existéncia de solugao de uma equagao a existéncia de um ponto critico de um
funcional associado a equacao.

Se multiplicarmos a equagao em (P, ) por uma fungido ¢ € C°(2) e depois inte-

grarmos por partes, obtemos que

/ VuVe dr = / h(x)ulp dx + / flz,u)e dx, Yo € C°(Q). (1.1)
0 Q Q

[sto motiva a seguinte definicao:

Definigao 1.1 Dizemos que u € H}(Q2) € uma solugdo fraca positiva (ndo negativa) para
o problema (P ) se w > 0 (u > 0) em Q satisfaz a equacdo (1.1) para toda fungao
p e CX(Q).

Como queremos obter solucoes fracas nao negativas, associamos ao problema (P, f)

o funcional I : H}(Q) — R, definido por
Tw) = Suf? = = [ bt do - / Flo,u,) da (1.2)
2 q+]. Q + QO T ’ '
onde F(z,u) = [ f(z,s) ds.

A partir das hipé6teses (hl), (f1) e (f2), mostramos (confira o Lema A.2) que o
funcional I € C'(H}(Q2),R) e tem derivada I'(u) em cada u € H} () dada por

(I'(u), o) = /QVUV(p da:’—/gh(x)uigp d:v—/ﬂf(x,qu)go dx, (1.3)

para cada ¢ € C°(12).
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Definigao 1.2 Dizemos que u € H}(Q) € um ponto critico do funcional I se I'(u) = 0
em Hy ' (), isto é, para toda o € C2(Q) vale (I'(u), @) = 0.

Podemos assim concluir que uy € Hg(£2) é ponto critico do funcional I se, e somente
se, up ¢ uma solucao fraca do problema (P, r). De fato, se ug é ponto critico do funcional

I, entao pela Definigao 1.2 temos para toda ¢ € C°(£2) que

(I'(ug), o) = /QVrocp dx — /Qh(x)unggp dx — /Q f(x,upy)p dz =0,

o que implica que

/ VugV dr = / h(x)ug, ¢ do + / f(x,uo, ) dx, Yo € CF(9),
Q Q Q

e assim ug ¢é solucao fraca do problema (P, f). Reciprocamente, se 1 é solucao fraca do

problema (P}, s) entao para qualquer ¢ € C°(2) temos

/ VuoVy dr = / h(z)ud, ¢ dx + / f(z,uos ) do,
0 0 Q

e portanto (I'(ug), ) = 0.
Para encerrar nossas consideragoes sobre a teoria dos métodos variacionais, enun-

ciamos dois conceitos muito importantes para o nosso trabalho:

Definicao 1.3 Seja ¢ € R. Dizemos que o funcional I satisfaz a condi¢ao de:

(i) Palais-Smale no nivel ¢ (denotada por (PS).), se toda sequéncia (u,) em H}(Q) tal
que I(u,) = c+o(1) e I'(u,) = o(1) em Hy'(2), admite uma subsequéncia convergente
em H}(Q);

(it) Cerami no nivel ¢ (denotada por (Ce).), se toda sequéncia (u,) em H}(Q) tal que
I(un) = c+o(1) e (1+ ualDII'(un)|| =10y = 0(1), admite uma subsequéncia convergente

em H}(Q).

Observagao 1.1 (i) No caso em que (u,) C H(Q) satisfaz as condigoes (i) ou (ii)
da definicao anterior, dizemos que (u,) € uma sequéncia (PS). ou uma sequéncia (Ce),
respectivamente. Em ambos os casos, o valor ¢ é dito nivel de energia do funcional I.
(i3) Toda sequéncia (Ce). para o funcional I é também uma sequéncia (PS). para o mesmo
funcional.

De fato, consideremos uma sequéncia (u,) C Hy(Q), tal que (u,) € uma sequéncia (Ce)..
para o funcional I. Logo, por definicio (u,) admite subsequéncia convergente e satisfaz
I(un) = c+o(1) e (L4 [[ualDII"(un)l| =10y = o(1). Resta mostrar que I'(u,) = o(1) em
HyH(Q). Caso (uy) seja limitada, entdo pelo fato de que (1+ ||un||)||]’(un)||H(;1(Q) =o(1),
obtemos ||]/(Un)||H(;1(Q) = o(1). Por outro lado, se (u,) nao € limitada, se supormos,

por absurdo, que |[I'(un)l 1) # o(1), seque que (1 + |[un|)IT"(un)ll ;1) # 0(1), o
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que contradiz a hipdtese de (u,) ser uma sequéncia (Ce). para o funcional I. Portanto,
11" (un)| =10y = 0(1) 0 que mostra que (u,) € uma sequéncia (PS). para o funcional I.
(iii) Segue imediatamente da defini¢ao que se (u,,) € uma sequéncia (Ce). para o funcional
I, entdo para cada ¢ € C(Q)

1

I(un) = 5 lunl® -

1

—— | h(x)ult! dr — / F(z,upy) de = c+ o(1), (1.4)
q+1Jg

Q

(I'(uy,), p) = /QVuano dx — /Qh(x)u,%Jrgo dx — /Q f(z,uny)p de = o(1), (1.5)

(7 (1), ) = ] / h(e)utl! di - / F (@t do=o(1).  (L6)

(iv) Se (u,) € uma sequéncia (Ce). limitada para o funcional I, entdo (u,y) também é
uma sequéncia (Ce). para o funcional I.
Com efeito, sendo (u,) C HJ(Q) limitada, o mesmo ocorre com (uny) e (u,_) em HL ().

Além disso, para ¢ € HY(Q), considerando ¢ = u,_ na expressdo (1.5), decorre que

(1)t = |2 — / £ (&t Yt dz = 0(1).

Porém, considerando os conjuntos A = {x € Qu,(x) > 0} e B = {z € Qu,(x) < 0}
temos pela hipétese (f1) que

/Qf(x,umr)un_ dx = /Af(x,uwr)un_ d:p+/]3f(x,un+)un_ dxr =0,

e consequentemente

[ |I* = o(1). (1.7)
Pela defini¢ao de I:
1, ., 1 "
1 1
I(u, = —Nup|?* - — hxuffldx,—/Fx,un dz.
() = ghenslP = = [ hputt de = [ Plaun)

Logo,

1 1
I(un+) = I(un) + §||un+||2 - 5””71”2
= T(un)+ Slunsl? = 1) 2
= Unp, 5 U+ 9 Un+ Up—

1
= I(u,) — EHUn—H2
= c+o(1).
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Por sua vez,

(I'(upy ), ) = / Vu,+ Vo dr — / h(x)ul, o dx — / fz, uny ) do
Q Q Q
= /Vuano dx — / h(z)ul ¢ dx — / fz,uny)p dx—l—/Vun_ch dx
Q Q Q )
= (I'(un), ) + / Vu, Vo dr,
9)
o que implica pela igualdade (1.7) que
],<un+) = 0(1)7 (18)

Pela identidade (1.8) como (un+) € limitada, seque que (1+4{|tn ) [ (tn)|| =10y = (1),
e portanto (u,y) € uma sequéncia (Ce). para o funcional I.

(v) Se (u,) € uma sequéncia (PS). para o funcional I, entao (u,y) também é uma
sequéncia (PS). para o funcional I.

De fato, pode-se justificar que (uy,) € limitada e assim este resultado € consequéncia da

observacao anterior.

Lema 1.1 Para qualquer ¢ € C°(Q), seja T, : Hy () — R definido por

T,(v) = /QVUVQD dx.

Entio T, € Hy'(9).

Demonstracao: A continuidade de 7, ¢ obtida diretamente do Lema A.2.
Para v1,v; € H}(Q) e B € R decorre da lineariedade da integral, da lineariedade do

gradiente e pelas propriedades de produto interno que

T,(v1 + fvg) = / V(v1 + fve) Ve dx
Q
= /(Vvl + ﬁva)Vw dx
Q

= /Vngo dx—l—ﬂ/vach dx
Q Q
= Ty(v1) + Ty(v2),

o que conclui a justificativa.

Lema 1.2 Suponhamos vdlidas as condigoes (h1), (f1) e (f2) e que (u,) C H}(Q) ¢
uma sequéncia (C.). limitada para o funcional I. Entdo (u,) possui uma subsequéncia

convergente em HJ(§2).
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Demonstragao: Sendo Hj(€2) um espago reflexivo (confira o Teorema A.12), em virtude
do Teorema A.2 e da Imersio Compacta de H}(Q2) em LP(Q), para p € [1,2*) (veja
Teorema A.15), podemos supor que existe uma subsequéncia, a qual ainda denotaremos

por (u,), tal que

U, — u em H} (),
Uy — U em LP(Q), (1.9)
U, — u q.l.p.em Q.

e pela Observacao 1.1 — (iv), podemos supor sem perda de generalidade que u, > 0 e
u > 0.

Como (u, —u) — 0 em H}(Q) e T, € Hy'(?) (pelo Lema 1.1), decorre que
T,

(U, —u) — 0, ou seja,

lim [ V(u, —u)Ve de =0, Yo e CZ(Q).

n—oo 9]

A partir das convergéncias em (1.9) e do Teorema da Convergéncia Dominada (confira o

Teorema A.5), resulta que

/Q Bl — Tl do = of1) e / () — Fw)p di = o(1).

Q

Logo,
(I'(up) — I'(u), p) = o(1) em Hy'(Q), (1.10)

ja que para cada ¢ € C°(Q)

(I'(uy) — I'(u),p) = /QV(un —u)Vp dx — /Q h(x)[ud —ullp dzx

- [ = szl de
Dessa forma, considerando ¢ = u,, na relagao (1.10) obtemos que
/QV(un —u)Vu,, dr = o(1) em Hy'(Q). (1.11)
Por outro lado, tomando ¢ = u na expressao (1.10) segue que

/ V(u, —u)Vu dx = o(1) em H;*(Q). (1.12)

Assim, somando as relacoes (1.11) e (1.12), podemos concluir que |Ju,||* — [|u/* em
H3(Q) e deste modo u,, — u em H}(Q). Portanto, u, converge fortemente para u em

H}(Q), o que finaliza a justificativa.
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Observagao 1.2 Como toda sequéncia (C.). limitada para o funcional I € também uma
sequéncia (PS). limitada para o mesmo funcional, o Lema 1.2 € vdlido para sequéncias

(PS)e, ao invés de sequéncias (Ce)..



Capitulo 2

L4

O caso em que a fungao f(z,s) é
assintoticamente linear com relacao

a s no i1nfinito

2.1 Introducao

Neste capitulo, trabalharemos o caso em que f(x,s) é assintoticamente linear em
relacao a varidvel s no infinito. Inicialmente garantiremos, através do Principio Vari-
acional de Ekeland, a existéncia de pelo menos uma solugao fraca nao negativa para o
problema (P, ¢), com nivel de energia negativo. Mais precisamente, provaremos o seguinte

resultado:

Teorema 2.1 Suponhamos que as condi¢oes (f1) e (f2) sejam wvdlidas e também que
existe v € H} () tal que

/ h(z)o™ da > 0. (h2)
Q

Entao eziste uma constante A = A(u,q, f, N,Q) > 0 tal que para toda h € L®(2) com
|hlleo < A satisfazendo as hipoteses (h1) e (h2), o problema (P ) tem uma solu¢do uy €
H} (), tal que uy >0 e I(uy) < 0. Além disso, se h(z) >0, entdo uy > 0 q.t.p. em S.

Num segundo momento, através de uma versao do Teorema do Passo da Monta-
nha, demonstraremos a existéncia de uma solucao fraca nao negativa para o problema
(P, r) diferente da obtida no resultado anterior. A seguir o nosso resultado a respeito da

existéncia de solucoes para o problema (P, ), com nivel de energia positivo.
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Teorema 2.2 Suponhamos que as condigoes (f1) e (f2) sejam vdlidas. Entao existe
uma constante A = A(u,q, f, N,Q2) > 0 tal que para toda h € L®(Q) com ||hlloc < A
satisfazendo a hipdtese (h1), o problema (P, ) tem uma solugdo nao negativa uy € Hy (L),
com I(uy) > 0. Além disso, us >0 q.t.p. em Q se h(x) > 0.

2.2 Resultados preliminares

Comegamos esta se¢ao obtendo alguns resultados auxiliares sobre as fungoes f(z, s)
e F(z,s) baseados nas condicoes (f1) — (f2).

Pela hipétese (f2), temos lim+ M = i e assim dado € > 0, existe 6 > 0 tal
s—0 S
que para s € RN (0,9) vale ‘f(:)s, 5) _ 1 < e.
s
Mas, como f(:z:,s)‘ — |ul < ’f(x,s) — 1| < &, obtemos que
s s
[f (2, 8)| < (1 +¢)s. (2.1)
Por outro lado, de lim f(x]; s) = 0, temos que existe s, € R tal que f(x’; s) ‘ <e,
§—00 S S
para todo s > s,, e assim
|f(z,8)| < e|s¥], se s> s, (2.2)

Como pela condigao (f1), f(z,s) > 0 para todo s > 0 e x € Q, segue das relagoes (2.1)
e (2.2) que
flx,8) < (u+e)s+ Cesh,

onde C. = C(e, k, f,©2) > 0. Integrando a desigualdade acima, segue que para todo
s>0 e €1

/f(x,t) dtS/(M+5)tdt+C’€/ t* dt,

donde obtemos para todo s >0 e x € ) que

Ce
F(z,s) < t 6)32 + s"1 paratodo s >0 e z € Q. (2.3)

2 kE+1

Como pela hipétese (f2), 1 < A;, podemos obter ¢, > 0 tal que
nteo < )\1, (24)

e assim existe C, = C,(k, i, f,€) > 0 tal que para todo s >0 e = € Q

(/~L +50) 2

F(z,s) < 5 S + Cys"™ paratodo s >0 e z € Q. (2.5)
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Para finalizar, novamente pela condi¢ao (f2) dadoe > 0, paratodos >0 e = €

existe dg tal que se 0 < s < dy entao

f(z,s)

S

>

N =

e dessa forma f(x,s) > Hs, Integrando a expressao na variavel s, obtemos para cada
2

0 < s < dp que

F(z,s) > %32. (2.6)

O préximo lema, serd essencial para garantirmos as hipoteses do Teorema do Passo
da Montanha, bem como para a demonstracao da existéncia de uma solucao através do

Principio Variacional de Ekeland.

Lema 2.1 Suponhamos que as as condigoes (hl),(f1) e (f2) sejam satisfeitas. Entdo
existe uma constante A = A(p,q, f, N,Q2) > 0 tal que para qualquer h € L®(§2) com
|h]|se < A temos que

(i) existem constantes r > 0 e o > 0 tais que, para todo u € H}(Q), com ||ul]| =r
I(u) > a>0;

(i) existe e € Hy(2) com |le|| > r tal que I(e) < 0.

Demonstracao: (i) Notando que h(z) < |h(x)| < ||h]|~ € pela relagao (2.5) segue que

1 1
Iw) = =|ul|>-—— [ h q“d—/F, d
W = gl = [ bt o= [ P do
1 I
> —Hu||2—u/u‘i+1 da:—/F(x,u+) dx
2 q+1Jg Q

v

1 R oo 0
—HuH2—u/u'f1 dx—u/vf dx—Co/ u|**t da.
2 q+1 Jg 2 Ja 9)

Pelas Imersoes de Sobolev (veja Teorema A.14 e Teorema A.15), obtemos apartir da

expressao acima que

1 J T o
) 2 gll? = Callllaliul™ — £E2ul? =
1 upu+e,
= (5 55 WP - Calllul ™ = ol
= Gillul? ~ Callac 7~ Gyl
= (G~ Callllul — Clll Y 27)

1 0
onde C; = (——M+€

5 oX )>0,02:CQ(Q,N,Q)>0803203(CO,]{3,N,Q)>0.
1
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Motivados por Gongalves e Miyagaki [14] consideremos para cada ¢ > 0 a funcao
Q(t) = Col|hflot™™" + Cat™ .
Logo,
Q' (t) = Co(q — D)||h]|oct?? + Ca(k — 1)tF 72
donde fazendo Q' (t,) = 0, segue que

Cs(k — DtF2 = Oy(1 — q)||h]|oet?>

Cy(1 —q)
m“hﬂm
1

b = (ammu)k‘q,

k—q _
t, =

sendo Cy =

Entao,

q—1 k—1

k—q
Ot) = 02||h||oo(o4uhuoo) +cs(o4||h||oo)
— oINS Lo g
g-1 " E-1
=(@@q+@@wﬂww

k—1

- CSHhHCI)c??

onde C5 = C5(q, k, p, f,N,Q), e z:; >0 pois, 0 < g <1<k
Assim, para qualquer k > 1 fixo, existe A = A(u,q, f, N,Q) > 0 tal que se ||h|lw < A
entao Q(t,) < Ci.

Portanto, se ||h]l« < A e escolhendo r = t,, segue pela desigualdade (2.7) que para

todo u € H}(Q) com ||ul| =7 e a = [C; — Q(t,)]t? > 0 que
I(u) > a >0,

o que justifica (7).

(i1) A partir da condigao (f2), como lim s = oo, obtemos que lim f(z,s) = co e assim
S5—00 §—00

para qualquer £ > 0, existe s; € R, s; > 0, tal que para todo s > s; temos f(z,s) > ¢.

Consequentemente,
S

lim F(x,s) = lim [ f(z,t)dt = 0.

5—00 §—00 o



Utilizando a Regra de L’Hospital, decorre da hipétese (f2) que

lim Flz,s) = E lim flzs) = &

5—00 52 2 5—00 S 2 ’
ou seja, quando s — o0

F(x,s)

2

— g, uniformemente em x € €).
s

Sendo A\; < £ < oo, para s > 0, s > s1, podemos escolher 7 > 0
s2 = 2 2
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tal que

(2.8)

Seja 1 > 0 a autofuncao associda a A\;. Para t > 0 suficientemente grande e

notando que 0 < ¢ < 1 temos

Ig) = 5t %HZ—— / 2)(ton)™ do — / Pz, to1) da

12— "

= _H<P1 g+ 1

Aplicando a desigualdade (2.8) na expressao acima, decorre que

ﬁ - thrl o (g_
Ite) < Tl | et an— |

g+1

/2 a+l
= Sl - [e-neta| - 25 [ he

t A\o? d 24 ikl
= 5{/9 1¥1 x_/ﬂ(ﬁ_T)% x]_q—l—l

t2
h(x)d™ do — /F(x t01) 5 @1 dx.
Q Q 21

t2 2
T) ¥1 d.T

2

) q+1 dr

/Qh( )it da

= S [l de - P [ et
Q

~ Du-le-nl5 [ tar- 2 [ hwer a (29)

Pela desigualdade (2.8) temos que [\; — (£ — 7)] < 0 e como t? > 97! quando t — oo

segue da desigualdade (2.9) que I(typ;1) < 0. Logo, para t; > 0 suficientemente grande,

escolhendo e = t;¢; obtemos que existe ¢ € H}(Q) com |le]]

concluindo a demonstracao do Lema 2.1.

> r tal que I(e) < 0,

Apresentamos a seguir mais alguns fatos relevantes para o estudo do problema

(Pn,r)-
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Seja (u,,) uma sequéncia em HJ (), tal que ||u,|| — oo quando n — oo e

Unp

Wy = — (2.10)
[
Claramente, w,, é limitada em HZ (), pois ||w,| = 1. Logo podemos supor, a menos de
subsequéncia, que existe w € H} () onde
w, — w em H}(Q),
w, — w em LP(Q), (2.11)
w, — w q.t.p. em Q,
para cada p € [1,2*)se N >3 ep € (1,00)se N =1,2.
Analogamente, se considerarmos
Up 4
Woy = 25 (2.12)
[
segue que
Wpy — wy em H(Q),
Wp+ — Wy e1m LP(Q)7 (213)
Wpy — Wy q.t.p.em Q,

para todo p € [1,2*)se N >3 epe€ (1,00) se N =1,2.

Lema 2.2 Suponhamos vdlidas as hipdteses (hl), (f1),(f2) e (h2). Sejam (u,) uma
sequéncia em H (), tal que ||u,| — oo, quando n — oo, w, e w dadas por (2.10) e

(2.11) respectivamente. Entdo:

(i) w# 0 em Q;
(i1) w(x) > 0 q.t.p. em €.

Demonstragao: (i) Suponhamos, por absurdo, que w = 0. Entao pela hipétese (f1),
pelas convergéncias em (2.13) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada (veja o Teorema

A.5), terfamos que
lim [ h(x)wl" dz =0,

n—oo Q

lim [ F(z,wpy) de=0= lim [ f(z,w,s)w, dz.

Multiplicando a relagao (1.6) por e utilizando a definicao de w,, segue que

[
1 1 . 1
un][* dz — /h(rv)ui+ dr — /f 2ot dz = ——o(1)
I laal? Jo ™0 nn? lunll?
2 1 l]+1 f T un—i—
||wn|| _HU ||1_q h W4 dr — |u || de = 0(1)
1

/Q h(z)wlt de — /Q o u?, de = o(l), (2.14)

(%
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onde
f($,8+)
p($,8):: St
0 se s <0.

s >0,

Observemos que p(x,s) = p(x,s;) > 0. Além disso, segue pelas condigoes (f1) e (f2)
que existe M > 0 tal que para todo (x,s) € Q x R vale

<M

f(x75+)
Sy ’

e consequentemente,
Ip(z,s)| < M, ¥V (x,s) € QxR. (2.15)

Como |[|u,|| — oo, quando n — oo, temos pela identidade (2.14) que

\mw%1£Mawmadx:dm

mas as relagoes (2.13) e (2.15) implicam que

[ sl < [ el a
Q Q

< M/QwiJr dr = o(1).

Assim, ||w,]|* = o(1), o que contradiz o fato de ||w,|| = 1. Portanto, w # 0.

(11) Multiplicando a relagao (1.5) por e aplicando o mesmo raciocinio utilizado para

[ |
obter a expressao (2.14), temos para qualquer ¢ € C2°(2) que

1
/QanVgp dx — T /Q h(z)w), ¢ dx — / p(z, U )wyp dz = o(1) (2.16)

Q

Pela estimativa (2.15), existe v € L*(2) tal que p(x,u,) — vem L*(Q) e 0 <wv(z) < M
q.t.p. em . Combinando isto com as convergéncias em (2.13), podemos inferir para

qualquer ¢ € C°(2) que
/p(x, Up )Wyt tp dr = / v(x)wip dr+ o(1),
Q Q
o que juntamente com a relagao (2.16) resulta, para toda ¢ € C°(Q2) que

/QVwV@ dx = / v(x)wip d. (2.17)

Q
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Considerando ¢ = w_ na expressao anterior, obtemos que

|w_|]* = /Q Vw_|?* dz = /Qv(x)erw_ dx = 0.

Portanto w_ =0 ¢.t.p. em 2 e assim w = w, > 0 ¢.t.p. em Q.

2.3 Existéncia de uma solucao

Similarmente a Li e Zhou [16] , para r > 0 dado pelo Lema 2.1, definimos
B, ={ue Hy(Q): |lull <r}, B, = {u € Hy(Q) : [[ul| =7},
€ para u,v € ET
d(u,v) = [lu —vl|.

Como B, é um conjunto fechado em (HZ(Q), | - ||) que é um espaco de Banach, decorre
que (B,,d) é um espaco métrico completo.

Pelo Lema 2.1, temos que
I(u) > a >0, Yu € 0B,. (2.18)

Ainda, note que I é semicontinua inferiormente em B,, pois I € C'(B,,R). Logo esta
bem definido o valor
cy = inf{I(u) : u € B,}. (2.19)

Dado h € L*(Q2), consideremos v € C(Q2) dada pela hipdtese (h2), ou seja,
v € HL(Q) é tal que

/ h(z)o™ dx > 0.
Q

Entao para t > 0 suficientemente pequeno, segue em virtude da relacao (2.6) que

1 1
I(tv) = §||tv||2—q+—1 Qh(a:)(tv+)q+1 da:—/QF(x,thr) dx
t2 thrl 1
= o= /h(x)vi dx—/F(x,tu+) da
2 q+1Jg Q
t2 tq-‘rl 1
< Sl = [ @yt de =5 [ ot

Logo para t — 07, obtemos I(tv) < 0, ja que t*' > * e [, h(z)v™™ dr > 0. Mas para t
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suficientemente pequeno tv € B,, o que implica pela definicdo de ¢; que
o < I(tv) <0,
e portanto ¢; < 0. Pelo Principio Variacional de Ekeland (confira o Teorema A.18) vemos

que para qualquer inteiro n > 0, existe u, € B, tal que

1
o < I(up) < e+ —, (2.20)
n
1
I(w) > I(uy) — —||un, — wl|, (2.21)
n
para todo w € B,.

Afirmacao 2.1 Paran > 1 suficientemente grande, vale ||u,|| < r.

Com efeito, suponhamos por absurdo que ||u,|| = r para infinitos valores de n. Sem
perda de generalidade podemos assumir que ||u,|| > r, ¥n > 1. Pela relacao (2.18) temos
I(u,) > a > 0 e fazendo n — oo na expressao (2.20) obtemos que ¢; > 0, o que é uma

contradi¢ao. Portanto (u,) C B,.
Afirmacao 2.2 I'(u,) = o(1) em H, ' (€2).

De fato, para qualquer v € H}(Q) com |[u|| = 1 seja w,, = u, + tu, onde ¢t # 0. Assim

para qualquer n > 1 fixo, temos para t suficientemente pequeno, proximo de zero, que
[wnll = lun + tull < funll + [t < 7.
Logo da relacao (2.21) segue que
I(wn) = I(un + tu) 2 I(un) = |ull,

o que implica

Por conseguinte,

0 que nos permite concluir que

{0 ), ] < -

para todo u € H}(Q) com |lu|| = 1. Portanto, I'(u,) = o(1) em H, ().
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Decorre da afirmagao anterior e da expressao (2.20) que (u,) é uma sequéncia
(PS)., para o funcional I. J4 da Afirmagao 2.1, temos que (u,) ¢ limitada em HJ (),
logo em virtude do Lema 1.2 existe u; € Hg(€) tal que, a menos de subsequéncia, wu,
converge fortemente para u; em H}(Q), e pela Observagao 1.1-(v) u,, > 0 e u; > 0.

Pela continuidade do funcional I, segue que I(u;) = ¢; < 0 e pela continuidade da
derivada I’ temos I'(uy) = 0, isto é, u; é um ponto critico do funcional I e consequente-
mente uma solucao fraca do problema (P, f).

Considerando h(z) > 0, obtemos

Auy = —(h(z)uf + f(z,u1)) <O0.

Logo, pelo Principio do Maximo Forte (confira o Teorema A.17) existem duas possibilida-
des, ou u; > 0 em Q ou u; =0 ¢.t.p. em Q. Entretanto, como I(u;) =c¢; < 0e I(0) =0,

segue que u; > 0 em 2, o que prova o Teorema 2.1.

2.4 Existéncia da segunda solucao

J& possuimos os argumentos necessarios para demonstrar o segundo resultado deste
capitulo.
Demonstracao do Teorema 2.2: Sejam r,«a,e e A dados no Lema 2.1. Aplicando o
Teorema do Passo da Montanha (veja o Teorema A.20), com X = H} () e ¢ = I temos
que para

= inf I(v(t)) >0
¢ = Inf max (v(t)) > 0,

existe uma sequéncia (u,) C Hi(Q) tal que (u,) é uma sequéncia (Ce). para o funcional
I.

Mostremos que a sequéncia (u,,) é limitada em H} ().
Suponhamos que isso nao ocorra, isto é, ||u,| — oo quando n — oo. Definindo w,, e w,
pelas identidades (2.10) e (2.12) respectivamente, obtemos que as relagoes (2.11) e (2.13)
permanecem validas.
Assim, pelo Lema 2.2, temos que w(x) > 0 ¢.t.p. em €2, o que implica pela relagao (2.17)

que w > 0 é solucao fraca do problema
—Aw = v(x)w,.

Como v > 0 entao —Aw = v(x)wy > 0 e de forma andloga ao que foi feito na prova
do Teorema 2.1, temos pelo Principio do Maximo Forte (confira o Teorema A.17 ) que

w(x) >0 g.t.p. em €.
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Agora, pela convergéncia dada em (2.13) segue que:

wy(x) = |i

o — w(x) >0 ¢.t.p. em Q.
Unp,

Mas por hipdtese, assumimos que ||u, || — oo quando n — 0o, 0 que implica pela expressao
acima que u, — oo ¢.t.p. em ). Assim, pela definicao da fungao p(z, s) e pela hipétese

(f2), segue que
f(ZL', un-‘r)

Unp 4

=¢+o(1).

p(xv unJr) =

Por sua vez, como p(x,u,) — v em L?(2), segue pela unicidade do limite, que v(z) = € e

assim pela expressao (2.17), obtemos

/Vngo dx:/§w+g0 dxzﬁ/uxp dx,
Q Q Q

ou seja, para toda ¢ € C°(Q), w(x) > 0 satisfaz a identidade

/Vngp dxzf/wgo dx.
Q Q

Logo, pela igualdade anterior, temos que & é autovalor de —A em €2 com autofuncao
w > 0. Entretanto, \; é o inico autovalor de —A que possui autofuncoes que nao mudam
de sinal em ) (veja o Teorema A.21). Assim & = A\; o que é uma contradigdo, pois por
hipotese £ > ;.

Portanto, (u,) é uma sequéncia limitada em H} (). Sendo assim, pelo Lema 1.2
existe uy € Hi(Q) tal que u, — uy em H}(Q), com u, > 0 e ug > 0. Uma vez que
o funcional I € C'(Hj(2),R), segue que I(uy) = ¢ > 0 e I'(uz) = 0. Portanto us
é solugdo fraca nao negativa do problema (P}, ), com nivel de energia positivo. Sendo
h(z) > 0, da mesma forma que na demonstragao do Teorema 2.1 obtemos Auy < 0 e
assim, pelo Principio do Maximo Forte (Teorema A.17), us > 0 ¢.t.p. em 2, o que conclui
a demonstracao.

Observacgao 2.1 Para finalizar o estudo do caso em que & € (A1, 00), sob as hipdteses do
Teorema 2.2, obtemos que para h(x) > 0, existe A > 0 tal que para toda h € L>®(Q2) com
|h]loo < A, o problema (P ) tem uma solugao positiva us com I(uy) = ¢ > 0, enquanto
que pelo Teorema 2.1 encontramos u; > 0 com I(uy) = ¢; < 0 o que implica uy # us, €

assim o problema tem ao menos duas solucoes positivas.



Capitulo 3

L4

O caso em que a fungao f(z,s) é
superlinear com relacao a s no

infinito

3.1 Introducao

Trabalharemos no presente capitulo o caso em que a fungao f(z,s) é superlinear

com relagao a variavel s no infinito, isto é,

lim —f(x, s)

§—00 S

= £ =00,

uniformemente em z € €.
Como iremos aplicar o Teorema do Passo da Montanha, é de costume utilizar uma
condigao técnica introduzida por Ambrosetti e Rabinowitz [5], a qual exige a existéncia

de algum 6 > 2 e M > 0, de modo que
0<0F(x,s) < f(x,s)s, para todo |s| > M e x € Q. (AR)

No entanto, no presente trabalho vamos supor algumas condi¢oes mais fracas, em
certo sentido, que a condigdo (AR), como mostraremos nos exemplos a seguir.
Para qualquer ¢ € (0,1) e 7 > 0 suficientemente pequeno de modo que

o > q+ (1 + q)1, consideremos as seguintes condigoes sobre a fungao f :

(f2)" lim J@s) =o0 e lim f(li,rS) = 0, uniformemente em = € ;
s—oo 8 s—oo ST
—2F
(fF) lim f(z,5)s = (z,5) =1 € (0, 00|, uniformemente em = € ;
s—00 giTo

¢ nao decrescente em s > 0.

(r3) 18
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Observagao 3.1 (i) Se { < oo na hipdtese (f2), entao a condi¢ao (AR) nao € satisfeita;

Com efeito, se fosse vdlida a condi¢ao (AR), entao existiriam 0 > 2 e M > 0, tais que
0<0F(x,s) < f(x,s)s, para todo |s| > M ez € €.

Isto implica que

o <oPm) S0

3 , para todo |s| > M ez € (.
5

Fazendo s — oo na desiqualdade acima, obtemos que

o que € uma contradi¢do pois 0 > 2 e & > 0.

Portanto (AR) nao € satisfeita, quando & < oo.

(ii) Se a condi¢ao (AR) € satisfeita, entao lim f(ﬁ;) # 0, para 0" > 0.
s—00 S

De fato, como vale a condi¢io (AR), entao para algum ¢ >0 e M > 0,

0<(2+60)F(x,s) < f(x,s)s, para todo |s| > M e x € Q,

e assim

F(z,s) ,
0< o (246"

IN

F(x,s x,s
Mas lim <2 ’,)(2 +6') = lim 1, ,). Logo para s suficientemente grande, temos que
s—oo  g210 s—oo gl+b

f(z,s)
240

F(x,s) = s

e consequentemente

flz,s) = k(z)s™% > 0.

Portanto,

lim £&5) g,

s—oo  §ltt’

Terminadas estas consideracoes, daremos dois exemplos onde as nossas condig¢oes
(f1),(f2), (f3),(f2) e (fF) sao satisfeitas, entretanto a condi¢ao (AR) nao o é.

Exemplo 1 Parap>0e0 < )\ <& <00, consideremos

SSP'H

fle,s)=fls) =4 T+

0 se s<0

se s2>0,
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As hipéteses (f1) — (f2), sao facilmente verificadas, com

lim —f(x,s) =0e lim —f(x, )

=§ < o0.
s—0t S S—00 S

Além disso, para 0 < s1 < $3:

f(fl?,Sg) o f<x751) _ E(SS_ST) >0
2 51 (1+s5)(1+s7) 7

o que garante a condigao (f3). Quanto a hipdtese (fF'), podemos garantir a sua validade

para p € (0,1 — o), j& que

of (z,s)
. flz,s)s —2F(x,s) ) Js s — f(z,5)
lim = lim
§—00 31+‘7 §—00 (]_ + 0’)3‘7
2(1 =+ 0’) 5—00
= 0.

Sendo ¢ < oo na hipdtese (f2), decorre da Observagao 3.1-(i) que a condicao (AR) nao é
satisfeita.

Exemplo 2 Consideremos a fungao

sln(s+1) se s>0,
0 se s<0.

Também aqui as hipéteses (f1) — (f2) sao facilmente verificadas, com

lim f(z:5)

s—0t S 5—00 S

Notemos que para 0 < ¢ < 1, 0 € (0,1) e 7 > 0 suficientemente pequeno de modo
que 0 > g+ (1 + q)7, obtemos ¢ < 0 e 0 < 7 < 1, e como consequéncia a condi¢ao (f2)

pois,
- fla,s) 1 1 B
I T Ty dm e =0

Y

apos aplicar a Regra de L’Hospital.

Além disso,

Of(x,s)
. f(z,s)s —2F(z,s) , 55>~ f@s)
lim = lim
§7700 site s—300 (1+0)s°
_ : 1—0o
= g
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o que valida a hipétese (fF).

1
Por sua vez, a condigao (AR) nao ¢é satisfeita, pois lim ————
s—o00 §1TT + s7
3.1-(i1)).

Apresentamos agora o primeiro resultado principal deste capitulo.

= 0 (veja Observagao

Teorema 3.1 Suponhamos que as condigoes (hl),(f1) e (f2) com & = oo sejam satis-
feitas. Se h(z) < 0 e a hipdtese (f3) for vdlida, entao o problema (P s) tem pelo menos

uma soluc¢do nao negativa.

Por outro lado, com o acréscimo e mudanca de algumas hipéteses, temos o seguinte

resultado de multiplicidade de solugoes nao negativas:

Teorema 3.2 Suponhamos que as condigoes (hl),(f1) e (f2) com & = oo sejam vdlidas.
Além disso, suponhamos que a condi¢ao (h2) é satisfeita e que existem o € (0,1)
e T > 0, suficientemente pequeno, de modo que o > q + (1 + q)T e valem as
condigoes (f2) e (fF). Entio o problema (P ) tem duas solugoes nao negativas
uy e ug em HY(Q), satisfazendo I(uz) < 0 < I(u3). Além do mais, us e uz sao posi-
tivas se h(x) > 0.

3.2 Resultados preliminares

Comecamos esta secao, com um resultado auxiliar analogo ao Lema 2.1, porém
para o caso em que £ = oco. Este lema nos auxiliard a garantir as hipoteses do Teorema
do Passo da Montanha.

Lema 3.1 Suponhamos que as condi¢oes (hl),(f1) e (f3) sejam satisfeitas, assim como
(f2) com & = oco. Entao existe uma constante A = A(u,q, f, N,Q) > 0 tal que para
qualquer h € L>*(Q), com ||hlloc < A temos que

(i) existem constantes r > 0 e o > 0 tais que, para todo u € H}(Q) com ||ul| =r
I(u) > a>0;

(i) existe e € Hy(2) com |le|| > r tal que I(e) < 0.

Demonstracao: (i) Por meio das hipdteses (f1) e (f2) com £ = oo, temos (confira na
pégina 23) que existe C, = C,(k, i, f, Q) > 0 tal que

(1 +¢o) o

F(z,s) < 5 S + C,s**1 paratodo s >0 e z € Q.
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Assim de modo semelhante a demonstracao do Lema 2.1-(7) podemos obter através da

expressao anterior que

1 Il oo o
I(u) > —HuHQ—u/u‘fl dx—u/zf d:c—CO/ |u|* T dx
2 q+1Ja 2 Q Q

1 + &,
> Sl = Callfclul ™ = £EZ2 =
= (C1 = Callhlloollul|®™" = Callul*"H)l|ul, (3.1)
1 pu+e,
onde C = (5 ~ox ) > 0,0 = Csy(q,N,Q) >0e Cy =C3(Co, k, N,Q2) > 0.
1

1

Considerando Q) = Callbtt™!+ Cat*™, temos pana t, = (il )~ 7 que

Cy(1—q)

Q(to) = C'5||h||;lzo%‘11, onde Cy =
0<qg<1<k.
Assim, para cada k > 1, existe A = A(u,q, f, N,Q) > 0, tal que se ||h]lw < A entdo
Q(t,) < Ch.

Portanto, se ||h]| < A, escolhendo r = t,, segue pela relacao (3.1) que para todo
u € HI Q) com ||ul| =7 e a=[C; — Q(t,)]t? > 0 que

k—1
705 = Og,(Q,kI,[L,f,N,Q), € k—q >0 pOiS7

I(u) > a > 0.

(ii) Uma vez que a \;-autofuncdo é continua e positiva, existem 2, C €, CC Q com
1€2,] > 0e >0 tal que
min ¢y (z) > 5 > 0. (3.2)

Assim, se t — 00, obtemos tp;(x) — oo uniformemente em €2,,.
Considerando a funcao G(x,t) = f(x,t)t —2F(x,t), para todo x € Q et > 0, segue
da condicao (f3) que

of(z,t
()<2(f($7t)) _ f(ﬁt )t—f(:v,t) :8G(x,t)l
— ot t :

Portanto, G(z,t) é ndo decrescente para t > 0 e assim como G(z,0) = 0, obtemos que
0 <2F(z,t) < f(x,t)t, para todo x € Q et > 0.
Por sua vez, decorre da desigualdade acima que

0 (F(m,t)) flx, )t —2F(x,t)

- - > (),
ot 12 t3 -

e por consequencia,
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F(z,t)
t2

é nao decrescente para t > 0.

Uma vez que supomos & = oo na hipétese (f2), temos para qualquer z € Q, e

t > 0 que quando t — oo,

F(z,t)
t2

— 00, uniformemente em x € €,.

Consequentemente, pelas condigoes anteriores segue que

Fx,t F(x,t
(z, ;01) > (z,15) — 00, uniformemente em x € €,.
t2901 t252

Logo, para todo € > 0, existe § = §(3,¢) > 0 tal que, para cadat > d ez € Q,

F(x, tyr)
2

>e> 0. (3.3)
t2801

2

1

Portanto, se escolhermos 0 < 20 |(H?H) < ¢ suficientemente grande, para t > 0,
o

temos

I(t 1 a1 F(x,t
G = Sl = S [ et ao - [ S0 o

t2 q+1 22
1 a1 F(z,tpr)
< = 2 h atl g _/ ] 2 g
< llel - g [ h@et ae - [ S0t a
1
< gl -c [ o
Qo

1
< Sl - =671
< 0,

onde a segunda desigualdade decorre da relagao (3.3) e a desigualdade subsequente segue
da estimativa (3.2). Logo para t;, suficientemente grande, tomando e = t11, vale I(e) < 0
com |le|| > 7.

Antes do préximo lema, consideremos o seguinte.
Observacao 3.2 Sob as hipdteses (f1),(f2) e (f3), firado s > 0, para cada t > 0

1
definimos g(t) = Eth(x, s)s — F(x,ts), entdo

gt)>0set<1 e ¢(t)<0set>1.

flx,ts) _ flz,s)
ts

De fato, temos que ¢'(t) = f(x,s)ts — f(x,ts)s. Logo, se 0 <t <1, entao ts < s o que
T
S )

s
implica pela condi¢ao (f3) que . Multiplicando a desigualdade anterior
S
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por t, obtemos f(z,s)ts — f(x,ts)s > 0, como queriamos. Analogamente para t > 1. O

caso em que t = 0 € trivial.
O proéximo resultado sera essencial para a demonstracao do Teorema 3.1.

Lema 3.2 Suponhamos que as hipdteses (f1),(f2) e (f3) sao vdlidas, h(z) < 0 e que

existe uma sequéncia (u,) em Hy(Q) satisfazendo
(I'(un), up) = o(1).

Entao para qualquer t > 0, extraindo uma subsequéncia conveniente, temos que

241 2 et
T(tu,) < = [—

on 2 1+gq

} /Q Bl de + (uy).

Demonstracao: Por hipdtese, podemos assumir que existe uma subsequéncia, ainda

denotada por u,, tal que para todo n > 1,

< (]'(un),un> <

S|
S|

Y

ou seja,
1

]
n

1
L P - / h(a)utt! de — / F (st Y da <
n Q Q

1 1
4 / F (@t Yty do < Jlug|* - / ha)ult! de <~ + / F (@, sty da. (3.4)
n Q Q n Q

Pela definicao do funcional I, para qualquer ¢t > 0 temos

) = _t2 | |2 - o ) o - )
I (tu, Up, / h(z)u,. dx / F(x, tu,,) dx
( 9 ] q+1Jg ( + o ( +

Utilizando as estimativas (3.4), segue que

tq+1

q+1

21t
) < 5[ [ s dot [ bt ] -
2 n 9 Q

—/F(I,tun+) dx,
Q

/ h(z)ult! do
Q

2 qg+1

I(tu,) < —+

2 2 et
~ 2n {

} /Q h(x)yugl de + /Q [g f(x,un+)un+—F(x,tun+)] dz. (3.5)

1
Fixado s > 0, para cada t > 0 definimos g(t) = §t2f(a:, s)s — F(x,ts). Em virtude
da Observagao 3.2 temos que ¢ = 1 é um maximo global de g(t), ou seja, g(t) < g(1),
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para todo ¢t > 0. Dessa forma, pela relagao (3.5), concluimos que

I(tu,) <

t2 t2 tq+1
= on {5 IER!

]Ll;h() q+1dx4-/g{%j(x,un+>un+-pxx,un+) dz. (3.6)

Por outro lado, inicialmente através da desigualdade (3.4) e ap6s pelo fato de que h(z) < 0,

segue que

1

1
I(u,) = §HunH2—m

h(z)ulth do — / F(x,u, ) dr
O

Q
> —% B—q%] /Qh( Jult! das+/Q {%f(m,un+)un+—F(x,un+)] dx
> =gt [ 50t = Pl (3.7)

Combinando as relagoes (3.6) e (3.7) obtemos

I(tu,) < ﬁ—i— (. /h()qﬂd:c—l—/ 1f(:z:u Vs — F(x,upy )| dx
n_2n 92 q+1 0 Q2 ) Y- ) Y+ ) Y-

t2 2 patt 1

< — 4 |=— h(z)utt de + — + I(uy,

= 2n+[2 q+1]/ﬂ() Tt 5, )
2+1 [t et

< B [__ }/h()ﬁﬂm+lw0
2n 2 q+1] /o

o que conclui a nossa justificativa.

3.3 Multiplicidade de solucoes

Tendo de posse os Lemas 3.1 e 3.2, estamos preparados para realizar a demons-
tragao dos resultados essenciais deste capitulo. Comegamos pela justificativa do Teorema
3.1.

Demonstracao do Teorema 3.1: Sejam r,« e e, dados pelo Lema 3.1. Temos pelo
Teorema do Passo da Montanha (confira o Teorema A.20) que existe uma sequéncia

(u,) C H}(Q) tal que (u,) é uma sequéncia (Ce). para o funcional I, onde

= inf I > 0.
c= ;g“lg[gﬁ (v(t))

Logo, pela Observagao 1.1-(i74), sao satisfeitas as seguintes relagoes, para cada ¢ € H}(£2)

1 1
) = glall = == [ Wt do = [ Plouns) do=co(), (39



41

(I'(uy), p) = /QVuanp dx — /Q h(z)ul, ¢ dr — /ﬂ [z, uny)p dx = o(1), (3.9)
(I'(up), up) = |Junl|* — /Qh(a:)uﬂl dx — / f(z,up)u, de =o(1).  (3.10)

Q
Mostremos entdo que (u,) C Hg(€2) é limitada. Para este propésito, argumenta-
remos por contradicao.

Suponhamos que ||u,|| — oo quando n — oo e para cada n € N, consideremos

Up,. (3.11)

Claramente w, ¢ limitada em Hg(Q), pois ||w,| = 2y/c < oco. Extraindo uma sub-
sequéncia, se necessario, podemos supor para cada p € [1,2*) se N > 3 e p € (1,00) se
N =1,2 que

W, = W, Wpy — Wy em H}(Q),
W, = W, Wuy — Wy em LP(Q), (3.12)
w, — W, W,y — wyg ¢q.tl.p. em Q.

Afirmacao 3.1 w, # 0.

Com efeito, supondo por absurdo, que w; = 0, segue pelas convergéncias dadas em (3.12)
que wy,y — 0 em L?(Q2), bem como w,; — 0 em L9 (Q). Portanto, aplicando o Teorema

da Convergéncia Dominada (veja o Teorema A.5), obtemos que

lim [ A(z)wit' de =0 e lim [ F(z,w,(z)) dx = 0.

Assim,
I(w,) = 1||w |? — b h(x)wlh de — / F(z,w,,) dx
n 2 n q+1 0 n+ 0 sy Wn+
1
= 5(2\/5)2 +o(1)
= 2c+o0(1). (3.13)

Por outro lado, pela relacao (3.11), segue que t, — 0, quando n — oo pois ||u,| — oco.

Logo pelo Lema 3.2, obtemos que
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I(w,) = I(tyuy)

2 +1 t? tatl
< = il + [_” n ] /h(x)u%f dr + I(uy)
Q

on 2 1+g¢
12 1 tl-a 1
= oy -~ ™ de+ T
o ' 2n { 2 1+q]/Q ()wny do+1(un)

Fazendo n — oo na expressao acima, segue que I(w,) < ¢+ o(1), o que contradiz (3.13),
provando assim a Afirmacao 3.1.
Por conseguinte, pela Afirmacao 3.1, fica bem definida a seguinte divisao de €2 em

duas partes, a saber
O ={r e Quwy(r)=0}e Qs ={zr e Quwy(r) >0}

Combinando o fato de que w,; — w; ¢.t.p. em Q com a expressao (3.11), podemos

concluir que u,; — 00 ¢.t.p. em €2y. Multiplicando a relagao (3.9) por

decorre que
[[n |
para cada ¢ € H(Q),

1
/ Vw,Vy dx — —1/ h(z)wl, o dx — /p(:v, Up 1 )Wpyp dx = o(1),
0 [un][*~9 Jq 0

onde p(z, s) = f(i’ s)

Escolhendo ¢ = w, na igualdade anterior temos que

X(0,00)(8), sendo X oo () a fungao caracteristica do intervalo (0, 00).

1
/ Vw,Vw, dx — —/ h(z)wl wy do — / p(, Up )wpswy de =o(1)  (3.14)
Q Q

[[n |1 Q

Fazendo n — oo na identidade acima, obtemos pelo Lema de Fatou (confira o Teorema
A4) que

) T,u
|lwe]* = lim J(. n+)wn+w+ dx
n—oo Q un+
) T,u
> lim fz, n+)wn+w+ dx
n—oo 92 un+
_ x,u
> / lim {f( ’ n+)wn+} wy dx
9) n—oo u’l’b-‘r
Mas lim {Mwwl = 00 ¢.t.p. em g, 0 que nos permite concluir que || = 0, pois
n—oo un+

ja sabemos que ||w, | < co. Desse modo por Q = Oy U £ segue que wy =0 ¢.t.p. em €,
o que é um absurdo, pois pela Afirmacao 3.1, temos que w; # 0. Logo (u,) é limitada
em Hj(Q).
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Portanto (u,) C Hy(Q2) é uma sequéncia (Ce), limitada para o funcional I. Sendo
assim, através da Observacao 1.1-(iv) podemos supor, sem perda de generalidade, que
u, > 0 e pelo Lema 1.2 temos que existe u; € H&(Q), u; > 0, tal que, a menos de
subsequéncia, u, — u; em H}(Q). Logo, como I'(u;) = 0 temos que u; é solugao fraca
nao negativa do problema (P, ), como querfamos.

[ |

Para finalizar este capitulo, procedemos a demonstracdo do Teorema 3.2. A
existéncia da primeira solu¢ao us com nivel de energia negativo, sera obtida de forma
semelhante a feita no Teorema 2.1, enquanto que para a solucao com nivel de energia
positivo ug utilizamos fortemente as hipéteses (f2) e (fF).

Demonstracao do Teorema 3.2: Consideremos para r > 0, dado no Lema 3.1, a bola

aberta
B, ={ue H&(Q) s ul| < r}.

Equipado da métrica d(u,v) = ||u —v||, o espago métrico (B,.,d) é completo. Segue ainda
do Lema 3.1 que
I(u) > a >0, Yu € 0B,. (3.15)

Pelo fato de que I é semicontinuo inferiormente em B,, podemos definir o valor
co = inf{I(u) : u € B,}. (3.16)

De forma andloga ao Teorema 2.1 mostramos agora, que co < 0. Pela hipdtese
(h2), existe v € C°(Q) satisfazendo [, h(z)v™ dx > 0.

Assim sendo, pelo fato de que F(z,s) > gs2, obtemos
e e L T RY
v) = —|v||* = x)v xr — x,tvy) dx
2 q +1 Q + Q *

t? 1ot
< —|v|* - /h(az)vfl dr — Ez@/vi d.
2 q+1Jg 4 Ja

Logo quando t — 07, podemos inferir através da desigualdade anterior que I(tv) < 0.
Mas para t suficientemente pequeno temos tv € B,, o que implica pela definicio de ¢,
que ¢y < 0.

Por meio do Principio Variacional de Ekeland (Teorema A.18), para todo n > 0,
existe u,, € B, tal que para todo w € B,

1

co < I(uy,) < co+ - (3.17)
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I(w) > I(u,) %Hun . (3.18)

Analogamente a Afirmacao 2.1 (pagina 30) e a Afirmagao 2.2 (pagina 30), obtemos
para n > 1 que ||u,| <7 e I'(u,) = o(1) em H,'(Q). Sendo assim (u,) é uma sequéncia
(PS)., limitada para o funcional I e pelo Lema 1.2, a menos de subsequéncia, existe
uy € HJ(Q) tal que u,, — ug em Hg (), com u, > 0 e ug > 0 (vide Observagao 1.1-(v)).
Como consequéncia, temos uy € H} () tal que I(uy) = c3 < 0 e através da continuidade
de I' temos que us é um ponto critico do funcional I e deste modo uma solucao fraca
do problema (P, ). Pelo do Principio do Méximo Forte, segue que us > 0 ¢.t.p em €.
Provamos assim, a existéncia de uma solugdo fraca us € HJ(Q2) com nivel de energia
negativo, como querfamos.

Agora, através do Teorema do Passo da Montanha mostremos que (P, f) tem uma
solugao ug com I(ug) > 0. Semelhante ao Teorema 3.1, decorre do Lema 3.1 e do Teorema
do Passo da Montanha (veja o Teorema A.20), que existe uma sequéncia (u,) C Hy(Q)

tal que (u,) é uma sequéncia (Ce)., para o funcional I, onde

= inf I(~(t
¢ = Inf max (v(t)) >0,

e também que para cada ¢ € HJ(Q)

1 2 1 1 /
Dl = —— [ h@d™ dz — | Fla,uns) do = 1), 3.19
5 llunl 1) (v)upy dv ) (%, uny) dz = c3 + o(1) (3.19)
/Vuano dx—/h(x)u‘fﬁgp da:—/f(a:,un+)g0 dx = o(1), (3.20)
Q Q Q
||uny\2—/h<x>u3;1 dx—/f(m,un+)un dz = of1). (3.21)
Q Q

Faremos agora vérias estimativas (até a pagina 48) com o objetivo de provar que
a sequéncia (u,) C Hy(Q) é limitada.
Pela condigao (f2)’, temos que, para qualquer £ > 0, existe 6; > 0 tal que para
todo t > 97 e quase todo x €
flz,t) < et (3.22)

Ja por (fF), existe d, > 0 tal que para cada t > ds e quase todo x € ()

Fla, )t — 2F(x,t) > gt”” > 0. (3.23)

Considerando 6 = max{dy, d2}, para cada n > 1, definimos os conjuntos

Ap ={r € G lun(r)[ = 0} e By = {x € ; Jun(z)] < 0}
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Notemos agora que pelo fato de f ser continua e | B, | < oo, existe alguma constante

K, = K,(6) > 0, tal que

[ v -2 i < o [ el [ FEw)]
n < K, n
ou ainda,
—K0§/ [f(z,up)uy — 2F (2, uy)] de < K,. (3.24)

Além disso, decorre da relacao (3.23) que se z € A,,, entdo
[z, up)un, — 2F (x,u,) > 0. (3.25)

Agora pelas expressoes (3.19) e (3.21), obtemos

2 "
/Q[f(x, Upi ) Uns — 2F (2, u, )] de = o(1) + 2¢5 + (m — 1) /Qh(a:)uni dx.

Segue da igualdade anterior e das relagoes (3.23), (3.24) e (3.25) que

o<1>+2c3+(q%—1) [t ar = [ (. = 2P @) do
> [ i~ 2P ()] do - K,
An

> / g upt? de — K,.
Apn
Portanto,

2
g/ upt? de < (—1 — 1> / h(z)ult! do + K, + 2c3 + o(1)
An Q

i)
N+

IN

(— - 1> 1|0 / ultt dr + K, + 2c3 + o(1)
0

i)
N+
—

S (q—|——1 — ]->HhHooCHun||q+1 +KO+203+0(1),

esta ultima estimativa obtida, através da Imersdao Compacta de Sobolev (confira o Teo-
rema A.15). Sendo assim, existem constantes K; = K;(K,,C,n) > 0e Ky = Ky(n,q,h),
K5 > 0, tais que

/ upt? do < Ky + Ka|lu, |7 + o(1). (3.26)

n

1
Por outro lado, como g € (0,1) e considerando M = ﬂ, M > 2, segue, pelas
q
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identidades (3.19) e (3.21) que
/ F(z,upy)— ! f(z Yipy | dx
0 » Unt) =57 » Un+ ) Un+

= /F(x,u,w x——/fxumu%d:c
Q

q 1 2 1 q / q+1
= (- L . = 4L ) [ dr — 1
( 1+q+2)\|u | +< q+1+1+q> i ()ull dr —c3+ o(1)
— 1 —1
- L||un||2+( +q)/h(m)u3;f dr —c3 +o(1).
2( q Q

qg+1

1—g¢q I—gq

Se considerarmos = e =
nsiderarmos G 2(1+¢q) @ (1+q)

, segue pela igualdade acima que

Orllunll? = Qs /Qh(x)ugfdx - /Q [F(x,un+) _ %f(x,um)u%] de = e+ o(1). (3.27)

Notemos também que de forma andloga a justificativa da relagao (3.24), pela

hipétese (f1) e pela definigdo de B, existe K3 > 0 tal que

—K3 < /B {F(m,uw) — %f(:c,um)uw} dr < K. (3.28)

Entao segue, respectivamente, pelas relagoes (3.27), (3.28) e (3.25) que

Ql”unH2 - 0(1> + C3 +/Q |:F(‘T7un+) - %f(xaun+>un+:| dx + QQ/Qh(JI)U%il dx

< o1 K
< o)+t Kot | r

{F(x Upy) — Lf(:v un+)un+} dx
An

+Q2/ h(z)ult! da
0

< o(l) tez+ K3+ /An [MU + = %f(ff un+)un+}d
+Q2 /Q h(z)ult da

= o)t et Kyt Q[ S do Qs [ Bt
Apn

Q

Utilizando as Imersoes Compactas de Sobolev (veja o Teorema A.14) e a desigualdade
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1 2(1
(3.22) com € = — = Al +9) > 0, obtemos que

1 1—g¢q

Qullunl? < o(1)+cs+ Ko+ @y / J (@t Yttms dz + Qo] / Wt de
An Q

< o)+ s+ Ky +Qr | F(2stnsYtns da+ QsClIhllootns 17"
A7L
1
< o(1)+ s+ Ky + Oy / Gt d2 + Qa1
An 1
= o(1) + s+ K + / U2+ Qoo s [ 7L (3.29)

Observemos agora, que aplicando a desigualdade de Holder (Teorema A.6) na integral

241
Ju, upi” dx vem que

241 140 ﬂig % %
wtTde < (| upt? do ug” dx : (3.30)
An An An

Combinando num primeiro momento as estimativas (3.29) e (3.30) e ap6s a imersao
compacta de H(Q2) em LP(Q)(com p € [1,2%)), a desigualdade de Young (veja Teorema
A.7) e finalmente a desigualdade (3.26), podemos inferir que

1+7

140 i e o7t +1
wimde) ([ ui de) "+ Qs
A"L
1+7

Ito
< o+ Ki+ ([ bt dn) T Clul + QuClllcluns

An

@l < o)+ Ko+ ( [

An

2 (1+7)
0/2

140
< o+ Kot D+ O b de) T @l
2 Q2" Ja,
(+47)

Q
< Ky Sl Ky (ol K25 4 QaCll Al s 7,

12
onde as constantes Ky = c3 + K3 e K, =

Q)
Logo, obtemos a seguinte estimativa
Q (1+7)
Qullual* < Ki+ leunH2 + K (Kol un |7 + K1) * e
+Q2C |1 oo+ |+ (3.31)

Considerando a = Ks||u,||?™ , b = Ky e k = 2(11—;) na desigualdade auxiliar

(A.18) (confira o Apéndice), obtemos
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2 (A+7)

. B a+n) (1+7)
(Kollual|7 + K252 < 22488 1{K (Hunrlq“) Y }

o (4q)(1+7)

= Ksllu,|” ™ + Ks,

2( +7) —1 2(1i;> 2(1+7') 1 qi;) o .
sendo K5 =271+ ~ K, e Kg =271+ K, constantes positivas.

Voltando na estimativa (3.31) obtemos que

PTEETEESS

Qullunl* < Ki+ —Ilun||2 + K I || un| + Ky Ko + QoCll ool |

e por conseguinte,

Qo
2

QU+7) o

A+ A+7) _
< (K4+KK6)||un” 2"+_K}(5||u71||2 1t QQC”hHOOHUn-i-Hq !

Estamos prontos agora para mostrar que u, ¢ limitada em H}(Q). Para este
intuito, suponhamos que (u,) ¢ ilimitada e consideremos a seguinte fungao auxiliar para

t>0
2(‘“1)(“’) -2

p(t) = (Ky + K Ko)t 2 + K Kst* 170 2 4 QaC||h|oct® .

(1+q(1+7)

Como g € (0,1), < 2 segue que

1+o
tliglomt) =0,
o que implica que
@ _ 1=ag
2 4Al+4q) —
o que é uma contradi¢do, pois 4(1;_'_(]) > 0. Logo (u,) é limitada em H; ().
q

Desta forma (u,) C HJ(2) é uma sequéncia (Ce),, limitada para o funcional I e
pelo Lema 1.2, a menos de subsequéncia, existe uz € Hj(Q) tal que u,, — uz em H}(Q),
com u, > 0 e ug > 0 (vide Observagao 1.1-(v)). Uma vez que I € C*(H}(Q),R) temos
I(ug) = ¢3 > 0 e uz é um ponto critico do funcional I e consequentemente, uma solugao
fraca do problema (P, ). Pelo do Principio do Méximo Forte, segue que ug > 0 ¢.t.p. em
Q. Provamos assim, a existéncia de uma solugao fraca uz € Hy(£2) com nivel de energia
positivo.

Portanto, obtemos duas solugoes fracas positivas uy e ug em Hg () para o problema

(Pn,r), com I(ug) <0 < I(us), o que conclui a demostragao.



Capitulo 4

L4

O caso em que a fungao f(z,s) é

linear com relacao a s no infinito

4.1 Introducao

Mostraremos agora que o nosso método também funciona para o problema (P, f)
no caso em que f(x,s) = As, com A > 0. Mais precisamente, estamos interessados em

obter solugoes fracas nao triviais do seguinte problema

—Au = Au+ h(z)u?, em €,
(Ph) .
0 <wue HyQ).

onde A denota o operador Laplaciano (Au = div(Vu)), 2 € RY é um dominio limitado
com fronteira 02 suave, N > 1,0 < ¢ < 1 e as fungoes h(z) e f(z,s) = As satisfazem
condicoes apropriadas.

Da mesma forma que no Capitulo 1, ja que utilizaremos métodos variacionais,

associamos ao problema (P, ) o seguinte funcional, definido em Hj():

1 1 A
Iw) = Sulf = —— [ h@)ut™ dz -2 / 2 de (4.1)
2 q+1Jg 2 Jo
Sabemos que um ponto critico do funcional I é essencialmente uma solucao fraca
nao negativa para o problema (P ). Pelo Lema A.2, temos que I € C'(H}(Q2),R) com

derivada I'(u) em cada u € H}(Q) dada por

(I'(u), ) = / VuVy dx — / h(z)ul e dr — )\/ urp dx (4.2)
Q Q Q
para cada ¢ € C2°(12).
Os resultados de existéncia de solugao para o problema (P}, y) podem ser resumidos

no seguinte teorema.
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Teorema 4.1 (i) Se h(xz) > 0 e h € L*(Q2), entdo para cada 0 < A\ < Ay o problema
(Prn.)) tem ao menos uma solugdo positiva;

(i) Se h(z) <0, h € LP(2) para algum W
que h(z) < =4, entdao para A > A\ o problema (P, ) possui uma solu¢do nao negativa
u € HLHQ) com I(u) > 0;

(tit) Se h(z) =0, entdo o problema (Py) admite solu¢io positiva somente se X = Ay.

<p < o0 e além disso, existe 6 > 0 tal

Em contraste aos resultados de existéncia mencionados acima, provaremos também

um resultado de nao existéncia de solugoes.

Teorema 4.2 (i) Se h(z) > 0, entdo para todo X > X; o problema (P, ) ndo tem
solucao positiva;
(i) Se h(z) < 0, entdo para cada 0 < A < Ay, o problema (P, ) ndo admite solucao

POsitiva.

4.2 Resultados preliminares

Os resultados auxiliares que demonstraremos nesta secao, sao obtidos de forma
similar aos apresentados no Capitulo 2. Prezando pela completude do nosso trabalho,

apresentaremos de forma detalhada suas justificativas.

Lema 4.1 Suponhamos que as hipéteses do Teorema 4.1-(i) sejam vdlidas. Entdao existem

constantes 11 > 0 e oy > 0 tais que, para todo u € H{ () com |ju|| = ry temos
I(u) > oy > 0.

Demonstracao: De fato, segue pela definicao do funcional I e pelas Imersoes de Sobolev
(Teoremas A.14 e A.15), que

1 h A
I(u) > —HuHZ—w/uﬁfr1 dx——/ui dx
q+1 Jg 2 Ja
A

||h||oo a1 _ 2
o Clul ol

(AN ey ] e
- K2 %J oy o=

Consideremos g : [0,00) — R, definida por

g@:(g_gv [y

2 2\ /) gq+1

> H I* -
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(A= i)(g + 1)} =
> 0, vemos que g(t;) > 0 e consequentemente,
MG ave ol !

para todo u € Hg () com ||u|| =7 = t; > 0, temos

LY e ]
> S N | K 11} q
1w > (-3 Hcluuu Jul
(LYl
B Kz 2/\1) q+1CI

= 9(7”1)7’%
= o > 0,

Escolhendo t; = [

o que conclui a justificativa de nosso resultado.
[

O proximo lema, serd utilizado para garantirmos as hipdteses do Teorema do Passo

da Montanha bem como do Principio Variacional de Ekeland.
Lema 4.2 Suponhamos que as hipdteses do Teorema 4.1-(i1) sejam satisfeitas. Entdo

(i) existem constantes ro > 0 e g > 0 tais que, para todo uw € HL(Q) com ||u|| = ry vale
I(u) > ay > 0;

(i) existe e € Hy(2) com |le|| > 7o tal que I(e) < 0.

Demonstracao: (i) Uma vez que ¢+ 1 < 2 < 2* segue primeiramente da desigualdade de

Interpolagao (veja o Teorema A.8) e apds pela desigualdade de Young (confira o Teorema
2(2*—q—1) b 2(2*—q—1)

e =
(¢+1)(2r-2) 22 —q—1)—(¢+1)(2 =2

A.7) que para todo £ > 0, com a =

expoentes conjugados

1

/ngdx < (/Quq“dx)a(/ﬂzﬂ* dx)

() ()

ellullot 4+ A
(as)/eb

S =

Logo, utilizando a desigualdade anterior e apds a hipdtese de que 3 0 > 0 tal que
h(z) < —4 obtemos que
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1 1 A
I = il = = [ rt de - 2/97@ da

Allug |2
1 1 =+
> 2 ||2+—/ 1 e — el gt - S

(aa)b/“b
b/a
2/\_b/a( 2a0 ) b
q+ 1

2ad
e
20

- >
Ag+1)
Através das Imersoes de Sobolev (veja o Teorema A.13), decorre que

e e

1 .
_ [——02”” 2 2]||u||2,

= Sl -

2%

para € =

v

I(u)

2

2 (5 —b/a
onde Cy = 2< j_ 1) Ab~1S > 0. Definindo a funcao auxiliar
q
1 2° 2
g(t) = 5 - Czt y
L\
para ro = (E > 0, obtemos g(ry) > 0. Logo, elegendo ay = g(r9)rs > 0, segue
2

para qualquer u € H}(Q) com |[u|| = ry que

1 *__
) > [——@Hu? 2]||u||2

- |2
1 .
= g(ra)r3
= (g,
o que conclui a verificagao de (7).
(it) Como por hipétese h € LP((2) para algum =— < p < oo e q € (0,1), segue para a

Aj-autofuncao ¢ > 0 que

< 00

‘/h( T
Q)
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. g+1
tli)Ig) [q+1/gh(m’)<p1 dx| =0.

Entao, para t > 0 obtemos pelas igualdades anteriores e pelo fato de que A > \; que

I(t 1 ta—1 A
tim 200 Ly e i [t e -3 [ ao
2 t—o00 1 Q 2 9

t—oo 12 q -+
1 2 >\ 2
= = —— | Vpid
Sl 2A1/Q ¢1 do

1 A
= —(1-= 2
2( Al)um

< 0.

Sendo assim, existe 5 > 0 tal que [[taul|| > ro e I(tou) < 0. Escolhendo e = tyu > 0,

concluimos a justificativa do resultado.

4.3 Existéncia de solucoes

Provaremos agora o Teorema 4.1. Sua verificacao sera semelhante a realizada no
Teorema 2.1 e no Teorema 2.2, como ja mencionamos anteriormente.
Demonstracao do Teorema 4.1: (i) Consideremos r; > 0 dado pelo Lema 4.1 e

definimos
B, ={u € H&(Q) ||| < i}

Temos que (B,,,d) equipado da métrica induzida pela norma || - || de H}(2) é um espaco

métrico completo. Novamente pelo Lema 4.1 temos para cada v € 0B,, que
I(u) > oy > 0. (4.3)
Sendo [ semicontinuo inferiormente, podemos considerar o valor real
c1 = inf{I(u):u € B,,}. (4.4)

Mostremos que ¢; < 0. Fixado v € H}(Q2), uma vez que para t > 0 suficientemente

pequeno temos tv € B,, e também que I(tv) < 0 pois, h > 0 e

ot At?
/ h)wit de — [ v da,
q+1Jg 2 Ja

12 )
I(tv) = o] -

obtemos ¢; < I(tv) < 0 e consequentemente ¢; < 0.
Segue pelo Principio Variacional de Ekeland (Teorema A.18), que para todo

inteiro n > 0, existe u, € B,, tal que
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1
a1 < I(uy) <+ o (4.5)

1
() 2 1(un) = —lun — w] (16)
para todo w € B, .
Afirmagao 4.1 Paran > 1, (u,) C B,,.

De fato, se fosse ||u,|| > r1, Vn > 1, temos a partir da relacao (4.3) que I(u) > a3 >0e

fazendo n — oo na expressao (4.5) obtemos ¢; > 0, o que é um absurdo.
Afirmacao 4.2 I'(u,) = o(1) em Hy ' (52).

Com efeito, para qualquer u € H}(Q) com ||u| = 1 seja w, = u, + tu, onde ¢ # 0. Assim

para qualquer n > 1 fixo, temos para t suficientemente pequeno, préximo de zero, que
[wnl] = lun + tul] < fun || + [t} <7

A partir da desigualdade (4.6) segue que

t
) = T + 1) 2 ) — 2 ],
o que implica
I(uy, + tu) — I(uy) 1 1
t >~ =
I
Por conseguinte,
I tu) — I(uy, 1
<I/(un)7u> — hm (un + u) (u ) > ——,
t—0F t n

0 que nos permite concluir que
1
{0 )] < -

para todo u € H}(Q2) com ||u|| = 1. Portanto, I'(u,) = o(1) em Hy'(Q).

Combinando a Afirmagdao 4.2 com a relagdo (4.5) obtemos que (u,) ¢ uma
sequéncia (PS)., para o funcional I. Sendo (u,) limitada em H}(Q), temos pelo Lema
1.2, a menos de subsequéncia, que ||u, — u;]| = o(1) em H}(Q) e a partir da Observagao
1.1-(iv) que u, >0 e uy > 0.

Pela continuidade do funcional I, segue que I(u;) = ¢; < 0 e pela continuidade da

derivada I" que I'(u1) = 0, ou seja, uy € uma solucao fraca de (P ).
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Uma vez que h(xz) > 0 e 0 < A < A\, obtemos que
Luy = Auy = —(h(z)uf + My ) <0.

Assim, pelo Principio do Maximo Forte (confira o Teorema A.17) existem duas possibi-
lidades, ou u; > 0 em € ou u; = 0 ¢.t.p. em Q. Entretanto, como I(u;) = ¢; < 0 e
I(0) = 0, segue que u; > 0 em €2, o que conclui prova o item (z).

(ii) Pelo Lema 4.2, existem r = 1y, a0 = an € € = typ1, de modo que as hipdteses do
Teorema do Passo da Montanha (veja Teorema A.20) sao satisfeitas. Portanto existe uma

sequéncia (u,) C H}(R2) a qual é uma sequéncia (Ce)., para o funcional I, com

¢z = inf max I(y(t)) > 0.

Isto implica, para qualquer ¢ € C°() que

1 1 A
slhall? = == [yt do =3 [ de = wvon, @)
/VunV@ dx—/h(x)u%Jrgp dm—/\/un+g0 de = o(1), (4.8)
Q Q Q
HunHQ—/h(at)u,qf_ﬂ1 dx—)\/u?w de = o(1). (4.9)
0 0

Mostremos entdo que a sequéncia (u,) ¢ limitada em H} (<)

Para tanto, suponhamos por contradicao que |lu,|| = co quando n — oo e consideremos

Unp Up+
— e Wy = :
[[un [

(4.10)

Wy =

Aplicando o mesmo raciocinio que nas convergéncias dadas por (2.11) e (2.13),

teremos para cada p € [1,2*) se N >3 ep e (1,00) se N =1,2 que

W, — w em LP(Q2), (4.11)
%

Wy, w  q.t.p. em Q
e
Wpe — Wy em H}(Q),
Wny — Wy em LP(Q), (4.12)
Wy — wy q.t.p.em Q.

Claramente w # 0, pois se ocorresse o contrario, multiplicando a relacgao (4.9) por
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W terfamos que
n

1

2
w _———
H n” ”UnHI_q

/h(yc)wfjr1 dm—)\/waJr de = o(1),
0 Q
o que implicaria ||w,| = o(1), o que é uma contradi¢ao, pois ||w,| = 1.
Além disso, afirmamos que vale w(z) > 0. De fato, como h € LP(2), com

2%

31—, <P < 00 e (wyy) 6 limitada em Hg($2), obtemos que

) 1
lim {W/gzh(x)wg+<p dx} =0. (4.13)

n—oo

Por sua vez, multiplicando a identidade (4.8) por decorre que

[[un

1

[[n [t

/anV<p dx — /h(:):)w,‘ﬁgp dx — )\/ Wpap de = o(1)
0 Q Q

que combinando com as relagoes (4.13), (4.11) e (4.12) implicam

/ VwVe dv — )\/ wi dr = 0. (4.14)
Q 0

Se considerarmos ¢ = w_ na expressao acima concluimos que |Jw_||*> = 0 e por sua vez
w = w,y. Via o Principio do Méximo Forte, w > 0 ¢.t.p. em H}(Q2) o que prova a nossa
conjectura.

Sendo w > 0 segue da expressao (4.14) que para toda ¢ € C°(Q)

/Vngo da::/\/wgp dz,
Q Q

o que contradiz o fato de termos A > \;. Portanto (u,) ¢ limitada em H} ().

Logo, sendo (u,,) uma sequéncia (C )., limitada em H;(£2) podemos supor, a menos
de subsequéncia, pelo Lema 1.2 que u,, — uy em H}(Q), com wu,,us > 0. Utilizando o
fato de I € C'(H} (), R) obtemos que uy é uma solugao fraca nao negativa de (P, ) com
I(ug) = ¢y > 0, 0 que conclui a demonstracao do item (7).
(iii) Seja u € H}(2) uma solugdo positiva de (Py,.), com h(x) = 0. Entdo, por definigao,

para a Aj-autofuncao, ¢ temos

Al/uapl dr = / VuV, dx = )\/ upy dx,
Q Q Q
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que por sua vez implica

(A1 —)\)/ugol dx = 0.
0

Como u > 0 e ¢; > 0, entao \; — A = 0. Portanto A\; = A, o que finaliza a demonstragao
do Teorema 4.1.
[
Para finalizar o capitulo, realizamos a prova do Teorema 4.2. cuja esséncia € utilizar
reducao ao absurdo.
Demonstracao do Teorema 4.2: (i) Suponhamos que o problema (P, ) tem uma

solugao positiva u € H}(Q) para A > \;. Logo para a A\;-autofungao, temos

)\1/ug01 dr = / VuV, dx = / h(z)ulyy dx + )\/ wpy dx.
Q Q Q Q

ou seja,

(A=) / upy de = / h(z)ulpy dx > 0,
Q Q

pois u > 0,h(x) > 0 e ¢; > 0. Portanto (A; — \) > 0 o que contradiz o fato de A > A;.
Sendo Assim, (P} ) nao tem solucao positiva para A > A;.

(i1) De forma andloga ao item (i), suponhamos que o problema (P} ) tem uma solucao
positiva u € H} () para A < \;. Entao:

)\1/ug01 dox = / VuV, dx = / h(z)ulyy dx + )\/ wpy dx.
Q Q Q Q

onde u > 0,h(z) <0 e ¢ > 0.

Portanto.
(A —A) / wpy dr = / h(z)up; dr <0,
Q Q

e consequentemente \; < A o que é um absurdo, pois A < A, o que conclui a prova do

Teorema 4.2.



Conclusao

Como podemos perceber, ao longo do desenvolvimento deste trabalho, a ideia
principal dos métodos variacionais é relacionar a existéncia de solucoes de uma equagao
a existéncia de pontos criticos de um funcional associado a equagao. Podemos notar
também, que a busca de pontos criticos do funcional, é uma tarefa um tanto quanto
complicada, que exige um estudo amplo acerca do comportamento do referido funcional.

Em nosso trabalho, em todos os casos considerados de crescimento da fungao f(z, s)
(com relacao a segunda variavel) obtemos uma solugao fraca com nivel de energia negativo,
cuja justificativa pode ser vista no Teorema 2.1, Teorema 3.2 e Teorema 4.1-(i). Para
cumprir este propésito, foi inprescindivel a utilizacao do Principio Variacional de Ekeland.

Concomitantemente, nos casos em que a fungao f(x, s) era assintoticamente linear,
superlinear ou linear com relagao a variavel s no infinito, obtemos solugoes fracas nao
negativas com nivel de energia positivo, através de uma versao do Teorema do Passo da
Montanha.

Porém, no Capitulo 3, quando consideramos f(x,s) superlinear na variavel s,
enfrentamos dificuldades maiores para obter pontos criticos para o funcional I, devido
ao fato de que a nado lineariedade f(z,s) nao satisfazer a condigdo de Ambrosetti-
Rabinowitz. Com o intuito de tornar o Teorema 3.2 mais geral, consideramos as condicoes
(f2),(fF) e (f3), que sdo mais fracas, num certo sentido, que a condigao (AR), como
pode ser visto nos Exemplos 1 e 2 (confira as paginas 34 e 35). Portanto, o objetivo de
provar que o problema (P}, r) ainda tem solucoes, quando £ = oo, sem assumir a condicao
(AR) foi atingido.

Como perspectiva de trabalho futuro, a curto prazo, pretende-se analisar o pro-
blema (P, ;), considerando o operador p-Laplaciano (A, = div(|V[P~2Vu)), e substituindo
a condicao (f2) por

f(@,s)

lim =a(z); lim
s—0t S $—00 S

uniformemente em x € €2, onde as fungoes a,b € L>(Q).
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Apeéendice A
Apeéndice

Neste apéndice apresentaremos alguns resultados e conceitos importantes utilizados
no desenvolvimento deste trabalho, que se fazem necessarios para uma melhor leitura e

compreensao do mesmo.

A.1 Analise Funcional

Daremos énfase nesta secao para alguns resultados que envolvem convergéncia fraca

em um espaco de Banach. As demonstragoes destes fatos podem ser vistos em Brezis [7].

Definigao A.1 Seja X um espago vetorial normado e (x,) C X uma sequéncia. Dizemos

que (x,) converge fracamente em X, se existe x € X tal que para toda f € X*

(fyan) = ([, ).

Denotaremos este fato por x, — x.

Teorema A.1 Seja (x,) uma sequéncia em um espago vetorial normado X .

(i) se x, — x, entio x, — x em X;
(ii) se x, — x em X, entdo (x,) € limitada e ||z||x <liminf ||z, | x;

(iii) se x, = x em X e f, — f em X* entao (f,,x,) — (f,x).

Teorema A.2 Seja X um espago de Banach reflexivo e (x,) C X uma sequéncia limi-

tada. Entao existe uma subsequéncia (z,,) de (x,) tal que x,, — x em X.

A.2 Medida e Integracao

Destacaremos aqui, proposicoes classicas e muito tteis da teoria de Medida e Inte-
gracao as quais podem ser consultadas em Rudin [22] e Bartle [6]. Consideraremos nesta

segao (A, A, 1) um espago de medida constituido de um conjunto A, uma o-algebra A e
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uma medida p. Denotaremos por MT (A, A) as fungoes A-mensurdveis nao negativas de
A para R = RU {o0}.

Teorema A.3 (Teorema da Convergéncia Monétona) Sejam (A, A, 1) um espago

de medida e (f,) uma sequéncia de fungdes mensurdveis em A, e suponha que

(1)) 0< f1< fo<..<o0, ql.p. em A;
(ii) f, — f, q.t.p. em A.

Entao f é mensurdvel, e

/Afndu—>/Afdu,

Teorema A.4 (Lema de Fatou) Se (f,) C MT(A, A), entao

quando n — o0.

/(lim inf f,,) dp < lim inf/ fn dp.
A A

Teorema A.5 (Teorema da Convergéncia Dominada) Sejam (A, A, 1) um espago

de medida e (f,) uma sequéncia de fungoes mensurdveis em A, tal que
fn—f, q.t.p. em A.

Se existe uma funcao integravel g tal que

|fal < g, qt.p. em A,

/Afd,u:lim/Afnd,u.

Definigao A.2 Sejam (A, A, 1) um espaco de medida, f : A — R uma fungdo men-

entao f € integrdvel e

surdavel e 1 < p < 0o. Definimos

1/p
£l = [/Amp du] |

e LP(A) a colegao de todas as fungoes mensurdveis em A tais que

1£llp < o0

Definimos também L*>°(A) como o espaco vetorial de todas as fun¢oes mensurdveis f tais

que |f(x)| < M q.t.p. em A para algum M > 0. Definimos a norma || f|lo em L>®(A) por

| flleo = inf{M > 0;|f| < M q.t.p. em A}.
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Teorema A.6 (Desigualdade de Hoélder) Consideremos (A, A, ) um espago de me-
1 1

dida e 1 < p,q < o0 com —+— = 1. Se f € LP(A), g € Li(A), entao fg € L'(A)
p q

[&

IFglle < I lpllgls-

Teorema A.7 (Desigualdade de Young com ¢) Sejam 1 < p,q < oo,

Entao para cada € > 0 eziste C' = C(e) > 0 de modo que

ab < ea? + Cb?

Teorema A.8 (Desigualdade de Interpolagao) Sejam 1 <s<r<t<ooe

1 0 1—-6
1_9,0-9
r S t

Suponhamos também que u € L¥(2) N LY(Q). Entdao u € L"(Q) e
lully < Nlull el ™.

Teorema A.9 (Teorema de Fubini) Sejam (A, A, u) e (X,X,v) espagos de medida

o-finitos e seja m a medida produto de p e v em A x X. Se a funcio F': Ax X — R ¢

integrdvel com relacao a w, entdao

(e o] o[ o= f [ o]

Teorema A.10 Consideremos uma sequéncia (f,) C LP(?) e f € LP(Q), de modo que

| fo — fll, = 0, quando n — oco. Entao existe uma subsequéncia (fy, ) tal que

(i) fu.(z) = f(z) q.t.p. em Q;
(1) | fn, ()] < g(x) q.t.p. em Q, com g € LP(2).

A.3 Distribuicoes

Muitas vezes, quando queremos resolver uma equacao diferencial parcial é de
grande utilidade contar com o maior nimero possivel de candidatos a solu¢ao. Entretanto
para alcancar esse objetivo necessitamos derivar funcoes que num primeiro momento nao
sao diferenciaveis. A presente secao sera util para esclarecer o que estd por tras de con-
ceitos como derivadas e solucoes fracas, que sao abordados no presente trabalho. Para
maiores detalhes sobre este assunto pode-se consultar Hounie [15] e Rudin [21]. Nesta

secao consideremos  um aberto de RY.
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Definicao A.3 Uma funcdio f : Q — R ¢é dita uma fungao-teste em Q se f € C*>(Q)
e se supp(f) for um compacto em 2. Denotaremos o espago das fungoes-teste em Q por

CX(Q).

Definicao A.4 Uma funcao f: 2 — R diz-se localmente integravel em §2 e escrevemos
fe Ll (Q) separa todo compacto K C Q

loc
/ |f] dx < 0.
K

Teorema A.11 Seja ¢ € C®(RY) tal que vale

b dz =1, 6 >0, supp(¢) = B[O, 1].
RN

Dada f € L} (RY), definimos para € > 0

loc

fw) = [ pa—en)ow) dy= = [ swe—"

RN

Entao

(i) f- € CZ(RY);

(i1) se f(x) =0 q.t.p. fora do conjunto fechado A C RY entio supp(f.) C A+ BJ0,¢];
(i1i) se fé continua e supp(f) CC RY, entio f. — funiformemente quando ¢ — 0 .

Observacao A.1 O resultado acima justifica, denominarmos a familia de funcoes f. de

reqularizadas de f.

Definicao A.5 Sejam f,g € C(RY) tal que supp(f) CC RY ou supp(g) CcC RY. Defi-

nimos a convolugao de f e g em x € RN como
(fxg)x)= | fle—ygly) dy= [ [y)glz—y) dy.
RN RN

Definigao A.6 Um funcional linear continuo u : C°(Q) — R € dito uma distribuicdo

em Q. O espacgo das distribuicoes em §) serd denotado por D'(£).

A definigao de distribuicao significa que se ¢1,¢p2 € C(Q),A € R e (¢;) é uma

sequéncia em C2°(2), entao

u(pr + Ag2) = u(d1) + Au(ez)

(¢;) — 0 em C°(2) implica que u(¢;) — 0 = u(0).
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Quando conveniente escreveremos (u, ¢) em vez de u(¢).
Vamos agora, operar com distribuicoes. A soma e o produto por escalares sao
definidos de maneira natural. Se uy, us € D'(2), ¢ € C°(£2) e A € R, entao

<’U,1 + u27¢> = <u17 ¢> + <u27 ¢>

</\U1,¢> = )\<U1,¢>-

Para defininir mais operagoes em D’(2) suponhamos que existam dois operadores lineares
e continuos L, L* : C°(Q2) — C°(2). Dizemos que L é o transposto formal de L* e

vice-versa se

/Q (L)Y dz = /Q (L) dx, ¢, € C(Q).

Note que por hipétese temos ¢, 1, Lo, Ly € C*(Q) C L} () C D'(2). Logo podemos
estender o operador L a um operador L : D'(Q) — D'(Q) definido por

(Lu,v) = (u, L*Y) u e D'(Q),% € C2(Q).
Temos que Lu estd bem definido, é linear e continuo em C®(Q) e Lu = Lu em L} ().

Exemplo 3 (Derivagao) Sejam (xy,...,x,) coordenadas cartesianas em §) e definimos

0
L= Integrando por partes em relagao a varidvel x; obtemos

oz,

—¢d /¢— da.

Logo ——— ¢€ o transposto formal de i e podemos definir
&€ al’j
ou 0¢
<6_xj’¢> = —(u, 8_%>

De maneira andloga, para cada o € NN e u € D'(Q) definimos

(0°u,¢) = (—1)*Nu,0%¢), ¢ € C2(Q). (A1)

Feito este apanhado de operacoes com distribuicoes, para fechar esta secao vamos
comparar as derivadas distribucionais com as derivadas no sentido classico. Para fungoes
regulares as derivadas no sentido usual e no sentido das distribui¢oes dada pela equagao
(A.1) coincidem.

Suponhamos agora f € C'(R — {0}) e que os limites

lim f(x) = £(07), lm f(z) = F(0),

z—0— z—0t
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existam e sejam finitos. Denotemos por {f’} a fungao definida como % para x # 0 e nao
definida para x = 0 e suponhamos ainda que {f’} € L}, (R) . Para calcular f’ (a derivada
de f no sentido das distribuigoes), consideremos ¢ € C°(R), com supp(¢) C [—M, M].

Obtemos entao

(F.6) = [F(0%) — FON60) + [ ('} da.

A.4 Espacos de Sobolev

Nesta secao abordamos conceitos e resultados envolvendo os Espacos de Sobo-
lev, relacionando estes espacos com os demais espacos de funcoes sobre RY através das
imersoes continuas e compactas. Maiores detalhes desta se¢ao podem ser vistos nas re-
feréncias Evans [13] e Brezis [7].

Seja 2 um aberto do RV, peR, com 1 <p<ooek €Z,k > 0.

Definigao A.7 O Espago de Sobolev WHP(Q) € o conjunto de todas as fungoes u € LP(S2)
tais que para todo multi-indice «, com || < k tem-se D% € LP(Q), sendo D*u a derivada

distribucional de w. De forma sucinta,
WhP(Q) = {u € LP(Q);Ya com |a| < k, D% € LP(Q)}.

Definicao A.8 Se u € W*P(Q), definimos a norma de u por:

1/p
[ullwrr) = ( > ||D“UI|§> , 1<p<oo,

| <k

lullwros@ = D ID%Ullee, p = c0.
|lal<k
Definigdo A.9 Definimos o espaco Wy () como sendo o fecho de C(2) em WHP(Q).

Observagao A.2 Sep =2, escrevemos H*(Q) = WH2(Q) e HE(Q) = W) (Q).

O proximo resultado nos garante que os espacos de Sobolev também tem uma boa

estrutura matematica.

Teorema A.12 O espaco de Sobolev WYP() é um espaco de Banach para 1 < p < oo,

reflexivo para 1 < p < oo e separdvel para 1 < p < oo.

Vejamos agora as imersoes dos espacos de Sobolev W1?(Q). Lembremo-nos que o

onde 1 <p< N.

expoente critico de Sobolev é dado por p* =
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Teorema A.13 Suponhamos Q C RN um conjunto aberto e limitado, com N > 3. Entdo

vale a sequinte imersao continua
H} () — L ().
Em particular, vale a desigualdade de Sobolev

PP ] 1
S = inf ue Hy(2),uz0p >0.

lull3.”

Teorema A.14 Suponhamos Q2 C RY um conjunto aberto e limitado de classe C*. Entdo

as sequintes imersoes sao compactas:

(i) se 1 <p < N, entao W'P(Q) — L), para todo 1 < q < p*;
(it) se p= N, entao W'?(Q) — L), para todo 1 < q < 00;
(iii) se p > N, entdo WHP(Q) — C(9Q).

Teorema A.15 Suponhamos Q C RY um conjunto aberto e limitado. Entdo

(i) a imersio W' (Q) < LP(Q) ¢ compacta para 1 < p < p*.

(ii) existe uma constate C' dependente de ) e p tal que
17
[ull, < ClIVull, Yu e Wi (Q).

O Lema abaixo, garante que a norma ||u|| = ||Vu||y definida em H}(Q) (confira a
Secao 1.1 do Capitulo 1), é equivalente a norma |[ul|y1.2q) = ([[u]l3 + [Vu|/2)'/? induzida

pelo espago W12(Q).
Lema A.1 Ezxistem constantes C, e Cy tais que para todo u € HJ(£2)
Collull < llullwp2g) < Crllull

Demonstracao: De fato, temos que

lullyregy = (ull3 + [IVal3)
(Ivull3)t?

= lull.

v

Por outro lado, pelo Teorema A.15 segue que

lullyrogy = (lul3+[IVal3)?
(C?[[Vull3 + [ Vul3)?
= (C*+ 1) Vully
Crlfull

IN



68

Portanto

lull < flullw2q) < Cillull,

como queriamos.

A.5 Operadores Diferenciaveis

Abordaremos aqui, a ideia de diferenciabilidade de funcionais sobre um espagco
de Banach diferente de RY. As definicoes e resultados aqui apresentados, podem ser
encontrados em Willem [25].

Consideremos um espaco de Banach X e X* o seu dual, U C X um subconjunto

aberto e ¢ : U — R um funcional.

Definicao A.10 Dizemos que o funcional ¢ € diferencidvel a Gateaux se para cadau € U,

existe grad p(u) € X* tal que
1
111% ;[(p(u +tv) —o(u) — (grad ¢(u),tv)] =0, Vv € X.
%

Definicao A.11 Dizemos que o funcional ¢ é diferencidvel a Fréchet se para cadau € U,
eziste ¢’ (u) € X* tal que

.1 ,

lim ~—[p(u +v) — p(u) = (¢'(u),v)] =0, Vv e X.

v=0 o]

Dizemos que o funcional ¢ € CY(U,R) se a derivada de Fréchet de o existe e é continua

em U.

Observacao A.3 Qualquer funcional diferencidvel a Fréchet é também diferenciavel a

Gateaux.
Teorema A.16 Se ¢ tem uma derivada de Gateauz continua em U entio ¢ € CH(U,R).

Lema A.2 Seja Q C RY um dominio limitado, 0 < q < 1, h(z) e f(x,s) satisfazendo
as condigoes (hy), (f1) e (f2). Consideremos os funcionais I; : H}(Q) — R, 1 <4 < 3,
definidos por

L(u) = /Q Vul? dz, L(u) = /Q Byt da, Ty(u) = /Q Flo,u,) dr,

onde F(z,u) = [ f(z,s) ds. Entao I; € C*(Hj(2),R),1 <14 < 3.
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Demonstragao: Dividimos esta demonstragao em trés partes.
Parte 1: [ € C*'(H}(Q),R).

Com efeito, sabemos que

hw>=/va%M=WMP
9]

Agora,
o . Il(u—l-tv)—fl(u)
(grad I (u),v) = 11_% ;
2 _ 2
ol ol — Ju
t—0 t
20l )) + o]
t—0 t
= 2((u,v))
= 2/ VuVv dx.
Q
Portanto,

(grad I(u),v) = 2/ VuVv dx.
Q
Mostremos agora que grad I1(u) é continua, ou seja,

se ||u, —u|| = o(1), entdo ||grad I (u,) — grad [1(u)||Hgl(Q) =o(1).

Para todo, v € H} (), com ||v|| < 1, temos:

|(grad I (u,) — grad I(u),v)] |(grad I(u,),v) — (grad I(u),v)]
2|({un, v)) = ((u, v))]

< 2fun = ulf][o]

< 2wy — ull.
Assim, obtemos
lgrad I(un) — grad Ii(u)|[y-1q) = ”swlp |(grad I (u,) — grad I;(u),v)]
v||<1
< 2wy, — ull.

Fazendo n — oo, obtemos o resultado desejado. Portanto, grad I;(u) é continua e
pelo Teorema A.16, segue que I, € C'(HL(Q),R).
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Parte 2: I, € C'(Hj(Q2),R).

De fato, comecaremos mostrando a existéncia da derivada de Gateaux de I. Para isso,
consideremos a fungo g : [0, 1] — R dada por g(s) = h(z)(u+stv)™, com u, v € HH(Q).
Como g ¢ diferencidvel no intervalo (0, 1), entao pelo Teorema do Valor Médio, existe

€ (0,1) tal que g(1) — g(0) = ¢g'(8)(1 — 0), ou seja,
h(a)(u+ )} — h(x)uf™ = h(z)(q + Dtv(u + fto)’.

Dividindo a equagao acima por 0 < |t| < 1 e passando o limite obtemos, ¢.t.p. em Q, que

1m1V@g(W+¢”T4_UTJ)]:h@Xq+1miu (A.2)

t—0 t

Por outro lado,

o

IN

[1Alloo (g + 1) (] + Ble][v])?]]
< llso(g + D) (ful + [v])0]
< llso(g + D) (Jul* + |v[)]v],

t

esta ultima desigualdade obtida por uma aplicagao da estimativa A.19 (veja no Apéndice).

Considerando Cy = ||h]|oo(q + 1), segue da desigualdade acima que

g+l g+l
‘W)((Hm? - )‘Saluwwaw. (A.3)

Uma vez que v € H} (), segue da imersao compacta de H}(Q) em LP(Q2), para p € [1,2*)
que v € LIT(Q).

Resta mostrarmos que |u|?v| € L*(Q).

1
Ora, usando a desigualdade de Holder (veja o Teorema A.6) com expoentes a eq+1,
segue que
| el de < ulgealolln
< Col[ul|"Csllv],

sendo a tltima desigualdade obtida através da imersao compacta de H}(Q2) em LP(Q),

para p € [1,2*). Portanto, |u|?|v] € L*(2), e por conseguinte,

'M®<m+mﬁﬂ—u$j

; e L'(Q).
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Porém, pela relacao (A.2) temos ¢.t.p. em €2, que

lim {h(m) <(“ )i “qfl)} = h(z)(g + Dulw,

t—0 t

e assim pelo Teorema da Convergéncia Dominada (veja o Teorema A.5), segue que

lim Uﬂh(x)((““”)q{l _ufl)] — (q+1)/Qh(;c)u1u da.

t—0

Portanto existe a derivada de Gateaux para cada u € Hy(f2) e vale

(grad Iy(u),v) = (¢ + 1) / h(x)ulv dz, para toda v € Hy(Q).
Q

Provaremos agora que grad I>(u) é continua. Para isso, vamos mostrar que
se |lu, — u|| = o(1), entao ||grad I(u,) — grad Ig(u)\|H51(Q) =o(1).
Seja v € H}(Q), tal que ||v|| < 1. Temos para n suficientemente grande que
(grad a(u,) ~ grad T, )| < (a-+1) [ ollut ~ ]l da
< G DIl [ foh =t lo] do

— G [ Juty o] do
Q

1
Aplicando a desigualdade de Holder com expoentes g + 1 e q+

na expressao acima,

obtemos que

]
g+1

s
arad fu) - grad ) < o [t = o) do) ol

9
q+1 q+1
< i [ =y an)
Q

onde C; = C1C > 0, ap6s uma aplicacao da imersao compacta de H}(Q) em LP()), para

p € [1,2%). Precisamos agora mostrar a seguinte afirmagcao:
+1
Afirmagao A.1 / lugy — u‘“qT dx = o(1).
Q

Com efeito, pela imersao compacta de H}(€2) em LP(Q2), para p € [1,2*), podemos supor



72

que existe uma subsequéncia, a qual ainda denotaremos por (u,), tal que

U, = em LP(Q),
Up, — U q.t.p. em Q, (A.4)
lu,| < j(x) paraalguma j(z) € LP(9).

Consequentemente, |ul —ul|= o(1) ¢.t.p.em Q.

Por sua vez, notemos que

gt1 ) aFTt 2%
(ruz+—ui\ ) =t — )Y

A\
=
RS
+

+

I
£

=]

AN
[\ [\
(V)

<
]
N
3o
+*
+

I
+l\’)

Logo, utilizando a estimava (A.5) segue que

q+1

q g+l g+l ) 5
|Un+ u+] e = ’un+ U+‘ E
. {

< 2%

q+1
2*

j(@)* +uf)++}

() . (A.6)

Uma vez que (j(x)7" + u%") € L'(Q), segue do Teorema da Convergéncia Dominada

vaja o Teorema A.5) que ul, —ul KR dxr = o(1), como queriamos.
ot +

Assim, como

llgrad Is(u,) — grad ]2(u)||H51(Q) = sup [{(grad Isy(u,) — grad Iy(u),v)]|
llv][<1

q q | o
< Gy |un+_u+| @ dx HUH)
Q

segue que |[grad I>(u,) —grad Ir(u)|| g1 (qy = o(1), 0 que implica que grad I>(u) é continua
e pelo Teorema A.16, obtemos que I, € C'(H} (), R).

Parte 3: I3 € C'(Hj(Q2),R).

Sejam u,v € H}(Q). Definimos

r(v) = Iz3(u+v) — I3(u /f T, uy)v dr. (A.7)
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Vamos mostrar que dado € > 0, existe § > 0, tal que
se ||v|| < 4, entao |r(v)| < elv]. (A.8)

Da expressao (A.7) temos que

r(v) = /Q[F(:v, (u+v)y) — F(z,uy)] doe — /Qf(:r,qu)'U dx.

Considerando a funcao g(z) = F(x, (u + 2v)4) e aplicando o Teorema Fundamental do

Calculo, obtemos
1
| 90 d = Fa. (o)) = o),
0

e portanto,

F(z,(u+v)y) — Fx,uy) = /0 d%F(a:, (u+2v)4) dz.

d
Mas, d—F(:v, (u+ zv)y) = f(x,(u+ 2v)4)v e consequentemente,
z

/01 %F(x> (utzv)y) dz = /01 Fa, (u+ 20), ) dz.
Portanto,
Flasfut0)2) = Pl do = [ oo do
/o %F (w, (ut2v)y) dz} dz — /Q fla i de
:/Olf<x, (u+ 20) 1 o dz] dx—/gf@,m)v o
:/01 Fla, (u+ 20) v dz — /01 ) dz} "

I
S—— 5— S— S— 55—

/01[(f(x, (u+20)4) — f(z,us))v] dz] de

Utilizando o Teorema de Fubini (veja o Teorema A.9), obtemos

)= [ ] [0t 2000 = o] do] o

e por conseguinte,

o) < | 1 [ 1 20 = el do] a (A9)
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2N 1 1
N2 onde > + - = 1, para N > 3. Como
v € HLQ), pela imersio cotinua de Sobolev de Hi(€2) em L"(2)(confira o Teorema

A.13), temos que v € L"(9).

Consideremos agora, r = 2* e v’/ =

Afirmagao A.2 f(-,u(:)) € L"(Q).

Com efeito, como a funcao f é subcritica, existem constantes positivas c¢; e co, tais que

para todo z € Q e t € R temos

|f(l',t)’ <ca+ CQ|t|07

N +2
onde 1 <0 < N+2' Logo,

/|f(x,u)|r, dr < / (c1 + ealul”)" da
Q Q
< / 27“/’1(071"/ + cgl\ularl) dx
0

21 Q) + 27"/_105// lul”" da.
Q

IN

N +2 _ . . . .
Como 1 < 0 < N o entao 1 < r’ < 0r’ < 2*. Sendo assim, utilizando as imersoes

HY(Q) — LU (Q) — L (), segue que u € LI (Q).

Portanto,

/ |f($,u)|rl dr < 0o,
Q

o que implica f € L" ().

Pela estimativa (A.9) temos que

ro < [ ] [ 10660 2002 = ool ] dz

Uma vez que v € L"(Q) e f € L' (Q), aplicando a desigualdade de Holder na expressao

acima obtemos
1
r(v)] < /0 [f(z, (u+20)1) = [, up) o]l de. (A.10)

Afirmacgdo A.3 f(x, (u+ zv)y) — f(z,uy) em L#(Q), uniformemente para z € [0,1],
para todo x € Q, quando v — 0 em Hg ().

De fato, provar a afirmagao acima é equivalente a mostrar que f(z, (u+zv,)+) — f(x,uy)
em L3 (€)), uniformemente para z € [0,1], para todo = € €, quando v, — 0 em H{(Q),

quando n — oo.
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Pela imersio compacta de H}(Q) em L3(Q), vem que v, — 0 em L7(Q). Logo
pelo Teorema A.10, existe uma subsequéncia de (v,,) (a qual ainda denotaremos por (v,))
e j € Li(Q) de modo que
0a(2)] < 3(2) qtp. em O,

e
v, — 0 g.t.p. em 2.
Logo,
|(u~+ zv,)(x)] < (Ju] +7)(z) g.t.p. em €Q, (A.11)
e
(u+ zv,)(z) = u(z) g.t.p. em Q. (A.12)

Combinando isto com a hipdtese (f1), segue que f(x, (u+ zv,)s) — f(x,uy) g.t.p. em €,
ou seja,
[ (@, (u+ zv) 4 (2)) = f(2,u(2))]7 = 0 g.t.p. em Q.

Por sua vez, através da condigao de crescimento subcritico da funcao f, a limitacao
dada em (A.11) e o fato de Q ser limitado, resulta que existe uma fungao j, € L*() tal

que

I3

|f (2, (u+ zon) 1 (2) = f(z, up(2))]7 < Jol),

donde segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada que

n—oo

im ([ 1760 (0 00)2(0) = Sl @)l? ) =0,

o que implica pela Observacao A.4-(i) que f(x, (u+ zv,)y) — f(z,uy) em L5 (), o que
prova a nossa afirmacao.
Pela afirmacao anterior, segue que dado £ > 0, existe 6 > 0 tal que se [[v| < d,

entao

1f (2, (u+ z0n) 1) = flz,up)lls <e,

. r AT . ~ ;
uniforme em z € [0,1]. Como 1 < 7’ < g ° (2 ¢ limitado, segue da imersao continua de

Li(Q) em L () que se ||[v]| < 4, entdo
1f (2, (u+ z0n)1) = flz,uq)[lr < Ce, (A.13)

uniforme em z € [0,1], com C' > 0. Substituindo a desigualdade(A.13) na estimativa

(A.10) encontramos |r(v)| < Cel|v||,. Assim, pela imersdo continua de HE(2) em L (€2),
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resulta que |r(v)| < Cse||v||, onde C5 > 0. Logo, se ||[v|| <, entao |r(v)| < Csel|v]|, o que
prova a estimativa (A.8).

Portanto I3 é Fréchet diferencidvel para todo u € H}(2) com

(Iyw).0) = [ flaus)o do.

Vamos mostrar agora que I} é continua. Da mesma forma que no item anterior,
segue pelo Teorema de Convergéncia Dominada que para (v,) C Hy (), com v, — 0 em
1
HY(Q) que

i ([ 1760 (0 200020 = floua @)l ) <o

n—oo

r .. ~
Uma vez que 1 <1’ < — e Q) é limitado entao

7

1f (2, (u+ z0n) 1) = flz,u)llr — 0, (A.14)

quando v, — 0 em H}(Q).
Por definicao,

[3(u+ vn) = Ig(w) gy = sup [(L3(u+ vn) — Iz(u),v)]. (A.15)

[vll<1

Por outro lado, observemos que

Iyt v) =Bl < [ |l v)) = )l do

Aplicando na expressao acima, num primeiro momento a desigualdade de Holder, num
segundo momento a imersao continua de H{(2) em L?"(€2) e por fim o fato de que ||v]| < 1

obtemos que

[{I(u + vn) = I3(u), v)]

IN

1S (2, (uton)4) = S, ) |[oe|0
Cllf (@, (uvn)s) = 2, up) |0
< CHf(.T, (u + Un)Jr) - f(l’,qu)HT/,

PA

IN

onde C' > 0. Utilizando a convergéncia dada em (A.14) e a defini¢do na rela¢ao (A.15),
obtemos |[I5(u + v,) — ]g(u)HHal(Q) = 0o(1), o que conclui a prova do lema.

Observagao A.4 (i) Na verdade provamos que dada uma sequéncia (v,) C Hg(2), com

v, — 0 em HJ(Q), quando n — oo, existe (v,,) C (v,) satisfazendo

n—oo

i ([ 1760 0+ 2004000 = S @] ) 0. (A.16)
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Afirmamos que o limite dado em (A.16) ocorre também para a sequéncia (vy,).
Com efeito, suponhamos, por absurdo, que isso nao ocorra.

Logo eziste €, > 0 e z,, no intervalo [0, 1] tais que

1 (At znvm )+ () = FCur Ol = €0, Vg €N (A.17)

Repetindo os mesmos argumentos da Afirmacao A.3, para z,,, obteremos que a menos de

subsequencia, dado €1, existe n, € N tal que

1 (s (At znom, )+ () = FCue (Ol < e, Vone = no,

o que contradiz a relagao (A.17).

(ii) Nas etapas 2 e 8 da demostra¢ao do Lema A.2, consideramos N > 3. Os casos N = 1
e N =2 sao feitos de forma andloga ao caso de N > 3. Para isto, se deve fazer algumas
modificagoes nas imersoes a serem consideradas, pois teremos para o caso em que N =1,

N <p=2epara o caso N =2, vale N =2 = p.

A.6 Principio do Maximo Forte

Apresentaremos nesta secao, um resultado que utilizaremos para obter solucoes

positivas. Para mais detalhes sobre esse assunto, confira Vézquez [24].

Teorema A.17 Seja u € L, .(Q) tal que

(i) Au € L}, (Q), no sentido das distribuigies;

(ii) u >0 q.t.p. em Q;

(iit) Au < B(u) q.t.p. em {x € ;0 < u(z) < a}, onde a é uma constante positiva e
B :[0,a] — R € uma fungdo continua ndao decrescente, com [B(0) = 0. Além disso,

suponhamos que

para algum s > 0, ou
a/2
/ (B(s)s)™"/? ds = oo,
0

se B(s) >0, para s > 0. Entio u =0 q.t.p. em Q ou u € estritamente positiva em 2, no
sentido que para cada subconjunto compacto K C ), existe uma constante C' = C(K) > 0

tal que uw > C q.t.p. em S2.
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A.7 O Teorema do Passo da Montanha e o Principio

Variacional de Ekeland

Veremos nessa secao dois resultados classicos da teoria dos pontos criticos, a saber,
o Principio Variacional de Ekeland e o Teorema do Passo da Montanha.

Comecaremos enunciando agora o Principio Variacional de Ekeland, bem como
uma aplicagao sua para funcionais definidos em Espacos de Banach. Ambas as demons-

tragoes podem ser encontradas em De Figueiredo [11].

Teorema A.18 (Principio Variacional de Ekelnad) Seja (X, d) um espago métrico
completo e ¢ : X — R U {oo} um funcional semicontinuo inferiormente e limitado

inferiormente. Entao Ve > 0, 34 u, € X tal que

<
oue) < 11)}f 0+ €,

o(ue) < p(u) + ed(u,u),Vu € X — {uc}.

Teorema A.19 Seja X um espaco de Banach e p : X — R um funcional semicontinuo
inferiormente e limitado inferiormente. Além disso, suponhamos que ¢ é Gateaux dife-

rencidvel para todo x € X. Entdo Ve > 0, Ju. € X tal que

<
o(ue) < 1§f © + €,

lgrad ¢ (udllx- <e.

O resultado que enunciaremos a seguir, é o Teorema do Passo da Montanha (veja
Schechter [23]). Sua geometria estd bem associada ao seu nome. Suponha que estamos
situados num ponto P a uma altura hp no interior de uma montanha, e desejamos nos
locomover até um ponto () localizado a uma altura hg < hp do outro lado da montanha,

conforme a figura abaixo.

SN r;';" “‘“‘
2 L% WY Yegh &'ﬂ” =

'J'%gg\\“l? ;,;2‘2\\\.( 711 ”“‘\:\‘\{
% &
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Dentre todos os caminhos que ligam P a Q, o “melhor caminho”parece ser aquele

4

que sobe uma altura minima. Uma forma para encontrar esse “melhor caminho”é deter-
minando o valor minimax, ou seja, avaliamos a altura maxima entre todos os caminhos

ligando P e Q, e depois avaliamos o minimo entre esses valores maximos.

Teorema A.20 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espa¢o de Banach

real e o : X — R um funcional de classe O satisfazendo:

max{p(0), p(e)} <p<a< nf o(u),
para algum p < o, r >0 ee € X com |le| > r.
Entao, existe uma sequéncia (u,) em X satisfazendo a condigio (Ce)., onde ¢ > « pode
ser caracterizado por

= inf t
¢ = inf max o(y(1))

onde
['={y € C([0,1], X);v(0) = 0,7(1) = e}.

A.8 Caracterizacao de \;

Nesta secao apresentaremos um resultado muito importante de caracterizagao do

primeiro autovalor relacionado ao problema

—Au=Au, em
u=0, sobre Of.

onde A denota o operador Laplaciano (Au = div(Vu)), @ C RY é um subconjunto aberto
e limitado. Pode-se mostrar (confira [7]) que o problema acima possui uma sequéncia (\y,)

de autovalores reais positivos verificando

D<A < <. <A\, <.

lim A\, = oo.
n—o0

Teorema A.21 O primeiro autovalor de —A (\1) € o tnico que tem correspondente

autofuncao que nao troca de sinal em §2.
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A.9 Desigualdades Analiticas

A seguir, enunciamos duas desigualdades que utilizamos no decorrer do presente
trabalho. Suas demonstragoes podem ser encontradas em Adams e Fournier [1].
Consideremos a,b > 0, s € (0,1] e k, k" > 1 expoentes conjugados. Entao, valem

as seguintes desigualdades:

(a+ bk < 281 (ak + %), (A.18)

(a+b)* < (a° +b°). (A.19)



