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Resumo—Esse trabalho apresenta uma abordagem para im-
plementacdo do algoritmo MTPA para micro-controladores de
baixo custo e desempenho, visando aplicacdo industrial. Devido
a complexidade matematica do MTPA, muitos algoritmos pro-
postos demandam alto desempenho computacional, impossibi-
litando a implementacio em microcontroladores com reduzida
capacidade. Nesse trabalho serido utilizados métodos numéricos
afim de reduzir o custo computacional e obter aproximacdes com
elevada precisdo. Afim de validar os resultados, serdo realizadas
simulacdes em hardware e em software.
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I. INTRODUCAO

A madquina sincrona de imas permanentes internos (IPMSM)
vem recebendo grande aten¢do na inddstria e academia devido
a suas caracteristicas como alta densidade de poténcia, alta
eficiéncia e resposta dindmica rdpida [1]-[3]. Essa mdquina
possui como principal caracteristica seus imas alocados in-
ternamente, o que acarreta em variagdo na relutancia do
entreferro. Por esse motivo, as indutincias em eixo direto e em
quadratura possuem valores diferentes, resultando na producao
de torque magnético e de relutancia [4], [S].

Pode-se usufruir apenas do torque magnético da maquina,
nio fazendo uso do torque de relutincia. Para tal, define-se
a corrente de eixo direto em zero e é controlada apenas a
corrente do eixo de quadratura proporcionalmente ao torque
de referéncia, resultando em um cdlculo simples e rdpido
de ser executado. Outras abordagens utilizam do torque de
relutincia, assim como o algoritmo MTPA (maximum-torque-
per-ampere), o qual obtém o menor mddulo da corrente possi-
vel para um determinado torque de referéncia, diminuindo as
perdas Joule, as quais sdo as mais significativas na maquina
[6], dessa forma obtendo maior eficiéncia.

Diversos métodos foram propostos afim de determinar as
correntes de referéncia definidas pelo MTPA, como a utiliza-
¢d0 do método de Ferrari para solucionar a equagdo de quarto
grau do MTPA [7]. Entretanto, as equacdes obtidas exigem
muito processamento computacional. Visando diminuir os
esforcos de processamento, utilizou-se dados tabelados, que
relacionam torque e corrente de referéncia [8]. Contudo, existe
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a necessidade de armazenar uma grande quantidade de dados,
consumindo demasiadamente memdria.

Também sdo propostas leis de controle para MTPA e FW
(flux-weakenig) que utilizam polindmios para determinar as
referéncias de corrente [9]. Entretanto, a obtengdo dos coefici-
entes dos mesmos nao é descrita. Também foi proposta a me-
todologia de aproximacao polinomial baseada em modelo p.u.
(por unidade) [10], o que torna o método genérico para outras
madquinas, porém a aproximacao realizada cobre até tré€s vezes
o torque de base, o que, para muitas aplicagdes, € insuficiente.
Além disso, a forma como as equacdes sdo propostas nio
garantem uma utilizagdo otimizada de processamento, tendo
em vista que existem formas mais eficientes de implementar
as mesmas.

Tendo em vista os desafios encontrados nas abordagens,
nesse trabalho propde-se a implementacdo da técnica MTPA
através de aproximag@o polinomial. O intervalo de operacdo
serd estendido para até cinco torque de base, tornando o sis-
tema mais abrangente e as equagdes serdo otimizadas visando
obter baixo custo computacional, baixo consumo de memoria
e alta precisdo.

II. MODELAGEM MATEMATICA

O modelo matemadtico da maquina IPMSM em coordenadas
dg é dado por (1) [11]

. d .

vg = Rgig + Ld%zd — welLglg
d (D

vy = Rgig + aniq + welgig + weA

onde vg € v, sdo as tensdes terminais, iq € i, as correntes,
R a resisténcia estatérica, Ly e L, as indutincias em eixo
direto e em quadratura, w, a velocidade elétrica e A o fluxo
dos imas. O comportamento mecanico da maquina é dado por
d B n 1
= ——w il
dt " JT T
onde w, € a velocidade rotdrica, J é o momento de inércia,
B o coeficiente de atrito, T, o torque eletromagnético e T,

(Te - TL) (2)



o torque de carga. O torque eletromagnético é calculado da
seguinte forma
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onde P é o nimero de polos da maquina. Destaca-se que
existem duas parcelas que contribuem para a producdo de
torque. A primeira, (Ly—Ly)iq, é verificada devido a diferenca
na relutancia entre os eixos d e g e é conhecida como torque
de relutincia. A segunda parcela, \igiq, resulta da interagdo
entre as correntes estatdricas e as forcas contra-eletromotrizes.

A relac@o entre a velocidade elétrica w,,velocidade rotérica
wy- € posi¢do elétrica 6., é dada por

We = Ewr = %06 (4)

A. Modelo em p.u. (por unidade)

Visando obter relagdes que independam dos pardmetros
da mdquina, pode-se modificar as equacdes que descrevem
o comportamento do motor para o modelo p.u. Para tal,
conforme [12], define-se inicialmente a corrente de base 7y,

A
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e o torque de base Ty,
Ty, = 0.75P iy, (6)
Uma vez definidos o torque e a corrente de base, pode-se
determinar a corrente sincrona do eixo direto (i4,), do eixo de

quadratura (i4y,) € 0 torque eletromagnético (7¢,,) em modelo
unitario,

) ig
n = T 7
q i @)
ian = 2, ®)
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T,
Tep, = —.
en = &)

Para determinar o torque em modelo unitdrio 7, deve-
se substituir (5)-(9) na equagdo do torque eletromagnético da
maquina (3), obtendo-se,

Ten, = ign(2 — ign)- (10)

A partir de (10) pode-se isolar as corrente sincronas iy, €

idn
Ten
= e 11
L (b
Ten
in =2 - 72, (12)
qn

III. ESTRATEGIA MTPA

Seguindo a metodologia de [12], para minimizar as perdas
Joule, € necessario minimizar o médulo da corrente na ma-
quina %g,, definido por,

-2 2 -2
ton = an + Yin -

13)

Inicialmente € necessdrio definir 74, em funcdo apenas de
uma das correntes, no caso i.4,. Para tal, substitui-se (11) em

(13), )
Z'2 — Ten + Z'2
sn 9 _ idn dn

O ponto critico de (14), ou seja, 74y, tal que torna a derivada
de i, zero, revela a corrente sincrona do eixo direto ideal para
minimizar o médulo da corrente, logo,

(14)
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d d 2T2d (15)
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A partir da solu¢do de (15) em um software matemdtico é
possivel obter a fun¢do f;q,(Tern) que determina a corrente
sincrona do eixo direto dado um torque eletromagnético, de
forma a obter o menor moédulo de corrente. Substituindo
fidn(Tern) em (11), obtém-se a relagdo fign(Tern), a qual
relaciona torque eletromagnético e corrente sincrona do eixo
de quadratura conforme o MTPA.

Embora a metodologia MTPA determine fig,(Ten) €
fign(Ten) para o médulo f;s, das correntes seja minimizado,
ndo é vidvel implementar essas fungdes de forma direta
e rapida em microcontroladores, dado a complexidade das
mesmas. Por esse motivo, essas relacdes serdo aproximadas
por polindmios de Lagrange.

IV. POLINOMIO DE LAGRANGE

Segundo [13], através do método de interpolagdo de La-
grange, é possivel obter um polindmio interpolador II(x)
utilizando o + 1 pares de pontos distintos (x;, y;(z:))|7_. tal
que,

M(z) =Y yi(wi)u(w) (16)
i=0

sendo ¢; os polindmios caracteristicos, os quais sdo definidos

por,

Tox — Lo
u(ey) = 11 =" (17)

m=0
m#i
De acordo com (17), o polindmio caracteristico ¢;(x) re-
tornard 0 quando = = (zg)|kx, pois um dos termos do
numerador ird obter valor nulo. Ao passo que ¢(x) retornard 1
quando x = x;, pois o numerador e denominador serdo iguais.
Dessa forma,

1, set=7j

0, sei#j 1%

vi(x) = bij = {



onde §;; é o delta de Kronecker. Logo, substituindo (18) em
(16), prova-se que,

o
() = Zyi(wi)dij = Yi, (19)
i=0
Dessa forma, obtém-se um polindmio que percorre o con-
junto de pontos inciais (z;, y;(x;))|7_q. que interpola adequa-
damente a fungdo.
Agrupando os termos dos polindmios interpoladores de
Lagrange, pode-se obter a equacdo genérica,

I(z) = @)z + ae-pa "™+ +ag),  (20)

onde a(;|7_, sdo os coeficientes do polindmio.

V. APROXIMACAO DO MTPA

Nesta secdo sdo desenvolvidas as equagdes para obter as
correntes sincronas de referéncia iy, e i, a partir do torque de
referéncia 77, . Para tal, sera realizado um estudo de diferentes
estratégias utilizando o polindmio interpolador de Lagrange.

Para aproximar as correntes dos eixos sincronos através de
um polindmio de grau o, deve-se gerar um conjunto de o +
1 valores de torque de referéncia, os quais sdo igualmente
espagados em um intervalo selecionado de 0 até 5 p.u. A partir
desses, sdo geradas as correntes de referéncia, conforme (21)
e (22)

(Ten(O)a fidn(Ten(O))a B3] (Ten(i)a fidn(Ten(i))v
(Ten(O)a fiqn(Ten(O))a B3] (Ten(i)a fiqn(Ten(i))a

onde fian(Ten(i))|i=o € fign(Ten(i))|{=o s30 as correntes de
eixo direto e em quadratura impostas pelo MTPA dado o
torque eletromagnético T, ;) 190

Aplicando o método de Lagrange nesses conjuntos de
pontos, obtém-se, para aproximagdo de i4,, 0s coeficientes
Qa(i)|7—0» € para aproximacao de gy, og(;)|§—o- Através desses
coeficientes, é possivel gerar o polindmio de grau o de
Lagrange que relaciona torque eletromagnético com corrente
do eixo direta Pjgy, (o) (Ten),

2y
(22)

Piqn(o) (Ten) = aq(a)Tgn + o+ aq(l)Ten + Qq(0)5 (23)
e outro com a corrente de quadratura Pig, (Ter),
Pian(o)(Ten) = qa) T, + -+ + aaq)yTen + age)-  (24)

*

E possivel obter as correntes sincronas de referéncia iy, e
iy, de forma direta através de dos polindmios aproximados
(23) e (24)

Z;k]n = Piqn(o’) (T:n)a
Z:kin = Pidn(a) (Te*n)’

porém, devido ao torque eletromagnético (10) ser combinacao
das mesmas , o erro de cada aproximagdo se acumula e
o torque de referéncia ndo ¢ devidamente rastreado. Afim
de eliminar esse erro, pode-se aproximar uma das correntes
através de (23) ou (24), e, posteriormente, obter a corrente do
outro eixo através de (11) ou (12), dessa forma obtendo uma

(25)

combinagdo entre as corrente que geram exatamente o torque
de referéncia.
No caso da aproximacdo a partir da corrente no eixo direto,
obtém-se,
- %
Yan = Pian (T )7

en

o _ _Ten (26)
an T o _ %
2=y,
e utilizando a aproximagdo pela corrente de quadratura,
. Ten (27)
Ty =2 — ——.
1
qn

Para determinar qual das aproximacdes resulta em menor
erro, serd utilizada a métrica ¢, a qual consiste na integral da
diferenca entre o médulo ig,,(Te,) das correntes sincronas
obtidas por aproximagdo ((26) e (27)) e 0 m6dulo gy, (Ter)
das correntes sincronas obtidas diretamente do equaciona-
mento do MTPA (fiqn(Ten) € fidn(Ten))a

5
€= / ('Lsnf - isna)dTen (28)
0

onde ispy = Tsna

\/fiqn(Ten)2 + fidn(Ten)2 ¢
\/ ian(Ten)? + 13, (Ten)?, sendo justificada a escolha dessa
métrica por estar diretamente relacionada ao aumento do
médulo da corrente i,. Logo, menor o erro, menor as perdas
Joule.

Foram realizadas as aproximagdes a partir do eixo direto
(26) e de quadratura (27), por polindmios de grau o|%_,. Foi
calculado € para definir qual opc¢do é mais adequada, assim
como exposto na Tabela I.

Tabela I
ERRO EM CADA ABORDAGEM

p €(p.u.)
Abordagem (26) | Abordagem (27)
2 006,0192 e-3 28,6586 e-3
3 813,7142 e-6 14,1306 e-3
4 050,3318 e-6 15,0037 e-3

Pode-se observar que o erro € é consideravelmente menor
quando utilizada a aproximag@o da corrente de eixo direto
(26). O erro elevado quando utiliza-se aproximagdo pela
corrente do eixo de quadratura deve-se principalmente ao fato
de que, para obter ¢};,, utiliza-se a equacdo (12), a qual possui
um elevado erro quando T, tende a zero, por possuir uma
divisdo direta do torque pela corrente obtida através de P;gp (o)-
Logo, optou-se pela abordagem (26).

VI. OTIMIZACAO DO METODO

Nessa secdo serd otimizado o algoritmo utilizado na segéo
V, visando a diminui¢do do erro de aproximacdo e do tempo
de processamento das correntes de referéncia. Para tal, uma
série de métodos matematicos serd empregada.



A. Divisdo das curvas

Uma estratégia para diminuir o erro de aproximagdo é
decompor a curva em diversos segmentos € aproximar in-
dividualmente cada um desses intervalos. Observou-se que
fign(Ten), quando decomposta em dois intervalos, tem uma
diminui¢do considerdvel do erro mdximo e de aproximacao.
Sendo o primeiro intervalo para quando T, for menor que ¢.,,,
e o segundo para quando for maior ou igual, sendo t., € (0, 5)
uma variavel a ser determinada.

Para cada uma das aproximagdes de grau o, € obtido um
conjunto de coeficientes agy(;)|{—o. sendo que para o primeiro
intervalo £ = 1 e para o segundo k = 2, logo, obtém-se,

se 0 <Top <tep

seten < Ten <5

(29)

Afim de determinar a varidvel ¢., Otima para cada curva

aproximada de cada grau o, realizou-se uma varredura de

ten e calculado o erro € obtido por (29). Pode-se observar
o resultado obtido na Figura 1.

P‘d _ Qd1(n) (Ten)g + ...+ Qd1(0)»
wn(@) Qd2(n) (Ten)a +...+ Qd2(0)5

10! . . . T
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510*%W/1 ()
w
1079 ‘ ‘ . ;
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1073 . . . "
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S0 10
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Figura 1. Erro dada a variagdo do t.n, de acordo com o grau de

Pidn(a)(Ten)I (@o=2,(b)c=3e(c)o=4.

Na Tabela II pode-se observar os pontos de troca de coefi-
cientes t., 0s quais minimizam e. Considera-se v a reducio
em percentual do erro obtida através da divisdo de intervalos.

Tabela II
ten IDEAL.
4 €(p.u. tcn(p4u.) i
2 | 041,6057¢ — 6 1, 3300 99, 3088%
3 | 436,5496e — 9 1,7865 99, 9464%
4 | 114,5208e — 9 1,5607 99, 7725%

B. Algoritmo de Briot-Ruffini-Horner

Considerando o polindmio interpolador de Lagrange des-
crito por (24), de ordem o, quando implementado computaci-
onalmente sdo necessdrias (20 — 1) operacdes de multiplicacao

e (o) de soma [14]. Ao passo que, caso seja implemen-
tado utilizando o algoritmo de BRH (Briot-Ruffini-Horner) a
obtencdo do mesmo resultado utiliza o operacdes de soma
e multiplicacdo, permitindo o processamento de forma mais
rapida. A implementacdo de (24) utilizando BRH, da-se por,

Piqn(a') (Ten) = (( (aid(a)Ten + O‘id(afl)) Ten + -
)Ten + O‘id(O)) .

VII. MODELO PARA IMPLEMENTACAO

(30)

Para realizar a conversao das referéncias de corrente i, e

iy, de P.U. para iy e i3, no intervalo k|i:1, substitui-se (7) e

(8) em (26), obtendo-se,

i T\’
d_ o (== , 31
W k(o) (Tb> + -+ aar(o) (31
" (T§>
i
e (32)
ey
b
rearranjando as equagdes,
. 1p o )
ldk = k(o) <0> (T2)7 + -+ + aagr(oy (in) ,  (33)
if * '
()
iy = o1 (34)

T 2 —

E possivel agrupar em constantes [ todos os termos depen-
dentes de pardmetros da maquina, assim, pode-se reescrever,

iy = Qak(o)Bao)(Te)” + - + aar(0)Ba(o), (35)
T*

i = LaoTe C (36)
Ba(r) — g

onde as constantes 3, através de (5) e (6), podem ser reescritas

por,

ib _ 23i—1(Lq _ Ld)i—l

Bagiy =

I @BPy
-2
1 2
b = 75 3(Ly — La)P’ G7
2

=y = — .
Jot) =2 = o, L)

Finalmente, pode-se agrupar os coeficientes através do co-
eficiente ¢gy,(;)|7—o. © qual € definido por,

k(i) = Qdr(i)Bd(i)» (38)

dessa forma, torna-se possivel reescrever (35),

o Gar(o)(T5)7 + -+ dar(0), se 0 < Ty <t
¢ Paz(o)(T5)7 4 -+ baz(0), sete <T; <5-1
(39)
onde tc = t.p, - tp.
Por fim, utilizando as equacdes (36) e (39) é possivel obter
iy € iy a partir de T, respectivamente.



Tabela I1I
COEFICIENTES ;g () |7_, DE Pig(oy-

g
i 2 3 4
Qid1(i) | Qid2(i) | Qdi() | Qd2() | %4dig) | Yid2(3i)

0| 0.00000 | 0.14264 | 0.00000 | 0.13953 | 0.00000 | 0.08769
1[(—0.02439|—0.24276| 0.00035 [—0.22963| 0.00344 |—0.16103
2[1—0.07918| 0.00437 |—0.13440|—0.00171|—0.14417|—0.03408
3 - — 0.02740 | 0.00072 | 0.03618 | 0.00721
4 - - - - —0.00232|—0.00047

VIII. RESULTADOS

Através do desenvolvimento matemdtico anteriormente rea-
lizado foram obtidos os coeficientes gy (n) |7_,, 0s quais estdo
descritos na Tabela III.

Na Tabela IV estdo expostos os parametros da mdaquina
IPMSM da WEG utilizada na simulacdo, ao passo que na
Tabela V se encontram os pardmetros de simulagdo utilizados.

Tabela IV
PARAMETROS DA MAQUINA.

Parametro Valor
Poténcia nominal 11 kW
Torque nominal 58,4 Nm
Corrente nominal 19,2 A

Numero de par de polos 3

Resisténcia estatdrica 500 mf)
Indutancia do eixo d/q 20,1/40,9 mH
Constante de fluxo dos imas | 0,5126 V.s/rad
Velocidade nominal 1800 rpm

Tabela V
PARAMETROS DE SIMULACAO.
Parametro Valor
Frequéncia de chaveamento/amostragem 10 kHz
Ganho proporcional (d/q) 20,50 / 20,50
Ganho integral (d/q) 11,19e3 / 5,5e3

Quando implementado a metodologia desenvolvida nessa
maquina, o moédulo do erro entre a referéncia de corrente
MTPA (fi; e fiq) e as referéncias obtidas por aproximagio
(i;‘ e 1) sdo exibidos na Figura 2. Como pode-se observar, a
aproximac¢do com maior erro € a de segundo grau (o = 2),
e chega & um erro maximo de aproximadamente 62 mA na
corrente de eixo direto e 23m A no eixo de quadratura, valores
os quais podem ser considerados despreziveis para o sistema
de controle, dado ruido de leitura e oscilagdes de torque
inerentes da implementacdo prética.

A. Simulagdo em microcontrolador

Para andlise do tempo de processamento do algoritmo
com e sem a utilizacdo do método de BRH foi utilizado o
microcontrolador STM32F103C8T6, o qual possui um pro-
cessador operando em 72 M Hz. Dado um torque arbitrario
de referéncia, foram calculadas as referéncias de corrente
sincronas utilizando (36) e (39). O processo foi executado cem

T: (N -m)

Figura 2. Resultados gerados por software. Erro na aproximacio do eixo
direto (a) e de quadratura (b).

mil vezes e o periodo médio de processamento estd descrito
na Tabela VI, junto ao v, o qual representa reducéo percentual
do tempo de processamento utilizando o método BRH.

Tabela VI
TEMPO DE PROCESSAMENTO DE P ().

o | S/ BRH(us) | C/BRH(us) v

2 23,04 11,38 52, 46%
3 363, 10 13,34 96, 32%
Z 699, 30 15,64 97,76%

Pode-se observar que o tempo de processamento necessario
foi reduzido, tornando mais vidvel a implementacdo desse
algoritmo em sistemas embarcados de baixo custo, os quais
possuem capacidade de processamento reduzida. Conside-
rando que o ciclo de controle ocorre na frequéncia de 10
kH z, como descrito anteriormente, o intervalo disponivel para
calcular e aplicar as leis de controle é de 100 wus, tornando
invidvel a implementacdo de aproximacgdes de terceiro ou
quarto grau sem BRH, pois ambas demandam de 363, 10 us
e 699, 30 us, respectivamente.

B. Simulacdo em software

Afim de verificar a efetividade do método de aproximagao,
foi a realizada a simulacdo da maquina através da plataforma
Typhoon HIL, onde foi configurada uma mdquina IPMSM
com os parametros da Tabela IV. Tal mdquina foi configurada
para operar em velocidade constante, ou seja, qualquer torque
eletromagnético produzido pela mesma é anulado por uma
carga gerada automaticamente pelo software. Dessa forma,
pode-se variar o torque eletromagnético gerado sem modificar
a velocidade, facilitando a analise.

Utilizou-se apenas a malha de controle de corrente nessa
simulacdo, visto que a velocidade da mdaquina é constante.
Dessa forma, varia-se apenas a referéncia de torque, a qual
€ processada por (36) e (39) e sdo geradas as referéncias
de corrente. Essa sdo processadas por um controlador PI



(proporcional-integral) e sdo geradas as referéncias de tensao.
Por fim, sdo moduladas as referéncias de tensdo que sio
aplicadas na maquina através de modulacio PWM.

A velocidade foi fixada em 188rad/s e o torque eletromag-
nético de referéncia 7. € inicialmente definido zero, e, durante
oito segundos, varia linearmente até atingir 58.4 N'm. Foram
realizadas simulacdes com quatro configuracdes: controle li-
near (ig = 0) e aproximacdo de segundo (¢ = 2), terceiro
(0 = 3) e quarto grau (o = 4). O resultado da simulagdo estd
exposto na Figura 3.

20} ———

1,(4)

= -6.5) (b)
~oast

-19.5 ; | . | |
~ 40}
&
o 20 (c)
S

I, =21.7A

tempo(s)
Figura 3. Resultados gerados pelo software. (a) iq, (b)ig. (c) Te € d) i

E possivel observar que a injecio de corrente iy promovida
pelo algoritmo promoveu uma redug¢do do médulo da corrente
is, quando comparado a estratégia ¢y = 0. A diferenca
de rendimento entre as aproximacdes € desprezivel, sendo

complexo distinguir as aproximagdes nos resultados expostos.

IX. CONCLUSAO

O presente trabalho apresentou uma estratégia MTPA para
obtencdo das correntes de referéncia visando baixo custo
computacional e grande intervalo de operacgdo. Para tal, ini-
cialmente foi desenvolvido o equacionamento do MTPA e da
aproximacdo polinomial por Lagrange. Afim de otimizar a
metodologia, concluiu-se que a melhor forma de aproximacao
¢ dividir a curva fi4,(7T.) em dois intervalos distintos. Por
fim, utilizando o método de Briot-Ruffini-Horner, foi possivel
reduzir o tempo necessdrio para determinagdo das correntes
de referéncia. Foi possivel observar que a diferenca entre as
aproximacdes de segundo a quarto grau sdo minimas, a qual
na prética pode ser desprezada. Logo, sugere-se a utilizacio
da curva de segundo grau, tendo em vista que possui 0 mesmo
desempenho e é executada requerendo menos processamento.
Resultados de simulacdo comprovaram a ripida execucdo e
elevada precisao do algoritmo.
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