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RESUMO

Trabalho Final de Graduagao 11
Curso de Fisica
Universidade Federal de Santa Maria

ASPECTOS DA ELETRODINAMICA QUANTICA
EM DIMENSOES ESPACIAIS EXTRAS
Autor: Thalis José Girardi
Orientador: Orimar A. Battistel
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 04 de Margo de 2013.

Um célculo explicito do tensor de polarizagao do vacuo na Eletrodindmica Quantica
pentadimensional (EDQjs), que preserva todas as arbitrariedades intrinsecas envolvidas
nesse tipo de problema, é apresentado. Os momenta internos sao assumidos arbitrarios
com o intuito de preservar a possibilidade de dependéncia envolvida nesse tipo de escolha.
Uma escala arbitrédria é introduzida na separagao dos termos com diferentes graus de di-
vergéncia com intuito de preservar a possibilidade de ambiguidades de escala. Os efeitos
da regularizacao sao evitados nos passos intermedidrios com a utilizagao de uma estratégia
adequada para tratar o problema das divergéncias em solucoes perturbativas de teorias
quanticas de campos. Com essa atitude podemos obter conclusoes claras e amplas a re-
speito das condicoes de consisténcia envolvidas nos célculos perturbativos em dimensao
espaco-temporal D=4+1. Ao final obtemos resultados livres de ambiguidades e com sime-
trias preservadas permitindo a renormalizacao do propagador do féton em nivel 1-loop
de aproximacao. A simplicidade, aliada ao cardter geral do método, permite acreditar
que este pode ser utilizado como alternativa aos métodos tradicionais de regularizagao,
particularmente em cendrios onde tais ferramentas possuem restricoes de aplicabilidade
ou produzem resultados inconsistentes. No contexto do referido procedimento nao ha re-
stricoes de aplicabilidade. Como mostrado no presente trabalho, ele pode ser aplicado em
célculos perturbativos associados a teorias formuladas em dimensoes espaco-temporais ex-
tras, relativamente a dimensao fisica (D=3+1), produzindo resultados consistentes tanto
em dimensoes pares como fmpares, apesar do possivel cardter nao renormalizdvel de tais

teorias.



ABSTRACT

Undergraduate Final Work 11
Physics Course
Universidade Federal de Santa Maria

QUANTUM ELECTRODYNAMICS ASPECTS
IN EXTRA SPACIAL DIMENSIONS
Author: Thalis José Girardi
Advisor: Orimar A. Battistel
Date and Place of the Defence: Santa Maria, March 04, 2013.

An explicit evaluation of the pentadimensional Quantum Eletrodynamics (QEDs) vac-
uum polarization tensor is presented. The calculations are made preserving all the intrin-
sic arbitrariness involved in such type of problem. The internal momenta are assumed
arbitrary in order to preserve the possibility of dependence on such kind of choice. An
arbitrary scale is introduced in the separation of terms having different degree of diver-
gences in order to preserve the possibility of scale ambiguities. In the performed steps
it is avoided the effects of regularizations by using an adequate strategy to handle the
problem of divergences in Quantum Field Theory perturbative calculations. Given this
attitude it is possible to get clean and sound conclusions about the consistency require-
ments involved in perturbative calculations D=441 space-time dimension. At the final a
symmetry preserving and ambiguities free result is obtained allowing the renormalization
of the photon propagator at the one-loop level. The simplicity, added to the general char-
acter, of the adopted procedure, allows to believe that such a strategy can be used as an
alternative to the traditional regularization procedures, in particular em situations where
such methods present restrictions of aplicability or leds to not consistent results. The
refered procedure does not possesse restrictions of applicability of any order and can be
aplied in pertubative calculations associated to theories formulated in a space-time having
extra dimensions relative to the physical one (D=3+1), producing consistent results, in
odd and in even dimensions, in spite of the possible nonrenormalizable character of such

theories.
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Introducao Geral

No final do século XIX a Fisica havia alcancado um sucesso notdvel na descricao de uma
ampla classe de fendmenos, através das teorias que sao conhecidas hoje por Mecéanica
Classica e Teoria Cléassica do Eletromagnetismo, formuladas por Newton e Maxwell, re-
spectivamente. Entretanto, as duas teorias seriam questionadas nos anos seguintes diante
da necessidade de explicar novas fenomenologias vindas da escala atémica e da necessidade
de adequar as teorias para que suas predicoes nao dependessem do observador. Associ-
adas a estas necessidades surgiram a Mecéanica Quantica (MQ) e a Teoria da Relatividade
Restrita (TRR). Estas novas visoes da Fisica mostraram as limitagdes das teorias classi-
cas, tanto na descricao de fenémenos em escala atomica ou menor quanto de fenémenos
envolvendo valores de velocidades comparados a velocidade da luz.

A teoria necessdria para a descricao de fendémenos em escala atdomica ou menor é a MQ
a qual foi desenvolvida, independentemente, por Schrodinger e Heisenberg. A prescri¢ao
de Schroedinger consiste em considerar a expressao para a energia total de uma particula

dada por

2
=L 1y, (1)

2m
4 , — . , ~ . .
onde m é a massa da particula, p é seu momento linear e U é a fungao energia potencial,

e aplicar a ela as associagoes

7 = —ihV (2)
.0
= Zﬁ§7 (3>

onde h é a constante de Planck, transformando esta numa relacao entre operadores difer-

enciais



: A . s, . , . ~ —_—
A dinadmica de uma particula, nessa teoria, é descrita por uma funcao de onda ¥ (7', t)

que é funcdo da posicio 7 e do tempo. Esta funcdo de onda é solucdo da equacio

L0 —h2V? - -
zha\lf(r,t)— W—FU(T,i) U (7,t), (5)
ou simplesmente
HY (7,t) = m%qf (7,1), (6)

onde H é o operador hamiltoniano. As solugoes aceitdveis desta equagao devem ser tais
que o médulo ao quadrado da fungao de onda deve ser uma distribuicao. Esta exigén-
cia estabelece uma interpretacao probabilistica para as implicacoes da MQ a respeito
de observéveis fisicos. Nesse ponto, temos uma grande diferenca entre a MQ e as teo-
rias classicas. Nao é possivel determinar um valor para um observéavel fisico mas sim a
probabilidade de um observdvel assumir certo valor em uma condicao experimental es-
pecifica. Com a prescricao de Schrodinger somada & interpretacao probabilistica, surge
naturalmente o Principio da Incerteza de Heisenberg o qual estabelece limitacoes para a
precisao com que alguns observéveis fisicos podem ser conhecidos simultaneamente (em
um mesmo experimento) quando estes se referem a fendmenos na escala atémica ou menor.
Essa limitacao estd diretamente relacionada ao comportamento ondulatério das particulas
estabelecido na MQ.

Fenomenos envolvendo velocidades compardveis & da luz no vdcuo, passaram a ser
descritos do ponto de vista da TRR, desenvolvida por Einstein. Na visao cldssica, que
utiliza o conceito de acao a distancia, a transmissao de uma informacao ocorre instan-
taneamente. Por exemplo, em um sistema composto por um préton e um elétron, se a
posicao relativa do elétron se altera, na visao cldssica o préton reage imediatamente em
decorréncia das interagoes eletromagnéticas entre eles. Na Mecanica Relativistica a infor-
macao a respeito da mudanca na posicao do referido elétron é transmitida para o préton
em um tempo finito correspondente a uma velocidade que nao pode superar a velocidade
da luz no vacuo. Assim, por menor que seja o tempo de uma interacao, ela nao pode ser
instantanea. Neste contexto, a adocao do conceito de campo permite que as interagoes
sejam mediadas localmente. A TRR estd fundamentada na exigéncia de que as leis fisicas
nao devem depender da escolha do referencial inercial. Isso implica que as leis fisicas

devem ter formas matemadticas invariantes frente a mudancas de sistemas de referéncia



efetuadas por transformacoes de Lorentz.

Ao passo que as leis do eletromagnetismo permanecem invariantes frente a trans-
formagoes de Lorentz a equacao que desempenha papel de lei na MQ nao satisfaz esta
condigao. Assim, tornou-se necessdrio contruir formalismos para a descricao da fenom-
enologia de particulas fundamentais que fossem consistentes com as idéias (bem sucedidas)
da MQ e com as idéias (bem sucedidas) da TRR, ou seja, uma teoria capaz de descrever
fendmenos em escala pequena envolvendo velocidades compardveis a da luz. Essa teo-
ria viria a ser a Mecanica Quéntica Relativistica (MQR). Para esse fim, a equagao que
descreve a dindmica de particulas deve permitir uma interpretacao aniloga a Equacao
de Schroedinger e ser invariante frente transformacoes de Lorentz. A segunda condicao
s6 pode ser satisfeita se o tempo se transformar da mesma forma que as coordenadas
espaciais, logo devemos ter derivadas de mesma ordem no tempo e no espaco.

Seguindo este raciocinio, Klein e Gordon propuseram uma equagao, construida de
modo andlogo & de Schrodinger, que satisfaz a condi¢ao de invariancia relativistica [16].
A ideia de Klein e Gordon foi utilizar a expressao para a energia total relativistica de uma
particula dada por

E? = 22 + m2ct, (7)

onde m é a massa de repouso da particula e ¢ é a velocidade da luz no vdcuo, e aplicar
sobre esta equacao a prescri¢ao de Schroedinger, transformando esta igualdade na relagao

entre operadores diferenciais

9\? =)2
(iha) = <—ihV> & +m?ct. (8)

Assim é possivel construir a equacao de onda (relativistica)
9 mce\ 2
02 + (7) v =0, (9)

onde introduzimos o operador D’lambertiano

1 9

P=vi--——.
c2 Ot?

(10)

Existem dificuldades em interpretar as solucoes desta equacao de maneira andloga a inter-

pretagao das solugdes da equagao (ndo relativistica) de Schréedinger, matematicamente



associadas a presenga da segunda derivada temporal. Estas dificuldades podem ser con-
tornadas com a interpretacao da fungao de onda relativistica como um campo o qual deve
sofrer um procedimento de quantizagao (segunda quantizagao). Este campo entdo pode
descrever consistentemente apenas para as propriedades de particulas de spin nulo livres.

A fim de contornar as dificuldades encontradas na interpretacao das solugoes da
Equacao relativistica de Klein-Gordon, Dirac prop6s entao uma versao alternativa de

equacao com derivadas espago-temporais de primeira ordem
(iv"0, —m) ¥ =0, (11)

onde v* é um conjunto de matrizes obedecendo a uma dlgebra nao comutativa, a dlgebra
de Dirac. As soluctes para esta equagao mostraram-se bem sucedidadas na descricao de
propriedades fundamentais de particulas de spin %, particularmente o elétron. Posteri-
ormente percebeu-se que a interpretacao adequada para a solucao da Equacao de Dirac
aparece quando esta é considerada um campo relativistico a luz da segunda quantizagao,
tal qual para a solucao da Equacao de Klein-Gordon.

Deste modo ficou claro a impossibilidade de construir uma equagao para a descri¢ao
de propriedades de qualquer particula relativistica. Ao invés disto, para cada spin tem-se
uma equacao diferente cuja forma é determinada pela invariancia de Lorentz. As solugoes
destas equagoes descrevem apenas propriedades das particulas livres. As equacgoes rela-
tivisticas para os campos livres, originalmente definidas em um espaco-tempo de dimensao
D = 3 + 1 (trés dimensbes espaciais e uma dimensao temporal), podem ser natural-
mente estendidas para um espaco-tempo de dimensao arbitrdria através da invariancia de
Lorentz.

A descricao das interacgoes entre particulas relativisticas exigiu a construcao de um
novo formalismo tedrico: a Teoria Quantica de Campos (TQC) [19]. A ideia essencial é
a de que as solucoes das equacgoes de onda relativisticas devem ser vistas como campos
relativisticos. As particulas associadas a estes campos surgem da quantizagao destes. O
procedimento de quantizacao implica em aplicar as regras de quantizacao similares as de
Heisenberg da MQ para os campos e seus momentos canonicamente conjugados. FEste
procedimento j& havia sido aplicado na década de 20 para campos de radiacao. Nesse
contexto, modos normais de vibragao, que emergem naturalmente do procedimento, foram

associados a pacotes de energia do campo eletromagnético [9)].
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A visao da teoria eletromagnética, como uma teoria de campo quantizada, cujas im-
plicacoes devem descrever os fenémenos de natureza eletromagnética nos dominios rela-
tivistico e quantico recebeu o nome de Eletrodindmica Quéntica (EDQ). O sucesso desta
TQC na concordancia entre predicao e experimento nao encontra precedentes similares
[12]. Isso levou naturalmente a tentativa de descri¢do das demais interagdes através de
teorias construidas segundo o mesmo ponto de vista conceitual. Surgiram, neste con-
texto, a Cromodinamica Quéntica para a interacao forte; a Teoria Eletrofraca, onde as
interacoes fraca e eletromagnética foram unificadas, e entao o Modelo Padrao, onde as
trés interagoes fundamentais citadas fazem parte de uma tnica TQC e representa a visao
atual da fisica para as particulas e interagoes fundamentais [10]. Nao hd neste contexto
uma teoria equivalente para as interagoes gravitacionais.

Ao escrevermos uma TQC vemos que as equagoes de movimento obtidas para os cam-
pos sao em geral nao lineares e acopladas. Na maior parte dos casos é necessdrio o uso
de métodos perturbativos para resolvermos esse tipo de problema. A teoria de pertur-
bacao é um método capaz de descrever um fenémeno complicado (interagdo) em termos de
solugbes conhecidas para o caso simples (livre). Apenas em alguns casos bidimensionais
podemos obter a solucao exata. Nesse caminho nos deparamos com quantidades diver-
gentes que contaminam as séries perturbativas para os processos fisicos. Torna-se crucial
separar estas divergéncias e remové-las de modo consistente para estabelecer as impli-
cagoes fenomenoldgicas destas teorias. A tarefa consiste em separar as partes divergentes
e as partes finitas e entao, através da interpretagao proporcionada pela renormalizacao,
eliminar os efeitos dos infinitos nas amplitudes fisicas.

As dificuldades surgem quando precisa-se regularizar as quantidades divergentes para
permitir manipulagoes e cdlculos posteriores. Regularizar por outro lado implica em mod-
ificar as expressoes vindas da teoria segundo algum processo matematico. Somente apds
algum processo de expansao seguida de algum limite as quantidades calculadas voltariam a
se identificar com aquelas vindas da teoria para o processo fisico. Entretanto, isto somente
seria vdlido se as operacoes de integragao e tomada do tal limite comutassem o que a rigor
somente ¢é vilido para integrais finitas e ¢ invédlido para integrais divergentes. Deste modo
nao se pode garantir que as implicacoes da regularizacao desaparecam completamente
quando o limite envolvido é tomado.

Neste contexto as amplitudes podem depender do método especifico de regularizacao

11



utilizado assim como da sequéncia especifica de operagoes efetuadas nos passos inter-
medidrios. Frequentemente os resultados obtidos violam as simetrias implementadas na
teoria que gerou as amplitudes perturbativas ou violam principios fundamentais da Teo-
ria Quantica de Campos tais como unitariedade, invaridncia de escala, homogeneidade
do espaco-tempo, entre outras. As amplitudes ainda podem estar contaminadas com
ambiguidades, que se manifestam na forma de dependéncia das amplitudes com escol-
has arbitrarias feitas em passos intermedidrios. Isto evidentemente destroi o poder de
predicao da teoria, pois, deste modo, nao é possivel determinar um resultado tinico para
os observéveis fisicos. A situacao relativa ao problema da regularizacao é resumivel de
modo simples; existem métodos que produzem resultados consistentes, mas nao sao de
aplicabilidade geral e existem métodos que nao possuem restrigcoes de aplicabilidade, mas
que nao sao livres de inconsisténcia.

Mesmo para a prépria EDQ, quando formulada em dimensoes extras em relacao a
dimensao fisica, usar uma regularizacao consistente para a EDQ em quatro dimensoes nao
leva necessariamente a uma interpretacao consistente dos resultados obtidos. Isso se deve
ao fato de que graus mais severos de divergéncias estao associados a dimensoes espago-
temporais maiores. Esses problemas se acentuam mais ainda para dimensoes impares,
onde o mais popular método de regularizacao falha. Consequentemente é muito dificil
encontrar investigagoes sob estas circunstancias; em especial para dimensoes extras e
impares, casos em que nao sao encontrados trabalhos publicados na literatura.

Em contrapartida, se torna cada vez mais necessaria a formulacao de uma teoria nesse
contexto devido ao crescente interesse por investigacoes em dimensoes extras. Este tépico
se tornou alvo de discussoes entre cientistas do mundo inteiro, em diferentes dreas, com a
motivacao adicional fornecida pela possibilidade de efetuar experimentos no Grande Col-
isor de Hadrons (LHC) envolvendo verificacao de efeitos de dimensoes extras. Além disso,
os métodos matemaéticos utilizados deveriam ser independentes da dimensao utilizada,
pois esta é uma escolha.

O problema a ser discutido neste trabalho aparece no contexto da Eletrodinamica
Quantica pentadimensional (EDQs). Utilizaremos o método denominado Célculo Pertur-
bativo Preditivo (CPP), desenvolvido por O. A. Battistel, proposto originalmente em [3],
para separar as partes convergentes e divergentes das nossas equagoes. Este método é

mais simples de ser utilizado, por se tratar do emprego direto de uma identidade para o

12



propagador (logo nao altera as expressoes provenientes das regras de Feynman da teoria),
tem se mostrado consistente e nao possui restrigcoes de aplicabilidade.

O trabalho é organizado conforme segue. No primeiro capitulo descreveremos a teoria
(EDQs) associada ao processo que queremos descrever, que é a auto-energia do féton.
Construiremos a lagrangeana para essa TQC e usaremos as chamadas regras de Feynman
para associarmos uma funcao de Green a amplitude fisica para o processo. Discutiremos
as propriedades que devem ser satisfeitas pela funcao de Green. No segundo capitulo
calcularemos explicitamente a funcao de Green utilizando o CPP e verificaremos se as
propriedades esperadas sao realmente satisfeitas. Por fim faremos a renormalizacao do

propagador do féton.
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Capitulo 1

O problema

Para o estabelecimento do problema devemos construir uma teoria. Para tal, especifi-
camos os campos ¢, que farao parte da teoria e as simetrias que serao implementadas na
construcao do funcional que estabelecera a teoria. Para escrever uma lagrangeana L (o
funcional), separamos a mesma em duas partes distintas, uma associada a parte livre dos

campos Lp e outra associada & parte de interagao L;

L (¢;,0u;) = L (¢;,0.0;) + L1 (¢4, 0u9;) - (1.1)
Entao definimos a agao
5= [ EaL(0,0,0) (1.2
onde
L(6.0,0) = [ deL (6,0,0) (13)

define a densidade lagrangeana L (¢;,0,¢;).

Todos os termos da lagrangeana devem ser construidos de modo que sejam escalares de
Lorentz. Impondo a condicao de extremizacao & acao observamos que os campos obedecem
a equacao de Euler-Lagrange [14]. Através dessa equagdo somos capazes de obter uma
equacao diferencial para cada campo presente na teoria. Devemos quantizar os campos
e entao solucionar as equagoes diferenciais. A parte livre corresponde a uma solugao
na forma de uma equagao de onda relativistica. Com a presenca da interacao torna-
se necessdrio resolver um conjunto de equagoes acopladas que podem ser nao-lineares.
Apenas em algumas teorias simples as equacoes acopladas possuem solucao exata, logo

somos levados a utilizacao de métodos perturbativos a fim de apreciarmos as consequéncias

14



dindmicas de uma TQC.

1.1 A lagrangeana para a EDQ;

Através de uma TQC investigamos as implicagoes de um conjunto de simetrias consider-
adas relevantes para a descricao da dindmica de interagao dos campos que dela participam
[17]. Assim, se identificarmos as correntes que se conservam na teoria podemos entender
as consequéncias das simetrias para um dado processo fisico. Desse modo, os ingredientes
necessarios para escrevermos a lagrangeana sao os campos e as simetrias que julgarmos
relevantes. Esse serd o nosso primeiro passo. No contexto da presente investigacao, a
teoria de interesse é a EDQs. Na EDQ queremos descrever a dindmica do elétron que é
um campo fermionico de spin 1/2. Quando livre o elétron obedece a equagao de onda

relativistica de Dirac [16], logo a parte livre da lagrangeana é determinada como sendo

Li = P () (iy"9, — m) ¢ () (1.4)

onde v (z) é o campo spinorial associado ao elétron.

As simetrias podem ser classificadas em duas classes bdsicas [14], como simetrias
globais e como simetrias locais ou simetrias de gauge. A lagrangeana Ly tem associada a
si uma simetria global U (1) correspondente a uma invaridncia frente uma transformagao

de fase, conforme indicam as transformadas

) (x) = ¢ (z) = e (2)

} _, . (1.5)
¥ (x) = (z) = e (2)

onde o parametro « é independente das coordenadas espago-temporais, logo as trans-
formagoes sdo as mesmas independentemente do ponto no espago-tempo (é a isso que
chamamos transformagoes globais). Se admitirmos que hé dependéncia espago-temporal,

entao obtemos simetria de gauge, logo temos as transformagoes

¥ (2) = ¢’ (2) = ey (2)

_ _, - (1.6)
¥ (2) = P (2) = O (2)

Temos que o termo que envolve derivadas em (1.4) se transforma como

15



U (2) 9,0 (2) — ¥ () 0,0 () = [ ()] 8, [ ()] (1.7)

V(@) 8¢ (x) = ¢ (2) O (2) — it) () [Bucx (2)] ) (2) (1.8)

Esse termo que possui derivada destroi a invariancia da lagrangeana, pois se transforma
de maneira diferente do caso global. Desse modo torna-se necessédria a definicao de um
novo operador derivada D,, chamado derivada covariante, que satisfaca a condigao de

invaridncia. Esse operador deve obededer a relacao
Dyt (x) = [Dytp ()] = e DDy () (1.9)

para que esse termo seja invariante de gauge e vetor de Lorentz. A acao da derivada
covariante nao deve alterar as propriedades de transformacao do campo. Para que isso
ocorra é necessdrio que se admita a presenga de um campo vetorial A, (x), chamado

campo de gauge, tal que

D, (x) = [0, +ieA, (z)| ¢ () (1.10)

onde e é identificado posteriormente como a carga do elétron, que desempenhara o papel
de constante de acoplamento elétron-féton. O campo vetorial estd associado ao féton.
Para que a lei de transformacao da derivada covariante seja satisfeita o campo vetorial

deve satisfazer

A, (1) = AL (2) = A, (1) + éaﬂa (z) (1.11)

Usando isso, obtemos por (1.4)

Ly =¥ () iy" (O + ieAu) ¥ (2) — my) (2) ¥ (2) (1.12)

Para tornarmos o campo de gauge uma varidvel dindmica, precisamos adicionar ao
funcional acima um termo envolvendo a parte livre deste campo vetorial. Sabemos do
eletromagnetismo que as equagoes de Maxwell podem ser escritas em termos do tensor

F,

w- Portanto escrevemos o termo invariante de gauge correspondente a parte livre do
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campo vetorial como

1
L= ~2 w (1.13)
onde definimos o tensor de Maxwell
F,=0,A, —0,A,. (1.14)

Queremos verificar explicitamente a invaridncia do tensor F),,, assim temos

na)

F,— F;W =0,A, — &,AL (1.15)
ou ainda,
, 1 1
Fl =0, |4 o)+ 10,0 ()] -0, [ A4, (0) + 20,0 (0)] (1.16)
o que fornece
F;/w =0,A, — 0,A,. (1.17)

Além disso, temos a relacao entre o tensor F),, e as derivadas covariantes
(ieFyu) ¥ (x) = (DD, — D,D,) v (x). (1.18)
Devido a invariancia do tensor F),, escrevemos

Fl b (x) = [Fut ()] e, (1.19)

Para facilitar os procedimentos de quantizacao é conveniente adicionarmos um termo
de fixacao de gauge, cuja escolha mais conveniente é

1

Lgf = _25

(0,A") (1.20)
onde o pardmetro & é arbitrdrio e nao traz consequéncias dindmicas a teoria.
Por fim obtemos a lagrangeana da EDQ

L =1 (x)iy" (0, +ieA,) v (z) — mi (z) ¢ (z) — lFMVF,UaV _ %

: (0,4 . (1.21)

Ap6s escrevermos a lagrangeana o nosso objetivo seria a quantizacao dos campos, que
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associaria os campos a particulas. Nao daremos énfase a essa etapa neste trabalho. Assim,

vamos direto para a préxima etapa, que corresponde ao emprego das regras de Feynman.

1.2 Regras de Feynman para a EDQ);

O nosso objetivo é descrever a dindmica de interagoes e assim acabamos nos deparando
com um conjunto de equacdes diferenciais acopladas que dependem dos campos ¥ (z),
Y (x) e A, (x). Como ja mencionamos, para solucionar esse conjunto de equagoes devemos
nos valer de métodos perturbativos. Neste contexto surgem naturalmente as chamadas
regras de Feynman, as quais possibilitam escrever as amplitudes associadas aos processos
fisicos pertinentes a teoria em termos de expansoes perturbativas. Para tal sao consider-
adas todas as possiveis maneiras de um dado estado inicial evoluir para um dado estado
final através da construcao de diagramas, os denominados diagramas de Feynman.

Definimos um processo pelas suas linhas externas que sao o seu estado inicial e o seu
estado final. As interagoes que ocorrem no meio do processo sao o que chamamos de
linhas internas. As particulas que aparecem nas linhas internas sao chamadas de virtuais
e sao elas que levam o sistema do estado inicial ao final.

Para construirmos os diagramas de Feynman usamos propagadores e vértices. O pa-
pel das regras de Feynman é fazer a associacao entre as expressoes matemdticas e os
diagramas. Para o caso da EDQj as regras de Feynman sao as seguintes [14]:

I) O propagador do férmion est4 associado aos campos spinoriais 1 () e 1/ () e carrega

um momento k e uma massa m. A equagao que representa esse propagador é
(1.22)

onde } = k*v ,.

Ele é representado diagramaticamente por uma linha reta ligando dois pontos que
correspondem aos dois campos spinoriais. Ao centro da linha temos uma seta. Quando a
seta aponta para a direita temos uma particula e quando aponta para a esquerda temos
uma anti-particula, que no caso deste trabalho sao o elétron e o pésitron.

IT) O propagador bosoénico esta associado a campos vetoriais. A expressao matemética
associada a ele é

i k.,
_ﬁ guu+<€_1) 22

iDyy, (k) = (1.23)
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A representagao diagramética de um propagador bosonico ¢ uma linha ondulada. No
caso da EDQ ela sempre representa um féton.

I17) Uma interagao é representada por um vértice, que consiste na interseccao de dois
propagadores fermionicos e um bosonico. Para cada vértice atribui-se um fator —iey,,.
E necessério impor a conservagao do pentamomentum (do momentum e da energia) em
cada vértice.

IV') Um loop é qualquer linha fechada que aparega em um diagrama. Em diagramas

contendo loop devemos integrar sobre todos os possiveis valores de momentum da particula

/ <ZZ§5'

Além disso, caso o loop seja puramente fermiénico devemos inserir um fator —1.

V') Tirar o trago do produto dos propagadores quando este formar uma matriz;
VI) Em alguns casos permutagoes geram resultados equivalentes. Esses resultados
devem ser contados apenas uma vez e por isso multiplicamos o diagrama pelo chamado

fator de simetria.

1.3 Auto-energia do féton

Existem infinitas possibilidades para o que acontece nas linhas internas de um processo
e é papel da teoria determinar quais sao essas possibilidades. Métodos perturbativos
sao usados para determinar todas essas possibilidades em termos de uma série. Vamos
reconhecer os primeiros termos da série perturbativa para um processo sem efetuar os
calculos, ou seja, apenas escreveremos os diagramas. Apds isso usaremos as regras de
Feynman para associar equacoes a estes diagramas.

Estamos interessados na propagacao de um féton. Esse processo é representado por
duas linhas bosonicas externas, conforme o primeiro diagrama da figura 1. As linhas
internas foram representadas por uma circunferéncia nesse diagrama. O primeiro termo
da série perturbativa corresponde a propagacao livre do féton e os seguintes correspondem

a correcoes em ordem crescente na constante de acoplamento.
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9, > 9> 9, ktkz g,

ww'mm=f\/\/\/\/\/+wN@va+...

k+k,

Figura 1 - Representacao diagramadtica para a série perturbativa associada a propagacao de um

foton.

Através das regras de Feynman associamos a seguinte amplitude
7 = (=) (—ie)* T (K1, ks, m) (1.24)

a correcao em nivel 1-loop de aproximacao para a propagacao do féton, que corresponde
ao ultimo diagrama de Feynman da figura 1. Esta amplitude recebe o nome de tensor de
polarizacao.

A funcgao de Green bi-vetorial que aparece nessa tltima amplitude é definida por

&
TVY (ky, by ) E/(2 ) (k). (1.25)
s

onde definimos a funcao de Green bi-vetorial para um tnico valor do momento do loop

v . 1 1
8 ) =T (o 120

A imposi¢ao da conservacao do pentamomentum implica na relagao entre o momentum
externo e os momenta internos

G2 =k — k1. (1.27)

A amplitude T /Y,;V (k1, k2, m) é uma quantidade divergente, como veremos com mais
detalhe posteriormente. Antes de calcularmos explicitamente a amplitude vamos ver
algumas propriedades que esperamos que ela satisfaca. Se contrairmos txy (k1, k2, m) com
o momentum externo g5 conseguimos relaciond-la com outras fungoes de Green, conforme

segue

tVV

12 — /r, 1 — —1
G = T {”me—m(% W(/ﬁ%)—m}



ou seja,

@ty (ki ke, m) =t (ki,m) —t,, (ka,m), (1.28)

onde definimos a funcao de Green um ponto vetorial, para um tinico vagor do momento

do loop,
1
tY (k; =T —_ 5. 1.2
{ o =T o) 29
Analogamente obtemos
qgtx,y (kl, ]{72, m) = tz‘// (]{31, m) - tl‘// (/{?2, m) . (130)

Apés integrarmos (1.28) e (1.30) obtemos relagoes entre amplitudes de um e dois
pontos. Essas sao as chamadas relacoes entre fungoes de Green.

Além disso, TLV ¢ um tensor de ordem dois simétrico que é construido através de
um vetor independente, o momentum externo gy, e do tensor métrico g,,. Desse modo

devemos ter a forma geral

T;Z/V = G [F1 (63)] + qoptzn [F2 (63)] (1.31)

onde Fy (¢3) e Fy (¢2) sdo duas fungdes escalares arbitrérias.

De acordo com o teorema de Noether temos que, a cada simetria implementada na
construcao da lagrangeana de uma teoria devemos ter associada uma corrente conservada
[13][4]. Na EDQ a invaridncia de gauge estd associada a existéncia de uma corrente

vetorial conservada dada por j* (x) = v (x) y*¢ (x). A conservacao desta corrente pode

ser vista facilmente, com a utilizacao da Equacao de Dirac,
duj" (x) = 0. (1.32)

As implicacoes disso sao as chamadas identidades de Ward e estao associadas a con-

tragoes dos momenta com o tensor de polarizacao
T, =g {[F(3)] + & [ (B)]} =0 (1.33)

T, = a2 {[F1 ()] + 63 [F2 (3)]} = 0. (1.34)
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Isso estabelece que Fi (¢3) = —q3F5 (¢3), logo o tensor de polarizagao deve ter o seguinte

formato

TLV - (QQ/.LQQV - qgguy) F2 (QZ) . (135)

Notemos entao a existéncia deum limite de baixa energia:

Fi(g3) lg=o = =@ [F2 (63)] lig=0 = 0 (1.36)

pois ndo se espera nenhum pélo em Fy (¢2) em ¢2 = 0. Esse limite deve ser satisfeito para
que o féton se mantenha sem massa.

Assim quando calcularmos explicitamente o tensor de polarizacao do vacuo, indepen-
dentemente do fato de este ser uma quantidade divergente, esperamos que as propriedades

acima sejam satisfeitas pela forma calculada deste.
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Capitulo 2

Calculo da amplitude fisica

Neste capitulo queremos calcular explicitamente a amplitude I, e, apds isto, verificare-

mos as propriedades gerais apresentadas no final do capitulo anterior. Com este intuito

primeiramente vamos calcular explicitamente a funcao de um ponto vetorial

TV (km) = /ds—ktv (k, ki, m)
m 2 (27‘(’)5 m s vy )

e a de dois pontos bi-vetorial

d°k
Vv _ Vv
ij (k’l,kg,m) —/(27T)5twj (kf,kl,kg,m).

2.1 Algebra de Dirac

Nesta secao serao utilizadas duas propriedades das matrizes de Dirac:

Tr (’yu) =0

Vet = v 1 = 20

Para facilitar as operagoes podemos reescrever o propagador fermionico como

1 _ H+H)+m _ (H+k)+m
H+K)—m (k?—f-]{:i)2—m2 B D;

onde usamos (2.4) para mostrar que (¥ + ¥,)> = (k + k;)*.
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Assim, obtemos
ty (ki,m)=Tr {vu {Di (H+¥)+ m} } (2.6)

e também

Y k) =T {o, | 5o W B 4| W+ i) 4ol @D

12

onde definimos D;; = D;D;.

Sendo traco uma operacao linear, obtemos que

t}f (ki,m) = Di {(k+ k)" Tr (v,7,) +mTr (v,) } (2.8)

)

e também

1 o
ty, (ki ka,m) = Do {(/f + k) (b + k)’ Tr (v, 707075) +m2Tr (v,7,) +

+m (k+ k) Tr (v,77,) +m(k+ k)’ Tr (7,7,75) @2-9)

Usando as propriedades das matrizes de Dirac calculamos os tracos envolvidos:

Tr (7;;71}) = 49w, (2'10)
Tr (v,7a7.) = Tr (7,7,75) =0, (2.11)
e
Ir (’7;/70471/7,8) =4 (guagl/ﬁ — JuwYap + guﬁgoa/) . (212)
Assim teremos
v 1 Y k, 1
e
4 a
ty) (ki ka,m) = Do {(k + k1) (k + k2)” (Guadop — Guwas + GupGor) + ng,w}

= Di {(k + k1), (b +ka), + (k+ k1), (k+ka), —

12

—[(k+k) - (k+ks) —m?] g} (2.14)
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Nesse tltimo passo foi feita a contragao dos indices e uma reorganizacao dos termos.
Vamos deixar a funcao de um ponto de lado por ora.

Reescrevendo o termo entre colchetes da funcao de dois pontos como

k+k)(k+k)—m®] = Dllz [(k:+l<:1) —m?] + [(k;+k:2 -m?] — ¢}

1 1 1
— 2.15
{D2 D1 — 4y D12} ( )

e, abrindo os produtos no restante, podemos escrever

D12 [(

kuk, K, k, 1
vv — 4
tlﬂ/ (kl, k27 m) { D12 + Ql/ D12 + Qu D12 (klz/k2u + kl,uk21/) D12 }

1 1 1
—20, — — = 2.1
a5+ 5 - B ) (2,16

onde definimos Q) = ki + ks.

Se definirmos as integrais de Feynman de um ponto como:

(L1, I,) = / % (i1, 41p) 5 (2.17)

onde definimos

(i1, i) = LK) (2.18)

e de dois pontos como:

_ &k
(IQ, IQI_“ ]QW,) = (27T)5 (ZQ, 22“, ZQW,) s (219)
onde definimos
L 1,k kuky
(227 ZQ;U ZQ;U/) = %7 (220)
entao obtemos ao integrar (2.13) e (2.16) as expressoes
TY (ky,m) =4 {1, + ki, [} (2.21)

25



Ty, = 4{2Dy + Qulsy + Quloy + (k1ukoy + krvkay) I} (2.22)

_29;1,1/ [Il (k1> + -[1 (kQ) - qglz] .

Deste modo nosso objetivo se resume encontrar a solugao das integrais de Feynman

obtidas. E neste ponto que nos deparamos com as divergéncias.

2.2 A estratégia para o tratamento das divergéncias

E simples observar se uma integral ¢ convergente ou divergente. Basta efetuar uma
contagem de poténcias. Para mostrar isto usaremos a integral I; como exemplo. Nesta
integral temos cinco poténcias de k£ no numerador e duas no denominador da integral,
assim vemos que essa integral diverge como k°k~2 = k3, ou seja, a integral tem divergéncia
cibica. Usando esse método vemos que todas as integrais de Feynman definidas na se¢ao
anterior divergem. Além disso, a fungao de dois pontos diverge cubicamente e a fungao
de um ponto diverge quarticamente.

Devido as limitagoes dos métodos de regularizacao tradicionais utilizaremos um método
alternativo para tratar das divergéncias. Este método é o Célculo Perturbativo Preditivo,
uma evolucao formal da chamada Regularizagao Implicita. Ele elimina completamente o
papel da regularizacao em cédlculos perturbativos de TQC’s [3]. As partes divergentes das
amplitudes sao separadas automaticamente em objetos padronizados. Para os propdsi-
tos da renormalizacao apenas propriedades gerais dos objetos sao necessdrias, logo nao
precisamos integrd-los. Neste procedimento as quantidades fisicas jamais aparecem em
uma expressao matematicamente indefinida. O referido método além de gerar ganhos
conceituais significativos [1] por eliminar a necessidade de regularizagdo, permite uma
descrigao transparente e universal das anomalias [2][7]. As ambiguidades sdo automatica-
mente eliminadas e as amplitudes sao obtidas preservando as simetrias da teoria original
e o método nao possui quaisquer limitacoes de aplicabilidade. Torna-se possivel promover
investigagoes conclusivas em situacoes onde a utilizagao de regularizagoes usuais geram
resultados conflitantes. O problema pertinente ao presente trabalho é um exemplo deste
tipo de situacao por ser formulado em uma dimensao espago-temporal extra e impar.

Com intuito de utilizarmos esse método dividimos a implementacao das regras de
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Feynman em duas etapas de modo conveniente. Para a primeira etapa escrevemos todas
as operagoes implicadas pelas regras de Feynman com excec¢ao da regra que manda integrar
sobre os momenta dos loops. Com esta atitude separamos a operacao que estabelece o
carater divergente das amplitudes e, portanto, o cardter de indefinicao matemadtica. Entao
identificamos o grau superficial de divergéncia das integrais de Feynman e buscamos uma
representacao adequada para os propagadores internos. A representacao adequada serd
aquela que uma vez substituida nas integrais, apés a introducao do sinal de integragao para
o momento do loop, nao tornard divergente nenhum termo que contenha a dependéncia
nos momentos internos. Nas integrais divergentes obtidas nao deverd aparecer nenhuma
quantidade fisica. Isto é possivel de ser obtido reescrevendo o propagador fermiénico com

o auxilio da identidade

N+1

1 SN 2k b+ B2+ N —m2) (DN (2 -k k2 N2 —m?)
2 (k2 — A2)""! " (k2 — 33" D,

Y

(2.23)
onde N deve ser maior ou igual ao grau superficial de divergéncia da integral de Feynman.
As partes divergentes e finitas serdo naturalmente separadas. Aqui nés introduzimos o
parametro A, que é um parametro arbitririo e com dimensao de massa. Posteriormente
veremos que esse parametro conecta as partes divergentes e convergentes de maneira
precisa. Como \ é arbitrario as amplitudes fisicas nao podem depender dele.

Utilizando o recurso apresentado separamos completamente as partes convergentes e
divergentes das integrais de Feynman.

Assim, obtemos para os integrandos de um propagador

. 1 2 2 1
e 0 [y

ke G ]

(k2= 22)° (k2 =22

+ (K2 + 22— m?)”

k]

—12KKY (k7 + A —m?)

(2.24)
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2-1 — _k,zz 4kukv o gMV —k ;
8 U CEPU ) R [ R

(2 = )"
1 24k, ki ko k Ak, k Ak k Ak, k
Sy el R AL AL R AT 0B B
s [ e R (S R S R ROk
. a1.B 4kuky gHV
Rkt ky (k2 _ )\2)3 o (k2 _ /\2)2
O (400 ) e i (5 )
Kk koo e A
F3VESKY (K2 4 A2 — m?) e pel 2.25
thik (b ) (k2 —23)° (k2= %" D, 22
e para os integrandos de dois propagadores
1 2 2 2 1 A%
g = + A
(- ) (b m2) (2 =\ (k2 = \%)° Dy
2kt'k, A 1 2
LR — (B + X —m]) = L (2.26)
(k2 = X?)" D, (k2= X)"Dy (k> —N*)" Di2
) B _1 5 4k, k, B G 1
T e { (o— ) (k- W] e [W - W”
kK k, A3 2k ke, ki, A2
+2(2]€V—|—]€V) k’2—i—)\2—m2 puvv o 2 . 1vpvr 442
s i) (ks 2 (2 =23)" (k2 =)"'Dy  (k2- )" D,
k, A k. k
+k2+)\2—m2 #—2+4k1/ k2+)\2— 2y _ ww o
(ks ! (2 -x)°D, i ) (k2 — X%)° D,
4kY ko 3
—— 1k“]§”f°‘A2 + (K + 22— m?)? k*‘g — — k“Alg (2.27)
(k2 = X*)" D, (k2= X)"Dy (k2= X?)" Dy
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2k,k, B G
(k'2 _ )\2)2 (k2 — /\2)

(02— m?) g, [;] _

(2 =)

, 1
Ly = 5

N =

1
4

2 2 2 2 2 2 4kuku Guv
(0537 ) 000 ) |t o
1 24k, ky ko k 4k, k
B 0 v oy 1 P e A e A
6< 171 172 2 2>{[(/_€2/\2)4 guﬁ(kQ_)\Q)a’
Ak ks y 4k, kg
(k2= 22" T (k2 = )7

Ak, k, O |
+ y H - 1% ,
o LW—Aﬂg @ﬁ—vr_}

1
+6(%fhp+2@%%+%€hp+kfbg[

_g/,LV

4k, k, G
<W—VV_wLwWI
1, 1

_ﬁ%wl@?fﬁf

1 1
+6 {2kopkon + 2k1, k1 + (K1ukay + k1okay) [—]

+

(k2 = X%’
Kk, ko k ke, ke, Al
—4{3k§k§%—k?kf—k2k?k§}(kg%—AQ——né)(é; A2;3 (k2ALA%§1)
- - 2
Kk,
(43— ) kuky (RN —mi) Bk A3 2k§ kb ko AS
: SO (k2 — 32" D, (k2 — \2)° D,
ko ko, koks A Kk ko A
+4kakﬁ HV062_4kak2+)\2_ 2 phyva 432
e -2’ Dy f Wm(m—vaz
kK kokykoksk,A
(k24 22— 2 ety gragBpelultviaBhe R
(k %)wLwTDQ S (2 = N2 Dy
Kok, kok Kk,
—12]6?]?{5 (k’% + )\2 - m%) (]CQ‘LLT‘!BD - (k% + )\2 — m%)3 m —
- 2 - 2
ko ko, k k, ke, A
—6kS (K2 4+ N2 — m?)? ——pvte plv ] 2.28
f (ki mﬁ(ﬁ-ﬁf@ (k2 — 2?)* Dy 229
onde definimos
Ay =2k -k + KP4+ N —m? (2.29)

Agora devemos avaliar essas integrais. Tendo em vista as expressoes acima torna-se
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conveniente definirmos os seguintes objetos divergentes:

>k 2k, k d°k
AP (\2) = / v _ / uw 2.30
2w ( ) (27T>5 (/{72 N /\2)2 (271')5 (/{:2 _ )\2) ) ( )

Pk 4k,k d°k
AP ()2 z/ nly —/ /I 2.31
3;pv ( ) (27_[_>5 (l{}2 . A2)3 (27T)5 (/{52 . )\2)2 ( )

) :/ &Pk 24k k kaks / Pk Akakg
twed = [ )T ) e i )

&’k Ak k d°k Ak ke
_gua/ 5 62 3 _guﬁ/ 5 N3’ (2.32)
(27m)" (k2 =A%) (2m)" (k2 =A%)
d°k 1

(5) (y2) —
Ilin ()\ ) - / (271‘)5 (k2 . )\2)2’ (233)

() /\2\ _ d°k 1
Icub ()\ ) = / (271')5 (kQ B /\2) ’ (234)

Esses objetos podem ser classificados em duas categorias. [l(ii) ()\2) e I(EZ?)

()\2) sao
objetos divergentes irredutiveis. Os objetos restantes sao combinagoes de integrais com
um mesmo grau de divergéncia, mas com estruturas tensoriais distintas. Os tltimos
podem ser reduzidos em termos dos objetos irredutiveis com o uso das relagoes entre

integrais [19]

d°k dk ,
/(Qﬁ)sf(kj) kukVZ/(%)5f(k2) k292% (2.35)
Bk B d°k 9uw9ap + 9uaGvs + 9us9va
/ o’ (K?) kykykoks = / (27T)5f(k2) prleded Ry (230)

onde f (k%) é uma fungao arbitraria.
Agora que separarmos as integrais podemos resolver as partes convergentes sem re-

strigoes, mantendo as partes divergentes sem alteracoes.

2.3 Solucao da parte convergente

Observando as expressoes obtidas para as integrais de Feynman na se¢ao anterior podemos
identificar alguns aspectos gerais. O mais imediato é que todas as integrais divergentes

tem o formato

/ Bk (1, kyky, kukykoks, .. ) (2.37)

(2m)° (k2 — 2" ’
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enquanto que as convergentes o integrando envolve as formas

1
o) (2.38)
! (2.39)

= .

(k2 = X*)" D1s
onde « ¢é inteiro. Podemos usar o recurso conveniente das parametrizagoes de Feynman
para reescrever os integrandos antes de proceder a integracao nos momentos. Como tal

temos as seguintes parametrizacoes

1 ! dz
ab /0 [(b—a)z+ a)? (2.40)
dy
abC / dz/ [(b—a)y+ (c—a)z+a® (241)

As quantidades a, b e ¢ podem ser identificados como os propagadores D; e (k2 — )\2). E
importante perceber que diferentes escolhas levam a deferentes formas para os integrandos.
Porém estas formas podem ser convertidas uma na outra através de uma mudanga de
variaveis.

Derivando (em func¢do dos parametro) ambos os lados das equagoes (2.40) e (2.41)
podemos obter outras parametrizacoes. A constante que multiplica a integral e a potén-
cia da quantidade do denominador seriam alteradas e apareceria uma funcao de z e y no
numerador. Os termos colocados entre colchetes das parametrizacoes nao seriam alter-
ados.

Isso nao é o suficiente para que obtenhamos o formato da equagao (2.37). Para este
fim é necessario reescrevermos os termos entre colchetes através de um deslocamento na
variavel k.

Assim, para o caso com dois pardmetros obtemos integrandos do tipo

1 1 b dz
E:(W—VHL:A(W+QX (242
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onde deslocamos a varidvel £ de modo que k&' = k + k;z e definimos
Q.=klz(1—2)+ (N =—m?) 2= N =—H*(k],\>,m*). (2.43)

Ja para o caso com trés parametros obtemos integrandos do tipo

1 1 1 1—2 d
I 2/ dz/ B (2.44)
abe (]{32 — A ) D12 0 0 (k//2 —+ Qyz)

onde deslocamos a varidvel k£ de modo que k' = k + k1y + koz e definimos
Q= (ki —m* + ) y+ (3 —m>+ X)) 2 = X — (kwy + koz)? . (2.45)
Nos limites em que y = 1 — 2z e y = 0 vemos que

Qu:y=1-2) = ¢z(1—2)—m?=—-H*(¢*,m?) (2.46)

Qu:(y=0) = k3z(1—2)+ (N —m?) 2=\ =—H(k3,\",m*). (247)

Ao usarmos o CPP para separarmos as partes convergentes e divergentes das integrais
nos deparamos com termos contendo a quantidade A;. Apds feito o deslocamento na
varidvel k, podemos associar estes termos com as derivadas das funcoes @), e Q).

Uma vez que podemos sistematizar todas as integrais que aparecem nas funcoes de
Green em um unico forma de integral nos momentos (2.37), nosso objetivo passa ser a
solugao dessa.

A solucao da integral convergente com a unidade no numerador é dada por

= (2.48)

/ o 1 ! F(o—w)
(2m)™ (R +2B -k — A2~ (47)° T () (- B2 — A"~

onde B deve ser feito igual a zero (para obtermos o formato desejado) e a dimensao 2w
e o parametro o devem ser especificados. No lado direito I' é a funcao de Euler, que é
definida apenas para argumentos nao-negativos. A demonstragao dessa equagao pode ser
encontrada em [8], [17] e [13]. Essa solugao nao é vélida para o caso divergente pois na
demonstracao é assumido que o > w.

Derivando ambos os lados de (2.48) em funcao das componentes de B podemos en-

contrar as solucoes das integrais com outras poténcias de k£ no numerador. De modo
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geral, aparecem termos dependentes de B nas solugoes e isso traz algumas complicagoes.
Entretanto, ao fixarmos B = 0, as integrais assumem sua forma mais simplificada. E por
esse motivo que colocamos as integrais no formato de (2.37). Nesse caso, quando temos

poténcias fmpares de k£ no numerador as integrais se anulam. J& quando temos poténcias

/dek 1 _ ['(a—w) (2.49)
( -

pares obtemos

2m)% (K2 — A"~ (40)“T (a) (—A2)"
d?“ /{Mk,, - 71 T (Ck W — 1)
/ (27r)2w (k2 — A2)a - (47?) guur(a)( A2)a S (2.50)
/ (Z;;I;w (ng_”kjiffa = (4;_>wi (gu)\g#5 + Gurgue + guugAﬁ) T {agcz:;;x_22_2 (2.51)

e assim por diante.
Usando estes recursos estamos aptos a determinar a parte convergente das integrais
de Feynman e, consequentemente, escrever a funcao de um ponto vetorial e a funcao de

dois pontos bi-vetorial.

2.4 Amplitude fisica e ambiguidades

Substituindo os valores encontrados para as integrais de Feynman em (2.21) e (2.22) e

solucionando a parte convergente obtemos os resultados

TV (kym) =4 { KEAY L (V) + (2 + 22— m?) kAL, (V) - kakf‘kfmfupaﬂ (AQ)}
(2.52)

4
T (ki keym) = (g — G2u) {311(23 (A?)

o 223 (Bt ) = 23 (o) | +

5
+5%) (2.53)

onde definimos a integral convergente

Z,i/2 (g5, m* \°) = /01 dz ()" { Q. (5, m?)] v [—2?] 1/2} (2.54)
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e 0 objeto divergente

S8 = 485, () = [@ + @ +4 (X - mP)] AT, (V) +
1
+3 (6845 +30°Q7) Oy (V) — 2QuQ°AL (V) +

2
~au S A, (M) . (2.55)

2
— 39wz Q§A3 ;a8 ()‘2> + 3

3

Uma caracteristica importante do uso de métodos perturbativos é a presenca de am-
biguidades. Nesta investigacao elas se manifestam através de duas quantidades; o fator
de escala e a soma dos momenta internos [13]. A fun¢do de um ponto vetorial depende
dessas duas quantidades. Para o tensor de dois pontos toda a ambiguidade estd no objeto
S,S?,), que pode ser separado em duas partes

5]

momentum

Q2A3 Y ()‘2) + QQQIBDAL suvaf ( ) 2QVQQA3 %Y ()‘ ) (256>
que depende das escolhas para o momentum e para a escala e

[5(5)

224 ] escala

= 407, (V) = [+ 4 (= m?)] A, (W) +

1 2 2
+3q2 qﬁljl(f)uuaﬁ (>\2) - ggl“/q2 qﬁAZ(’)E)t))cB <>\2) + SQ2,LLq2 AS va ()\2)(257)

que depende apenas da escala arbitraria.

Isso mostra a necessidade de usarmos valores arbitrarios para os momenta internos.
Diferentes escolhas levariam a diferentes resultados para a mesma amplitude perturbativa.
Vamos usar dois exemplos para ilustrar:

Fixando k; = 0 e ky = ¢o obtemos

SO = —@AY), (V) + T s (V) — 200,05 AL, (V). (2.58)
Fixando k; = —% e ky; = £ obtemos
[Sl(t?/)]momentum =0. (259>

Os termos que sao dependentes das escolhas para as linhas internas violam a homo-

34



geneidade do espaco-tempo porque uma translagdo nos momenta traria consequéncias
fisicas. Além disso, diferentes escolhas na escala também levariam a resultados diferentes.
Estes termos sao violadores de simetrias.

Dizer que toda a ambiguidade do tensor de polarizacao estd no termo Sl(f’y) implica em

que a quantidade

T8 T = ot~ ) {160 ) + 55 2287 (o) = 237 (&%)
(2.60)
nao depende do fator de escala. Para comprovarmos isso devemos derivar este termo em
funcéo de A\
Ao derivarmos I l(;) (A2) obtemos uma quantidade convergente que pode ser integrada
com o auxilio de (2.49)

9 (5) (\2 / d°k 1 ¢ 1
IO (x2) =2 = I 261
a)\2 lin ( ) (271‘)5 (k? _ )\2)3 ]_67T2 21\ ( 6 )

e derivando os termos finitos obtemos

1
i [2Z21/2 (qg,mz;)\z) _ 23/2 (qg,mQ;)\g)} _ [/0 dz (1 . 222)} i (_/\2)1/2 _ 11

ON? N2 C6iA
(2.62)
portanto
0
5 [Ty ]y i =0 (2.63)

Assim, como deveria ser, o resultado nao depende do pardmetro arbitrario de escala.
A partir deste ponto podemos escolher qualquer valor para este parametro. O mais

conveniente & a massa m.

2.5 Consisténcia

Como um teste minimo de consisténcia observamos que as relagoes entre fungoes de Green
sao satisfeitas. Na contraga S%) sobrevive, 1
. ¢ao com o momentum apenas o termo S,/ sobrevive, logo

devemos obter

&Sy (kv ka,m) =T, (ky,m) =T (kz,m) (2.64)

&Sy, (ki k2,m) =T, (k,m) = T, (k2,m). (2.65)
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Devido a forma como as solucoes foram colocadas é fécil ver que essas relagoes sao satis-
feitas. O fato de elas serem satisfeitas antes e depois da integracao implica que a lineari-
dade da integracao é preservada.

Agora, vamos pensar no formato esperado pelo tensor de polarizacao, que é dado por
(1.35). Este formato sé pode ser obtido se o objeto S,(fy) for identicamente nulo. Além
disso, para que as identidades de Ward sejam satisfeitas é necessdrio que S,(ﬁ’,) e a funcao

de um ponto vetorial sejam identicamente nulos. Isso somente é satisfeito se os objetos

divergentes divergentes AS’W ()\2), A3 o ()\2) e OV

Lo ()\2) forem identicamente nulos.

Com isso as ambiguidades sao eliminadas. Vamos falar sobre estes objetos na préxima
Secao.

Nessas condigoes temos o tensor de polarizagao

4
Tvv (g;qu quQQV) {gll(;) (mz) +-— [2221/2 (qg,mz;m‘z) — Zg/z (q;mz;mz)]}

47
(2.66)
onde o termo entre chaves é a funcao Fy (¢?).
Nos resta provar apenas que o limite de baixa energia ¢é satisfeito
4 5) (2 i 1/2 1 2 2.12 i 1/2 2
{QQ |:3Ilm ()\ ) 47‘(’2222 (q27m 7)‘ ) - 4_71_220 (q2>m A ) 20 = 0. (267}
2=

E imediato perceber que este limite é obtido satisfeito para qualquer forma regularizada

de I (A?).

lin

2.6 Objetos divergentes e regularizagoes

(%) e 0

4;uvaf

ser nulos para que sejam obtidos resultados consistentes. Por isso eles recebem o nome

Na secao precedente vimos que os objetos AS}W ()\2) Ag‘r’w ()\2) devem
de Relacoes de Consisténcia. Nesta secao determinaremos explicitamente o valor destes
objetos através de diferentes técnicas de regularizacao.

Vamos considerar inicialmente o recurso da continuacao analitica para atribuir signifi-
cado para os objetos divergentes tal qual é feito na Regularizagdo Dimensional (RD) [6].

Neste contexto supomos que a solucao da integral nos momenta dada por (2.48) também

seja valida para o caso divergente. Para este fim admitimos que a integral é uma funcgao
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analitica da varidvel w, que é continua e complexa. Além disso, devemos substituir a
funcao Gamma de Euller pela sua continuagao analitica, a fungao Gamma de Weierstrass.

Deste modo, as equagoes

d*k 1 o I'(a—w)
/ @)™ (2 = W) ()T () (_N)* (2.68)
d*k k. k. i1 I'(a—w)
/ n)® (2 - )" @2 T 1) (L) (2.69)
Pk ke 01 I (o - w)
/ (27T>2w (k‘2 _ )\2)a+2 - (47T)w 4 (gl/)\guf + Gurgue + guugAﬁ) B (a N 2) (_)\Q)Cvfw' (270)

também sao vélidas para o caso divergente e entao fica fécil estabelecer as relacoes

Fk ok, [ FE g
/ (27r)5 (k’2 _ )\2)2 - / (271')5 (]{72 _ /\2) (271)
Frooakk, [ Pk g
/ (27‘(‘)5 (k’2 N )\2)3 o / (271')5 (/C2 _ )\2)2 (272)

/ d5k 24k, k, kg kﬁ_g / d5k 4k kg

d5k 4k kg Pk 4k, k,
+ o / s+g / . (273)
12 ) uB (277')5 (k?2 . /\2)3

Isso implica que A2 o ()\2) = A3 o ()\2) D4 wap ()\2) = 0. Assim, tanto a funcao
de um ponto vetorial, quanto o termo S,(W sao nulos. Isso explica o sucesso obtido pela
RD em eliminar as ambiguidades e os termos que violam simetrias. Ao reescrevermos os

objetos divergentes como

5 2 > a v
5 o [ Bk D k,
2000 = (2m)° Ok {_ (k2 - A2>2} o

&’k 0 4k, kK
(5) 2\ _ vRhalvg
D4;#l/aﬂ ()\ ) - / (27‘(’)5 8k:ﬂ {_ (k)2 . )\2)3} : (276)
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fica facil ver a razao deles se anularem neste contexto. Eles devem ser nulos para que seja
permitido fazer impunemente um deslocamento na varidvel de integracao. Como sabemos
quando uma integral possui grau de divergéncia superior ao logaritimico, ao efetuarmos
um deslocamento da origem na vardvel de integracao devemos compensar esta operacao
com os devidos termos de superficie. As formas acima mostram que as quantidades

AP (X)), AL, (32 e O

2 . ~ L, .
5 3 Ao (A\?) nada mais sao do que termos de superficies.

Assim o procedimento mostrado acima, anula os termos de superficie e portanto elim-
ina os termos que dependem da escolha para os momentos das linhas internas dos loops.
Agora vamos olhar os objetos divergentes de outro modo, através de uma regularizagao
pentadimensional. Para que nossos resultados sejam consistentes é necessdrio usarmos

uma distribuigao G (k?, A?) tal que os objetos divergentes regularizados

5 9 d°k 9 «oy O k,
5 9 d°k 9 «oy O k.,
® oy [ PE g2 a2y O ) 4Akkaks
D4§MV¢15 ()\ ) - / (27T>5G (k ’Al) ak“ { (]{72 _ /\2) } (279)

sejam identicamente nulos. Como exemplo vamos utilizar o método covariante de Pauli-
Villars [15]. Neste método uma integral com um grau arbitrdrio de divergéncia pode ser

regularizada ao fazermos

1 1 . Ci
=) " ey T ; K2 — A2 (2.80)
Também podemos escrever
1 al i
) A2 .

onde ¢; = 1 e A? = )2,
O niimero de coeficientes ¢; é fixado de acordo com o grau de divergéncia. Condigoes

devem ser impostas para fixar estes coeficientes tais como:
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e =0 (2.82)
N
> ah} = 0. (2.83)
=0

Um grau arbitrério de divergéncia nos leva a forma

ot 1 (=AY (N=A}) - (M -A})

W) ) Eap @A ey

Se considerarmos que todos os parametros tem a mesma magnitude podemos escrever

SR SR ! St AN (2.85)
(2= 23 aieo (- N) \R2—A%) '

Este tipo de regularizacao modifica o integrando das amplitudes:

/ (Cf:r))li (k2 . T / (f;ﬁ E - ) {A};LHOOG (’fz»f\?)}- (2.86)

Ap6s inserirmos essa funcao a integral deveria ser solucionada e entao deveriamos tomar

o limite. Porém o limite e a integral nao comutam, este processo seria valido apenas para

casos em que a integral convergisse absolutamente. Chamamos

lim G (K, A7) =1 (2.87)

A?—>oo

de limite de conexao.
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Usando este procedimento calculamos as integrais

&k kuk (AZ—A2)2 ) 2 i 1 dz(1—2)z
4 = (A= A2 / =R (288
/ (271')5 (k2 . )\2)2 k2 — A2 ( ) 3277'2 29“ [Q}\]I/Z ( )

/ (;12135 (k2i)\2) (;:ﬁi)z = (Az—A2)23;7T2 /0 {gﬁg (2.89)
/ (;l;k (22 ) = (F-1?) 32i7r2iguu / % (2.90)
/ @1: (2 W) g [ e
[ "fﬁ S2) = ) s [ 20 o

onde definimos Q) = ()\2 — A2) z—Me Guwa = Guw9as + Jua9vs + 9ua9va- Embora nao
tenhamos escrito explicitamente o limite deve ser efetuado. Observando essas equacoes

podemos obter as relagoes

/ &Pk 2k,k, (AQ—A2>2 B / Pk g ()\Q—A2>2
(2n)° (k2 = 22)° \K2 =A%) ] (@2n)® (k2 = N7) \ K2 — A

2 n2 1 tdz (%)
- (% =8 o | o 9

/ Pk Akuk, (N — AT\ / &Pk g N —A%\
(27)° (k2 — )\2)3 k2—A2) (27)° (k2 — )\2)2 2 _ A2

9 o 1 Ydz(1—2)z
— (A =A%) 327T29#V/0 [Q)\]Uz (2.94)

&Pk 24k, k ko ks (22— A2 &k 4k k A2 — A2
1 B8 = g B +
(271')5 (k,2 _ )\2)4 k2 _ A2 uv (277')5 (k:2 . )\2)3 kQ _ A2

N / &k 4k, ks A — A2 n
e ] e (e — )\ =2

N &k 4k, k, A2 — A2 B
Gup (2ﬂ)5 2 _ )\2)3 k2 _ A2

_ (- A?) i e Ldz(1—2)7%2
32m* o (@]

. (2.95)
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N . (5) 2
Como consequéncia disso temos que A;” (A ) # 0, A3 S (A ) #0e D4 wap (M%) # 0.
Isto pode ser visto claramente se colocarmos os objetos divergentes na forma de termos

de superficie. Teremos

PPN B G Gt & WA RO

/ (27T)5G (k 7Ai) Ok, {_ (k2 _ )\2) } - 3972 g/w/o [Q/\]l/2 (2.96)
&k 5 oy O ky _ i =AY tdz(1-2)z

/ (27‘(‘) G (k? A; ) 8k { (k’2 _ )\2)2} - 3972 gul// [Q)\]l/Q (297)

d°k s oy O 4k, koks i(V-h?) o
/ (27T>5G (k ;Az) 8]?“ {_ (k2 . )\2)3} - = 327'('2 / 4<1/2 2. 98)

0 que mostra o cardter nao nulo destas quantidade na regularizacao de Pauli-Villars. O
mesmo resultado seria obtido para qualquer outra funncgao regularizadosra pentadimen-
sional. Isso faz com que nao seja possivel eliminar as ambiguidades e os termos que violam
simetrias no contexto de tais prescrigoes.

Como os objetos A2 S ()\2), A3 o ()\2) 4 ;waﬁ ()\2) devem se anular (s6 assim
podemos obter resultados consistentes) nés devemos admitir como aceitdveis apenas pre-
scrigoes que satisfazem estas condigoes. Do contrério os resultados dependem das escolhas
arbitrarias feitas nos passos intermedidrios e a teoria nao tem poder de determinar nada.
Assumindo entao apenas a utilizagao de regularizacoes aceitdveis ou consistentes o tensor

de polarizagao assume uma forma preditiva as identidades de Ward sao satisfeitas.

2.7 Renormalizacao

Usamos teoria de perturbacoes para solucionarmos problemas que nao sabemos resolver
exatamente em termos de um problema cuja solucao é conhecida. Como exemplo, em
TQCs, podemos descrever interagoes em termos da dindmica de particulas livres. A
solucao desejada é obtida em termos de uma série de poténcias em um dado parametro
(muito pequeno), as chamadas séries perturbativas. Se pudéssemos somar todos os termos
da série obteriamos a solucao exata. Como o parametro perturbativo é muito pequeno
cada novo termo da série terd uma contribuicao menor, logo podemos aproximar a solugao
por alguns termos da série.

Apés encontrarmos as solugoes desejadas devemos ser capazes de interpreta-las. As

quantidades que aparecem inicialmente na expressao para a teoria (na lagrangeana das
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TQCs) nao sao de fato as quantidades fisicas medidas em laboratério [10]. Chamamos
essas quantidades de parametros fisicos nus. Estes parametros sao os coeficientes dos
termos da lagrangeana, logo devemos ter tantos pardmetros quanto termos na lagrangeana.
No caso da EDQ essas quantidades seriam as massas do elétron e do féton, a carga do
elétron (que é a constante de acoplamento entre campos), a normalizagao dos campos e o
parametro de fixacao de gauge. Quando adicionamos interagoes estes parametros tem seu
significado alterado. Assim, conforme calculamos contribuicées de ordem mais elevada no
pardmetro perturbativo se torna necessaria uma redefinicao dos pardmetros encontrados
na ordem anterior. Esses parametros redefinidos sao identificados como observéveis fisicos,
os tnputs da teoria. Eles sao necessarios para que a teoria tenha poder de predicao.

E uma caracteristica geral do uso desse tipo de método a necessidade de redefinir os
pardmetros fisicos. Mas, no caso particular das TQCs, esse processo tem uma fungao

extra. Vamos observar a solucao que nés encontramos para o tensor de polarizacao

. de? 2 (5) (2
I, = 3 (QQ;LQ2V - Q2gul/) {]lin (m ) +
+(437’:)2 [2221/2 (g2, m%:m?) — 2% (g3, m%; m2)} } : (2.99)

[(5)

Nessa equagao I;;’ (m?) deve ser considerado uma representagio para a versao regular-
izada. O formato desse termo é estabelecido pela regularizacao utilizada. A presenga
desse termo implica que a amplitude fisica nao ¢ finita, logo nao possui significado fisico.
Como os parametros fisicos nus nao sao mensuraveis, podemos impor que eles contenham
divergéncias. Assim podemos escolher essas divergéncias de modo que as divergéncias
originadas nos diagramas de Feynman, que estao presentes na amplitude, sejam cance-
ladas. Apods estas divergéncias terem sido absorvidas pelos pardmetros nus, o que resta
sdo os parametros fisicos renormalizados (vestidos), que s@o finitos e mensuraveis [11].
Chamamos de renormalizacao o processo através do qual, apés um nimero finito de re-
defini¢oes de parametros, podemos tornar uma teoria finita a qualquer ordem da expansao
perturbativa .

Agora vamos renormalizar o propagador do f6ton ao nivel 1-loop de aproximagao. Seja

o propagador do féton livre

) { q2p92v
5 a5
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Entao obtemos ao considerar essa correcao, a série

Dy () = Dy (q2) + Dya (g2) [—illag (43, m*)] Day (g2) +

+Dya (2) [=iTlap (43, m%)] Dge (q2) [—ille, (g3.m?)] Dy (g2) + (2:101)

Ao escrevermos o tensor de polarizagao no vicuo como

Haﬁ = (q2uq2u - qgglw) II (qg) (2'102)

em que

4e? 3i
() = {Il(g‘) () + ﬁ 22, (a3 m*m?) = 20* (a3, m* m?) | } (2.103)

podemos somar a série perturbativa obtendo

1 q2 q2u
[Dwmmlsz—a{%u+@—1>“2]
g5 5

1
1+1I(q3)

(2.104)

Agora, considerando a forma explicita de IT (¢3) podemos seguir com a renormalizagao.

O tensor de polarizacao renormalizado pode ser escrito como

[HMV]REN = (QZMQM - guqu) [reN] (2.105)
onde
I 2 Z_l[(5) 2 L 2Z1/2 2 2. 2 _Z1/2 2 2. 9 S
[ REN] € 3 lin (m)+4ﬂ_2 2 (q27m7m) 0 (q27m7m) +04
(2.106)

deve ser finita e deve satisfazer a condi¢ao de renormalizacao
Mhenl 0 = 0 (2.107)

que é exatamente o limite de baixas energias.
Usando os resultados

Zy"” (g2 — 0,m%\%) =0 (2.108)

43



Zy" (2 — 0,m*\%) =0, (2.109)
encontramos
4’ [ (5 1
64 =5 {15 (m3)}. (2.110)

Desse modo o tensor de polarizacao renormalizado é dado por

ie?
M) = —15 {225/2 (2, m%m?) — 202 (2, m?; m2)} . (2.111)

Além disso, a constante multiplicativa de renormalizagao é dada por

Zy=1+ %62155’;3 (m?). (2.112)

Apés renormalizarmos a amplitude o limite de baixas energias é automaticamente sat-
isfeito. Com isso através do procedimento utilizado obtivemos o resutado desejado para o
tensor de polarizacao do vacuo de QEDj5 tendo sido possivel a renormaliz¢ao sem que a uti-
lizacao explicita de um méto de regularizagao tenha sido utilizado explicitamente. Todas
as formas de regularizacao aceitaveis levam a mesma forma renormalizada ja que isto im-
plicaria apenas em atribuir uma forma explicita particular para a quantidade I l(i5n) (m?).

Assim todas as formas de regularizacao aceitéveis estao contempladas na forma acima

para o parametro de renormalizagao.
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Capitulo 3

Conclusoes

As equagoes que descrevem a dindmica das particulas em uma TQC sao em geral nao
lineares e acopladas. Na maioria dos casos devemos nos valer de métodos perturbativos
para solucionarmos este tipo de problema. Os resultados obtidos sao contaminados com
divergéncias que aparecem nas integrais de Feynman. Para que possamos fazer predigoes
devemos interpretar adequadamente as amplitudes, de modo que seja possivel contornar
os problemas gerados pelos infinitos. Nesse ponto somos levados a usar regularizacoes. O
método mais utilizado para isso é a regularizacao dimensional. Neste método a teoria é
estendida para uma dimensao continua e complexa, entao os célculos sao efetuados e os
resultados sao espandidos em torno da dimensao espaco-temporal de interesse. As limi-
tagoes desse método estao associadas a impossibilidade de estendermos o tensor de Levi-
Civita para uma dimensao continua e complexa. Isso impossibilita o uso deste método
para investigagoes em dimensoes mpares. Outros métodos de regularizacao consistem
em modificar as integrais de Feynman de modo que estas fiquem finitas e entao efetuar
os cédlculos. Com este fim é necessdrio colocarmos uma funcao regularizadora dentro das
integrais, entretanto os resultados dependeriam da funcao escolhida. Nao hda um método
de regularizagao que possa ser aplicado sem restrigoes e que seja consistente.

Nessa investigacao adotamos um procedimento consistente e sem restrigoes de aplica-
bilidade. Resolvemos um problema simples mas crucial para a EDQs. Através de uma
identidade para o propagador separamos completamente as partes convergentes e diver-
gentes de modo que nao apareceu nenhuma quantidade fisica com os termos divergentes.
Além disso, as divergéncias foram organizadas em objetos que foram identificados poste-

riormente como termos de superficie. Todos os passos efetuados sao consequéncias diretas
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do emprego das regras de Feynman. Assim, o uso de regularizacoes é evitado durante
todo o procedimento. No final vemos que os métodos de regularizacao podem ser clas-
sificados em dois tipos: aqueles em que os termos de superficie se anulam e aqueles em
que isso nao acontece. Se assumirmos que apenas a primeira classe faz sentido, entao
as amplitudes se tornam preditivas uma vez que nao ha dependéncia das escolha feitas
em passo intermedidrios. Restam apenas objetos divergentes irredutiveis que podem ser
absorvidos através da renormalizacao sem ser necessdria a especificacao de um método de
regularizagao, como vimos no caso considerado aqui.

Os resultados obtidos na presente investigacao nos mostram que é possivel renormalizar
a QED pentadimenional ao nivel um loop. Para tal é necessario calcular as amplitudes;
a auto-enegia do elétron, a correcao de vértice, o decaimento foténico e o espalhamento
eldstico de dois fétons, amplitudes ao nivel um loop de aproximacao com contagem de
poténcias indicando divergéncia, verificar a consisténcia dos resultados e proceder a renor-

malizacao. Trabalho este que se encontra presentemente em andamento.

46



Referéncias Bibliograficas

1]

[5]

[9]

BATTISTEL, O. A.; DALLABONA, G.; A Systematization for One-Loop 4D
Feynman Integrals-Different Species of Massive Fields. Journal of Modern

Physics, 2012, 3, 1408-1449.

BATTISTEL, O. A.; FONSECA, M. V. S.; DALLABONA, G.; Anomalies in finite
amplitudes: Two-dimensional single axial-vector triangle. Physical Review

D 85, 085007 (2012).

BATTISTEL, O. A.; Uma estratégia para manipulagoes e cdlculos envol-
vendo divergéncias em TQC. PhD Thesis: UFMG, 1999.

CARDOSO, L. T. Estudo das divergéncias em Eletrodindmica Quéantica ao
nivel um lago com a utilizacao da Regularizagao Implicita. Dissertacao de

Mestrado: CBPf, 2011.

DE AFARO, V. et al. Currents in Hadron Physics. Amsterdam: North-Holland,
1973.

DE WITT, B.; SMITH, J. Field Theory in Particle Physics. Amsterdan, North-
Holland Physics Publishing, 1986.

FONSECA, M. V. S.; Célculos perturbativos, preditivos: Aspectos dimen-
sionais da consisténcia em cdlculos perturbativos de T.QQ.C e de anomalias.

Tese de doutorado: CBPf, 2012.

GAMBIM, E. Consisténcia no calculo perturbativo: a Eletrodindmica Quan-

tica e a anomalia AV'V. Dissertacao de Mestrado: UFSM, 2004.

GOMES, M. O. C. Teoria Quantica de Campos. Sao Paulo: EDUSP, 2002.

47



[10] HATFIELD, B. Quantum Field Theory of Point Particles and Strings. Cam-
bridge: Cambridge University Press.

[11] KAKU, M. Quantum Field Theory - A Modern Introduction. Oxford: Oxford
University Press, 1993.

[12] KINOSHITA, T. Quantum Electrodynamics. Singapure, World Scientific, 1990.

[13] MAICA, A. E. Aspectos dimensionais da consisténcia de cilculos perturba-

tivos em Teoria Quantica de Campos. Dissertacao de Mestrado: CBPf, 2010.

[14] MANDL, F.; SHAW, G. Quantum Field Theory. Cambridge: Cambridge Univer-
sity Press 1984.

[15] PAULI, W.; VILLARS, F. On the invariant regularization in relativistic quan-
tum theory. Rev. Mod. Phys. 21, 439, 1949.

[16] SAKURAI, J. J. Advanced Quantum Mechanics. Massachusetts: Addison Wes-
ley reading, 1987.

[17] STAUDT, E. Consisténcia do cédlculo perturbativo preditivo tridimensional
em Teoria Quantica de Campos: a Eletrodinamica Quéantica. Dissertagao de

Mestrado: UFSM, 2005.
[18] TONG, D. Quantum Field Theory. Cambridge: Cambridge University Press.

[19] WEINBERG, S. The Quantum Theory of Fields. Vols. I 4 III. Cambridge: Cam-
bridge University Press 1995.

48



