
UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA MARIA
CENTRO DE TECNOLOGIA

CURSO DE GRADUAÇÃO EM ENGENHARIA ELÉTRICA

Juliano Rafael Andrade

ESTUDO DA TÉCNICA DE RÁDIO OCULTAÇÃO PARA
SENSORIAMENTO REMOTO DA ATMOSFERA TERRESTRE

Santa Maria, RS
2021



Juliano Rafael Andrade

ESTUDO DA TÉCNICA DE RÁDIO OCULTAÇÃO PARA SENSORIAMENTO REMOTO
DA ATMOSFERA TERRESTRE

Trabalho de Conclusão de Curso apresen-
tado ao Curso de Graduação em Engenha-
ria Elétrica da Universidade Federal de Santa
Maria (UFSM, RS), como requisito parcial
para obtenção do grau de Bacharel em En-
genharia Elétrica.

ORIENTADOR: Prof. Natanael Rodrigues Gomes

Santa Maria, RS
2021



DEFESA PÚBLICA: TRABALHO DE CONCLUSÃO DE CURSO

NOME DO ALUNO:............................................................

TÍTULO DO TRABALHO:.......................................................

..........................................................................

..........................................................................

BANCA EXAMINADORA

PROFESSOR ORIENTADOR:(........................................) NOTA:.....
(PRESIDENTE)

ASSINATURA.................................................

SEGUNDO EXAMINADOR:(..........................................) NOTA:.....

ASSINATURA.................................................

TERCEIRO EXAMINADOR:(.........................................) NOTA:.....

ASSINATURA.................................................

MÉDIA FINAL DO TRABALHO DE CONCLUSÃO DE CURSO(.........)

VISTO DO COORDENADOR DO TCC:..............................................

SANTA MARIA, .... DE .............. DE .......

Juliano Rafael Andrade

                                          Estudo da Técnica de Rádio Ocultação para Sensoriamento Remoto da 

Atmosfera Terrestre

Natanael Rodrigues Gomes                                                            9.0

MSc em Engenharia Elétrica Vinicius Ludwig Barbosa                   9,0

   MSc em Meterologia Ivette Hernández Baños                              9,0

9,0

      17                      Fevereiro                            2021



DEDICATÓRIA

Aos meus pais pelo apoio que sempre me deram.



AGRADECIMENTOS

Agradeço a todos que contribuíram de alguma forma para geração deste trabalho.



Se estudar fosse fácil todo mundo era Dr.

(Pardal)



RESUMO

ESTUDO DA TÉCNICA DE RÁDIO OCULTAÇÃO PARA
SENSORIAMENTO REMOTO DA ATMOSFERA TERRESTRE

AUTOR: Juliano Rafael Andrade
ORIENTADOR: Natanael Rodrigues Gomes

A técnica de rádio ocultação de sinais do sistema global de navegação por satélites, GNSS
(Global Navigation Satellite System), possibilita obtenção de informações a cerca do es-
tado da atmosfera terrestre, através da aquisição de dados de posição dos satélites, fase
e desvio Doppler do sinal ao transitar pela atmosfera da Terra. Posteriormente perfis ver-
ticais de refratividade, ou refração, e ângulo de curvatura são obtidos por meio do proces-
samento destes dados. Em um segundo nível de processamento pode-se obter perfis de
temperatura, pressão e Vapor d’água. Esses perfis possuem potencial para a melhoria da
qualidade das previsões do tempo a curto prazo, sendo uma das técnicas mais relevan-
tes baseadas em satélites para reduzir o erro de previsões dos sistemas PNT (Previsão
Numérica de Tempo). De outra forma, veem crescendo o número de satélites Low Earth
Orbit dedicados a rádio ocultação, em especial nos próximos anos com os recursos da
iniciativa privada no setor de meteorologia por satélite. Assim sendo, o estudo desta téc-
nica torna-se indispensável para aproveitar de forma eficiente a quantidade e a qualidade
desses dados, bem como mensurar o impacto dos mesmos no sistemas PNT e outras apli-
cações. Desta forma o objetivo deste trabalho é estudar a técnica de radio ocultação de
sinais GNSS, para isso faz-se uma revisão bibliográfica dos principais trabalhos do área, e
posteriormente a implementação da transformada de Abel para obtenção desses perfis.

Palavras-chave: Rádio ocultação GNSS. Ângulo de curvatura. Perfis Atmosféricos. Previ-

são Numérica de Tempo. Satélite MetOp-A/B.



ABSTRACT

REMOTELY SENSING THE EARTH’S ATMOSPHERE: RADIO
OCCULTATION TECHINIQUE

AUTHOR: Juliano Rafael Andrade
ADVISOR: Natanael Rodrigues Gomes

The technique of radio occultation signals from the global navigation satellite system (GNSS)
allows obtaining information about the state of the Earth’s atmosphere through the acqui-
sition of satellite position data, phase and Doppler effect of the signal when transiting the
Earth’s atmosphere. Later, vertical refractivity or refractive profiles and bending angle are
obtained by processing this data. In a second processing level, temperature, pressure and
water vapor profiles can be obtained. These profiles have the potential to improve the
quality of short-term weather forecasts, being one of the most relevant satellite-based tech-
niques to reduce the forecasting error of NWP systems. Moreover, the number of Low Earth
Orbit satellites dedicated to radio occultation is growing, especially in the coming years with
the resources of private initiative in the satellite weather sector. Therefore, the study of this
technique becomes indispensable to efficiently take advantage of the quantity and quality
of this data, as well as to measure its impact on Numerical Weather Predication systems
and other applications. Thus the objective of this work is to study the technique of radio
occultation of GNSS signals, for this purpose a bibliographical review of the main works
in the area is made, and later the implementation of Abel’s transformation to obtain these
profiles.

Keywords: Radio Occultatiom GNSS. Bending Angle. Atmospheric Profiles. Prediction

of Numerical Weather. Satellite MetOp-A/B.
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1 INTRODUÇÃO

Quando a luz emitida por um corpo celeste “A” deixa de ser vista de um corpo “B”

em razão da sobreposição de um corpo “C”, diz-se ter ocorrido uma Ocultação. Durante

um evento de Ocultação, feixes de luz são propagados através de um meio, sendo este

o vácuo ou a atmosfera do corpo “C”. Em vácuo, a amplitude (intensidade) luminosa é

atenuada proporcionalmente à distância, sob a suposição de uma fonte pontual, que emite

luz isotropicamente (HALLIDAY; RESNIZKY; WALKER, 2010),

I =
Potência

Área
=

Ps
4 · π · r2

. (1.1)

em que Ps é a potência ou a taxa de energia emitida pela fonte e 4 · π · r2 é a área da

superfície esférica.

No caso de uma atmosfera, as modificações observadas no sinal, atrasos e desvios

(curvatura) adicionados no percurso de propagação da luz, possibilitam a caracterização

das condições e composições de tal atmosfera. Essa intensidade luminosa é atenuada de

acordo com a lei de Beer

I = I0 · exp (−k · x), (1.2)

na qual I0 é a intensidade do raio, ou do feixe incidente, k o chamado coeficiente de

atenuação, é próprio do meio e do comprimento de onda da radiação e x é a distância em

metros.

O fenômeno físico de maior relevância nesse evento é o índice de refração, pois

varia a medida que o raio adentra na atmosfera do corpo “C”. Em uma atmosfera cujo o

índice de refração decresce com a altitude, a luz é refratada por um ângulo cada vez maior

à medida que o raio de luz aproxima-se da superfície do corpo “C”. Mais detalhes sobre

eventos de ocultação podem ser encontrados em (BAñOS, 2017 apud ELLIOT, 1979).

Por meio do evento de ocultação, foram realizadas sondagens atmosféricas em pla-

netas do sistema solar. Posteriormente com a invenção dos satélites artificiais a técnica foi

aprimorada, e passou-se a utilizar os sinais eletromagnéticos, pois estes são igualmente

flexionados e atenuados ao passar por um meio que não o vácuo. Os primeiros experimen-

tos de Rádio Ocultação, (RO), foram desenvolvido na década de 1960, em conjunto com

as primeiras viagens espaciais desenvolvidas pela NASA (National Aeronautics and Space

Administration), as missões Mariners 3, 4 e 5, em uma parceria entre cientistas da Uni-

versidade de Stanford e do JPL (Jet Propulsion Laboratory ) se apontou um caminho para

essas investigações através da extração de perfis de refratividade (KURSINSKY, 1997).

Na atmosfera terrestre, o índice de refração é muito próximo da unidade, na ordem

de 1,0003. Assim para estudos das propriedades atmosféricas é conveniente expressá-lo

em função de outro parâmetro chamado de refratividade. Neste contexto, portanto, um
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perfil de refratividade é construído a partir de uma sequência de medidas de sinais, ampli-

tude e fase, emitidos por um transmissor, os quais ao passarem através de uma atmosfera

são desviados/curvados devido a refração, até serem capturados por um receptor. A partir

dessas medições é possível usando a transformada de Abel, direta e inversa, calcular uma

sequência de valores de ângulo de curvatura e índice de refração, em diferentes altitudes,

permitindo traçar um perfil de refratividade da atmosfera.

Em julho de 1975 obteve-se a primeira medição de RO da atmosfera da Terra (RAN-

GASWAMY, 1976) por meio da missão Apollo-Soyuz utilizando o satélite geoestacionário

ATS-6 (Applications Technology Satellite-6), entretanto o custo elevado para implementar

um sistema de aquisição de dados de RO da atmosfera terrestre inibiu o uso da técnica por

quase duas décadas. Com o surgimento do GPS (Global Positioning System) em 1995,

foram retomados os experimentos aplicados à atmosfera da Terra. Em princípio com recep-

tores situados na superfície da Terra e posteriormente colocando estes receptores à bordo

de um satélite LEO (Low-Earth Orbit). Dessa forma, nascia a técnica GNSS-RO (Global

Navigation Satellite System Radio Occultation), a qual utiliza sinais do sistema GNSS para

obter informações das camadas atmosféricas da Terra (KURSINSKY, 1997), (KURSINSKI

et al., 2001).

Uma Rádio Ocultação ocorre quando um satélite da constelação GNSS perde sua

linha de visada ao satélite LEO com o qual tem estabelecido um enlace de comunicação.

A perda de visada é uma consequência da trajetória de ambos os satélites e do posiciona-

mento da terra entre transmissor e receptor desses satélites, além da atenuação do sinal

pela maior densidade da atmosfera nas camadas próximas à superfície. (BAñOS, 2017).

Essa ocultação ocorre de duas formas: no modo descendente, quando o sinal decai de um

determinando nível de potência ao nível de ruído, e no modo ascendente, quando o oposto

é verificado, ou seja, o sinal cresce a partir do nível de ruído até um determinado valor

de potência. O efeito dos elementos que compõe a atmosfera é observado na variação

do índice de refração e no atraso inseridos na propagação do sinal no percurso entre os

satélites (BAñOS, 2017 apud BEVIS et al., 1992).

A primeira missao de GNSS-RO ocorreu em Abril de 1995, com o lancamento do

satélite meteorológico GPS/MET (HAJJ et al., 2002). A missao coletou dados até Fevereiro

de 1997 e validou o conceito de rádio ocultacao aplicado à atmosfera terrestre. Posterior-

mente várias missões foram lançadas mundo afora entre estas, o satélite alemão CHAMP

(Challenging Minisatellite Payload) teve seu lançamento em julho de 2000 (WICKERT et

al., 2001) ficando em operação até 2010. A Argentina lançou seu satélite LEO chamado

SAC-C (Scientific Application Satellite-C) em novembro de 2000 o qual ficou em opera-

ção até o ano de 2013, a missão GRACE (Gravity Recovery And Climate Experiment) faz

parte do programa SENH (Solid Earth and Natural Hazards) da NASA em parceria com o

Deutche Forschungsanstalt für Luft-and Raumf (DLR) foi lançada em 2003 (HEALY et al.,

2007) todavia encontra-se ativa, seguida pelo MetOp-A e no ano seguinte o TerraSAR-X
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(BEYERLE et al., 2011), os quais ainda encontram-se em operação.

A série MetOp, constituída de três satélites, é a contribuição européia para um

empreendimento cooperativo com os Estados Unidos dedicado a melhorar as previsões

meteorológicas e monitorar o clima da Terra. O MetOp-A foi lançado em 19 de outubro

de 2006. MetOp-B foi lançado em 17 de setembro de 2012 e MetOp-C juntou-se a eles

em órbita em 7 de novembro de 2018 (ESA, 2021). A Figura 1.1 é um mapa das oculta-

ções provenientes da missão Metop-A/B das 00:00 horas do dia 01/12/2020 até às 23:59,

compreendendo, portanto, um período de 24 horas.

Figura 1.1 – Ocultações de GRAS/Metop-A/B 01/12/20

Fonte: ROM SAF

O Brasil lançará um satélite LEO que será o EQUARS (Equatorial Atmosphere Re-

search Satellite) (INPE, 2020) com o qual se pretende fazer parte da constelação COS-

MIC. A Rádio Ocultação que utiliza sinais GNSS é uma técnica de sensoriamento remoto,

desenvolvida para medir e caracterizar a atmosfera da Terra com base nas mudanças ob-

servadas no sinal GNSS durante um evento de ocultação (KURSINSKY, 1997), e utiliza

como princípio o fenômeno de ocultação descrito anteriormente. A Figura 1.2 apresenta

uma visão geral de um evento de RO, onde sinais eletromagnéticos transmitidos na banda

L, frequências L1 = 1575, 42MHz e L2 = 1227, 6MHz, por satélites GNSS (transmissor),

são desviados pela atmosfera da Terra e capturados por satélites LEO (receptor).

A aplicação da técnica de GNSS-RO fornece uma abordagem para o monitora-

mento em escala global dos perfis troposféricos/estratosféricos de temperatura, pressão e
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umidade com alta resolução vertical, bem como perfis de densidade de elétrons na ionos-

fera, propriedades de cintilação e monitoramento de atividades geomagnéticas (RASCH,

2014). A GNSS-RO possui capacidade de operação em qualquer condição climática com

alta resolução vertical (BARBOSA, 2019) e a NOAA (National Oceanic and Atmospheric

Administration) tem a meta de adquirir 20000 sondagens por dia, sendo que destas, 4000

ocultações são provenientes da segunda constelação do COSMIC-2 lançados em 2019

(Space News, 2020).

Figura 1.2 – Visão geral de um evento de rádio ocultação (GNSS-RO)

Fonte: Adaptado de (RASCH, 2014)

1.1 PROBLEMA

A recuperação de parâmetros atmosféricos desses perfis depende de medições

precisas da amplitude e fase do sinal GNSS do transmissor amostradas no receptor e,

da posição e velocidade do satélite em função do tempo. O sistema/instrumento de RO

que realiza essas medidas, e processamento, é o GRAS (GNSS Receiver for Atmospheric

Sounding), o qual viaja à bordo de um satélite LEO e rastreia sinais GNSS, ascenden-

tes e/ou descendentes, veja a Figura 1.2, para juntamente com a geometria do problema

derivar os perfis de ângulo de curvatura.

O GRAS é um instrumento/sistema receptor de sinais GNSS, direcionado de forma

a monitorar as frentes de ondas que tangenciam a atmosfera terrestre. Este instrumento
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mede o atraso de tempo dos sinais GNSS refratados enquanto o percurso do sinal contorna

a atmosfera da Terra, no caminho a partir do satélite GNSS (transmissor) para o LEO

(receptor). O dispositivo pode, receber sinais de cada satélite GNSS até 29 vezes ao dia

(EUMETSAT, 2021).

Ao calcular precisamente a posição e velocidade do LEO e do satélite GNSS, o

atraso de tempo medido é convertido para o ângulo de curvatura da trajetória do raio. Por-

tanto, medindo o atraso de fase da portadora de sinal em duas frequências diferentes da

banda L, faixa de frequências reservada a comunicação via satélite, o ângulo de curva-

tura devido a atmosfera neutra (isto é, com o desconto da contribuição da ionosfera) pode

ser derivado (RASCH, 2014). Posteriormente, é possível determinar o perfil do índice de

refração, ou refratividade, da atmosfera, e finalmente usando relações físicas fundamen-

tais, como a relação entre refratividade e densidade do ar seco, a equação de estado e a

equação de equilíbrio hidrostático os perfis de temperatura, pressão e de vapor de água

(RASCH, 2014). Os perfis resultantes são funções de altura media acima do nível do mar,

mais detalhes sobre o receptor GRAS podem ser encontrados em (EUMETSAT, 2021) e

(BONNEDAL; CHRISTENSEN; BERG, 2010).

1.2 DELIMITAÇÃO DO OBJETO DE ESTUDO

O objetivo desta pesquisa é o estudo da técnica de Rádio Ocultação e sua aplica-

ção para estimar o perfil de refratividade da atmosfera da Terra. Emprega-se para isso a

transformada de Abel, uma transformada integral utilizada para funções que apresentam

simetria esférica ou axial (Wikiwand, 2020).

Os resultados obtidos são comparados com aqueles apresentados na literatura e

medições para que se possa avaliar a utilização desta ferramenta em análises mais apro-

fundadas, como por exemplo expandir o conhecimento sobre a dinâmica da ionosfera, a re-

dução do bias nas medições assimiladas em sistema PNT, o monitoramento de cintilações

ionosféricas baseadas em bolhas de plasma equatorial na camada F, nuvens esporádicas

na camada E, e outras aplicações de GNSS-RO (BARBOSA, 2019).

1.3 JUSTIFICATIVA

Nos primeiros dias da operação do GPS, o atraso observado nos sinais nas esta-

ções terrestres devido às condições da atmosfera (por exemplo, vapor de água) indicava

a oportunidade para outra aplicação viável: a medição da distribuição vertical das proprie-

dades físicas da atmosfera para auxiliar a pesquisa em química atmosférica, previsão do

tempo e monitoramento global das mudanças climáticas (BARBOSA, 2019 apud BEVIS et

al., 1992).

Modelos matemáticos de previsão de tempo são uma aproximação do sistema real,
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assim há uma dissociação entre a previsão e a evolução do sistema real (Velho, H. F. de C.;

Cintra, R. S. C.; Furtado, H. C. M. , 2007). Portanto, é preciso “forçar” ou “induzir” o modelo

de previsão a se aproximar da realidade. A assimilação de dados é o conjunto de técnicas

empregadas para realizar adequadamente a inserção de dados de observVLB2019. Essa

técnica também poderia contribuir para a investigação da camada externa da atmosfera, a

ionosfera, pois a propagação por essa região também contribui parcialmente no atraso do

sinal (COCO, 1991 apud BARBOSA, 2019).

Modelos matemáticos de previsão de tempo tão-somente são uma aproximação do

sistema real, assim há uma dissociação entre a previsão e a evolução do sistema real

(Velho, H. F. de C.; Cintra, R. S. C.; Furtado, H. C. M. , 2007). Portanto, é preciso “forçar”

ou “induzir” o modelo de previsão a se aproximar da realidade. A assimilação de dados

é o conjunto de técnicas empregadas para realizar adequadamente a inserção de dados

de observação num sistema operacional de previsão. Os dados oferecidos pela técnica de

rádio ocultação estão entre as cinco técnicas com maior impacto, seja na análise ou nas

previsões, no processo de assimilação de dados da atmosfera para o sistema de Previsão

Numérica de Tempo (PNT) (CARDINALI; HEALY, 2014).

No teu caso, tu assume que o angulo de curvatura conhecido, mas na verdade ele

é obtido a partir da informacao de amplitude e, principalmente, fase do sinal GNSS contido

em arquivos atmPhs. No teu caso, tu assume que o angulo de curvatura conhecido, mas

na verdade ele é obtido a partir da informacao de amplitude e, principalmente, fase do sinal

GNSS contido em arquivos atmPhs.

As informações adquiridas por sensoriamento remoto da atmosfera terrestre, em-

pregando a técnica GNSS-RO, requerem várias etapas de processamento. O quadro apre-

sentado na Figura 1.3 resume essas etapas, cujo o objetivo final é a recuperação dos perfis

atmosféricos de temperatura, pressão, vapor d’àgua, etc, obtido das medições de deslo-

camento Doppler do sinal emitido pelo GNSS, durante um evento de Rádio Ocultação, e

adquiridos pelo GRAS no satélite LEO, e também, das posições de ambos os satélites.

Estes são os dados iniciais, a partir dos quais é possível calcular, empregando a Transfor-

mada de Abel, uma sequência de valores de ângulos de curvatura. Em seguida, por meio

da Transformada Inversa de Abel, é obtido o perfil de refração, e consequentemente de

refratividade, em função da altitude. Finalmente, a partir deste é obtido os demais perfis, e

sobre os quais há um maior erro associado em decorrência das etapas de processamento

(BAñOS, 2017).

Os perfis resultantes podem ser assimilados em modelos de previsão meteoroló-

gica para melhorar as previsões meteorológicas globais, regionais e locais. Além disso,

os perfis atmosféricos muito precisos e estáveis são especialmente adequados para mo-

nitorar as mudanças no clima da Terra (EUMETSAT, 2021). Os dados do GNSS-RO são

classificados como uma das técnicas mais relevantes baseadas em satélite para reduzir

o erro de previsão do tempo a curto prazo, pois foram assimilados nos sistemas de PNT.
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Com a disponibilidade de dados ao longo das últimas duas décadas, o monitoramento

das mudanças climáticas e as novas análises dos modelos climáticos globais também se

beneficiam do GNSS-RO (BARBOSA, 2019).

Figura 1.3 – Níveis de processamento de dados para a Rádio Ocultação GNSS (GNSS-RO)

Satélite GNSS

Sinal GNSS

Atmosfera

Refração Difração Espalhamento Reflexão

Satélite LEO

Efeito Doppler

Recuperação

Ângulo de Curvatura
(Refratividade)

PressãoTemperatura Vapor d’água ...

Fonte: Adaptado de (BARBOSA, 2019)

1.4 ESTRUTURA DO DOCUMENTO

Dada a introdução, composta pela apresentação do tema, definição do problema,

justificativa e objetivos, o restante do documento é estruturado da seguinte forma: capítulo

2 é dedicado a descrever como se obtém o ângulo de curvatura e o índice de refração

assumindo que o problema apresenta simetria esférica; No capítulo 3 é apresentado uma

implementação numérica para o calculo do ângulo de curvatura e do índice de refração;

No capítulo 4 a análise desta implementação, resultados e discussões; E no capítulo 5

apresentam-se as conclusões sobre os resultados obtidos e trabalhos futuros.



2 OBTENÇÃO DO ÂNGULO DE CURVATURA E DO PERFIL DO ÍNDICE DE REFRA-

ÇÃO

A técnica de Rádio Ocultação foi desenvolvida para estudo de atmosferas planetá-

rias do sistema solar por (FJELDBO; KLIORE; ESHLEMAN, 1971). Estes cientistas foram

pioneiros em experimentos de RO, ao aplicarem a técnica para o estudo da atmosfera de

Vênus. O êxito nos resultados despertou o interesse de vários outros cientistas, especi-

almente na área de sensoriamento remoto da atmosfera terrestre. A técnica baseia-se no

fato de que a atmosfera da Terra comporta-se como uma lente esférica para sinais cujo o

comprimento de onda (λ) tem a ordem de grandeza de centímetros, refletindo e inserindo

atrasos na propagação. O efeito de lente é devido ao decréscimo exponencial da densi-

dade atmosférica com a altitude. Dessa forma, com as posições dos satélites GNSS e

LEO, que transmitem e recebem os sinais respectivamente, bem conhecidas, este atraso

pode ser mensurado, determinando-se a refração Doppler do sinal, que por sua vez é uti-

lizado para estimar a refratividade em função da altitude. Esta seção trata de uma revisão

bibliográfica dos conceitos da técnica de RO, compreendendo um modelo para estimar o

índice de refração e o ângulo de curvatura da atmosfera da Terra.

2.1 VISÃO GERAL DA RÁDIO OCULTAÇÃO

Sistemas Globais de Navegação por Satélite, GNSS, são sistemas capazes de pro-

porcionar a geo-localização a nível global usando uma constelação de satélites. Atual-

mente, o serviço é oferecido por diferentes sistemas: o Norte Americano GPS, O Russo

GLONASS, o Europeu GALILEO e o Chinês COMPASS/BeiDou. O sistema GPS (pre-

cursor) foi inicialmente desenvolvido com fins militares de auxílio à navegação, todavia a

sociedade civil aproveitou suas potencialidades para muitas aplicações adicionais de alta

precisão, dentre as quais o estudo da atmosfera (KURSINSKY, 1997).

Os satélites do GNSS estão posicionados em órbitas circulares, inclinadas, com

altitudes superiores à 19000 km, e um período entre 11 e 14 horas. Já os satélites LEO

estão postos em órbitas circulares, quase polares, com altitudes que variam de 200 a 2000

km, e um período entre 1 a 3 horas. Uma representação simplificada da geometria da

ocultação é apresentado na Figura 2.1.

Da perspectiva de observação a partir de um satélite LEO, uma ocultação ocorre

sempre que um satélite do GNSS surge ou se põe e o caminho do raio (onda eletromagné-

tica) atravessa diferentes camadas atmosféricas da Terra. As ocultações GNSS-LEO são

realizadas no modo de varredura atmosférica, onde a varredura vertical é viabilizada pelo

movimento relativo entre os satélites GNSS e LEO, e consequentemente, o deslocamento

do ponto tangencial rt (KURSINSKY, 1997).

Na aproximação pela Óptica Geométrica (GO, Geometric Optics), um raio que passa
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Figura 2.1 – Geometria de uma ocultação.

Terra
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·
·

a

rt
a

GNSS
α

LEO

Fonte: Autor

pela atmosfera é refratado de acordo com a Lei de Snell

µ1 · sen i = µ2 · sen j, (2.1)

µ é o índice de refração, i e j são os ângulos de incidência e refração respectivamente,

devido ao gradiente vertical de densidade do ar, portanto, ao índice de refração (µ = c/v,

c é a velocidade de propagação da luz no vácuo e v a velocidade de propagação da luz

no meio). O efeito da atmosfera pode ser caracterizado por um ângulo de curvatura total

(α) pelo parâmetro de impacto (a) e um raio tangente (rt) (KURSINSKY, 1997) definido na

Figura 2.1, ilustra a geometria de um evento de ocultação entre os satélites GNSS e LEO..

O efeito da curvatura atmosférica no sinal GNSS recebido no receptor LEO, pode

ser medido como um desvio adicional na frequência Doppler em relação ao esperado para

um caminho dada a propagação no vácuo (KURSINSKY, 1997). Os dados de vários trans-

missores GNSS podem ser usados para estabelecer as posições e velocidades precisas

dos satélites GNSS e LEO e para calcular o deslocamento Doppler na ausência de vácuo.

A contribuição atmosférica para o deslocamento Doppler é derivada da subtração entre os

desvios teórico e medido, que pode ser combinado com o conhecimento da posição e da

velocidade do satélite para fornecer uma estimativa do ângulo de curvatura em função do

parâmetro de impacto.

Os satélites GNSS transmitem sinais continuamente de forma geral em duas frequên-

cias da banda L, L1 = 1575, 42MHz e L2 = 1227, 6MHz, cujo o comprimento de onda é

de λ1 = 19, 0425 cm e λ2 = 24, 4379 cm, respectivamente. Nesta esta ordem de grandeza,

as ondas atravessam com facilidade as nuvens e gotículas de água, o que é considerado

vantajoso nesse processo de obtenção de informações a cerca da atmosfera da Terra sob

qualquer condição climática (KURSINSKI et al., 2001).
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Para utilizar as informações atmosféricas contidas nesses sinais, um receptor GNSS

embarcado no LEO deve ser capaz de medir a fase e a amplitude de ambas as portadoras.

A disponibilidade de medições em multi-portadoras é fundamental para realizar a separa-

ção das contribuições ionosféricas e da atmosfera neutra (VOROB’EV; KRASIL’NIKOVA,

1994), (SYNDERGAARD, 2000).

2.2 TÉCNICA DE CÁLCULO DO ÂNGULO DE CURVATURA

A partir desta seção, até o final deste capítulo, será apresentado o modelo elabo-

rado por (FJELDBO; KLIORE; ESHLEMAN, 1971), no qual supõe-se uma atmosfera em

que o índice de refração aumenta com a altitude. Esta suposição não está de acordo com

o comportamento do índice de refração na atmosfera da Terra, na qual o índice de refração

decresce com a altura (JIN; JIN; LIU, 2019), mas permite entender o mecanismo de cálculo

do ângulo de curvatura “α” e do índice de refração “µ”.

Durante as medições das ocultações, a refração nesta atmosfera perturba a frequên-

cia e a amplitude de um sinal que se propaga através dela. Estas perturbações podem ser

descritas a partir do ângulo de refração α, e do parâmetro de impacto (a). Para fins de sim-

plificação, o planeta pode ser considerado uma esfera perfeita. Neste caso, o parâmetro

de impacto é definido como a distância a partir do centro centro de massa do planeta até

a assíntota do percurso do raio (FJELDBO; KLIORE; ESHLEMAN, 1971).

Assumindo que a distribuição da refratividade nesta atmosfera apresenta simetria

esférica, a atmosfera é dividida em k camadas de espessura constante, portanto a função

α(a) consiste de k pontos, que podem ser determinados a partir de dados de amplitude ou

Doppler (FJELDBO; KLIORE; ESHLEMAN, 1971). A Figura 2.2 é um esboço do percurso

de um raio que está sendo refratado nesta atmosfera, e cujas as assintotas, de entrada

e saída, tem a mesma distância a, que refere-se a menor distância ao centro do planeta.

Considerando uma camadam, para realizar os cálculos, este raio tangencia o centro dessa

camada, e esta situação é análoga para outros percursos de raio nas demais camadas.

O raio da camada, referenciado por r0...k, é a distância a partir do centro da esfera

até o limite superior da camada. O índice de refração é indicado por µ0...k, logo rm e µm
referem-se ao raio e ao índice de refração da camada m, respectivamente. Pela figura 2.2,

rOm, a distância da origem do sistema de coordenadas, até o ponto de maior aproximação

no percurso do raio, ou a distância entre a tangente do raio na m-ésima camada ao centro

da esfera, também referenciado por raio tangente, (rt), pode ser relacionado por rm e rm+1,

rOm = rt =
1

2
· (rm + rm+1) . (2.2)

O rastreamento do percurso do raio, é a técnica aqui empregada para calcular o

perfil do índice de refração. Para tanto, é necessário determinar o ângulo de incidência
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Figura 2.2 – Refração no percurso do raio: Neste esboço o índice de refração aumenta com
a altura, as retas tracejadas representam as assíntotas, e o círculo tracejado a primeira
camada após a atmosfera.
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Fonte: Adaptado de (FJELDBO; KLIORE; ESHLEMAN, 1971)
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im,n e o ângulo de refração jm,n em cada fronteira entre camadas. O ângulo βm,n é o

complemento de jm,n em relação à im,n. O primeiro subscrito, (m), refere-se a camada na

qual o raio passa tangente ao centro e o segundo subscrito, (1...n), ao número da fronteira.

Empregando a lei dos senos e a lei de Snell na fronteira entre as camadas zero e um,

e assumindo µ0 = 1 na camada zero (vácuo), define-se as seguintes equações para o

m-ésimo raio:

am = r1 · sen im,1, (2.3)

sen im,1 = µ1 · sen jm,1, (2.4)

αm,1 =
1

2
· αm + im,1 − jm,1, (2.5)

αm,1 =
1

2
· αm − βm,1. (2.6)

Onde am é o parâmetro de impacto, ou raio assintótico para o m-ésimo percurso de raio,

αm,1 é o ângulo cujo o m-ésimo raio deve ser curvado, a partir da primeira camada para

que passe pelo ponto de tangência na m-ésima camada, definido na Figura 2.3, e αm é o

ângulo total da curvatura produzido pela atmosfera ao longo da parte do percurso do raio

que passa pela atmosfera, e dado por:

αm = αm,1 + αm,2 + ...+ αm,n−1 + αm,n. (2.7)

Generalizando as Equações (2.3)-(2.5) para a n-ésima fronteira, se tem:

rn−1 · sen jm,n−1 = rn · sen im,n, (2.8)

µn−1 · sen im,n = µn · sen jm,n, (2.9)

αm,n = αm,n−1 + im,n − jm,n. (2.10)
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Para n = m, o ângulo αm,n é zero e as Equações do raio assumem a forma:

rm−1 · sen jm,m−1 = rm · sen im,m, (2.11)

µm−1 · sen im,m = µm · sen jm,m, (2.12)

0 = αm,m−1 + im,m − jm,m, (2.13)

rOm = rm · sen jm,m. (2.14)

Numa atmosfera com perfil do índice de refração conhecido, as equações acima po-

dem ser usadas para rastrear um raio desde a primeira fronteira até o ponto de tangência,

isto é até o ponto em que a trajetória do raio tangencia o centro da camada m. O mesmo

procedimento é adotado quando se considera um outro percurso de raio atravessando

outra parte da atmosfera (FJELDBO; KLIORE; ESHLEMAN, 1971).

2.2.1 Determinação de µ e r para cada camada

A seguir, será descrito como α(a) e as equações do raio podem ser usadas para

determinar µ e r para cada camada. Para os percursos de raios que passam acima da

atmosfera, camada zero na Figura 2.2, o ângulo de curvatura é zero e a distância do centro

da esfera até o percurso do raio é igual ao parâmetro de impacto. Para esta camada pode-

se, portanto, definir

r0 =
1

2
· (a0 + a−1) , (2.15)

onde a0 e a−1 denotam os parâmetros de impacto para as dois raios que passam imedia-

tamente acima da primeira camada atmosférica.

Empregando a Equação 2.2, pode-se agora determinar o raio da primeira camada

como segue:

rO0 =
1

2
· (r0 + r1) = a0 (2.16)

r1 = 2 · a0 − r0. (2.17)

Considera-se que o percurso do raio tangencia o centro da primeira camada,m = 1,

que µ0 continua com seu valor unitário e ainda que α1,0 é igual à α1/2. Aplicando esses
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valores nas Equações 2.11 à 2.13 resulta em,

sen i1,1 =
r0 · sen j1,0

r1
, (2.18)

µ1 = µ0 ·
sen i1,1
sen j1,1

, (2.19)

j1,1 =
α1

2
+ i1,1, (2.20)

portanto,

µ1 =
r0 · sen j1,0

r1 · sen
(α1

2
+ i1,1

) . (2.21)

Assumindo m = 1, a Equação 2.3 resulta em

a1 = r1 · sen i1,1, (2.22)

e aplicando a função inversa obtém-se

i1,1 = arcsen

(
a1
r1

)
. (2.23)

Substituindo Equação 2.23 em 2.21,

µ1 =
r0 · sen j1,0

r1 · sen
[
α1

2
+ arcsen

(
a1
r1

)] . (2.24)

E relacionando a Equação 2.11, ou a Equação 2.18, com 2.22 chega-se à,

a1 = r1 · sen i1,1 = r0 · sen j1,0. (2.25)

Por fim, o índice de refração para a primeira camada é definido como

µ1 =
a1

r1 · sen ·
[
α1

2
+ arcsen

(
a1
r1

)] . (2.26)

A menor distância do centro de massa ao percurso da frente de onda que tangencia

o centro da primeira camada, isto é rO1, é dado pela equação 2.14. Esse resultado é

aplicado à Equação 2.2, assumindo m = 1, para se obter o raio da segunda camada,

r2. Os demais raios são computados a partir do mesmo procedimento. Observa-se, por

exemplo, que o raio rm e o índice de refração µm da m-ésima camada são determinados a
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partir do m− 1 raio da camada e do m-ésimo raio, respectivamente.

As expressões gerais têm a seguinte forma:

rm = 2 · rOm−1 − rm−1, (2.27)

µm = µm−1 ·
rm−1 · sen jm,m−1

rm · sen
[
αm,m−1 + arcsen

(
rm−1
rm
· sin jm,m−1

)] . (2.28)

Para fins de generalização, o método de inversão de rastreamento de raios pode

incluir casos em que o índice de refração dentro de cada camada varia tanto na direção

vertical quanto na horizontal. No entanto, quando apenas uma única ocultação é obser-

vada, é necessário especificar as alterações horizontais antes que os dados possam ser

utilizados para determinar o perfil do índice de refração vertical.(FJELDBO; KLIORE; ESH-

LEMAN, 1971).

2.3 RELAÇÃO DO ÂNGULO DE CURVATURA COM O ÍNDICE DE REFRAÇÃO

O propósito da seção atual é descrever a transformada integral que relaciona o

ângulo de curvatura, ou refração, (α(a)) com o índice de refração, (µ(r0)). O resultado

desta formulação é um caso especial do problema matemático que foi resolvido por Abel

em 1826 (FJELDBO; KLIORE; ESHLEMAN, 1971).

A partir da substituição da Equação 2.4 em 2.3, tem-se

am = µ1 · r1 · sen jm,1. (2.29)

Assumindo n = 2 na Equação 2.8, pode-se escrever 2.29 em função de µ1, r2 e im,2 da

seguinte forma:

am = µ1 · r2 · sen im,2. (2.30)

Em função da simetria adotada, pode-se generalizar a Equação 2.30 para a n-ésima ca-

mada como

am = µn−1 · rn · sen im,n. (2.31)

Ao tornar o número de camadas infinitamente grande, reduzindo a espessura, pode-

se aplicar esta fórmula a uma atmosfera onde µ é uma função contínua de r, e neste caso

tem

a = µ · r · sen i, (2.32)
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onde os subscritos foram omitidos. Esta Equação é conhecida como Regra de Bourguer

(BORN et al., 1999). A figura 2.3 mostra o ângulo de incidência i, no ponto de maior

aproximação da frente de onda ao centro, onde

a = µ (rt) · rt. (2.33)

Na figura 2.3, o ângulo de incidência i pode ser relacionado às coordenadas polares

do percurso do raio(r, ϕ) por

tg i = r · dϕ
dr
. (2.34)

O método para chegar a essa relação está descrito no apêndice A.

Figura 2.3 – Geometria do percurso do raio

O
rt

ϕ

r

tangente

i

αm,n

·

Fonte: Adaptado de (FJELDBO; KLIORE; ESHLEMAN, 1971).

A soma dos três ângulos ϕ, i, e α definidos na figura 2.3 é igual a π/2. Os diferen-

ciais destes três ângulos são, portanto, relacionados por

dα = −di− dϕ. (2.35)

Uma expressão para di pode ser obtida aplicando a função inversa na Equação 2.32

i = arcsen

(
a

µ · r

)
, (2.36)
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e diferenciando com relação a r da seguinte forma:

di

dr
=

1√
1−

(
a

µ · r

)2
· d
dr

(
a

µ · r

)
(2.37)

di

dr
=

µ · r√
(µ · r)2 − a2

− a ·

µ+ r · dµ
dr

(µ · r)2

 (2.38)

di =

−a ·
(
µ+ r · dµ

dr

)
µ · r

√
(µ · r)2 − a2

· dr. (2.39)

Combinando as Equações 2.34 com 2.32 e eliminando i,

dϕ

dr
=

1

r
· sen(i)
cos i

(2.40)

dϕ

dr
=

1

r
·
sen

[
arcsen

(
a

µ · r

)]
cos

[
arcsen

(
a

µ · r

)] (2.41)

dϕ =
a · dr

r ·
√

(µ · r)2 − a2
(2.42)

As Equações 2.35, 2.39 e 2.42 permitem relacionar dα/dr e r:

dα = −di− dϕ (2.43)

dα =

a ·
(
µ+

dµ

dr
· r
)
· dr

µ · r
√
(µ · r)2 − a2

− a · dr
r
√
(µ · r)2 − a2

(2.44)

dα =
a√

(µ · r)2 − a2
· dµ
dr
· dr
µ
. (2.45)

A integração de dα ao longo de todo o percurso do raio produz a curvatura total do feixe,

α = α(a) = 2 · a ·
∫ r=∞

r=r0

dµ

µ · dr
· dr√

(µ · r)2 − a2
(2.46)
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2.3.1 Obtenção do Perfil do Índice de Refração

O emprego de técnicas matemáticas na Equação 2.46 possibilita invertê-la para

encontrar o perfil do índice de refração em função do ângulo de curvatura. Primeiro faz-

se uma substituição de variável, trocando-se o produto µ · r por x e substituindo-o na

integração

α(a) = 2 · a ·
∫ x=∞

x=a

dµ

µdx
· 1√

x2 − a2
dx. (2.47)

Em seguida, por a1 denota-se o parâmetro de impacto, ou raio assintótico, para um per-

curso de raio cujo a distância do ponto de aproximação mais perto do planeta é rO1. Agora

multiplica-se ambos os lados da Equação 2.47 por
1√

a2 − a21
e integra-se em relação a a

de a1 até o∞. Essa manipulação produz∫ a=∞

a=a1

α(a)√
a2 − a21

da =

∫ a=∞

a=a1

2 · a√
a2 − a21

·
[∫ x=∞

x=a

1

µ
· dµ
dx
· 1√

x2 − a2
dx

]
da (2.48)

=

∫ x=∞

x=a1

1

µ
· dµ
dx
·

[∫ a=x

a=a1

2 · a · da√
a2 − a21 ·

√
x2 − a2

]
dx (2.49)

=

∫ x=∞

x=a1

1

µ
· dµ
dx
· 2 ·

[
arcsen

√
a2 − a21
x2 − a21

]a=x
a=a1

dx (2.50)

= π ·
∫ x=∞

x=µ(r01)r01

1

µ
· dµ
dx

dx (2.51)

= −π · lnµ (r01) . (2.52)

O termo à esquerda da igualdade pode ser integrado por partes. Esta operação produz a

seguinte fórmula:

µ (r01) = exp

 1
π
·
∫ α=0

α=α(a1)

ln

a(α)
a1

+

√(
a(α)

a1

)2

− 1

 · dα
 (2.53)

A Equação 2.53 pode ser usada para calcular o índice de refração da atmosfera a uma

distância rO1 do centro da esfera. Aqui rO1 é dado por

rO1 =
a1

µ (rO1)
. (2.54)

Devido à refração na ionosfera, o integrando da Equação 2.53 é uma função de

valores múltiplos de α. Portanto, para facilitar a visualização da relação com o parâmetro
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de impacto (a), reorganiza-se a Equação 2.53 como segue

µ (r01) = exp

 1
π
·
∫ a=∞

a=a1

ln

 a

a1
+

√(
a

a1

)2

− 1

 · dα
da
· da

 . (2.55)

O próximo capítulo apresentará um método de integração numérica para obtenção

do perfil de refração a partir da Equação 2.54.



3 IMPLEMENTAÇÃO DA TRANSFORMADA DE ABEL

Nesse capítulo, antes de discutir o processo de implementação da transformada de

Abel para a inversão dos perfis de interesse, discute-se o que esperar do comportamento

do índice de refração (µ) na atmosfera terrestre, analisando como as propriedades atmos-

féricas influenciam µ. Na atmosfera neutra, isto é, em até aproximadamente 60 km, µ está

muito próximo da unidade, de tal forma que é conveniente expressá-lo em termos de outra

grandeza: o índice refratividade N , este pode ser definido pelas contribuições de quatro

componentes principais: os componentes secos na atmosfera neutra, vapor de água, elé-

trons livres na ionosfera, e partículas de água. Esta nova relação é utilizada para estudar

a variação do parâmetro de impacto (a) com diferentes raios tangentes (rt), em condições

diversas.

3.1 VARIAÇÃO DO PARÂMETRO DE IMPACTO E ÍNDICE DE REFRATIVIDADE

O índice de refração µ é definido como a razão entre a velocidade de propagação

da luz no vácuo (c) e velocidade v da luz em um meio material, expresso por

µ =
c

v
. (3.1)

Na atmosfera terrestre esta razão é muito próximo da unidade, na ordem de 1,0003. De-

vido a isso expressa-se o índice de refração em função de outro parâmetro, chamado de

refratividade (JIN; JIN; LIU, 2019), que é definido como:

N = (µ− 1) · 106. (3.2)

Para fins de derivação das propriedades atmosféricas dos perfis recuperados, é ne-

cessário saber como esses diferentes fatores influenciam µ (KURSINSKY, 1997). A refrati-

vidade para frequências típicas de enlaces GNSS contém contribuições de quatro compo-

nentes principais, que são elas, em ordem de importância: a atmosfera neutra(seca), vapor

d’água, elétrons livres na ionosfera e partículas (principalmente água líquida), e pode ser

expressa em primeira ordem como função da temperatura atmosférica absoluta (T ), em

graus Kelvin, da pressão do ar seco (ou pressão atmosférica) (P ) e da pressão parcial do

vapor d’água (PW ), em milibares (mb), da densidade de elétron (ne), em elétrons por metro

cúbico (el/m3), da frequência (f ) do transmissor, em Hertz (Hz), e da água liquida (W ),

em gramas por metro cúbico(g/m3) (KURSINSKY, 1997), da seguinte forma:

N = 77, 6 · P
T

+ 3, 73 · 105 · PW
T 2
− 4.03 · 107ne

f 2
+ 1.4W. (3.3)

Os termos da Equação 3.3 são usualmente referidos como: termo seco, termo úmido,
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termo ionosférico e termo de dispersão, respectivamente.

A refratividade seca é proporcional à densidade molecular e é dominante abaixo de

60− 90 km. Esse termo é devido a capacidade de um campo elétrico incidente induzir um

dipolo nas moléculas (JIN; CARDELLACH; XIE, 2014). O termo úmido é devido principal-

mente ao momento de dipolo do vapor de água e torna-se significativo na parte inferior

da troposfera, especialmente nos trópicos (KURSINSKI et al., 2001). O termo ionosfé-

rico da equação 3.3 inclui uma aproximação de primeira ordem (1/f 2) para a Equação de

Appleton-Hartree (JIN; CARDELLACH; XIE, 2014 apud PAPAS, 1965), que se deve princi-

palmente aos elétrons livres na ionosfera e se torna importante acima de 60 − 90 km. O

termo de dispersão dado na Equação 3.3 é devido a gotículas de água líquida suspensa

na atmosfera, o termo de dispersão é pequeno em comparação com os outros termos e,

portanto, é negligenciado na maioria das aplicações de RO (JIN; JIN; LIU, 2019).

Em geral a pressão e a umidade decrescem exponencialmente com a altitude, por-

tanto em condições “normais" da atmosfera, N decai com a altitude seguindo aproximada-

mente uma lei exponencial dada pela equação 3.4 (POEYS, 2004) do seguindo modo:

N(h) = NE · exp
(
− h
H

)
, (3.4)

em que h é altura a partir da superfície da Terra, ou altitude,NE a refratividade na superfície

da Terra eH é a altura de escala, ou distância vertical sobre a qual a densidade e a pressão

caem por um fator de 1/e (Astronomy Education at the University of Nebraska-Lincoln,

2020). Desta forma, isolando µ na equação 3.2 chega-se a Equação 3.5 que relaciona o

índice de refração em “r” por uma função exponencial da refratividade a qual esperaria-se

para uma atmosfera “ideal” (RASCH, 2014). Portanto tem-se

µ(r) = 1 + 10−6 ·NE · exp
(
−r −RE

H

)
, (3.5)

onde RE é o raio da Terra (em geral 6371 km), H é normalmente em torno de 6 a 8 km

(KURSINSKI et al., 2001). Substituindo 3.5 em 2.33 tem-se:

rt ·
(
1 + 10−6 ·NE · exp

(
−rt −RE

H

))
= a. (3.6)

O gráfico da solução para esta Equação é mostrado na figura 3.1 para algumas

atmosferas diferentes. Há três informações interessantes a notar. Primeiro, para cada

valor de a há um valor correspondente para rt. Segundo, quanto mais baixo o valor de a,

maior será a penetração do raio na atmosfera. Terceiro, o parâmetro de impacto mais baixo

é cerca de 2 km (correspondente a uma altura tangente igual ao raio da Terra) (RASCH,

2014).
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Figura 3.1 – Solução da Eq. 3.6 para uma atmosfera com H = 8 km, NE = 300 (linha
vermelha), uma atmosfera com H = 6 km, NE = 400 (linha azul), e uma com µ = 1 (linha
tracejada).

Fonte: (RASCH, 2014), p. 104.

3.2 ÂNGULO DA CURVATURA DO PERCURSO A PARTIR DE UM SISTEMA DE CO-

ORDENADAS POLARES

O ângulo de curvatura do percurso é obtido a partir da transformada de Abel. Em

uma atmosfera caracterizada por camadas esféricas, o índice de refração é função apenas

da distância a partir do centro da Terra e, sob condições que possibilita a aplicação da

Optica Geométrica GO (Geometric Optics, GO), pode-se aplicar a Regra de Bouguer para

descrever o percurso da frente de onda (BORN et al., 1999). Assim, tem-se

µ (r) · r · sen i = constante, (3.7)

onde µ é o índice de refração definido na seção anterior, r é a distância a partir do centro

da Terra e i é o ângulo entre a tangente do percurso da frente de onda e um vetor projetado

do centro da Terra para o caminho das frentes de onda, de acordo com a Figura 3.2.

Para o percurso de uma frente de onda lançada do espaço em direção a superfície

da Terra, têm-se na camada zero, r = r0, e i = im0, e ainda para tal camada µ ≈ 1,

portanto

constante = r0 · sen im0 ≡ a. (3.8)
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Figura 3.2 – Percurso do raio

~sϕ

~r

i

tangente

Fonte: Adaptado de (RASCH, 2014)

Onde a é o parâmetro de impacto (KURSINSKY, 1997), ou raio assintótico miss-distance

(FJELDBO; KLIORE; ESHLEMAN, 1971).

O percurso do sinal é determinado pelas condições de lançamento da frente de

onda a partir do GNSS, isto é, a frente de onda entra na atmosfera com um ângulo i tal

que

µ (r) · r · sen i = a. (3.9)

Se o percurso da frente de onda entrar na atmosfera com um ângulo que não conduza a

impacto com a superfície da Terra, a trajetória da frente de onda será ligeiramente curvada,

e no ponto de maior aproximação, daqui em diante referido como a altura tangente, ou raio

tangente, à Terra, onde r = rt , e i = π/2, se tem:

µ (rt) · rt = a. (3.10)

Desta forma, frentes de ondas lançadas com diferentes parâmetros de impacto,

a, terão alturas tangentes diferentes. Isto nos permite analisar a estrutura da atmosfera,

observando a curvatura das diferentes frentes de onda.

A curvatura, k, do percurso s é dada por

k =

∣∣∣∣dŝds
∣∣∣∣ , (3.11)

onde ŝ é um vetor unitário tangente ao percurso da frente de onda, e ds um seg-

mento de comprimento ao longo do percurso dessa frente de onda.

Da óptica geométrica Born et al. (1999), sabe-se que a equação diferencial que
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descreve os percursos das frentes de onda é

d

ds
(µ · ŝ) = ∇µ. (3.12)

O que significa que
dŝ

ds
=

1

µ
·
[
∇µ− dµ

ds
· ŝ
]
. (3.13)

Agora, observando o percurso s e a geometria da figura 3.2, tem-se

ŝ = − cos i · r̂ − sin i · ϕ̂ (3.14)

E no caso em que µ é apenas uma função do raio, tem-se

dµ

ds
=
dµ

dr
· ∂r
∂s

= − cos i · dµ
dr

(3.15)

Usando ∇µ = r̂ · dµ/dr têm-se:

dŝ

ds
=

1

µ
·
[
r̂ · dµ

dr
+ cos i · dµ

dr
· (−r̂ · cos i− ϕ̂ sen i)

]
, (3.16)

e usando a identidade trigonométrica cos2 i+ sen2 i = 1, chega-se a Eq. 3.17

dŝ

ds
=

1

µ
· dµ
dr
·
[
r̂ · sen2 i− ϕ̂ · cos i · sen i

]
. (3.17)

Como r̂ · sen i− ϕ̂ · cos i = 1, consequentemente

κ =

∣∣∣∣dŝds
∣∣∣∣ = 1

µ
· dµ
dr
· sin i (3.18)

Retornando a Equação 3.17 vê-se que a variação incremental na direção do per-

curso do raio após um passo incremental é:

|dŝ| = ds · 1
µ
· dµ
dr
· sen i. (3.19)

Isolando ds na Equação 3.15 obtém a seguinte expressão: ds = −dr/ cos i. Logo

|dŝ| = − 1

µ
· dµ
dr
· sen i
cos i

· dr. (3.20)

Agora usando a Equação 3.9 e, retomando que da geometria do problema µ(r) · r · cos i =√
µ2 · r2 − a2, finalmente pode-se chegar a uma expressão para a mudança de ângulo do
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vetor unitário na direção do raio, isto é dα ≡ |dŝ|/|ŝ| (RASCH, 2014). Portanto

dα = − 1

µ
· dµ
dr
· a√

r2 · µ2 − a2
· dr. (3.21)

Integrando dα entre 0 e αt, encontra-se a mudança angular do raio quando este

atinge o ponto tangente∫ αt

0

dα = αt = −
∫ rt

r0

1

µ
· dµ
dr
· a√

r2 · µ2 − a2
· dr (3.22)

A mudança angular na saída da atmosfera é novamente αt , assim −2 · αt = α, logo

α = −2 · a ·
∫ r0

rt

1

µ
· dµ
dr
· 1√

r2 · µ2 − a2
· dr. (3.23)

Desde µ = 1, e dµ/dr = 0 quando r = r0 →∞ pode-se usar

α = −2 · a ·
∫ ∞
rt

1

µ
· dµ
dr
· 1√

r2 · µ2 − a2
· dr (3.24)

No cálculo da integral acima haverá alguns problemas numéricos, e a integração

próxima à singularidade rt · µ(rt) = a terá de ser realizada com algum cuidado. Um

método para fazer isto é descrito na próxima seção.

3.3 INTEGRAÇÃO NUMÉRICA

A presença de singularidades na Equação 3.24 torna a integração numérica pro-

blemática, especialmente no termo do integrando que contém a raiz quadrada. Ocorre

que, de acordo com a Equação 3.10, na altura tangente µ(rt) · rt = a, a raiz quadrada

assume o valor zero, o que leva a uma indefinição matemática. No entanto com algumas

aproximações, pode-se obter bons resultados.

3.3.1 Integração Direta

Em razão das singularidades faz-se uma mudança na variável de integração para

x = r · µ(r) na Equação 3.24, obtendo-se

α = −2 · a ·
∫ ∞
x=a

d lnµ

dx
· 1√

x2 − a2
· dx. (3.25)

Agora, próximo à singularidade, durante um pequeno intervalo em x, a fração no integrando

crescerá muito rapidamente, devido principalmente a mudança em x. Pode-se aproximar

os termos como constantes (RASCH, 2014) em que [i] indica a i-ésima posição num vetor
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que representa dados reais discretos. Dessa forma obtém-se, para cada parâmetro de

impacto a:

Ii =
lnµ[i+ 1]− lnµ[i]

x[i+ 1]− x[i]
·
[
arccosh

(
x[i+ 1]

a

)
− arccosh

(
x[i]

a

)]
. (3.26)

Com o ângulo de curvatura dado por:

α(a) ≈ −2 · a ·

[
M∑
i=j

Ii + A

]
, (3.27)

onde

A =
lnµ[j]− lnµ[j − 1]

x[j]− x[j − 1]
·
[
arccosh

(
x[j]

a

)
− arccosh

(
x[j − 1]

a

)]
, (3.28)

e i = j é o ponto no vetor µ[j]·r[j] que está mais próximo acima de a eM é o comprimento

do vetor x.

3.3.2 Integração Inversa

A partir de equação 2.52 obtêm-se

µ (a1) = exp

(
1

π
·
∫ ∞
a1

α(a)√
a2 − a21

· da

)
. (3.29)

A Equação acima tem os mesmos problemas associados com a singularidade da Equação

3.24. Uma maneira de contornar esse problema é usar uma interpolação linear para α, e

integrar a função de acordo com esta interpolação (RASCH, 2014).

A integral com singularidade é:

I =

∫ ∞
a1

α(a)√
a2 − a21

· da, (3.30)

e utilizando a interpolação linear em α, obtêm-se

α (ai ≤ a ≤ ai+1) ≈ α (ai) + (a− ai) ·
α (ai+1)− α (ai)

ai+1 − ai
= Ai + a ·Bi, (3.31)

onde,

Ai =
α (ai) · ai+1 − ai · α (ai+1)

ai+1 − ai
, (3.32)

Bi =
α (ai+1)− α (ai)

ai+1 − ai
. (3.33)
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Dessa forma

Ii =

∫ ai+1

ai

Ai + a ·Bi√
a2 − a21

· da, (3.34)

cujo o processo de integração resulta em:

Ii = Ai ·
[
arccosh

(
ai+1

a1

)
− arccosh

(
ai
a1

)]
+Bi ·

[√
a2i+1 − a21 −

√
a2i − a21

]
. (3.35)

Portanto pode-se obter numericamente

I =
M−1∑

j=i+1=2

Ii + C (3.36)

com

C = A1 · arccosh
(
a2
a1

)
+B1 ·

√
a22 − a21 (3.37)

onde i = j é o próximo ponto no vetor a[i] acima de a1, ou seja, j = 2.

Ao realizar o procedimento descrito acima para cada parâmetro de impacto, percor-

rendo o vetor α, pode-se obter, consequentemente, o perfil de refratividade da atmosfera.



4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Os resultados serão apresentados da seguinte forma: primeiramente apresenta-se

a solução para o caso de uma atmosfera ideal, cujo o índice de refração segue um compor-

tamento exponencial, e na segunda parte do capítulo compara-se os perfis obtidos através

da implementação desenvolvida neste trabalho, utilizando a linguagem Python, com os

perfis presentes no arquivo atmPRF (atmospheric profiles) os quais são derivados das

medições dos satélites MetOp-A/B disponibilizados pelo CDAAC (COSMIC Data Analysis

and Archive Center ), centro de processamento e análise de diferentes constelações de

RO responsável pela distribuição dos produtos atmosféricos para pesquisadores e cen-

tros operacionais em todo o mundo. A constelação Meteorológicos Operacionais (MetOp)

é satélites LEO em órbita polar à 817 km de altura. Pertencem ao projeto EUMETSAT

Polar System, (EPS), constituída pelos satélites MetOp-A, lançado em outubro de 2006,

o primeiro satélite de órbita polar da Europa dedicado à meteorologia operacional, pelo

MetOp-B, segundo satélite da série, lançado em 17 de setembro de 2012, o qual opera

em conjunto com o MetOp-A para aumentar ainda mais a confiabilidade dos dados, e o

terceiro e último satélite, o MetOp-C, foi lançado em 2018 do centro espacial de Kourou

na Guiana Francesa. O Programa MetOp é um empreendimento europeu cujo o objetivo é

fornecer de dados meteorológicos para monitoramento de mudanças climáticas e redução

de erros em previsões meteorológicas.

4.1 PERFIL EXPONENCIAL

A integração numérica descrita nas seções 3.3.1, e 3.3.2 foi desenvolvida na lingua-

gem Python. Um diagrama de blocos desta implementação aplicado a uma atmosfera na

qual o perfil de refração segue a lei exponencial dada pela equação 3.5, está apresentado

nas Figuras 4.1, a qual descreve a solução da integral direta para obtenção do ângulo de

curvatura, e 4.2, referente à integral inversa para obtenção do perfil de refração.

Para a obtenção do ângulo de curvatura, previamente define-se NE = 350 e H = 8

km, em função de um vetor, ou lista em Python, de raios tangentes (rt), também referido

como altura (h), a partir de 0 até 1000 km com passo de 30 metros. Seguindo o desen-

volvimento do algorítimo, calcula-se a refratividade e o índice de refração utilizando as

Equações 3.4 e 3.5, respectivamente. O pŕóximo passo é troca de variável x = r · µ(r) e a

definição de um vetor referente ao parâmetro de impacto iniciando em x[0] até 80 km. Fi-

nalmente usando a Equação 3.27 o bloco principal do algoritmo é executado para realizar

o cálculo do ângulo de curvatura.

O algorítimo para obtenção do perfil do índice de refração (integração inversa) utiliza

como entrada de dados o parâmetro de impacto definido anteriormente, e o ângulo de

curvatura resultante da transformada direta. Esses dados são manipulados por meio da
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equação 3.36. O resultado corresponde a solução da Equação 3.29, a qual é relacionada

com rt pela Equação 3.10. Os gráficos que apresentam os perfis de ângulo de curvatura

da atmosfera terrestre, considerando uma lei exponencial dada pela equação 3.5, são

apresentados na figura 4.3.

Figura 4.1 – Fluxograma do algoritmo para obter do ângulo de curvatura para um perfil
exponencial.

Fonte: Autor

Figura 4.2 – Fluxograma do algoritmo para obter o perfil de refração.

Fonte: Autor
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Figura 4.3 – Ângulo de curvatura e perfil de refração: NE = 350, HE = 8 km.

Fonte: Autor

4.2 COMPARAÇÃO COM DADOS ATMPRF

O resultado da implementação foi comparado com dados do satélite Metop-B, os

quais foram obtidos no site (CDAAC, 2019). Neste site a disponibilização de dados é reali-

zada através de arquivos NetCDF (Network Common Data Form) que é um padrão comu-

nitário para o compartilhamento de dados científicos. Contém perfis de parâmetros físicos

como pressão seca, temperatura seca, refratividade, ângulo de curvatura, parâmetro de

impacto, entre outros, em função da altura geométrica média acima do nível do mar.

Os fluxogramas das figuras 4.4 e 4.6 referem-se ao algoritmo desenvolvido para

comparação da implementação, desenvolvida nesse trabalho, com os dados obtidos a par-

tir das medições do satélite Metob-B. Para o obtenção do ângulo de curvatura, o fluxo se dá

da seguinte forma: faz-se a leitura e ordenação dos dados de refratividade, parâmetro de

impacto, ângulo de curvatura e também da altura dos arquivos NetCDF. O segundo passo

é utilizar interpolação para calcular os valores de NE e H da seguinte forma:

HE =
r(if − 1)− r(if )

lnN(if )

N(if − 1)

, (4.1)

NE = N(if ) · exp
(
r(if )

HE

)
, (4.2)
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Figura 4.4 – Fluxograma do algoritmo para obtenção do ângulo de curvatura

Fonte: Autor

onde if é o ponto de máxima altura disponível nos dados. Em seguida a altura, ou raio,

é extrapolado para além de 60 km, que é ultimo valor de altura para o qual os arquivos

NetCDF possuem informações. Nesta implementação, em razão de limitação de hard-

ware, a altura máxima do perfil de refratividade, usado no cálculo da transformada direta

e inversa, é de 300 km com passo de 20 m. Esses perfis, de refratividade e refração,

portanto, são extrapolado de acordo com as equações 3.4 e 3.5, respectivamente. Então

faz-se a troca de variável e executa o bloco principal do programa para calcular o ângulo de

curvatura. A figura 4.5 exibe o gráfico da solução, desta implementação, e também o perfil

do ângulo de curvatura contido no arquivo atmPrf_MTPB.2015.074.01.00.G12_2016.0120,

adquirido pelo satélite Metop-B do dia 15/03/2015.

O algoritmo da integral inversa segue os mesmos passos descritos acima, exceto

que agora a extrapolação se dá no vetor do parâmetro de impacto e do ângulo de curvatura,

os quais formam o conjunto de dados de entrada para o cálculo do perfil de refração. Após

este cálculo usa-se a equação 2.33 para encontrar raio tangente (rt) em cada ponto. A

figura 4.7 exibe o gráfico da solução, da integral inversa, e também o perfil refratividade do

arquivo atmPrf_MTPB.2015.074.01.00.G12_2016.0120, adquirido pelo satélite Metop-B do

dia 15/03/2015.
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Figura 4.5 – Ângulo de Curvatura para Metop-B Prf_MTPB.2015.074.01.00.G12_2016.0120

Fonte: Autor

Figura 4.6 – Fluxograma do algoritmo para obtenção do Perfil de refração

Fonte: Autor
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Figura 4.7 – Perfil de Refratividade para atmPrf_MTPB.2015.074.01.00.G12_2016.0120

Fonte: Autor



5 CONCLUSÃO E TRABALHOS FUTUROS

Nesse trabalho foi estudada a técnica de radio ocultação como método para obter

os perfis de índice de refração e do ângulo de curvatura para uma frente de onda ao

passar através da atmosfera da terra. Esse perfil é importante pois, através dele, podem

ser obtidas remotamente informações a cerca do estado da atmosfera terrestre do instante

que essas frentes transitam pela atmosfera. A equação 2.46 permite obter o ângulo de

curvatura α a partir do ângulo αi de cada camada i = 0, 1, 2, 3, ... em que é subdividida

a atmosfera terrestre. A partir de α, utilizando a equação 2.55 é possível obter o perfil de

refração da atmosfera.

Os termos da equação 3.3 sendo estes: seco, úmido, ionosférico e de dispersão,

representam as propriedades atmosféricas que alteram o índice de refração. Portanto a

retirada, ou a inserção, de termos altera o modelo da atmosfera tornando o menos ou mais

preciso, respectivamente. Para fins de desenvolvimento da implementação supos-se um

comportamento exponencial para a refratividade na atmosfera terrestre da pela equação

3.4, sob esse comportamento analisou-se a variação do parâmetro de impacto em função

dos raio tangentes, sendo que o menor parâmetro de impacto é entorno de 2 km.

A partir de um sistema de coordenadas polares, empregando a Regra de Bourguer

foi derivadas as relações matemática para a integral de Abel, e posteriormente a implemen-

tação numérica. Dessa forma, portanto, foi possível obter o perfil do ângulo de curvatura

para a atmosfera com perfil de refratividade exponencial, e empregando a transformada

inversa de Abel a recuperação deste perfil. Posteriormente faz-se uma comparação do al-

goritmo desenvolvido com os dados do satélite MetOp, e observou-se que o erro percentual

se acentua acima de ≈40 km.

A implementação da transformada de Abel, direta e inversa, cria a possibilidade

para explorar, por exemplo, o problema de bias ionosférica em medições realizadas por

satélites LEO. Dada a geometria de um evento de ocultação, parte do percurso percor-

rido pelo sinal GNSS é dado na ionosfera. Mais especificamente em dois momentos: na

entrada do sinal na atmosfera até o ponto tangencial; e na saída do sinal, entre o ponto

tangencial e o satélite LEO. A ionosfera possui propriedade dispersiva, sinais em dife-

rentes frequências são sujeitos a diferentes refratividades. Consequentemente, o ângulo

de curvatura acumulado nas medições realizadas nas frequências L1 e L2 são distintos.

Assumindo a aplicação das medições realizadas com rádio ocultação na obtenção de pa-

râmetros meteorológicos da atmosfera neutra, a contribuição da ionosfera precisa ser obri-

gatoriamente mitigada.

Uma correção feita através da combinação linear dos ângulos de curvatura nas

frequências L1 e L2 é procedimento padrão para a correção de grande parte da propaga-

ção ionosférica, correspondendo ao termo de segunda ordem da refratividade ionosférica

(VOROB’EV; KRASIL’NIKOVA, 1994). Esse procedimento é efetivo até 35 km, ponto onde
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a atmosfera neutra se torna significantemente mais densa. Acima de 35 km, a contribui-

ção ionosférica dada pelos termos de terceira e quarta ordem são predominantes (SYN-

DERGAARD, 2000), e a bias ionosférica não é desprezível em aplicações climatológicas

(DANZER; SCHERLLIN-PIRSCHER; FOELSCHE, 2013). Diferentes métodos foram inves-

tigados para a correção dos termos de alta ordem por (HEALY; CULVERWELL, 2015) e

(LIU et al., 2020), ambos empregando, em adição às medições de rádio ocultação, índices

geomagnéticos e de atividade solar para realizar a correção.

Uma abordagem empregando medições em uma terceira frequência, potencial-

mente na banda L5 (WANG et al., 2005), poderia ser inicialmente investigada usando mo-

delos de refratividade, perfis de densidade de elétron e a transformada de Abel. Uma ava-

liação de um conjunto de medições englobando diferentes condições ionosféricas (baixa

e alta atividade solar, tempestades geomagnéticas, etc.) pode validar a contribuição da

adição de uma terceira medição na correção e redução da bias ionosférica.
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APÊNDICE A – OBTENDO A INCLINAÇÃO DA RETA TANGENTE

O objetivo neste apêndice é descrever o método para obter a relação do ângulo

de incidência i, que está relacionado com as coordenadas do percurso dos raios polares

(r, ϕ).

A.1 – CURVAS POLARES E RETAS TANGENTES

Um sistema de coordenadas polares em um plano consiste em um ponto O fixo,

chamado de polo, ou origem, e de um raio que parte do polo, chamado de eixo polar.

Em tal sistema de coordenadas podemos associar a cada ponto P no plano um par de

coordenadas (r, ϕ), onde r é a distância de P até o polo e ϕ é o ângulo entre o eixo polar

e o raio OP.

Figura A.1 – Relação entre coordenadas polares e coordenadas cartesianas.

O
x

y

r

P (x, y);P (r, ϕ)

x = r · cosϕ

y = r · senϕ

ϕ

Fonte: Autor

Sobrepondo um sistema de coordenadas retangulares xy ao sistema de coordena-

das polares, as coordenadas de ambos os sistemas estão relacionadas pelas equações

x = r · cosϕ (A.1)

y = r · senϕ (A.2)

Essas equações permitem encontrar x e y quando forem dados r e θ. No entanto,

para encontrar r e ϕ a partir de x e y , é preferível usar as identidades sen2 ϕ+ cos2 ϕ = 1

e tgϕ = senϕ cosϕ para escrever A.1 e A.2 como

r2 = x2 + y2 (A.3)

tgϕ =
y

x
(A.4)
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Para obter as inclinações das retas tangentes e curvas polares da forma r = f(ϕ),

em que r é uma função diferenciável de ϕ, e conforme mostramos acima, uma curva dessa

forma pode ser expressa parametricamente em termos do parâmetro ϕ substituindo f(ϕ)

no lugar de r nas equações A.1 e A.2. Derivando com relação a ϕ, obtêm-se

dx

dϕ
=
dr

dϕ
· cosϕ− r · senϕ, (A.5)

dy

dϕ
=
dr

dϕ
· senϕ+ r · cosϕ. (A.6)

Assim, se dx/dϕ e dy/dϕ forem contínuas e se dx/dϕ 6= 0, então y é diferenciável

como função de x, logo:

dy

dx
=
dy/dϕ

dx/dϕ
=

r · cosϕ+ senϕ · dr
dϕ

−r · senϕ+ cosϕ · dr
dϕ

(A.7)

Seja P (r, ϕ) um ponto na curva polar r = f(ϕ), seja i o menor ângulo no sentido

anti-horário que parte do raio estendido OP até a reta tangente.

Figura A.2 – Inclinação da reta tangente.

O

r

ϕ

Reta tangente

P (r, ϕ)

θ

i
r = f(ϕ)

Fonte: Autor

Substituindo dy/dx por tgϕ na equação A.7 e aplicando a identidade trigonométrica

tg(θ − ϕ) = tg θ − tgϕ

1 + tg θ · tgϕ
, (A.8)
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têm que

tg(i) = tg(θ − ϕ) = tgθ − tgϕ
1 + tgθ · tgϕ

=

dy

dx
− y

x

1 +
y

x
· dy
dx

=

=

r · cosϕ+ (dr/dϕ) · senϕ
−r · senϕ+ (dr/dϕ) · cosϕ

− senϕ

cosϕ

1 +

(
r · cosϕ+ (dr/dϕ) · senϕ
−r · senϕ+ (dr/dϕ) · cosϕ

)
·
(
senϕ

cosϕ

) =
r · dϕ
dr

(A.9)

1

1As definições contidas neste apêndice foram retiradas do livro Cálculo volume II de (ANTON; BIVENS;
DAVIS, 2014), capítulo 10.



APÊNDICE B – REGRA DE BOUGUER

Na aproximação pela óptica geométrica (GO) para a propagação da radiação eletro-

magnética, o percurso de um raio que passa através de uma região de índice de refração

variável é determinado globalmente pelo princípio de Fermat de menor tempo e localmente

pela lei de Snell. Portanto, a equação diferencial do caminho dos raios pode ser descrita

pela equação de Eikonal (BORN et al., 1999) como

d

ds

(
µ · d~r

ds

)
= ~∇µ, (B.1)

onde ~r é o vetor posição de um ponto, ~∇µ é o gradiente do índice de refração µ e ds é o

comprimento incremental ao longo do percurso do raio, assim dizendo

d~r = ~s · ds. (B.2)

Considerando a variação do vetor ~r × (µ · ~s) ao longo do percurso do raio, têm

d

ds
(~r × (µ · ~s)) =

d~r

ds
× µ · ~s+ ~r × d

ds
(µ · ~s), (B.3)

d

ds
(~r × (µ · ~s)) = ~s · ds

ds
× µ · ~s+ ~r × d

ds
(µ · ~s), (B.4)

= ~s× µ · ~s+ ~r × d

ds
(µ · ~s), (B.5)

= µ · (~s× ~s) + ~r × d

ds
(µ · ~s), (B.6)

= µ · 0 + ~r × d

ds
(µ · ~s). (B.7)

Como

d~r = ~s · ds⇒ ~s =
d~r

ds
, (B.8)

d

ds
(~r × (µ · ~s)) = ~r × d

ds

(
µ · d~r

ds

)
, (B.9)

e da equação B.1

d

ds
(~r × (µ · ~s)) = ~r × ~∇µ. (B.10)

A equação B.10 mostra que apenas a parte não radial do gradiente do índice de
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refração contribui para mudanças em ~r×(µ · ~s). Considerando um raio médio com simetria

esférica, isto é, onde o índice de refração varia na direção radial. Esta é uma aproximação

simples para a atmosfera da Terra quando a curvatura é levada em consideração,

µ = µ(~r). (B.11)

Portanto, têm-se

~r × µ(~r) · ~s (B.12)

d

ds
(~r × µ(~r) · ~s) =

d~r

ds
× µ(~r) · ~s+ ~r × d

ds
(µ(~r)) · ~s, (B.13)

= ~s× µ(~r) · ~s+ ~r × ~∇µ, (B.14)

= ~r × ~∇µ, (B.15)

= ~r × ~r ·
(
1

r
· dr
dr

)
, (B.16)

d

ds
(~r × µ(~r) · ~s) = 0. (B.17)

Então, ~r×µ ·~s é uma constante. Esta relação implica que todos os raios são curvas

planas e ao longo de cada raio,

a = µ · r · sen i (B.18)

Figura B.1 – Ilustração da Regra de Bouguer

O

~r

θ

ia

·

~s

Fonte: Adaptado de (JIN; CARDELLACH; XIE, 2014)



APÊNDICE C – CÁLCULO DIFERENCIAL DO ÂNGULO DE INCIDÊNCIA I

di

dr
=

1√
1−

(
a

µ · r

)2
· d
dr

(
a

µ · r

)
(C.1)

di

dr
=

1√
(µ · r)2 − a2

(µ · r)2

·

 dadr · µ · r − a · dµdr · r
(µ · r)2

 (C.2)

di

dr
=

1
1

µ · r
·
√
(µ · r)2 − a2

·

 dadr · µ · r − a · r · dµdr − a · µ
(µ · r)2

 (C.3)

di

dr
=

µ · r√
(µ · r)2 − a2

− a ·

µ+ r · dµ
dr

(µ · r)2

 (C.4)

di =

−a ·
(
µ+ r · dµ

dr

)
µ · r

√
(µ · r)2 − a2

· dr. (C.5)



APÊNDICE D – CÁLCULO DIFERENCIAL DE ϕ

dϕ

dr
=

1

r
· tan (i) (D.1)

dϕ

dr
=

1

r
· sen (i)
cos (i)

(D.2)

dϕ

dr
=

1

r
·
sen

[
arcsen

(
a

µ · r

)]
cos

[
arcsen

(
a

µ · r

)] (D.3)

dϕ

dr
=

1

r
·

a

µ · r

cos

[
arcsen

(
a

µ · r

)] (D.4)

dϕ

dr
=

a

µ · r2
· 1

cos

[
arcsen

(
a

µ · r

)] (D.5)

dϕ

dr
=

a

µ · r2
· 1√

1− sen2

[
arcsen

(
a

µcdotr

)] (D.6)

dϕ

dr
=

a

µ · r2
· 1√

1− a2

(µ · r)2

(D.7)

dϕ

dr
=

a

µ · r2
· 1√

µ2 · r2 − a2
µ · r

(D.8)

dϕ

dr
=

a

µ · r2
· µ · r√

(µ · r)2 − a2
(D.9)

dϕ =
a · dr

r ·
√

(µ · r)2 − a2
(D.10)



APÊNDICE E – CÁLCULO DIFERENCIAL DE α

dα = −di− dϕ (E.1)

dα =

a ·
(
µ+

dµ

dr
· r
)
· dr

µ · r
√
(µ · r)2 − a2

− a · dr
r
√
(µ · r)2 − a2

(E.2)

dα =

a ·
(
µ+

dµ

dr
· r
)
dr − µ · a · dr

µ · r
√
(µ · r)2 − a2

(E.3)

dα =
a · µ · dr + a

dµ

dr
rdr − µ · a · dr

µ · r ·
√
(µ · r)2 − a2

(E.4)

dα =
a · µ · dr + a · r · dµ

dr
− µ · a · dr

µr
√
(µ · r)2 − a2

(E.5)

dα =
a√

(µ · r)2 − a2
· dµ
dr
· dr
µ
. (E.6)



APÊNDICE F – CÁLCULO PARA OBTENÇÃO ÂNGULO DA CURVATURA DO

PERCURSO A PARTIR UM SISTEMA DE COORDENADAS POLARES

d

ds
(µŝ) = ∇µ (F.1)

ŝ · dµ
ds

+ µ · dŝ
ds

= ∇µ (F.2)

dŝ

ds
=

1

µ
·
[
∇µ − ŝ ·

dµ

ds

]
(F.3)

ŝ = −r̂ · cos i− ϕ̂ · sen i (F.4)

dµ

ds
=
dµ

dr

∂r

∂s
= −dµ

dr
· cos i (F.5)

∇µ = r̂ · dµ
dr

(F.6)

dŝ

ds
=

1

µ
·
[
r̂ · dµ

dr
− (r̂ · cos i+ ϕ̂ · sen i) · dµ

dr
· cos i

]
(F.7)

dŝ

ds
=

1

µ
· dµ
dr

[
r̂ − r̂ · cos2 i+ ϕ̂ · sen i · cos i

]
(F.8)

dŝ

ds
=

1

µ
· dµ
dr
· [r̂ · ( 1− cos2 i︸ ︷︷ ︸

cos2i+sen i2=1

)− ϕ̂ · sen i · cos i] (F.9)

dŝ

ds
=

1

µ
· dµ
dr
·
[
r̂ · sen2 i− ϕ̂ · cos i · sen i

]
(F.10)

dŝ

ds
=

1

µ
· dµ
dr
· [sen i · (r̂ · sen i− ϕ̂ · cos i︸ ︷︷ ︸

=1

)] (F.11)

∣∣∣∣dŝds
∣∣∣∣ = 1

µ
· dµ
dr
· sen i (F.12)

|dŝ| = ds · 1
µ
· dµ
dr
· sin i (F.13)
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dµ

ds
= − cos i · dn

dr
(F.14)

ds =
dµ

− cos i · dµ
dr

(F.15)

ds =
dµ · dr
− cos i · dµ

(F.16)

ds = − dr

cos i
(F.17)

µ(r) · r · sen i = a (F.18)

sen i =
a

µ(r) · r
(F.19)

|dŝ| = − dr

cos i
· 1
µ
· dµ
dr
· sen i (F.20)

|dŝ| = − 1

µ
· dµ
dr
· sen i
cos i

· dr (F.21)

|dŝ| = − 1

µ
· dµ
dr
· a

µ(r) · r cos i︸ ︷︷ ︸√
µ2·r2−a2

(F.22)

|dŝ| = − 1

µ
· dµ
dr
· a√

µ2 · r2 − a2
· dr (F.23)



APÊNDICE G – CÓDIGOS USADOS

G.1 – TRANSFORMADA DIRETA PERFIL EXPONENCIAL PYTHON

1 #

----------------------------------------------------------------------------------------------

2 # Esse programa calcula a transformada de Abel

.------------------------------------------------

3 #

----------------------------------------------------------------------------------------------

4 import matplotlib.pyplot as plt

5 import numpy as np

6 import math

7 def T_Abel_Perfil_Exponecial ():

8 No = 350

9 H = 8e3

10 r = np.arange (0 ,1000e3 ,30)

11 N = []

12 Ncomp = []

13 rComp = []

14 n = []

15 for i in range(len(r)):

16 # perfil da refratividade

17 N.append(No * math.exp(-r[i]/H))

18 if r[i] <= 80e3:

19 Ncomp.append(N[i])

20 rComp.append(r[i] * 1e-3)

21 # índice de refratividade

22 n.append (1 + (N[i] * 1e-06))

23 Re = 6371e3

24 r = r + Re

25 x = r * n

26 a = np.arange(x[0],80e3+Re ,10)

27 A = 0

28 SI = 0

29 bangle = []

30 for j in range(len(a)):

31 aux = True
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32 SI = 0

33 for jj in range(1,len(x) -1):

34 if x[jj -1] >= a[j]:

35 I = ((math.log(n[jj+1]) - math.log(n[jj])) /

36 (x[jj+1] - x[jj])) * (math.acosh(x[jj+1] / a[

j]) -

37 math.acosh(x[jj] / a[j]))

38 SI = SI + I

39 while aux:

40 A = ((math.log(n[jj]) - math.log(n[jj -1])) /

41 ( x[jj] - (x[jj -1]))) * (math.acosh(x[jj]

/ a[j]))

42 aux = False

43 bangle.append(- 2 * a[j] * (SI + A))

44

45 return (Re, r, rComp , N, Ncomp , n, a, bangle)

46

47

48 if __name__ == "__main__":

49 Re, r, rComp , N, Ncomp , n, a, bangle = T_Abel_Perfil_Exponecial

()

50 a = (a-Re) * 1e-3

51 r = (r[:len(bangle)]-Re) * 1e-3

52 n = n[:len(bangle)]

53 def my_plotter(ax, data1 , data2 , param_dict):

54 """

55 A helper function to make a graph

56

57 Parameters

58 ----------

59 ax : Axes

60 The axes to draw to

61

62 data1 : array

63 The x data

64

65 data2 : array

66 The y data

67

68 param_dict : dict

69 Dictionary of kwargs to pass to ax.plot

70
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71 Returns

72 -------

73 out : list

74 list of artists added

75 """

76 out = ax.plot(data1 , data2 , ** param_dict)

77 ax1.set_title("Transformada Direta")

78 ax2.set_title("Transformada Inversa")

79 ax1.set_xlabel(’Ângulo de curvatura ’)

80 ax2.set_xlabel(’Índice de refração’)

81 ax1.set_ylabel(’Parâmetro de impacto (km)’)

82 ax2.set_ylabel(’Altura (km)’)

83 return out

84 fig , (ax1 , ax2) = plt.subplots(1, 2)

85 my_plotter(ax1 , bangle , a, {})

86 my_plotter(ax2 , n, r, {})

87 plt.show()

G.2 – TRANSFORMADA INVERSA PERFIL EXPONENCIAL PYTHON

1 #

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

2 # Esse programa calcula a transformada Inversa de Abel

.----------------------------------------------------------------------

3 #

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

4

5 import matplotlib.pyplot as plt

6 import numpy as np

7 import math

8 import TransfAbelPerfilExponencial

9 def T_Inv_Abel_Perfil_Exponecial ():

10

11 Re, h, hComp , N, Ncomp , n, a, bangle =

12 TransfAbelPerfilExponencial.T_Abel_Perfil_Exponecial ()

13

14 Ai = []

15 Bi = []
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16 I = []

17 nInv = []

18 NInv = []

19 hInv = []

20 Re = 6371e3

21

22 for j in range(len(bangle) -2):

23 Ii = []

24 for i in range(len(bangle) -2):

25 if j <= i:

26 Ai.append (( bangle[i+1] * a[i+2] - a[i+1] * bangle[i

+2]) /

27 (a[i+2] - a[i+1]))

28 Bi.append (( bangle[i+2] - bangle[i+1]) / (a[i+2] - a

[i+1]))

29 Ii.append(Ai[i] * (math.acosh(a[i+2] /

30 a[j]) - math.acosh(a[i+1] / a[j

])) +

31 Bi[i] * (math.sqrt(a[i+2]**2 - a

[j]**2) -

32 math.sqrt(a[i+1]**2 - a[j]**2))

)

33 Aj = (bangle[j] * a[j+1] - a[j] * bangle[j+1]) / (a[j+1] -

a[j])

34 Bj = (bangle[j+1] - bangle[j]) / (a[j+1] - a[j])

35 C = (Aj * math.acosh(a[j+1] / a[j]) + Bj * math.sqrt(a[j

+1]**2 -

36 a[j

]**2)

)

37 I.append(sum(Ii) + C)

38 nInv.append(math.exp((1 / math.pi) * I[j]))

39 NInv.append ((nInv[j] - 1) * 1e6)

40 ErroRef = (N[j] - NInv[j]) * N[j]**-1

41 hInv.append (((a[j] / nInv[j]) - Re) * 1e-3)

42 ErroAlt = (h[j] - hInv[j]) * h[j]**-1

43

44

45 return (Re, h, hComp , N, Ncomp , n, a, bangle , hInv , nInv , NInv ,

ErroRef ,

46 ErroAlt)

47
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48 if __name__ == "__main__":

49 Re, h, hComp , N, Ncomp , n, a, bangle , hInv , nInv , NInv , ErroRef

,

50 ErroAlt = T_Inv_Abel_Perfil_Exponecial ()

51 a = (a-Re) * 1e-3

52 h = (h[:len(bangle)]-Re) * 1e-3

53 n = n[:len(bangle)]

54 N = N[:len(bangle)]

55

56 def my_plotter(ax, data1 , data2 , param_dict):

57 """

58 A helper function to make a graph

59

60 Parameters

61 ----------

62 ax : Axes

63 The axes to draw to

64

65 data1 : array

66 The x data

67

68 data2 : array

69 The y data

70

71 param_dict : dict

72 Dictionary of kwargs to pass to ax.plot

73

74 Returns

75 -------

76 out : list

77 list of artists added

78 """

79 out = ax.plot(data1 , data2 , ** param_dict)

80 ax1.set_title(’Refratividade ’)

81 ax2.set_title("Transformada Direta")

82 ax3.set_title("Transf. Inv. Prf Exponencial")

83 ax4.set_title("Prf Refrat .: Gerado e Obtido")

84 ax1.set_xlabel(’Índice de Refratividade ’)

85 ax2.set_xlabel(’Ângulo de curvatura ’)

86 ax3.set_xlabel(’Índice de refração’)

87 ax4.set_xlabel("Índice de Refratividade")

88 ax1.set_ylabel(’Altura(km)’)
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89 ax1.legend ([’Perfil Gerado ’])

90 ax2.legend ([’Perf. Curvatura Obtido ’])

91 ax3.legend ([’Perfil Refração Obtido ’])

92 return out

93 fig , (ax1 , ax2 , ax3 , ax4) = plt.subplots(1, 4, figsize =(14 ,7))

94 my_plotter(ax1 , Ncomp , hComp , {’color’:’blue’})

95 my_plotter(ax2 , bangle , a, {’color’:’black’})

96 my_plotter(ax3 , nInv ,hInv , {’color’:’red’, ’linestyle ’:’--’})

97 my_plotter(ax4 , Ncomp , hComp , {’color’:’blue’})

98 my_plotter(ax4 , NInv , hInv , {’color’:’red’,’linestyle ’:’--’})

99 plt.show()

G.3 – TRANSFORMADA DIRETA

1 #

----------------------------------------------------------------------------------------------

2 # Esse programa calcula a transformada de Abel

.------------------------------------------------

3 #

----------------------------------------------------------------------------------------------

4

5 import matplotlib.pyplot as plt

6 import numpy as np

7 import math

8 from netCDF4 import Dataset

9

10 def ordenador_bolha(lista1 , lista2 , lista3 , lista4):

11 ’’’Função bolha compara os elementos dois a dois colocando -

os em ordem ’’’

12 fim = len(lista1)

13

14 for i in range(fim -1, 0, -1):

15 for j in range(i):

16 #if lista1[j] > lista1[j+1]:

17 lista1[j], lista1[j+1] = lista1[j+1], lista1[j]

18 lista2[j], lista2[j+1] = lista2[j+1], lista2[j]

19 lista3[j], lista3[j+1] = lista3[j+1], lista3[j]

20 lista4[j], lista4[j+1] = lista4[j+1], lista4[j]

21 return (lista1 , lista2 , lista3 , lista4)
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22 def T_Abel ():

23

24 dataset = Dataset(’atmPrf_MTPB .2015.074.01.00. G12_2016 .0120. nc’

)

25 N, a, Bend_ang , MSL_alt = ordenador_bolha(

26 dataset.variables[’Ref’][:],

27 dataset.variables[’Impact_height ’

][:],

28 dataset.variables[’Bend_ang ’][:],

29 dataset.variables[’MSL_alt ’][:])

30 N.mask = False

31 Bend_ang.mask = False

32 MSL_alt.mask = False

33 i_f = len(MSL_alt) - 1

34 He = (MSL_alt[i_f -1] - MSL_alt[i_f]) / (math.log(N[i_f]/N[i_f

-1]))

35 * 1e3

36 Ne = N[i_f] * math.exp(MSL_alt[i_f]* 1e3/He)

37 passo = (MSL_alt[i_f] - MSL_alt[i_f - 1]) * 1e3

38 r = np.arange(MSL_alt[i_f]*1e3 + passo ,300e3,passo)

39 MSL_alt = np.append(MSL_alt * 1e3, r)

40 n = []

41 for i in range(len(r)):

42 N = np.append(N, Ne * math.exp(-r[i]/He))

43

44 n = 1 + (N * 1e-06)

45 Re = 6371e3

46 MSL_alt = MSL_alt + Re

47 x = MSL_alt * n

48 a = (a * 1e3) + Re

49 bangle = []

50 erroPercentual = []

51 for j in range(len(a)):

52 aux = True

53 SI = 0

54 for jj in range(1,len(x) -1):

55 if x[jj -1] >= a[j]:

56 I = ((math.log(n[jj+1]) - math.log(n[jj])) / (x[jj

+1]

57 - x[jj])) * (math.acosh(x[jj+1] / a[j]) -

58 math.acosh(x[jj]

59 / a[j]))
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60 SI = SI + I

61 while aux:

62 A = ((math.log(n[jj]) - math.log(n[jj -1])) /

63 ( x[jj] - (x[jj -1]))) *

64 (math.acosh(x[jj] / a[j]))

65 aux = False

66 bangle.append(- 2 * a[j] * (SI + A))

67 erroPercentual.append (( Bend_ang[j] - bangle[j])

68 / Bend_ang[j])

69

70 return (N, n, a, bangle , Bend_ang , MSL_alt ,

71 Re, erroPercentual)

72

73 if __name__ == "__main__":

74 N, n, a, bangle , Bend_ang , MSL_alt , Re,

75 erroPercentual = T_Abel ()

76 Bend_ang = Bend_ang [:len(a)]

77 a = (a-Re) * 1e-3

78 MSL_alt = MSL_alt * 1e-6

79 def my_plotter(ax, data1 , data2 , param_dict):

80 """

81 A helper function to make a graph

82

83 Parameters

84 ----------

85 ax : Axes

86 The axes to draw to

87

88 data1 : array

89 The x data

90

91 data2 : array

92 The y data

93

94 param_dict : dict

95 Dictionary of kwargs to pass to ax.plot

96

97 Returns

98 -------

99 out : list

100 list of artists added

101 """
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102 out = ax.plot(data1 , data2 , ** param_dict)

103 ax1.set_title("Integração Direta")

104 ax2.set_title("Dados NetCDF")

105 ax3.set_title("Erro Percentual")

106 ax1.set_xlabel(’Ângulo de curvatura (rad)’)

107 ax2.set_xlabel(’Ângulo de curvatura (rad)’)

108 ax3.set_xlabel(’%’)

109 ax1.set_ylabel(’Parâmetro de impacto (km)’)

110 ax2.set_ylabel(’Parâmetro de impacto (km)’)

111 ax3.set_ylabel(’Parâmetro de impacto (km)’)

112 ax1.grid(True)

113 ax2.grid(True)

114 ax1.legend ([’Integração’])

115 ax2.legend ([’NetCDF ’])

116 ax3.legend ([’Erro’])

117 return out

118 fig , (ax1 , ax2 , ax3) = plt.subplots(1, 3, figsize =(10.5 , 7))

119 my_plotter(ax1 , bangle , a, {})

120 my_plotter(ax2 , Bend_ang , a, {’color’: ’red’})

121 my_plotter(ax3 , erroPercentual , a, {’color’: ’green’})

122 plt.show()



APÊNDICE H – TRANSFORMADA INVERSA

1 #

---------------------------------------------------------------------------------------------

2 # Esse programa calcula a transformada Inversa de Abel

.---------------------------------------

3 #

---------------------------------------------------------------------------------------------

4

5 import matplotlib

6 import matplotlib.pyplot as plt

7 from matplotlib.gridspec import GridSpec

8 import numpy as np

9 import numpy.ma as ma

10 import math

11 import TransfAbel

12 from netCDF4 import Dataset

13 def ordenador_bolha(lista1 , lista2 , lista3 , lista4):

14 ’’’Função bolha compara os elementos dois a dois colocando -os

em ordem ’’’

15 fim = len(lista1)

16 for i in range(fim -1, 0, -1):

17 for j in range(i):

18 lista1[j], lista1[j+1] = lista1[j+1], lista1[j]

19 lista2[j], lista2[j+1] = lista2[j+1], lista2[j]

20 lista3[j], lista3[j+1] = lista3[j+1], lista3[j]

21 lista4[j], lista4[j+1] = lista4[j+1], lista4[j]

22 return (lista1 , lista2 , lista3 , lista4)

23

24 def T_Inv_Abel ():

25 dataset = Dataset(’/home/juliano/Documentos/EE/TCC/RO/Codigos/

OutraValidação/atmPrf_MTPB .2015.074.01.00. G12_2016 .0120. nc’)

26 N, a, Bend_ang , MSL_alt = ordenador_bolha(

27 dataset.variables[’Ref’][:],

28 dataset.variables[’Impact_height ’

][:],

29 dataset.variables[’Bend_ang ’][:],

30 dataset.variables[’MSL_alt ’][:])

31 N.mask = False
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32 Bend_ang.mask = False

33 MSL_alt.mask = False

34 a.mask = False

35 i_f = len(a) - 1

36 He = (a[i_f -1] - a[i_f]) / (math.log(N[i_f]/N[i_f -1])) * 1e3

37 Ne = N[i_f] * math.exp((a[i_f]) / He)

38 a = a * 1e3

39 passo = a[i_f] - a[i_f - 1]

40 a_extrapolacao = np.arange(a[i_f] + passo ,300e3,passo)

41 a = np.append(a, a_extrapolacao)

42 Bend_ang_extrapolacao = []

43 for i in range(len(a_extrapolacao)):

44 Bend_ang = np.append(Bend_ang , Ne * math.exp(-

a_extrapolacao[i]/He))

45 Bend_ang_extrapolacao.append(Ne * math.exp(-a_extrapolacao[

i]/He))

46

47 Re = 6371e3

48 a = a + Re

49 Ai = []

50 Bi = []

51 I = []

52 nInv = []

53 NInv = []

54 hInv = []

55

56 for i in range(len(Bend_ang) -2):

57 IIi = []

58 for j in range(len(Bend_ang) -2):

59 if i <= j:

60 Ai.append (( Bend_ang[j+1] * a[j+2] - a[j+1] *

61 Bend_ang[j+2]) / (a[j+2] - a[j+1]))

62 Bi.append (( Bend_ang[j+2] - Bend_ang[j+1]) /

63 (a[j+2] - a[j+1]))

64 IIi.append ((Ai[j] * (math.acosh(a[j+2] / a[i]) -

65 math.acosh(a[j+1] / a[i])) +

66 Bi[j] * (math.sqrt(a[j+2]**2 - a[i]**2)

-

67 math.sqrt(a[j+1]**2 - a[i]**2)

)))

68 Aj = (Bend_ang[i] * a[i+1] - a[i] * Bend_ang[i+1]) /

69 (a[i+1] - a[i])
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70 Bj = (Bend_ang[i+1] - Bend_ang[i]) / (a[i+1] - a[i])

71 mau = math.acosh(a[i+1] / a[i])

72 C = Aj * mau + Bj * math.sqrt(a[i+1]**2 - a[i]**2)

73 aux1 = 0

74 for jj in range(len(IIi)):

75 aux1 += IIi[jj]

76 I.append(aux1 + C)

77 nInv.append(math.exp((1 / math.pi) * I[i]))

78 NInv.append ((nInv[i] - 1) * 1e6)

79 hInv.append (((a[i] / nInv[i])- Re) * 1e-3)

80

81 return (N, a, Bend_ang , MSL_alt , Re, hInv , nInv , NInv)

82

83

84 if __name__ == "__main__":

85 N, a, Bend_ang , MSL_alt , Re, hInv , nInv , NInv = T_Inv_Abel ()

86 a = (a - Re) * 1e-3

87 a = a[:len(N)]

88 Bend_ang = Bend_ang [:len(N)]

89 hInv = (hInv[:len(N)])

90 nInv = (nInv[:len(N)])

91 NInv = (NInv[:len(N)])

92 MSL_alt = (MSL_alt [:len(N)])

93 n = 1 + (N * 1e-06)

94 n = (n[:len(N)])

95 erroPercentual = []

96 for i in range(len(n)):

97 erroPercentual.append ((N[i] - NInv[i]) / N[i])

98 def my_plotter(ax, data1 , data2 , param_dict):

99 """

100 A helper function to make a graph

101

102 Parameters

103 ----------

104 ax : Axes

105 The axes to draw to

106

107 data1 : array

108 The x data

109

110 data2 : array

111 The y data
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112

113 param_dict : dict

114 Dictionary of kwargs to pass to ax.plot

115

116 Returns

117 -------

118 out : list

119 list of artists added

120 """

121 out = ax.plot(data1 , data2 , ** param_dict)

122 ax1.set_title("Integral Inversa")

123 ax2.set_title("Dados NetCDF")

124 ax3.set_title("Erro Percentual")

125 ax1.set_xlabel(’Índice de refratividade ’)

126 ax2.set_xlabel(’Índice de refratividade ’)

127 ax3.set_xlabel(’%’)

128 ax1.set_ylabel(’Altura (km)’)

129 ax2.set_ylabel(’Altura (km)’)

130 ax3.set_ylabel(’Altura (km)’)

131 ax1.grid(True)

132 ax2.grid(True)

133 ax1.legend ([’Integral ’])

134 ax2.legend ([’NetCDF ’])

135 ax3.legend ([’Erro’])

136 return out

137

138 fig , (ax1 , ax2 , ax3) = plt.subplots(1, 3, figsize =(10.5 , 7))

139 my_plotter(ax1 , NInv , hInv , {})

140 my_plotter(ax2 , N, MSL_alt , {’color’: ’r’})

141 my_plotter(ax3 , erroPercentual , MSL_alt , {’color’: ’green ’})

142 plt.show()
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