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RESUMO

Trabalho Final de Graduacéao
Universidade Federal de Santa Maria

CARACTERIZAGCAO DE TURBULENCIA
COMPLETAMENTE DESENVOLVIDA ATRAVES DE

CUMULANTES E PROCESSOS MULTIPLICATIVOS
AUTOR: LEANDRO BATIROLLA KROTT
ORIENTADOR: PROF. DR. GERVASIO ANNES DEGRAZIA
UFSM
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 12 de Janeiro de 2010.

Neste trabalho estudamos escoamentos que apresentam turbuléncia completamente
desenvolvida, ou seja, escoamentos caracterizados por elevados nimeros de Rey-
nolds. Apds uma revisao teérica fundamentada no modelo de Kolmogorov de 1941,
estudamos o conceito de intermiténcia em pequenas escalas através de cumulan-
tes, definidos como os momentos do logaritmo dos incrementos de velocidade do
vento. Obteremos os cumulantes de primeira, segunda e terceira ordem para dados
obtidos em tunel de vento, atmosfera e Simulacdo dos Grandes Turbilhdées (LES).
Buscamos caracterizar a intermiténcia através do coeficiente de intermiténcia para
0 modelo log-normal, que pode ser obtido pelo ajuste dos cumulantes de segunda
ordem. A técnica baseada em cumulantes é uma alternativa para métodos clas-
sicos, como analise de fungdes estrutura de sexta ordem e correlacdo da taxa
de dissipacao de energia. De acordo com Malécot et al. (2000), os cumulantes
de primeira e segunda ordem s&o proporcionais e por isso podemos determinar
um coeficiente 3, cujo comportamento é supostamente universal com o numero de
Reynolds. De forma complementar, estudamos a obtencao de processos estocas-
ticos baseados nos modelos log-normal e log-Poisson [Kiyono 2009] e também de
processos multiplicativos de cascata, obtidos a partir de variaveis gaussianas de
média zero e variancia constante. As séries geradas apresentam comportamento
de turbuléncia completamente desenvolvida e portanto podem ser usadas como
teste de precisao do método baseado em cumulantes. O coeficiente 5 indica que

os cumulantes podem ser escritos por uma lei de poténcia.



ABSTRACT

Trabalho Final de Graduacéao
Universidade Federal de Santa Maria

CARACTERIZATION OF FULLY DEVELOPED
TURBULENCE USING CUMULANTS AND

MULTIPLICATIVE PROCESSES
AUTOR: LEANDRO BATIROLLA KROTT
ORIENTADOR: PROF. DR. GERVASIO ANNES DEGRAZIA
UFSM
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 12 de Janeiro de 2010.

In this work we study drainings that present fully developed turbulence, that is, drai-
nings characterized for raised Reynolds numbers. After a theoretical revision based
on the model of Kolmogorov of 1941, we study the concept of intermittency in small
scales through cumulants, defined as the logarithms moments of the increments of
speed of the wind. We will get the cumulants of first, second and third order for data
gotten in wind tunnel, atmosphere and Large Eddy Simulation (LES). We search
to characterize the intermittency through the coefficient of intermittency for the log-
normal model, that can be gotten for the adjustment of the cumulantes of second
order. The technique based on cumulantes is an alternative for classic methods,
as analysis of functions structure of sixth order and correlation of the waste rate of
energy. In accordance with Malécot et al. (2000), the cumulants of first and second
order are proportional and therefore we can determine a coefficient 3, whose beha-
vior it is supposedly universal with the Reynolds number. Of complementary form,
we study the attainment of random processes based in the models log-normal and
log-Poisson [Kiyono 2009] and of multiplicatives cascade processes, gotten from
gaussians variables of average zero and constant variance. The generated series
present behavior of fully developed turbulence and therefore they can be used as
test of precision of the method based on cumulants. The coefficient  indicates that

the cumulants can be written by a power law.



Capitulo 1

Introducao

Um dos grandes problemas classicos que ainda persiste como fonte de muita
pesquisa diz respeito a turbuléncia. O foco dos estudos esta na anélise de sé-
ries de velocidade do vento, temperatura e outras grandezas que caracterizam o
meio em que o escoamento acontece. Nos ultimos anos tem crescido a atengao
para o estudo de séries temporais e de suas respectivas fungdes distribuicdo de
probabilidade. Como exemplo, além da hidrodinamica, podemos citar a fisica de
plasmas, a econofisica e alguns sistemas quanticos, como o condensado de Bose-
Einstein [Henn et al. 2009].

Estamos interessados em turbuléncia completamente desenvolvida, condicao
de validade para a maioria dos modelos estatisticos que descrevem este tipo de
fendmeno. Na amosfera, devido a influéncia de muitos forcantes, podemos obser-
var facilmente escoamentos com turbuléncia completamente desenvolvida. Experi-
mentos de laboratério (tunel de vento), assim como os modelos de simulagéo (LES-
Large Eddy Simulation, por exemplo), procuram reproduzir as principais caracteris-
ticas desses escoamentos, mas obviamente ndo adquirem as mesmas proporcoes
daquelas observadas na atmosfera. A figura 1.1 representa uma série temporal de
velocidade turbulenta do vento obtida em um experimento de tunel de vento.

O regime de um escoamento é determinado pelo chamado numero de Rey-
nolds (adimensional), definido como a razao entre os forgantes inerciais e viscosos
do escoamento. Para um determinado numero de Reynolds (numero de Reynolds
critico), o escoamento que antes era suave e bem definido (laminar) passa a ser
irregular ou simplesmente turbulento, caracterizado por vértices ou turbilhées de

diferentes tamanhos (escalas) e pelo aumento na resisténcia do escoamento.
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Figura 1.1: Série temporal de velocidade turbulenta do vento.

O processo de transferéncia de energia foi primeiramente previsto por Richard-
son em 1922 através do seu modelo em que a energia se tranfere dos grandes turbi-
Ihdes para os pequenos por um processo de cascata, como mostra a figura 1.2. Em
1941, Kolmogorov usou esta idéia em seu modelo (K41) e sugeriu que a transferén-
cia de energia acontecia a uma taxa média constante <. Esta idéia seria valida para
o intervalo inercial, onde as escalas microscopicas e macroscépicas nao teriam in-
fluéncia. Kolmogorov expressou seu modelo fractal através das fungdes estrutura
de ordem n, porém mais tarde percebeu-se que estas idéias estavam erradas, pois
nao eram validas para fungdes estrutura de ordens elevadas. O problema estava
no fato de que a taxa de dissipagédo de energia apresentava uma flutuacdo muito
intensa nas pequenas escalas (figura 1.3), conhecida como intermiténcia, o que le-
vou Kolmogorov a reformular seu modelo. O modelo de Kolmogorov e Obukhov de
1962, ou log-normal, considera que os expoentes das fungdes estrutura ndo variam
linearmente com a sua ordem n, sendo o coeficiente de intermiténcia . um indica-
dor da natureza da intermiténcia. Assim como este, outros modelos surgiram como
proposta de substituicdo ao modelo K41.

ApoOs esta revisdo teorica relacionada a teoria estatistica da turbuléncia, par-

tiremos para uma metodologia proposta por Malécot et al. (2000), que consiste
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Figura 1.2: llustragdo do processo de
transferéncia de energia de Richardson.

Figura 1.3: Flutuagéo da taxa de
dissipacao de energia para dados de a)
laboratério e b) de atmosfera. Adaptado de
Meneveau e Sreenivasan, 1991, J. Fluid
Mech.

no estudo dos cumulantes para os incrementos de velocidade do vento. E verifi-
cado que os cumulantes sao proporcionais ao logaritmo da escala de medicéo, e
as constantes de proporcionalidade sao chamadas de log-cumulantes. Delour et al.
(2001) propuseram que os expoentes das funcdes estrutura pudessem ser escritos
em termos dos log-cumulantes. Entao, eles verificaram que o coeficiente de inter-
miténcia pode ser obtido a partir do log-cumulante de segunda ordem. Além disso,
analisaremos a funcao geradora dos cumulantes, que permite verificar a proporcio-
nalidade dos cumulantes de primeira e segunda ordem e a consequente determina-
cao de um coeficiente 3, cujo comportamento a principio é universal com 0 nimero
de Reynolds. O interesse esta no fato de que através deste coeficiente podemos
determinar parametros até entao inacessiveis pelas analises classicas dos dados.
Para testar a eficiéncia desta técnica baseada em cumulantes, propomos ob-
ter séries temporais sintéticas que caracterizam escoamentos com turbuléncia com-
pletamente desenvolvida [Kiyono 2009]. Estas séries sao geradas pelos modelos
log-normal e log-Poisson através de varidveis gaussianas de média zero e vari-
ancia constante. Também iremos gerar processos multiplicativos de cascata pela
superposicao destas variaveis gaussianas [Kiyono, Struzik e Yamamoto 2007], que

ird determinar séries temporais de média zero, porém variancia heterogénea. Esta
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metodologia prevé log-cumulantes diferentes daqueles previstos por Malécot et al.
(2000) , porém se mostra eficiente como teste de verificagdo dos resultados obtidos.

Veremos que o coeficiente 5 é uma funcdo do numero de Reynolds e uma vez
obtido um ensemble canénico para os incrementos de velocidade do vento pode-

mos associa-lo a temperatura de um sistema termodinamico.



Capitulo 2

Teoria Estatistica da Turbuléncia

Como a turbuléncia é um fendmeno que envolve muitos graus de liberdade, o
que acarreta em situacoes extremamente complexas, necessitamos estuda-la atra-
vés de ferramentas estatisticas. Neste capitulo faremos um estudo da teoria esta-
tistica da turbuléncia, como parte de uma revisdo bibliografica. Primeiramente ve-
remos algumas definicdes, como numero de Reynolds e correlagdo da velocidade.
Adiante, veremos como o0 modelo de Kolmogorov de 1941 tenta descrever a turbu-
|éncia isotropica e homogénea no intervalo inercial através de fun¢des estrutura e
porque seu modelo teve que ser reformulado, dando inicio a uma série de estudos

voltados para as flutuacdes da taxa de dissipacao de energia (intermiténcia).

2.1 Equacoes de Navier Stokes

Para descrever o escoamento de um fluido, consideramos as equacoes de

Navier Stokes abaixo

o7 1 »
Wb 97 = —~Uptv2 ot S (2.1)
ot p

V-7 o= 0, (2.2)

sendo v 0 vetor velocidade de escoamento, p a densidade do fluido, p a pressao, v
a viscosidade cinemética e fa aceleracao devido as forgas externas que atuam no
fluido.

14



15
A equacao 2.2 indica que estamos admitindo um fluido incompressivel, ou
seja, sua densidade nao varia sobre o volume ou o escoamento do fluido [Landau

e Lifshitz 1959], pois se tomarmos a equacao da continuidade

Sy v= (2.3)

para p constante no tempo, encontramos o resultado desejado.

A equacao de Navier Stokes prevé muitas simetrias, que sao quebradas con-
forme um escoamento passa de laminar para turbulento, porém para numeros de
Reynolds muito grandes estas simetrias vao sendo estatisticamente restauradas
[Frisch 1995]. Escoamentos com elevados numeros de Reynolds e cujas simetrias
sao restauradas sdo caracterizados pela turbuléncia completamente desenvolvida.
Para descrever sistemas de interesse, como escoamentos na atmosfera, precisa-
mos encontrar solugdes através de métodos numéricos, uma vez que ainda nao

existe uma solucao analitica das equacdes de Navier Stokes.

2.2 Caracterizacao de um escoamento turbulento

Primeiramente imaginamos um tubo de didmetro L por onde escoa um de-
terminado fluido de viscosidade v a uma velocidade média V. Estes parametros
permitem caracterizar o escoamento através do chamado numero de Reynolds,

que pode ser escrito como

Re = —. (2.4)

Mais adiante veremos que o diametro L € uma escala macroscépica por onde
a energia € injetada.

Um escoamento laminar é caracterizado por um comportamento suave, com
velocidades bem definidas. J& um escoamento turbulento é determinado pela in-
tensa variagédo da sua velocidade, havendo formagéo de vortices ou turbilhdes de
diferentes escalas. O numero de Reynolds nos diz o quanto a turbuléncia esta de-
senvolvida e, quanto maior seu valor, mais turbulento o escoamento é considerado.

Na atmosfera sdo muitos os fatores que influenciam na observagéo de turbuléncia
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completamente desenvolvida, como prédios, arvores e montanhas, além de tempe-
ratura e umidade.

A fim de descrever a dindmica destes sistemas turbulentos, podemos intro-
duzir a equacgao de von Karman-Howarth, que usa a definicao de autocorrelacao.
Precisamos lembrar que correlagao de velocidade é um tensor de segunda ou ter-

ceira ordem, cuja defini¢cdo geral €

A7) = (0i(@ oy (7 + 7 8) (2.5)

Entdo a equacédo de von Karman-Howarth pode ser expressa como

(2.6)

0A 0A 4A 0?A 40A
o 94 111+2u< o s 11)’

ot Or r or? r Or

onde A;; e Ay1; sdo autocorrelagdes de segunda e terceira ordem, respectivamente.
A forma como os turbilhdes dissipam energia esta diretamente ligada ao con-

ceito de taxa de dissipacao de energia ¢, que pode ser escrita da seguinte forma

o <U@> | (2.7)

sendo v a viscosidade cinemética do fluido e v sua velocidade na dire¢cao x. Em tur-
buléncia isotrépica e homogénea, podemos escrever esta expressao como 15vv,.,,5/A?,
onde v,.,,s = ((Ov/0x)*) e A é uma escala microscépica. Para encontrarmos o va-
lor de ¢ através da definicdo dada em 2.7, precisamos de séries temporais muito

longas para que haja convergéncia estatistica e o resultado seja adequado.

2.2.1 Escalas

Na definicdo do numero de Reynolds usamos uma escala macroscépica L
ou integral, enquanto que para turbuléncia isotrépica e homogénea, escrevemos a
taxa de dissipacao de energia usando a definicdo de uma escala microscépica A,
também conhecida como microescala de Taylor. Também estamos interessados na
escala onde ocorre a dissipagado de energia, conhecida como escala dissipativa de

Kolmogorov 7. A injecao de energia acontece nas grandes escalas, ou seja, em
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escalas préximas a integral, cuja definicdo depende do conceito de autocorrelacao,

como segue

1 e
L= A11<0)/0 A11<7')d7'. (28)

Assim como foi definido um numero de Reynolds para a escala integral L,
também podemos fazer para a microescala de Taylor . Neste sentido, estamos
falando do numero de Reynolds-Taylor (R,) relacionado com flutuagdes locais para
as pequenas escalas [L.Moriconi 2006].

A turbuléncia é considerada isotrépica e homogénea para um intervalo onde
nao ha influéncia nem das grandes escalas nem das pequenas, o chamado inter-
valo inercial n < r < L, sendo n = (v*/¢)/*. Grande parte dos modelos estatisticos
séo desenvolvidos de acordo com as propriedades do intervalo inercial, o que jus-
tifica a importancia deste conceito. Em tdnel de vento, as escalas L, A\ e n tem
valores da ordem de 1m, 107*m e 10~5m, enquanto que para a atmosfera estes

valores correspondem a 100m, 10~2m e 10~*m, respectivamente.

2.3 Leis de Kolmogorov

Nesta seg¢do busca-se fazer um breve relato das Leis de Kolmogorov para
as fungdes estrutura de segunda e terceira ordem, abordando a intermiténcia em
pequenas escalas.

Tentando descrever a dinamica de escoamentos turbulentos, Kolmogorov re-
escreveu a equacao de von Karman-Howarth usando uma definicdo semelhante as
correlacdes para a velocidade. Trata-se das fungbes estrutura de ordem n, cuja

definicao é

Sn(r) = (v)) , (2.9)

sendo v, (z) = v(xz + r) — v(z) a diferenca de velocidades medidas em dois pontos
separados por uma distancia r ou, simplesmente, incremento de velocidade.
Entéo, usando a definicao das fung¢des estrutura, reescrevemos a equacao de

von Karman-Howarth da seguinte forma
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ot 3 3\ar r or?2  ror
As funges estrutura estdo relacionadas com o fluxo turbulento de energia.

2
05 :_ﬁg_l(a +il) Ss + 2v <a—+é§) Sa. (2.10)

Richardson, em 1922, previu que a transferéncia de energia dos grandes turbilhdes
para os pequenos se fazia por meio de um processo multiplicativo isotropico (RI-
CHARDSON, 1922) .

Kolmogorov, em 1941, acreditava que apenas os fluxos médios de energia
(¢) eram relevantes na cascata de Richardson, possuindo uma estrutura universal
numa faixa de escalas (intervalo inercial). Este era o modelo K41, sendo o intervalo
inercial definido para valores de r entre a escala dissipativa de Kolmogorov 7 e a
escala integral L (definida pela equagao 2.8), ou seja, n < r < L. Neste modelo
a turbuléncia é assumida isotrépica e homogénea , (FRISCH, 1995) . Portanto, os
grandes turbilhdes se dividiriam em outros menores, num processo de dissipagéao
de energia das grandes escalas (escala integral) para as pequenas (escala dissipa-
tiva de Kolmogorov).

Sendo assim, considerando L. — oo e n — 0, pode-se escrever as fungdes

estrutura da seguinte forma para o intervalo inercial n < r < L,

Sn(r) = Cp(er)™3. (2.11)

Para as fungbes estrutura de segunda ordem (n = 2) obtemos a lei dos 2/3 de
Kolmogorov, ou seja, Sy(r) = Cye?/3r?/3, sendo O, ~ 2,13. De forma similar, obte-
mos para n = 3 a fungao estrutura de terceira ordem S3(r) = —(4/5)er, conhecida
como lei dos 4/5 de Kolmogorov. As figuras 2.1 e 2.2 mostram o comportamento
das fungdes estrutura de segunda e terceira ordem, com a curva demonstrativa
para o intervalo inercial. Podemos visualizar o intervalo inercial pela analise das
funcbes estrutura. A figura 2.3 mostra um platd, correspondente a este intervalo.

Outra forma de caraterizar um escoamento é através do perfil do espectro de
energia em 3D da série analisada, que pode ser definido como uma transformada

de Fourier da autocorrelagé@o da velocidade do vento A4;;(r), como segue

1

E(k) = hE / Aii(r) exp(—ik - 7)d*F. (2.12)
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Figura 2.1: Funcgdes estrutura de Figura 2.2: Funcgdes estrutura de terceira
segunda ordem. ordem.

No intervalo inercial, o espectro de energia obedece a uma relagao do tipo
E(k) < k2. Um exemplo de espectro de energia para dados de tinel de vento
pode ser visualizado na figura 2.4.

Quando tentamos determinar funcdes estrutura de ordem maior que n = 3,
verificamos que ocorrem desvios daquilo previsto por Kolmogorov em 1941. Isto o
levou a reformular seu proprio modelo em 1962, levando em consideragdo um outro

fendmeno, chamado intermiténcia, que sera discutido a partir de agora.

2.4 Intermiténcia em pequenas escalas

A intermiténcia em pequenas escalas esta associada as flutuacées nao gaus-
sianas dos incrementos de velocidade, ou seja, suas fun¢des densidade de pro-
babilidade mudam de acordo com a escala que esta sendo considerada. Também
pode ser entendida como flutuagdes intensas da taxa de dissipacéo de energia no
tempo e espaco.

Os desvios da predicao linear (monofractal) dos expoentes das fungdes estru-
tura de velocidade preditos da teoria de Kolmogorov de 1941 podem ser observados
nos expoentes das fungdes estrutura de ordens elevadas e isto acontece devido ao
fendmeno de intermiténcia. Sendo assim, as fung¢des estrutura precisam ser es-
critas como S,, « r°*, onde os modelos deixam de ser monofractais ((, = n/3) e
passam a ser multifractais ou nao lineares.

A figura 2.5 representa as fungdes densidade de probabilidade ndo gaussia-

nas, que caracterizam a intermiténcia.
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Figura 2.3: Observacao do intervalo inercial pela presenca do plato.

Considerando o fenbmeno de intermiténcia, outros modelos foram propostos
para prever o comportamento dos expoentes ¢, das fungbes estrutura. Um dos
modelos que surgiu para explicar os desvios de K41 foi o modelo log-normal. Neste
modelo, Kolmogorov e Obukhov assumiram uma distribuicao log-normal para a taxa
de dissipacéo de energia . Os expoentes das fungbes estrutura passaram a ser

escritos da seguinte maneira

Cn:g+%(3n—n2), (2.13)

sendo 1 conhecido como coeficiente de intermiténcia.

Este coeficiente de intermiténcia é usado para caracterizar a natureza da in-
termiténcia [Basu et al. 2007] e existem varias maeiras de estima-lo. De acordo
com Cleve et al. (2004), podemos relacionar a correlagao da taxa de dissipacao de

energia com o coeficiente de intermiténcia

(e(x+r)e(z)) ocrH, (2.14)

sendo esta definida como uma média espacial.
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Figura 2.4: Espectro de energia para dados de tunel de vento e ajuste para o intervalo
inercial.

Outra forma de estimar o coeficiente de intermiténcia € através das funcoes

estrutura de sexta ordem [Anselmet et al. 1984]

Se(r) = <(u(a: +7r)— u(x))6> ~r{e(x)e(z + 1)), (2.15)

ou seja, Ss(r) oc 27K,

Ambas as maneiras exigem séries temporais longas e muita precisas, o que
dificulta o seu estudo. Por este motivo, utilizaremos um método baseado na expan-
sao das fungdes estrutura em séries de cumulantes para caracterizar os escoamen-
tos intermitentes. Veremos que existe a possibilidade de obter um coeficiente cujo
comportamento acredita-se que seja universal com o numero de Reynolds. Estu-
daremos as implicacdes e exigéncias para obtencao deste coeficiente e possiveis

aplicagdes para analise de dados de atmosfera e LES.
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Capitulo 3

Analise estatistica de cumulantes

Neste capitulo introduziremos uma técnica proposta por Malécot et al. (2000),
que consiste na expansdo em séries de cumulantes das funcdes estrutura em es-
calas diferentes r e [ (r < [), definindo assim um multiplicador aleatério «,; =
dv(r)/ov(l). Os cumulantes obtidos a partir dai sdo os momentos centrais de In(«,).
A escala [ pertence ao intervalo dos grandes turbilhdes, uma regido em que a fun-
céo densidade de probabilidade é gaussiana, portanto seu valor pode ser estimado
usando a definicdo dos momentos estatisticos (curtose e assimetria). E observado
que os cumulantes sao proporcionais ao logaritmo da escala r de separacao das
medidas de velocidade do vento, e as constantes de proporcionalidade sdo conhe-
cidas como log-cumulantes. Podemos escrever os expoentes das fungdes estrutura
como uma série dos log-cumulantes e por comparagcao com o modelo log-normal
obtemos o coeficiente de intermiténcia n. pelo ajuste dos cumulantes de segunda
ordem. Através da fungédo geradora dos cumulantes, veremos a possibilidade de
que os cumulantes de primeira e segunda ordem sejam proporcionais. Em caso
afirmativo, podemos associa-los a uma lei de escala, onde C; » ~ r?. O expoente /3

deve ter um comportamento universal com o numero de Reynolds-Taylor.

3.1 Obtencao dos cumulantes

Os cumulantes sao definidos como os momentos de uma variavel aleatéria v,
cuja funcdo densidade de probabilidade é p(v). A sua obtencao é feita atravées de
uma funcao caracteristica g(k), que é a transformada de Fourier da distribuicdo de

probabilidade da respectiva variavel aleatéria. Entao escreve-se
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g(k) = /p(v)e““”dv. (3.1)

Da forma que esta escrito, podemos entender a funcdo g(k) como o valor
esperado de ¢, ou seja, g(k) = (¢**). Expandindo em séries de Maclaurin esta

relacédo, obtemos

o) =Y L () 3.2
ou
olk) = exp (Z Hre, <r>) , 8.3

onde C; representa os cumulantes da variavel aleatoria v.
Comparando as equacgoes 3.2 e 3.3, pode-se expressar os cumulantes de

primeira, segunda e terceira ordem da seguinte forma

Ci(r) = (v}, (3.4)
Ca(r) = ((v=(v)?), (3.5)
Cs(r) = (v*) =3{v*) (v) +2 (w)?. (3.6)

3.2 Proporcionalidade de cumulantes em turbuléncia

Nesta secdo é apresentada a técnica proposta por Malécot et al. (2000). Ela
consiste em expandir a razao das fungdes estrutura nas escalas r e [ em séries de
cumulantes. Para isso, primeiramente considera-se o incremento de velocidade na

escala r como sendo o seguinte

dv(r) =v(r +r) —v(x). (3.7)

O incremento de velocidade, primeiramente escrito como duv(r), passara a ser
escrito como Jdv,.. Tomamos agora um multiplicador aleatério «,; para duas escalas

rel,sendor <lI
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lei

0V, = 0. (3.8)

A escala [ caracteriza incrementos de velocidade com distribuicdo gaussiana.
Podemos determinar seu valor pela analise da assimetria e da curtose, definidas

respectivamente como

((dur)%)
Hy = (" (3.9)

H, = {0w)) (3.10)

((60,)%)"
Os valores de H; e H, para uma distribuicdo gaussiana sao iguais a 0 e 3,
respectivamente. Entéo, a escala [ é aquela correspodente a regido em que esta
condigéo é obedecida. A figura 3.1 usa dados de tunel de vento para exemplificar o

comportamento de H; e H,.

r(m)
\

-0.10
—-0.15

2 —0.20

=0.25

-0.30 ¢

0.0 0.I5 1.0 1.5

r{m)

Figura 3.1: Momentos adimensionalizados, curtose e assimetria.

Precisamos mostrar que a seguinte relagcao € verdadeira
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{l0v.[")
(lowl")”

O procedimento consiste em determinar o valor esperado do produto dos in-

(3.11)

(lawm[") =
crementos de velocidade, ou momentos compostos (|dv,.|" [0v,|™), como segue

(|6v, ™ |0v|™) = //\(5UT|n |du|™ p(dv,; 0vy)ddv,dovy, (3.12)

onde p(dv,; dv;) € a fungdo densidade de probabilidade conjunta.
A escala | é pertencente ao intervalo das escalas integrais, enquanto que a
escala r pertence ao intervalo inercial, 0 que indica que possuem distribuigcdes de

probabilidades independentes, ou seja,

p(8ur; 60r) = p(Bu,)p(ou). (3.13)

Como conseqléncia,

(|6v" 6™y = /|6vr|"p(5vr)dévr/|5vl|mp(5v5)dévl (3.14)
(0™ [0un]™) = {[6w]™) ([ow]") -

Sendo assim, a média da razéo, considerando probabilidades independentes,
sera a razao das médias, conforme esta escrito em 3.11.
Podemos caracterizar a variavel aleatéria o, através de sua funcao densidade

de probabilidade [Castaing, Gagne e Hopfinger 1990]

1
Py (60,) / Grllnan) -1 P (@)dlnarl, (3.15)

(079} (079

sendo G,(Ina,;) a fungédo densidade de probabilidade de In(a,;). Tomando uma

outra escala r, maior que r, a fungdo P,(év) pode ser escrita como

Pr(évr):/Gm(lnam)Grl(lnarl) L Pl( ou )dlnarrldlnozrl. (3.16)

Oy Oyl Ay Oy
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Isto permite escrever

Ga(lna,) = / Gy (In ) )Gry(In o) (In iy — In vy )d In ey
G'f‘l == GT7'1 ® Grll- (3.1 7)

Considerando escalas r,, maiores que r, podemos escrever

G = G ® .. ®Gry. (3.18)

O problema consiste em determinar esta distribuicdo de probabilidade G,,,
uma vez que ela estd definida. Tomando ¢(k) como funcdo caracteristica para
o multiplicador aleatério «,; e definindo a funcao geradora dos cumulantes como

Y (n) = Ing(k) para a distribuicdo G,;, entao

()
wnto) = () (219
ou
dnln) = (o)) (3.20)

De uma outra maneira, obtém-se

Yr(n) = ln(<e"1n‘a”‘>) (3.21)

Escrevendo e¥1(") = (enMlenl) e comparando com as equagbes 3.2 e 3.3

conclui-se que

() i O;# <1n |Om|j> (3.22)
i=0

Yu(n) = Z%(Jj(r;z). (3.23)
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Portanto, os cumulantes para as fungdes estrutura de valocidade podem ser

escritos da seguinte maneira

Ci(r;l) = (In(an)), (3.24)
Co(r;l) = <(ln(o¢rl) — <1n(oz,.l)>)2> , (3.25)
Csy(r;l) = ((In(eye)®) — 3 {In(oye)?)) (In(an)) + 2 (In(an))? . (3.26)

Os cumulantes de ordem superior a trés normalmente néo tém importancia e
podem ser desprezados.
E interessante ressaltar que os cumulantes C, (r; 1) e Cy(r; 1) sd0o proporcionais

aln(r), ou seja

Ci(r;l) = ¢ In(r) + constante, (3.27)

Cy(r;l) = coln(r) + constante, (3.28)

sendo ¢; e ¢, 0s log-cumulantes.
O espectro de expoentes das fungdes estrutura pode ser escrito de uma forma
geral como uma série de poténcias de n [Delour, Muzy e Arnéodo 2001], cujas

constantes sdo os log-cumulantes. Entéo,

== (_ﬁ)]cn. (3.29)

7j=1
Considerando que os cumulantes de ordem superior a trés sao despreziveis ,

0 expoente (,, pode ser escrito como

n?

Cn =Ccin — 02?. (330)

A comparagao deste resultado com o modelo log-normal (¢, = n(2 + u)/6 —

(1/18)n?) indica que c¢; = 1/3 € ¢»/2 = 11/18, logo

= 9cy. (3.31)
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Portanto, o coeficiente de intermiténcia ;. pode ser obtido pelo coeficiente an-
gular do ajuste feito para o perfil do grafico C(r;1) x In(r). O comportamento do
logaritmo dos cumulantes de primeira e segunda ordem em fungéo do logaritmo da
escala nao pode ser explicado pelo modelo log-normal, mas sim através de uma lei

de poténcias, como segue

0172 ~ 7’_6. (332)
De acordo com [Kahalerras et al. 1998], o expoente 3 pode ser encontrado da

seguinte maneira

0C1 2(r)
O1In(r)

= —f3C 2 + constante. (3.33)

Uma forma alternativa de obtencéo de 3 é através da seguinte relagéo

0ln (o (r)|")
——— = -0l P .34
8111(7’) ﬁ(n<|51}(74) >+/{P) (33 )
onde x, sao constantes.

Este expoente 5 apresenta um suposto comportamento universal com o nu-

mero de Reynolds-Taylor, independente dos dados analisados, sendo escrito como

11 R,
S g [ .
37028 % (R*) ! (3.35)

sendo Rx = 28.

Por analogia, Castaing (1996) deduziu um ensemble canbnico para um es-
coamento turbulento e encontrou uma relagéo entre a temperatura dos turbilhées
com o logaritmo do numero de Reynolds-Taylor. Ou seja, a importancia de 3 para
um escoamento turbulento é similar a importancia da temperatura em um sistema
termodinéamico.

Uma maneira de verificar se esta analise € coerente ou ndo com os dados
analisados é através do prefil de F'(p) = (p)/p. Os cumulantes de primeira e

segunda ordem precisam ser proporcionais para que a analise seja valida, entédo o
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perfil de F'(p) precisa ser de aproximadamente uma reta para diferentes valores de

p. O valor de 3 é estimado apenas para o intervalo em que haja proporcionalidade

destes cumulantes.



Capitulo 4

Seéries sintéticas para teste dos
cumulantes

Neste capitulo estudamos séries temporais geradas por processos estocasti-
COs e a consequente obtencdo de um processo multiplicativo de cascata, baseado
no trabalho de Kiyono (2009). As séries geradas apresentam fungdes densidade
de probabilidade ndo gaussianas, cuja forma geral foi prevista por Castaing et al.
(1990). A partir destas séries temporais sintéticas pretendemos testar a técnica de
Malécot et al. (2000) descrita anteriormente, uma vez que conhecemos as proprie-
dades e a estrutura destas séries. Veremos que o log-cumulante de primeira ordem

tem um valor fixo de 0, 50.

4.1 Processo Estocastico

Para construir um processo estocastico precisamos considerar variaveis ale-
atérias. A obtengdo de um processo multiplicativo log-normal (X %) é feito consi-
derando variaveis aleatorias gaussianas de média zero e variancia constante (I e

Y’), que pode ser escrito como segue

XLN _ WGAY—,\Z’ (4_1)

onde \ € um parametro positivo.
A figura 4.1 representa a série gerada pelo processo descrito pela equacao
4.1 e a sua respectiva soma cumulativa.

De forma semelhante, podemos escrever um processo log-Poisson
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Figura 4.1: Processo estocastico baseado no modelo log-normal.

XEP — c.wer”, (4.2)

sendo P uma variavel aleatéria de Poisson de média e variancia «. O valor de C,
para um parametro real r, no caso de X~ normalizado, é C, = exp(—a (exp(2r) —
1)/2), enquanto que « = py /7.

Através dos processos estocasticos log-normal, queremos determinar séries
temporais geradas por processos multiplicativos [Kiyono, Struzik e Yamamoto 2007]
e usa-las para testar a técnica dos cumulantes. Este processo nada mais é que
uma superposicao de variaveis aleatérias gaussianas, cuja série resultante apre-
senta variancia heterogénea. Para obtermos este processo de cascata, primeira-
mente geramos uma série temporal de um ruido branco gaussiano de média zero
e tamanho 2™, sendo m 0 niumero de passos da cascata. No primeiro passo, que
corresponde a j = 1, dividimos o intervalo em dois subintervalos iguais e entdo mul-
tiplicamos a série inicaial em cada subintervalo pelos pesos explw? (k)](k = 0, 1),
sendo w\(k)](k = 0, 1) variaveis aleatérias gaussianas independentes. Da mesma
forma fizemos para o caso em que j = 2 até j = m, para finalmente obtermos a

seqguinte série resultante
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Figura 4.2: a) Série inicial e b) série obtida no passo m = 10.

A idéia do processo multiplicativo € semelhante a idéia de Richardson para
explicar a transferéncia de energia dos grandes turbilhées para os pequenos.

A funcao densidade de probabilidade para as séries geradas por estes pro-
cessos (estocastico e multiplicativo) foi introduzida por Castaing et al. (1990) e
descreve as séries temporais geradas por este processo de cascata de acordo com
o modelo log-normal para turbuléncia completamente desenvolvida. Reescrita, te-

mos

© 1 In*(o /oo 1 x?
Py oo (x) = /0 N3\ exp (— e ) — exp (—@> d(lno), (4.4)

sendo )\ e oy parametros positivos.
Esta funcao densidade de probabilidade apresenta intermiténcia que se mani-

festa através de caudas, cuja largura depende destes parametros. Quando A — 0,
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a distribuicdo passa a ser gaussiana, enquanto que o, afeta no desvio padrao de
Py -, (). Um exemplo de fungdes densidade de probabilidade de processos esto-
casticos log-normais é mostrado na figura 4.3 e indica que a gaussianeidade esta

diretamente ligada com o valor de .
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Figura 4.3: Processo estocéasitco baseado no modelo log-normal.

Como estamos interessados em obter um processo multiplicativo que carac-
terize turbuléncia completamente desenvolvida e sabendo que A = /i, entdo es-
colhemos i ~ 0,25, correspondente ao coeficiente de intermiténcia do modelo log-
normal. As séries resultantes deste processo possuem uma estrutura conhecida,
pois 0os parametros que determinam suas caracteristicas sdo escolhidos conforme
nossa vontade. Sendo assim, elas servem como uma medida da precisao de mé-

todos e modelos de turbuléncia.



Capitulo 5

Resultados obtidos

Neste capitulo serdo apresentados os resultados obtidos no desenvolvimento
do trabalho de graduacédo. Na primeira secéo, caracterizaremos os dados anali-
sados neste trabalho. Posteriormente, determinaremos os parametros necessarios
para a abordagem da metodologia proposta por Malécot et al. (2000). Confirma-
remos a proporcionalidade dos cumulantes, o que evidenciara que os cumulan-
tes de primeira e segunda ordem obedecem a uma lei de escala, cujo expoente
apresenta um comportamento supostamente universal com o nimero de Reynolds.
Entdo, usaremos as séries temporais sintéticas determinadas no capitulo anterior
para testar a eficiéncia desta técnica através do calculo do log-cumulante de pri-
meira ordem. Uma vez confirmada a precisdo da técnica e dos dados disponiveis,

obteremos os valores de [ para alguns dados de tunel de vento e atmosfera.

5.1 Dados analisados

Os dados de tunel de vento, atmosfera e LES usados neste trabalho também
foram usados nas dissertacdes de mestrado de alunos do Laboratério de Fisica da
Atmosfera da UFSM, [Welter 2006] e [Puhales 2008].

Vejamos primeiramente como determinar a taxa de dissipagao de energia dos
dados analisados. As figuras 2.1, 2.2 e 2.3 ajudam na determinagéo da taxa de dis-
sipacao de energia. A figura 2.3 permite estimar o intervalo inercial (caracterizado
pelo platd), enquanto que o ajuste das funcdes estrutura permite determinar a taxa
de dissipacao de energia, uma vez que no intervalo inercial seus comportamentos
podem ser aproximados por uma reta (escala logaritmica). Uma vez determinado

o valor da taxa de dissipagao de energia, podemos estimar a escala dissipativa de
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Kolmogorov através de sua definigdo (n = (v*/¢)'/*), sabendo que o valor da visco-

sidade cinematica é v = 1,42 x 10~°m?s~!. A escala integral é determinada usando
a definicao dada por 2.8, que considera a autocorrelagdo da velocidade do vento
(figura 5.1). Consequientemente, o nimero de Reynolds pode ser determinado pela

equagao 2.4.

Au(r)/Au(0)

0 10‘0() ZObO 30b0 40‘00 SObO GObO 70I00 SObO 9000
r(m)

Figura 5.1: Autocorrelagdo normalizada para dados de velocidade longitudinal medidos
em tunel de vento.

R”,=1323
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x & 4 @
x & 4 @

—~10}

In(E(k))

—15}

—20 1}

=25,

Figura 5.2: Comparagao dos espectros de energia obtidos para os dados de tunel de
vento.

O perfil dos espectros permite observar que cada série temporal possui esca-
las dissipativas diferentes, bem como intervalos inerciais diferentes. As tabelas 5.1

e 5.2 apresentam medidas validadas pela teoria de turbuléncia localmente isotré-
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pica.

n° de pontos da série (x10°) | 0,320 | 2,00 | 2,00 | 2,00

freq. de aquisicéo(kH z) 3,00 | 9,00 | 30,0 | 90,0

U(m/s) 14,86 | 16,53 | 16,62 | 16,67

Oy 2,73 | 2,79 | 3,04 | 3,32

e(m?/s3) 7,78 | 33,0 | 35,24 | 31,6

n(x107°)(m) 13,7 || 9,54 | 9,39 || 9,65

A(x1073(m) 6,88 | 7,04 || 7,67 | 8,48

L(m) 0,275 | 0,367 | 0,393 | 0,543

[(m) 1,89 || 5,45 5,8 | 1,834

Ry (x10%) 1,323 | 1,383 | 1,642 | 1,982

Re(x10°) 2,91 | 4,33 || 4,66 | 6,46

Tabela 5.1: Valores que caracterizam os escoamentos em tunel de vento.
Paraiso do Sul | Candiota | LES
n° de pontos da série (x10%) 6, 50 3,00 0,100
freq. de aquisicéo (Hz) 16,0 10,0 1,00
U(m/s) 6,13 5,87 7,006
Oy 1,614 1,238 0,691
e(x107%)(m?/s3) 5,19 7,37 1,405

A(m) 0,209 0,052 0,01252

n(x10~4)(m) 4,79 4,39 6, 64
L(m) 150, 6 81,5 104, 0
[(x10%)(m) 3,2 1,062 0,218
Ry(x10%) 2,37 0,453 0,069
Re(x107) 7,24 3,42 5,24

Tabela 5.2: Valores que caracterizam os escoamentos de atmosfera e LES.

5.2 Estudo dos cumulantes

O foco do trabalho esta na analise dos cumulantes obtidos de dados de tunel

de vento, atmosfera e LES. Queremos encontrar alguma aplicacdo da analise dos

cumulantes principalmente para dados de atmosfera e LES. Comegamos primeira-

mente obtendo os cumulantes de primeira, segunda e terceira ordem para os dados

descritos, conforme a figura 5.4.
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Figura 5.3: Cumulantes de primeira, segunda e terceira ordem para dados de tanel de

vento.
R 1 2 %
2,37 x 10* (Paraiso do Sul) || 0,347 | —0,0267 || 0,240
1,323 x 10 0,310 | —0,0283 | 0,255
1,383 x 103 0,304 | —0,0318 | 0,286
1,642 x 103 0,321 | —0,0248 | 0,223
1,982 x 103 0,331 | —0,0270 | 0,243

Tabela 5.3: Valores dos log-cumulantes e do coeficiente de intermiténcia para Paraiso do
Sul e tuneis de vento.

Os log-cumulantes foram calculados e estao apresentados na tabela 5.3. O
valor encontrado na literatura para o coeficiente de intermiténcia € de aproxima-
damente 0, 25, portanto os resultados apresentados na tabela 5.3 sdo adequados.
Alguns dados analisados apresentaram desvios da previsao teérica, sendo que 0s
maiores problemas com relagdo a isso ocorreram com os dados de LES. A primeira
justificativa que encontramos para isso esta relacionada com a falta de convergén-
cia estatistica em virtude do pequeno tamanho das séries analisadas, mas também
acreditamos que o tempo usado na simulagéo LES acarretou na perda de estacio-
naridade do escoamento, o que invalida este estudo tedrico.

Pela figura 5.5, percebemos que o comportamento de In(—C}) em fungéo de

In(r/n) (figura superior) se ajusta melhor com uma reta do que o comportamento
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Figura 5.4: Cumulantes de primeira, segunda e terceira ordem para dados de atmosfera
e LES.

de —C; em fungao de In(r/n) (figura inferior). Este comportamento ndo pode ser
interpretado pelo modelo log-normal e evidencia que os cumulantes de segunda e
terceira ordem s&o descritos por uma lei de escala, onde C;, ~ r?. O célculo de 3

sé é possivel quando os cumulantes sao proporcionais.
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Figura 5.5: Comportamento dos cumulantes de primeira ordem.

A verificacao da proporcionalidade dos cumulantes, como proposto por Malé-
cot et al. (2000), pode ser feita atraves de F(p) = (p)/p, onde ¢ (p) é a fungéo

geradora dos cumulantes. A forma de F(p) deve ser linear com p para que 0S cu-
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mulantes sejam proporcionais, como mostra a figura 5.6. Observamos que a funcao
F(p) apresentou um comportamento muito similar com uma reta e que, a principio,
os cumulantes de primeira e segunda ordem sao proporcionais. Porém, quando
calculamos esta mesma funcdo com valores diferentes para a escala I, percebe-
mos que ocorrem mudangas significativas para alguns casos no comportamento de
F(p), enquanto que para outros isto ndo € observado. Ou seja, a analise de F(p)
nao é suficiente para a determinacao da proporcionalidade dos cumulantes, o que

exige a observacéo direta de seus comportamentos, através da figura 5.7.
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Figura 5.6: Verificagdo da proporcionalidade dos cumulantes pela fungao F(p).
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Figura 5.7: Analise da proporcionalidade dos cumulantes para Ry = 1642.

Antes de determinarmos o valor do coeficiente 3, resolvemos testar a técnica
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dos cumulantes proposta por Malécot et al. (2000) através de séries sintéticas
obtidas pelos processos log-normal e log-Poisson, como visto no capitulo anterior,
para verificar a precisdo da metodologia. Podemos usar as séries sintéticas para
determinar o log-cumulante de primeira ordem, que de acordo com Kiyono(2009)
precisa ser de aproximadamente 0,5. Determinamos o valor do log-cumulante de
primeira ordem para séries sintéticas de diferentes tamanhos para verificar se isto

influencia significativamente nos resultados.

0 5000 10000 20000 25000 30000

15000

Figura 5.8: a) Série sintética obtida pelo processo multiplicativo e b) cumulantes de
primeira ordem para séries de tamanhos 2'°, 212 e 215 pontos.

A figura 5.8 mostra uma série sintética obtida pelo processo multiplicativo
(4.3), de tamanho 2'° pontos, e 0 comportamento dos cumulantes de primeira or-
dem para séries de tamanhos 2'°, 212 e 2'5 pontos Elas foram geradas para i = 0, 25
(coeficiente de intermiténcia), o que garante que estas séries sao caracterizadas
pela turbuléncia. E de facil percepcao de que ha convergéncia estatistica conforme
aumentamos o tamanho da série analisada. Para os dados de melhor convergén-
cia, conseguimos obter um log-cumulante de primeira ordem no valor de 0, 523.
Portanto, verificamos através das séries sintéticas que a técnica dos cumulantes
€ adequada e apresenta certamente melhores resultados para séries mais longas.
Somado a isso, verificamos que os cumulantes sdo proporcionais (figuras 5.6 € 5.7),
portanto o coeficiente 5 pode ser calculado. A figura 5.9 mostra o comportamento
da derivada logaritmica de C; em funcéo de (4, cuja inclinagcdo da o valor de 3. A

tabela 5.4 mostra alguns valores encontrados para os dados de tunel de vento e
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atmosfera.
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Figura 5.9: Determinacao de 3 pela derivada logaritmica de C.

R) 5
1,383 x 103 0,1181
1,642 x 10° 0,1077

2,37 x 10* (Paraiso do Sul) || 0,0633
4,53 x 10° (Candiota) | 0,0403

Tabela 5.4: Valores encontrados para o coeficiente § para dados de tunel de vento e
atmosfera.

O valor de (5 € interpretado como a ’'velocidade’ com que a fungédo densidade
de probabilidade de §v, muda de um comportamento gaussiano para exponencial
ao longo das escalas. Em 1996, Castaing obteve um ensemble canbnico para os
incrementos de velocidade do vento, onde os turbilhdes representariam reservato-
rios térmicos, enquanto que as escalas em que 0s escoamentos ocorrem teriam a
funcao do volume do sistema termodinamico. Algumas relagdes demonstradas em
seu artigo mostram possiveis generalizacoes para casos quéanticos. Castaing mos-
trou que a temperatura esta relacionada com o numero de Reynolds-Taylor através
da relagéo 1/T ~ In(R,/Rx). Sabendo que 5 = (B(R,) € escrito como em 3.35,
entdo em um escoamento turbulento o valor de 5 tem a mesma importancia que a

temperatura para um sistema termodinamico.



Capitulo 6

Conclusoes

Em estudos feitos anteriormente, estudamos os cumulantes de acordo com
sua definicdo, ou seja, considerando o incremento de velocidade apenas para uma
escala r. Nesta nova etapa do trabalho usamos a idéia de Malécot et al. (2000),
que define um multiplicador aleatério «,; como sendo a razao dos incrementos de
velocidade do vento para escalas r e [, com r < [. Determinamos os valores do
coeficientes de intermiténcia e encontramos bons resultados, apesar da flutuagéo
estatistica dos cumulantes de segunda ordem. Martins (2008), em seu trabalho de
graduacao, usou uma técnica, de nome surrogate, para estimar de maneira mais
adequada os log-cumulantes de segunda ordem. Obteve bons resultados e estao
de acordo com os obtidos neste trabalho.

Estudamos os cumulantes com o obijetivo principal de obter o expoente 3, que
a principio determinaria o comportamento dos cumulantes por uma lei de escala, o
que nao pode ser entendido pelo modelo log-normal. Verificamos a proporcionali-
dade dos cumulantes de primeira e segunda ordem através da fungéo F'(p), dada
pela razéo entre a fungdo geradora dos cumulantes ¢ (p) e p. A simples analise
de F(p) ndo é um indicador suficiente da proporcionalidade de C; e C,, pois nao
apresenta um comportamento bem definido para valores especificos das escalas !.
Para nos certificarmos de que os cumulantes sao proporcionais, determinamos o
comportamento de —C,/Cy x Cy e concluimos que para um determinado intervalo
(inercial), esta relagdo é aproximadamente constante.

A fim de testar a técnica dos cumulantes, geramos séries temporais sintéticas
de diferentes tamanhos e obtivemos os log-cumulantes de primeira ordem, com

valores que se aproximam bem do valor fixo previsto na teoria, 0,5. Além disto
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ter indicado a eficiéncia da metodologia, também serviu como verificacao da con-
vergéncia estatistica dos cumulantes conforme ocorria 0 aumento do tamanho das
séries temporais.

Calculamos entdo o coeficiente § para alguns dados de tanel de vento e at-
mosfera e obtivemos bons resultados. Gostariamos de ter conseguido obter resul-
tados adequados para dados de LES, porém as séries de que dispunhamos eram
muito curtas. Na tentativa de estudar séries de LES mais longas, enfrentamos o
problema de perda de estacionaridade dos dados para intervalos de tempo maio-
res.

A importancia de 5 é comparavel a importancia da temperatura de um sis-
tema termodinamico [Castaing 1996]. A motivacado para obter 5 esta no fato de
gue podemos caracterizar a turbuléncia através de seu valor, pois esta relacionado
com a mudanca do comportamento das fungbes densidade de probabilidade de
gaussiano para expoencial (intermitente) ao longo das escalas do escoamento. A
natureza da intermiténcia do escoamento é determinada pelo expoente 5 de uma
forma mais adequada que o coeficiente de intermiténcia ;» do modelo log-normal,
de Kolmogorv e Obukhov de 1962.
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